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Resumo

O principal objetivo deste trabalho é introduzir e estudar uma nova classe de
imersdes isométricas, chamadas imersdes pseudo-paralelas, como um andlogo in-
trinseco das variedades pseudo-simétricas introduzidas por Ryszard Deszcz, e como
uma generalizacdo natural das imersdes semi-paralelas introduzidas por Johan De-
prez. Neste contexto apresentamos varios exemplos importantes de imerses pseudo-
paralelas que ndo sdo semi-paralelas e de imersdes pseudo-simétricas que nédo sdo
pseudo-paralelas. Além disso, mostramos uma caracterizacio das hipersuperficies
pseudo-paralelas e uma série de resultados em nivel de superficies, imersdes em codi-
mensao dois e também com codimenséo alta. Por iiltimo, neste trabalho mostramos
que as imersdes pseudo-paralelas estdio intimamente relacionadas com os sistemas

triplos de Jordan.



Abstract

The main objective of this work is to introduce and study a new class of isometric
immersions, called pseudo-parailel, as an intrinsic analogue of the pseudo-symmetric
manifolds introduced by Ryszard Deszcz, and as a natural generalization of the
semi-parallel immersions introduced by Johan Deprez. Moreover we presente several
important examples of pseudo-parallel immersions that are not semi-parallel and of
pseudo-symmetric immersions that are not pseudo-parallel. Besides, we showed a
characterization of the pseudo-parallel hypersufaces and some results for surfaces,
immersions in codimention two and also with high codimention. At last, we showe

that the pseudo-parallel immersions are related with Jordan’s triple systems.
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Capitulo 1

Introducao

Uma variedade Riemanniana n-dimensional M™ ¢ localmente simétrica quando
seu tensor de curvatura Riemanniano R € paralelo, i.e., quando VR = (0, onde V
denota a conexao de Levi-Civita de M, estendida de modo a agir sobre tensores como
uma derivagio. £ bem conhecido que, nos anos vinte, Elie Cartan em [11] iniciou
as Investigacoes das variedades localmente simétricas e, durante o desenvolvimento
da teoria das variedades localmente simétricas, o préprio Cartan chamou a aten¢éo
para a condigdo que caracteriza uma variedade semi-simétrica, i.e., para a condicdo
R(X,Y)-R =0, onde o operador de curvatura R(X,Y) = VxVy - VyVx —Vixy]
¢ estendido de modo a agir sobre tensores como uma derivacdo. Claramente a
classe de variedades semi-simétricas generaliza a classe de variedades localmente
simétricas. Este ultimo fato e a observagdo de que sua reciproca nio é verdadeira
para n = 2 {pois, qualquer variedade Riemanniana 2-dimensional é semi-simétrica),
tinham sido provados por Cartan em {12], p. 262-265. Mas, em geral, Cartan nio
tinha mostrado que essas classes ndo eram equivalentes para n > 2, onde a condigéo
de semi-simetria é restritiva. Inclusive Nomizu em 1968 chegou a conjecturar que, na
classe de variedades Riemannianas completas e irredutiveis, os conceitos de variedade
localmente simétrica e semi-simétrica deveriam ser equivalentes (ver [42]). Quatro
anos mais tarde, Takagi apresentou o primeiro exemplo que prova a néo equivaléncia
dos conceitos. (Ver [51]). A partir daf vdrios matemdticos passaram a estudar as



variedades semi-simétricas na tentativa de obter sua classificacio. Mas somente
no inicio da década de oitenta, obteve-se uma classificacio das variedades semi-
simétricas, devido ao trabalho de Szabé (ver [49],[50]). Paralelamente ao trabalho de
Szabd, Ryszard Deszcz e outros comecaram a pesquisar as subvariedades totalmente
umbilicas das variedades semi-simétricas (ver [1]). Um dos principais frutos dessa
pesquisa foi a origem de uma nova classe de variedades que é ainda maior que a classe
de variedades semi-simétricas. As variedades dessa nova classe foram chamadas de
variedades pseudo-simétricas. A condigdo que caracteriza cada variedade pseudo-
simétrica, M, ¢ a existéncia de uma fungéo diferencidvel ¢ da variedade M a valores
reais, tal que o tensor de curvatura R satisfaz a seguinte condic&o de pseudo-simetria:

R(X,Y)-R=¢(p)X AY -R, (1.1)

para cada ponto pde M e a cada par X,Y de vetores tangentes a M em p, onde XAY
é uma aplicagdo linear de T, M, definida por XAY (Z2) = (Y, Z)X — (X, Z)Y, e esten-
dida de modo a agir sobre tensores como uma derivagdo. Atualmente as variedades
pseudo-simétricas sdo chamadas de pseudo-siméiricas segundo Deszcz, devido ao
trabalho desenvolvido até agora por Deszcz em tornc delas e para diferencié-las das
“variedades pseudo-simétricas” introduzidas por Chaki; estas 1iltimas séo claramente
diferentes j& na sua defini¢do dada em [13]. A classe de variedades pseudo-simétricas
segundo Deszcz é essencialmente grande, e apesar do grande nimero de publicagdes
relacionadas surgidas na década de noventa, ainda nfo se conhece uma classificagao
dessas variedades. Para ver alguns exemplos de variedades pseudo-simétricas que

nao sdo semi-simétricas, citamos por exemplo [23] e as referéncias ai citadas.

Na teoria de imersdes isométricas em formas espaciais, f : M™ — Q¥ (c), nocdes
anslogas as de variedade localmente simétrica e semi-simétrica foram introduzidas e
bastante estudadas nos ultimos 25 anos. Primeiro, Ferus introduziu e iniciou o estu-
do da nocio de imerséo localmente paralela (subvariedade eztrinsecamente simétrica
na terminologia de Ferus), i.e., uma imersdo isométrica cuja segunda forma fun-

damental « é paralela, t.e., Vo = 0, onde V = V @ V* é a conexdo de van der



Waerden-Bortolotti do fibrado TM & v(f), estendida de modo a agir sobre tensores
como uma derivacdo. A classificacio completa das imersdes localmente paralelas
em formas espaciais foi por Ferus em 1980 para o caso ¢ = 0, e logo em seguida
Backes e Rieckziegel e, independentemente, Takeuchi para ¢ # 0 (ver [30],[4],[52]).
Apés a classificacio das imersées localmente paralelas, Deprez introduziu e iniciou o
estudo da nocao de imersao semi-paralels, i.e., uma imersdo isométrica cuja segunda
forma fundamental verifica a seguinte condiciio: R(X,Y) - a = 0, para todo X,Y
vetores tangentes a M, onde R(X,Y’) é o operador de curvatura relativo & conexio
¥, o qual é estendido de modo a agir sobre tensores como uma derivagio. E impor-
tante observar que a condicdo de integrabilidade do sistema de equagdes diferenciais
Va = 0 é exatamente a condigido B(X,Y) - o = 0. Isto também acontece entre as
condigOes que caracterizam as variedades localmente simétricas e semi-simétricas.
Uma classificagdo das imersoes semi-paralelas ainda nfo estd disponivel pois, segun-
do os estudos feitos por Lumiste, é necessario investigar com maior profundidade
os sistemas de equagdes de Pfaff correspondentes a essas imersdes, (ver, por exem-
plo, {36]). Contudo, vdrios resultados parciais sobre as imersdes semi-paralelas sdo
conhecidos, onde destacamos uma caracteriza¢io das superficies semi-paralelas, em
codimensdo qualquer, feita por Deprez para ¢ = 0 e por Asperti e Mercuri para
¢ # 0 (ver [18], [2]); uma classificacio das hipersuperficies semi-paralelas, feita por
Deprez para ¢ = 0, e por Dillen para ¢ # 0 (ver [19}, [26]) e uma classificacio das
imersdes semi-paralelas com fibrado normal plano, feita por Lumiste para c = 0 e
por Dillen e Nolker para ¢ # 0, (ver [35], [27]).

Os objetivos principais deste trabalho sdo introduzir e estudar um novo conceito,
o de imersdo pseudo-paralela, como um analogo extrinseco das variedades pseudo-
simétricas, e como uma generalizagdo natural das imersdes semi-paralelas. Assim,
uma imersao isométrica é pseudo-paralela quando existe uma funcio diferencidvel
¢ de M a valores reais, tal que a segunda forma fundamental o verifica a seguinte

condi¢do de pseudo-paralelismo

R(X,Y) a=9¢@pXAY  q, (1.2)
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para todo p € M, e X,Y € T,M, onde X AY ¢ estendida de modo a agir como
uma deriva¢ao sobre a segunda forma fundamental. Observe que a condigio de

pseudo-paralelismo (1.2) é pontual.

Este trabalho estd composto por quatro capitulos. O primeiro capitulo é o da
presente introducdo, o segundo capitulo é aquele onde fixaremos a nomenclatura
bésica sobre as variedades Riemannianas e imersfes isométricas que ser&o utilizadas
ao longo do trabalho e também mencionaremos alguns resultados sobre as imersdes
semi-paralelas que serdo generalizados. No terceiro capitulo, uma vez introduzi-
do o conceito de imersao pseudo-paralela, passaremos a descrever na secfo 3.1 as
propriedades basicas das imersdes pseudo-paralelas. Em particular, provaremos o re-
sultado abaixo de carater pontual, que generaliza um teorema andlogo para imersdes

semi-paralelas dado por Deprez em {19]:

rg

Teorema 1.0.1 Seja f : M™ — Q¥(c) uma imersdo pseudo-paralela. Se f €
minima em p e ¢(p) > c, entdo p € um ponto geodésico, i.e., a segunda forma

fundamental de f se anula em p.

Apesar da condicdo de pseudo-simetria (1.1) ser verificada por gualquer superficie,
a condigao de pseudo-paralelismo (1.2} é restritiva para superficies imersas em for-
mas espaciais. Portanto na secdo 3.2 estudaremos as superficies pseudo-paralelas
e, como resultado, obteremos que: As superficies pseudo-paralelas proprias (ndo
semi-paralelas) com fibrado normal planc (R+ = 0) sdo aquelas que possuem cur-
vatura Gaussiana K distinta de zero em algum ponto. Por outro lado, mostraremos
que dentro da classe das superficies imersas com a propriedade que, cada um dos
operadores de curvatura normal sejam nfo nulos, as superficies que sdo pseudo-
paralelas sdo caracterizadas como as superficies cujas elipses de curvatura em cada
ponto p sao circunferéncias de centro na ponta do vetor curvatura média H(p) e raio

K(p) — ¢(p) (i.e., uma superficie A-isotrdpica, conceito introduzido por (’'Neill,
ver [45]). Uma conseqiiéncia dessa caracterizagio é que em codimensdo dois temos

0 seguinte resultado:



Corolério 1.0.2 Seja f : M? — Q%c) uma imersdo isométrica com Rt # 0.
Entdo f € pseudo-paralela se, e somente se, f € superminima. Além disso, se ¢ €

constante, entdo K = £ e f(M?) ¢ uma parte de uma superficie de Veronese.

(O conceito de superminima (i.e., minima e isotrdpica) foi introduzido por Bryant,
ver [8]). Desse resultado segue-se que para ¢ > 0 existem numerosos exemplos de
superficies pseudo-paralelas proprias com seus operadores de curvatura normal nao
nulos na esfera S*(c). Isto é possivel devido a um teorema de Chern, ver [15], onde
prova-se que toda imersio minima (em particular, com R*(p) # 0 em todo ponto p)
de uma esfera topolégica S em $4(1) é superminima. Como no caso de superficies
semi-paralelas em Q*(c), Lumiste (para ¢ = 0) e Asperti e Mercuri (para ¢ # 0),
mostraram que qualquer superficie semi-paralela possui Rt = 0 ou é localmente
paralela (ver [34],[2]). Portanto, o fato de existirem exemplos de superficies pseudo-
paralelas préprias com seus operadores de curvatura normal néo nulos em S%(c) é
um primeiro passo para obter uma classificacdo destas superficies em codimensao
dois. Para superficies pseudo-paralelas em codimens&o trés mostraremos o seguinte

resultado:

Teorema 1.0.3 Seja f : M? — Q*(c) uma imersdo pseudo-paralela com ¢ cons-

tante e M? coneza e completa. Entio temos uma das seguintes possibilidades:
i) f € uma imersdo com fibrado normal planc e ¢ = K;
ii) f(M?) é uma superficie de Veronese em algum S*(&) totalmente umbilica em
QE!(C);
iii) f(M?) € um toro em S°(c) descrito no exemplo 3.2.10.

Este teorema é uma generalizacdo de um andlogo para o caso semi-paralelo, que
foi obtido em [2]. A diferenca essencial estd no item (iii), onde a superficie pseudo-

paralela serd propria para ¢ = £ (ver exemplo 3.2.10).

Na se¢éio 3.3 estudaremos as hipersuperficies pseudo-paralelas f : M™ — Q"*(¢)

e provaremos que todas possuem no méximo duas curvaturas principais distintas.
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Como uma consegiiéncia deste fato, veremos que qualquer hipersuperficie de Car-
tan 3-dimensional na esfera $*(c) ndo é pseudo-paralela, mas é pseudo-siméirica
prépria, 1.e., nao é semi-simétrica. Isto mostrard que os conceitos de pseudo-simetria
e pseudo-paralelismo nfo sio equivalentes. Também mostraremos que a classe de
hipersuperficies semi-simétricas ndo coincide com a classe de hipersuperficies pseudo-
paralelas em formas espaciais com ¢ > 0. Além disso, de acordo com a classificacao
das hipersuperficies semi-paralelas, diremos quais sdo as tnicas hipersuperficies de
revolu¢do que sdc pseudo-paralelas préprias. Ainda mais, provaremos o seguinte

teorema de caracterizacdo das hipersuperficies pseudo-paralelas:

Teorema 1.0.4 Seja [ : M™ — Q"{c) uma hipersuperficie. Entdo f ¢ pseudo-

peralele se, e somente se, f é ou quase-umbilica ou uma ciclide de Dupin.

Na se¢do 3.4 estudaremos as imersoes pseudo-paralelas de codimensao dois. Co-
mo produto deste estudo, obteremos uma forma matricial para os operadores de
Weingarten de uma imersio pseudo-paralela f : M® — Q™*%(¢c) com Rt = 0. Uma
conseqiiéncia dessa forma matricial e do Teorema 1.0.1 é o seguinte resultado de

cardter pontual:

Teorema 1.0.5 Sejaf : M™ = Q" 2(c) uma imersio ¢-pseudo-paralela. Se ¢(p) >c¢
ou H(p) # 0, entdo Rt (p) = 0. Em particular, se ¢ = 0 ¢(p) > 0, entdo M possui

curvatura seccionel nio-negative em p.

Por dltimo, usando um resultado obtido por Baldin e Mercuri em [6], junto com
o Teorema 1.0.5, obteremos uma caracterizacio intrinseca das variedades imersas

pseudo-paralelamente em JR™? com ¢ > 0. A saber:

Corolério 1.0.6 Sejo f : M™ — IR™*? uma imersdo ¢-pseudo-paralela com ¢ > 0.
Se M é compacta e simplesmente coneza, entdo f é um produto de dois mergulhos
converos ou M € homeomorfo ¢ uma n-esfera. Em particular, se ¢ > 0 em algum

ponio entdo, M é homeomorfo a uma n-esfera.



Na se¢do 3.5 estudaremos as imersdes pseudo-paralelas de variedades Riemanni-
nas de dimenséo n > 3 em codimensio alta e com uma das seguintes condigGes de

regularidade sobre o primeiro espaco normal da imersdo: A dimensio de N'! serd
n+1) n(n+1]
2

constante ao longo da variedade e igual a ou ~ 1. Como conseqiiéncia
deste estudo, obteremos os seguintes resultados, 0s quais sdo os andlogos acs obti-
dos no caso de superficies pseudo-paralelas com Bt{(p) # 0,Vp € M, ¢ que foram

inspirados no trabalho de Lumiste para semi-paralelas, ver [37].

Teorema 1.0.7 Seja f: M™ — Q¥ (c) uma imersdo pseudo-paralela. Suponhamos
que dim N} (p) = 3‘-(—"2:11 em cada ponto p de M. Entdo vale o seguinte:

(1) M possui curvatura seccional constante K > ¢;

(it) A2 = 4K — 3¢ — ¢ € uma funcdo positiva e f é uma imersdo A-isotrdpica com

”H”2 2{n-;-1)K _ (n:2}¢ —e> 0,

e [ é também pseudo-umbilica;

(iif) Para qualguer referencial local ortonormal tangente {ey,...,en}, o conjunio

- H(p) oy —agy Cin—1i{n=11"%nr @) Bfn—1n 5 ;
B = THGT: Toni—omT" ™ Tow nacn el 160l Taan ¢ um referencial local

ortonormal de N} e o operador de curvatura normal Rﬁ; ¢ dado por
Ry [au) = — Ry loy] = 2 (¢ — K) ay,
Ri: o] = (¢ — K) (o5 — aus), Rij o] =0,
onde t, j, k sdo distintos, | € qualquer et < j.

Em particular, se M é compacta e ¢ > 0, entdo | H||> = XK _¢ e Nopp = 22,
Além disso, [ imerge M como uma variedade de Veronese em alguma hipersuperficie
totalmente umbidica de Q‘L_H i (¢).

Considerando as mesmas hipdteses dadas no Teorema 1.0.7 sem impor qualquer

condicdo topoldgica global para o caso de n = 3 e usando o método do referencial
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mével poderemos concluir gue ¢ é constante. Mas é importante ressaltar que para
n > 3 o método do referencial mével se torna computacionalmente invidvel devido a
que ndo existe um programa computacional que permita manipular sistemas literais
de grande porte. Contudo, queremos conjecturar que ¢ € constante também para
n > 3, sem hipdteses globais.

Agora com as hipdteses de minimalidade junto com a outra condigfo de regulari-

dade sobre o primeiro espago normal, obtemos o seguinte resultado:

”

Teorema 1.0.8 Seja f : M™ — S¥(c) uma imersdo pseudo-paralela. Se f €
minima e dim N} (p) = 3‘—(525—[1 — 1 em cada ponto p de M, entdo f imerge M como
uma variedede de Veronese em S¥(c), onde N = M -1

No quarto capitulo provaremos que os sistemas triplos de Jordan estao intima-
mente relacionados com as imers6es pseudo-paralelas, assim como com as imersoes
paralelas e semi-paralelas, ver [30] e [20]. Como conseqiiéncia desta relagdo, obtere-
mos dois fatos importantes. O primeiro fato é de cardter pontual e corresponde a
uma segunda demonstracido do Teorema 1.0.1 que difere da demonstragao que apre-
sentaremos na secio 3.1, onde usamos o operador Laplaciano. O segundo e ultimo

fato € de cardter global, a saber:

Teorema 1.0.9 Seja f : M™ — Q¥ (c) uma imersdo pseudo-paralela com ¢ > 0.
Se M € compacta e simplesmente coneza, entdo M™ ¢ uma vaeriedade Riemanniana

produto, sendo os fatores dos sequintes tipos:
1) Variedades homeomorfas a esferas;
2) Variedades biholomorfas a planos complexos projectivos;
3) Espagos simétricos de tipo compacto.
Além disso, se ¢ ndo € identicamente zero, entdo M é do primeiro tipo.

Este teorema generaliza o corolario 1.0.6.



Capitulo 2

Preliminares

O principal objetivo deste capitulo é rapidamente fixar a nomenclatura que usa-
remos ao longo de todo o trabalho e também apresentar alguns resultados sobre as

imersdes semi-paralelas os quais serdo citados nos capitulos seguintes.

2.1 Variedades pseudo-simétricas

Seja M™ uma variedade Riemanniana n-dimensional munida da métrica Rie-
manniana {, }, com conexdo de Levi-Civita denotada por V e tensor de curvatura

Riemanniano R definido por
R (.X, Y) Z = vayZ - Vyvxz - V[X,Y]Z,

paratodo X, Y, Z € X (M), onde X (M) denota o conjunto dos campos diferencidveis
tangentes de M e, aqui, [, ] denota o colchete de campos. O niimero real

K(X,Y)=(R(X,Y)Y.X).

é chamado a curvatura seccional de M segundo o plano gerado pelos vetores tan-
gentes ortonormais X,Y. Denotamos por D {A) o conjunto de todas as fungoes

diferenciiveis de M a valores reais.

Por uma forma espacial, denotada por Q" (c), entendemos uma variedade Rie-

manniana N-dimensional, simplesmente conexa, completa, de curvatura seccional
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constante ¢. Os modelos de formas espaciais que adotamos sdo: O espago Eu-
clidiano R™ com o produto interno usual, se ¢ = 0; a esfera unitdria S¥(c) =

{z € RV : ||z]]* = 1} com a métrica induzida por RN, se ¢ > 0; e o espago

N
hiperbélico HY (¢) = {(zo, #1....,z5) € RV 1 —g2 + ¥ 27 = 1,29 > 0} com &
i=1

métrica Lorentziana, se ¢<0.

Os seguintes conceitos que passamos a definir generalizam naturalmente as formas

espaciails.
Definigdo 2.1.1 Seja M™ uma variedade Riemanniana.

1) Dizemos que M é localmente siméirica se VR = 0, onde V ¢ estendida de

modo a agir sobre B como uma derivagio da seguinte forma:

(VxR)(Y,Z,W) = Vx[R(Y,Z)W)-R(VxY,Z)W  (2.1)
~R(Y,VxZ)W ~ R(Y,Z) VxW,

para todo X,Y,Z, W € X (M) .
2) Dizemos que M é semi-siméirica se
R(X,Y) R:=Vx (VyR) — Vy (VxR) — VixyR = 0, (2.2)
para todo X, Y € X (M). Ou equivalentemente, se
R(X.Y),R(UV)W=RRX,Y)U,VIW+RU,RX,Y)V)W,  (23)

para todo X, Y,U, VW € X (M), onde R{X,Y),R(U,V) séo operadores de

curvatura de X (M) e, aqui, |, ] denota o comutador de operadores.

3) Dizemos que M é pseudo-simétrica se existe uma fungdo ¢ € D (M), tal que
o tensor de curvatura R verifica a seguinte condigdo pontual:

R(X)Y)R=¢(p)XAY R, (2.4)
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paratodo p € M e X,Y € T, M, onde X AY é um operador linear de 7T,
definido por

XAY(Z)={Y,2)X - (X,2)Y, (2.5)

e estendido de modo a agir como uma derivagdo sobre o tensor de curvatura

Riemanniano R da seguinte forma:

[XAY -Rl(UV,W)=[XAY,RUWVW=-RXAY ), V)W (2.6)
—RWU,XAY (V)W

Claramente cada um dos conceitos definidos acima generaliza o anterior. Mas,
em geral, os reciprocos nio sio verdadeiros, i.e., existem variedades semi-simétricas
que ndo sio localmente simétricas e existem variedades pseudo-simétricas que nio
sdo semi-simétricas. Takagi em [51] construiu o primeiro exemplo de uma variedade
Riemanniana 3-dimensional completa, irredutivel, ndo localmente simétrica, com
R(X,Y)- R = 0. Por outro lado, Deszcz fci quem apresentou a maioria dos exem-
plos de variedades pseudo-simétricas que ndo sdo semi-simétricas. Na se¢do 3.3
do capitulo 3 daremos um exemplo de uma variedade pseudo-simétrica que néo é

semi-semétrica; para outros exemplos ver [22)].
2.2 Imersoes semi-paralelas

Seja f: M™ — @%{c) uma imersdo isométrica, i.e., uma imersao tal que

(X: Y) = (dfp (-X) 1dfP (YD H

para todop € M e X,Y € T,M. Aqui e ao longo deste trabalho usamos o mesmo
simbolo { , ) para representar as métricas de M™ e @" (¢). O niimero N —n é chamado
de codimensdo de f. No caso da codimenséo ser 1, a imersao isométrica seré chamada

de hipersuperficie. Para todas as consideragBes de cardter local de f identificamos
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(localmente) M com f (M) e T,M com df, (T,M) . Com estas identificacdes, temos
que o produto interno de T,(}(c) decompde T,Q)(c) na soma direta

LR =TMen(f),

onde v, (f) ¢ o complemento ortogonal de T,M em T,Q(c). Obtemos, desta forma,

o fibrado vetorial normal v (f) = |J , (f) de f. Daf, o “pull-back” do fibrado
PEM
tangente de Q(c) é a soma de Whitney dos fibrados TM e v (f)

Il =TMev(f).
Esta soma ortogonal induz proje¢des candnicas
0T :TMev(f)=TM, (" :TMev(f)—=v(f)
que s8o as componentes tangencial e normal, respectivamente.

Sejam X,Y € X (M) e £ um campo normal ao longo de f, i.e., uma secio dife-
rencidvel de v (f) . Entdo as projecdes tangencial e normal determinam as seguintes

decomposigdes ortogonais:

VxY VxY +a(X,Y) e (2.7)
UxE = —AX + VxE, (2.8)

que sdao chamadas a férmulas de Gauss e a férmule de Weingarten, respectiva-
mente, onde @ ¢ a conexdo de Levi-Civita de Q¥(¢c), a : TM & TM — v (f) é
um tensor simétrico chamado segunda forma fundemental de f, Ac : TM — TM ¢
também um tensor simétrico, chamado operador de Weingarten na diregdo £ e V+
¢ uma conex&o em ¥ (f) compativel com a métrica e chamada conezdo normal de

f- Os tensores o e A, sao relacionados por
(a(X,Y),8) = (A: X, ). (2.9)

Pontualmente, a segunda forma fundamental, por ser um tensor, define para cada

p € M uma aplicag8o bilinear simétrica que denctamos também por a : T, M X
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T,M — vy (f) da seguinte maneira: para cada par de vetores v, w € T, M define-se
a(v,w)=a(X,Y)(p),onde X, Y € X(M)e X (p) =veY (p) = w. Esta aplicagio
é chamada segunda forma fundamental de f no ponto p. O vetor curvatura média

de f num p()I'ltO P de M é definido Por
E R VA .

onde ey, ..., e, formam uma base ortonormal de 7,M. Entéao dizemos que f € pseudo-

umbilica se a segunda forma fundamental ¢ ¢ o vetor de curvatura H de f verificam
(@ (X,Y),H)=(X,Y)||H|*, (2.11)

para todo X,Y € T, M e p € M. Em particular, dizemos que f é minima se H = 0;
[ & totalmente umbilica quando a segunda forma fundamental é dada por

a(X,Y)=(X,Y)H, (2.12)

para todo X,Y € T,M e p € M; e f é totalmente geodésica se @ = 0. Por outro
lado, dizemos que f é A-isotrdpica se existe A : M — IR funcdo tal que

llo( X, X)[| = Alp), (2.13)

para qualquer vetor unitario X € T,M e todo p € M; em particular, dizemos que f

é M-isotrépica constante se A é uma funcéo constante.

A conexdo normal V1 de f define um tensor R+ chamado tensor de curvatura

normal e é dado por
R (X,Y)€:= VzVy{ - V¢ Vx€ = Vi y.
Dizemos que f possui fibrado normal plano se R+ = 0.

As equagbes fundamentais que definem a geometria local de uma imersdo

isométrica f : M™ — Q% (c) sdo as conhecidas equacdes de Gauss, Codazzi e Ricci
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que no caso de curvatura constante sio respectivamente:

(R(X,Y)Z,W) = c(XAY(Z),W)+{a(X,W),a(Y,2)) (2.14)
- (a(X,Z),a(Y,W)),

(Vo) (X,Y,Z) = (Va)(X,Z2,Y), (2.15)

RY(X,Y)E = a{X,A:(Y)) - a(A:(X),Y), (2.16)

onde V = ¥V @ V< denota a conexio de var der Waerden-Bortolotti do fibrado
TMov(f)eVa: TM&TM & TM — v(f) é a derivada covariante de o com

respeito a V e definida por

(Vo) (X,Y,2) = (Vza)(X,Y)
= VzlalY,2)-a(VzY,2) —a(Y,VzZ). (2.17)

A segunda derivada covariante Via: TM@TMeTMeTM > v (f) é uma

aplicacio definida por

(Vi’a) (X,Y,Z,W) = (VwVza)(X,Y)
= Vi [(Vza) (X,Y)] = (Vza) (VwX)Y) (2.18)
- (ﬁza) (X, VWY) - (?vwzo:) (X, Y) .

As defini¢des dadas acimas sdo relacionadas no seguinte resultado abaixo:

Lema 2.2.1 A segundae forma fundamental o de gqualguer imersdo tsométrica f

verifica a sequinte identidade:

(VxVya) (2, W) - (VyVxa) (Z,W) (2.19)
= REHX, V) [a(ZW)] - a(R(X,Y)ZW)—a(Z,R(X,Y)W).

para todo X, Y, Z, W € TM.
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Demonstracio: Com efeito, calculemos primeiro VxVya

(VxVya) (Z,W) = V% [(Vya) (Z,W)] = (Vya) (VxZ, W)
— (Vya) (Z,VxW) — (Vvyera) (Z,W)
=V [Ve e (ZW)] - a(VyZ,W) - a(Z,VyW)]
—{Va(VxZ, W) - a(VyVxZ, W)~ a(VxZ, VyW)}
—{V3a(Z, VW) - a(VyZ, VW) —a(Z,VyVxW)}
—{V3,.v e (ZW)] - a (Ve Z, W) — a(Z, Vo, W)},

portanto

(VxVva) (Z,W) = ViVi[a(Z,W)] - Vi[a(VyZ, W) (2.20)
~Vx[e(Z, VyW)] - V¥ [a(VxZ,W)]
+o(VyVxZ, W)+ a(VxZ,VyW)

—Vy a{Z, VW) + a(VyZ,VxW)
+a(Z,VyVxW) ~ Vi .y [a(Z,W)]
+a (Vo vZ, W)+ a(Z,Vo,vW).

Analogamente, calculamos Vy V yo:

(VyVxa) (Z,W) = VyVx[a(Z, W)~ Vy|a(VxZ W) (2.21)
~Vy[a(Z, VxW)| - Vi [a (Vy Z, W)
+a{VyZ,VxW) +a(VxVyZ, W)
—Vx[a(Z, VyW)]|+a(VxZ, VyW)
+a(Z,VxVyW) = Ve x [ (2, W)]
+0(Vy,xZ, W)+ a(Z,Vy,xW).
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Logo de (2.20) e (2.21), obtemos que

(VxVya) (Z, W) — (VyVxa)(Z,W)

= VxVyla(Z,W)] - VyVx[a(Z,W)] - Vixy o (Z,W)]
—0(VxVyZ ~VyVxZ ~ (Vy,vZ — Vo, xZ), W)
~a(Z,VxVyW — VyVxW = Vix W)

= RM(X, V) [a(ZW)]-aRX,Y)Z,W)~a(Z,R(X.Y)W).

!
Os anslogos extrinsecos das defini¢des dadas em {2.1.1)(1)-(2) sio os seguintes:
Defini¢do 2.2.2 Seja f: M™ — Q% (c) uma imersio isométrica.

1) Dizemos que f ¢ localmente peralela (ou eztrinsicamente simétrica na termi-

nologia de Ferus) se Vo = 0. Ou, equivalentemente, se
V% [e(Y,2)] = a(VxY,Z) — a(Y,VxZ), (2.22)
para todo X, Y, Z € TM.
2) Dizemos que f é semi-paralela se
R(X,Y) a:=VxVya-~VyVya=0, (2.23)
para todo X,Y € TM. Ou equivalentemente, se
RHX VN [a(Z, W) =a(R(X,Y)Z,W) - a(Z,R(X, V)W), (2.24)

para todo X,Y, Z, W € TM. Em ({2.23) R denota o tensor de curvatura da
conexio V, estendido de modo a agir como uma derivagio sobre o tensor a.

Observacao 2.2.3 Ferus (Deprez) provou que se f : M™ — Q¥(c) é uma imersio

localmente paralela (semi-paralela), entdo M ¢é uma variedade localmente simétrica

(semi-simétrica).
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Claramente, cada um dos conceitos definidos em (2.2.2) generaliza o anterior.
Mas, em geral, a reciproca nfo é verdadeira, i.e., existem imersOes semi-simétricas
que nao sdo localmente paralelas. Com efeito, J. Deprez apresentou em [19] os
primeiros exemplos de imersées semi-paralelas que néo sio paralelas e provou o
seguinte teorema de classificacdo para hipersuperficies semi-paralelas de espagos

Euclidianos:

Teorema 2.2.4 Seja M™ uma hipersuperficie semi-paralela de IR*. Entdo, exis-

tem trés possibilidades:
a) M" é plang;

b) M™ possui seqgunda forma fundemental paralele; dai é uma parte aberta de
Sk % Rn—k.

¢c) M™ é um cone circular, ou um produto de um cone circular e um subespago

linear.

No Teorema 2.2.4, as unicas hipersuperficies semi-paralelas prdprias, i.e., ndo
paralelas, de espacos Euclidianos sfo as (hiper)superficies de rotacdo, obtidas por
rotacdo de uma linha reta de algum plano perfil em torno de um eixo deste plano.

No caso do espago ambiente possuir curvatura ¢ # 0, F. Dillen em [26] obteve o

seguinte teorema de classificagdo das hipersuperficies semi-paralelas:

Teorema 2.2.5 Seja M™ uma hipersuperficie semi-paralela de uma forma espacial

Q7+ (c) com ¢ # 0. Entéo existem trés possibilidades:
a) n=2e M? é plang;

b) M™ possui sequnda forma fundamental paralelo, dai é uma parte aberta de um

produto de no mdzrimo duas esferas.

c) M™ é uma hipersuperficie de rotagdo cuja curve perfil é uma hélice.
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No Teorema 2.2.5, as Unicas hipersuperficies semi-paralelas préprias de uma forma
espacial @™t (c) com ¢ # 0 sdo as (hiper)superficies de rotagdo, cuja curva perfil §
uma helice.

Agora em nivel de superficies semi-paralelas, é conhecido o seguinte teorema de

caracterzagao, obtido por Deprez para ¢ = 0 e por Asperti-Mercuri para ¢ # 0 (ver
18], [2]).

Teorema 2.2.6 Seja f : M? — @Q¥(c) uma imersio de uma superficie coneza.

Entdo [ ¢é semi-paralela se, e somemite se,
i) f é uma imersdo totalmente umbilica ou

ii) Ewxiste um subconjunto aberto ¢ denso U de M tal que f restrito o cada com-

ponente conera de U €

(a) uma imersdo de uma superficie plana com R+ =0, ou

(b) uma imersdo isotrdpice com codimenséo ndo mdzimo 3 e |[H||?2 = 3K —e,

ImersGes do tipo (ii)(a) foram estudadas por Chen (ver {14]), e exemplos sdo os
produtos de curvas e superficies regradas em IR®. As imersoes de (ii}(b) sdo exemplos

das chamadas superficie de Weingarten.
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Capitulo 3

Imersoes pseudo-paralelas

O primeiro objetivo deste capitulo é definir ¢ introduzir as propriedades bdsicas
de uma nova classe de imersdes isométricas em formas espaciais, que chamare-
mos imersdes pseudo-paralelas. O segundo é apresentar exemplos explicitos de tais
imersées junto com os primeros resultados interessantes de cardter local e global so-
bre as imersGes pseudo-paralelas, em nivel de superficies, hipersuperficies, imersoes
com codimensao dois e também com codimensio mais alta. Para obter esses resul-
tados utilizaremos as técnicas usuais da teoria de imersdes isométricas e o método

do referencial mével.
3.1 Definicao e fatos basicos das imersoes pseudo-
paralelas

Definicdio 3.1.1 Uma imersdo isométrica f : M® — Q% (c) é chamada pseudo-

paralela se existe uma fungio ¢ € D (M), tal que

R(X,Y)-a=¢{p) X AY -q, (3.1}
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para todop € M e X,Y € T,M, onde R{X,Y)-a e X AY séo estendidas de modo

a agir sobre a segunda forma fundamental & de f da seguinte maneira:

R(X,Y)-a)(Z,W) = (VxVya) (2, W) - (VyVxa)(Z,W)
[XAY -a)(ZW) = —a(XAY(Z),W)—a(Z, X Y (W), (32)

para todo Z, W € T, M.
Observe que usando o Lema 2.2.1 a condicdo (3.1) é equivalente & condigdo

RLX,Y)[a(Z,W)] = aR(X,)Y)Z,W)+a(Z R(X,Y)W) (3.3)
_(;5 (p) (Ya Z> Q(X,W) + ﬁb(P) (Xv Z) Q (Ya W)
—o @Y, W)a(Z,X)+ ¢ (p) (X, W)a(Z,Y),

para todo ponto pe M e X, Y, Z, W € T, M.

Ao longo de todo este trabalho, a condicéo (3.1) serd chamada uma condicdo de
pseudo-paralelismo da segunda forma fundamental da imersao. Além disso, quando
dizemos que uma imersdo é pseudo-paralela, usaremos a letra grega ¢ para denotar
a funcdo que aparece na condicdo de pseudo-paralelismo, a menos que seja dito o

contrario.

Observacao 3.1.2 O conceito de pseudo-paralelismo dado na Defini¢io 3.1.1 pode
ser claramente estendida a qualquer espago ambiente que tenha estrutura de va-
riedade Riemanniana ou semi-Riemannina. Mas, neste trabalho estudamos somente

0 caso em que o espaco ambiente é uma forma espacial.

Exemplo 3.1.3 Os primeiros exemplos de imersdes pseudo-paralelas sio obvia-
mente todas as imersdes semi-paralelas (em particular, as imersdes paralelas), j4
que, para tal fim basta tomar ¢ = 0. Agora é natural fazer a seguinte pergunta:

Ezistem imersdes pseudo-paralelas que ndo sdo semi-paralelas?
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Mas a resposta desta pergunta sera dada somente nas seguintes segdes 3.2, 3.3 e 3.4,
onde serdo apresentados varios exemplos de imersdes pseudo-paralelas préprias, i.e.,
nio semi-paralelas. Isto provard que a classe de imersdes pseudo-paralelas contém

propriamente a classe de imersSes semi-paralelas.

Observacio 3.1.4 Seja f : M — Q%(c) uma imerso isométrica. Suponhamos
que existe uma fungdo ¢ € D(M) tal que f torna-se ¢-pseudo-paralela. Entdo, em
geral, ndo podemos garantir que ¢ seja a dnica funcdo que torna f uma imersdo
pseudo-paralela, pois, podem existir outras fungtes ¥ € D(M) tal que f seja -
pseudo-paralela. Por exemplo, no caso de imerstes totalmente umbilicas, ¢ pode ser

qualquer funcédo diferencidvel, devido a que (3.2) é sempre zero.

Vejamos agora que a condi¢cio de pseudo-paralelismo é um andlogo extrinseco

natural da condigdo de pseudo-simetria no sentido de Deszcz.

Proposicio 3.1.5 Seja f : M™ — Q¥(c) uma imersdo ¢-pseudo-paralela. Entdo

M ¢ uma variedade ¢-pseudo-siméirica.

Demonstracao: Usando a equagao de Gauss na definicdo de R (X,Y") - R dada em

(2.3), temos que

([R(U,V) - RI(X,Y,Z),W) (3.4)
= ~c{{((XAY)(2),RUV)W) + (X AY)(R(U,V)Z), W)
+{(RWV)XIAY}(Z), W) + (X A[RUV)Y])(Z), W)}
+(a(X,2),a(RUV)W,Y)+a(W,R(U,V)Y))
—{(aY,Z),a(R (UV)XW)+O—’( R{U,V)W))
+{aWY),a(RU V)X, Z) +a(X,R(U,V) 2Z))
—(a(X,W),a(RU,V)Y,Z2)+a(Y,R(U,V)Z)).
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Agora usamos (3.3) no lado direito da ignaldade (3.4) e aplicamos a equagio de

(Gauss novamente, para obtermos que

({R(UV)-RIX)Y,Z),W)
= ¢{{e(X.2),a(Y,[UAV)(W)) — (X, {UAV)(W)),a(Y,2))
+{(a((UAV)(X),2),a(y,W)) = {a(UAV)(X),W),a(Y,2))
+{a(X,2),a((UAV)(Y), W) = (a(X, W), a{(UAV}(Y), Z))
+H{a (X, (UAV)(2)), (Y, W)) - (a(X.W),a (Y, (UAV)(Z))}
= ¢[(UAV)-R](X,Y,2).
O

A proposicdo 3.1.5 mostrou que a classe de imerses pseudo-paralelas estd com-
pletamente contida na classe de imersdes pseudo-simétricas. Nas seguintes secdes 3.2
e 3.3 mostraremos gue a incluséio é prépria, i.e., existem imersoes pseudo-simétricas

que nao sao pseudo-paralelas.

Vejamos agora outras propriedades que verificam as imersGes pseudo-paralelas.

Proposiciao 3.1.6 Seja f : M™ — @QY(c) uma imersdo $-pseudo-paralela. Se
g:Q¥(c) — QN (2) é uma imersdo totalmente umbidlica, entdo go f: M™ — QN (&)

¢ uma imersao ¢-pseudo-paralela.

Demonstracdo: Sejam o e o/ a segunda forma fundamental de f,g e go f,

respetivamente. Sejam Rf e RL ; os operadores de curvatura normais de f e go f,

gof
respetivamente. Sejam Ry e gy Os tensores de curvaturas das conexdes de var der

Waerden-Bortolotti V' e ¥ dos respectivos fibrados TM @ v(f) e TM Gv(go f).
Se HY é o vetor curvatura média da imersdo ¢, entdo usando as seguintes igualdades
de facil verificagdo:
oI (Z,W) = g (o (Z,W))+(Z,W)H",
Ris (X.Y) [0« (f (Z,W))] = g, (RF(X,Y) [&F (Z,W)]),
Rgof (X! Y) HY = 0;
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para todo X,Y,Z, W € T M, obtemos que a imersao ¢ o f verifica a condigdo de

pseudo-paralelismo. De fato:

{Ita"g"f (X,Y) - a9 } (Z, W)

- Rj-of( ) [QQOf(Zr W)} - ago'f(R(Xr Y)Zr W)

—o(Z, R(X,YYW)

9(RF(X,Y) [/ (Z,W)]) + (Z,W) Ry s (X, V) H?
-0, (R(X,YZ,W)) — (R(X,Y)Z, W) H?
—a.(cf(Z,R(X, YYW)) — (Z,R(X,Y W) H®
(@ [XAY -l (Z,W))

o{=g.(af (X AY(Z),W) ~af (Z,X ANY(W)))
—(XAY(2),WYHS — (Z,X NY(W)) H%}
P~ X NY(Z),W) — 2°T(Z, X AY (W)}

o [X AY -] (2, W),

Ol

Na se¢fo 3.4 mostraremos com um exemplo que a composigdo de imersdes pseudo-

paralelas nao é em geral pseudo-paralela.

Proposigio 3.1.7 Seja f : M — Q¥ (c) uma imersdo ¢-pseudo-paralela. Entio o

tensor de curvatura normal R+ de f verifica a seguinte condigdo

R(X,)Y)-Rt=9¢(p) X AY R, (3.5)

para todop € M e X,Y € T,M.

Demonstracdo: A derivada covariante de VR ¢ definida por

(VxRY) (Y, 2,8) =

Vx [R* (Y, 2)€] - R* (VY. 2)¢€
—RY(Y,VxZ)§ ~ R (Y, Z) (Vx¢),



para todo Y, Z € T,M ¢ £ € 1, (f). A segunda derivada covariante de VR ¢
definida por

(VxVyRY) (Z,W,£):= V% [(VyRY) (Z,W,€)] — (VyRY) (VxZ,W,€)
—(VyRY) (2, VxW,€) — (VyRY) (2, W, V£E)
~ (VoyvyRY) (2,W,€).

Daf, a defini¢io de R({X,Y) - R* := VxVy Rt —VyVxR* é equivalente 3 seguinte
igualdade

-R* (Z:R(Xa Y) Wr)f - R+ (Zu W) [RL (X: Y) g] ’
que junto com a definigio de X AY - R+, dada por:
(X AY -RYH(Z,W,€) = —R* (X AY (Z) , W)~ R (Z,X NY (W)€,

a equagdo de Ricci (R(X,Y)&,n) = {[4s, 451 X,Y) e o pseudo-paralelismo de f

R{X.Y) - a=¢(p) X AY - o, implicam diretamente que
((R(X!Y) RJ-) (Zam‘g)!n> = <¢) (p) (X ANY RL) (Za Wfag)??ﬂ:
paratodope M e X, Y e T,M e, n e v,(f). ]

Observagao 3.1.8 Observe que a condigéo (3.5) é analoga & condicdo de pseudo-
paralelismo da segunda forma fundamental. A reciproca da Proposicio 3.1.7 € falsa
em geral, pois toda hipersuperficie satisfaz a condicio (3.5), mas existem muitas
hipersuperficies que ndo sio pseudo-paralelas como serd observado na secdo 3.3

deste capitulo.

Lema 3.1.9 Seja f : M™ — Q¥(c) ume imersio pseudo-paralela. Se R {(p) = 0,
para algum p € M, entdo eriste uma base ortonormal {ey, ...,e,} de T,M tal que

(¢(p) — ¢ — {oui, ay5) Mo — ;) = 0 (3.6)
para todo i # j, onde ay; = afe;,e;).
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Demonstragdo: Como R*(p) = 0, sabemos que existe {e1, ..., e, } base ortonormal
de 1,M que diagonaliza todos os operadores de Weingarten de f; aplicando a defi-
nicio de pseudo-paralelismo aos vetores desta base, obtemos a igualdade (3.6}, ja
que, para cada 7 # 7, temos que:

(C + <O£;'1j, O!jj)) (ajj - O!;‘@) = (R (63', ej) . Oc') (6;’, 63')
= ¢(p)(eiNe;-a)(ese;)
= ¢(p){oy; — ).

Lema 3.1.10 Seja f: M — Q¥(c) uma imersdao pseudo-paralela. Entdo
RH(X,Y)H =0,
pare todo X,Y wvetores tangentes a M.

Demonstracdo: Seja £ um vetor normal unitdrio e seja {e;,...,e,} uma base

ortonormal de T, M formada por auto-vetores de A.. Entéo
1 L
(R (X, YVYH,E) = =D (R*(X,Y)[a(ee)],€)
n i=1
= %Z {(a(R{X,Y)ee)—da(X AY (e),€),6)
i=1
2 n
= =) (A R(X,Y)e) — ¢ (Aeer, X 1Y (e))
i=1

= %i (<)\£€g, R (X, Y) e;‘) - (,35 {Aiei; XANY (61») = 0?

onde A; = (Age;, e;) sdo as curvaturas principais de f em p na direcéo &, i =1,...,n.

0
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Agora provamos o Teorema 1.0.1 dado na introdugdo e que voltamos & enunciar,
na demonstracio seguiremos as mesmas técnicas utilizadas na prova da Lema 3.2

de Mirzoyan, ver [40].

Teorema 3.1.11 Seja f : M™ — QY (c) uma imersdo pseudo-paralela. Se H(p)=0
e ¢(p) > ¢ para algum p € M, entdo p é um ponto geodésico, i.e., a segunda forma

Jundamental de | se anula em p.

Demonstracio: Seja f : M™ — Q%(¢) uma imerso isométrica. Escolhendo um
referencial de campos ortonormais locais {ei, ..., €n, €n41, ..., €5 } adaptado a f, temos
que as componentes da segunda forma fundamental « sdo definidas por

he = (ol €)  €0);
as componentes da derivada covariante de ¢ sdo definidas por
hnk = (Veka) (ei, e5) eg> Ve,c 5
e as componentes da segunda derivada covariante de « sdo definidas por
T 1= ((Ve,Ver@) (€i,85) ,5) = Ve hiy = Ve, Ve, hY.
Entao, temos que f é pseudo-paralela se, e somente se,
Rl = hijue — ¢ {5kz — bihgy + Opshf — SR (3.7)

onde 7,5, k,l=1,...,nec=n+1,...,N.
Lembramos que o operador Laplaciano Ahf; de hf; ¢ definido por

n
c __ (v
AV E :hz‘jkka
k=1

ver [16]. Entéo

LAl = 3 3 hghe = [Tl 1)

i, 5.k=1o=n+1
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N
onde fjof)® = zn: > (h;;)g é o quadrado da norma da segunda forma fundamental

i,j=1 or=n+1

e ]|Va” ﬂ % ( zak) Por outro lado, segundo [14] pp. 90-91, temos que
jk-l g=n+1
N
o (flodf®) Z > b (Ve Ve H) + e (flof® - nli&#|")  (3.9)
t,j=10=n+1
N
= 3 ((traco(4g © A + f[do, AP
N
-+ Z H™trago(A, 0 Ar0 A, ) + “?a“g :

N
onde H? = Z‘ W 1HIP =% 2 (H°) e A, = A,. Agora, usando (3.7) e a

k=1 og=n+l
equagao de Codazzi Al = A, sobre o lado direito de (3.8), obtemos que

A (flaf?) = Z Z (Ve Ve, H%) + 16 (ol - n |5 + Vol (3.10)

,j=1o=n+1

l\..vl.J-—A

Entdo de (3.9) e (3.1D) segue-se que qualquer imersdo pseudo-paralela verifica o

seguinte:
N

n{p —c){flel? - nllHI?) + > [(trago(4s o 4,))?
+de, AP — HTtrago(ds 0 A- 0 A)] =

Agora, se H(p) = 0 para p € M, entdo H’ = ( para todo ¢ e, no ponto p, temos

que
N

n(@(p) - el + 3 (trago(dy o A + [As, AJJP) =0

Fr=n+l
Se ¢{p) > ¢, segue-se que trago(A, 0 A,) = 0, para todo o,7 = n+ 1,..., N.
Em particular, temos ||4,[I° = trago (4, c 4,) = 0 para todo ¢ = n+ 1,..., N;
consequentemente «(p) == 0. Isto prova, o Teorema 1.0.1. |
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Observagao 3.1.12 A hipétese de minimalidade pontual no Teorema 1.0.1 nfo
pode ser excluida do enunciado, j4 que as hipersuperficies umbilicas S™(k) ¢ R™*!
sdo exemplos de imersdes ¢-pseudo-paralelas ndo totalmente geodésicas com H(p) #
0 e ¢(p) > 0, para todo ponto p. Analogamente a hipétese ¢(p) > ¢ no Teorema
1.0.1 nédo pode ser excluida, pois existem imersdes ¢-pseudo-paralelas minimas que
ndo séo totalmente geodésicas com ¢ < c¢. Como exemplo, temos uma n-variedade
de Veronese, 1.e., uma imersio minima de uma esfera n-dimensional de curvatura
seccional constante g7 em alguma esfera S$¥(c), onde N = (@ — 1). Ferus
em [29], provou que esses tipos de imersdes sdo paralelas, minimas e néc totalmente
umbilicas. Portanto, sao pseudo-paralelas minimas, nio totalmente geodésicas, com
¢ = 0 < ¢. Alguns outros exemplos serdo dados na secio 3.2, onde consideramos
superficies pseudo-paralelas minimas. Isto responderd afirmativamente & seguinte

pergunta:
Ezistem imersées pseudo-paralelas proprias e minimas em QY (c) com ¢ < ¢?
Fechamos esta secdo com o seguinte resultado:

Lema 3.1.18 Seja f: M™ — RY uma imersdo pseudo-paralele de uma variedade
M compacte. Se ¢ > 0 e o vetor de curvature média H wverifica a condigdo

VxVyH =0 para quaisquer X,Y, vetores tangentes a M, entdo f é paralela.

Demonstracio: Como f é pseudo-paralela e verifica a condiciio VxVy H = 0 para
quaisquer X, Y, vetores tangentes a M, entdo segue-se de (3.10) que 1 A ([la|f*) =
neg (||0¢||2 -n [|HH2) + HV&”Q , J& que qualquer imerséo isométrica verifica a condigdo
llall? > n]|H||? e por hipétese ¢ > 0. Entdo, segue-se que A (||a|]2) > 0. Mas, por
hipétese, M é compacta; portanto, pelo lema de Hopf (ver [14] pag.11) podemos
concluir que A (lef) = 0. Consequentemente, obtemos que Va = 0, ie., f ¢

paralela. J

Corolério 3.1.14 Seja f : M" = RY uma imersdo pseudo-paralela de uma va-
riedade M compacta. Se ¢ > 0 e 0 vetor de curvatura média € paralelo, entdo f €

paralela.
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3.2 Superficies pseudo-paralelas

Qualquer superficie M? é semi-simétrica e, consequentemente, pseudo-simétrica
com qualquer fun¢io ¢ € D(M?). De fato, R(X,Y)-R=0=(XAY). R, para todo
X,Y € TM?. Portanto, apesar da condi¢do de pseudo-paralelismo ser verificada
por todas as superficies, nesta se¢do veremos que a condigio de pseudo-paralelismo
é restritiva para superficies imersas em formas espaciais N-dimensionais Q% (c).

Seia f : M? — Q% (c) uma imersido de uma variedade 2-dimensional, M?, numa
forma espacial Q" (c). Seja {e;, e»} um referencial local ortonormal tangente e de-
notemos, como antes, oy; = o {€;, €;), onde « ¢ a segunda forma fundamental de f.
Também, K denotard a curvatura Gaussiana de M? e R~ := R*(e;, e;) o operador
de curvatura normal de f. Entao a condigdo de pseudo-paralelismo (3.3) pode ser
reescrita como segue:

R*om) = 2(¢p = K)o = —R*(00)
(3.11)
Rt(onz) = (K — ¢)(an — az).

Uma conseqiiéncia de (3.11) € o seguinte resultado:

Lema 3.2.1 Toda superficie M? imersa em Q¥ (c) com Rt = 0 ¢ pseudo-paralela
com ¢ = K. Reciprocamente, toda superficie semi-paralela ou pseudo-paralela

propria em QY (c) com ¢ = K possui B+ = 0.

Demonstracao: Seja f: M? — Q¥ (c) uma imersdo com R* = 0. Se f é umbilica,
entfio claramente f é pseudo-paralela com qualquer funcio ¢ diferencidvel; em par-
ticular, para ¢ = K, ver Lema 3.1.9. Agora suponhamos que f nfo é umbilica, i.e.,
o conjunto M\U, onde U representa o conjunto dos pontos umbilicos de f, é néo-
véazio. Por hipétese, para os pontos de M\U existe uma base ortonormal {e;, es}
de vetores tangentes a M, tal que s = 0 € a1, # 9. Assim, pelo Lema 3.1.9
podemos definir ¢ = K sobre M\U e U. Como conseqiiéncia disso, segue-se que

f € ¢-pseudo-paralela. A reciproca do Lema 3.2.1 é trivial, pois dos teoremas de
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caracterizagdo das superficies semi-paralelas dados em [18] para ¢ = 0 e em [2] para
¢ # 0 e apresentados no final do Capitulo 2, sabemos que R+ = 0 e no caso da
superficie ser pseudo-paralela prépria com ¢ = K, segue-se claramente de (3.11)
que R+ = 0. |

Observacao 3.2.2 Uma conseqgiiéncia direta do Lema 3.2.1 é que: “Toda smersdo
isoméirica f : M?* — Q3(c) ¢ uma imersdo pseudo-paralela”. Na secio 3.2 veremos
que este fato nao vale, em geral, para hipersuperficies de dimensao n > 3. Isto devido
ao fato que mostraremos, sobre uma restricdo quanto & quantidade de curvaturas

principais que uma hipersuperficies pseudo-paralela deve possuir.

Como toda superficie com R+ = 0 é pseudo-paralela, passamos agora a estudar a
classe de todas as superficies imersas com a propriedade dos operadores de curvatura
normal serem nunca nulos (i.e., R*(p) # 0, ern cada ponto p da superficie) e nos con-
centraremos naquelas superficies que sdo pseudo-paralelas. A primeira conseqiiéncia

deste estudo € o seguinte resultado:

Lema 3.2.3 Seja f: M? — Q¥(c) uma imersdo isométrica com Rt (p) # 0, Vpe M.
Se [ é p-pseudo-paralela, entdo f é uma imersdo A-isotrdpica. Além disso, para uma

tal imersdo temos que:

() K >¢;

(i) N =4K -3¢ —c>0;

(iil) ||H|* = 3K — 2¢ — ¢ > 0, onde H € o vetor curvatura média de f.

Demonstragio: Suponhamos que f : M? — Q¥ (c) é uma imerséo pseudo-paralela.

Usando a equacéo de Ricei nas igualdades de (3.11), obtemos que

<0é12; %‘a‘) (au - CE22) + [(azz — 1, Q’ii) + (—l)i 2 (¢ - K)] oz = 0,
i=1,2, (3.12)

(||esa]]? + (@ — K)) (a1 — Q22) + {22 — 11, v12) @12 = 0.
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Como R*(p) # 0, V¥p € M?, entfo oo e oy — (g 540 sempre linearmente inde-
pendentes para qualquer {e;, e} base ortonormal de um espaco vetorial tangente.

Aplicando este tltimo fato em (3.12), obtermos que

{eng, o) = 0,
{agy — aay, ) = (1) 20— K), i =1,2, (3.13)
llewl*=K -¢ > 0.

Agora usando a equacio de Gauss K = ¢+ (a1, om) — J|a])?, obtemos que

lloaa||* = flom|® =4K — 3¢ — ¢ > 0,
(o1, am) = 2K — ¢ -,
lloas — am|* = 4 (K ~ ) > 0,
I|H|?P=3K -2¢4—c >0,

(3.14)

Fazendo X = cosfle; + sinfe;, segue-se que (X, X) = H{p) + cos 26u + sin 26v,

onde u = {11 — a)/2 e v = o3, 0 qile Mostra que o conjunto
e, ={a(Z,2) e v,(f): Z € T,M,||Z]| = 1},

para cada p € M?, é uma elipse com centro na ponta do vetor H(p), chamada
elipse de curvature de tmersGo em p. Mais ainda, de (3.13) e de (3.14), segue-se
que ¢, é uma circunferéncia nio degenerada de centro na ponta do vetor H(p) e raio
r = +/K(p) — é(p). (Pois, r = e X, X)=H{p)l| = %Hau—azz“ =4/ K(p) — ¢(p))-

Isto prova que f é A-isotrépica, onde A2 = ||a(X, X)||? = 4K — 3¢ — . O

Na ultima se¢do deste capitulo apresentaremos uma generalizacdo do Lema 3.2.3
para 7z > 3. Vejamos agora os seguintes resultados de carater pontual para o caso de
superficies pseudo-paralelas em codimensdo dois com Rt # 0, i.e., R+(p) # 0 para

algum ponto p € M*:

Proposicao 3.2.4 Seja f : M? — Q%) wma imersdo pseudo-paralela tal que
R*(p) # 0 para algum p € M?. Entdo, p € um ponto superminimo (i.e., H(p) =0

e [ € A-isotrdpica em p).
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Demonstragdo: Suponhamos que f : M2 — Q%(c) é uma imersdo pseudo-paralela e
seja p € M? um ponto tal que R+(p) # 0. Entio a demonstracéo do Lema 3.2.3 per-
mite concluir que f é A-isotrépica em p. Além disso, para qualquer base ortonormal
{ey, ez} de T, M, segue-se de (3.13) e (3.14) que o conjunto 8 = { fan—cep 212 }

llear —az|l? [levazff

seré uma base ortonormal do espago normal v, (f) e que (H(p),011 — ) = 0 e
(H(p), on2) = 0, donde concluimos que H{p) = 0. Logo, p é um ponto superminimo.
O

Coroldrio 3.2.5 Seja f : M? ~ Q*(c) uma imersdo pseudo-paralela de uma su-
perficie coneza com R*(p) # 0,Yp € M. Se ¢ ¢ constante, entdo K = 5, ec>0e
f(M?) € uma parte de uma superficie de Veronese em S*(c).

Demonstrac@o: Aplicando a Proposicio 3.2.4 a uma imersdo pseudo-paralela
f que possui todos os operadores de curvatura normal ndo nulos, obtemos que
H{p) = 0,¥p € M, ie, f é minima. Dai, pelo Lema 3.2.3 item (iii), temos que
a curvatura Gaussiana K = 293:—"5. Como por hipétese ¢ é constante segue-se que K
é constante em M. Finalmente usando a conexidade de M estamos nas condictes
de um resultado conhecido de classificacio das superficies minimas com curvatu-
ra (Gaussiana constante em formas espaciais 4-dimensionais, obtido por Kenmotsu
(ver Teorema 1 de [33]). Portanto, o resultado de Kenmotsu permite concluir que
K =%, ¢>0e f(M?) é uma parte de uma superficie de Veronese em Q*(c). Pois,
0s outros casos obtidos no resuitado de classificacdo de Ketmotsu possuem R+ = 0,

a saber, os casos totalmente geodésico e do toro de Clifford totalmente geodésico em

Q*(e). O
De acordo com os resultados anteriores é pertinente fazer a seguinte pergunta:
Ezistem imersdes pseudo-paralelas préprias com R+ # 07

A resposta da pergunta acima ¢ afirmativa. A seguir apresentamos um resultado
que nos ajudard a determinar exemplos de imersdes pseudo-paralelas préprias com
R+ # 0.
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Lema 3.2.6 Seja f: M? — Q¥ (c) uma imersdo isométrica com R*(p) # 0,Ype M.
Se [ € A-isotrdpica, entdo [ € pseudo-paralela pare a seguinte funcdo diferencidvel

4K —c— A2
¢= T,

e ¢ € distinta de K em todo ponto de M2,

Demonstracdo: Seja {e;, e2} uma base {qualquer) ortonormal de vetores tangentes
a M? em algum ponto arbitrario. Fazendo X = cos fe; + sin fe, e usando a hipdtese

da imersao f ser A-isotrdpica , temos que

¥ o= Jla(x, X))
= (cos®d + sin6) A2 + 4cos® Osin® 0 ||z )|® + 4 cos® B sin 6 {quy, i)

+ dcos @sin® 8 (cugz, vya) + 4 cos® B sin’® 0 {0y, arza) .

Derivando com relagéo a 6, temos que

0 = (o (X, X))y = 4 {ans,0na),

d
0 = 76 (HCY(X,X)HQ)g:g = =2 {1, @12) + 2 {Qae, Q12) ,
consequentemente, obtemos que
(s, n0) =0, i=1,2. (3.15)

Fazendo Y = vi,g(el + e3) e usando novamente o fato de f ser A-isotrépica, temos

que

o= eV V)P
= Zllan + 2042 + ag?
= g (lonll? + 4llowzl® + llaz|® + 4o, a2) + 4{a, a1z} + 2{an1, 022))

= (A% +2]|an|?®+ (011, an)),
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ou seja,
(a1, ) + 2[|an|® = X2, (3.16)
logo, pela equagéo de Gauss K = ¢ + {cu1, 022) — ||caa|?, obtemos que

2_Kie
feera]j? = 2=fEe, (3.17)

Dai, aplicando a equagio de Ricci, temos que
Rt[ay] = aler, Aayee) — a(Aa,en, e2)

9
= Z amﬂfz? Q15 — <C¥ﬁ=a1j>aj2]
=1

i=
(<azu 011) (O!s‘s, azz)) 12
= (=1)"'2/ars/®ou2
(-

1)”12 (_K_g_}‘2) 12,

It

para ¢ = 1,2. Analogamente pode-se provar que

R o] = (L:f“i) (o1 ~ am).

Portanto, tomando ¢ igual & funcéo diferencidvel #£=2=2% em M, podemos concluir
que f é ¢-pseudo-paralela de acordo com (3.11). Por dltimo, como f ndo possui
pontos umbilicos, pois, R-(p) # 0, ¥p € M. Entdo, segue-se que ¢ # K em todo

ponto de M. O

O lema acima mostra que a reciproca do Lema 3.2.3 é veradeira. Assim, dentro
da classe de superficies imersas com a propriedade que os operadores de curvatu-
ra normais sejam nunca nulos, obtemos que: wuma superficie € ¢-pseudo-paralela
se, e somente se, a superficie é A-isofrdpica. Consequentemente temos o seguinte

resultado de caracterizagao em codimensio dois:

Corolério 3.2.7 Sejaf: M2~ Q*(c) uma imersdo isométrica com R (p)#0,Vpe M.

Entdo [ € pseudo-paralela se, e somente se, [ € superminima.
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Exemplo 3.2.8 Por um bem conhecido resultado de S.S. Chern, ver [15], sabe-
mos que: “Toda imersdo minima de uma 2-esfera topolégica S? em S%(1) é uma
imersdo superminima”. Portanto, temos que qualquer imersdo minima de uma 2-
esfera topologica 5% em $4(1) com R1 # 0 é pseudo-paralela para ¢ = “K;;‘}‘j. Dai,

podemos afirmar que:

“Qualquer imersio minima de uma 2-esfera topoldgica % em 5*(c) com curvatura

Gaussiana ndo constente € uma imersdo ¢-pseudo-paralela propria”.

De fato, esta afirmacfo segue-se da classificagio das imersbes semi-paralelas de M?
em Q*(c) que diz ou R =0 ou f{M?)} é uma parte de uma superficie de Veronese
(ver [34], [2]). Daf segue-se que, no caso da imersdo semi-paralela ser minima, a
curvatura Gaussiana tem que ser constante. Mas, no caso da afirmacéo feita acima,
a curvatura Gaussiana € ndo constante. Portanto, temos que se existem imersoes
satisfazendo as hipéteses da afirmacao elas terdo que ser pseudo-paralelas e nio

semi-paralelas.

Vejamos agora que existem imerses minimas de $? em S%(1) com curvatura
(Gaussianna nfo constante. De fato, a existéncia é garantida por uma construgio
geral de superficies minimas de esferas topoldgicas S? em S*(1) apresentada por
Chern em [15], onde a construgio é feita a partir de uma curva chamada “curva
diretriz’. Esta curva é “essencialmente” uma curva holomorfa racional da variedade
1-dimensional complexa S no espago projetivo complexo 4-dimensional @ P4, uma
vez que a construgdo feita por Chern permite determinar explicitamente a curvatura
Gaussiana de cada imersio minima com Bt # 0 em S%(1), & saber:

AT TAYP
PO AY A TAY AT

onde K ¢ a curvatura Gaussiana para uma imersio minima obtida a partir de uma

K=1+

curva diretriz v : 82 — @' P* dada, onde as “ ' "denotam as derivadas respetivas,
“ —”denota o conjugado complexo e “ (, ) "denota um produto interno complexo.

De acordo com isso, temos que a curvatura Gaussiana somente depende da curva di-

35



retriz dada. Entéo € possivel determinar numerosos exemplos de esferas topoldgicas
S? minimas de curvatura Gaussiana ndo constante em S%(1). Para mais detalhes
ver [13]. Reciprocamente, Chern também mostrou em [15] que dada uma imersdo
minima de uma esfera topoldgica em S*(1) é possivel determinar uma curva diretriz

para a imerszo.

Em 1982, R. L. Bryant publicou um importante trabalho, onde introduziu o con-
ceito de superficie superminima em 54(1), que no nosso contexto quer dizer minima
+ isotrdpica. Nesse trabalho ele apresentou outra técnica, diferente da de Chern,
para construir superficies minimas em 5%(1), onde agora o dominio pode ser qual-
quer superficie de Riemman compacta. A forma de construir essas superficies é como
composicio de uma curva complexa holomorfa horizontal de M? no espaco projetivo
complexo @ P? e a conhecida fibragio twistor de Penrose de &P sobre $4(1), {ver
[8]). Como as imersGes superminimas sd0 A-isotrépicas, temos que estas imersoes

também sdo pseudo-paralelas.

Observaciao 3.2.9 Do exemplo 3.2.8 acima podemos concluir que a hipétese da

funcdo ¢ ser constante no coroldric 3.2.5 ndo pode ser omitida.

Exemplo 3.2.10 Seja T : R? — S°(¢) uma imersdo isométrica definida por

T(z,y) = % (cosucos v, cos usinv, %2 cos 2u, sin u cos v, sin u sinv, ¥ sin Qu)

onde © = \/g:c, v = @y Entao, fazendo célculos diretos, pode-se provar que T’
é um mergulho minimo de um toro plano em $°(c) com R* # 0, e que também é
\/g—isotrépico. Ou seja, T é uma superficie superminima. Assim, pelo Lema 3.2.5,
podemos concluir que T é ¢-pseudo-paralela para ¢ = ~§ < 0.

A seguir enunciamos duas proposi¢des obtidas por Sakamoto em [48] as quais séo

essenciais para provar o Teorema 1.0.3.

Proposicao 3.2.11 Seja f : M? — Q°(c) uma imersdo A(# 0)-isotrépica constante

e minima de uma superficie M? conera e completa. Se ¢ < 0 entdo tal imersdo nao
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eziste. Se ¢ > 0, entdo f(M?) é uma superficie de Veronese em S*(c) totalmente

geodésica em S°(c) ou é um toro em S°(c) descrito no exemplo 3.2.10.

Proposicdo 3.2.12 Seja f : M? = Q%(c) uma imersdo A\(# 0)-isotrépica constante
de uma superficie M? coneza e completa. Se o conjunto {x € M? : dim N}{(z) =
3} for ndo wvazio, entio f{M?) é uma superficies de Veronese em alguma S%(G)

totalmente umbilica em Q°(c).

Agora estamos em condigdes de provar o Teorema 1.0.3 apresentado na introducao

deste trabalho e que voltamos a enunciar:

Teorema 3.2.13 Seja f: M? — Q°(c) uma imersdo pseudo-paralela com ¢ cons-

tante e M? coneza e completa. Entdo temos uma dos seguintes possibilidades:
i) f € uma imersdo com fibrado normal plano e ¢ = K;

i) f(M?) é uma superficie de Veronese em alguma S*(€) totalmente umbilica em
Q5 (C),
iii) f(M?) é um toro em S°(c) dado no exemplo 3.2.10.

Demonstragao: Se a curvatura normal for zero em todo M?, temos a primeira
possibilidade do teorema. Suponhamos agora que existe um ponto p € M? tal que
R(p) # 0. Consideremos o conjunto aberto T = {z € M? : R+(z) # 0} e seja
C uma componente conexa de 7 tal que p € C. Entdo, como ¢ é constante por
hipdtese, essencialmente usando os mesmos calculos usados por Asperti-Mercuri em
[2] pag. 889 (calculos andlogos aos feitos em [2], serdo efetuados na secdo 3.5) temos
que a curvatura Gaussiana K de A2 ¢ constante em C (o qual é evidente se H = 0).
Assim, pelo Lema 3.2.3 temos que f é uma imersdo A(# 0)-isotrdpica constante
em C. Suponhamos que existe um ponto ¢ no bordo de C tal que R(g) = 0.
Entao pelo pseudo-paralelismo de f, temos que ¢ é um ponto umbilico. Podemos
considerar uma curva -y ligando os pontos ¥(tq}) = p e v(¢;) = ¢ de tal forma que
a imagem de - esteja em C a menos de ¢. Seja {e;,ea} uma base ortonormal de
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T,M tal que ey, e2) = 0. Fazendo o transporte paralelo P dos vetores desta
base ao longo de v, temos que |[R-{(v(2))[a(Pey, Per)]|| = ||R-(v(2))[a(Pes, Pes)]||
= ||RL(v(t))[(Pey, Pey)]|| = 2(K — ¢)? é constante e ndo-nula para todo & € [tg, £4].
Logo, por continuidade, temos uma contradigo com R-(y(#1)) = Rt(g) = 0. Isto
prova que C é fechado, daf por conexidade, temos que M = C. Portanto, f é uma
imersdo A-isotrépica constante com R+ nunca nulo na variedade completa e conexa
M. Se o conjunto {x € M? : dimN}(z) = 3} for vazio, entdo para todo z €
M, temos que dim N} (z) = 2 e consequentemente {a; — g, 12} € linearmente
independente para qualquer base ortonormal. Logo, de (3.13) podemos concluir
que f € minima e, aplicando a Proposicao 3.2.11, temos a segunda possibilidade do
teorema ou que f(M?) é uma superficie de Veronese em 5*(c) totalmente geodésica
em S°(c) (isto é a terceira possibilidade do teorema onde é = ¢ > 0). Por 1ltimo, se
o conjunto {z € M? : dim N}(z) = 3} for ndo vazio, entdo pela Proposigéo 3.2.11,

temos a terceira parte do teorema. Isto prova o teorema. O

3.3 Hipersuperficies pseudo-paralelas

Seja f: M™ — Q"{c) uma hipersuperficie de uma forma espacial, escolhamos
um vetor normal unitdrio ¢ e uma base ortonormal {e1, ..., en} do espaco tangente
de M que diagonalize o operador de Weingarten A,. Para cada i = 1,...,n seja
A; i= {Age;, €;) uma curvatura principal de f na direcdo £. Entao, da equagio de
Gauss:

R (65, ej) o (C -+ )\2-)\3-)63- A ej,
obtemos que, parai £ j # k # 4
[R(e,-, Ej) . R] (65, €k, ek) = (C + )\z’/\j)(/\j - )\i))\kej,

{e: Nej- Bl(e, ex, ex) = (A — As) g€y,

[Rlei, e5) - (e, e5) = (¢ + Aidg) (A — M),
le: Aej - afles, e5) = (A — M)E.
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Entao vale o seguinte resultado:
Proposigdo 3.3.1 Seja f: M™ — Q" {(c) uma imersdo isométrica.
1) Se M é pseudo-simétrica, entdo
(MAs +e—@)(hi— A) A = 0. (3.18)

Em particular, f possui no mdzimo trés curvaturas principais e, se possui

exatamente trés, uma delas tem que ser zero e ¢ = c.
2) Se f € pseudo-paralela, entio
(Adj+e—d) (M — Aj) =0. (3.19)

Em particular, f possui no mdzimo duas curvaturas principais e, se possui

exatamente duas, seu produto € (¢ — ¢).
3) Se M ¢€ pseudo-siméirica e ¢ # ¢, entdo f € pseudo-paralela.

As condigbes (3.18) e (3.19) da Propocigdo 3.3.1 acima sdo também suficientes,
para pseudo-simetria e pseudo-paralelismo respectivamente, a menos de diferencia-
bilidade da fungdo ¢. Por exemplo, suponhamos que A possui, em cada ponto
z € M, no miximo dois auto-valores distintos A{z) e u(z). Definamos ¢{z) =
¢+ AMz)u(z). Entdo ¢ é uma fungdo continua que é diferencidvel fora da fronteira
do conjunto U = {p € M : A(p) = u(p)} de pontos umbililicos. Se ¢ é diferencidvel
em M, entdo a imersdo f é pseudo-paralela.

QObserve que paran = 2, a funcdo ¢ é a curvatura Gaussiana, a qual é diferencidvel.
Portanto, toda superficie em Q3(c} é pseudo-paralela como tinhamos observado na

secido anterior.

Exemplo 3.3.2 Consideremos /R®> como o espago das matrizes de ordem 3 x 3
com entradas reais e de trago zero. Entdo as drbitas regulares da agdo de SO(3)
sobre IR® por conjugacao, sao as hipersuperficies isoparaméiricas de S*(c) com trés

39



curvaturas principais distintas, portanto chamadas hipersuperficies de Cartan, ver
[31]. Nesta familia existe uma hipersuperficie f : M® — S*(c) que é minima e
possui uma curvatura principal zero. Segue-se do item (1) da Proposicic 3.3.1
que M?* ¢ uma variedade pseudo-simétrica prdpria (nfo semi-simétrica) com ¢ =
¢. Consequentemente do item (2) da Proposicao 3.3.1, podemos concluir que esta
hipersuperficie de Cartan f : M® — S*(¢) no pode ser uma imersdo pseudo-

paralela.

O exemplo acima mostra que o conceito de pseudo-simetria nao implica pseudo-

paralelismo, em geral. Mas, no caso Euclidiano, temos o seguinte resultado:

-

Coroldrio 3.3.3 Sen >3 e f: M™ — IR* é uma imersdo isométrica, entdo M €
uma variedade pseudo-siméirica prépria se e somente se [ possui eratamente duas
curvaturas principais distintes de zero, ou ainda se e somente se [ € uma imersao

pseudo-paralela prépria.

Seja f: M™ — @"F(e) uma hipersuperficie e seja U C M o conjunto dos pontos
umbilices de f. Lembramos que f é quase-umbilica se f possul uma curvatura prin-
cipal de multiplicidade no minimo (n—1). Hipersuperficies quase-umbilicas sdo con-
formemente planas e se n > 4, conformemente plana é equivalente a quase-umbilica.
As hipersuperficies quase-umbilicas compactas sdo completamente descritas em {10],
para 1 > 3. Também lembramos que f é uma ciclide de Dupin se f possul exata-
mente duas curvaturas principais, cada uma constante na dire¢do do correspondente
auto-espaco. Tais hipersuperficies tém sido bastante estudadas, por exemplo ver [46]
¢ as referéncias que ai aparecem. Em termos destas classes de hipersuperficies, obte-

mos a seguinte caracterizacdo das hipersuperficies pseudo-paralelas.

Teorema 3.3.4 Seja f: M™ — Q" (c) uma hipersuperficie. Entdo f € pseudo-

paralela se, ¢ somente se, f € ou guase-umbilica ou uma ciclide de Dupin.
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Demonstracdo: Consideremos as componentes conexas de M \ U. Estas compo-
nentes sao abertas e pela Proposicgo 2.2 de [47] as curvaturas principais tém multi-
plicidade constante em cada uma das componentes. Dal, pelo pseudo-paralelimos de
f segue-se que cada componente conexa possui uma curvatura principal de multipli-
cidade constante n — 1 ou duas curvaturas principais de multiplicidades constantes
nao simples. Se a componente conexa verifica a primeira possibilidade, temos que é
quase-umbilica e se verifica a segunda, sabemos pela Proposi¢ao 2.3 de [47] que cada
curvatura principal é constante na direcao do correspondente auto-espaco, portanto,
a componente conexa nesta possibilidade é uma ciclide de Dupin. Se supomos que
todas as componentes conexas de M \ U s&o quase-umbilicas teremos que f € quase-
umbilica em M. Agora se supomos que existe uma componente conexa C, que ndo é
quase-umbilica. Entdo C é uma ciclide de Dupin. Suponhamos que C # M e seja pg
um ponto do bordo de C. Entéo py € U. Por um resultado de Pinkall {ver Teorema
3 de [46]) sabemos que existe uma transformacéo conforme A do espago ambiente
que leva C sobre a parte aberta de uma ciclide de Dupin compacta 3. Como existe
uma seqiiéncia (pg)x em f(C) convergindo para pg por continuidade, temos que a
seqiiéncia (A(f(p:)))s de pontos de M converge para A(f(pg)). Consequentemente
pela compacidade de M, obtemos que A(f(ps)) € M. Por outro lado, a ciclide
de Dupin M pode ter singularidades mas nunca A{f(py)) pode ser uma delas pois
um tal ponto é um ponto regular de A(f{M)). Portanto, como as transformacdes
conformes preservam pontos umbilicos, temos que A(f(pg)) é um ponto umbilico de
M, o qual é um absurdo. Portanto, C = M.

A reciproca segue da proposi¢do 3.3.1. O

Exemplo 3.3.5 Consideremos o cone sobre o toro de Clifford 72 C $3(1). Esta
¢ uma hipersupericie f : R, x T? — RY, que ¢ minima e possui trés curvaturas
principais constantes e distintas, uma delas é 0 e as outras sdo £ # 0. Portanto,
f é uma hipersuperficie semi-simétrica que nio é semi-paralela, em particular ndo
é pseudo-paralela. Além disso, f é uma hipersuperficie conformemente plana que

nao é pseudo-umbilica, um fenémeno que ocorre somente em dimensao 3. Por este
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motivo a condi¢do (1) da proposicdo 3.3.1 em geral ndo implica pseudo-paralelismo
guando n = 3.

Lembremos a defini¢do de produto torcido: Sejam (M7, (,),) e (MF™™,(,),) duas
variedades Riemannianas de dimensdes m e n — m, respectivamente, e b : M; — R
uma fungéo diferencidvel tal que h(z} > 0, para todo z € M. O produto torcido
My xp My é a variedade Riemanniana produto M; x M munida da métrica ()
definida por

(X, V)= ((d(p,qJ"Tl) X, (d(pqu'“-l) Y>1 + ((d(p,c;')ﬁ) X, (d(p.tI)"'T2) Y)Q

para todo X, Y € Ti, )My X M, onde m; : My x My — M; € a projec@o natural para
i =1,2.

Com esta definicio temos o seguinte coroldrio:

Coroldrio 3.3.6 Seja M™ = B! x,, F*~Y§), n > 4, um produto torcide de uma
variedade 1-dimensional B* e uma variedade (n — 1)-dimensional F*~1(¢) com cur-
vatura seccional constante &. Se f : M™ — Q"{c) & qualgquer imersdo isométrice,

entdo [ € pseudo-paralela.

Demonstracio: Segue-se facilmente do fato que uma métrica produto do tipo

B x, F™"Y&), n > 4, é um producto torcido conformemente plano. O

Exemplo 3.3.7 Segundo M. do Carmo e Dajczer, toda hipersuperficie de rotacao
de @***(c) é localmente um produto torcido I x; M™ ! (§) de um intervalo aberto
I por um espaco de curvatura constante M"~! (§) e com funcéo de torgao h, onde
& pode ser 1,0 ou —1 dependendo do sinal de ¢ {ver [9] pag. 693). Além disso, pela
Proposi¢do 3.2 de [9), as curvaturas principais de uma hipersuperficie de rotagio
0 xp M™H{8) — Q" {e) sdo

§ — ch?2— b +ch
Sy = — . h . L= h +c . (3.20)
§ —ch2— }
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onde A possui multiplicidade pelo menos igual a n — 1. Portanto, da Proposi¢ao
3.3.1 segue-se que toda hipersuperficie de rotagdo é pseudo-paralela. Além disso,
claramente de (3.20}, temos o seguinte resultado:

Proposicio 3.3.8 As hipersuperficies de rotagdo f : I xp M™1(§) — Q" {c)
que sdo pseudo-paralelas proprias, sdo agquelas cuja fungdo de torcdo possui segunda
derivada h# 0. Neste caso, uma func@o que verifica a condicdo de pseudo-paralelismo

€¢=—

&l

.

Pergunta 3.3.9 Ezistem hipersuperficies conformemente planas e pseudo-paralela

préprias que ndo sejam hipersuperficies de rotacdo?

A resposta da pergunta acima é afirmativa, pois do Carmo-Dacjzer-Mercuri em
[10] construiram exemplos explicitos de hipersuperficies compactas conformemente

Euclidianas mergulhadas no ™' que nio sdo hipersuperficies de rotacéo.
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3.4 Imersoes pseudo-paralelas em codimensao dois

Ulo Lumiste em [35], obteve uma classificacio das imersdes semi-paralela em
espacos Euclidianos com R+ = 0. Em particular, Lumiste obteve uma classificagio
para as imersoes semi-paralelas em codimensio dois, pois, em codimenséo dois, todas
as imersdes semi-paralelas em espacos Euclidianos possuem R+ = 0. Portanto, nesta
secao é natural estudar as imersdes pseudo-paralelas com n > 3 (pois, na seggo 3.2
estudamos o caso de superficies) e fibrado normal plano. O primeiro resultado que
apresentamos a seguir exibe explicitamente a forma dos operadores de Weingarten

de uma imerséo pseudo-paralela em codimensio dois com R+ = 0

Proposicio 3.4.1 Seja f : M™ — Q™2(c) uma imersdo ¢-pseudo-paralela com
RY = 0. Entdo para cada p € M e cada base ortonormal {env1,ens2} de vp(f),
eriste uma base ortonormal § de T,M, tal que os operadores de Weingarten A, ,

e Ae, .., na base B, sdo representados pelas seguintes matrizes diagonais:

(1) An+1 :diag[’\la--a AL AZys }\27)\3:"1 A3] € AR-I-?:dia‘g[p’lﬂ"': M1 42500 231435004 ,{4&3],

onde N, e p; tem as mesmas multiplicidedes para © = 1,2,3. Além disso,
y— ~ A= - r
Ay = laallglplod) oy, = BP9 com Aip — dapn # 0, € 9(p) =

AAg + fipg + ¢y ou

(]-1) A'n.-i-l = dia'g [)\1}'": AI}AQS"--J/\Q] € A'IL+2 = dlag [ul:---:ﬂl:!’-‘!’Q‘r"'a :uf!]: onde )\i
e u; tem as mesmas multiplicidades para i = 1,2, e (A, 1) # (Ao, pi2), €

$(p) = Mg + pape + ¢; ou

(iil) Any; = diagh, ..., A] e Apyo = diagfy, ..., u]. Nesie caso, p € um ponto total-
mente umbilico de f e ¢{p) é qualguer.

Demonstracdo: Sejam p € M e {e;11, €nt2} uma base ortonormal de v,(f). Co-
mo R*(p) = 0, existe uma base ortonormal 3 = {ey,...,en} de T, M, tal que os
operadores de Weingarten A, . ,Ae,.., 540 diagonalizados simultaneamente pela
base 8. Assim, temos as seguintes matrizes diagonais Any; = diagAi, ., An] ¢

Apss = diaglys, ..., pn), respectivamente, onde A; := (@, epq1) € g = (i, €ny2},
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com ¢ := «(e;, ;). Por outro lado, como f é pseudo-paralela e R*(p) = 0, entdo
segue-se do Lema 3.1.9 que

(@(p) — ¢ — {ai, 0)) (s — @) = 0. (3.21)

Suponhamos que existam quatro indices 7y,42,43,¢4 € {I,...,n}, tais que oy,
Q;,, Qiy, Oy, Sejam dois a dois distintos. Entdo sempre € possivel escolhermos, a
menos de reordenamento, oy, ay,, y, N80 nulos em v,(f). Se ¢(p) = c, segue-se
de {3.21) que a4, = 0, 0 qual é um absurdo. Se ¢(p) # ¢, segue-se de (3.21) que
a;, também é néo nulo, pois, se a;, = 0, entdo de (3.21) segue-se que ¢ = ¢ o
qual € um absurdo. Também de (3.21), segue-se que projf;i1 (o) = I:Jra:)jj;‘fl (o,) =
projy, (ez,) e projj;iz(aii) = projy, (o) = proj;t.2 (c;,). Dal, obtemos que o,
e a;, pertencem A interseccdo das retas r; = {ta;, + (1 — t)proj,j!_1 (e,) hiem €
r2 = {tos, + (1 — t)proj,, (@) hem Como oy # au,, entéo ry = ry, 0 qual é um
absurdo também. Portanto, concluimos que existem no médximo trés «;’s distintos
a menos de multiplicidade, tais que verificam {3.21). Sejam agora trés vetores nor-
mais distintos a menos de multiplicidades, a saber: oy, 1= (Ay, i, ), @4, 1= (A, iy
e ay, = (A, t,)- Entdo segue-se de {3.21) que podemos tomar a menos de reorde-

namento oy, € oy, linearmente independentes e neste caso:

_ ((mg—nil)(qa(p)—c) (Ail—/\fz)w{p}—cJ)
Qy, ==

Aiy g —Aighiy T iy pip—Aigpiy
ou seja, a;, € o ortocentro do tridngulo formado pelos vertices o, @, e a origem
de vp(f). Neste caso ¢(p) = Ay Ay, + p ey + ¢ Segue-se claramente que a mul-
tiplicidades de A;, é igual & de y; , para ¢ = 1,2,3. Finalmente fazendo um re-
ordenamentos da base 3 se for necessirio, temos provado a parte (i) do teorema.
Vejamos agora o caso de se existirem exatamente dois ¢;’s distintos a menos de mul-
tiplicidade, digamos o, = (Ay, i) € @4y := (Aiy, iy ). Entdio segue-se de (3.21) que
d(p) = Ay Mg, + iy i, +C, € 2 menos de reordenamento da base § se for necessario os
operadores de Weingarten de f tem a forma dada em (ii). Agora no caso que exista
somente um ¢, claramente obteremos (i), ou seja, o ponto p é um ponto totalmente
umbilico de f. 1
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Agora provaremos o Teorema 1.0.5 dado na introdugéo o qual voltamos a enunciar:

Teorema 3.4.2 Seja f: M™—Q"2(c) uma imersdo pseudo-paralela. Se ¢(p) > ¢
ou H{p) # 0, entdo R*(p) =0. Em particular, sec=0 e ¢(p) > 0, entdo M possui

curveture seccional nGo-negativa em p.

Demonstracao:
Se H{p)=0e ¢(p) > ¢, entdo pelo Teorema 1.0.1, temos que p é um ponto totalmente
geodésico e consequentemente R*(p) = 0. Agora se H(p) s 0, entdao pela Lema
3.1.10, temos que o nucleo do operador antisimétrico RT(X,Y) : v,(f) = 1,{f) é
ndo trivial para cada par X,Y € T,M. Como a dimensio de v,(f) é dois, segue-se
que RY(X,Y) =0, para todo X,Y € T, M, ou seja R*{p) =0.

Agora usando a forma dos operadores de Weingarten obtida no Teorema 3.4.1
péra um ponto p, onde BL(p) = 0, segue-se facilmente X > 0 no ponto p, quando

¢(p) = 0. ]

QObservagdo 3.4.3 O Teorema 3.4.2 também vale para n = 2 e neste caso, a
hipétese que ¢ > ¢ quando f é minima, nfo pode ser tirada do teorema, pois toda
superficie de Veronese f : M? — S%(c) é minima, pseudo-paralela com ¢ =0 < ce
possui RL # 0, ver [2].

O Teorema 3.2 de [6] diz o seguinte: Se f : M™ — IR"? & uma imersdo isométrica
de uma variedede Riemanniana compacte e simplesmente coneza com curvatura
seccional ndo negativa, entdo ou f € um produto de dois mergulhos convezos ou M
€ homeomorfo a uma esfera. Juntando este resultado com o Teorema, 3.4.2, fica facil

provar o:

Coroldrio 3.4.4 Seja f : M™ — IR**? uma imersdo pseudo-paralela com ¢ > 0 e
n > 4. Se M ¢é simplesmente conezo e compacto, entdo ou f & um producto de dois
merguthos convexos ou M € homeomorfo ¢ uma n-esfera. Em particular, se ¢ > 0

em algum ponto, entdo M ¢é homeomorfo ¢ uma n-esfera.
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Observacéo 3.4.5 Toda hipersuperficie pseudo-paralela de uma variedade de di-
mensdo n numa esfera S™**(c) pode ser considerada como uma imersdo pseudo-
paralela de codimensdo dois em R™*2. Mas em geral, a composiciio de imersdes
pseudo-paralelas ndo é pseudo-paralela! Para ver este fato, basta por exemplo con-
siderar qualquer imersdo isométrica f : IR®* — IR"? que seja composicio de duas
imersbes cilindricas f : R® — R e fo : R™ — JR™? tal que f:= f; 0 f, tenha
R+ # 0 e H(p) # 0. Entdo uma tal imersdo nao pode ser pseudo-paralela apesar de

cada imersdo f; ser pseudo-paralela, pois, entraria em contradigdo com 3.4.2.

3.5 Imersoespseudo-paralelas em codimensaoalta

Nesta secao estudaremos as imersoes pseudo-paralelas de variedades Riemanni-
anas de dimensao n > 3 em codimensao alta e com certas condicoes de regularidade
sobre o primeiro espaco normal. Seja f: M™ — Q% (c) pseudo-paralela. Lembremos

que o primeiro espago normal de f em p € M é

N, (f)=ger{a(X,Y): X,Y € T,M}.
A dimenséo méxima de N} (f) 6 222 Seja {ey, ..., e, } um referencial local ortonor-

mal tangente. Entdo a condi¢io de pseudo-paralelismo (3.3}, pode ser reescrita

T

Rfj (am) = Z (RijemQmi + RijimQrm) (3.22)
=1
+ ¢(p) (Gincesi + Surcejr — Sjpce — Ecuie)
Vi, i, k1 =1,...,n, onde
Ri‘? = R* (e, ej) Y By = & (e, e;) e Ry = (R (e, 6j) €k, 1) -

Ao longo desta se¢do vamos supor que © primeiro espago normal NV } de f verifica

uma das seguintes condigdes de regularidade:
1. dim N}(p) = 22 vp € M ou
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2. dim N}(p) = n(nH —-1,Vpe M.

Entao N} = UPGMN_}(;O) ¢ um subfibrado do fibrado normal de f e a codimenséo
N-n> E(%ﬂl — 1.

Comecamos estudando a classe de imersdes pseudo-paralelas que verificam a pri-
meira condicdo, dada acima, sobre o primeiro espago normal. Um primeiro resultado
obtido é aquele que foi enunciado como Teorema 1.0.7 na introducgdo deste trabalho:

Teorema 3.5.1 Seja f: M™ — QY (c) uma imersdo pseudo-paralela. Suponhamos
gue dim N} (p) = @ em cada ponto p de M. Entdo vale o seguinte:

(i) M possui curvatura seccional constante K > ¢;

(ii) A2 = 4K — 3¢ — ¢ é uma funcdo positiva e f € uma imersio \-isotrépica com

|H}? =22y — 224 ¢ .

e f é também pseudo-umbilica;

(i) Para gqualquer referencial local ortonormal tangente {ei,....en}, 0 conjunto

- H{p) _opz—ogg C{n—1)(n—1) " &an o2 C(n—1n 5 ;
B = THWT Tancanl  Totmeytn oty —ma ] szl ”a(n_m”} € um referencial local

ortonormal de N } e o operador de curvatura normal Rﬁ; é dado por
Ry o] = ~ Ry (o] = 2 (¢ — K) s,

R lay) = (8 — K) (ay5 — o), Ry o] = 0,

onde i, 7, k séo distintos, [ é qualquer e i < j.

Em particular, se M é compacta e ¢ > 0, entdo ||H||* = 2{”‘“)}{ —~ceN-—pn = 22t
Além disso, f imerge M como uma variedade de Veronese em alguma hipersuperficie
totalmente umbilice de QMHS] (c).

Demonstracdo: Suponhamos que f : M™ — Q¥ (c) é uma imersdo pseudo-paralela
com o primeiro espago normal de dimensido médxima em qualquer ponto. Seja
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{e1, ..., e, } um referencial local ortonormal tangente qualquer. Aplicando a equagio
de Ricci

T

Ril? (aw) = Z {({Ctmjs ) Qim — { Qi Ctrt) Comj)
m=1
em (3.22), obtemos
i
0 = > ({Cim: Q) Cmj — (Omj> k) Qi + Rijimmt + RijimOikm)  (3.23)
m=1

+ o(p) (ot + Girceje — Gy — Sj0u) .

para todo 4,7, k,{. (3.23) pode ser reescrita de cinco formas distintas dependendo
dos sub-indices 1, j, k, [, a saber:

1. Se i, 7, k,{ sdo distintos, entdo temos que:
0 = (am, o) (0u — ays) + (o 55 — o)
+ ({aps, ) — Rijri) car + ({orr, 0ge) — Rij) cin
— ({euey ity — Rijn) it — ({uas @ir) — Rigge) e + Rajrt (e — o)

- E R&jkmaml - E Rij!makm

m#Ed gk m#t, ik
+ E T E (Ct, Otgm ) Qv
mEs i,k mFi Lk

2. Set#£j# k=11, entiao temos que:
0 = (omr, ;) (0 — 0y5) + {ok, ug5 — ) Qg
+ ({atrk, i) — 2Ryjps) ir — ({Ceiey Qi) — 2Bij5m)

—2 Z Bijhm Ctigm, + Z (Otkks Oy} Qi — Z {Cpk; Cim) O

ik mi gk Mtk
3. Sei#j =k F#1+#i, entdo temos que:
0 = (ayp, iz) o — ;) + Rijzi(eyy — o)
+ oy, oy — @) — Rig) iy + (logell® = Ky + ) csr — (e, )y
- Z RijjmOimi — Z [{eit, tim) + Rijim) Cjrm + Z {01, Q) Qi

myd, 4 M, g mL,f,!
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4. Se i =k # j =1, entdo temos que:

0 = (||az'j“2 — Kij + ) (0a — ay5) + (o), a5 — i) oy
= 3" ({04, Ctim) + Rijim) ctmg + > (e, 0mj) = Rijim) ctim.
m#i,F m¥Es,f

5. Sei # =k =1, entdo temos que:

0 = (ajj: Ctgj) (Oéﬁ - ajj) + [(ij, Cl’jj - O:.’@@) — 2}-{3} + 2¢] Gc';'j

— > (s Cum) + 2Rigim) 0m + Y (0> Oy ) i,

miti,g m#,j

Aqui K;; = Ryj;;. Agora em cada uma das cinco combinagGes lineares obtidas acima,

usamos a equagdo de Gauss e o fato que o conjunto

Y= {0!11 = 829, .y K _1)n—1) — Qnn, Q12,01 Of(n—nn} (3.24)
é linearmente independente, para obter as seguintes igualdades:
(1) Ryw = Ry =0, Ky =K., )
(2) llow|| = 4K =36 —c, {ow,0y) =2K1, — ¢ — ¢,
(3) |{H|® = 2otk — Blg ¢
(4) (Hiay) =0, (H oy—ay) =0, ¢
(3.25)
(8) {ouj cuk) = (0, i) = {euij, ovas) = {0z, o) = 0,

6) layll* = K12 — ¢,

(7) law — agyl|* = 4 (K12 - 9), )

para todo i, j, k distintos e [ qualquer. De (3.25)(1), segue-se que (R (X,Y) Z, X) =
0, para todo X, Y, Z ortonormais de 7,M. Entdo pelo Lema 1.9 de [17], temos que
todas as curvaturas seccionais de M em p s80 as mesmas. Dai, o Lema de Schur
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implica que a curvatura seccional de M é a constante K. Além disso, ¢ < K por
(3.25){6), portanto (i) esta provado. De (3.25)(2) e (5) segue-se que

e (X, X)|P=4K -3¢ —c=A2>0,

para cada vetor unitdrio X em 7,M, e portanto f é A-isotrépica. A segunda parte
de (ii) é exatamente a equagdo (3.25)(3) e, além disso, segue-se de (3.25)(4) e (2)
que f é pseudo-umbilica, pois

(@(X,Y),H) = (X,Y Yo, H) = (X, V)| H|I*

para todo X,Y em T,M. Por outro lado, como H(p) # 0, para todo p € M
segue-se de (3.25) que {H} U v é um referencial local ortogonal de N} que é um
subfibrado de T+A, e portanto, normalizando este referencial, obtemos que 3 ¢ um
referencial local ortonormal do primeiro espago normal de f. Para concluir a prova
de (iii), basta usarmos (3.25)(1) em (3.22), pois desta forma obtemos a expressao
dos operadores de curvatura normais Rfj

Agora completamos o conjunto ordenado {e1,...,e,} U 3 a um referencial local
ortonormal {e,...,ex} adaptado a f, onde e,q1 = !l_g%ﬁ’ v €alnss) = ”:E—:i':—“:
consideramos a funcgdo g := [|af|> — n||H||? = (n = 1){(n+ 2)(K — ¢). Entdo, usando

as mesmas notacoes dadas na demonstracio do Teorema 3.1.11 junto com o fato que

e

S € pseudo-umbilica, temos que

LA(g) = Lo (lledf) - 2o (1HIP)
= n||H| A (H)) +ne (folf? - n||H]7)
-3 (trago (Ag 0 A = D Ao Al (3.26)

a,T

+ Z HTtrago (A, o A, o 4,) + || Ve®

a7

—n || H|| A& (H]) = n )l | HII*,
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além disso,

[Fal = 37 3 (hg)"+ 3 (REtY)° +Z(h:1::1

LA, Lk
2
= Y Z 2"+ S () +nlld | H|P (3.27)
}}k 1Ay
iij a>n+1 tf_,__j

Usando o referencial escolhido junto com as igualdades obtidas em (3.25), podemos
facilmente calcular os operadores de Weingarten de f, os quais sdo dados por:

A(l,l) = ”HHInxn;
1 .
A(‘iri} = (K - qb)z (Ell - Eﬁ) 3 P = 2}'": T
1 . .
Ay = (K—-0):(By+Ey), 1<i<j<m
A, = 0, i’w <o <N,

onde (7,7} = min{z, j}+3li— 7| (2n+ 1 — |i — j|) +n e Ei; = {a;) com ag = SpiSji-
Dai, seguem as seguintes igualdades:

> (trago(As © A;))2 = n?||H|* + 2(n - 1)(n+ 2)(K - ¢), (3.28)

&,

D IAs AP = 2n(n+2)(n - 1)(K - )%, (3.29)

> Htrago(4; 0 Ar 0 A;) = m?||H||' +n(n - 1)(n+2)(K — $H| (3.30)

o, T

Substituindo (3.27)-(3.30) em (3.26), obtemos que
1200) = el -DE+E =96+ D () Z (R (331)

.3,k Jik
? 0'>‘-"!+1 3’?;_,’3

Agora se ¢ > 0 em M, entao de (3.31), temos que A(g) > 0, (pois, K > ¢). Mas, se
M ¢é uma variedade compacta, segue-se do lema de Hopf que A{g) = 0. Portanto,
nesta situacédo, obtemos de (3.31} que

$=10 Z Z zﬂc = h;;.};l) =0,
i

1,5,k 4,4
i o>t #j
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logo ||H|? = g(”’THlK — ¢ é constante o que implica que ||d|}H||[|* = 0. Dai, segue-se
que Va = 0, ou seja, f é paralela. Consequentemente o primeiro espaco normal
é um subfibrado paralelo, ¢ portanto, podemos reduzir codimensio para EL’ZL”
Finalmente, segue-se do paralelismo da segunda forma fundamental e das igualdades
obtidas em (3.25) que o vetor curvatura média é paralelo. Com efeito, para provar
que V% H = 0, para todo X vetor tangente, basta provar que Vj'j a;; = 0, para todo
1, 7. Assim, pelo paralelismo, temos que
n(ni3)

Tt 2
Viouw = 20(Vyeie) =23 Z (Vesein ex) (ks €0) €5,

k=1 o=n-+l
daf, Vj;a,:z- = 0, se e somente se, (Ve e, ) (i, €,) = 0, para todo k ¢ o. Esta
ultima condisdo segue diretamente de (3.25). Assim, o paralelismo do vetor cuz-
vatura média combinado com o fato de f ser pseudo-umbilica, implica que M é
nin+3

imersa por f em alguma hipersuperficie totalmente umbilica de ¢ 7 (¢) como

uma variedade de Veronese. O

Nio € claro que, se tirarmos as condigdes de compacidade e de ndo negatividade
da funcdo de pseudo-paralelisino do Teorema 3.5.1 tenhamos obrigatoriamente uma

resposta positiva para a seguinte questao:

Toda tmersdo pseudo-paralela com primeiro normal de dimensdo mdxima em fodo

ponto, tem sempre sua fungio de pseudo-paralelismo constante?

O seguinte resultado abaixo proporciona uma resposta positiva para a questdo
feita acima no caso de » = 3, pois nfio possui qualquer condic¢do topoldgica global
sobre as variedades envolvidas e sobre a fun¢do de pseudo-paralelismo.

Teorema 3.5.2 Seja f : M® — @Q°(C) ume imersdo ¢-pseudo-paralela. Se o
primeiro espaco normal de f for de dimensdo 6 em cada ponto de M3, entdo ¢

¢ constante.

Demonstracao: Para provar que ¢ € constante utilizaremos o método do referéncial

moével. Seja {e;, ez, €3} um referécial ortonormal tangente localmente diferencidvel.
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Queremos provar que a funcdo ¢ := 3K — 2¢ — C é constante. De fato, se provamos
que ¢ é constante, teremos que ¢ sera constante, pois, pelo Teorema 3.5.1 sabemos
que a curvatura seccional K é constante. Assim, comecamos a mostrar o querido,
usando o fato que ¢ > 0 e que k ;= (K - ¢)1f % £ 0, para definir os seguintes campos

normais:
4 = fﬁ(an + 0!22) y €5 = ﬁ (Ofll - 0522) ’ )
— 1 _1 — 1
€ = (2, €1 = ;3 €= ;03 ! (3.32)
k3 -k —k2
€g = _50 33 — (wg—k) (all —|" 0522)) .
Ve J

Consequentemente {e1, ez, €3, €4, ..., €9} serd um referencial mével ortonormal local
adaptado a f. Sejam {w4},{wazr}, 4,B = 1,...,9, respectivamente o referéncial
dual e as formas de conexdo de {e4}. Como ¢é usual faremos a seguinte convengéo

sobre os indices
1<4,j<3, 4<0,7<5, 1<£4,B<O.

Como w, = 0 ao longo de M, temos que w;, = E?:l (g, €5) Wy, € portanto, pela

escolha dos e4’s e as igualdades de (3.25), temos que:

_ — o | o—k? A
Wia = Jpwr, wag = fPwa, Wig= ( 7% ) Ws,
Wwis = kuw, Wa5 = —kuws, Wy s = 0,
wie = kwy,  weg = kwy,  wyg =0,
— — 0 —k % (3.33)
Lh,7 = Rz, Wwa7 =W, Ws,7 = ki,
wis = 0, wog = kws,  wag = kws,
. . _ k/f30—k2
Wio = 0, oy = 0, Wyg = 7o Wa. )
As equacoes de estrutura sdo dadas por:
dwy = ZB wa,p Awag,
duwy s = —Kuwy Awy,
dw1,3 = —le Ay, (334)
Qg = —~Kuws A ws,

dwae =D pWas AWpe
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Agora fazemos:
do = aw, + bws + cws, wap = aapwr + by pws + c4 pws. (3.35)

Queremos provar que @ = b = ¢ = 0. Para isto calculamos dw;, usando (3.33) e
(3.35). Para (i,0) = (1,4) temos que:

dw; 4 =d (/pw ) = (ﬁalg — L\/_) wy A wy

+(\/Ea1,3— )wlf\w3+\/_(b13—clg)w2/\w3

N
9

duwy g = Z w1 Awps = (/P12 — kbyg + kagg) wi A we
B=1

p— K
+ \/E a3 — kC4,5 + ka4,7 w1 Aws

— k2
-+ (((p\/@ ) b1,3 — \/561,2 — kc;l‘s -+ kb4’7) wa A Wy,

Destas duas igualdades junto com cdleulos andlogos para os outros pares de indices,

obtemos um sistema linear n&o homogéneo de 54 equagdes:

Qe —bus = —5\7%;, (3.36)
—%01,3 + gy~ Cg5 = —ﬁ; (3.37)
—:;5—9_051,3 + 54,7 —C45 = 0: (338)
—ais —bis = e (3.39)
k

—ﬁag,g, +a48 — Ca6 = 0, (340)
—%52,3 +bsg + Cy5 = -—2—‘7%}-, (3.41)
—%02,3 + Q48 + %51‘3 - 64‘7 = U, (342)

S Bo—k2
T/pak Qa9 + \/-4313 -~ C7r = ﬁa, (343)
~ 3lp_k2 549 + = 623 4,8 — 2‘/—&05 (344)
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@ _ b
—2631,2 + G55 -+ %64,5 = —2:
c

—O13 + —‘?304,5 + 057 = —gm
‘*61,3 —+ bs,T + 2012 — G = 0,

21+ Lbys+bss = o,
~G33 + Qg7 — 2C12+ ‘/7504,5 +ese = 0,

~bos+bsr = —g=

7 _
ay3 — a7 — 2by 3 + %35'4,7 +bs7 = 0,
VP —
—23+ Yocrt e = g
b
457

—C3 T Ce7 =

(]
a3 — g + "‘é—wb-a,s +bsg = 0,
VP _
a1 — a7+ % Cag T s = 0,

bio—brg—c13+cs = 0,

—asg9 + -‘?54,9 +bs9 = 0,

3p—k? G
J7 013 —argt *‘%_04,9 + C5,9

Af 3w—k?

N

(l
e

big—brg+cse = 0,

vE —
— a5 +2bi2—bss = —g7,
Qo3+ Gsg +2c12 — 6 = 0,

bog +bss + g%a = &

Ve —
—201 — ¥-Qye + 058 = =

s
[T
B

—a13 + Gs8

=
'Y
e

—br 3+ bgs +2¢:2+ @04,6 —~C56 =

56

(3.60)
(3.61)
(3.62)

(3.63)
(3.64)
(3.65)



Ve —
—Yaqr+asr— bz +bsr = 0,
—-Q1o+arg—Cca3t+esr = 0,

—bio+brs+ @04,7 ~¢7 = 0,

2a33 — %'114,8 +asg —bia+bss = 0,

—C13+Ce8 = 3%
e b
—2co3 + Y Cag — Cs8 =

Ve —

—¥~agg +asg+bsg = 0,
v/ Jp—k2

7% G23 — g +ceog = 0,

A/ 3e—k2 Vo _
77 bos — bsg + £ €19~ Css = 0,
az3t+asg + b1z~ b7 =
—_ ‘p_kQ a4_+@a5g+cl3"c.? —

k\/@ i ‘/'[5 f y 5,

o—k? v 3p—k?

_(k\/_)b45+ N7 55,9‘—02,3—05,8 =
_313+368+b23“’56? =
o—k? 3{ _ —

(k\/@ Q4,6 T a69+023 6,7
il boo + _\Mb +Cia—C¢C —

Tz ) 0us 77 Us9 T Ci3— Cog

—@12+ a7 g
+f Bo—k2
—2a13 — (k\/—) Gg7 + ——m—ars
£/ dp—k

—251,3“( f)b47+Tb79+cl2—CTB

—b12 + brg

w—k2 £/ 3p—k?
—2a93 — (f_—k\/a) asg + v Ggy —Cr2+cCrg

—2by3 — ( _kz) bys + @

PN bg,g
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— k2 Jp—k?
J— (50__) b4,g —_ ECQ,S + CS,Q

ke VP

0, (3.87)
(—7=5“’2+{K“‘”2 )a, (3.88)

8k2ip, /B Bo—k?

50 K -C)2
(347=k2¢,/¢ 3P_k2) b. (3.89)

Fazendo manipulacdes algébricas das equacOes acima, obtemos as formas normais

de conexao wy,

Was = (WLm) (—aw, + bwy) , (3.90)
3

Wi = (W) (—bwl - awg) s (391)
gy = (-‘a-gp-—_F_C) ? (Lu‘l‘:.; - (m) CUJI) ; (392)

1
wis = () (wys — (o) w2 (3.93)

1
—-k+C \1? 3
o =% (5" (av - (2282 o) (3.94)
Wse = 2wy 2 + (m) {—bwi + aws) , (3.95)
ws7 = w3+ m (—-cw1 + awg) ) (396)
wsg = —Wags + gtT_}zm (cwa — bws), (3.97)
3

—_ 1

Wws,9 = (m) (aw; ~ bws) (3.98)
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Wer = Wwag -+ m (‘—CLUQ -+ bu}3) s (399)

We,g = W13+ m {(—cwy + aws) , (3.100)
1
We,9 = (W) (b + aws), (3.101)
wrg = wy2 + 2(@_—}(4_05 {(—bwy + aws), (3.102)
1
wrg = (53%—_0) ? [wl}s - ((p_xi“’éﬁfg;fx*c;) cw, (3.103)

3¢
+ (m-xwxww-q) a’“’3] ,

1
— [8etkK-C\? 204K~ C
Wgg = ( 2¢ ) [w“ - ((tp—K+%)(5<p+K_C)) € (3.104)

3y
+ ((:,o—K+C){5ga+K-—C‘)) bw3] :

Derivamos w45 usando as expressdes (3.90)-(3.104), assim, temos que:

1
de4,5 = d ((m) : (—ar(.u'l 4 bUJQ))

2p—K+C 2p—K+C
= [_(w_([%éj)abwl ANwe — (%&T%)aaul A ws (3.105)
+(2_[‘3{%{£;%)5WQ Mg — bwl,g Ay — a2 A Wwo

9

—awy 3 Aws + bweg Aws +wi Ada+ db A ws] (m)

Por outro lado, usamos as equacdes de estrutura, junto com (3.33) e (3.90)-(3.104),
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para obter que:

dw4,5

—wyp ANwpe —war ANwsy — wWag Awsg —Wag Awsg

12+ (K —C)*
[(¢(¢_K +CH5p+K=C) ) abwy Aws

n 8p? +3p(K—C)+H(K~C)?
20(p—K+C)(5p+K-C)

8% +3p(K—C)+(K-CY2
B (2w{w—K+C)(5w+K—C)) bews A wy (3.106)

+2bwy Awy g + 2awy A wy o

) acuwy A ws

—awi s Aws + o A Wwis

(=] L

-+ bQJQ,;; AWy — Cwy A {.u‘2,3] (Szp(cp-lK-i-C})

Comparando as espresdes obtidas em (3.105) e (3.106), obtemos que:
wAda+dbAw, = ( oilreki0) ) abwy A wy
9
+ ((!P—K+C}£W+K*C)) acwy A ws (3.107)

9
- (((p—K-{-CJ(‘,;QD*i-K—C}) bews A w3

+ bwy Awig + aws Awre

+ cwy Awig — cws Awegs.

Os mesmos célculos podem ser feitos para wsy g, ws.6, Ws,7, Ws.9: We,8, We.9, w78, Obtendo:

—K+C
waNhda—dbAw, = (2(59_?{{:_%}{;:_,_;(_0)) (52 - az) Wy A wa

S
+ ((qp—-K+CJ(5w+K—CJ) bewr A ws

9
+ ((!P—K+C}(€¢+K—C)) acws A Wy (3.108)

—awi A w2 + bf.rJQ A W2

+ g A W3 =+ cun A wa 3,
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(0 —K+C)(¢—3K+C)

17T -7C 2 2
4 :,o—K{-T-CJ(mp+K C)) (a + & )

(
(2 —E+0) ) Jwi A wa (3.109)

3 3
+ (2(¢~K+C}) bewy Aws = (m) acwy A ws
—2(p - K+ CluzAwag

+awy s Awy + b{.u’],g ANwy + awy g Awe -+ cwy Awas,

w Adb+danw, =

(=
_]_

wi Ade+daAw; = ((cp-Kiwc_)gng—CJ) bewy A ws
+{—{¢p—K+C)(p—-3K+C)

Te+5K—5C 2
+ (Q(w “R+0)(Bp+K— C)) @
( = K+C}) (m) c2) wi Aws  (3.110)

abwy A ws

((rp K+C‘ 5[,0+K C’))
+2 ((y - K+ C) th,2 A Was + bwl,g A wg

—bwy Awsg + awy g A wy -+ cwyz A ws,

3B~ K+C)
(p—E+4C)Bp+K - C}) abwy A wy

wg/\db+da/\w1 =
acwy A wy (3.111)

_|_

= K+CJ(5@+K &)
bw2/\w1+a{*}12/\w2 CW1AUJ1,3—CWQ,3A&)2,

-3
(( = eva ngo-}—K c;)
(s

) bqug A ws

wi Ade+daAws = — ((p-Ki%g:fK—C)) bewy A wo
_ (((p ~K+C)(p—3K+C) - (_w_;m) (2 + &)
+ ((5w+!‘(lfz‘§i$fg+c}) bg) Wi AW (3.112)

3(2¢+K=C)
+ ((w—x(+g)(5¢+x—0)) abwg N w3
+2 (99 -K + G) Wi 2 A Wa s

+bw1,2 Awg+awr g Mhw +av g Aws — by A Wa 3,
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_ — 3(5p—K+C) 2 2
{u‘l/\db dCL/\wg——— (2(50-—K+CJ{5(,0+K-C')) (b -4 )wlf\wg

13

+ ([W—K+CJ{§¢+K—C)) bowy A wy (3-113)
15

* (W“K+C)(5so+fc—c)) acws A\ ws

+awy g Awy — bwio Aws — Cwig Aws — Cwaz Aws,

(p—K+C)(p-3K+0C)
) a +bg)

wAdb+daAw, = [~

+ o—KiC
dp—K+C 2

(p-—K"t‘%)(f}(pﬁ-K C)) ¢ ) Wy A wa

(e
-(
( o B30 bewy A ws (3.114)
-(z

._I_

(o= K+C)(5p+ K —-C)

p+2K =20
(=K +CH5p+ K -C)

——2(70 K+C)w13/\w23

) acws /A wsa

taw; g Awy + bwig Awy + cwy s Aws + cwy Awag,

Combinando (3.107) e (3.111), obtemos que

_ S . 6
0= ((tp—K+C](5<p+K—C)) abun A we ((p—K+C}{§¢+K—0j

B
+ ((go—K+C}(5<p+K—C)) bews A w,

) ac; A ws

dai, como ¢ # 0, obtemos que:
ab=0, ac=0, bc=0. (3.115)

Combinando (3.108) e (3.113), obtemos que

— 3 2 2 6 ,
0= ((so—K+C){§w+K—C)) e Y ({go—K+C)(‘1§r,o+KvC}) bewn A w

6
B ((W‘K+C)€gsﬂ+f{-0)) acwy A wg,

dai, como ¢ 5 0, obtemos:
(b—a)(a+b)=0, bc=0, ac=0. (3.116)
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Combinando (3.110) e (3.112), obtemos que

0= ((Sp_zf*é;(f;‘_c‘%_c)) bewn A wo + (WEK—_C)) (5 —a®) wi A wy
+ (m) abwy A ws,
dai, como 4¢ —~ K + C # 0, obtemos que:
be=0, B —-a*=0, ab=0. (3.117)
Por tltimo, combinamos (3.109) e (3.114), obtemos que

0= ((m) (a® +b?) — (m) c2) wi A we

_ Tp+5K —5C 13p—K+C
(E(w—K+CJ(5w+K—C)) bew Aws + (2[99-K+C')(5¢a+K—C)) acwz N ws,

daif como Ty + 5K — 5C # 0 e 13p — K + C # 0, obtemos que:
a?+02—-2c2=0, be=0, ac=0 (3.118)

Portanto, concluimos de (3.115), (3.116), (3.117), (3.118) que a = b = ¢ = 0. Ou
seja @ é constante. U

Observacdo 3.5.3 O método do referencial mével utilizado na prova da proposicéo
acima permitiu dar uma pequena resposta afirmativa para essa questdo no caso de
n = 3 e codimensio 6. Mas é importante ressaltar que para n > 3 o método do
referencial mével se torna computacionalmente invidvel devido a que néo existe um
programa computacional que permita manipular sistemas literais de grande porte.
Contudo, queremos conjecturar que ¢ é constante também para o caso de n > 3.
Vale lembrar agui que no caso compacto e com a condigdo de ndo negatividade
da func¢do de pseudo-paralelismo provamos que a resposta é positiva em qualquer

codimensaoc.

Agora com as hipdteses de minimalidade junto com a segunda condicao de regu-

laridade sobre o primeiro espaco normal, obtemos o seguinte resultado:
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Teorema 3.5.4 Seja f : M™ — QV(c) uma imerséo pseudo-paralela com ¢ > 0.
Se f € minimea e dim N} (p) = “(”’Tﬂ} — 1, em cada ponto p de M, entdo f imerge

M como uma variedade de Veronese em Q¥ {c), onde N = @ - 1.

Demonstracao: Usando a mesma técnica dada na demonstragdo do Teorema 3.5.1
obtemos que valem todas as igualdades obtidas em (3.25) e que a curvatura seccional
K de M é constante. Consequentemente temos que f é uma imersdo A-isotrdpica
constante. Logo usando a hipotese de que ¢ > 0 podemos provar analogamente
como no Teorema 3.5.1 que |[Val|? = 0. Dal, por um resultado cléssico de Erbacher
(ver [28]) podemos reduzir a codimensdo de f para &2-1-11 — 1. Assim, o resultado

desejado segue diretamente do Teorema 1 de [32]. O
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Capitulo 4

Sistemas triplos de Jordan

4.1 Relacao com as imersoes pseudo-paralelas

Nesta secao introduzimos os sistemas triplos de Jordan e mostramos que estos

sistemas estao intimamente relacionados com a classe de imersdes pseudo-paralelas,

Sejam V um espaco vetorial com produto interno, ¢ € R, E um subespaco de V

e o : ExE—E" uma aplicaciio bilinear simétrica. Um sistema triplo de (V,c) com

dado inicial (E, o) , é uma aplicagdo bilinear induzida £ = S8+R : VXV — End (V)
cujas partes simétrica S e antisimétrica R sio dadas por:

(SUWVX,Y)=c{UV){X,Y)+ {(a(U,V),a(X,Y)), (4.1)

Lembremos que um Sistema triplo £ = &+ R como acima, é dito um sistema triplo

de Jordan (S.T.J.) se verifica-se as seguintes codigGes:

@) BOUV),SXY) = REUV)XY)-RX SV, U)Y),
(i) [SWV),RX,Y) = SSUV)XY)-SX SV, U)Y),
(1“) [ ( )S( y )] = ( (U:V)X:Y)_S(XR(VaU)Y)! (42)
(iv) [R(U VL, R(X,Y)] = RR{UV)X,Y)-R(X,R(V,U)Y), '

para todo X,Y,U,V,Z € ¥, onde [, | denota o comutador de endomorfismos.

Exemplo 4.1.1 Seja f : M™ = Q" (c) uma imersio isométrica e seja ¢ : M™ — R
qualquer fun¢do diferencidvel. Para cada p € M, definimos £ = S+ R : T,M x
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ToM — End (T,M) por LU, V) =S U, V)+R(U,V), onde

S(U,V) = (c= ¢ @) (U, V) idrps + Aawv), } (4.3)
RUV)=R{UV) -6 {UAV),

para todo U,V € T,M. Entdo claramente temos que S, R e « satisfazem (4.1),

portanto £ = & + R € um sistema triplo.

Um fato bésico provado por Deprez em [20] é quando ¢ = 0, entdo a imersdo f €

semi-paralele se e somente se o sistema triplo dado por (4.3} € um §.7.J.. Em geral,

temos o seguinte resultado:

Proposicdo 4.1.2 Seja f : M™ — Q%(c) uma imersdo isométrica. Entdo [ é
pseudo-paralela se e somente se o sistema triplo £ definido por (4.3) € um 5. T.J..

Demonstragao: Primeiramente suponhamos que f é pseudo-paralela. Entdo us-
ando as equagdes de Gauss ¢ Ricei e a Proposigio (2.2)(i) , ndo é dificil de provar

que a seguinte condigdes valem
@) (BHUV) o) (X,)Y)=a(RUV)X,Y)+a(X,R(V,U)Y),

(i) [Ap, Asuyy] = R4, U),V) =R (U, 4, (V)),
¢
(i) [R(U, V), Ay] = Artvym, (4.4)

iv) [RU, V), RIX, V)] =RRU,V)X,Y)-R(X,R(V.U)Y), |

para todop € M, UV, X, Y € T,M e n € v, (f) . De fato, verifiquemos somente
que (4.4)(iii):

RU,V)oA, = RUV)od,—¢(@UAV)oA,
= Apryy + A0 R(UV)
+@ P {(UAV)oAdy— Ao (UAV)]—¢(p) (UAV)o 4,
= Aptyy + Ao R{UV) = ¢(p) 4,0 (UAYV)
= Apiyy + Ao R{UV).
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Agora temos que: A equagdo (4.2)(i) segue de (4.4)(ii) com n = o (X, Y); A equagio
(4.2)(iii) segue de (4.4)(iii) com = a (X,Y) e (4.4)(i); A equagio (4.2)(iv) é ex-
atamente (4.4 )(iv). Finalmente observamos que (4.2)(ii} é equivalente a

[Agwyy, R(X,Y)] =S (Aguyy (X),Y) = S (X, Aawyy (V)
que é equivalente a

[Aewy), RIZ,Y)] = Ayzy) ~ Aa(x7):

onde X = Asovy (X), Y = Agyy (Y) . Mas, para qualquer Z, W € T,M, temos
que

((Aa(zy) = Aax)) ZW) = (REXV)a(ZW)], e (U, V)
= —{(ArLx vy (£), W)
= {[Aaum, RX, V)] Z,W),

por (4.4){iil). Por tanto £ ¢ um S.T.J.. Reciprocamente, se £ dado por (4.1) é um
S.T.J., entdo (4.2)(i) é equivalente a

[Aawvy daixyy] = R Aoy (X),Y) - R(X, Aaon (V) .
Esto significa que
[An; Aaxy)] = R4y (X),Y) - R(X, 4, (Y)),

para qualquer X, Y € T,M e n € v, (f) . Agora usando a equagéo de Ricci, segue-se

facilmente que
RHUV}a(X,Y)] = «RUV)XY)+a(X,R(V,U)Y)
isto implica que f é pseudo-paralela. a

A proposicdo 4.1.2 possui interessantes conseqiiéncias e a seguir provamos duas

delas. A primeira é um corolario de natureza pontual e é um resultado andlogo
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a0 obtido em [5] para imerGes semi-paralelas e pseudo-umbilicas; a segunda, é um
teorema de natureza giobal, o qual ainda néo foi observado para o case de imersoes

semi-paralelas.

Coroldrio 4.1.3 Seja f : M® = Q¥(c) uma imersdo pseudo-paralela. Se f 6
pseudo-umbilica, entdo para cadap de M e XY € T, M, temos

@) (c—o @ +1HIPD) (c— ¢ @NX, VY + la (X, V)P > 0,
i) (c—o@)+ IHI)RXYV)X~-@ (XAY)X,Y) <O,

e valem as igualdades no primeire (segunda) desigualdade se e somenie se Ag(xy) =
(c— ¢ (0)){X,Y)idrpu (respectivamente R(X,Y)=¢(p) X AY).

(iii) Se ¢ — ¢ (p) + ||H|I* < 0, entdo f é umbdica em p. Em particular, se f é

minima e ¢ < ¢, entdo f é totalmente geodésica.

Demonstragio: Como £ = §+7R dado em (4.3) é um S.T.J., segue-se do Teorema

1 de [5] que
trago (S (S (X, Y) X, Y)) >0 e trago(S(R(X,Y)X,Y)) <0 (4.5)
paracadap € M e X,Y € T,M e valem as igualdades se e somente se S (X,Y) =0,

e R(X,Y) = 0, respectivamente. Assim se {ej,...,e,} ¢ uma base ortonormal de
T,M temos

Ltraco (S(SX V)X, V) =231 (S SXY)X.V)e,e)

= (=@ SXY)X,Y) +(a(S(X,Y)X,Y), H)
= (- N XYY +(c= o @)l (X, V)]
+(e= ¢ () (X, ) (@(X,Y), H) + (4axy) (X), 4 (¥))
= (e~ ¢ @) + I1HIP) (- 6N XYY + [l (V)
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donde obtemos a primeira desigualdade de (i). Para (ii) calculamos exatamente o
traco de S (R (X,Y) X,Y) como acima. Para (iii), se (c — ¢ (p}) + || H||* £ 0, entéo

||a (X:Y)”2 < (C_é(p)) (X}Y)Ea ' (46)

para todo X,Y € T,M. Entio o (X,Y) = 0 para qualquer par ortogonal X,Y em

T, M. Portanto, por um Lema dado em [43] p. 168, a imersio € umbilical em p, i.e.,
a(X,Y)=(X,Y)H, paratodo X,Y € T, M.
]

Teorema 4.1.4 Seja f: M™ — Q¥(c) uma imersdo pseudo-paralela com ¢ > 0, e
suponhamos que M € compacte e simplesmente coneza. Entdo M™ ¢ uma variedade

Riemanniana produto dos sequintes tipos:
1) Variedades homeomorfas a esferas.
2) Variedades biholomorfas a planos complezos projectivos.
3) Espagos simétricos de tipo compacto.
Além disso, se ¢ nao € identicamente nula, entdo M é do primeiro fipo.

Para provar o teorema acima necessitamos fazer as seguintes identificactes:

Seja M™ uma variedade Riemanniana. Dados p € M e X,Y € T,M podemos
considerar o operador linear anti-simétrico dado por X A Y como uma 2-forma
w definida por w(Z) = X AY (Z), para todo Z € T,M, e identificar o tensor
de curvatura Riemanniano R de M com o operador linear simétrico sobre as 2-
formas, chamado o operador de curvetura, denotado por p: /\2 (TM) — /\2 (TM),

e caracterizado por:
(p(XAY),ZAW) = (R(X,Y)W,Z), (4.7)

onde o produto interno do lado esquerdo é o produto interno induzido no espago

das 2-formas pela métrica Riemanniana de M. Assim, podemos definir uma agdo
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de uma 2-forma w sobre o tensor de curvatura Riemanniano B de M e a segunda

forma fundamental a de f como segue:

(w-R}(X,Y) = [w,p(XAY)]-pw(X)AY)—p(X Aw(Y)), (48)

(W a)(X,Y) = —aWw(X),Y)-aX w(Y)), (4.9)

onde [, ] denota o colchete de formas. Com estas identificagbes podemos apresentar
0 seguinte lema que caracteriza a condigdo de pseudo-paralelismo dada em (3.1).

Lema 4.1.5 Seja f : M — Q" {(c) uma imersdo isométrica. Entio sio equivalentes

as seguintes afirmagies
a) f € pseudo-paralela;
b) Eziste ¢ € D (M) tal que

[p(XAY) o] (Z,W)=R*"(X,Y)[«(Z,W)| - ¢ (0} [X AY -] (Z,W),

(4.10)
para tedop € M e X, Y, Z, W ¢ T,M;
¢} Eziste ¢ € D (M) tal gue
ARJ-(.X,Y)E = [R (X: Y) :Af] - ¢ (p) [X A Ya Aﬁ] g (4'11)

atodop € M e X,Y € T,M, £ € v, (f);

Demonstragdo: (a)<(b): Segue do fato que vale a seguinte igualdade
(0 (p(XAY)Z,W),6) = —(a(R(X,Y) Z,W),6),

paratodope M e XY, ZW e T,M e € vy (f)
(a)e(c): Segue diretamente da relacdo entre a segunda forma fundamental e o
operador de Weingarten dado em (2.9) junto com a equagdo de Ricci de f. O
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Com as identificacOes acima e o seguinte teorema obtido em [39] que diz: Se
M?™ ¢ uma variedade Riemanniana simplesmente conexa ¢ compacta com operador
de curvature ndo negativo, entdo M™ é produto Riemanniano de wvariedades dos

seguintes t1pos:
i) Variedades homeomorfas o esferas;
i1} Variedades biholomorfas a planos complezos projectivos;
iil) Espacos simétricos de tipo compacto.

Além disso, se o operador de curvaiura ndo € identicamente zero, entdo M € do

primeiro tipo. Portanto, estamos em condigdes de apresentar a

Demonstracdo: (do Teorema 4.1.4) Pela proposi¢io 4.1.2 e as identificacdes

feitas anteriormente, temos que para cada ponto p € M,
LXY) = (c = ¢(p))X, Y)idpn + Aaxyyy + (X AY) — 9(0)(X NY),

define um um S.T.J. associado & f no ponto p. Por outro lado, é bem conhecido
que dado qualquer S.T.J., Ferus provo que sempre existe uma imersao localmente
paralela 7 : M — Q¥(c) e um ponto p € M tal que o S.T.J. associado a f em este
ponto ¢ o S.T.J. dado (ver [30]). Dai, podemos concluir que 7 definido por

HXAY)=p(XAY)—d(XAY)

¢ um tensor de curvatura de um espago simétrico de tipo compacto, consequente-
mente é um operador néo negativo em nivel das 2-formas. Como por hipétese ¢ é
no negativo {além disso, se ¢ ndo ¢ identacamente nula), segue-se que o operador
de curvatura g de M é ndo negativo (ndo ¢é identicamente nulo). Finalmente, como
M por hipétese é simplemente conexo e compacto a conclugio do teorema segue da

classificacdo de tais variedades citada acima. 0
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