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INTRODUCGCADO

A maioria das comunidades ecolégicas compde~se de muitos
organismos vivos das mais variadas espécies. Cada individuo €é um
organismo complexo que varia continuamente; em qualquer momento seu
comportamento depende de sua constituigio genética, sua idade, as
vicissitudes de sua vida até o momento e de condigBes que predominem no
ambiente em que vive.

Apesar de toda mudanga continua pela qual passa uma populagio
(nascimentos, mortes, imigragdo, entre outros), alguns experimentos
comprovam que, na auséncia de distarbios externos, a maioria das
comunidades ou permanecem em equilibrio por longos periodos ou passam
por estégios sucessivos até chegar ao equilibrio.

As populagdes em geral variam em tamanho, e a investigagdo do
crescimento e do declinio de populagbes €, historicamente, o ramo mais
antigo da Ecologia Matemé4tica. Tem-se demonstrado que uma maneira quase
sempre bem sucedida de se proceder é postular um modelo simples para o
célculo das mudangas populacionais e entdo examinar as consequéncias
das hipéteses utilizadas no modelo matemético.

Porém a grande maioria dos modelos matemdaticos usados em
ecologia tefrica para estudar a din&mica de crescimentos populacionais
utiliza parametros constantes (taxas de natalidade, mortalidade,
condigbes ambientais, etc), ou seja, sdo auténomos. Isto acontece, por
exemplo, nos modelos presa-predador e competigdo entre espécies
propostos por Lotka-Volterra. No entanto, tem-se observado que a
maioria dos ecossistemas existem em ambientes que variam com o tempo,
geralmente de modo periédico ou quase periédico. Dessa maneira, um
modelo mais realista certamente utilizaria uma variagio temporal destes

parametros.



Variagdes periddicas em condigdes ambientais, por exemplo,
podem ter um efeito significativo em taxas de natalidade e mortalidade,
disponibilidade de recursos e outros fatores. Apesar disso, a
influéncia dessas variagbes tem recebido pouca atengdo, comparada a
grande literatura que trata de sistemas em ambientes "constantes" e aos
estudos de ecossistemas em ambientes que oscilam aleatoriamente.

Poderiamos considerar que, quando essas variagdes sdo de
amplitude suficientemente pequena, elas podem ser negligenciadas e o
ambiente ¢é considerado constante. No entanto, como  veremos
posteriormente, oscilagbes ambientais sempre provocam um efeito
qualitativo, que em determinadas aplicagSes podem ser muito
importantes.

Mais significativamente, sempre existe um efeito
quantitativo. Em geral, uma oscilagdo ambiental ndo pode suportar um
equilibrio fixo; encontramos em seu lugar equilibrios oscilatérios de
pequena amplitude em relagdo a um valor médio.

Periodicidade e comportamentos oscilatérios também tém sido
bastante observados na incidéncia de doengas infecciosas como sarampo,
rubéola, varicela e outras. Por exemplo, de 1929 a 1970 houve surtos
anuais de varicela em Nova York {London e Yorke, 1973). Esse periodo de
um ano aparece devido a sazonalidade de alguns fatores, como por
exemplo a taxa de contato, que oscilava devido a mudangas ambientais e
até mesmo a agregacgdes periédicas das criancas nas escolas.

Frente & observagdo de periodicidade na incidéncia de
diversas doengas infecciosas, ¢ grande o interesse no conhecimento de
como solugdes periddicas podem surgir em modelos epidemiolégicos.
Sabe-se que a periodicidade pode surgir de causas relacionadas a
prépria estrutura do modelo epidemiolégico (incluindo retardamentos ou
periodicidades nos parametros) assim como em modelos que consideram o
tamanho da populagdo variavel ou com estrutura de idade.

Matematicamente, o estudo de modelos populacionais onde os
parametros envolvidos variam periodicamente nos leva ao estudo de
sistemas de equagbes diferenciais ordinadrias com  coeficientes
periédicos ou com termos forgantes periédicos. Embora as propriedades

de tais sistemas sejam bem conhecidas, os resultados gerais disponiveis



nio sdo tdo completos quanto para sistemas auténomos, como por exemplo
na analise de estabilidade de solugdes. Apesar disso, quando as
oscilagbes sdo relativamente pequenas, existem métodos de perturbagdo
que permitem a obtengdo de resultados bastante satisfatérios com
relagio a existéncia e estabilidade de solugbes periédicas (capitulo
1).

Motivados pela utilizagdo de wum modelo logistico com
coeficientes periédicos no estudo da dinadmica populacional da espécie
Donax gemmula em [24] e por um modelo tipo presa-predador no estudo
da Dengue Hemorragica em [18], procuramos neste trabalho analisar os
efeitos provocados pela utilizagdo de parametros periédicos em alguns
modelos classicos de dindmica populacional : o logistico (capitulo 2),
a competigdo entre duas espécies (capftulo 3) e o presa-predador
(capitulo 4).

Essa analise inclui um estudo da existéncia, da unicidade e
da estabilidade de solugdes periédicas positivas para tais modelos
assim como algumas aplicagbes e simulagbGes envolvendo os resultados
obtidos, utilizando pacotes computacionais como Mathematica (em versio
disponivel no LABMA do IMECC/UNICAMP para ambiente UNIX) e Solver (para
ambiente PC do LABMA).

Os resultados apresentados assim como algumas técnicas
utilizadas no estudo da estabilidade de solugBes periddicas visam
facilitar a anéalise de outros modelos que wutilizam coeficientes

periédicos, principalmente na area de epidemiologia.



CAPITULO 1

RESULTADOS PRELIMINARES

Apresentamos neste capitulo alguns conceitos matematicos
assim como suas respectivas notagbes, que serdo frequentemente
utilizados no decorrer do texto e sdo indispensaveis para a compreen-

sdo.

1 - Solugbées Fundamentais [19]

Consideremos o sistema homogéneo

dx/dt = A(t)x(t) (1.1.1)

Se os elementos da matriz A s3o fungles continuas em t, o
sistema (1.1.1) possui solugdo dunica correspondendo a cada valor
inicial dado. Ao contrario do caso discreto, ndo temos uma expressio
geral para a solugdo de (1.1.1). Mesmo assim, os conceitos de matriz

transicdo de estado e conjunto fundamental de solucbes sdo bastante

uteis e determinam a base de toda teoria envolvida.

Definicdo 1:

Dizemos que um conjunto de fungGes vetoriais a valores reais
xl(t), xz(t), ceey xm(t) sdo linearmente independentes se nio existe
nenhuma combinagdo linear ndo-trivial das mesmas que seja identicamente
nula. N3o entrando no mérito de como obter tais solugdes, suponhamos
que { xl(t), xz(t), cees xn(t) } seja um conjunto linearmente indepen-
dente de solugBes para o sistema (1.1.1). Estas solugBes sd3o chamadas

conjunto fundamental de solucdes e se as arrumarmos como colunas de uma




matriz n X n, esta matriz resultante X(t) é chamada matriz fundamental
de solucdes e satisfaz

dXs/dt = A(t)X(t)

Definicdo 2:
Uma matriz transicio de estado &(t,tr) correspondente a
(1.1.1) & uma matriz n x n satisfazendo

de(t,T) = AWR(LT) e
dt

o(t,Tt) =1 .

Da definigdo acima podemos observar que cada coluna da matriz
®(t,t) deve ser solugdo de (1.1.1) além de , em t = T, cada vetor
solugdo ser igual a um dos vetores unitdrios da base canénica usual.
Assim, encontrando n solugSes linearmente independentes de (1.1.1), a
matriz &(t,T) pode ser construida.

A matriz transigio de estado definida acima possui a seguinte
propriedade: para qualquer solugdo x(t) de (1.1.1) e =T fixo,
verifica-se que, para qualquer t,

x(t) = &(t,t)x(T) .

Proposicido:
Se X(t) ¢ uma matriz fundamental de solugdes correspondente
ao sistema (1.1.1), entdo a matriz transicdo de estado é dada por
o(t,7) = X(OX(x)"
e consequentemente

x(1) = X(X(r) 'x(1) .
Dem: ver Luenberger [19].

Para o caso ndo-homogéneo
dx/dt = A(t)x(t) + B(t)u(t),
verifica-se que em termos da condigdo inicial x(to) a solugdo é dada

por



t

x(t) = O(t.to)x(to) + J o(t,T)B(t)ult) dt

t
0

Se A for uma matriz constante em (1.1.1) temos que se X(t) é
uma matriz fundamental correspondente a este sistema, entdo

X(t) = etA (t] <w ).
2 .2 k X
com etA=I+At+—47—!—t——+ +Ak: +
Exemplo: [19]
Considere o sistema y’ = Ay descrito por:
l:y1:| ={°21] [yx} «> 0 (1.1.2)
Y2 me O Y,

que é equivalente a equacgdo de segunda ordem homogénea para o movimento
harménico.

A matriz fundamental para o sistema (1.1.2) &

Y(1) = At

(1.1.3)
onde A é a matriz dos coeficientes em (1.1.2).
Calculando A2 temos:
2
A2 - -0 02 - _ az 1,
0 -
e podemos concluir que, se k é par, entdo teremos
A=) 1, e
A = ()% A
Isto torna possivel a construgdo da matriz Y(t) que ¢é dada
por:



At cos at (sinat)/«

Y(t) = e
- a sin at cos at

Consequentemente, qualquer solugio de (1.1.2) ser4 combinagio

de sin{at) e cos(at).

No entanto, se A(t) for w-periédica, ou seja, se

A(t+w) = A(t) para todo t, temos o seguinte teorema:

Teorema (Floquet):
Se X(t) ¢ uma matriz fundamental para x' = A(t)x com
A(t) w-periddica (1.1.4)
entdo existe uma matriz P w-periddica ndo-singular e uma matriz
constante R tal que
X(t) = P(t)e'®
Dem: ver Hale [16].

O conjunto de todas as matrizes fundamentais de (1.1.1) e

(1.1.4) determina um conjunto unico de raizes caracteristicas para

wR . . 4. . .
C = e . Essas raizes s@o chamadas multiplicadores associados a matriz

A. As raizes caracteristicas de R s3o chamadas de expoentes

caracteristicos.

Portanto, se A for uma matriz constante, expoentes

caracteristicos sdo o mesmo que rafzes caracteristicas.

2 - O conceito de estabilidade

Seja x(t) uma solugdo do sistema de equagdes
dx/dt = F(t,x) (1.2.1)

definida para tz to . Esta solugdo é chamada estével, segundo Lyapunov,



sobre o intervalo [0,w) se
a) para cada € > O existe 8§ = 6(c;to) > 0 tal que qualquer

soluqéo;(t)de (1.2.1) que satisfaz a desigualdade I)_((to) - x(to)l <8

»  |x(t) -x(1)| < e, para t = t .

E chamada assintoticamente estivel se, além de ser estavel,

valer também

b) |)—c(t) ~ x(t)}— 0 quando t tende ao infinito.

A solugdo que ndo € estavel € dita instavel.

A nogdo de estabilidade acima tem a desvantagem de depender
do momento inicial to . O valor 8 ndo depende somente do desvio
permitido para a solugdo, mas também do momento inicial. Se olharmos
para o problema de perturbagdes como uma agdo de curta duragdo, vemos
que tais perturbagdes podem ocorrer em momentos diferentes do fenémeno,
e estes momentos sdo aqueles considerados como momentos iniciais. Dessa
forma, para que a nogdo de estabilidade introduzida tenha um caréater
fisico, deseja-se que as possiveis perturbagdes iniciais ndo tenham
efeito prejudicial na dependéncia do momento inicial. Chegamos assim a

nogdo de estabilidade uniforme.

A solucdo x(t) é uniformemente estavel se
c) para cada € > O existe 8 = 8(g) > O tal que qualquer so-
lucéo x(t) de (1.2.1) que satisfaz l;(tl) - x(tl)|< 8 para algum tlz to
s Ix(t) - x(1)] < e para t = t1
E chamada uniformemente assintoticamente estivel se também

d) existe 60 > O tal que para todo £ > O existe T = Tl(e) de

modo que se

IX(tx) - x(tl)l < 60 para algum t1 z to

> I;(t) - x(t)} <€ para todo t = t1 +T.



OBS: Estabilidade assint6tica uniforme significa estabilidade

uniforme e lim x(t) =x(t;t°,x°) uniformemente com respeito a toe X,
t-900
z .
(para tz0, Ixol <3, )

3 - Perturbacio de sistemas que possuem solu¢io periédica (4]

Considere o sistema
x’ = f(t,x,u) (1.3.1)
para |ul| suficientemente pequeno, sendo que p é um vetor real. O caso a
ser estudado é quando (1.3.1) possui uma solugdo w-periddica x.(t) para
p = 0.
Vamos supor que f seja real, w-periédica em t, continua em
(t,x,nt) quando (t,x) pertence a algum dominio V do espago (t,x)
contendo a curva (t,x*(t)) e quando |ul € pequeno. Supomos também que f
tem derivadas parciais de primeira ordem com respeito as componentes X,

(i = 1...n) de x que s3o continuas em (t,x,p).

Teorema 1.3.1: (Fungdo implicita)
Se a equagédo
Flo,u) =0, o peR (1.3.2)
é satisfeita para a = o, € p=p e se F tem derivadas parciais
continuas num dominio aberto de R contendo o ponto P0 = (ao,uo) com
Foc # O nesse ponto, entdo (1.3.2) determina a em fungdo de y,
o = g(u).
As derivadas parciais de g podem ser calculadas da identidade
F(g(p,u) = O

vdlida numa vizinhanca do ponto Qo = o € R", onde Fa # O.

Dem.: ver Avila {1].



Teorema 1.3.2:
Se f satisfaz as condigbes citadas anteriormente e se a

&
primeira variagcdo de (1.3.1) para yu = 0, com respeito a solugdo x (t),

n

»
, af (t,x (t),0)y  _ *
y = z T J o= fx(t,x (1),0) y (1.3.3)

=1 )
nio possui solugdo w-periddica, entdo para |u| suficientemente pequeno
a equagdo (1.3.1) possui uma solugdo q = q(t,u), w-peridédica, continua

¥*
em (t,u) e com q(t,0) = x (t). Essa solucdo é unica para cada p.

Dem.:

Seja ¢(t,o,p) a solugdo de (1.3.1) que em t=0 assume o valor
x.(O) + o para |al pequeno.

Da unicidade de ¢ temos que ela serd w-periddica, se e

somente se,
E 3
olw,o,p) = @(0,0,p) 3  plwo,p) - x (0) -a=0 (1.3.4)

Para p = 0 temos que a = 0. No entanto, se o jacobiano de
(1.3.4) com respeito as componentes de o é ndo-nulo em « = 0 e p = O,
ou seja, se det [soa(w,0,0) - Il # 0, segue que o sistema (1.3.4) tem
uma unica solugdo a« = «fp) na vizinhanga de u = 0, « = O, onde a €
continua em p e a{0) = O (cf. Teorema da fungio implicita).

Se o jacobiano ndo se anula, a existéncia de uma solugdo
periédica de (1.1.1) ¢é estabelecida para |p| pequeno fazendo
o(t,alp),u) = q(t,u). Ainda, na vizinhanga de x = x‘(t) esta solugio €

unicamente determinada pois a(u) é unico.

Teorema 1.3.3:

Se as partes reais dos expoentes caracteristicos de (1.3.3)
sdo todas negativas, entdo (1.3.3) ndo possui solugdo periddica e
portanto a conclusdo do teorema 1.3.2 ¢é vilida. Neste caso, a solugdo
periédica q = q(t,u) de (1.3.1) & assintoticamente estdvel, desde que

lul seja pequeno.
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Dem: ver Coddington [4].

Suponhamos ainda que para cada t, a fungdo f satisfaga a
condig8o de ser analftica em (x,u) para cada (t,x) € V e |ul| pequeno.
Entfo, segue que uma solugiio ¢ = ¢(t,o,u) é analitica em a e p para |u|
e ja| pequenos em O =t = w.

Por simplicidade, consideraremos agora que u possui somente
uma componente. Devido ao fato de f ser analitica, q também sera
analitica e portanto possuira, para cada t, uma representagdo em série
de poténcias em p, com coeficientes que sdo continuos em t desde que q

seja continua em (t,u):

) 0) 1N 2_(2)

2]
q(t,p) = Zu’ xP) = x P + pxP) + X%+, (1.3.5)

1=0

0
( )( (})

»
onde x (t) = x (1) e, x ¢ periédica para cada j devido a

periodicidade de qft,p).
Substituindo (1.3.5) no sistema (1.3.1) e comparando os

coeficientes das poténcias de p obtemos um sistema de equagbes

. .. 1
diferenciais para x( ), xm, ...de modo que xm

[6) . - . ~ . ..
xY » J < k, resolvendo um sistema linear de equagdes diferenciais.

é obtido em termos de

11



CAPITULO 2

O MODELO LOGISTICO

1. INTRODUGAO:

A idéia de que populagles sdo sistemas auto-reguladores, ou
seja, regulam a prépria densidade de acordo com suas caracteristicas e
também as do meio ambiente, tem estado em muitos textos sobre Ecologia.
Essa idéia foi impulsionada por Nicholson [22] , assim como Woodwoth,
Clark e Huges {5]. Estes desenvolveram estudos de populagdes de insetos
cuja densidade é regulada pela prépria habilidade tanto na utilizagdo
de caracteristicas particulares para o alcance de um limiar de
favorabilidade quanto na manutengdo de influéncias adversas (por
exemplo, predadores) em um limite toleréavel.

De uma populagdo que seja fortemente auto-reguladora, no
sentido de rapidamente atingir um equilibrio se colocada num ambiente
constante, ndo podemos esperar que ela apresente o mesmo comportamento
num ambiente com variagdo temporal. Espera-se que, em cada instante t,
ndo somente a taxa de variagdo mas também o nivel atual de densidade
seja determinado pela "histéria até o tempo t" das variaveis que
descrevem as influéncias do meio ambiente e, pelo menos para uma
populagcdo de uma certa idade (isto é, uma em que véarias geragles se
passaram desde a colonizagdo inicial), a densidade limite ndo seja
sensivel a densidade inicial.

Denotando por x(t) a densidade populacional no instante t e
z = (21’22’23"") uma lista de variaveis que descrevem as influéncias
externas ou do meio ambiente sobre a populagdo, expressamos o fato
acima descrito por

(t)
)

x(t) = F(z (2.1.1)

12



onde z'Y'= z(t-s) = (zl(t—s).zz(t-s),...) para 0s s o ; (2.1.2)

e F é um funcional a valores reais definido no conjunto de fungdes, ou
"histérias”, z't).

Embora a densidade populacional de muitos sistemas possa ser
determinada através de (2.1.1), levando em consideragio a histéria de
z, isso nfo vale por exemplo para culturas de laboratério de Lucilia
cuprina, realizadas por Nicholson [22] . Apesar de uma taxa constante
de fornecimento de &gua e comida estas culturas apresentaram violentas
mas regulares oscilagdes na densidade de adulto. Nicholson observou em
seus experimentos que tais oscilagbes estavam relacionadas ao fato da
fecundidade e mortalidade serem afetadas pela densidade populacional em
diferentes etapas dos experimentos.

Exemplos elementares de casos em quc a equagdo (2.1.1) €&

valida sdo fornecidos, por exemplo pela equagdo logistica

x(t)

x'(t) = r(t)x(t)}1 - -k—(t—)

(2.1.3)
Quando r e k sio constantes, (2.1.3) se reduz a conhecida
equagio de Verhulst (1837), que modela a populagdo de alguma espécie

que tende a um limite maximo sustentavel, chamado capacidade suporte do

meio. Tal fato € expresso pela estabilidade assintética da solugdo
x = k.

Em (2.1.3) a taxa de crescimento intrinseco r e a capacidade
suporte do meio k sdo consideradas como fungles do tempo, resultando
assim uma equagdo tipo Bernoulli.

Utilizando o modelo logistico (2.1.3) com parametros
periédicos, encontramos em [24] um estudo populacional da espécie Donax
gemmula, onde fatores abidticos sdo considerados responsaveis pela
inibicdo da espécie (no caso desta espécie, tempestades sazonais).

Assim, devido a sua grande importancia como modelo de
crescimento populacional e com o objetivo de investigar existéncia,
unicidade e estabilidade de solugbes periédicas para o modelo do Donax
gemmula, faremos primeiramente um estudo da equagdo logistica (2.1.3)

sujeita a pequenas oscilagbes periédicas no meio ambiente envolvido,

13



(relativamente a algum valor médio), analisando o nivel médio
populacional atingido. A seguir, trataremos a equagio logistica dentro
de um contexto mais geral, apresentanto o conceito de solugdo candnica
e obtendo resultados importantes no caso da equagdo com coeficientes

periédicos.

2. O MODELO LOGISTICO - PEQUENAS OSCILAGOES

Consideraremos, entdo, na equagdo logistica (2.1.3), apenas a
capacidade suporte do meio sujeita a pequenas oscilagbes periddicas
(k = k(t)), enquanto a taxa de crescimento intrinseco (r) permaneceréa
constante.

Entdo, no lugar de (2.1.3), temos

x'(t) = [rx(t)/k(t)] [k(t) - x(1)] (2.2.1)
onde
k(it) =k [1+ pu¢(t)] e (2.2.2)
{ ¢(t) € uma fungdo periédica em t com periodo w > O.

Dessa forma, poderemos observar o comportamento de x(t) ao
longo do tempo além das modificagdes no nivel médio populacional
atingido.

Define-se a média de ¢(t) por

W

med(¢) =:,— J $(t) dt (2.2.3)
(o]

e consideraremos aqui med(¢) = O
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A magnitude de p estd ligada A condigdo k(t) > O para todo
t > O, para que o modelo seja coerente. Consideraremos também |u|
suficientemente pequeno para que métodos de perturbagdo possam ser
utilizados.

Dos resultados apresentados no ftem 3 do capitulo 1,
envolvendo sistemas de equagbes diferenciais que possuem uma solugdo
peri6édica, sabemos que para |u| suficientemente pequeno existe uma
solugio de (2.2.1) que é w-periédica e que difere da solugdio x = k
(assintoticamente estavel) por um valor que tende a zero com u. Esta
solugdo ¢ tnica e, desde que os coeficientes sejam analiticos, pode ser

obtida por meio de séries convergentes

0
_ n
x(t,p) = k + [u x (t) (2.2.4)

n=1

Substituindo (2.2.2) e (2.2.4) na equagio (2.2.1) e comparan-
do os coeficientes das poténcias de u, obtemos uma sequéncia de
equagbes diferenciais para Xo X0 wee s Usaremos apenas os termos até
a ordem de uz. pois estamos considerando |u| suficientemente pequeno,

ou seja, lim pn = 0. Sdo eles:
n=p
x; trx =r k ¢ (2.2.5)

, _ w2 _ L2
x, +rx = r(2¢ X, k¢ xl/k) (2.2.6)

A equagido (2.2.5) tem uma solugdo w-periddica xl(t) que pode
ser obtida através de calculos elementares utilizando as técnicas de
resolugdo de equagdes diferenciais ordinarias lineares; esta solugdo

tem média nula pois

W

J x'(t) dt = x(w) - x(0) =0
1 1 1

0

onde Xl é w-periédica.

No entanto, para a solugdo de (2.2.6) obtemos, como expressdo para a

média (em geral ndo nula), o seguinte:

15



med(x ) = med(2¢ x - k ¢°- xf /k ) = - 1 medl(k¢ - xl)zl (2.2.7)
k

A expressio aproximada (com erro da ordem de ua) para x(t) é

dada por:

x(t) = k + px(t) + u? x,(t)

e, consequentemente,

med [x(t)] = k { 1- u° medilk¢ - xl)zl } (2.2.8)
i 2.

k

Exemplo 1:
Se tomarmos, em (2.2.5) ¢{t) = cos(at), « = 2n/w, teremos:

xl(t) = Tk [r cos(at) + a sin(at)]

e de (2.2.8), que

2 2
med [x)] =k | 1-_H* &
2(r‘2 + az)

Nas figuras a seguir podemos observar o comportamento de x(t)

para k(t) constante ou periédica, onde r = 0.3, a = n e x(0) = S00.
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OBS: De (2.2.8) podemos concluir que, no caso da equagio

logistica, a presenca de componentes oscilatérias do tipo (2.2.2), onde
a média de ¢(t) é nula, sempre reduz o valor médio da populagdo abaixo
da capacidade suporte alcangada em meio constante, pois a média de
x(t), ’

med [x(1)} = k - ::2_ med] (k¢ -xl)zl

€ sempre menor que k.

Um outro exemplo para a analise da presenga de pequenas
componentes oscilatérias pode ser dado por uma forma generalizada da

equacgdo logistica, onde os parametros envolvidos sdo constantes:

Exemplo 2:
Seja
x’ = (r x/k) [k - x - F(x)] (2.2.9)

e F ¢ uma fungdo de classe ct. Suponhamos que (2.2.9) admite um ponto
de equilibrio X, > 0 , assintoticamente estavel.

A condigdo de estabilidade assintética do ponto de equilibrio
x > 0O, para (2.2.9), é dada pelo sinal negativo do autovalor da

(]
equagdo linear associada, isto é:

A= g i <0 onde f(x) = rx - rx’/k - rxF(x)/k
X=X
()
Assim,
af _ [r - 2rx - rF(x) - rxF’(x) ]
ax - k k k
X=X
o X=X

N _ _ . 0
= (r/k)(k 2x0 F(xo) onx)

Como k - X, - F(xo) = 0 visto que X, é ponto de equilibrio,

temos
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af r o
T}z— (0 ﬁ’_k—(-xo"onx)<O
X=X
0
- (1 +F2 )> 0 (2.2.10)

onde F: denota a derivada de F em relagdo a x no ponto X,

Um caso particular da equagdo (2.2.1), analogo ao modelo do
exemplo 2, consiste em se considerar somente a capacidade suporte como
um paréametro periddico, isto €,
dx/dt = [rx /k(t)] [k(t) - x - F(x)] (2.2.1)
onde k(t) = k [1 + pg¢(t)].

Para analisar as condi¢gbes de estabilidade de (2.2.11)

consideremos a solugdo x(t,u) na forma de série de poténcias:

©

_ n
x(t,pu) = X, + Zp xn(t) (2.2.12)

n=1

onde cada X € w - periédica.
Quando |p| ¢é suficientemente pequeno, (2.2.12) pode ser
considerada uma perturbacio do ponto de equilibrio de (2.2.9).
Substituindo (2.2.12) em (2.2.11), apdés a expansdo de F(x) em

série de Taylor, obtemos as seguintes equagdes:
x; +mx =r X ¢ (2.2.13)

, _ _ 2_m 2 _r 0 2
X + mx = (r+m)¢ X, rxo¢ < %, AR (2.2.14)

onde m = r xo(l + Fz)/k e Fix denota a segunda derivada de F no ponto

X .
0
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A equagdo (2.2.13) tem uma solugio que é w-peribédica xl(t).x

cuja média é zero. Queremos obter a média para xz(t).

Multiplicando a equagfo (2.2.13) por xl(t). e tomando a média

de ambos os lados temos
m med(x?) =rx, med(xl¢)

A seguir, elevando ambos os lados de (2.2.13) ao quadrado e-:

tomando a média, obtemos:

med(x'f)+ m’ med(xf ) = rzxz med(¢2)

Substituindo as duas equagdes anteriores em (2.2.14), temos a

seguinte expressdo para a média de xz(t):

-1 med (xiz) - T xF

0
0 xx med(xz) (2.2.15):
—_ 1
rm x0 2 km

med(xz) =

O valor médio de x(t) (erro da ordem de u3) pode ser.
analisado através de (2.2.15), pois a expressio final para o valor de:
med[x(t)] é dado por:

med [x(t)] = X + uzmed[xz(t)] .

Se F:x> 0 , como no caso em que
I-'(x)=Bx2 com B> 0 ;

o nivel populacional assint6tico sofre um decréscimo, se o compararmos

com o nivel limite em ambiente constante.

Por outro lado, pode ocorrer um aumento do nivel populacional
assintético na presenga de oscilagdes periddicas quando F:x< 0 , desde
que no lado direito de (2.2.15) o segundo termo domine o primeiro.

Por exemplo, seja
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Fx) =B(l-¢?™) com B>0, 7>0. (2.2.16)

7 x

Neste caso, ng =-Br2e? % <o

Utilizando ¢(t) dada por ¢(t) = coslat) , &« = 2rn/w, obtemos:

2 _2 2 - x
r xo r XOB 7 e o az
med (xz) = - (2.2.17)

2(m2+a2) 2km rmx,

que sera positiva ou negativa dependendo dos parametros.

Observamos ainda que se as solugSes ndo-perturbadas forem
assintoticamente estaveis entdo as solugbes (2.2.4) e (2.2.12) também
serdo assintoticamente estadveis para |p| suficientemente pequeno. Este
resultado segue do Teorema 1.3.3 sobre perturbagdes de sistemas,
apresentado no capitulo 1.

Portanto, tanto para a equagdo (2.2.1) como para (2.2.9) a
presenga de componentes com pequenas oscilagdes faz com que pontos de
equilfbrio constantes sejam transformados em solugdes de equilibrio que
oscilam periodicamente, cujo valor médio em geral nido é o mesmo dado
pelas equagdes ndo-perturbadas, podendo ser maior ou menor, dependendo

do modelo e dos parametros.

3 - O MODELO LOGISTICO COM COEFICIENTES PERIODICOS

Nosso objetivo agora é mostrar que para cada escolha de r e

k, fungdes mensuraveis em R com
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inf r(t)>0 sup r(t)> 0,

te R tek (2.3.1)
inf k(t)>o0 , sup k(t) > 0,
teR teR
a equagdo logistica
dx x(t) (2.3.2)

—d-t——= r(t)x(t) [l - —RTT)]

possui uma solug3o chamada canénica, que é um atrator global (para x
positivo) e que ¢ determinada pelas fungdes r e k através de uma
relagdo da forma (2.1.1) com z = (r,k). No caso em que r e k sdo

periddicas, a solugdo candnica também o sera.

SOLUGOES CANONICAS

Toda equagdo da forma (2.3.2), do tipo Bernoulli, pode ser
resolvida fazendo y = I/x (yo = 1/x°), com x > O.

Obtemos dessa maneira uma equagdo diferencial linear de
primeira ordem

dy _ _ r(t)
at - TV gy

cuja solugdo é dada por
t t ]
y(t) = exp[-—It r{T) dt] Y, +J exp(I I"(‘t)d't] r(s) ds
0 t o k(s)

Fazendo X = 1/y obtemos como unica solugio para (2.3.2)

satisfazendo a condigdo inicial x(to) =X > 0, a seguinte:



(2.3.3)

onde B(t) = -;—((%;—

A expressio (2.3.3), colocada na forma:
t

) t t T -
x(t)= ;—exp( —L r(t)dt ] + exp(--.[.t r(T)dT ] texp[Lt‘(&)d{]ﬁ('l:)d‘r

0 0 0 0
0

é transformada, através das mudangas de variaveis

£E=t-o0 2 d§ = - do e T=t-s » dt = - ds
em
t 00 3
x(t) = [—)1(— exp [—j r(€) d€ ] + J exp [— J r(t-o) doJB(t-s)ds +
0 to ) o
(] s -1
- J exp —J r(t-¢) do |B(t-s) ds (2.3.4)
t-t 0

Das propriedades de r e k, ou seja, existéncia de infimo e
supremo de cada fungdo segue:

i) a existéncia das integrais improéprias;

ii) o primeiro e o terceiro termos da expressio (2.3.4) se
aproximam de zero quando t—s ®, enquanto que o termo médio é limitado

inferiormente, ou seja,



s
00 00
—J'or(t—cr) do inf r ~-(sup r) s
e B(t-s) ds & ——— e ds
sup k
0

[}
S

® —J‘ r(t-c) do
0 inf r
» J € B,(t—S) ds = (sup r) (sup k) >0

0

Dessa forma,

lim |x(t) - x ()] =0 , (2.3.5)
ty0

onde x ¢ dada por (2.3.3) e

S

. * -Ior(t—o) do -
x () = J e B(t-s) ds , 0= s{w. (2.3.6)
0

»*
x ¢é chamada solugcdo canénica de (2.3.2) para o par de
fungdes r e k e satisfaz (2.3.2) para todo t.

Assim, até agora podemos concluir que (2.3.6) nos fornece uma
solugdo assint6tica para (2.3.2) e que a expressdo (2.3.3) € vdlida
desde que dada uma condicdo inicial (na verdade X, >0).

Assumiremos, sem perder a generalidade que a fungdo k :

(i) é continua em cada subintervalo finito de R ;

(ii) é sempre continua a esquerda, isto €, lim*k('l:) = k(t),
para todot € R. Tt

Analisaremos a partir de agora o caso em que r e k sdo

fungdes w-periédicas, com w > O, isto € :

r(t+w) = r(t) e k(t+w) = k(t) (2.3.7)

*
Com essa caracteristica das fung@es r e k, obtemos que x
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também é w-peritddica.

De fato,
. ® - J': r(t+w-¢) do -1
x (t+w) = J e B(t+w-s) ds =
0
00 s -1
.‘[o r(t-¢) deo .
= I e B(t-s) ds =x (t)
0

»
A fim de obter uma expressdo mais simples para x indicamos o

valor médio de r por

med[r] = % r r(t) dt (2.3.8)
[4]

t _ oY - =t -
r, (s) = r(t-s) - medir] = r'(s) - medlr] (2.3.9)

k'(s) = k(t-s)

Verifica-se facilmente que r: tem média nula e a fungdo

t
St > rrd‘“) do (2.3.10)
(4]

é peri6dica de perfodo w.

Utilizando a expressdo (2.3.6) que define x (t), as defini-
¢Oes anteriores e a periodicidade das fun¢des r e k temos

S

00 t
-1 -medlrls -|r (¢) do
x‘(t) = j e e J.o d ri(s) k's) ! ds

(=]

w

™1

e
- r (o) do
[e—med[r](smw)] [e J“’ d ] ri(s) k'(s)'ds

n=0 [+]



Através de mudangas de varidveis obtemos

S
-1 d -} r(t-c) deo
x (1) = [Z e""e‘“'""] J° rt(s)kt(s) ds
0

n=0

S
- | r(t-o) do -1
x () =[1 - e""ed[""’] [r e I° r(t-s)k(t-s)"ds] (2.3.11)
0

Ser = ro = constante, entdo

-1
-r W -r s
X (1) = [1 —e ® ] [r e ® r kit-s) ds] (2.3.12)

Exemplo :

Sejam

x(0) =1

r=1.5
k(t) = 3 + 2 sin(nt)
Na figura a seguir, observa-se a rapidez de convergéncia de

(2.3.5)
4 F
+
x(t)
3-
¥
1
x (1)
!
'IIAAJ;AALJLAAAI;I'II;‘AlllaAAlllAI;Alllll
1 ¢ 4 1 ]

Figura 2.4- Solugdo canénica x*(t) e a solucdo x(t) com x(0) =1

26



Portanto, se os parametros envolvidos sfo fungdes
w—-peri6édicas obtemos uma expresséo "analftica” para a solugdo periédica
do modelo logistico (2.3.2) e temos ainda que qualquer solugio de
(2.3.2) satisfazendg uma condigdo inicial x(to) = X, se aproxima da
solug8io peri6dica x (t).
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4 - EXISTENCIA, UNICIDADE E ESTABILIDADE DE SOLUGOES
PERIODICAS

Até aqui estivemos preocupados em obter uma solugdo periédica
positiva para (2.3.2). Porém no texto precedente a soluglo procurada -
e obtida - se caracterizava por ser periédica e positiva. Ficaram de
lado, até aqui, as questdes de unicidade e de estabilidade. Para que
estas questSes sejam discutidas sfo necessérias algumas consideragdes

preliminares.

Por simples conveniéncia, passaremos a considerar a equagdo
logistica na forma

dx/dt = x [b(t) - c(t)x] (2.4.1)

Seja B o espago de Banach das fungdes continuas w-peridédicas

com a norma do méximo: |x|0 = max |x(t)|. Esta notagdo sera utilizada
0=t<mw

no decorrer de todo o trabalho.

Por uma solugdao positiva em B de (2.4.1) entendemos uma
solugdo x(t) > O, V t, continuamente diferenciavel. Uma fungio positiva
X € B é necessariamente limitada inferiormente fora da origem, ou seja,
x(t) = ¥ > O para todo t e uma constante y positiva.

Para qualquer f € B utilizaremos a definigdo de valor médio
de f dada em (2.2.3)

(]

med[f(t)] =:,— J f(t) dt
(o]

EXISTENCIA E UNICIDADE DE SOLUGOES PERIODICAS

No item anterior mostramos a existéncia de uma solugdo

periédica (canbénica) para a equaglo logistica (2.3.2), onde os

28



coeficientes s8o fungdes peri6dicas positivas. O teorema a seguir
garante ndo s6 a existéncia mas a unicidade de solugdo periédica para

(2.4.1) considerando quaisquer fungdes b e ¢ em B.

Teorema 2.4.1 : [8]

Se med[b(t)] > O, e c(t) > O para todo t, entio existe uma
tinica solugdo periddica de (2.4.1) para cada b e ¢ em B.

Dem:

existéncia: segue de um teorema geral apresentado por Cushing

[8] envolvendo a equagdo logistica com influéncias hereditarias.

unicidade: Cushing [8]

Dividindo (2.4.1) por x e integrando os dois membros de 0 a w

temos

X2 b1 - elt) x

X

W

J ax r[b(t) - clt) x] dt

X

(4] 0

In x(w) - ln x(Q) = rb(t) dt - c(t) x dt = w med [b(t) - c(t) x] .
0 0

Portanto, se X € B & solucio de (2.4.1), temos

wmed [b(t) —c(t) X ] =0 < med[blt) -clt) x1=0
Suponhamos que existam X, X, € B solugbes distintas de

(2.4.1). Assim
med [b(t) - c(t) xll =0 e med [b(t) - c(t) le =0 (2.4.2)
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Fazendo y = xl - x2 temos

d dx1 dx2 2
d{ =4t - G- =X, Ib(t) - clt)x ] - x blt) +cltix
_ _ _ 2_ 2
= b(t)(x1 xz) cl(t) (xl xz)
=b(t) y-c(t)y (x1 + xz)
dy/dt = ylb(t) - c(t)xl - c(t)le (2.4.3)

Dividindo (2.4.3) por y e calculando a média de ambos os
lados temos

0 = med[b(t)] - med[c(t)xx] - med[c(t)le

De (2.4.2) concluimos que med[b(t)] = O, o que contraria as

hip6teses do Teorema, garantindo assim a unicidade da solugdo.

ESTABILIDADE

O estudo da estabilidade da solugdo periddica positiva de

(2.3.2) segue dos teoremas que apresentaremos a Seguir.

Teorema 2.4.2 :
Seja X(t) uma matriz solugdo fundamental para
dx/dt = A(t) x (2.4.4)
O sistema acima ¢ uniformemente assintoticamente estdvel para
toz B (B € R) se e somente se é exponencialmente assintoticamente

estédvel, isto é, se existem k = k(B) > 0, a = a(B) > O tais que

IX(t) X)) s k e )| Bssst<w

Dem: ver Hale [16].
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Teorema 2.4.3 : ,

Suponha que B € R e que o sistema dx/dt = A(t)x seja
uniformemente assintoticamente estdvel para to 2 B. Se f(t,x) é
contfnua para (t,x) € R x R" e se para V € > 0, existe ¢ > O tal que

If(t,x)| < e Ix| paralxl|<oc et e R,
entdo a solugdo x = 0 de
dx/dt = A(i)x + f(t,x) (2.4.5)

é uniformemente assintoticamente estdvel para to z B.

Dem :

A hipbtese da estabilidade assintética uniforme para toz B do
sistema (2.4.4) implica na existéncia de constantes k = k(B) > O,
o = a(B) > 0 com as quais podemos utilizar o teorema anterior.

Como toda solugdo x do sistema (2.4.5) satisfaz

t
x(t) = X(t)X(to)_lx(to) + j' X)X (s)f (s,x(s)) ds ,
‘o
escolhemos € tal que €k < « e que ¢ seja tal que [f(t,x)] < el|x]| para

|x| < ¢. Assim, para t 2 t0 tal que |x(t)] < o, temos

t
k e_a(t-"o) |x(t°)| +j €k e-a(t-tO)IX(S)I ds
t

0

Ix(t)]

1A

1A

a - €k)(t—to)

Ix()] =k Ix(t )] e (

Como a - €k > O, esta desigualdade implica que |x(t)| < ¢ para tz t,
desde que Ix(to)l < o/k, implicando assim na estabilidade assintética

uniforme de x = O.

Teorema 2.4.4.:
Sejam b(t) e c(t) € B em (2.4.1) e c(t) > 0 , V t. Entdo

qualquer solugdo positiva Z que é limitada fora da origem é localmente
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untformemente assintoticamente estdvel. Ainda, para todo to corresponde
uma constante & = 6(t°,b.c) tal que se z(t;to,zo) é solugdo de (2.4.1)
onde z(to) =z esez > (E(to) - &) entdo, z(t;to,zo) estd definida
para todo t e

z(t;to,zo) -zZ(t)—>» 0 para t —s .

Dem:
Seja Z uma solugdo de (2.4.1) satisfazendo z(t) =2 ¥y > O, V. t

e ¥ > 0. Seja z = z(t;to.zo) solugio de (2.4.1) com z(to) =z, e

Usando o fato de z ser solugdo de (2.4.1) verifica-se que x

satisfaz

xX'= (2'/z - cz)x - cx* (2.4.6)
A equagdo linear associada ¢ dada por
y' = (z'/z - cz) y (2.4.7)

cuja solugdo fundamental é dada por

t
y(t) = z(t) exp [—Ic; du] e
0

(¢] S
ly(t)y "(s)i = IN(tIN"'(s)| exp [ J cN du + J ¢N du ]
t 0

¢
Iy(t)y-l(s)l= Iz(t);_l(s)l exp [-J cz du} = lzlo_l_exp(—cow(t-s)]
S ¥

para toz sec, limitante superior de c(t).

Segue entdo do Teorema (2.4.2), tomando
@ =-cy k = |z|°/7
e do Teorema (2.4.3) com
f(t,x) = - c(t) x2 eo = t:/c0 ,
que x = O (isto é, z = z ) é (localmente) uniformemente assintoticamen-—

te estavel. Portanto,
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|z(t°) - zol <& =» z(t;to,No) - z(t)—» 0 para t—w .

A solugdo geral de (2.4.5) é dada por

t
x(t) = y(t)y"(to)x(to) - J y()y M (s)els)x’(s) ds (2.4.8)

t
[+]

Suponhamos agora que z, = -z.(to) para que x(to) z 0. A
unic i dadede solugdes para (2.4.6) implica que x(t) =2 O V t. De (2.4.8)
obtemos

0 = x(t) = y(t)y“(to)x(to)

que, juntamente com (2.4.6) nos mostra que X estd definida para todo

t € R e vale:

lim x(t) = 0 .
t—p
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5 - APLICACAO

Utilizaremos os resultados anteriores no estudo de um modelo
proposto para a din&mica populacional da espécie Donax gemmula.

0 modelo“)apresentado para o estudo populacional de Donax
gemmula & deterministico e considera fatores abi6ticos (neste caso,
tempestades sazonais) como responsaveis pelo fator de inibigdo ao
crescimento populacional da espécie. Os parametros utilizados foram
obtidos através de simulagBes numéricas usando dados experimentais

colhidos por Paes no litoral do Rio Grande do Sul em 1989.
MODELO

Considerando P = P(t) a densidade populacional do Donax

gemmula, temos:

dP _ P
T o R(t)[l - T]P - [d(t) + Bf(t)]" » com (2.5.1)

P(t) =P >0.
0 0

onde R(t), f(t), d(t) sdo fungdes periédicas, de mesmo perfodo w > O;
R(t)
f(t) = medida da intensidade da tempestade;

taxa de recrutamento;

d(t) = taxa de mortalidade fisiolégica;
k = capacidade suporte do meio;

B = constante de proporcionalidade da mortalidade abi6tica.

Uma simplificagiio de (2.5.1) pode ser obtida fazendo
R(t)

alt) = R(t) - d(t) - Bf(t) e 7(t) = K (2.5.2)
dP _ 2
—-—aT- a(t)P - 7(t)P , com (2.5.3)

P(t°)=P° >0.

(1) Malores detalhes para o estudo dessa populagic podem ser

encontrados na Revista Biomatemética 1I [24].
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Para a solugdo canénica da equagdo (2.5.3) temos (ver fitem
3):

w
- alt-o) do -
P (1) = [1 - e'med[“l“’] [r e -[° y(t-s) ds ] (2.5.4)
(o]

Dada a condig3o inicial P(to) = Po’ temos que a solugdo de
(2.5.3) é dada por

. afs) ds ]
0

T

t
1 + Po L eprt

*
e P(t)— P (t) (independentemente de Po), (cf. Teorema 2.4.4).

o(g) d€] 7(t) dz
o

Devido a simplicidade das fungdes « e ¥ para a populagdo de
Donax gemmula a expressdo da solugdo periédica pode ser obtida mais
facilmente em [23] :

Fazendo a mudanca de variavel u = 1/P em (2.5.3) obtemos

du _
{_d_t-_ 2(t) - althu (2.5.5)
u(t ) =u >0
[+ 0

que & uma equagdo linear em u, cuja solugdo tem expressdo analitica

dada por:

t
t t r alg) dg
. -L al(s)ds -L als)ds [ L e'to 7(s) ds ]

*
u(t)=u_ e + e’o
0 ()

Supondo que

i) alt) = a, * al(t) , a >0
it) y(t) = 7, * 1l(t)
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com al(t) e 71(” w-peri6dicas. Temos que

t » -
A(t) = Jltoa(s) ds = ao(t - to) + [al(t)— ax(to)l .

L * »
onde al(t) é w-periédica e portanto al(0)= al(w) = 0.

Consequentemente,

A(to) =0e A(t°+ w) = @w .

L 3
Para que (2.5.5) admita uma solugio w-periédica u (t) devemos

* » » - »
ter u (t) = u (t+w) com u, =u (to) = u (to + w). Portanto,

t +W

» . _ - Y . -
u (to+ ) = u . A(to+w) ‘e A(to+w) [ J eA(s) ¥(s) ds ] =u,
t
-0 W to‘w A(s)
« € o L e " Vyis) ds (2.5.6)
PR u = 0
o
-a W
1-e 0

Assim, a solugdo periodica de (2.5.5) é dada por

t
u () = u*(to)e"“t’ + e AW [ J A (s ds ] :
t

0

»
com u_ dado por (2.5.6).

Da linearidade da equagio (2.5.5) temos como solugdo geral

-A(t)

u(t) = ue +u(t)

e, consequentemente, a solugdo para (2.5.3) é dada por

1 1

P(t) = = , comu_ = —.
+u (t) 0 Po

u e AlD)
0
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Como u.(t) é w-periddica e exp(-A(t)) = exp[-ao(t—to) - oc:(t) + a:(to)]

-A(1) _

segue lime 0 pois o >0,
t—p®
e assim,
lim P(t) = ———
t <0 u (t)
» *
Concluimos dessa maneira que Pl(t) = 1/u (t) é solugdo

w-periodica assintoticamente estavel de (2.5.3) independentemente da

condig8o inicial Po > 0 e, usando o teorema da unicidade de solugdes
* *

periédicas apresentado no ftem 4, -obtemos que Pl(t) = P (t) para todo

te R.

PARAMETROS E SIMULACOES:

Ll—cos—:—t] r1=0.3
R(t) =TI +r ’
1 2 r. = 0.2
2 2
d(t) = pH(t) com p=02;
H(t)= 0.3025 + 0.1225 sin["(t;:’)] :
f(t) = 1.308333 + 3.5279917 cos[%t— + lg_] :
g = 0.03 obtido empiricamente
k = 650 obtido do ajuste dos dados
P =122 observado (Paes 1989).

OBS: t é considerado em meses.

Assim, simplificando as expressGes acima temos:
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a(t)= 0.261 -|0.0755+0.2116795 cos - |cos FL +0.2116795sin = sin T
12 3 12 3
7(t) = [0.4 - o.1cosl;- / 650

Utilizando o pacote "Mathematica”, podemos ver na figura 2.5

como »*
lim |P(t) - P({)| =0

t> o

conforme estabelece o Teorema 2.4.4 :

P

P

' PEEE R SIS U ST S N R S S T R S | i A A2
§ 1 $ i -3
L(meses)

9
o

Figura 2.5 - Solucdo canénica P*(t) e a solugdo P(t) com P(0.6) = 122

Finalmente, podemos comparar as expressdes obtidas juntamente

com os dados experimentais na figura 2.6.
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PUPUI VS SV ST VHNPUNIE S N G S S |

5 = 10 15 b ] F k1
4 (meses)

Figura 2.6 - Solugdo canénica P*( t) e dados experimentais

Observamos que a populagdo de Donax gemmula deve estar
préxima do equilibrio periédico, na regifio estudada.
Estes modelos s8o ditos uniespecificos, por motivo 6bvio. No

capitulo seguinte iremos abordar casos de mais de uma espécie.
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CAPITULO 3

MODELOS DE COMPETIGCAO PARA
DUAS ESPECIES

1 - INTRODUGXO:

Em qualquer estudo de Ecologia evolutiva as interagSes entre
os organismos aparecem sempre como um dos principais aspectos que
determinam os diferentes padrdes de diversidade existentes. Essa idéia
tem provocado avangos em experimentos e teoria.

O estudo de interagdes entre populagdes visa conhecer o
comportamento dessas populagées de modo a ajudar a prever quais
espécies irdo predominar numa comunidade, quais serdo extintas e ainda
quais as condigBes para que as espécies coexistam.

Neste capitulo, ao invés de considerarmos o numero de
individuos de uma tnica populagdo, como fizemos no capitulo anterior,
tomaremos duas populagdes - N1 e N2 - que interagem entre si de maneira
negativa, ou seja, competem entre si pelos mesmos recursos.

Uma representagdo geral para este fato pode ser dada por

dN,
=NTf (N ,N_t)
dt 11z (3.1.1)
dN
o= Nf,(N,N,t)
onde af (N,N,t)/3N <0 , af (N ,N ,t)/8N_< O
1 1 2 1 1 1 2 2
af (N ,N_,t}/8N <0 , af (N ,N ,t)/8N_ <0 ;
2 1 2 1 2 1 2 2

f(N,N,t)=f (N ,N,t +0w), i =1,2, sendo w o periodo.
i1 2 i1’ 2
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As equagles que deram origem aos modelos de competicdo entre
duas espécies foram apresentadas inicialmente por A.J. Lotka (1925), V.
Volterra (1926) e amplamente discutidas por G. F. Gause (1934).

O modelo de Lotka-Volterra consiste de modificagbes da
equaglo logistica com inclusdes de termos que descrevem os efeitos
inibidores de cada espécie sobre seus competidores, e €& dado pelas

equagdes autdbnomas:

le

———=NI[b-a N -a N]

dt 11 111 12 2 (3.1.2)
sz

dt NIb, = 3, N, — a,,N,]

onde, bl e aU (i,j = 1,2) sdo constantes positivas.

O modelo (3.1.2) é bastante simples para descrever processos
ecolégicos de modo realista, por ndo considerar explicitamente o meca-
nismo de interagdo entre espécies. Uma sintese dessas interag¢les estdo
embutidas nos parametros alj - os coeficientes de interagdo - que sdo
bastante dificeis de serem calculados. As equagdes (3.1.2) assumem que
a taxa de crescimento de cada populagdo é inibida de maneira linear
pelas duas populagdes [3].

InGmeros modelos podem representar o processo de competigdo
entre espécies, como pode ser visto em Gopalsamy [14], Cushing [11] e
outros. Consideraremos equagdes do tipo (3.1.2) supondo que os
parametros envolvidos no modelo s3o fungdes periddicas do tempo.

Teremos no lugar de (3.1.2) o sistema:

le
———=NI[b(t) -a (t)N - a (t)N]
dt 11 1 12 2 (3.1.3)
sz
b(t)=1b (t+) , i=12; e w & o perfodo.

au(t) = aU(t+w), i,j =1,2;
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A anélise desse modelo consiste em uma importante ferramenta
heuristica para o entendimento da natureza qualitativa da competig8o
interespecifica.

Analisaremos primeiramente os efeitos provocados nas
populagdes ao considerarmos pequenas oscilagdes na capacidade suporte
do meio em que vivem as populagdes, utilizando resultados apresentados
no item 3 do capitulo 1. A seguir, estudamos o comportamento
assint6tico assim como exisiéncia e unicidade de solugdes peritdicas

positivas para o sistema geral (3.1.3).

2 - MODELO DE COMPETIGAO SUJEITO A PEQUENAS OSCILAGOES
(CASO SIMETRICO) [26]

Alguns modelos que tratam de competigdo entre duas espécies
onde alguns parametros sdo fungdes periddicas do tempo tém sido
estudados por Cushing [11], Gopalsamy [14] e outros. Num primeiro
momento consideraremos o modelo classico de Lotka-Volterra (simétrico),
embora seja um dos mais simples, com o objetivo de analisar seu
comportamento quando pequenas oscilagGes sdo consideradas na capacidade
suporte do meio envolvido.

Modelos mais complexos podem ser tratados de modo semelhante.

Consideremos inicialmente, o sistema de competicdo com para-
metros constantes:

(rx/kK)k - x - ay)
(ry/kK) (k - y - ax)

[ dx/dt (3.2.1)

dy/dt

onde: = taxa de crescimento intrinseco das populagbes x e y, r > O;

r
k = capacidade suporte do meio, k > O ;
o

]

coeficiente de competigio entre as espécies, a > 0.
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O sistema (3.2.1) tem como pontos de equil fbrio:
k k
Pl = (xl.Yl) =(0,0) , Pz— (XZ'YZ) = [m— .—1—:(!—]

P3= (X3,Y3) = (k,0) , P‘= (X‘,Y4) = (0,Kk).

Analisando a estabilidade para cada um desses pontos, através

do céalculo da matriz jacobiana do sistema (3.2.1)

_ 2rx _ ray -rax
] = k k k (3.2.2)
-roy r - 2ry _ rex
k k k

em cada ponto de equilibrio, temos:

a) Se os autovalores A de JIP‘ , i= 1,..4, tiverem parte real
negativa, o ponto Pl sera assintoticamente estavel;

b) Se um dos autovalores de JIPl tiver parte real positiva,
entdo Pl serd instavel;

c) Se todos os autovalores de JIPl tiverem parte real
positiva, Pl serd um repulsor (cf. Teorema de Linearizagio de Liapunov-

Poincaré).

Os autovalores de JIPl sdo dados por:

i)Pl#Al=Az=r>0;

i) P2 A =-r e A =rla- 1« +1);
z ! z (3.2.3)

iili)P.» A =-r e A_=r(l - a); o
3 1 2

ivV) P 3 A =-r e A_=r(l -a)
4 1 2

Consequentemente,
P1= (0,0) ¢ instavel para todo a > O ;
P k k

, = [T+’ (1+a)] € assintoticamente estavel quando a < 1 e

instével se a > 1;

= (k,0) s3o instaveis se & < 1 e assintoticamente es-
(0,k) taveis se a > 1.

—A——
ad u‘U
] |
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A coexisténcia das duas populagdes (estabilidade do ponto Pz)
depende da fraca competitividade entre elas, isto é O < a < 1. Se a>l,
uma das espécies vai para a extinglo dependendo da condigdo inicial, ou
seja, os pontos de equilibrio (0,k) e (k,0) passam a ser estaveis
enquanto que P2 se torna instavel.

Desta forma, para a« = 1 temos uma bifurcagio.

Considerando agora a capacidade suporte do mejo sujeita a

pequenas oscilagbes periddicas, temos o seguinte sistema:

dx/dt=[rx/k(t)] {k(t) - x - ay]
dy/dt=[ry/k(t)] [k(t) - y - ax]

(3.2.4)

onde k(t), r > O e « > O tém os mesmos significados dados anteriormente
€

k(t) = k{1 + pgp(t)} > 0, V t;

¢(t) = fungdo peri6édica em t de periodo w > 0, cujo valor médio & O.

Utilizando o método de perturbagdo para sistemas que possuem
solucdo periédica, apresentado no capftulo 1, consideraremos agora as
solugbes para este novo sistema analisando o efeito das oscilagBes

sobre cada ponto de equilibrio.

1) (Xs’Ys) = (k,0)

Vamos denotar por

2]
x(t,u) = k + an §n(t) , §n w-peri6dica (3.2.5)

n=1

a solugdo peri6dica existente para (3.2.4) que difere de (k,0) por uma

quantia que tende a zero com u. (cf. Teorema 1.3.2).
A solugdo (3.2.5) ja foi analisada no capitulo 2 onde

obtivemos, com erro da ordem de p.s, a seguinte expressdo para a média
de x(t, p):
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2
med[x(t,p)] = k + pzmedlgz(t)] = x {l - —'—‘—2- med|(k¢ - ;1)2] } (3.2.6)
k

A expressio (3.2.6) nos mostra que a introdugdio de
componentes oscilatérias provoca uma redugdo do valor médio da
populagio abaixo da capacidade suporte alcangada em meio constante
(conforme j& mencionamos no capitulo 2).

A anilise do efeito das oscilagdes sobre o ponto (0,k) é

analogo devido & simetria do modelo.

2) (Xz, Yz) = (k/(1+a), k/(1+a))
Seja

[+ [+
(x.(t,u),y.(t,p)) = { X, + z " x (1), Y, + Zu" yn(t))] (3.2.7)
n= n=1

1
a soluglio perit6dica existente para (3.2.4) e que difere de (Xz’Yz) por
uma quantia que tende a zero com .

Substituindo (3.2.7) em (3.2.4) e comparando os coeficientes

das poténcias de p, obtemos as seguintes equagdes para xl(t) e yl(t):

rX2¢

rY2¢

(3.2.8)

{ dxl/dt + (er/k) (x1 + ayl)

dyl/dt + (rYz/k) (atx1 + yl)

O sistema acima tem solugdo w-periédica, encontrada

explicitamente dada a fungdo ¢(t). Como X2= Y , para qualquer ¢(t)

2
temos
xl(t) = yl(t) (3.2.9)
e levando em (3.2.8) chegamos a uma Unica equagio
dxl/dt +rx = rX2¢ (3.2.10)
Como consequéncia da simetria, verifica-se que xl(t) = yl(t)

» *
para i = 1,2,..... e portanto x (t,p) = y (t,p).
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As equagdes obtidas para xz(t) e yz(t) sfo:

R
dx -r 2,2 2 -r 2
I tTX, = 7: ( Xz¢ -2xlxz¢ + xl) = ——X: (X2¢ - xl)

dyz -r 2
at v T “Yz(xx— ¢X2)

sendo reduzidas a

dx -r (3.2.11)
+Irx =

2
dt 2 X

2
(X2¢ - xl)
2

2 med[le = med[yzl'= )l( med[(X2¢ - xl)zl (3.2.12)

2
* *
Das expressdes gerais para as médias de x (t,n) e y (t,p)

*
med[x (t,p)]

2
X2 +p med[xll + med[le e

*
medly (t,u)] Y, +u med[yll + uzmed[yzl

observamos novamente que existe um decréscimo nos niveis populacionais
para que ambas as espécies coexistam, comparando-se com os niveis

atingidos em meio constante.

ESTABILIDADE

~ *
A estabilidade de x(t,u) e x (t,u) decorre do teorema 1.3.3 e
depende dos autovalores da matriz jacobiana (3.2.2) quando aplicada em
P3 e P2 respectivamente, para pu = 0. Assim, dados estes autovalores por

(3.2.3), temos as seguintes condigGes de estabilidade:

- §(t.p) serd assintoticamente estdvel se a > 1 e instavel se
a < 1;
*
- x (t,n) seréd assintoticamente estivel se a < 1 e instavel

se o > 1. (¢f. Teorema 1.3.3).
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Em resumo, mostramos até aqui que o equilibrio constante é
modificado em equilibrio oscilando periodicamente quando pequenas
oscilagBes sé&o vconsideradas na capacidade suporte do meijo. Ainda,
pudemos constatar que o valor médio de cada componente n&o-nula em
geral é menor que o de equilibrio constante correspondente e o valor do
parametro que determina 5 estabilidade ou nd3o das solugdes permanece

inalterado pelas oscilagdes.

Um caso mais geral, onde a auséncia de simetria do modelo faz
com que alguns resultados obtidos neste capitulo percam a validade pode

ser encontrado em Rosenblat [26].

3 - MODELO DE COMPETIGAO ENTRE DUAS ESPECIES COM PARAMETROS
PERIODICOS

Consideraremos aqui 0 modelo de competigdo entre duas
espécies a fim de obter condigdes suficientes para a existéncia de uma
Gnica solugdo peri6dica, onde apenas as taxas de crescimento intrinseco
de cada populagdo sdo fungbes periddicas do tempo. Os coeficientes de
interagdo interespecifica e intraespecifica serdo considerados como
constantes positivas, embora a analise que serad feita possa ser
adaptada no caso em que estes coeficientes sejam também fungdes
continuas periédicas. A periodicidade de certos parametros é indicada
quando consideramos variagSes ambientais, ou seja, efeitos abiéticos
sazonais, hébitos alimentares, etc.

O modelo auténomo de competigdo entre espécies por recursos

comuns, proposto por Lotka-Volterra, ¢ descrito pelo sistema:
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11

{ dx/dt = x(b - a x - a y) (3.3.1)

dy/dt = y(b2 -a X - azzy)

onde x e y sf3o as duas espécies que estdo interagindo e b‘, au
{i,j =1,2) s8o0 constantes positivas.

Os pontos de equilibrio do sistema (3.3.1) sdo dados por:

Pl = (0,0) , P2 = (O'bz/azz) , P3 = (bl/au,O) e P‘ = (xo.yo)

onde

b -a b a b -a_b
al221 12 2 e 11 2 21 1

a a - a_ _a 0 a a - a__a
11 22 12 21 11 22 12 21

A estabilidade de F’4 quando XY, > 0 (caso em que ambas as

espécies coexistem), & obtida se

a/a >b/s/b >a /a . (3.3.2)
1u “a 1 T2 12 22

E, neste caso, temos que se x(0) > O e y(0) > O, entéo

lim (x(t),y(t)) = (xo,yo)
t—00

Consideremos agora as taxas de crescimento intrinseco em
(3.3.1) como fungdes periédicas de mesmo periodo w > 0, ou seja,
bl(t+w) = bl(t) e bz(t+w) = bz(t), w<{t<w ew 0 (3.3.3)

e os coeficientes de interagdo au (j = 1,2) constantes positivas.

Entéo,

XIbl(t) Tak alzy] (3.3.4)

dx/dt
dysdt

i

y[bz(t) -a

x -
21 a22y]
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Devido & periodicidade de b1 e b2 definimos:

max b (t) = o , min b (t)=b >0 ;
@< Lo 1 -0 < t<w m (3.3.5)
max b(t)=b">0 . min b (t) =b_ > 0.
2 2 2 2m
-0 < ¢t <o -00<t <0

A solugdo de equilfbrio (em que ambas as espécies coexistem)

para (3.3.4) € dada por:

b(t)a. - b (t)a a b(t) - a b(t
. 1()22 2()12 * 11 z() 21 1()
x (t) = e y(t)=
a a_-a a a a_-a a
1122 12° 21 11722 12 21

Tal solugdo sera sempre positiva se

a a . bl(t) a, a bl(t)
1) —> —= ; ii) 5 (0 > 3 e iii) —-a—> ENCIE Yt 0;
21 22 2 22 21 2

e consequentemente,

M
a1 N bl e blm N 32 (3.3.6)
a21 b2m bM azz

Assim, observando que o sistema (3.3.4) deixa o quadrante

{(x,y) € R® | x= 0, yz 0O} invariante, temos:

dx
T >0 & bl(t) - a“x(t) - alzy(t) >0
b (t) - a  y(t) b:‘ - a_y(t)
o x(1) < 3 < (3.3.7)
11 n
e[ x(t) < M /a =X
1 11 max
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dy - -
= >0 e bz(t) a“x(t) azzy(t) >0

dt
M
b (t) - a“x(t) b2 - azlx(t) (3.3.8)
e y(t) < < 3
22 22
M =
e |y(t) < b2 /a22 Y oax
9X (0 o b (t)-a x(t) -a y(t) <O
- dt 1 11 12
(1) > bx(t) - alzy(t) 5 blm— alzy(t) (3.3.9)
= X 2 3
11 11
im® 227 %12 bhzd
< X(t) > a a = xmln
11 22
Y0 o bt)-ax)-a yt) <o
dt 2 21 22
bz(t) - amx(t) bzm - azxx(t) (3.3.10)
= y(t) > >
a a
22 22
bzman PSY ‘:
=yt > a a = ymln
11 22
Logo, x(t) pode crescer até x e decrescer até x , O
max min

mesmo ocorrendo para y(t) com Yoox € Yoin respectivamente.
Portanto, se x(0) > x e y(O) > y concluimos que o
min min

reténgulo delimitado pelos pontos:

A=((x .,y ); B=I(x y ) C=(x

min * min

y Je D=(x .,y

. .
max’® max min’Y max

é invariante pelo sistema (3.3.4), ou seja, dada uma condigdo inicial
pertencente ao interior do retangulo ABCD, a solugdo (x(t),y(t))

permanece no seu interior para qualquer t.
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Mais precisamente, com o passar do tempo a soluglo
(x(t),y(t)) estard contida inteiramente na regio delimitada pelos

pontos de intersecglo das quatro retas descritas em (3.3.7), (3.3.8),
(3.3.9) e (3.3.10). Sao elas:

M -a y ¥ -
1 12 2 21
r X = r y =
1 2 a
11 22
b -a.y b -a x
r X = 1m 12 r :ys= 2m 21
3’ g’ a
11 22
Exemplo 1:
ax x[3 + cos(nt) - 3x - 2yl
dt (3.3.11)
dy .
v Tl yl4 + 1.5sin(nt) - 1.5x ~ 6y]
b (t) = 3 + cos(nt) 3 b =2; bM=4;a = 3; a =2
1 im 1, 11 12
b(t) =4 + 1.5sin(nt) = b =25;b =55;a =1.5; =6
2 2m 2 21 22
. _ 4-2y . _ 2 - 2y
R O r,: x= —s=
5.5 - 1.5x
r,: y= S Ty, oy 25 —61.5x

A = (1/18,0.5/6); B = (4/3,0.5/6); C = (4/3,5.5/6) e D = (1/18,5.5/6)
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Figura 3.1 - Retas ro T Ty er,,o retangulo de vértices ABCD
e os sinals de dx/dt e dy/dt em cada regido delimitada por re Ty

r.er.
3 4

Observamos ainda na figura 3.1, que em algumas regides dx/dt
pode ser positiva ou negativa, o mesmo ocorrendo para dys/dt. Isso
ocorre devido as possiveis oscilagdes de uma solugdo (x(t),y(t)) antes

de entrar na regifio de convergéncia da solugdo periodica (ver figura

3.2).

Assim, na figura a seguir, podemos observar que a solugo de
equilfbrio estard na regido delimitada pelos pontos de intersecg&o
entre as retas re Ty r,er, - PQRS - independentemente da condigéo
inicial.

Exemplos:

1) x(0) = 1.5 y(0) = 0.9;

2) x(0) = 0.3 y(0) = 0.3;

3) x(0) = 0.3 y(0) = 0.5;

4) x(0) = 0.5 y(0) = 1.2;

5) x(0) = 1.5 y(0) = 0.4.
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Figura 3.2 - Plano de Fase para as solu¢des dadas as condigcdes

iniciais 1, 2, 3, 4 e 5.

Nas simulagdes que se seguem podemos observar o comportamento

de x e y em funcdo do tempo, dadas as condigdes iniciais 1), 2), 3), 4)
e S).

2.00 T L L]

°'°%.oo 0.50 1.00 1.50

t

mee
-

Figura 3.3 - Solugdo do sistema (3.3.11) dada a condicdo inicial
x(0) =15 e y(0)=0.9
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Figura 3.4 - Solugdo do sistema (3.3.11) dada a condigdo inicial
x(0) = 0.3 e y(0) =03
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Figura 3.5 - Solugdo do sistema (3.3.11) dada a condigdo inicial
x(0) = 0.3 e y(0) = 0.5
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Figura 3.6 - Solugdo do sistema (3.3.11) dada a condigdo inicial
x(0) = 05 e y(0) =12
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Figura 3.7 - Solugdo do sistema (3.3.11) dada a condigdo inicial

x(0) =15 e y(0)=0.4

EXISTENCIA DE SOLUGAO PERIODICA

Dado o sistema de equagdes diferenciais

dx _
S = f(t,x) (3.3.12)

onde x = (gl,gz, ...,Em) e = (fl.fz, ceey fm),

suponhamos que f estd definida para - < t, gl,...,gm < o e que é con-
tinua em relagio a todas as varidveis. Além disso, cada condigdo

inicial na forma x(to) = X, determina uma unica solugdo x(t;to,xo),

t € (~o,m).

Um ponto X, € R™ se movendo ao longo das trajetérias do

sistema durante o intervalo de tempo de to até t chega a um novo ponto
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X. O operador U(t,to) definido pela passagem de X, ax é chamado de
operador de translagdo ao longo das trajetérias do sistema ou
simplesmente operador de translagdo do sistema, definido por

U(t.tO)xo = x(t;to,xo)

Se f(t,x) & w-periéddica em t, a existéncia de solugdes
periédicas para (3.3.12) estd ligada as caracteristicas do operador
translagdio deste sistema.

Definindo

Ux = U(w,0)x (3.3.13)

temos que uma condigdo necessaria e suficiente para que uma solugdo de
(3.3.12) seja w-peritdica € que x(0) = X, seja um ponto fixo de
(3.3.13), ou seja, que Ux = X

Consideraremos agora o sistema (3.3.4) com a norma em lR2 dada
por:

Hx,11 = max (Ix], 1y, (xy) € R

Sabemos que se as desigualdades (3.3.6)

M

a“ bl 1 12

a > b Mm ? a
21 2m b 22

sdo satisfeitas, existe uma uUnica solugdo para cada valor inicial

X°=(xo.y°) € R®. Denotamos esta solugdo por

X(t,Xo) = x(t,xo,yo), y(t,xo,yo) } onde X(to,Xo) = Xo

Sendo A(t,to) o operador translagdo do sistema (3.3.4),
definimos um operador, conhecido como aplicagdo periddica de Poincaré,

por:

A: R — R®
AX0 = A(w,O)X0 = X(w,Xo) (3.3.14)
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onde w é o perfodo das fungdes bl e b2 em (3.3.4).

L .

Mostraremos que o operador A tem um ponto fixo X —(x o ),

ou seja, existe uma solugio de X (t) de (3.3.4) definida para t € [0,0w]
tal que

L » *®
X(w)=X(0)=X0
ou ainda

* * - * L L ] »
x(w x,y )=x y (w, x, y,) =

' Como o lado direito de (3.3.4) é periddico em t, X.(t) podera
ser estendida para t > w por periodicidade, no sentido que

X‘(nw +1) = X'(t) para n = 0,1,3.....
e como extensdo, serd solugdo de (3.3.4).

Portanto, como j& mencionamos, a existéncia de solugdes
periédicas para o sistema (3.3.4) depende da existéncia de pontos fixos
do operador A definido anteriormente. Geralmente, o domfinio de
definigdo desse operador é restrito ao subconjunto:

=((x,y)eR2,xzo,y20)

pois somente as solugbes positivas sdo de nosso interesse.

Diante da analise feita anteriormente consideraremos nos
teoremas e definigbes que se seguem, ao invés de Ko , 0 seguinte sub-

conjunto de Ko

={ (x,y) € R° | (x,y) = A (u,v), (u,v) € retangulo ABCD, A = O }
De nossos resultados anteriores observamos que o operador A é

positivo em relagdo a este conjunto K, ou seja, AK ¢ K.

Teorema 3.3.1: (Ponto Fixo)

Suponha que T seja um operador continuo que leva um conjunto
limitado convexo 1 ¢ R" nele préprio. Entio, Q contém pelo menos um
ponto fixo de T, ou seja, existe pelo menos um u € Q tal que Tu = u.

Dem: ver Hale [16].
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Teorema 3.3.2: (EXISTENCIA)
Suponha que as condi¢bes (3.3.6)

a b b a
n 1 im 12

a b M a
21 2m b 22

sejam vdlidas para o sistema (3.3.4). Ent3o, existe pelo menos uma
solugdo periddica positiva para (3.3.4).

Dem:
Seja N = { (x,y) € R’ ; (X,y) € retangulo ABCD }. Q é um
conjunto convexo e limitado em R° e o operador A definido em (3.3.14)

leva Q nele préprio desde que Q seja invariante em relagdo a (3.3.4),
ou seja,

(xo,yo) €EN —» ((x(t.xo.yo).y(t.xo,yo)) € tz0
Assim, [x(w,xo,yo),y(w,xo.yo)] €N 2 AQcf

Da continuidade da solugdo de (3.3.4) para todo t, dada uma
condigdo inicial, segue a continuidade do operador A e, usando o
teorema 1, garantimos a existéncia de pelo menos um ponto fixo em Q.

Como este ponto fixo tem coordenadas positivas, a solugdo

peridédica correspondente é estritamente positiva por invariancia de Q.
UNICIDADE E ESTABILIDADE DA SOLUGAO PERIODICA

Antes de tratarmos deste tema, apresentaremos algumas
definigoes basicas e consideraremos K o seguinte conjunto:
K={(xy)e R® | (x,y) = Alu,v), (u,v) € retangulo ABCD, A = O },

embora os resultados que se seguem valham para um cone [17) em geral.
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Definigéo 1:

Um operador T : D ¢ R°—- R ¢ dito monoténico se
Xl= (xl.yl) € D, X2 = (xz.yz) e De )(l < X2 no sentido que xl< X,
y<y =»TX <TX.
1 72 1 2

Definigdo 2:
Um operador T: D c Rz—-» R® & dito positivo em relagdo a

K c R2 se TK & K ; é dito estritamente positivo se TK c K.

Definicdo 3:

Um operador T definido em K ¢ R® ¢ dito fortemente céncavo se
para cada elemento X € K e qualquer nimero T € (0,1) existe um numero
positivo 5 tal que

T(zX) = (1 + N)TTX

Verificaremos agora que o operador A definido em (3.3.14) ¢é

monotdénico, estritamente positivo e fortemente céncavo com respeito ao

cone K.

Como o cone K é mais restrito que Ko’ positividade de A e
positividade estrita de A sd3o equivalentes em K. Se Xo € K, Xo # (0,0),
as componentes de Xo sdo positivas e portanto X(w,Xo) = AXO pertence ao
interior de K.

Se reescrevermos o sistema (3.3.4) na forma

_ dy _ (3.3.15)
=1 (t,x,y) ol f,(txy)

O-IQ-
e+ X

uma condigdo suficiente para monotonicidade e concavidade estrita de A

€ que as fungGes F1 e F2 definidas por
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Fx(t’"x’"z) = f’(t,nl.nz) i 8 fl(t'"x’"z) + nza f:“’":’"z)
i a n, a n,
-
Fz(t,nl.nz) = fz(t’nx'nz) a2 6 fz(t’nl’."z) +n, 8 fz(t'nx'nz)
an an
| 1 2
(3.3.16)
sejam estritamente positivas, ou seja
Fx(t’nfnz) >0
paran>0Oen >0 comtzO - (3.3.17)
Fz(t.'ﬂl.nz) >0 1 2

Tais condigbGes s&o encontradas em Krasnoselski [17].

OBS: Para o sistema (3.3.4) temos

dx _ _ _
ek x(t)[bl(t) - aux(t) alzy(t)] = fl(t,x,y)
dy _ - - =
at - y(t)[bz(t) a21x(t) azzy(t)] = fz(t,x,y)

Flta.m) =f(tn,n) - nllbx(t) -2am -anml- T'2[_:'112"71]

F(tn ,0) = (tn ) -n(-a n)-2lblt)-a »-2a n]
2
Ftnm)=a n +a . nn >0 para 0 <7, <(w, tz 0.
F(tn,m)=a n +a am >0 e
2 "1’ "2 222 2112

Portanto, o operador A é monotdénico, estritamente positivo e

fortemente céncavo.

Teorema 3.3.3: (UNICIDADE)
Um operador T monoténico, estritamente positivo e fortemente

céncavo definido num cone K ndo pode ter mais que um ponto fixo em K.
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OBS: Este resultado é equivalente a existéncia de uma Gnica
solugdo periédica para Au = u e, conforme resultado anterior (Teorema

3.3.2), o sistema (3.3.4) admite uma unica solugfo periédica.

Dem:
Suponha que
Ux = X e Uy, = ¥,
onde x, ey, sdo elementos ndo-nulos do cone. A positividade forte do

operador U implica que x_e Yo pertencem ao interior do cone. Se X* Y,

()]
entdo xo) ¥, ©u xo< Yo Suponhamos xo) Yo - Para pequenos valores po-
sitivos de Tt temos xoz Y, desde que X, pertenga ao interior do cone.

Seja 1:0> 0 o maior nudmero positivo tal que x°> T Yo Como
xo> Yy, segue que 1:°< 1.

Suponha nn > O e

z
U(toyo) (l+no)tkoo
Entéo

X = Ux0 = U(toyo) z (1 + no)‘royo > X Z 1+ 110)1:0y0

Como (l+no)‘r° > To temos uma contradigdo com relagdo a
maximalidade de T, Portanto, temos que X= Y, (o caso xo< Yo é

analogo).

Teorema 3.3.4: (ESTABILIDADE)

Se o operador translacdo A(w) do sistema (3.3.4) definido em
(3.3.14) é fortemente positivo, monoténico e fortemente céncavo num
cone K, entio a solugcdo w-peridédica ndo-nula x*( t) para o sistema
(3.3.4) com dominio em K é uniformemente assintoticamente estdvel.

Dem: Krasnoselski [17].

Estabelecemos portanto, condigdes suficientes para existéncia
de uma Gnica solugdo periédica para o modelo de competigdo entre duas
espécies (3.3.4) com coeficientes periédicos, assim como um estudo da

estabilidade dessa solugdo periédica.
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Os resultados obtidos podem ser extendidos para um sistema
Lotka-Vol terra generalizado
dx n

i

at .~ % {bx(t) -Z
151

a”(t) xJ(t) } >0, nz1,i=12,..n

onde a” , bl (i,j = L1,2,...,n) sdo fun¢des continuas periédicas e
positivas com perfodo comum (Gopalsamy [13]).

A demonstragdao da existéncia de solugdo periédica para o
sistema acima ¢ anéloga ao caso n=2 e a estabilidade assintética dessa

solugdo é demonstrada supondo que os coeficientes do sistema em questdo

satisfagam:
b 0 ea >0 i=12,..,n
im ii,m
n
min a_ (t) > z max a + a j=12,...,n
1) 1]
telo,w] i=1

para algum nimero positivo «.
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4 - APLICAGAO: O PROBLEMA DA RESISTENCIA

Um modelo mateméatico deterministico, sujeito a impulsos a

tempo fixo, é apresentado em [30] para a verificagio do efeito de

subdosagens na dinimica de fungos resistentes. Estudos deste tipo s3o

de grande importancia na determinac8o de estratégias para o controle da

resisténcia, com o objetivo de minimizar perdas tanto para agricultores

quanto para a industria quimica em geral.

Um modelo mateméatico geral proposto para o estudo da

resisténcia de fungos em [29], sem a utilizagio de fungicidas, ¢ dado

por:

onde:

]
v

[r‘s - kSS - 7SR] - aS [rs - kSS - 7SR]

ajla Qo
X =W

R [r'R - kRR - 7RS] + aS [rs - ksS - 7SR] (3.4.1)

Ro S(0) = S0

~
Q
n

tamanho da populagdo de fungos sensiveis no instante t;

tamanho da populagdo de fungos resistentes no instante t;

taxa de mutagdo da populagdo sensivel para resistente;

taxa de crescimento da populagdo de sensiveis;

'1m" R X wn
]

taxa de crescimento da populagdo de resistentes;

ay
w

e ¥, = taxa de competicdo entre as populagBes sensiveis

e resistentes;

k
s

k
R

N = populagdo total, N = S + R.

fator de inibigdo para a populagdo sensivel;

fator de inibigdo para a populagdo resistente;

Um caso particular do modelo (3.4.1) n3o considera a

competigdo entre as populagdes no inicio do crescimento do fungo, ou

seja,
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%@ rsS - arsS
(3.4.2)
dR
at - R oS
Utilizando N = S + R e r, =rg =1 temos o seguinte
sistema:
dN
a - ™
dR ‘
F‘t— = (l1-a)rR + arN
donde
R=N|:l——l—] =N-N™ .ouseja,S=Nl-a,
a
N
tomando N(O) = 1 e R(0) = 0.
No infcio do crescimento (N = 1), podemos tomar
1- —1—& g alnN
N
pois os termos coincidem para N = 1 e também em sua derivada para

N = 1. Obtemos assim, a relagéo

R2a NIn N

que determina aproximadamente o tamanho da populagdo resistente no
inicio do crescimento da populagdo de fungos , sabendo-se o tamanho da
populagdo total (N) e a taxa de mutagio da populagdo sensivel para a
resistente (a). Esse resultado propicia a adogio de medidas corretas

num programa de controle.

Um caso importante, particular do sistema (3.4.1), a ser

estudado é quando consideramos
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rg=rp=r | e 7s=7R=ks=kR. (3.4.4)

Obtemos assim o seguinte sistema:

dN
i N [r - kN]

ds _ _ _
ac - (1-«)S [r - kN]

(3.4.5)

Até agora, os parametros presentes no modelo (3.4.5) tém sido
considerados constantes, o que ¢é bastante razoavel em termos de
laboratério, pois existe um controle da temperatura ambiente. Porém, na
préatica, o crescimento de fungos varia com a temperatura, sendo que
para cada tipo de fungo existe um intervalo onde esse crescimento é
maximo [31].

Diante disso, temos por objetivo observar o comportamento do
sistema (3.4.5) assim como da populagdo de resistentes (R = N - S),
considerando a taxa de crescimento intrinseco das populagdes sensiveis
e resistente - r - uma fungdo periédica do tempo. A analise do
comportamento dessas populagbes terd influéncia na escolha de um

programa adequado de aplicagdo de fungicidas.

No lugar de (3.4.5), teremos o seguinte sistema:

dN

——= N [r(t) - kN]

dt (3.4.6)
das _ -

TiT— = (l‘a)s [r(t ) kN]

onde o, k sdo constantes positivas e r(t) €& w-periédica, ou seja,
r(t) = r(t+w) V t.

Tanto para o sistema (3.4.5) quanto para (3.4.6),
obtemos a mesma relagéo
R=zaNInN,
considerando as hip6teses (3.4.4) e as restrigdes necessarias. Esta
relagdo sera utilizada no calculo de R inicial na realizagdo das

simulagGes.
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Parémetros ¢ Simulacdes:

Para observar o comportamento qualitativo do sistema (3.4.6),
e na auséncia de dados experimentais, iremos considerar uma funcgfo da

temperatura do tipo

r(temp) = a exp [-b (temp - 17)?)

onde aos 17°C a taxa de crescimento é maxima, ou seja, a e b serdo

obtidos considerando que:

(i) temp = 17 = r = 0.04 (taxa equivalente a duplicagdo da
populagio em 18 dias no modelo (3.4.2));
(ii) temp = 25 = r = 0.002, ou seja, para temperaturas su-

periores a 25°C, r é muito pequeno. Obtemos assim:

= r(temp) = 0.04 exp[-0.04681(temp - 17)?) (3.4.7)

Iremos supor também que a temperatura oscila de 8°C durante o
dia e periodicamente durante o ano, de modo que a temperatura maxima
atingida durante o ano seja de 39°C, a minima de 3°C e a temperatura

média anual de 20°C, ou seja,

temp(t) = 20 + 15 cos(nt/180) + 4 cos(2nt)
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t (dias)

Figura 3.8 - Variagdo da temperatura durante o ano

temp(t) = 20 + 15 cos(nt/180) + 4 cos(2nt)

Fazendo uma composigio das funcdes (3.4.7) e (3.4.8) obtemos

r em fungdo de t:

r(t)= 0.04 exp [-0.04681(3 + 15 cos(nt/180) + 4 cos(2nt))?)

Os demais paréametros sdo dados por:
k=100 ;

-5 . -4 -9
o = 10 ~ ( na literatura 10 < a <10 ") ;
N(0) = 10'° ;
s(0) = 9.9977*10° ;

R(0) = 2.3*10° ( R(0)= « N(O) In N(O) ).
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Nas simulagdes que se seguem podemos observar o comportamento

de N, R e também S ao considerarmos r uma fungfio periédica do tempo.

130
[ ~ -

LY

°.%

30

.30

.00 - . -
0.00 Q.20 (K] 040 080 1.00 120 190 160

t (dios) £

Figura 3.9.a - Populacdo total de fungos com taxa de crescimento

periddica
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Figura 3.9.b - Populagdo de fungos resistentes (r periddica)
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Figura 3.9.c - Populagdo de fungos sensiveis (r periddica)

Notamos que o crescimento de sensiveis, resistentes e
consequentemente da populagdo total é maior nos meses em que a
temperatura atingida pertence ao intervalo onde a taxa de crescimento
atinge seu maximo, decrescendo nos meses onde a temperatura estad abaixo
ou acima desse intervalo maximo de crescimento. Inicialmente ocorrem
oscilagBes que , com o passar do tempo, tendem a uma solugdo periédica;
a rapidez dessa convergéncia para a soluglo peri6édica depende também da
condig8o inicial considerada.

Tomando agora r = 0.026248 (cf. (3.4.7)) - valor atingido
quando temos a temperatura média igual a 20° - e os mesmos parémetros
citados anteriormente, observamos que o crescimento de R €

aproximadamente 2.3 vezes maior quando comparado com r periédica.
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Figura 3.10.a - Populacdo total de fungos com taxa de crescimento
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Figura 3.10.b - Populagio de fungos resistentes (r constante)
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Figura 3.10.c - Populagdo de fungos sensiveis (r constante)
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Outros ajustes podem ser utilizados para r = f(temp) - a me-
lhor escolha depende de dados experimentais. Entretanto, se r for

periédica a mesma analise qualitativa pode ser empregada.

Existéncia, Unicidade e Estabilidade de Solugdes Periédicas

Os resultados sobre existéncia, unicidade e estabilidade de
solugdes periédicas para o sistema (3.4.6) decorrem dos teoremas
utilizados no estudo do sistema de competigdo entre duas espécies com
paréametros periédicos.

Denotando por A(t,to) o operador translagdo do sistema
(3.4.6), a existéncia de solugdo periédica positiva para (3.4.6)

depende da existéncia de pontos fixos do operador

A : RP—R?
AX = AW,0X = X(&,X ) (3.4.9)

Consideraremos o dominio de definigdo do operador A o
conjunto limitado Q = {(x,y) € R, ™Mk>x20 e M > y 2 O}, onde
™ ¢ o valor maximo atingido por r(t).

Observamos que o sistema (3.4.6) ¢é invariante sobre , ou
seja, se (No’so) €e Q = ( N(t;to,No),S(t;to,So) ) ¢ Q. Portanto, basta
utilizarmos o Teorema do Ponto Fixo para demonstrarmos a existéncia de
solugdo peri6dica positiva para o sistema em questdo.

A unicidade e a estabilidade da solugdo peri6édica requerem
que o operador translagio associado a (3.4.6) seja monoténico,
estritamente positivo e fortemente céncavo em €. Colocando o sistema
(3.4.6) na forma

dN _ das _
F = fl(t,N,S) e T— fz(t,N,S) ’
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temos que uma condigdo suficiente para que o operador translagio tenha

as caracteristicas citadas acima é que as funcgdes

Ftn,m)=f(tn,n)-|g & H(tapn) o of(ta . )
AR W 1 1 5 2—L
L M n,
F (t:n %)) =1 (t.'n N ) - n 9 fz(t’nl’nz) + 7 d fz(t.'nl.'nz)
2 "' 2 "2 1 2
am 3,

sejam estritamente positivas para 0 < n, m, e tz 0.

Para o sistema (3.4.6) temos

2
Fl(t,nl,nz) = k'nl > 0;
Fz(t,nl.nz) = (1 - a)nlnzk > 0 pois « < 1.

Portanto, o operador A definido em (3.4.9), é monotdnico,
estritamente positivo e fortemente céncavo em Q e, utilizando o Teorema
3.3.4 (item 3 desse capitulo), temos que a unica solugdo periédica

existente para (3.4.6) é uniformemente assintoticamente estavel.
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CAPITULO 4

O MODELO PRESA-PREDADOR
1 - INTRODUGXO:

No capitulo anterior tratamos de um tipo de interag8o entre
populagSes - a competigdo entre espécies - que ocorre de maneira
negativa para ambas as populagdes. Nos preocuparemos aqui com um outro
tipo de interagdo entre populagdes - a predagdo. Diremos que uma
populagdo ¢é predadora quando utiliza a outra populagdo, a presa, como
fonte de alimentag3o. Dessa forma este tipo de relagdo ¢é vista
tradicionalmente como benéfica para o predador e prejudicial para a
presa.

O modelo classico e certamente o mais simples de ser tratado
analiticamente, proposto por Lotka-Volterra (1926) para a interagdo

presa-predador, € dado por

dx
4 x(x - By) ; o, B>0 (4.1.1)
___d{ = y“7 + 8x) ’ 78>0

onde X e y sdo as populagBes de presa e predador, respectivamente,
consideradas em alguma unidade adequada (nimero de individuos,
biomassa, densidade etc) e os coeficientes sdo constantes.

O modelo (4.1.1) assume que na auséncia de predadores as
presas crescem exponencialmente e que a taxa de crescimento dessa
populagio diminui proporcionalmente & densidade de predadores. Estes
dltimos tendem a extingdo na auséncia das presas mas crescem
proporcionalmente a densidade das mesmas.

Analogamente ao modelo de competigdo entre espécies, o modelo
(4.1.1), assim como sua generalizagdo (considerando também competigao

intraespecifica), ja& foram bastante estudados, embora muito criticados
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em Ecologia devido & grande dificuldade no calculo dos coeficientes de
interagio envolvidos e A simplificagfio exagerada da interagfo.

Dessa maneira, na tentativa de construir modelos mais
adequados para a modelagem de certas comunidades, intmeros estudos tém
sido realizados considerando-se os coeficientes de interagdo da
dinAmica presa-predador como fungdes do tempo, incorporando as vezes
efeitos heredit_érios ou mesmo efeitos abidticos (temperatura, clima,
tempestade etc).

Trataremos a seguir do modelo classico de Lotka-Volterra com
competigdo intraespecifica onde os parametros envolvidos sdo fungbes
periédicas do tempo. Os resultados relativos a existéncia, unicidade e
estabilidade de solugdes periédicas positivas para este modelo sédo
fundamentais para o estudo de sistemas envolvendo dois predadores e uma

presa, como por exemplo o apresentado por Cushing [10] :

- m x S m X_S
S’=rS[1——S——]- LN N
k y, al+S y, a2+S
mx S
= —21 ! _dx
1 al+S 171
mx S
x’:.#___—dx
L 2 a2+S 272

onde S é a populagdo de presas e X €eXx sdo os predadores.
Em nosso trabalho trataremos apenas do modelo presa-predador

simples com parametros periédicos.

2 - O MODELO PRESA-PREDADOR

O modelo presa-predador com competigdo intraespecifica onde

os parametros envolvidos sio fungdes periédicas do tempo é dado por:
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In.
*

= x [bl(t) - c“(t)x - clz(t)y]

d (4.2.1)
d

“

ar = Y [-bz(t) +c21(t)x - czz(t)y]

onde CU e bl sdo fungdes positivas periédicas de mesmo perfodo w
(c,b eBec >0
T | 1

Quando y = O em (4.2.1) obtemos a equagio logistica

dx

E—t—= X [bl - Cux1 (4.2.2)

estudada no capitulo 1 e cuja existéncia de solugdo peri6dica ¢é
*
garantida pelo teorema (2.2.1). Denotemos por x a solugdo peri6dica da

equagdo logistica (4.2.2), e se a € B, definimos

med[a] = —%— ra(t)dt
0

Teorema 4.2.1: (Existéncia)

Suponha que b ., cy € B, tais que med[bll > 0, c”(t) z 0
para todo t e ainda que c, (t), c, (t) >0 e c, (t) # O para todo t.
Entdo, existe uma constante b 0- bO 3 med[c X ], tal que para cada
b 2€ B satisfazendo b med[b ] < med[ c,,X ] extste uma solucgdo (x,y) €

BxB de (4.2.1) sattsfazendo 0< x *¢ x e y >0 para todo t.

Dem: a demonstragdo deste resultado utiliza conceitos
pertencentes a teoria da Dbifurcagio e pode ser encontrada em
Cushing [9].

Para o estudo da estabilidade, suponhamos que (;, ;) € Bx B
seja a solugdo peri6édica descrita no Teorema 4.2.1. Através da mudanga

de variaveis:

x(t) = x(t) + x(t) 5 yt) = y(t) + y () (4.2.3)
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e da substituigiio das mesmas em (4.2.1), obtemos como sistema lineari-

zado em torno da solugfo (;.;) o seguinte:

r dx1 — - -
dat [bx - 2c“x T %Y ] * [-clzx ]yl (4.2.4)
dyl - - -
o = [ c, ¥ ]xl + [—b2 +c X - ZCZZY ] Y

Se fizermos X, =xl/ X e y. = y1/ ;, temos no lugar de

2
(4.2.4) 0o seguinte sistema:

dx .

—t=l-c xlx +l[-c y]

dt 11 2 127 1Y (4.2.5)
dy, - -

ar =lexlx, +l—e, vy,

Se o sistema (4.2.5) é uniformemente assintoticamente estavel
entdo o mesmo é verdade (localmente) para (;,;) em (4.2.1).

Determinar a estabilidade de um sistema n&o-auténomo como
(4.2.5) nd3o ¢ tarefa facil, mesmo quando os coeficientes envolvidos sdo
fungdes periddicas. Uma técnica conhecida apresentada por Coppel [7]

nos fornece alguns critérios de estabilidade para (4.2.5) utilizando

uma certa medida p(A(t)) dos coeficientes da matriz A(t) = (au(t)) do
sistema:
pA() = Lim L= hAl - 1
+ h

h-40

Essa "medida" depende da norma que ¢é utilizada e satisfaz
algumas propriedades:

a) plaA) = a p(A) se a 2 O ;

b) |u(A)l = [Al ;

c) u(A + B) = u(A) + u(B) ;

d) cada autovalor de A tem parte real menor ou igual a p(A).
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Se a norma vetorial utilizada é I(vl,vz)l = lvl |+|v2|, entlo

p(A(t)) = max { a ¢ laznl v a, + 'ale } =

max { (c. - ¢ )x , (¢

21 11 12

e se Y(t) ¢ uma matriz fundamental para (4.2.5) temos:
t

IY(t)Y '(s)l = exp J pu(A(u)) du (4.2.6)

—czz)y)

(cf. Teor. 3, pag. 58, Coppel [7] ).

Portanto, (4.2.5) sera uniformemente assintoticamente estavel

se a. expressdo (4.2.6) decai exponencialmente a zero, ou seja,

-c <0 e c_-~-c_<0O

<, u 2 22 , Vit (4.2.7)

Se utilizarmos a norma vetorial I(vl,vz)l = max IvII
At)) = a_ + . +
p(A(t)) = max { u Ialzl a |a21| }

obtemos o seguinte critério para estabilidade assintética:

X -cy <0 e cx-¢.y<o0 vVt (4.2.8)

Desta forma, se a existéncia de solugdo periddica estiver
garantida, ou seja, se as hip6teses do teorema 4.2.1 sdo satisfeitas,
temos que esta solugdo serd uniformemente assintoticamente estavel se
(4.2.7) ou (4.2.8) forem satisfeitas. No entanto, veremos no exemplo a
seguir que embora este seja um critério para determinar a estabilidade
de um sistema ndo auténomo, nem sempre ¢é possivel de ser verificado.
Consequentemente, nem sempre a estabilidade pode ser demonstrada usando

tal critério.
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3 - APLICAGAO : MODELO DA DENGUE HEMORRAGICA [18])

Um modelo do tipo presa-predador com coeficientes periédicos
foi proposto em [18] na tentativa de obter previsdes para uma possivel
epidemia da dengue hemorragica, doenga transmitida por vetores -

mosquitos do género Aedes - que pode ser causada por 4 tipos de virus.

Definindo

S(t) individuos suscetiveis & dengue hemorréagica
(recuperados da dengue classica) no instante T;

I{t) : individuos infectados no instante T;

R(7) : individuos recuperados no instante T;

Bo : taxa de infecgio (representando a dinamica de infecg8o
entre mosquitos e humanos);

70 : taxa de remocgdo (por cura ou morte);

o modelo proposto em [18] é dado por:

ds S
—d—; rsS [1 -T] "BOSI

dI

a7 = BoST -7l (4.3.1)
&,
ar - %

S('to) = So : I(to) = Io e R(to) = Ro

Considerando Bo uma fungdo w-periédica (depende da intensida-
de de mosquitos infectados e da época do ano) o sistema (4.3.1),

. . . 2 .
através de uma adlmensxonahzaqao( ), pode ser escrito por:

) T =t/r . z
Bk/T . y

s/k ,
17k

¥ = 70/r .
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dz _ _ _
—d'i—— z(1 z) Bzy

(4.3.2)
dy _ _
gr - By - Wy ,
onde B(t) = a(l - ecos(at)) ,a>0 ,0<Ce<l ea=2n/w

é uma perturbagdo por uma fungdo de média nula - cos(at) - do parametro

a.

Dessa maneira, as hip6teses do teorema 2.2.1 - que garantem a
existéncia de solugio periédica para a equagdo logistica (4.2.2) - e as

hipéteses do teorema 4.2.1 s3o satisfeitas pelo sistema (4.3.2) pois:

med[bl(t)] =1>0,
cu(t) =1>0paratodote

C, =6, = B(t) > O para todo t.

Temos também:

med[B] = —:T- a(l - ecos(at)) dt = a
()
*
Como z = 1 é a soluglo estavel da equagio logistica (4.2.2)

associada ao sistema (4.3.2), a existéncia de uma solugdo periédica

para (4.3.2) depende somente da condigio
*

med[cnzl 1> medlyl & ad>y. (4.3.3)

Supondo entdo que a condigdo (4.3.3) seja satisfeita
denotamos por (z..y.) a solugdo peri6édica existente para o sistema
(4.3.2).

Analogamente aos resultados obtidos para o sistema geral

* »
(4.2.1), o sistema linearizado em torno da solug¢do (z ,y ) é dado por:

dz
!
dt

dyl » »
4r = [I3y]zl+[-3r+l3zlyl ,

* * *
1-2z-Bylz +1-Bzly,
(4.3.4)
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onde z(t) = z (t) + z(t) ey = y(t) + y, (0

Efetuando novamente uma mudanga de variaveis
L *
z, = zl/z ey, = yl/y .

o sistema (4.3.4) torna-se mais simples:

dz2 . .
—¢ =z 1z, ~all- ed(t)l z y,
d (4.3.5)
Yz -
T [a(l - g¢(t))z ] z,

com ¢(t) = cos(at).

Se o sistema (4.3.5) for wuniformemente assintoticamente
estavel, entdo o mesmo é verdade (localmente) para (z.,y.).

No entanto, nenhum dos critérios (4.2.7) ou (4.2.8) s#o
satisfeitos para o sistema (4.3.2):

¢, =S, =8(t) >0 VvV t (falha (4.2.7))

c,X-¢,y=c, X >0 Vit (falha (4.2.8))

* ¥
Entretanto, a estabilidade da solugdo periédica (z ,y ) foi verificada
através de simulagdes, tomando como parametros € = 0.99, w = 2.1,

(3) . Este fato nos levou a

¥ = 1, com a varidvel e satisfazendo a > ¥
procura de outros critérios para justificar tal estabilidade (cf. cor.

1 e cor. 2 a seguir).

(3) Os parametros utilizados sdo baseados em dados referentes
a epidemia de dengue classica no Rio de Janeiro em 1986 e no
aparecimento de casos de dengue hemorragica a partir de 1990.
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1.00 }
!

0.00 L —1. 1 "

0.00 0.20 ¢.%0 0.60 6.8 1.00

Figura 4.1 - Plano de fase para o sistema (4.3.5) quando
a =15 2z(0)=0.99 y(0) = 0.01

1.00 )

0.00 4 . -
0.00 0.20 6.%0 6.60 0.80 1.00

Figura 4.2 - Plano de fase para o sistema (4.3.5) quando
a =15 z(0) = 0.5, y(0) = 0.01

A demonstragio da estabilidade da solugdo periédica existente
para a > ¥ ser4 feita utilizando técnicas de perturbacdo para o sistema

(4.3.2).

OBS: o modelo (4.3.1) assim como alguns célculos envolvidos e

simulacdes sdio encontrados em [18].
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Como os coeficientes do sistema (4.3.2) pertencem a B (sdo
fungdes continuas e w-peri6dicas) mas estdo proximos de valores
constantes, faremos uso de técnicas de perturbagdo para demonstrar a
existéncia, unicidade e estabilidade de solugio periédica para este
sistema.

O sistema ndo-perturbado (com coeficientes constantes)

associado a (4.3.2) é dado por

g—:= z[l - z - ay]
(4.3.6)
%{—= yl-7 + az]
Entdo
A1= (zo,yo) = (1,0) e ,
A2 = (zl,yl) = (y/a,(a-y)/a”)

sdo os pontos de equilibrio do sistema (4.3.6), considerando a > ¥ para

que A2 tenha coordenadas positivas; sido também solugbes para o mesmo

sistema.
Estabilidade de (zo,yo)
A matriz jacobiana associada ao sistema (4.3.6) é dada por:
1= |12z -8z (4.3.7)
ay -y +az
Aplicando J no ponto A1= (1,0) obtemos:
-1 -a
A =
0 a- 7
cujos autovalores sdo Al =-1 e Az =a-9
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Portanto, Al = (1,0) serd assintoticamente estavel se a < 7,
pois Al <Oe 7\2 < 0, e serd instavel se a > 7.
Estabilidade de A, = (z,y)) = (3/a,(a-¥)/a’)

A matriz jacobiana (4.3.7) aplicada no ponto Az ¢ dada por:

2y _ (a-19)

¥
a-9 0

e os autovalores de B s3o:

2 2
-y t / ¥ + 4y - 47
A a [ a ] a (4.3.8)

2

Como a > 7y, temos que 472/a -~ 4y < 0 e dessa maneira temos
duas possibilidades:
a)A <O ou
1,2
b) 7\1 , € € e tem parte real negativa.

Em ambos os casos Az serd assintoticamente estével para a > 7.

Considerando agora o sistema (4.3.2) com coeficientes
periodicos onde g(t) = a(l - ecos{at)) é uma perturbagdo do valor a por
uma fungio de média nula - cos(at) - passaremos representd-lo na forma

u' = f(t,u,e) (4.3.9)

’ 52 _ -
onde u’ = | 2 ef=|2"72 a(l - ecos(at)lzy
a(l - ecos(at))zy - 7y

Denotando por

vit) = | 4 | = v/a

Y, (a-:y)/a2
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a solugdo periédica do sistema nSo-perturbado (4.3.6) se a > y , utili-
zaremos a técnica de perturbagcdo de um sistema que possui soluglo
periédica (cap. 1) .0 teorema que garante a existéncia de soluclo

periédica pode ser obtido como um corolario do teorema 1.3.3.

OBS: o caso a € y ja foi considerado ao mostrarmos a estabi-
lidade do ponto Al = (1,0), que é solugiio da equaglo logistica
dz/dt =z (1 --2)

Corolério 1:
Se a primeira variagdo de (4.3.2) para € = O com respeito &

solugdo v(t),

2
<’ = Z Bf (,v(t),0) x = f (t,¥(1),0)x (4.3.10)

8x
J

1=1
ndo possui solugdo periddica para |e| suficientemente pequeno, o
*
sistema (4.3.2) possui uma solugdo z = z*(t,e) e y = y(te), de
* »*
perfodo w, continua em (t,e) e com z (t,0) = z ey (t,0) = y, - Essa

solucdo é unica para € dado.

Como a solugdo periédica obtida  para o sistema
ndo-perturbado (4.3.6) é constante, a matriz da primeira variagdo
(4.3.9) para ¢

0 com respeito a esta solu¢do também € constante.

2y _ (a-7) -7
x' = X (4.3.11)

A matriz acima nada mais € do que a matriz jacobiana aplicada
no ponto Az’ cujos autovalores (4.3.8) s3o todos negativos ou possuem
parte real negativa. Logo, o sistema (4.3.11) ndo possui solugdo
periédica e consequentemente fica estabelecida a existéncia de solugao

* =
periédica (z ,y ) para o sistema (4.3.9).
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* ®
Finalmente, a estabilidade assintética da solugio (z ,y )

decorre do seguinte resultado:

Corolério 2:

Se as partes reals dos autovalores assoclados a (4.3.11) sdo
todas negativas, entdo (4.3.11) ndo possul solucdo periddica e portanto
satisfaz as hipdteses do coroldrio 1. Neste caso, a solugdo periddica

* . %
z=z(te)ey=y((te) é assintoticamente estdvel para |le| pequeno.

Nas figuras que se seguem podemos observar os dois casos
possiveis para o modelo da dengue hemorragica:
i) se a < 7, asolugio z =1 e y = O para o sistema (4.3.2) é

assintoticamente estavel;

ii) se a > 7, existe uma solugdo peri6dica para (4.3.2) que é

assintoticamente estéavel.

1.00
E-02

0.00

8.80 .92 8.9% 8.%¢ 5.8¢ 10.00
E-01

Figura 4.3 - Plano de fase para o sistema (4.3.5) quando a < ¥
a =08 2z(0)=099 y(0)=0.01
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0.00 +-
£.00 €.00 2.00 e.00 8.00 1282

Figura 4.4 - Plano de fase para o sistema (4.3.5) quando a > ¥

a =13 2(0) =05 y(0)=0.01

Neste caso em particular, a verificagdo de existéncia e
estabilidade da solugdo periédica para o sistema (4.3.2) se torna
bastante simplificada devido ao fato de apenas um coeficiente ser
fungdo periddica do tempo e os demais constantes, além da solugio
peritdica existente para o sistema ndo-perturbado ser constante.

Quando isso ndo acontece, é necessario o calculo dos expoen-
tes caracteristicos para a primeira variagdo do sistema calculada em
€ = 0 e com respeito a solugdo periédica existente para o sistema
(4.3.6). Porém na pratica é quase sempre muito dificil de efetuarmos

estes calculos.
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