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RESUMO

Este trabalho se divide em duas partes. Na primeira, estudamos a estrutura do espaco de
conexoes de fibrado sobre uma variedade M, apresentamos os requisitos tedricos necessa-
rios para concluir que o espaco de moduli de instantons tem estrutura de variedade suave
de dimensao finita. O espaco de moduli de instantons é descrito como o conjunto de zeros
de uma se¢ao de Fredholm do fibrado de Banach de 2-formas de curvaturas antiautoduais,
moédulo o grupo de transformacgoes de calibre sobre o espago de orbitas de calibre. As
referéncias principais sdo os textos S. K. Dolnadson [6] ¢ R. Freiman, J. W. Morgan [9].
Posteriormente fazemos uma introdugao a teoria de Fredholm generalizada, baseados no
trabalho feito por H. Hofer, K. Wysocki e E. Zehnder em |15, 14, 10]. Estes fornecem uma
construgao da teoria simpléctica de campos (SFT), que é um problema analitico abordado
por meio da Teoria de poliedades e mostram que uma versao do Teorema da Aplicacdo
Implicita aplica na categoria de poliedades. Apresentamos uma versao do Teorema da
Aplicacao Implicita no caso particular de um ponto interior na segunda parte deste tra-
balho.

Palavras-chave: Fibrado principal, fibrado vetorial, instantons, conexdes, curvatura,

teoria de Fredholm, poliedade,sc-suavidade, sc-estruturas.



ABSTRACT

This work is divided in two parts, in the first part we study the space of connections on
a bundle over a Riemannian manifold M and a principal bundle on M, we study all the
necessary background to conclude that the moduli space of instantons has a finite dimen-
sional structure of smooth manifold, this is made showing that moduli space of instantons
is a zero solution set of a Fredholm section on the Banach bundle of anti-self-dual 2-forms
modulo gauge transformations, over the space of gauge orbits. Our principal references
are S. K. Dolnadson [6] and R. Freiman, J. W. Morgan [9].

Later we do an introduction to the general Fredhol theory, our reference is the paper
of H. Hofer, K. Wysocki e E. Zehnder [15]. They provide a construction of Symplectic
Field Theory (SFT), facing an analytical problem through the Polyfolds Theory, also,
they show that a version of Implicit Function Theory is available in the Polyfold Theory.
We present in the second part of this work a version of Implicit Function Theorem in a
particular case of interior point.

Keywords: Principal bundle, Vector Bundle, Instantons, Connections, Curvature, Fredholm

theory, Polyfolds, sc-smoothness, sc-structures.
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Introducao

Este trabalho se divide em duas partes. Na primeira, estudamos a estrutura
do espago de conexdes de fibrados principais de uma variedade 4-dimensional e na se-
gunda fazemos uma introdugao na teoria de Fredholm generalizada, chamada teoria de
poliedades, com o objetivo de tentar, em futuros trabalhos de pesquisa, achar uma relagao

entre as duas teorias, como explicamos ao final da secao.

Primeira parte

Fazemos nesta parte uma introducao a teoria de calibre, podemos dizer que a
teoria do calibre consiste no estudo de fibrados, conexoes sobre eles e curvaturas destas co-
nexoes. Grande parte deste trabalho é dedicada ao estudo de conexdes “(anti-)autoduais”,
esses objetos foram introduzidos pelos fisicos e se converteram numa ferramenta princi-
pal em fisica moderna. O nosso ponto de vista, neste trabalho, é ao nivel da geometria
diferencial e da topologia.

O primeiro capitulo é dedicado aos conceitos basicos usados ao longo do texto, para fi-
xar notagoes e enunciar alguns resultados relevantes. Neste trabalho, serdao considerados
fibrados vetoriais e principais. Uma aplicacdo suave s: M — FE, tal que mos = 1y
é chamada se¢do, denotaremos o espago de segoes como I'(P), é interessante estudar a
maneira de diferenciar se¢oes, é aqui que aparece o conceito de conexdo 2.1, Num fibrado

vetorial |, uma conexdo linear é uma aplicacdo R ou C-linear
V:I(E) = I(E)®QY(M)

satisfazendo V(fo) = fV(o) + 0 ® df, para toda f € C®, 0 € I'(F) em que d é a
diferencial exterior.

Para fibrado principal, as conexdes sao definidas de maneira mais geométrica, em cada
ponto p € P, := 7w !(z), é naturalmente definido o espago vertical como o tangente &
fibra T),P,. Uma conexao ¢ uma escolha suave de um complementar ao espago vertical,
(ver figura [I]). Neste contexto, uma conexao é uma distribui¢ao suave, da qual também

exigimos que seja invariante com respeito a a¢do num sentido a ser definido depois (ver

secao .
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Figura 1: Uma distribuicdo é uma escolha suave e equivariante de um complementar do espago
tangente a fibra P, no ponto z. Esta distribuicao é chamada distribuicdo horizontal.

Associado & uma conexdo V, vem a curvatura, existe um operador dy: Q/(M,E) —

QI (M, E) que fornece a sequéncia
0 — QUM, E) Y5 QY(M, E) % ... % ov(M, E) & 7Y (M E) 5 -

A composigao Fy := dyoV: Q°(E) — Q?(E) é um mapa Q°(M)-linear. Fy € Q*(Hom(E, F))
¢ chamada forma de curvatura de E associado a conexao V. Por outro lado, lembremos

que o operador de Hodge : QF(M,R) — Q"*(M, R), permite ter a decomposigao:
Q*(M,R) = Q% (M,R) @ Q* (M, R).

02 (M,R) e Qi(M ,R) sdo chamados autoespago e antiautoespago, associado a F respec-
tivamente (dependendo da convencao feita da orientacdo da variedade M). Na teoria
de calibre, esta decomposi¢ao é interessante devido a 2-forma de curvatura, aplicando o
operador de Hodge, obtém-se uma decomposicao da curvatura em curvaturas “autodu-
ais” e “antiautoduais”. Os fisicos em particular, descobriram que os campos de calibre
autoduais, chamados também de instantons ou anti-instantos, sao solucoes da equacao
de Yang-Mills. De fato, em variedades compactas estas solugoes sao realmente minimos
absolutos da acao de Yang-Mills (ver se¢ao .

Concluimos com o seguinte resultado sobre a estrutura topoldgica e suave
do espaco de solugoes da equacao de Yang-Mills, que é o mais importante desta pri-
meira parte: Sejam A3(P) o espago de conexdes irredutiveis (ver se¢ao e o quociente
M(P) = A*(P)/G(P), em que G(P) é o grupo de transformacoes de calibre de P. Se M é
uma variedade riemanniana de dimensao 4, denote por £M = £ A*(P)/G(P) o espago de
conexoes (anti) autoduais em P, modulo transformagoes de calibre. Entao, em condigoes
“adequadas” (ver Prop. , o espago de moduli de instantos =M, se for nao vazio, é
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uma variedade suave de dimensao finita. Isto foi mostrado pela primeira vez em 1978 por
Atiyah, Hitchin, e Singer [2]. Na demonstracao também é fornecida a dimensao desta
variedade em termos de constantes (“cargas topoldgicas”™) que dependem da topologia da

variedade base M e da dimensao do grupo de estrutura G.

Segunda parte

Nesta segunda parte, comegaremos a estudar teoria de Fredholm em um con-
texto mais amplo, estudaremos o modelo de suavidade proposto por H. Hofer, K. Wysocki,
E. Zehnder em |10} |14} |15], chamado sc-suavidade. Com isto aparece uma nova categoria
cujos objetos sao chamados poliedades. Uma poliedade é uma generalizacao da nogao
de variedade, o modelo local é diferente aos abertos de espagos de Banach utilizados na

geometria cldssica (ver se¢ao .

Algumas vantagens da teoria Fredholm em poliedades sao: Muitos espacos
que nao possuem a classica estrutura diferenciavel podem ser munidos com uma versao
mais fraca de “estrutura diferenciavel” que pode ser pensada como uma “variedade” que
localmente varia de dimensao. H4 uma nogao de fibrado (ver segéo, com segoes “sc-
Fredholm” (ver , isto permite ter uma versao do Teorema da Aplicagdo Implicita, que
sob certas restrigdes permite afirmar que o conjunto solucdo s~'{0}, é uma subvariedade

na nova categoria.

A nossa motivagao para estudar esta segunda parte é a seguinte: observemos
na figura [2| o espago de moduli num caso particular, ([8] p. 45-46), em que nao somente
conexoes irredutiveis sdo consideradas. Na teoria de Donaldson [6] se d4 uma descri¢ao
deste espaco de moduli, permitindo conexoes redutiveis, colando cones projetivos na parte
suave do espago de moduli. A teoria de Fredholm geral, proposta por Hofer, permite
este tipo de singularidades em seu modelo de “suavidade”, desse modo ¢ natural pensar
que esta teoria fornece uma descri¢ao na linguagem de poliedades do espago de moduli
de instantos, em que conexoes redutiveis sao permitidas e é natural, entdo, sondar a

possibilidade de juntar esta teoria com a teoria apresentada na primeira parte.
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M

Figura 2: Representagao pictérica do espago de moduli, em que por cada conexao irredutivel,
aparece uma singularidade no espago de moduli (figura tomada de [8]).
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Capitulo 1
Preliminares.

O proposito deste capitulo é estabelecer defini¢oes e notacoes, também resul-
tados que serdao importantes em todo o resto deste trabalho. A partir de agora um espaco
vetorial, sera considerado de dimensdo finita sobre o corpo de escalares, subentendido no
contexto (R ou C). Adotaremos a convengao estdndar de denotar por X(M) o espago
vetorial de campos diferenciaveis sobre a variedade suave M, também se f: M — N ¢é
uma aplicagao diferenciavel, denotaremos a diferencial de f no ponto p € M, como é usual

por (df), ou também por fi,.

1.1 Algumas nocgoes basicas de grupos de Lie

Definicao 1.1.1. Um grupo de Lie é um grupo cujo conjunto subjacente G tem uma
estrutura de variedade diferenciavel, de tal forma que a aplicagdo produto p: (g,h) €
G x G+ gheGeainversioi: g € G+ g~ € G sao aplicacoes diferencidveis. G x G é

considerado como variedade produto.

Os seguintes sao exemplos de grupos de Lie, o leitor é estimulado a ver sua

construcao em detalhes na bibliografia |19, [25].
Exemplos 1.1.2.

1. Gl(n,R), Gl(n,C) matrizes invertiveis com entradas em R e C respectivamente com

o produto usual de matrizes.

2. O(n) :={g € Gl(n,R) | g¢" = ¢*9 = I}, aqui g" denota a transposta da matriz g e

I é a matriz identidade.
3. SO(n) :={g € Gl(n,R) | detg = 1}

4. SU(n) := {g € GI(n,C) | g¢" = g'g = I, detg = 1}, aqui ¢* denota a matriz

transposta conjugada de g.
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5. U(n):={g € Gl(n,C) | g3* = g'g = I}, note que U(1) ~ S! a esfera unitaria.

6. O grupo de Lie GI(V') para um espago vetorial de dimensao finita V', onde seus
elementos sao transformacoes lineares invertiveis de V' em se mesmo com a operagao

de composicao, este é chamado o grupo linear de V.

Denotaremos L,: h € G +— gh € G e R;: h € G — hg € G as translagoes
no grupo de Lie G a esquerda e a direita respectivamente. Observe que L, e R, sao
difeomorfismos. Denotaremos a dlgebra de Lie de G por g, e denotard a identidade do

grupo G.

Definicdo 1.1.3. A aplicagdo Cy: h € G — L, 0 Ry-1(h) = ghg™' € G é chamada

conjugacao.

Denotaremos por Aut(V) onde V' é um espago vetorial, o espago vetorial de
todas as transformacoes lineares invertiveis de V em V e dizemos que ¢: G — H ¢é
um homomorfismo entre os grupos de Lie G e H, se ¢ é um homomorfismo de grupo
diferenciavel. Um caso particular de homomorfismo entre grupos de Lie é quando o contra-
dominio é um grupo linear G1(V'). Nesse caso, o0 homomorfismo é chamado representagdo
de G no espago vetorial V' de dimensao finita.

Em um grupo de Lie G, sempre temos uma representacao linear natural em sua algebra
de Lie g induzida pela conjugacao. Note que C,(e) = e dal que d(C,). é uma aplicacao

linear de g — g, note também que para todos g, h € G, vale que:
Cyo Cy(z) = g(heh™)g™" = Cyn()
logo, pela regra da cadeia, temos d(C,).d(Ch)e = d(Cyp)e., logo a aplicagao
Ad: g € G — d(Cy). € Aut(g) (1.1.1)

estd bem definida. Com isto, faz sentido a seguinte definicao.

Definicao 1.1.4. Dado um grupo de Lie G, definimos a representacao adjunta de G na
sua algebra de Lie g para ser o homomorfismo de grupos definido em ([1.1.1]).

A representagao Ad é diferenciavel e denotaremos por ad, := (Ad).., entao,
ady: g — Aut(g). (1.1.2)

Todo grupo de Lie G tem associada uma 1-forma que toma valores em g naturalmente

definida, de grande importancia em teoria de calibre chamada forma de Maurer-Cartan.
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Definicao 1.1.5. Seja G um grupo de Lie e g a sua algebra de Lie, a forma de Maurer-
Cartan invariante a esquerda, © € Q'(G,g) é uma 1-forma sobre G com valores em g
definida por

Oy = (Ly1): TG —g

Se V' é um campo invariante a esquerda, entdo (V) = V(e), portanto O, é
uma identificagao natural entre g e T.G. Para um grupo de Lie de matrizes, a forma de

Maurer-Cartan em um ponto g estd dada por ©, = g~'dg.

Teorema 1.1.6. Seja G um grupo de Lie e © sua forma de Maurer-Cartan. Entao
L. L;©0=6
2. R}© = ady,1 0.

Demonstragio. Para X € X(G) e g,h € G, temos

LyOn(X) = O, () (Lg)«(X)) = (Ligny-1)s © (Lg)«(X)
— (Lp1)o(X) = O4(X).

De onde segue o item 1 e para ver o item 2, observe que

ROn(X) = Oryn) ((Bg)«(X)) = (Ling)=1)+ 0 (Rg)(X)
— (Ly-1p-1 0 Ry)u(X) = Ady-1(h ™). (X)
— (‘Adg71>>|< o (Lh,l)*<X) = adgq @h(X)

[]

Sejam X,Y € X(G) entao [0,0](X,Y) := [O(X),0(Y)], tem-se a seguinte

equacao estrutural.

Teorema 1.1.7. Seja G um grupo de Lie e © a sua forma de Maurer-Cartan, entao
1
e + 5[@, O] =0.

Demonstragdo. Tome {e;}7_, uma base para g e {#'}, a tnica base dual, i.e., §'(e;) = &

a delta de Kronecker, entdo © = #° ® e; somando em i. Pelo teorema acima temos que

dO(e;, er) = (e;(0'(ex)) — en(0'(e;)) — 0'[e;, ex])ei
= (¢;(0;) — er(05) — O'lej, ex))es = —0'[e;, exle
= —[0'¢;,0%;]e; = —[O(e;), O(ex)]

[67 @](ejvek)

1
2

de onde temos o resultado. O
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Para variedades M e N quaisquer, denotamos o conjunto de difeomorfismos
de M em N por Diff (M, N), no caso M = N escrevemos simplesmente por Diff (M).

Definicao 1.1.8. Uma ac¢do a direita do grupo de Lie G sobre a variedade suave M ¢é
uma operagao R: M x G — G, tal que os mapas R,: v € M +— Ry(x) := R(z,g) € M
sao difeomorfismos e R, o R, = Ry, ie., a acdo é um mapa g € G — R, € Diff(M),

analogamente se define a acdo a esquerda.
Denotaremos R(z, g) simplesmente por zg.

Definicao 1.1.9. Uma acao é dita livre se cada vez que temos xg = x, entao g = e, em
outras palavras, o conjunto Stab, = {g € G | zg = x} que é um subgrupo de G chamado

o estabilizador de x € M, é trivial.

Uma ag¢ao de um grupo G, sobre uma variedade M, induz uma relacao de

equivaléncia como segue, para x,y € M
x ~ 1y se, esomente se, existe g € G tal que, = = yg.

Denotaremos por M /G o conjunto de classes de equivaléncia chamado o espago de drbitas.

1.2 Fibrados vetoriais

Apresentaremos defini¢oes e alguns resultados gerais do que é o substrato de
nosso trabalho, fibrados vetoriais e fibrados principais. Veremos na secao a relacao

entre estes.

Definicao 1.2.1. Seja M uma variedade diferenciavel de dimensao n, um fibrado vetorial
real (ou complexo), é uma variedade diferencidvel F, munida com uma aplicagdo suave e

sobrejetora m: F — M, que satisfaz:
1. Para cada x € M, E, := 7 '(x) é um espaco vetorial complexo (ou real).

2. Para cada x € M, existe uma vizinhanca aberta U de z em M, e um difeomorfismo

o: 11 (U) — U x C", que satisfaz:
e ¢|g,: E; — C" é um isomorfismo de espagos vetoriais.
e Se Pri: U x C" — U ¢é a projegao no primeiro fator, entao Pry oy = 7.
Denotaremos um fibrado vetorial por E = M, ou simplesmente por E, quando
a projecao e variedade M esteja subentendida. F é chamado o espaco total, a dimensao

da fibra 771(x) é chamado o posto do fibrado, = é chamada a projecio e o aberto U é

chamado uma trivializacao local em z € M.
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Exemplos 1.2.2. Os proximos exemplos foram tomados de onde sua construcao é

feita em detalhe.

1. O exemplo mais natural é o chamado fibrado produto ou trivial, que é M xC" LN/ ,

onde Pry é a projecao sobre o primeiro fator.

2. (A faiza de Mébius) Defina uma relagdo de equivaléncia sobre R? declarando que
(x,y) ~ («',y) se e somente se (z',y') = (v + n,(—1)"y) para algum n € Z. Sejam
E := R?/ ~ o espago quociente e ¢: R* — F o mapa quociente que envia (z,y) na
sua classe de equivaléncia. Definimos 7: E — S, o mapa sobre a esfera unitéria

que faz o seguinte diagrama comutar

onde Pr;: R? — R é a projecao sobre o primeiro fator e e: R — S é o mapa de

2mix

recobrimento suave dado por e(z) = e*™*, entdo 7: £ — S é um fibrado vetorial.

3. (O fibrado tangente) Seja M uma variedade n dimensional e T,,M o espago tangente

em x € M que é um espaco vetorial de dimensao n. Definimos

TM = {(z,v) C M xR" |v e T,M 2R} = | | T,M (1.2.1)
zeM

e Pri: TM — M é a projecao sobre o primeiro fator. Entao TM Py M 6 um

fibrado vetorial chamado o fibrado tangente.

Na figura [[.1] mostra-se uma representacao pictérica dos exemplos 1. e 2. acima, onde
M = S' com fibra R, no lado esquerdo, temos um fibrado produto e no lado direito,
a faixa de Mobius. Observe que os espagos totais sao globalmente “diferentes” como
variedades, pois, como sabemos, a faixa de Mobius é nao orientavel enquanto que o cilindro

é orientavel.

| bl
1 1 i
L | v

k.

i)

Figura 1.1: O cilindro e a faixa de Mobius do lado esquerdo e direito respectivamente,
vistos como fibrados vetoriais.
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Seja m: £ — M um fibrado vetorial de posto r sobre M. Escolha uma cober-
tura {U,} de M tal que @,: 7 1(U,) — U, x C" sdo os isomorfismos dados na defini¢ao
1.2.1] Denotemos o conjunto U, N U por U,g, se Uyg # 0 e € U,p, entdo existe um
mapa suave Top: Uys — Gl(r, C), tal que a composigao ¢, o goglz Uap X C" — Uy x C7
tem a forma

a0 05 (x,0) = (2, Tas(z)(v))

em que Tys(z)v denota a acao de multiplicagdo de matrizes sobre os vetores v € C". De

fato, pela definigao [I.2.1] de fibrado vetorial temos que o seguinte diagrama é comutativo.

' o
Uap X "~ 77 Uy ) —s Upp x C"

Pry Pry

Uas
Segue que Pryo(yp, o gogl) = Pry, isto mostra que (¢, © gogl)(x,v) = (x,0(z,v)), para
alguma funcao o: U,g x C" — C", também pela definicao de fibrado vetorial, a aplicacao
v = o(z,v) é um isomorfismo linear de C" em C", assim, pode ser pensado como uma
matriz Tyos(z) de r x 7, logo Tog(x)v = o(x,v).
A funcoes T,p sao chamadas fungdes de transicio e satisfazem as chamadas condicoes de

cociclo
1. Tos = Tga em Uyp x C™.
2. TopoTpy0Tyy =1em Uypy x C™.
3. Toa = 1.

Dado £ 5 M um fibrado vetorial e um aberto trivializante U C M, dizemos que
{ok}ey CT(E|y) é um referencial local em U, se para cada x € U, temos que {ox(z)}}_;
¢ uma base da fibra E,. O referencial é dito global se U = M. Os referenciais locais
sempre existem em um fibrado vetorial, de fato, suponhamos que temos uma trivializagao
local ¢: 7 (U) — U x R" e seja {e;}7_, a base canonica de R” (ou C"), entdo para cada
p € U defina

sit=@ Hp &), 1<i<r. (1.2.2)

Entéo, o conjunto {s;}/_; é um referencial local em U. O exemplo acima mostra como
construir um referencial, de fato, um fibrado vetorial é trivial se, e somente se, admite um
referencial global. No caso da faixa de Mobius, dar um referencial global é dar em cada

de St ! a 1 fib i i a0 é ivel
ponto de S* um nimero nao nulo em sua fibra que varia suavemente, isto nao é possivel,

o leitor pode se convencer disso olhando a figura [1.2]
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Figura 1.2: A atribuicdo continua de um niimero diferente de zero em cada ponto de S' nao é
possivel.

Definicdo 1.2.3. Sejam f: M — N uma aplicacio entre variedades diferencidveis, £ =
M e F 2 N fibrados vetoriais, dizemos que ¢: E — F é um morfismo de fibrado vetorial
se é continua e preserva a estrutura de espaco vetorial nas fibras, i.e., ¢|g, : Ex = Fpu
¢ transformacao linear de espagos vetoriais, o morfismo ¢ recobre a aplicacao f, i.e., o
seguinte diagrama ¢é comutativo.
E—“>F
T T2

f

Se M = N e ¢ é um homeomorfismo, tal que ¢|g, é isomorfismo linear, dizemos que ¢ é

um isomorfismo de fibrados vetoriais.

Com as notagoes do exemplo do fibrado tangente, o fibrado cotangente é um
exemplo natural de fibrado vetorial associado a uma variedades suave, é comumente de-
notado por T*M e é dado por

"M = |_| T M
zeM

em que T, M denota o dual do tangente T, M em z € M, com a projecdo m que envia
um elemento v de T; M em x € M. Entao, 7: T*M — M é um fibrado vetorial sobre M.
Para maiores detalhes e a construgao explicita das fungoes de transicao que caracterizam
o fibrado recomendamos ver segao 3.4 de [27].

Sejam F, F' fibrados sobre M de posto r e s respectivamente, com 7,5 e (5 funcoes de
transicao de E e F respectivamente. Existem construgoes estandar que se podem realizar
para formar novos fibrados sobre a variedade base M (detalhes da construgao sao referidos
a [27])

1. A soma direta E & F é fibrado vetorial sobre M, dado pelas func¢oes de transicao.

o 0
Tap € GL(r + 5,C)
0 Caﬂ
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2. O produto tensorial E ® F, é fibrado vetorial sobre M com func¢oes de transicao

Top @ Cap € GL(rs,C): C"®C° —» C" ® C°.

1.3 Fibrado principal

Seja M uma variedade diferenciavel de dimensao n e G um grupo de Lie.

Definigao 1.3.1. Um G-fibrado principal é uma tripla (P, M,7), onde P = M é uma
aplicagdo suave e sobrejetora entre variedades diferenciaveis e uma agdo de G a direita
livre e suave, 7 é invariante por esta acao e induz um isomorfismo entre M é o conjunto de
érbitas P/G. Mais ainda, existe uma cobertura {U,} C M, tal que o seguinte diagrama

é comutativo,

7N U,) —2 Uy x G

T
Prq

Ua

e ¢, ¢ um isomorfismo equivariante pela acdo de G, i.e., po(p) = (7(p), ga(p)), para
algum mapa g,: 71 (U) — G que satisfaz, go(pg) = go(p)g para todo g € G. Pry é
a projecao sobre o primeiro fator. G é chamado o grupo estrutural e denotaremos um
fibrado principal por G — P & M.

Definicao 1.3.2. Um isomorfismo entre G — P =5 M ¢ G — Q =2 M é um difeomor-
fismo f: P — (@) entre os espacgos totais que é invariante pela acao de G e que recobre a

identidade, i.e., o seguinte diagrama é comutativo

P*f>Q
Wll lﬂ'l
s
M-—M

Se f: P — P é isomorfismo de fibrado, f é dito automorfismo de fibrados, denotamos o
conjunto de todos os automorfismo de fibrado de P por Aut(P), que forma um grupo com
a composicao de fungdes. O grupo Aut(P) é de grade importancia em teoria dos calibres,

o retomaremos mais na frente no capitulo [3]

Exemplo 1.3.3. Dada uma variedade M de dimensao n e um grupo de Lie G qualquer,
podemos definir analogamente ao exemplo [I.2.2)um fibrado principal produto, com espago

total G x M e projecao Pri: M x G — M no primeiro fator, aqui a acao

R: (M xG)xG—M
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¢ dada por R((x,g),h) = (x,gh), esta acdo é livre e suave, note ademais que a fibra em
cada ponto é nada mais que o préprio grupo GG. Um fibrado principal é dito trivial se é

isomorfo a um fibrado produto.

O conjunto de automorfismos de fibrado Aut(P), é central neste trabalho como
serd visto mais adiante, onde por meio de uma agao de Aut(P), definimos o espago de
“moduli” (ver segao e defini¢ao M) Também para fibrados principais temos a
fungdes de transi¢do que iremos descrever agora. Seja P — M um G-fibrado principal
e uma cobertura de M por trivializagoes locais {U,} C M. Sobre U,z := U, N Uz # 0,

temos dois maneiras de trivializar o fibrado, como mostra o diagrama

Uag X G+ 17 (Ung) —— Ung X G

Prqy Prq

Uag

para b € M e p € 77(b), temos wu(p) = (b,9a(p)) € ws(p) = (b,gs(p)), em que
9a(p), gs(p) € G, logo, como a acao ¢ transitiva nas fibras, existe gop(p) € G tal que

9a(p) = Gap(P)gs(p), isto é
9as(P) = 9a(P)gs(p)”" (1.3.1)

de fato gag(p) é constante nas fibras, pois

9a8(p9) = 9a(p9)95(p9) " = 9a ()99 ' 95(p)
= Jap (p)

Dito de outra forma gas(p) = gas(m(p)) para alguma fungao g.s: Usp — G. Segue da

equagao ([1.3.1]) as condigoes de cociclo
1. gap(b)gsa(b) = €, para cada b € Uyg, em que e € G é a identidade do grupo.

2. 9ap(0)gp(0)gya(b) = e, para cada b € Uyg,.

Com as notacoes da discussao prévia, as fungoes go5: Uyg — G s@o chamadas fungoes de

transicao do fibrado principal G — P = M.

Definicdo 1.3.4. Dado um fibrado (principal ou vetorial) E = M, uma aplicacio

s: M — E, é dita uma se¢io do fibrado, se é suave e para todo = € M, temos mos(x) = x.

Os campos vetoriais no fibrado tangente e as 1-formas no fibrado cotangente
sao exemplos de se¢oes. Uma k-forma com valores em um fibrado vetorial £ — M é uma
secao do fibrado tensor E ® A*T*M, entre E e a k-ésima poténcia exterior do fibrado

cotangente T*M, i.e., o fibrado que em cada ponto tem como fibra o espaco dual a fibra
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do fibrado tangente, adotamos a notagao Q¥(M, E) :=['(E @ A*T*M).
No caso de um fibrado vetorial, sempre existe uma secao distinguida que é a se¢do que a

cada ponto da variedade base faz corresponder o zero de sua fibra, (ver figura )

—

<4

Figura 1.3: Na figura, representamos uma se¢ao qualquer e a linha pontilhada representa a
secao nula.

Observacoes 1.3.5.

1. As secoes foram definidas acima como fungoes definidas em toda a variedade base,
uma secao deste tipo é chamada secdo global, mas também podemos ter secoes
definidas s6 em uma vizinhanga da variedade base, estas se¢oes serao chamadas de
secoes locais. Se E = M é um fibrado, entdo o espaco de todas as secdes serd
denotado por T'(E) ou também como Q°(M, E).

2. Vale que (ver [20]),
[(E® A'T*M) 2 T(E) ®qon D(AYT* M) 2 T(E) ®qoar (M, R),

usaremos estas notacoes indistintamente para as secoes de E ® AFT*M.

Seja G — P 5= M um fibrado principal com acdo & direita R: M x G — M,

embora as fibras do fibrado principal sao difeomorfas ao grupo GG por meio do mapa
g€ G: = Ry(9) € P, =n""(n(p)),

as fibras de um fibrado principal ndo tém em geral um elemento privilegiado para definir
se¢oes globais como no caso dos fibrados vetoriais, por isso nao é verdade em geral que
exista uma secao global. Porém as se¢oes locais sempre existem, de fato, um fibrado
principal G — P = M admite uma secdo global se, e somente se, G — P = M é um
fibrado trivial, i.e., isomorfo a um fibrado produto, (ver exemplo .

Para ver isto observemos primeiro que as trivializa¢oes permitem definir se¢oes locais.

Supondo primeiramente que P é localmente trivial, seja (U,, ¢,) uma trivializagao local
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em um ponto x € M, i.e.,
Va: T HUy) = Uy X G

¢ um difeomorfismo como na defini¢ao m Defina uma secdo s, : U, — 7 1(U,), pela

férmula
o(sa(x)) = (x,€) (1.3.2)

em que e € G é a identidade do grupo.

Inversamente uma sec¢ao local s,: U, — w‘l(Ua), permite identificar a fibra sobre um
ponto z € U, com G, de fato, dado p € 7~1(x), existe um tinico elemento do grupo g,(p)
tal que p = $4(7)ga(p), 0 que d4 um isomorfismo entre 7—!(U,) e o produto U, x G que
envia p — (s(z), ga(p)). Consequentemente, se o fibrado for trivial, a mesma construcao
acima resulta em uma secao global e inversamente, se temos uma se¢ao global, teriamos

um difeomorfismo de nosso fibrado com um fibrado produto.

1.4 Fibrado associado e de bases

Temos apresentado até aqui, dois tipos de fibrado, a pergunta natural é como
estao relacionados um com o outro, dado um fibrado vetorial é possivel obter um Gl(k, R)-
fibrado principal, chamado fibrado de bases e viseversa, dado um fibrado principal, po-
demos obter um fibrado vetorial mediante a construcao do fibrado associado, estas cons-
trugoes serao usados no resto do texto, damos a ideia da construcao e para os detalhes o
leitor pode consultar [9] segdo 2.2, para o caso do fibrado de bases e [27] segdo 10.9 para

o caso do fibrado associado.

Fibrado de Bases

Seja £ = M um fibrado vectorial de posto k, queremos associar um Gl(k, R)-
fibrado principal sobre M, que denotaremos por F'(E) 2, M. Para tanto, denotemos por
F, o conjunto de todas as bases do espaco vetorial E,, entdo cada elemento de F}, pode

ser pensado como um isomorfismo linear p: R¥ — E,. Defina o espaco total por

F(E) = || F,.
zeM
Gl(k,R) age sobre F(E) pela direita por composigao e esta agao é livre e transitiva sobre
F,, pois se p € F, e g € GI(k,R), temos que px g := po g: R* — E, é isomorfismo.
Cada elemento de F(E) é um par (z,p) € M x F, com projegao 7: F(E) — M que
manda (z, p) — z. As trivializagoes de F'(F) estao induzidas pelas trivializa¢oes de E da

seguinte maneira: Se ¢, : 7 1(U,) — U, X R* é uma trivializacio local de E, temos por
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definicao que a aplicacao

Pog = (SDa) EI: E, — R*

¢ um isomorfismo linear. Defina por fim
Vo: T HU,) — U, x Gl(k,R)
(x,p) = (2, ¢az00p)

que sdo as trivializagoes desejadas que tornam F'(E) um Gl(k, R)-fibrado principal.

Fibrado associado

Seja G — P & M um G-fibrado principal, suponhamos que p: G — GI1(V)
é uma representacao dada, em que V' é um espaco vetorial. Observemos que uma repre-

sentacao de G em V induz uma acdo de G sobre V', de fato, se p é uma representagao,

defina
x: VxG — Vv

(v,9) — vxg:=p(g "

Queremos construir um fibrado vetorial £ I, M associado a P, para tanto defina
E:=Px,V=PxV/~ (1.4.1)
onde ~ é a relacao de equivaléncia dada por

(p,v) ~ (pg, p(g~")v) para cada g € G (1.4.2)

Podemos dizer que G age a direita sobre P x V pela acio (p,v) * g = (pg, p(g~1)v), isto
permite olhar P %,V como um espaco de érbitas. Defina a projecao 7: [(p,v)] € Px,V

7(p) € M, entdo temos que o seguinte diagrama é comutativo,

P ~ M

onde P ¢ a projegao candnica e Pr; é a primeira projecao. Vejamos que P x,V I M
é localmente trivial, para tanto, seja & € M arbitrdrio e ¢,: 7 '(U) — U, x G uma

trivializacdo local, denotemos por ¢ = Pryop,: # 1(U) — G e definamos,

oV FHU) o UxV
[(p,0)] = (7(p), p((p))v)
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Como Pry o ¢ = 7, tem-se que

ot (g7 (@, 0),0)]) = (@, (U (97" (2,0))), 0) = (, ple)v)

Dai que o mapa (x,v) — [(¢7(z,¢e),v)] é o inverso de ¢!, que define desta forma uma

trivializagao local.

Exemplo 1.4.1. Com as notagdes acima, no caso particular em que p: G — Gl(g) é
a representacao adjunta (ver definigao [1.1.4)) de um grupo de matrizes G na sua alge-
bra de Lie, dada por (g, X) — ¢gXg! o fibrado vetorial associado a P — M via esta

representagao é denotado tipicamente por ad(P) ou gp.

Exemplo 1.4.2. Apresentamos uma versao nao linear de ad(P). Sobre P x G considere
G agindo sobre G mesmo por conjugagao, em que p: G — Diff(G) manda g € G +— p(g) =
Cy a conjugacao do grupo como na defini¢ao[l.1.3] Definindo uma relagao de equivaléncia
como aquela dada na equacao , obtemos um fibrado Ad(P) := P X G com fibra
G.

Suponha dada uma se¢ao s: M — Ad(P), podemos definir a fungao f: P — G
pela equagao s(m(p)) = [p, f(p)] e observamos que

[p, f(p)] = s(7(p)) = s(7(pg)) = [pg, f(pg)]
= [p.9f(pg)g™"]

Como a agio é transitiva nas fibras, temos que f(pg) = g~ f(p)g, logo podemos observar

que o espago de se¢oes de Ad(P) esté identificado com

C(P,G):={feC®P,G)| flpg) =g 'f(p)g} (1.4.3)

C(P, V) é chamado o espago de fungoes equivariantes com valores em G e forma um grupo

com a multiplicagao induzida: (fif2)(p) = f1(p)f2(p).

Considere £ = P x,V o fibrado associado a um G-fibrado principal P, via
uma representacio p do grupo G no espaco vetorial V. Existe uma relagdo entre QF(P, V)
e QF(M, E), vejamos isto. Suponhamos w € QF(P, V), definimos w’ € QF(P,V) como
segue, para {X;}¥_, campos em T, M, tome levantamentos X, € T,P, i.e., m.(X;) = X;

para 1 < 7 < k e considere a expressao:

W' (X)) = [pywp(X1, -+, Xp)] para algum p € 7 '(x). (1.4.4)

A fim de que w’' na equacao acima esteja bem definida, w tem que satisfazer as condigoes
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da seguinte:

Definicao 1.4.3. Seja G — P 5 M fibrado principal. O espaco de k-formas bdsicas
sobre P com valores em V denotado por QF(P, V), se define por aquelas k-formas sobre

P com valores em V| tais que:
* _ —1
1. Ry(w) = p(9~")w, para cada g € G.
2. w é anula no espago vertical, i.e., w(X,...) = 0 para qualquer campo vertical X.

Observacao 1.4.4. Pelo observado antes, as k-formas basicas com valores em V' estao

em correspondéncia biunivoca com as k-formas sobre M com valores no fibrado associado

E =P x,V pela formula (1.4.4]). No caso particular do exemplo temos

O*(P,g) = Q" (M, gp).
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Capitulo 2
Conexoes e curvatura

Comecaremos a estudar as conexoes em fibrados principais e vetoriais, o ob-
jetivo é estudar a estrutura do conjunto de todas as conexdes sobre um fibrado, isto sera
feito na se¢ao A parte de conexoes em fibrado vetorial, é pautado principalmente em
[20], a parte de fibrados principais, em [9] e [17] e para os resultados no fibrado associado

usamos como referéncia [22].

2.1 Conexoes em fibrados vetoriais

M denotara uma variedade diferencidvel de dimensao n, £ = M um fibrado

vetorial real (ou complexo) de posto r.

Definicao 2.1.1. Uma conexdo linear sobre o fibrado vetorial F, é um operador R-linear
(ou C-linear) V: I'(E) — T'(E) ® Q' (M), satisfazendo a regra de Leibniz, i.e.,V(fo) =
fV(o)+o®df, para toda f € C®, o € I'(E) e onde d é a diferencial exterior.

As seguintes propriedades sao validas, os cdlculos que envolvem sua demons-

tracao podem ser consultados em [20]. Para X,.Y, € T,M e a,b e R.
L Vi, (fs) = X,(f) - s(p) + f(P)Vx,(s)

2. Vax,1vy, (s) = aVyx, (s) + bep(S).

Queremos definir uma conexao no fibrado trivial £ = M x R", definido no exemplo [1.2.2]
Por meio da identificagao, entre I'(E) e C*°(M,R") (fungdes sobre M a valores em R")
e entre, QY (M, E) e Q'(M,R") (1-formas sobre M a valores em R"), define-se a conezdo

linear natural, como a derivada exterior usual de func¢oes de valores vetoriais,
d: C°(M,R") — Q'(M,R")

de modo que, se {e;}7_, denota uma base para R", entdo para toda s € I'(E), existem

funcoes s’ tais que, s = s'e; e por tanto ds = ds’ @ e;, onde se estende a soma para
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1 <1 <r. A partir deste exemplo e usando parti¢coes da unidade, se pode provar que um
fibrado vetorial qualquer, sempre admite uma conexao linear.

Qual é a estrutura do conjunto de todas as conexdes lineares em E? Observe que, se V;
e V3 sao duas conexdes no fibrado E, f € C*°(M) e 0 € I'(E), temos que

(Vi—=Va)(fo)=fVioc+o®df — fVyo — o @ df
= f(Vi—=V3)o

se conclui que V;—V5 é uma aplicagdo C*°(M )-linear, denotaremos por End(F) := E*QF
e por End(E) := I'(énd(E)) ~ I'(F) @ T'(F) ~ I'(F) ® Q' (M), entao (V; — V) €
End(F)® Q'(M). Reciprocamente, sendo a soma V + A, de uma conexao linear V e uma

aplicacao C°°(M) linear A, uma conexao linear em FE, temos o seguinte resultado

Proposigao 2.1.2. O conjunto de todas as conexdes em FE, denotado por A(FE), é um
espaco afim modelado sobre End(E) @ Q'(M).

Suponhamos F um fibrado vetorial sobre M e p,q € M pontos préximos,
escolhida uma conexao V sobre E, é possivel “comparar” as fibras E, e E, por meio de
um transporte paralelo ao longo de curvas a, juntando p com ¢ (ver figura [2.1)), de fato,

temos o seguinte resultado

Figura 2.1: As conexdes proveem uma maneira de “conectar” ou identificar fibras acima de
pontos préximos.

Proposicao 2.1.3. Com as notacgoes do parrafo anterior, seja o uma das tais curvas e
o(t) € Q(Eyw), ie., o(t) = o(a(t)) para alguma o € Q°(E). Entdo, existe um tnico

D i .
operador - que satisfaz:

D(0'1+0'2) _ Doy Doo
L. Tdt + dt

D(fo) __ df Do
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Demonstragio. A existéncia deste operador se mostra exibindo como esse estd dado em
coordenadas, vejamos isto, suponha sem perder generalidade que, para todo ¢ no dominio
da curva «, a(t) € U no qual (U,¢) é uma carta local de M, sejam ademais 0; :=
B%i € QYT Mly) e {e;}_,; um referencial local de Q°(E|y), onde r denota o posto do
fibrado, podemos escrever a(t) = ¢ *(uy(t), -+ ,uy(n)), para algumas fungdes suaves
u;i(t) e o(t) = X oi(t)e;(t), em que e;(t) = e;(a(t)). Assuma a existéncia de um operador
D satisfazendo as condigoes 1.,2. e 3. da proposi¢ao, entdo, calculando na expressao local

de o e usando as propriedades de D, temos

dt_z<wz +@@Vw@»,

du;
e como o/(t) = Z i “0;, temos que, para algumas funcoes suaves Fﬁj sobre U, vale o
seguinte:
du, duj
Va/(t)(el) = Z ditjvfaj (GJ) = Zl d—th‘wel,
J s

dO’l du;

Reciprocamente, a férmula (2.1.1) define um operador % que satisfaz as propriedades
1.,2. e 3. Por ultimo observemos que a imagem de a pode ser coberta por um nimero

finito de cartas, logo, a hipétese de que esta contida em uma carta nao é relevante. [

Uma se¢io o(t) do fibrado E ¢é dita paralela ao longo de a(t), se 52 = 0. Para
um ponto o(0) € Ey(g) € uma curva suave, existe uma tnica secao paralela o(t), tal que,
a correspondéncia ¢(0) — o(1) é um isomorfismo entre E, ) e Eu1). Esta observacao

serd retomada mais na frente (ver [2.5]).

Seja {ox};—y C ['(E|U) um referencial local em U, por defini¢ao, para cada
x € U, {or(x)},_, é uma base de E,, podemos descrever a conexao neste referencial, para
todo 1 < k < r vale que:
Vo, =Y 0;® Al (2.1.2)
J

no qual A5 € Q'(M) é uma matriz, cujas entradas sio 1-formas sobre M com valores em
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R. Portanto, dada o = 3, f*or, em que f*¥ € C=(U), temos:

Vo= V(ffor) =3 Vo) + @ dff =3 O 05 ® A]) + o @ df*
- :

k k J

=Y oy (dff + Y fFAY).
i P

Se olhamos ¢ como um vetor do tipo (f', ..., f")' e A = (A]), uma matriz r xr de 1-formas,

concluimos que na trivializagao local U, a conexao tem a forma
V=d+ A. (2.1.3)

Agora, para X € T M e usando a expressao da equagao (2.1.2)), temos

J J

Vxo =Y Vx(fio;) = 3 (X - f)oj + f;Vxo3) = D (X - fi)oy) + 23 (f545(X)as)
— Z ((X f) + ijAé.(X)) o,

observe que Vxo é dada por a derivagao usual mais um termo de correcao. Dizemos
que a conexao V é suave se, para algum referencial local, as entradas da matriz (A{C) da
equacao Sa0 suaves.

Sejam ¢, : T HU,) — Uy X C" e g: 71 (Us) — Us x C" trivializagoes em p € M, onde
assumimos que U, NUg # ), por isso gpaoggl(p, v) = (p, gap(p)v), no qual go5: U,NUz —

GI(+,C"). Temos o seguinte resultado

Proposigao 2.1.4. Seja gos: Uy, N Uz — Gl(-,C") uma funcao de transigao, entao vale a
formula
AP = g 3dgas + Guf A% Gas- (2.1.4)

A% e AP denotam a expressdo da conexdo na trivializacio U, e Us respectivamente.

Demonstragio. Sejam {s;} e {t;} referenciais em U, e Uz respectivamente, como visto no
exemplo m temos que s;(p) = ¢, (p, e;) e t(p) = @5 (p, ¢;)-

Por um lado ¢a (93" (p,€;)) = walt;(p)) e pela definicio pa(95'(p,¢;)) = (, gas(p)e)),
entdo, escrevendo ga5(p) = (95(p))is, obtemos o (t;(p)) = (p, X gi(p)e;) e invertendo,

ti(p) = va (0, 2_g5(P)es) = D gjea (b ex) = 3 g;(p)si(p)-
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Agora

> (Ap)i(X)ti(p) =: Vxtj(p) = Vx (Z g;(p >
:ZX gj +Zg] YVxsi(p

:ZX(gﬁ'(P sip) + 222 g;(D AT (X)si(p)
=3 (Xt + T 94500 ) su)

e por outro lado

> (Ag)5(X)t5(p) = D (Ap)5(X) Y- g (D)si(p) = DD (A5)5(X)gi (p)s(p)

= Zk: (Z gf(p)(Aﬁ)ﬁ(X)> su(p).

%

Consequentemente temos que, 32; gF(p)(Ap)4(X) = X(g5(p)) + X AF(X)gi(p), ou seja,
9apAs = dgas + Aagap, € multiplicando pela matriz inversa de g,s temos o desejado. [

Olhemos agora o que acontece no produto tensorial £*® E. Podemos estender

uma conexao dada em FE, para uma conexao em End(E) mediante a formula:
V=V'®lg+1g®V. (2.1.5)

Consideramos para 1 < 1,5 < r o referencial local ff = 77 ® 0;, obtemos entao
VE =V @04+ 17 @ Vo, = (—ZTZ ® A{) Qo+ ® (Zak ®A§?>
1 k
= Z[A, SHrt @ o,
k,l

onde [+, ] é o comutador graduado (ver teorema[A.1.3) e cada SF é uma matriz elementar,

i.e., a entrada [, k é igual a 1 e as outras sao zero. Agora, dada uma secao qualquer

¢=>"gi& em que gt € C™(M)

.3

tem-se que

VE=Ydgld +g! (Z A, Sf fk) (dgf + (A, gIt) &
i, k,l

k,l

Assim, Vg = dg + [A, g] para qualquer secio local g € End(E).
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Para £ € End(F) ® QI(M), vale

Ve = de + [A, €] (2.1.6)

2.2 Conexoes em fibrados principais

Seja P =+ M um fibrado principal ou vetorial, dado um ponto de P, existe um

subespaco distinguido do tangente T, P que definiremos a seguir.

Definigao 2.2.1. Dado um fibrado P 5 M ( principal o vetorial), para cada p € P
o subespaco Ker(m,) =: V, C T,P, onde m,,: T,P — Ty M, formado pelos vetores
tangentes a fibra 7! (7(p)) em p, é chamado o espago vertical em p. Um campo v € X(P)

em P é dito vertical se v(p) € V, para todo p.

Note que o espago vertical depende sé da estrutura do fibrado P e como V, =
Ker(,,), temos que (m.)[;, : Hy — TrpM é um isomorfismo restrito a um espago H,

complementar de V, sobre o espaco tangente da base M (ver figura .

Figura 2.2: O espago vertical fornece uma distribuigdo vertical em P, que depende s6 da
estrutura suave do fibrado.

Definicao 2.2.2. Dado Z € T,,M, pelo observado acima, existe um dnico vetor Z* € H,,
que chamaremos o levantamento horizontal de Z, tal que m.(Z*) = Z o m,.

Embora o espaco vertical ¢ naturalmente definido, nao existe a priori, uma

escolha candnica de um complementar para esse, o que motiva a seguinte

Definicao 2.2.3. Uma conezxao principal em P, é uma escolha suave de uma distribuicao

horizontal H C T P, que satisfaz:
1. Para todo p € P, H, é complementar a p € V),

2. H é G-invariante, i.e., (Ry)«(H,) = H,y, para todo p € P e para todo g € G.
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Denotemos por g a algebra de Lie do grupo de estrutura, para V € g, tome
BY o fluxo de V na identidade, entdao p3} ¢ uma curva suave que passa por p € P e como

a acao € transitiva na fibra, a imagem da curva fica na fibra de p, logo

d

V=gl o) (2.2.1)

é um campo vertical, chamado campo fundamental gerado por V. Como G age livre e

transitivamente sobre as fibras, a aplicagdo V' + VJ € um isomorfismo entre V, e g.

Lema 2.2.4. Sejam V € g, V* o campo fundamental definido na equagao (2.2.1) e Z € H.

Entao,

1. [Z,V*] € H,

2. Se Y* é um levantamento de Y € T M, entdao [Y*, V*] = 0.
Demonstracao.

L. Escreva V* por meio do fluxo 8} de V, &(p) = pBy’ = Rgy (p), temos

V", Z)(p) = liy 7 (€. (Z(60)) — Z(0) = limg 1 (€-0+(Z © Ry () - Z(0)
EHBY(P) €Hy
€Hp

Como Z o Rgv(p) € Hgy (), implica que (§-4).(Z o Rgv(p)) € Hp, logo, o limite

pertence a H,, pois H, ¢ fechado.

2. Suponhamos agora que Y* é o levantamento de Y € T M,

= lim - ((€-0).(Y*(p) 0 Ry (p) — V" (7))
=lim =+ (€0 0 (Rap)o(Y* () = Y (1))
= %g% ((6-t0&)Y™(p) =Y (p))

]

Definicao 2.2.5. Seja G — P 5 M um fibrado principal, uma 1-forma de conexdo sobre

P com valores na dlgebra de Lie g é w € Q(P, g), satisfazendo as propriedades

1. Rjw = Ady-1 ow, para todo g € G (w diz-se ad-invariante).
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2. w(V*) =V, para todo V € g e V* campo fundamental (ver equagao [2.2.1)).

As defini¢oes e sdo equivalentes, de fato, suponhamos que temos w
como na defini¢ao [2.2.5] queremos definir uma distribuicao satisfazendo as condigoes da
definigao 2.2.3] para fazer isso definamos

H, = Ker(w,) = {X € T, P | wy(X) =0}.
A condigao 2 da definicdo [2.2.5] garante que H, ®V, = T, P e da condigao 1 temos
W(Ry). (X)) = Ad(g™w(X) = Ad(g™)0 = 0

Logo, (Ry)«(X) € Ker(wp,). Reciprocamente, se temos uma distribuicdo #, como na
definicao [2.2.3) entao temos a decomposicao H, ® V, = T, P, para cada p € P que
satisfaz (R,).H, = H,,. Para todo g € G, definamos

V fX=V*
wy(X) = )
0 if X € H,.

Entdo, precisamos apenas mostrar que wy,((Ry)«(Y)) = Ad(g!)(w(Y)) para todo Y €
T, P, de fato, se Y € H,, os dois lados da igualdade acima s@o zero, entao analisamos o

caso em que Y = V* € V, ¢ um campo fundamental,

ag (B (V') = o | (06 9) = o | (0™ g))

t=0 % t=0
— (] (g M) = (A ()
— Ad(g™)V = Ad(g) (1),

com o qual se verifica a afirmacao.
Seja H C T P uma conexao principal no fibrado principal G — P = M e sejam v: [0, 1] —

M, uma curva suave com p € 7 *(7(0)), entdo, existe uma tnica curva suave
5:10,1] — P, (2.2.2)

chamada o levantamento horizontal de v, que satisfaz 5(0) = p, mo 5 =y e 7'(t) € H5q).
A prova desta afirmagao pode ser encontrada em [9] lema 2.7.1, vale a pena observar que
o levantamento depende de maneira equivariante do ponto p € 771(7(0)), i.e., para g € G
o levantamento em pg é 7g (ver figura .

O préximo corolario motiva o nome conexdo, pois pode-se pensar que a conexao

fornece uma maneira de “conectar” ou identificar as fibras, desde que, os pontos na base
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Figura 2.3: O levantamento horizontal em pg é 7g.

possam ser ligados por uma curva suave (ou suave por partes), compare com a proposigao

213

Corolério 2.2.6. Dado G — P = M um fibrado principal e uma curva suave ~: [0, 1] —
M, tal que v(0) = mg e 7(0) = my, uma conexao determina um difeomorfismo entre as

fibras 7= (mg) e 7~!(m,), que é equivariante pela acio de G sobre as fibras.

Demonstragio. O isomorfismo consiste em enviar o ponto p € m*(my), no ponto (1) €
771(my), no qual 4 é o tnico levantamento horizontal de ~y, este mapa estd bem definido,
pois, a agao de G nas fibras é suave e transitiva e o levantamento horizontal é equivariante.

]

Sejam G — P © M um fibrado principal, w € Q'(P, g) uma um forma de
conexdo sobre P e seja o € QF(P, V) uma k-forma sobre P, com valores em algum espaco

vetorial V. Pela definicao temos uma decomposicao do tangente T P, como segue
TP=VoH, (2.2.3)

daf que, se X € TP, entdo X = X* + X" € V@ H, onde X?, X" sdo a parte vertical e

horizontal de X respectivamente.

Defini¢do 2.2.7. Seja G — P = M fibrado principal com conexdo w. Define-se a
derivada covariante com respeito a w por D, () = d(aoPrs), no qual Pry(X) = Pro( XV +

XM = X" explicitamente temos:

D.: QHPV) — QMU(PV)
« —  Dy(a): TPx---xTP — QP V)
(X17“' 7X7€+1) = dOé(X{L7 aXl}CL-H)'

Discutiremos agora a existéncia das conexdes em um fibrado principal, para

fazer isso, temos os seguintes lemas preliminares.
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Lema 2.2.8. Para uma variedade suave M e um grupo de Lie GG, o fibrado produto M x G

admite uma conexao principal (exemplo [1.3.3)).

Demonstragio. Observe que a fibra em cada pontom € M é o préprio GG, entao a estrutura
diferencidvel do produto M x G, onde T(M x G) ~ T M & T G, fornece uma distribui-

cao horizontal H, 4 naturalmente definida, tomando em cada ponto (p,g) € M x G o

p.g

subespago H ) = Tp M (ver figura [2.4)). O

Figura 2.4: O tangente a fibra em (p,g) € M x G, é T, G, entdo, H, 4 = Tp M é uma distribuicdo
horizontal definida naturalmente.

Lema 2.2.9. Se P tem uma conexao principal, entdao A(P), o conjunto de todas as

conexoes sobre P é um subespaco afim de Q(M, gp).

Demonstra¢io. Suponha que w,w’ € Q(P,g) sao 1-formas de, entdo a condigdo 1 da
defini¢io 2.2.5] ¢ satisfeita por w — w’ e a condi¢do 2 garante que se V* é um campo
fundamental gerado por V' € g, entdo (w — w')(V*) =V —V = 0, consequentemente,
w—w' € Ql(P, g) (ver deﬁnigéo. Dai que, o espacgo de 1-formas de conexao sobre um
fibrado principal é um espaco afim modelado sobre Ql(P, g), como foi visto na observagao
¢ isomorfo a Q'(M, gp), de onde segue o resultado. ]

Proposicio 2.2.10. Qualquer fibrado principal G — P 5+ M admite uma conexao.

Demonstracio. Dado G — P =+ M, considere uma cobertura de M, por abertos trivi-
alizantes {Uy}aea, i.e., para cada A € A, existe um isomorfismo de fibrados principais
ox: T HUy) — Uy x G que tem a forma ¢y(p) = (7(p), gr(p)), onde gr: 771 (U,) — G
satisfaz gx(pg) = gr(p)g, para todo g € G. A forma de Maurer-Cartan © (ver definigdo

1.1.5) permite definir
Wy = ¢LO, (2.2.4)
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o seguinte diagrama ajuda a entender esta definicao

w/\::g;@

T7T_<U)\) - g

TG

7T7(U)\) —

gx
e observamos que

1. Usando as propriedades citadas na proposicao da forma de Maurer-Cartan,

segue que

(Rg>*(w>\) = (Rg)*QSK\@ - (g)\ o Rg)*@ - (Rg o g)\)*@
= g\(Ry)"O = gyad,~10© = ad,-1 93O

= ad) o w,

entdo, wy satisfaz a propriedade 1 da definigao

2. Para ver a segunda propriedade, sejam P € P|Uy e V € g, entao V* = (R,).(V)
(ver equagao [2.2.1)), onde R,: g € G — R,(g) = pg € P, logo

(@x)p(V*) := (930)p (V") = (©) gy p) ((92)(1)(V))
= (Lgy)-1)x(g0)+ (1) (V)
= (Lgx(p)—1 ogro Rp)u(V)=V.

Consequentemente, wy é um a 1-forma de conexao sobre P|U,. Como a variedade base
M ¢é paracompacta, podemos tomar uma particdo da unidade {fy}rea localmente finita

e subordinada & cobertura {U,}, com isso podemos definir a 1-forma de conexao w sobre
P por w:=3>", frwx. O

Estudaremos no préximo capitulo, o espago de moduli de instantons (ver defi-
nicao |3.5.1)), para isso, nés escolhemos trabalhar com conexdes sobre fibrados principais,
precisamos ver entao como estao relacionadas as conexoes de um fibrado principal e aquela

que pode-se definir no fibrado associado.
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2.3 Conexoes no fibrado associado e de bases

Seja E' um fibrado vetorial de posto k, que vem com uma conexao V, como ¢ V
refletida no G1(k, R)-fibrado principal F(E)? (ver defini¢ao[l.4). Um elemento u € F(E),,
onde F(E), é a fibra de  em F(F), é um isomorfismo linear u: R*¥ — E, que podemos
identificar com uma base de E, (a imagem por u da base canénica de R¥), temos os

seguintes resultados preliminares.

Lema 2.3.1. Seja E um fibrado vetorial com conexao V, x € M e X € T, M. Suponha
que 0,0’ € I'(F) sao tais que o(x) = ¢'(x), entdo (do),(X) = (do’).(X) se, e somente se,

Vxo=Vxo' em z.

Demonstracio. Demonstrar este lema, é equivalente mostrar a seguinte afirmacao: Se
o(x) =0, entao (do),(X,) = 0 se, e somente se, (Vxo)(x) =0. Como V é um operador
local, basta mostrar a afirmacao em um referencial de E, considere uma trivializacao
¢: 7 1(U) = U x R¥, e um referencial local {o;}, entdo o = 3 f;0; onde f; sdo funcdes

reais sobre U e p o0 = (f1, ..., fx). Por hipétese, f;(x) = 0 para todo 1 <i < k, dai que

Vo = filzx)o(x) + > Xo(fi)oi(z) = Xu(fi)oi(z)

logo, Vx,» = 0 se, e somente se, X,(f;) = 0 para cada 1 < ¢ < k se, e somente se,
(po0)«(X;) = 0, mas como ¢ é isomorfismo, isto acontece se, e somente se, 0,(X,) =
0. O

Definigao 2.3.2. Dado um elemento X € T, M, dizemos que o € I'(E) é paralela na
direcao X no ponto z, se Vxo = 0. Mais geralmente dizemos que o é paralela ao longo

de uma curva v em M se Vo = 0, para todo ¢ no dominio de 7.
A demonstragao do préximo lema pode ser encontrada ([22], Lem. 5.3).

Lema 2.3.3. Para todo X € T, M e 0y € F,, existe uma secao local o de E, tal que

o(x) = 0y e que é paralela na diregdo de X.

Usando o lema prévio, podemos obter um mapa h : Ty, M — T, E que
manda X no levantamento horizontal X = 0.(X) para cada p € P, onde ¢ é uma segao
local em E paralela em z na dire¢do de X, tal que o(z) = p, a imagem de h denotada
por T, E, é chamado subespago horizontal de T) E. Dado que 7 ¢ uma submersao temos

que h ¢ um isomorfismo, se denotamos por T) F' o tangente a fibra em p, segue que
T,E=T,E®TLE.

Agora, se u € F(E),, u é um isomorfismo entre E, e R*, u pode ser identificado com

uma base ordenada (vy, ..., v;) de E,. Definimos para cada z € M e cada X € T, M um
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levantamento horizontal em u = (vy, ..., v) € F(E), da seguinte maneira. Tome {o;}¥_,

um referencial local de F, tal que
O',L(l') =7v; € (VXO'i) =01 S ) S k,

o:= (01, ,0k) é uma segao local de F(F) que satisfaz o(x) = u e tomamos o levanta-
mento em u X (u) = 0,(X) € T,F(E). O conjunto de todos os levantamentos horizontais
em u, é um subespago de T, F'(E) de dimensao igual a dimensao da variedade base, cha-
mado o subespaco horizontal e denotado por TZ F(FE), ou simplesmente por H,,, a cole¢ao
de todos os subespacos horizontais é chamada a distribuicao horizontal. Se denotamos

por V a distribuigao horizontal formada pelos espagos tangentes as fibras de F'(E), temos

TF(E)=H& V. (2.3.1)

Lema 2.3.4. A distribuigdo H ¢ invariante pela acao de Gl(k,R) sobre F(E), i.e.,
(Ro).(X (1)) = X (ua), para qualquer a € Gl(k, R).

Demonstragio. Sejam a = (a;;) € Gl(k,R), X € T, M, u = (vq,...,v;) € F(E), e 0 uma
secao que define a X, ie., o(z) = u e (Vxo;)(z) = 0. Daf que oa é uma secio local de

F(E) que satisfaz (ca)(x) = ua e suas componentes (ca); = >; a;;0;, satisfazem

Vx(oa); = VX(Z ajio;) = Z Vx(ajio;)

= Zajivxaj =0
J

consequentemente, temos

]

Se agora comecamos com um fibrado principal G — P = M, que vem munido
com uma conexao como na definicao [2.2.3] Como esta se reflete no fibrado vetorial
associado?(ver [1.4)), vejamos isto.

Definicao 2.3.5. Dado um ponto x € M, uma se¢ao local ¢ do fibrado principal P é
dita horizontal em x, se (0).(Ty M) C Ho(y).-

A demonstracao do proximo resultado ¢ referida a ([22], Lema 5.7).

Lema 2.3.6. Para cada ponto © € M e todo p € P, tal que m(p) = z, existem segoes

locais horizontais em x.
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Dada uma segao local o de P sobre um aberto U C M, qualquer ¥ € I'(E) se
pode escrever sobre U como ¥ = [0, ], onde £ é alguma fungao definida em U com valores
em R¥. O objetivo é definir uma derivada covariante de secoes do fibrado associado E,
induzida pela conexao de P escolhendo uma ¢ “apropriada”. Fixado um ponto x € M,
pelo lema anterior, a secdo ¥ pode ser escrita localmente como ¥ = [o,&], sendo o

horizontal em x. Entao, para todo X € T, M, definimos
(Vx¥)(z) = [o(x), X(£)] (2.3.2)

onde X (&) denota a derivacao da fungao vetorial £, na diregdo do vetor X. Queremos
mostrar que V satisfaz as condi¢oes da defini¢ao [2.1.1) como a derivacao & na diregao
de X satisfaz a regra de Leibniz, precisamos somente mostrar que V estd bem definida,
para tanto, se o’ é outra secdo horizontal em z, como a acdo de G é suave e transitiva
nas fibras, devemos ter ¢’ = o f, para alguma func¢ao suave f: U — G, definida em uma

vizinhanga de x. Observamos primeiramente que

(07)+(X) = (00 )u(X) = (By@)(02(X)) + (Ro(@))« (fo(X)),

por hipétese, tanto (o). (X) quanto (0).(X), pertencem a H e como H é G-invariante, te-
mos que (Ry(z))«(0.(X)) € H, segue que (Ryz))«(f+(X)) € H, mas como (Ry(g))«(f+(X)) é
tangente a fibra em o(x) f(x), segue que (R ))«(f«(X)) € V, portanto (Ry))«(f«(X)) =
0 e como R,y é difeomorfismo temos que f.(X) = 0. Com isto, se ¥ = [0/, p(f~1)], no

qual f~! denota o inverso de f no grupo G, temos

(Vx0)(@) = [0 (2), po(f )X ()] = [0, ps(£:(X))¢]
= [0'(x), p(f 1) X(&)] = [o(2), X(&)]-

Logo, V estd bem definida. A discussao prévia mostra o seguinte resultado.

Teorema 2.3.7. Uma derivada covariante V sobre um fibrado vetorial £ = M, induz
uma conexao sobre o fibrado de bases F'(E). Reciprocamente, uma conexao no fibrado
principal G — P 5 M, induz uma conexao sobre seu fibrado vetorial associado por uma
representacio p: G — Gl(k,RF), além do mais, se G = Gl(k,R¥) e p é a representacio

identidade, estas duas construgoes sao reciprocas.

Neste ponto, fazemos uma convencao de notacao que precisaremos no capitulo
??. Suponha que temos uma representagao p de G sobre um espago vetorial V', se deno-
tamos por W — M o fibrado vetorial associado P x5V — M, como vimos, uma conexao

A sobre P, da lugar a uma derivada covariante

Va: QUMW) = QY (M, W)
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que se estende unicamente para um operador
Va: QM W) — QY (M W)

que satisfaz a regra de Leibniz, denotaremos por F)4 a curvatura da conexao V4 induzida

por A.

2.4 Curvatura de uma conexao

Comecaremos primeiramente analisando o caso de fibrado vetorial, mas como

anteriormente, daremos maior énfase ao caso de fibrados principais.

2.4.1 Curvatura em fibrados vetoriais

Dado um fibrado vetorial E =+ M com conexdo V, a diferencial exterior pode
ser estendida a um operador dy, chamado derivada exterior covariante, que leva a €
QOP(M, E) em dya € QPTY(M, E). Queremos estender o diferencial exterior da seguinte

sequéncia

QM) -5 '(M) L - L or() -5 () <L -

a um operador
dy: QP (M,E) — QP (M, E) (2.4.1)

que satisfaca a regra de Leibniz, para isso, precisamos dos seguintes resultados cuja prova
pode ser encontrada em [20] lema 17.5 e 17.6. Para FE,F fibrados vetoriais sobre M,

tem-se definido um produto
A QP(M,E) @ QU M, F) — QP Y(M,E® F)

definido por (W ®@0) AN @ pu) = (WA N) @ (0@ u), onde w € QP(M),n € QM) e
0 € Q°E), ne Q°F), que satisfaz as seguintes propriedades:

L (wAnAB=wAnAPB)

2. 1AB =

onde w € QY (M), n € VW (M), € Q¥(M,E) el e QM) éa funcio constante igual a
1 € R. O operador na equacao (2.4.1), estd unicamente determinado pelas propriedades

do seguinte lema.

Lema 2.4.1. Existe um tnico operador R-linear dy: (M, E) — Q/T1(M, E), que esté

determinado pelas propriedades:

1. dy = V sobre Q°(M, E),
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2. dy(wAn) = (dyw) An+ (—=1)Pw A dyn, para w € QP(M) en € QUM, E).

Com este resultado, temos uma sequéncia

0— QOM,E) =5 QY (M, E) 2% 0*(M,E) 2% ... (2.4.2)
A composicao
Fy :=dyoV:QM,E)— Q*(M,E), (2.4.3)

é um mapa Q°(M)-linear, pois

Iy(fo) =dvoV(fo)=dv(fAV(c)+oAdf)
= fAdy(V(o) + V(o) Ndf + o Nd*f — V(o) Adf
= f(dv o V(o)) = [Fy(0).

Ou seja, Fy é Q°(M)-linear e portanto Fy € End(F) ® Q?(M). Valem os isomorfismos

Homgo(ur) (Q°(E), 2*(E)) = Homgao(un (Q°(E), Q°(E)) ®aoarn) 22 (M)
=~ O'(Hom(E, E)) ®qo(m Q*(M)
>~ O*(Hom(E, E)).
com tudo isso fazemos a seguinte defini¢ao:
Definigao 2.4.2. A 2-forma Fy € Q?(Hom(FE, F)) definida na equagao (2.4.3), é chamada

forma de curvatura de E associada a conexao V. Diz-se que a conexao V ¢é plana, se a

forma de curvatura Fy é o mapa nulo.

2.4.2 Expressao local da curvatura

Queremos calcular a curvatura localmente, para tanto seja {eg};_; um refe-

rencial em U C E, entdo, V(e;) =Y €; ® Al logo, podemos calcular Fy(e;) como segue:

Fv(ei) = dv(V(GZ)) = dV(Z €; X Ai) = ZV(6]) A\ Az + Zej X dAg
=Y (a0 A)AA +> e dA
=SS e (AAA)+ e @dAl
=Y (a® (DA A Al +dAT)).
]
Dai que, Fy(e;) = > 6,® (dA+ AN A), em notagao matricial temos a expressao local da

curvatura

Fg=dA+ ANA. (2.4.4)
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A equacao ([2.4.4)) é conhecida como a equagcio de estrutura. Vejamos como muda a
curvatura quando mudamos de trivializacdo. Seja £ = M fibrado vetorial com conexdo

V e (¢a,Ua) € (pp, Ug) trivializagoes locais, tais que, U, N Uz # 0.

Proposigao 2.4.3. Se denotamos por (Fy), e (Fy)s a curvatura da conexao local em

U, e Up respectivamente, tem-se que

(Fv)s = ga_Bl(FV)agozB (2.4.5)

no qual g,s € a funcao de transicao.

Demonstragdo. Suprimimos por simplicidade o subindice a3. Observe que g~'g = 4,5,

dai que (dg~')g = —g~'dg. Usando a equagdo de estrutura (2.4.4) e a proposigao m
temos:

(Fv)s =d(g~ Aag + g7 'dg) + (97 Aag + 97 dg) A (g7 Aag + g~ 'dg)
= —g gy Aag + g dAag — g Aadg — g Hdgg Mg + g Aag A g Aag
+9  Aag Ng g+ g7 dg N g Aag + g7 dg A gy
=g N (dAy + Ay N AQ)g
= 97 (Fv)ag-

Do célculo acima segue o resultado. O]

A seguinte identidade é conhecida como a identidade de Bianchi, para o caso
de fibrado vetorial, uma prova pode ser achada em [27] segdo 14.1. Nés vamos mostrar a

prova desta identidade no caso de fibrados principais (ver proposigao [2.4.7)).

Proposigao 2.4.4 (Identidade de Bianchi). Seja Fiy a forma de curvatura de uma conexao

V sobre um fibrado vetorial £. Entao

dy Fo = 0. (2.4.6)

2.4.3 Curvatura em fibrados principais

Definimos na equagao a derivada covariante D, que age sobre sobre k-

formas sobre P, entdo, se aplicamos este operador sobre w € Q!(P, g), obtemos a seguinte

Definicao 2.4.5. A curvatura €}, associada a 1-forma de conexdo w no fibrado P, é a

derivada covariante da conexdo, i.e., , = D w € Q*(P, g).

Q, é um elemento de Q?(P, g) (ver definicdo [1.4.3)) e pode ser pensada como
2-forma sobre M com valores no fibrado adjunto gp (ver exemplo [1.4.1)), ie., Q, €
O?(M,gp) = T'(gp ® A2T* M). Alguns resultados sobre a curvatura.
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Proposicao 2.4.6 (Equagao de estrutura). Seja w uma 1-forma de conexao em P, 2 a

sua forma de curvatura, entao

1
dw = Q + §[w,w]. (2.4.7)
A equagdo acima significa que para todo X,Y € T P, Q(X,Y) = dw(X,Y)—1{w(X),w(Y)].

Demonstracao. Por linearidade das formas diferenciais, fazemos a prova em casos, usando
o fato que TP =V @& H. No caso em que X,Y € H, temos que X,Y € Ker(w), logo
[Ww(X), w¥)]=0e

QX,Y) = (dw)"(X,Y) = dw(X", Y") = dw(X,Y),

assim, vale a equacao ([2.4.7). Precisamos mostrar que a propriedade se tem para um par

onde os dois sao verticais e um par de vetores, onde se tem um vertical e um horizontal.

Observe que se V* é um campo fundamental, entdo Q(V*,-) = 0, pois (V*)" = 0, logo

basta mostrar que dw(V*,-) + [w(V*),w(-)] = 0. Novamente, mostramos isso por casos
1. Se Y* ¢é horizontal, entdao Y* € Ker(w), logo [w(V*),w(Y™)] = 0 e por outro lado

——
=0

dw(V5Y*) = V5 (w(Y) = Y*( w(V*) ) —w[V* Y] =0.
=0 constante=V EH

2. Por ultimo, para um campo U* fundamental (em particular vertical), temos

dw(V*,U7) + [w(V7),wU)] =V w(U) ) =U( w(V7) ) —w(V5,U"]) + [V, U]

= VU] —w([V,U]") = [V,U] = [V,U] = 0.

E segue o resultado desejado. O]

Em toda algebra de Lie g de dimensdo r e com base fixada {e;}!_;, pode-se
caracterizar o colchete fornecendo constantes {Cé'k};,j,kzl (ver equagao [A.1.2)), tal que

i .
lej, ex] = chkei, g k=1,---r
i
Sejam w = Y, wie; e Q = 3, Qe;, com isto, a equacao de estrutura em uma base fixada
toma a forma

) 1 S .
dw’:—izk:c;kw]/\wk—i—ﬁz, =1, ,7
Js

Teorema 2.4.7 (Identidade de Bianchi). Sejam G — P = M um fibrado principal, w
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uma conexao de P e () a forma de curvatura associada, entao
DQ = 0. (2.4.8)

Demonstracio. Queremos calcular a derivada covariante de €2, para tanto, derivamos a
equacao de estrutura ([2.4.7]) para obter,

1
DQ = Ddw + iD[w,w],

basta mostrar que df2 = 0, quando avaliada em X,Y, Z campos horizontais, pois a deri-

vada D2 é s6 a derivada usual avaliada na parte horizontal dos vetores, temos entao
ddw’ +1 Zci dw’ A WP —i—Zci WA dw | = dOY
2 Jk Jk -
ik
mas observe que w’ é zero em vetores horizontais e ddw é zero, entao a equacio acima d4

que dQ(X,Y, Z) = 0 sempre que X, Y, Z sejam horizontais e concluimos que DQ = 0. O

Queremos agora estudar como esta representagao local muda quando mudar-
mos de uma trivializacao para outra, da mesma maneira como foi feito no caso de fibrado
vetorial (ver equagdo [2.1.4]). Para isso, considere uma cobertura de M por abertos trivi-

alizantes {U)}aea, associada a cobertura, temos isomorfismos
.1
©x: T (U)\)—>U/\><G

da forma i(p) = (7(p),9x(p)), onde gx: 771 (Us) — G satisfaz gi(pg) = ga(p)g, para
todo g € G e segoes locais s,: U, — 71 (U) definidas como na equacio (1.3.2)). Entao,
sobre M definimos localmente

Wo 1= SaW, (2.4.9)

Q, =529, (2.4.10)

onde 2 denota a curvatura de w. Com a notagoes da discussdo prévia, sobre U, N Uz # (),
temos o seguinte resultado, cuja prova é referida a [17] p. 65-66, que mostra como é dada

a conexao e a curvatura nas mudancas de trivializagoes.

Lema 2.4.8. Tem-se as seguintes relagoes
ws = Ad(ga5)wa + 9550, (2.4.11)

onde © ¢ a forma de Maurer-Cartan (ver [1.1.5)) e g5 s@o as fungdes de transigao. Para a
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curvatura temos

Qs = Ad(g,5) % (2.4.12)

Pela proposicao localmente, a curvatura em uma trivializacao é dada
por:
1
dw, = Q,, + i[wa, Wa (2.4.13)

2.4.4 Adjunto formal de D,

Nesta secao consideraremos a variedade (M, g) compacta, de dimensao n, ori-
entada e munida com uma métrica riemanniana g. Em coordenadas locaias {z;}I, e
a correspondente base local do espaco tangente {0;}"_; em um ponto qualquer z € M,
denotaremos por (g;;) a matriz com entradas g;; = g(0;,0;) e sua inversa sera denotada
por (g”). Dada uma conexao w sobre um fibrado P, com valores um espago vetorial V/,
pelo isomorfismo QF(P, V) = QF(M, P x ¢ V) (ver observacao , a derivada covariante

D,,, pode ser pensada como um mapa
Dy: (M, P xgV) — Q¥ M, P xq V).

A fim de definir um operador adjunto formal de D,, (ver [2.2.7)), precisamos exibir um
produto interno. Para tanto, suponhamos G grupo de Lie compacto, pode-se demonstrar
que existe um produto interno k sobre V', tal que uma representagao p: G — GL(V') dada

é ortogonal (ver [25] proposicao 4.1), isto é,
p(G) C O(V):={A € GL(V) | k(Avy, Avy) = k(vy,v9), para todo vy,ve € V'}

Para s,t € I'(P xg V) = C(P,V), sejam 0,7 € C(P,V) as imagens respetivas de s, t,
definamos
(s,t) == k(a(p),7(p)).

Observe que k(o(pg), 7(pg)) = k(p(g~")a(p), p(g~)7(p)) = k(o(p), 7(p)), dal que (-,-)
nao depende do ponto da fibra escolhido, assim, temos um produto bem definido:

(,): T(PxgV)XT(PxgV)— C®(M).

Um produto pode ser definido em QF(P x5 V) 2 T(P x¢V)®Q%(M,R) como segue, para
sel(PxgV)eBeQFM,R),ie., s®3¢eQFM,P xqgV), definamos

<S®ﬁ)m<}/l> 7Yk) = ﬁx(}/l, ,Yk)S(x) cP XgV



49

Sejam {x;}!", coordenadas locais em M e a correspondente {0;}! ; base local do espago

tangente, a métrica g induz um produto sobre Q*(M,R) dado localmente pela férmula

1 L
(8,7) = 21 30 B

onde v;,..i, = Y(0yy, -+, ;) e B = ghit... gk, . definimos o produto:

(e QMM P xgV)x QFM,PxgV) — C®UCM)

(2.4.14)
(s®B,7@n) = (s, 7){(B,m)
Definimos por fim um produto interno sobre Q¥(M, P x V') dado por:
(a, 8) :/ (a, B)dV € R (2.4.15)
M
onde pontualmente dV = |det(gij)|%da:1 -+-dx,, é a forma de volume correspondente a

métrica g. Denotaremos por ||a||? = (o, a) € R e |a]? = (o, a) € C®(M).

Pretendemos construir explicitamente o operador adjunto formal de D,,, para

tanto precisamos alguns resultados da teoria de Hodge. Para m < n, o operador estrela
de Hodge
x: Q™(M,R) — Q""™(M,R),

é definido como o operador linear que satisfaz o A %5 = (o, 8)dV, para a, f € Q™(M, R).
Vale a seguinte igualdade que pode-se consultar em [8], 23 = (x3) = sgn(det(g;;))(—1)™"™)3.
Note em particular que, para n = 4 temos *> = Id, logo, se o operador estrela age sobre

O%(M,R), se tem a decomposicao em auto-espagos associados a +1
Q*(M,R) = Q% (M,R) ® Q* (M, R), (2.4.16)
chamamos Q7 (M, R) e Q2 (M, R) autoespago e antiautoespago respectivamente.

Sobre Q™(P xg V) ZT'(P x¢ V) ® Q"(M,R) (ver observagoes item 2),
o operador estrela de Hodge se estende por definir (s ® ) = s ® 3, entdao a decomposi-
¢ao dada na equacgao estende, para uma decomposi¢ao analoga para o espago de
formas Q*(P x¢g V).

Para a € Q™"(P xg V) e o/ € Q" Y(P xg V), dizemos que d, é o adjunto
formal de D, se, (D o, ) = («, d,¢/). Usamos o subindice para enfatizar que a derivada

depende da conexao w e quando nao houver lugar a confusao, o subindice sera omitido.

Proposigao 2.4.9. O adjunto formal de D,,: Q™(P xg V) — Q™ "(P x5 V), sobre uma
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variedade riemanniana (M, g) orientada, compacta e de dimensao n, é dado por
0o = (=1)"m ) & D« (2.4.17)
Demonstragio. Sejam o = s®@ [ em o = '@ onde s, € [(PxgV),a € Q"(PxgV)

e o € Q" (P xg V). Por linearidade, basta mostrar a proposi¢io para esse tipo de

elementos. Definamos

v = {5, 8V BAxB) € QP xgV)

Como [,,; dy = 0 pelo teorema de Stokes, se mostrarmos que dy = ({D, o, ') — (v, 0,0')) dV

o resultado segue pelas definigoes nas equagoes ([2.4.14]) e (2.4.15)), calculemos d~y

dy = d({(s,s)(BA*B") = d({s,5))BN*B"+ (s,8) (dB N *8"+ (=1)"BAd * )
= (Dys,8YB A3 + (s,8VdB N3 + (s,D, VB A3 + (=1)" (s, \BANdx*
= ((Dys(+),s) A B+ (s,8)dB) A x4 ({s,D,s'(-)) ANBA*B" + (=1)"(s,8YB ANd* ),
1) 2)

onde foi usada a regra Leibniz, a definicdo do operador estrela de Hodge e a compatibili-

dade da conexdo com a métrica. Observamos as parcelas (1) e (2) em separado.

((Dy(s®pB),s @B8))dV = ((Dys(-) ANB+s®dB,s @ p))dV
(Dus()AB+5 @B +(s@dp, s’ ® §))dV
D

(
(
((Dus(), s) B, B') + (s, 5')(dB, 5')) dV
=
= (

D,s(), sy NBA*B + (s,8)dB N [
1),

e também

(=D)™BA (s, Dys'(-)) A"+ (=1)™"(s, ") B A *d
(=)™ (BAxx* ((s,D,s'(:)) ANx5") + (5,8 ) BAxxdx )
(=1D)™(B®@ s, % (Dus' ANxf' + 5" @ d*3))dV

(=)™ (B ® s, xDu(s' @ xf))v = (=1)"" (B @ s,Dy, x (s ® f'))v
= —(B®s,0.(s ® ),

(2)

logo segue o resultado. O
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Figura 2.5: O transporte paralelo de pg, pela curva a(1), difere do trasporte paralelo pela curva a’(1),
de fato, dependem da curvatura da conexao.

2.5 A holonomia de uma conexao

Seja G — P 5 M um fibrado principal e H uma conexdo de P. Dados dois
pontos mg, m; € M e uma curva suave por partes «, tal que my = «(0) e m; = «(1), vimos
no lema que, para cada ponto py € 71(my) fixado, existe uma tinico levantamento
horizontal & comegando em py, o valor &(1) é chamado transporte paralelo de py. Mas se
tivermos uma outra curva o’ ligando mgy com my, em geral, nao é verdade que &'(1) = a(1),
(ver figura , esta dependéncia do transporte paralelo da curva na base é que da lugar

ao conceito de holonomia, que estudamos nesta secao.

Definicao 2.5.1. A holonomia de H em pq é definida por

(2.5.1)

Existe uma curva horizontal suave por partes
Hol(py)y = {g €eG ‘ } .

a:[0,1] = P, @(0) = pg e a(1) = pog

O subindice H indica a dependéncia da conexao, suprimimos o subindice quando a conexao

esteja subentendida.

Dadas duas curvas « e 3, denotaremos como é usual v - § o caminho suave
por partes que percorre primeiro v e depois (3, se v é um caminho ligando a com b, entao
(—7) denotard o caminho que percorre v no sentido inverso ligando b com a.

Neste caso, em que consideramos curvas com valores em um fibrado principal P, no qual
temos uma acao R: P x G — P fazemos a seguinte convenc¢ao: se v é uma curva em P,
entdo g denotara a curva R(y(t),g) = 7(t)g. Feitas estas convengoes apresentamos o

seguinte resultado.
Lema 2.5.2.
1. Hol(p) é um subgrupo de G.

2. Para todo g € G e para todo p € P, Hol(pg) = g ! Hol(p)g.
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Demonstracao.

1. Por defini¢ao de Hol(p), e € G pertence a Hol(p), e se a,b € Hol(p), logo, existem
~ e 7/ curvas horizontais ligando p com pa e p com pb respectivamente, considere a
curva § =« - (7b), entdo 5(0) = p e 5(1) = (pa)b = p(ab), logo ab € Hol(p). De
maneira andloga, se a € Hol(p) e v é uma curva horizontal ligando p com pa, entao

B = (—7)a"! é uma curva horizontal, 3(0) = p e 5(1) = pa~', logo a~! € Hol(p).

2. Se b € Hol(p), existe v horizontal, tal que v(0) = p e v(1) = pb, considere a curva
B = ~ya, entdao B(0) = pa e B(1) = (pb)a = pa(a=tba), dai que a~tba € Hol(pa), i.e.,
a~'Hol(p)a C Hol(pa).

Por outro lado, se b € Hol(pa), entdo existe v horizontal, tal que v(0) = pa e y(1) =

! entdo (3 é horizontal e satisfaz, 3(0) = (pa)a™' =

(pa)b = p(ab), considere = ya~
plaa™) = p e B(1) = (pa)ba™' = p(aba™'), logo aba™' € Hol(p), concluimos que

b € a~' Hol(p)a e assim, Hol(pa) C a~! Hol(p)a.
[

Em variedades conexas, para dois pontos p,q € P quaisquer, exite uma curva
~ em M ligando 7(p) com 7(q), pelo lema existe um levantamento horizontal 5 que
liga p com ¢, logo Hol(p) é conjugado a Hol(q).

Proposicao 2.5.3 ([16] Proposicao (2.3.4)). Para cada py € P, o grupo de holonomia
Hol(pg)# ¢ um subgrupo de Lie de G.

definamos o conjunto

(2.5.2)

Existe uma curva horizontal suave por partes
PQ =3P - P ’ " _ _ .
a:[0,1] — P, a(0) =ppea(l)=p

Vale a seguinte proposicao ([17] p. 83-85).

Proposicao 2.5.4. F, é uma subvariedade mergulhada de P e Py — M ¢é um subfibrado

principal com grupo de estrutura Hol(pg)y.

Em termos da 1-forma de conexao w sobre o fibrado principal P, denotamos o

grupo de holonomia em p, por h,, ,,. Concluimos este capitulo com a seguinte

Definicao 2.5.5. Se h,,p, < G, entao w diz-se redutivel, se hy, p, = G, w diz-se irredutivel.
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Capitulo 3
Espaco de moduli de instantons

Como foi visto na proposi¢ao A(P) possui uma estrutura de espago afim
e portanto tem uma topologia natural induzida. Estudamos o espago quociente A(P),
modulo uma acao que definiremos nesta secao, este quociente tem entao uma topologia
induzida, o objetivo é mostrar que, sob certas hipoteses, a topologia do quociente é de
Hausdorff e mais, contém uma subvariedade suave de dimensao finita, chamada o espaco

de moduli de instantons.

3.1 Transformacoes de calibre

Lembramos que, Aut(P) denota o grupo de automorfismos de fibrado (ver
Definicao e é chamado o grupo de transformacoes de calibre. E usual e muito ttil
olhar o grupo de transformagoes de calibre de formas alternativas, como foi observado no
exemplo , as segoes do fibrado Ad(P) podem ser pensadas como fungoes que comutam
com a conjugagao do grupo, estas segoes estao relacionadas com Aut(P), de fato, vale o

seguinte

Lema 3.1.1. Sendo f € I'(Ad(P)). Defina ¢(f): P — P por ¢(f) = pf(p). Entao ¢(f)
¢ uma transformacao de calibre e ¢: f € I'(Ad(P)) — ¢(f) € Aut(P) é um isomorfismo
de grupo.

Demonstragio. Se f € T'(Ad(P)), como visto no exemplo [1.4.2] temos f(pg) = g ' f(p)g.
Para mostrar que ¢(f) € Aut(P), precisamos ver que preserva as fibras e que comuta

com a a¢ao de G em P.

e(f)(pg) = (pg) f(pg) = (p9)g~ " f(p)g = pf(p)g = ©(f)(p)g-

Logo, ¢(f) comuta com a agdo do grupo G e preserva as fibras por definigdo. Note que
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se fi1, fo € T(Ad(P)), temos:

o(fif2) () = p(frf2)(p) = pfi(p) f2(p) = ¢(f1) () f2(p)
= p(f1)(nf2(p)) = ¢(f1)(p(f2) () = ¢(f1) o @(f2)(p)-

A inversa de ¢ estd dada explicitamente por ¢! (F)(p) = g, onde F € Aut(P) e g é o
tnico elemento de G tal que F(p) = pg. O]

O lema acima nos diz que um elemento de Aut(P) estd identificado com: Um
automorfismo de fibrado principal F': P — P, como se¢bes do fibrado Ad(P) = P xq G
ou como mapas f: P — G, tais que f(pg) = g ' f(p)g, para todop € P e g € G.

3.2 Acgao do grupo de calibre sobre A(P)

Nesta segao, definimos a agao de Aut(P) sobre A(P). Comegaremos com o

seguinte

Lema 3.2.1. Sendo ¢ € Aut(P) e w € Q'(P,g) uma 1-forma de conexao, entdo p*w é

uma 1-forma de conexao sobre P.

Demonstragdo. Paraw vale: poR, = R,op e R*w = Ad,~1 w para todo g € G, mostramos
estas propriedades para ¢*w, de fato, para todo g € G, ¢(pg) = ¢(Ry(p)) = p(p)g =
RQ(SO(p)% i'e'7 Rg OCY=o Rg, dai que:

Ri(o) = (90 By = (Byo o) = o o R
= ¢"(Ady-1 w) = Ady-1(¢*w).

Agora, para V' € g, sendo V* o campo fundamental correspondente (ver Equagao [2.2.1)),

considerando e*V" o fluxo na identidade do campo V, temos:

P T Wo(p) \FPp = Wolp)\ 7, = Wop)\ 7,
(P w)p(V7) = @) (ep (V7)) = woin (5| 00e™)) = wopn( | ¢(p)e™)
t=0 t=0
= wyp) (V7)) = V.
Se conclui que p*w é uma 1-forma de conexao. O]

Denotaremos H,, para enfatizar que o espago horizontal é induzido pela co-
nexao w. Vale que o espago horizontal em p € P, com respeito a ¢*w, é dado por

(Hepww)p = Doy (Hes)p(p)), definamos um mapa:

R: (w,p) € A(P) x Aut(P) — R(w, ) := p*'w € A(P) (3.2.1)
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e observe que

R(R(w,¢),¥) =" (R(p,w)) = " (¢"(w)) = (¥ o p)"(w)
= R(w, p o).

Deste modo que o mapa em ¢ uma agao a direita sobre A(P). Vejamos como esta

acao é dada em termos das fun(;oes G-invariantes do lema [3.1.1

Proposigao 3.2.2. Sendo w € A(P) uma l-forma de conexdo e f € C(P,G) C
C(P,End(C")), vale que f-w = o(f)'w = ff + f~lwf, ie, para X € T,P,
(S~ w)(X) = [T p)df(X) + [ (p)w(X) f(p).

Demonstra¢io. Tomemos uma curva suave v: I — P, tal que 7/(0) = X e derivando em

t =0, temos:

= LI B) AN + o Ry (1)
= () (X)) + (Re)-(X)

note que f(p)~'f(y(t)) € G é uma curva passando pela identidade, logo f(p)~'df,(X) € g,
logo (f™ - w)(X) = w(p(f)«(X)) = f~H(p)dfy(X) + f~H(p)w(X)f(p) como querfamos

provar. ]

Da mesma maneira que foi definido C'(P,G) (ver Equagao ([1.4.3))), define-se
C(P,g), em que o grupo esta sendo representado na dlgebra de Lie g, via a representagao
adjunta. De fato, C(P,g), pode ser pensado como a “dlgebra de Lie” do “grupo de Lie”
de dimensao infinita Aut(P), esta afirmagao serd revisitada mais na frente no lema[3.4.1]

Existe um mapa

Exp: C(P,g) — C(P,G)
s — Exp(s): P — G
p = exp(s(p)) = Yoo ms(p)*

observe que s(p) € g C End(C"). Consequentemente pelo lema temos um mapa:
poExp: C(P,g) — Aut(P).

Note que se s € C(P,g), entao para todo ¢ € R temos ¢(Exp(ts))(p) = pexp(ts(p)) e
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como Aut(P) age sobre QF(P, V), entdo para o € QF(P, V'), faz sentido tomar a derivada:

d

= 1| (P(Exp(ts) ) € QY (PV).

S-a:
Mais detalhes da discussao acima, assim como a prova do préximo corolario, podem ser

encontrados em [4] pag. 340-342.

Corolario 3.2.3. Sejam s € C(P,g) e w € A(P), derivando em ¢ = 0, temos que
s+ = 4(Exp(ts) - w) =ds+ [w,s] = Dys

Denotaremos o estabilizador da conexdo w da agdo dada na equacao (|3.2.1))
por

Stab(w) := {p € Aut(P) | p*w = w}.

Lembremos que, para py € P foi definido na secao a holonomia h,, p, da conexao w no
ponto py e mostramos que é um subgrupo de GG, denotamos o centralizador deste subgrupo
por:

Z(hwp) =19 € G | 990 = gog, para cada go € hyp, }-

Vale o seguinte resultado, para o qual podemos supor M conexa por caminhos, pois caso

contrario, é possivel pensar nas suas componentes conexas por caminhos.

Proposicao 3.2.4. Sejam f € C(P,G), ¢(f) como no lema e Py, como na defi-
nigao Entao o mapa que envia ¢(f) € Stab(w) em f(po) € Z(hwy,) C G é um
isomorfismo, i.e., 1¥: Stab(w) = Z(hyp,)-

Demonstragio. Vamos mostrar primeiramente que ¢(Sta,,) C Z(hy, ), para tanto, seja
©(f) e go € hyp, fixo mas arbitrario, precisamos mostrar que f(po)go = gof(po). Como
9o € hyp, segue que pogo € Fy e dal que podemos tomar 7 curva horizontal, tal que
v(0) = po e y(1) = pogo, entdo vf(py) é uma curva horizontal que junta pof(py) com
pogof(po). Como ¢(f) € Sta,, tem-se que p(f) o~ é uma curva horizontal, que liga
pof(po) &

e(f)(v(1) = o(f)(Pogo) = ¢(f)(Po)go := pof (po)go,

além do mais, temos que 7(7v.f(po)) = 7(p(f)o), pois ¢(f) recobre a identidade. Observe
que as curvas 7. f(po) e ¢(f)o~ projetam na mesma curva na base M e comegam no mesmo

ponto po f(po), dai que pela unicidade do levantamento horizontal (ver Lema|2.2.2)), temos:

Pogof(Po) = pof(Po)go

e como a acao do grupo estrutural sobre P é livre nas fibras, segue que gof(po) = f(po)go
como queriamos.

Precisamos olhar agora a injetividade, para isso, observe que se ¢(f) € Sta,, temos que
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D,f = 0 (no qual f é pensada como um elemento de C(P,End(C")), ver a Proposigao
3.2.2). Entao f é constante igual a f(pg) sobre Py, como a base é conexa por hipdtese,
entdo P, intersecta cada fibra de P, deste modo como f é equivariante, fica determinada
por seu valor em f(po), logo 1 tem que ser injetora. Para ver a sobrejetividade, tome
g € Z(hyp,) € defina

f:PBh—G (3.2.2)

constante igual a ¢’ sobre P, note que, como cada fibra intersecta a P, em algum o,

entdo podemos estenda-la para uma funcio f € C (P, Q) pela férmula:

flaog) = 97" f(po)g (3.2.3)

e como [ é constante sobre Py, temos que df |p, =0 e como H, C TFy, temos D,f =0e

pela equivarianga de D, é nula em P, segue que ¢(f) € Sta,, e segue o desejado. O

Py é um subfibrado com grupo estrutural h,, ,, (ver Proposicao[2.5.4). Na secao
estudaremos a estrutura do espago de conexoes sobre um fibrado principal, em que
o grupo estrutural é SU(2), por isso e pela proposi¢ao anterior, apresentamos o seguinte

resultado.

Corolario 3.2.5. Se G = SU(2), entdo existe um subgrupo {£1} C Aut(P) que consiste
de todas as segbes constantes através de +1 € SU(2). Este subgrupo estabiliza toda
conexao sobre P. Se uma conexao w tem estabilizador contendo tal grupo, entao w é
induzida de uma conexao sobre um S!-fibrado. Em tal caso, o estabilizador é isomorfo
a S, a menos que a conexdo seja induzida por uma Z/27Z-conexao e em neste caso o

estabilizador é isomorfo a SU(2).

Demonstragio. SU(2) = {g € GI(2,C) | g3* = g'g = I, detg = 1}, aqui g* denota a

matriz transposta conjugada de g, denotamos por
su(2) = {g € M(2,C) | g=—g', e trg =0}

a algebra de Lie de SU(2), esta algebra tem dimensao trés e ndo contém subdalgebras
de dimensao dois, portanto os subgrupos de SU(2) sdo discretos, unidimensionais ou o
préprio SU(2), lembramos que dado um subconjunto S de um grupo G o centralizador de

S ¢é definido por
Ce(S) :={g € G| para todo s €S, ga=ag}

dai que o centralizador do grupo G é o centro Z(G). O centro de SU(2) é dado por
matrizes da forma z/ em que z é uma raiz da unidade, Z(SU(2)) é entdo isomorfo ao

grupo ciclico Z,, assim se um subgrupo H de SU(2) tem centralizador maior que +1, este
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estd contido em um circulo de SU(2) e neste caso, o centralizador é exatamente o circulo

que o contém, no caso em que H esteja contido no centro, entao seu centralizador é todo

SU(2). m
Para encerrar esta se¢ao, damos uma definicdo que precisaremos mais adiante

na segao [3.4]

Definicao 3.2.6. Dizemos que M admite uma fatia pela acdo de G em = € M, se existe

uma subvariedade aberta N C M que contém z, tal que:
1. TyM :=T,N @&T,(G-y) onde T,(G - y) é o espaco tangente a érbita de y.
2. O mapa de proje¢ao natural no quociente M — M /G restrito a N é injetivo.

Pode-se mostrar (ver [§] p. 56) que se cada © € M admite uma fatia e a ac¢do
de G sobre M é livre, entao o espago de érbitas M /G é uma variedade de Hausdorff desde
que

I'={(zx,zg) |r € MegeG}

o grafico da agdo, seja fechado. De fato vale que I' é fechado se, e somente se, M /G é um

espaco de Hausdorff.

3.3 O funcional de Yang-Mills

Suponhamos (M, g) variedade Riemanniana de dimensao n, compacta, orien-
tada e forma de volume dV. Um fibrado principal G — P = M, em que G é pen-
sado como um grupo de matrizes com a sua representagao adjunta (ver Definigdo ,
Ad: G — Gl(g) onde Ad(g)(A) = gAg™, entao d(Ad)..A = ad(A) = [4,-]. Denotemos

por k: g x g — R a forma bilinear simétrica dada por:
kE(A,C) = —tr(ad(A) o ad(B)).
Esta forma satisfaz k(Ady(A), Ad,(C)) = k(A, C), pois se X € g, temos que

ad(Ad(g)(A))X = [Ad(g)(A), X] = [d(Cyh A, X]
= d(CIA,d(Cy ) X]) = Ad,(ad(4)(Ad,1 X))
= Adgoad(A) o Ad,—1 X,

segue que ad(Ad(g)(A)) = Adyo ad(A) o Ady-1, analogamente para Ady(C), logo usando
a propriedade do traco (tr(AB) = tr(BA)), segue que

—k(Ady(A), Ad,(C)) = tr(ad(Ad,(A)) o ad(Ad,(C))) = tr(ad(A) o ad(C)) = k(A, C)



29

como afirmamos. —k é chamada a forma de Killing, o fato de k ser nao degenerada
¢ equivalente a G ser semi-simples, pode-se mostrar que k é positiva definida, se G ¢é

compacto e semi-simples (ver [4] p. 360). Se define o funcional de Yang-Mills

YM: A(P) — R
1 2 1 2 (3.3.1)
w = YM(w) = 5||Q|* = 51\5 1]
em que §, € Q*(M,P xg g) é a curvatura associada a w e [Q,]*> = (%, ), com o

produto definido na equagao ([2.4.14)), relativo a forma de Killing e a métrica g de M.

Agora, para t € R, w € A(P) e 7 € QY(P, g), seja wy; = w + t7, pela estrutura
de espaco afim de A(P), a aplicagdo t — w; é uma curva em A(P). Derivando em ¢t = 0

temos

d d 1
%th = %(th + i[wt,wt]) = dT + [w, 7—] = DwT.

Foi usado o corolario [3.2.3) e usando o adjunto formal de D,,, como visto na proposi¢ao

249 temos
d d1
—YM = 7.5 Qwath = Dw>Qw = 760.290.1-
SVM () = 5 (O, Q) = (D, %) = (7,0,9)
Como os produtos internos considerados sdo positivos definidos, segue que w € A(P) é

um ponto critico do funcional de Yang-Mills se, e somente se,
0,8, =0 (3.3.2)

a equacgao acima é conhecida como a equagdo de Yang-Mills. Como foi observado na
equacao ([2.4.16)), para variedades de dimensao 4, podemos pensar em conexoes autoduais
e antiautoduais, como aquelas cuja curvatura associada pertencem a auto-espaco associado
a +1 e —1 respectivamente. Observe que pela identidade de Bianchi , se uma certa

conexao w é autodual ou antiautodual, temos

0wy = — % Dy x (£,) = — x Dy, (££,)
=+ % (Dy()) =0

Logo estas conexoes, se existem, sdo pontos criticos do funcional de Yang-Mills, de fato,
pode ser mostrado que na verdade sdo pontos de minimo (ou de maximo, dependendo da
orientagao fixada em M) de YM (ver [4] p. 361). Observe que se ¢ € Aut(P) e w é uma

1-forma de conexao, a curvatura de ¢*w é dada por

Qcp*w = d(@ w) + 5[90 w, @ CU] =¥ (dw+ 5[("}7(")]) =¥ Qw
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Portanto YM(p*w) = 3llo*Qu]* = [QWlI> = YM(w), esto significa que o funcional de
Yang-Mills é invariante pela agdo do grupo de transformagoes de calibre (ver Equagao
3.2.1), em particular o conjunto de pontos criticos de YM ¢é preservado pela agao do

grupo de calibre.

3.4 Normas L e espago quociente Bsy(P)

A fim de estudar o espago quociente B(P) pela acdo de Aut(P) em A(P),
definida na equacao e deduzir que este tem propriedades “razoaveis”, é preciso
mostrar que a agdo admite uma fatia (ver Defini¢ao , para estabelecer este resultado
precisamos fazer uma revisao de alguns resultados basicos sobre completamentos Sobolev
de secoes de um fibrado vetorial W 5 M, o qual vamos supor com produto interno,

resultados cldssicos que usaremos aqui sao apresentados em .

3.4.1 Normas L}

Vamos supor que (M, g), variedade Riemanniana, compacta e orientada de
dimensao n. Seja
D:T(W) — QYW)

uma derivada covariante com respeito a uma conexao sobre W e V9: TP4(M) — TP (M)
derivada covariante determinada pela conexao de Levi-Civita VY. Estes operadores indu-
zem uma derivada covariante V: Q°(M, @"T*M @ W) — Q°(M, "' T*M @ W), dada
por

V=D®1+1® V.

Com isso, definimos as normas L} sobre o espago de se¢oes C* de W pela férmula,

slig = [P +[T(@DP + -+ [ (s(x))pav

M

em que V/s :=Vo---0Vs € [(W®T% (M)) e |V?s]| é calculada ponto a ponto, usando o
produto interno em cada fibra de W e a métrica riemanniana sobre M. O completamento
do espaco de segoes C'*° de W, com respeito a norma L’; dada acima, é denotado por

Q%Z(M’ W) e é chamado espago Sobolev de L% -secies.

Os teoremas de Sobolev (ver , permitem neste ponto definir o que se
entende por uma conexao L} sobre um fibrado principal. Diremos que uma conexao w de
um fibrado principal G — P = M, é uma conexdo L%, se com respeito a uma trivializacio
(Ua, p) de P, é dada por uma 1-forma w,, que é LY(U,) e que transforma de maneira
usual quando muda a trivializagao (ver Lema [2.4.8).
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Observe que o teorema da multiplicacdo (ver |C.5.1)) garante que a propriedade de ser L¥
¢ invariante por mudanga de trivializagao, pois se denotamos como wg a conexao w em

outra trivializagdo Ug, tal que U, N U # (), vale que
wp = Ad(g,5)wa + 9550

(ver Equacao [2.4.11)) logo, ws € Lj. Denotaremos por A»(P) o espaco de conexdes Lj.
A curvatura € de uma conexao w e dada localmente por (ver Equagao [2.4.13)

1
Q. = dw, + i[wa, Wa

dai que pelo teorema de multiplicacdo tem-se que Q, € L}_,, desde que k — % > 0.
Definir o grupo de transformagoes de calibre L}, é mais simples de fazer, se temos que
G é um subgrupo linear de matrizes, vamos supor isso. Para G C GL(n,R) C M, x,(R)

um grupo linear, o fibrado Ad(P) := P xg G estd mergulhado em
£ =P xXg Myxn(R)

onde G age por conjugacao sobre My, (R). Assim podemos considerar se¢oes L}, de &
que sdo também segoes de Ad(P), i.e., cada ponto neste espago é representado por uma
sequéncia de segoes suaves do fibrado Ad(P), que pelo mergulho forma uma sequéncia
de Cauchy no fibrado vetorial { com respeito da norma L7, ,. Precisamos exigir que
k+1-— % > 0, em que n é a dimensao de M, por isso, quando p = 2 e n = 4 estaremos

pensando em transformagoes de calibre em L2.

Denotaremos o grupo das transformagoes de calibre de classe L3 por G3(P) e
o espago de conexoes L2 por Ay(P). O seguinte lema é mostrado em (9] p. 86) e da

informagao sobre a estrutura suave de Gi(P).

Lema 3.4.1. Com as notagoes feitas no paragrafo prévio e supondo que k — % > 0, tem-se
que o espago de transformagoes de calibre de classe LY é um grupo de Lie de Banach (de
dimensao infinita), que denotaremos por Gi(P), sendo sua dlgebra de Lie as se¢oes L,

do fibrado adjunto ad(P) (ver Exemplo [1.4.1)).

Pode-se mostrar que a acéo (w,0) € A (P) x G(P) — o*w € Ap»(P) é suave
na categoria das variedades de Banach (ver [9] p. 87). Também L2 ¢ de fato um espago

de Hilbert e o lema acima vale na categoria das variedades de Hilbert.

3.4.2 Estrutura local do espago quociente By(P)

A partir de agora, assumiremos que P — M é um SU(2)-fibrado principal,
usaremos a identificacio QF(P,g) ~ QF(M, ad(P)) (ver Observacao [1.4.4) para assim
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trabalhar com o fibrado vetorial associado ad(P), também retomamos a convengao de
notagao feita ao final da secao [2.3] Uma prova da préxima proposicao e lema pode ser
achada em ([9] Proposicao 4.4.5 e Lema 4.4.5).

Proposigao 3.4.2. Existe uma fatia (ver Defini¢ao [3.2.6]) para a agdo,
AQ(P) X gg(P) — AQ(P),

i.e., para cada A € A(P) existe um subespago U C Ay(P), invariante pelo estabilizador
Stab(A) de A, tal que o mapa natural, U Xggan(a) G3(P) — Az(P) é um difeomorfismo

sobre um subconjunto aberto de Ay(P).

O préximo lema fornece informacgao sobre a topologia do espaco quociente
By(P) := Ay(P)/Gs(P). (3.4.1)

Lema 3.4.3. Supondo que temos sequéncias { A, }n>0, {Bn}tn>0 C A2(P) que convergem
para A e B respectivamente. Suponha que A,, é equivalente com B,, para cadan € N, i.e.,
ot A, = B, para alguma sequéncia {o,},>0 C G3(P). Entao passando a subsequéncia, se
for preciso, podemos supor que {0, },>0 converge para o € G3(P) e ademais este limite
satisfaz 0*A = B.

Denotemos por [A] a classe de equivaléncia da conexao A no quociente Bay(P).
Uma consequéncia do lema é que By(P) é um espago topologico de Hausdorff. De
fato, suponha que existem [A],[B] € By(P), tais que toda vizinhanga de [A] intersecta
qualquer vizinhanga de [B], entdo exitem subsequéncias {4, },>0 C A(P) e {Bu}n>0 C
A(P), tais que A, — A e B, — B com [A,| = [B,], i.e., existe {0, }n>0 C G5(P), tal que
oA, = By, logo pelo lema [3.4.3] passando a subsequéncias possivelmente, existe o limite
o de o, tal que [A] = [B], de onde segue que By(P) é um espago de Hausdorf.

Com os resultados prévios e conhecendo os possiveis estabilizadores de SU(2),
podemos descrever a estrutura local de By(P) para um SU(2)-fibrado principal. Se
c2(P) # 0 é a segunda classe de Chern (ver Apéndice[B)), os tnicos estabilizadores possiveis
para os elementos de Ay(P) sao {£1} ou S'. Aquelas conexdes estabilizadas por {+1}
sdo chamadas irredutiveis e denotaremos o espago de conexdes irredutiveis por Aj3(P) e
chamamos de redutiveis aquelas estabilizadas por S! (ver Deﬁnigéo. De fato, A5(P)
¢ um aberto de A,(P) e portanto uma variedade de Hilbert.

Se consideramos a acao induzida de Gs(P) sobre A%(P), temos que o tnico estabilizador
¢ {1}, logo G3(P)/{+£1} age livremente sobre A%(P), dai que pela proposicao esta
agao admite uma fatia. A fatia através de uma conexao A € Aj(P) é modelada sobre o
espago linear Ker(V?), onde V¥ é o adjunto de V4 (ver Proposicao , isto segue da
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demonstracao da proposicao m, (o leitor pode consultar [9] p. 89), dai que
B;(P) = A3(P)/Gs(P)
¢ uma variedade de Hilbert e seu espaco tangente em um ponto [A] é identificado com

QY (M, ad(P))/Im(V 4) = Ker(V?). (3.4.2)

3.5 Estrutura local do espaco de moduli

Seja SU(2) — P 5 M um fibrado principal e (M?, g) uma 4-variedade rie-
manniana orientével, compacta com métrica g. Até agora, estudamos o espaco By(P) e
vimos que B;(P) C By(P) é uma variedade de Hilbert.

Definigdo 3.5.1. Denote por M(P) C Ay(P) o conjunto de todas as conexdes anti-

autoduais, definimos o espaco de moduli de conexoes antiautoduais ou instantons por

M(P) := M(P)/Gs(P). (3.5.1)

E o espago de moduli de conexoes antiautoduais irredutiveis por
M*(P) := M(P)NB;(P) (3.5.2)

O objetivo desta secao é estudar a estrutura do espaco de moduli de instantons,
para isso precisamos alguns resultados de analise e da teoria Fredholm (ver Apéndice
C.3.2)). Da decomposigao dada na equagao ([2.4.16]), podemos tomar o mapa projecao na

parte autodual da curvatura e obtemos um mapa suave
pyF: Ay(P) — Q1 (M, ad(P)) 2, (3.5.3)

dado por (1 + #), em que * ¢ o operador de Hodge. Observe que M(P) = (p,F) {0},
isto motiva pensar que uma versao infinito dimensional do teorema da funcao implicita
aplica para o conjunto solu¢do do mapa acima, entao, este conjunto seria localmente uma
variedade suave de dimensdo finita (ver Observagao [C.3.11)). A prova do Préximo lema

pode ser achada em [1].

Lema 3.5.2. Seja F': A — B um mapa suave entre variedades de Hilbert, tal que a
diferencial DF;,: T, A — T, B ¢ um operador de Fredholm em cada ponto a € A. Entao
em uma vizinhanca de cada ponto a € F~'{b} existe um modelo local de dimensdo finita
que descreve F'~1{b} localmente, i.e., existe uma vizinhanca U C Ade a eV C B de b,

tais que, U = Uy x Uy, V = V] x V5 e se satisfazem as seguintes propriedades:
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L. b= (by,bo).
2. Uy e V5 sdo variedades de dimensao finita.
3. (u1,u2) = (F1(u1), Fy(ug,us)), em que Fy: Uy — V; é um difeomorfismo.

O lema acima diz que F~!(b) é localmente modelado como variedade de di-
mensao finita, pois segue que uma vizinhanga de a € F~1(b) é isomorfa a ¢~'(bs), no qual
¢: Uy — Vo & definido por ¢(us) = Fo(F~H(by), us).

Com as notagoes do lema acima, temos, se a diferencial de DF, é sobrejetora,
entdo uma vizinhanca de a € F~'(b) é um variedade suave de dimensio finita com di-
mensao igual ao indice de Fredholm de DF,, isto é, a dimensao de Ker(DF,) e mais, se
DF, é sobrejetor para todo a € F~1(b), entao F~!(b) é uma variedade de dimensao igual
a dimensao do Ker(DF,)

Se queremos aplicar esta teoria e os resultados prévios a p, I, precisamos
mostrar que satisfaz as hipéteses do lema acima, mas como mostra o seguinte resultado,

isto nao é possivel.

Lema 3.5.3. A diferencial de p, F': Ay(P) — QF (M, ad(P)) 2 em uma conexao antiau-

todual Ay ndo é um mapa de Fredholm e é dada por
Py Va,: Qpp(M, ad(P)) — Q4(M, ad(P)) 2.

Demonstragio. Lembramos antes, que é comum denotar o operador V 4 por d4 ( ver Lema

2.4.1). Dada uma conexao A, a curvatura associada é dada localmente por Fq = d4B +
BAB (ver Segao (2.4.2))). A(P) tem estrutura de subespago afim sobre Q!(M, ad(P)) (ver
Lema [2.2.9)), podemos calcular a curvatura associada a B + «, onde a € Q! (M, ad(P)),

Fpion =ds(B+a)+ (BAa)A(BAa)
=dsB+BANB+dja+BANa+aANB+aAa
:FA+dAa+a/\a.

Obtemos assim, a curvatura Fpi., na familia a um pardmetro B + ta, logo podemos
) + 9

calcular a diferencial como segue

d d
d(p,F)a = p (pF(B+ta)) = pr (po(Fa +tdaa + Pa A a)
tli—o tli—o
= p (dac)
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Observe que se A é uma conexao antiautodual, i.e., a curvatura tem parte

positiva zero, o mapa p, V4 ndo ¢ um mapa de Fredholm, de fato, para qualquer segao

s € Q°(M, ad(P)), temos que
Py Va(Vals)) =p(VaoVals)) =0

entdo o espago de dimensao infinita Im(V 4) estd contido em Ker(p, V 4), portanto o mapa
p. V4 nao é de Fredholm (ver Lema |C.3.4)).

Porém se restringimos o mapa p, V.a: Qp,(M, ad(P)) — Q3 (M, ad(P)) 2, te-
mos o seguinte resultado, nao o provamos (a prova pode-se encontrar em [9], Lema 5.2.5)

mas, sim comentamos as ideias principais da demonstracao.

Lema 3.5.4. Sendo A um instanton, a restri¢do de p, V 4: Qig (M, ad(P)) — Q3 (M, ad(P)) 2

a fatia Ker(V?) é um operador linear de Fredholm.

A sequéncia
E(A): 0 — Q0 (M, ad(P)) 5 QL (M, ad(P)) "5 02 (M, ad(P)) 2 — 0

¢ um complexo de deformagao, pois p, V40V 4 é zero se A é um instanton, de e(A) se pode

mostrar que é eliptico [9) El Por teoria eliptica, a imagem dos operadores do complexo £(A)

sao subespagos fechados e os grupos de cohomologia obtidos H((A)), H}(e(A)), H3(e(A))
sao de dimensdo finita (ver Apéndice III de [6]). Em particular, a imagem de p, V4 é um

subespaco fechado e o conticleo deste mapa tem dimensao finita, assim, p, Va|ker(v+) ¢

um mapa de Fredholm (ver Lema . Temos também a decomposi¢ao

Qig(]\/[, ad(P)) = VA(Q%g(M, ad(P))) ® Ker (V7).

conclufmos que Ker(p, V alker(vy,)), pode-se identificar com H}(e(A)), o primeiro grupo

de cohomologia de (A), este é o tangente de M(P) em [A], que é de dimensao finita.

Observe que os espacos envolvidos neste complexo sao, a algebra de Lie de
Gs(P) (ver Lema|3.4.1)), a saber Q%§<M7 ad(P)) que é identificado com HY((A)), o espago

tangente ao espaco de conexdes em A e o espago de 2-formas autoduais.

Uma prova do préximo resultado pode ser achada em ([9] p. 98) e detalhes sobre as
constantes topoldgicas que aparecem, como os numeros de Betti, podem ser encontrados,

por exemplo, em [23].

Tsto segue do fato que o simbolo associado é exato.
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Proposigao 3.5.5. Se A é um instanton, irredutivel e se o mapa
P Va: Qp2(M, ad(P)) — QF(M, ad(P)) 2

é sobrejetivo, entao [A] € M*(P) é um ponto suave. Em uma vizinhanga deste ponto,
M*(P) é uma subvariedade de Bj(P) de dimensao 8cy(P) — 3(by — by (M) + b3 (M)) em
que os b; sdo os numeros de Betti de M e b3 (M) é a dimensdo de um certo subespago da
cohomologia H*(B,R). A curvatura antiautodual fornece uma segao suave de Fredholm
do fibrado vetorial

A*(P) X gy(p) V3 (M, ad(P)) 2

F+< ip

B(P) = A(P)/G(P)

e o conjunto de zeros desta se¢ao é justamente M*(P), a segao é transversal a segdo nula

em uma vizinhanga de [A].

De acordo com o Teorema da Aplicagdo Implicita [3.5.2] a existéncia desta
secao de Fredholm garante as boas propriedades da estrutura do espago de moduli, isto nos
motiva a estudar se¢oes de Fredholm em contextos mais gerais, como sera feito no préximo
capitulo, no qual uma versao deste teorema serd apresentado para uma definicao de se¢ao

de Fredhom oportuna, em uma categoria mais ampla que as variedades de Banach.

3.6 O teorema das métricas genéricas

Até agora consideramos (M, g), em que a métrica sobre M estava fixada, com
dita métrica definimos o que se entende por uma conexao (e assim, uma curvatura) an-
tiautodual. Toda a teoria desenvolvida até agora para mostrar que M*(P) tem uma
estrutura local de variedade e o célculo da dimensao desse espaco, depende do operador
*x de Hodge que, por sua vez, depende da métrica fixada sobre M. Assim, poderiamos
ter métricas, tais que M*(P) nao tem propriedades topolédgicas desejaveis, como visto na
secao anterior. A pergunta entao, é se é possivel fazer pequenas perturbagoes na métrica
para obter boas propriedades de M*(P). Nesta se¢do, consideramos métricas de classe
C" e denotamos o espaco destas métricas por C.

Uma prova do préximo resultado pode ser encontrados em ([§] Teorema 3.20).

Teorema 3.6.1. Para toda 4-variedade orientada e fechada M e qualquer SU(2)-fibrado
principal P sobre M, cuja classe de Chern é nao nula, existe um conjunto denso Gs no

espaco das métricas C dado por

Gs ={g € C|p, Va4 ésobrejetor, para toda M,}
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com a seguinte propriedade. Se g € Gy, entao para cada conexdao A, antiautodual com

respeito a g, o operador
p,Va: Qig(M, ad(P)) — Q2 (M, ad(P))e

é sobrejetor. Consequentemente, denotando por M*(P, g) o espaco de moduli com res-

peito a métrica g, vale que M*(P, g) ¢ uma subvariedade de B*(P).

Nos restringimos nosso estudo ao caso de conexoes irredutiveis, mas quando
aparecem conexoes redutiveis no espaco de moduli? um critério para responder a esta
pergunta é dado pelo préximo resultado, cuja prova pode ser consultada em ([9] Lema
5.4.1).

Lema 3.6.2. Para uma métrica fixada g em M, o fibrado P admite uma conexao redutivel
antiautodual cujo S'-fibrado principal associado (ver Proposigao e Corolario [3.2.5)
tem primeira classe de Chern igual a z € H?(M,Z) se, e somente se, o representante

harmonico da classe x com respeito a métrica g é uma 2-forma antiautodual.

Concluiremos este capitulo com os resultados que garantem que, em certas

condicoes, pode-se supor que nao existem conexoes redutiveis.

Teorema 3.6.3. O subconjunto do espaco de métricas g € C, para as quais existem
conexoes redutiveis antiautoduais com respeito de g, é a uniao contavel de subvariedades

suaves localmente fechadas de codimensao by (M).
Os anteriores resultados implicam no préoximo teorema.

Teorema 3.6.4. Seja M variedade 4-dimensional, fechada, orientada e tal que b3 (M) > 0.
Existe um conjunto denso G5 no espago das métricas riemannianas C sobre M, tal que se

g € Gg, entdao M*(P,g) = M(P, g) é uma subvariedade suave de dimensao como dada na

proposigao [3.5.5]
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Capitulo 4

Novo modelo de suavidade e

sc-calculo

Neste capitulo, serd apresentada uma generalizacao da geometria diferencial e
da teoria nao linear Fredholm para espacos com uma estrutura mais geral que as varie-
dades usuais. Comegaremos com a teoria linear “sc-teoria”, descrevendo o espago linear
em que é modelada uma “poliedade”. Defini¢bes e notac¢oes basicas sao introduzidas nas
secoes e Um exemplo é apresentado em e por ultimo, na secao [£.4] se apre-
senta a teoria Fredholm em poliedades para concluir com o resultado mais importante
da segunda parte, que é uma versao do Teorema da Aplicagdo Impicita no contexto de

poliedades.

Por que estudamos estas duas teorias neste trabalho? Lembremos que a propo-
sicao[3.5.5| mostra que, sob certas condigoes, o espaco de moduli de instantons de conexdes
irredutiveis tem uma estrutura de variedade diferenciavel de dimensao finita (no sentido
usual) e fornece a dimensao desta variedade. Isto é feito mostrando que uma versao do
Teorema da Aplicagao Implicita em dimensao infinita, aplica-se na se¢ao de Fredholm (no

sentido cldssico) F* do fibrado vetorial

A*(P) xgyp) (M, ad(P)) 3 (4.0.1)

F+< ip

B(P) = A(P)/G(P)

LemaE o conjunto de zeros desta se¢ao é justamente M*(P) (ver [3.5.2)). Tentaremos, em

futuras pesquisas, mostrar a seguinte

Conjectura 4.0.1. E possivel dar uma estrutura de fibrado forte (ver Secdo |4.2.4) no
fibrado descrito em (4.0.1)) de tal maneira que torna a secio F™ em uma secio sc-fredholm
(ver Segao [4.4.1)), conseguindo deste modo, uma descri¢ao do espago de moduli de instan-



69

tons na linguagem de poliedades.

4.1 Sc-estruturas sobre espacos de Banach

Os espacos vetoriais considerados neste capitulo sao espacos de Banach, cuja

dimensao ndo é necessariamente finita.

Definicao 4.1.1. Uma sc-estrutura sobre um espago de Banach E consiste de uma sequén-
cia decrescente de espacos de Banach E = Ey D E; D E,..., satisfazendo as seguintes

propriedades:

1. As inclusoes E,, 11 — E,, sdo operadores compactos para todo m € N. N denota os

numeros naturais incluindo o zero.

2. Ex = Ni>0 Ei ¢ um conjunto denso em cada £, considerado com a topologia rela-

tiva.
Observacgoes 4.1.2.

1. “sc¢” vem da expressao em inglés “scalar structure”, estas aparecem em outros con-
textos como em teoria da interpolagao, ver [28]. Se E' é um espago Banach munido
com uma sc-estrutura, diremos que F é um espago sc-Banach ou também que E é

um sc-espaco de Banach.

2. Os elementos de F., sao chamados pontos suaves e os elementos de F,, sao ditos
pontos de nivel m ou também pontos de reqularidade m. O item 2. da defini¢ao
diz que em cada nivel de regularidade todo ponto pode ser aproximado por

uma sequéncia de pontos suaves.

Se E tem dimensao finita, podemos definir uma sc-estrutura, declarando F,, =
E para cada m € N. Observe que se E tem dimensao infinita, esta construcao nao fornece
uma sc-estrutura sobre E, pois o operador inclusao nao é compacto. Outro exemplo de
sc-espago de Banach é o seguinte: Dados E e F' espacos sc-Banach, definimos no produto

direto usual F & F a sc-estrutura (E,, X Fy,;)m>0. Note que:
(E® E)w = B @ Fo. (4.1.1)

Adotamos as seguinte notacao: Seja A C F um subconjunto do espago de sc-Banach F,
entao podemos definir uma sequéncia de subconjuntos (A;,)m>0, onde A,, := AN E,,.

Denotaremos por A* ao conjunto Ay, com a filtragio (A¥ )50 = (Apmik)m>o-

A=Ay 2 A2 DA A D

Ak
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4.1.1 Sc-operadores

Uma vez que introduzimos uma nova categoria de objetos, é natural definir o

que se entende por um morfismo entre esses objetos.

Definicao 4.1.3. Um operador linear T: E — F entre espagos sc-Banach é chamado um
sc-operador, se T(E,,) C F,, e o operador induzido T|g,, : E,, — F,,, ¢ continuo para cada
m € N. Se T possui um operador inverso, que também é um sc-operador, dizemos que T

é um sc-isomorfismo.

Observemos que, se T é um sc-isomorfismo, entdao E,, C T_I(Fm) C E,,. Logo
para cada m € N, T: E,, — F,, é um isomorfismo de cada nivel de reqularidade. Para

ressaltar uma classe especial de sc-operadores, fazemos a seguinte

Defini¢do 4.1.4. Um sc-operador S: E — F é chamado um sc-operador se S(E,,) C

Fri1e8|g,: E— F' éum sc-operador.

Para um sct-operador S: E — F, temos o seguinte: Se (a,)nen € uma sequén-
cia limitada em FE;, como a inclusao E; — E, é compacta, existe uma subsequéncia
convergente (ay,, )ren em Ey. Neste caso (S(an,))ren C Fi e converge por continuidade,
logo S é um operador compacto restrito ao nivel F;. Indutivamente, temos que um sc™-
operador é compacto, no sentido que sobre cada nivel de suavidade, S: E,, — F,, é

compacto para cada m.

Definicao 4.1.5. Um subespago F' de um espaco de sc-Banach E é chamado um sc-

subespaco, se F' é fechado e F,, := F'N E,, define uma sc-estrutura sobre F.

Dizemos que um subespagco F' de um espaco sc-Banach £ tem um sc-complemento
G,se E = F ® G e afiltracao G,, := G N E,, define uma sc-estrutura sobre G, tal que
para todo m € N, E,, = F,, ® G,,. Nestas condi¢cbes £ = F @& G é chamada uma

sc-decomposicao.

Proposigao 4.1.6 ([15] Proposigdo 1.6). Seja E um espago sc-Banach. Um subespago
de dimensao finita F' de E é um sc-subespaco se, e somente se, F' C F,,. Ademais, um

sc-subespaco de dimensao finita sempre tem um sc-complemento.

Passamos agora a descrever o quociente de um espago sc-Banach por um sc-

subespaco.

Proposicao 4.1.7 (|15] Proposi¢ao 1.7). Seja E um espaco sc-Banach e A C F um sc-
subespago. Entao F/A munido com a filtragdo E,,/A,, é um espago sc-Banach. Tem-se
que

En/Ayn ={(z+a)NE, | x€E,}
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Definimos agora uma classe importante de sc-operadores, (ver Apéndice|C.3.2]

para detalhes sobre operadores de Fredholm.)

Definicao 4.1.8. Um sc-operador T: F — F entre espacos sc-Banach, é dito sc-Fredholm,
se existem sc-decomposicoes F =K @& X e FF=C @Y, tais que:

1. K é o nucleo de T e é de dimensao finita
2. C' tem dimensao finita e Y é a imagem de T
3. T: X =Y é um sc-isomorfismo.

Como K é um sc-subespacgo de dimensao finita, entdo K consta de pontos su-
aves, além disso, T(X,,) =Y, para cada m > 0. Em particular, os niveis de regularidade

E,, podem ser decompostos em soma direta
E,.=K&X, e F,=Ca&T,,.

O indice de um operador sc-Fredholm T se define como em Os operadores sc-

Fredholm tem uma propriedade reqularizante dada pela seguinte proposicao

Proposicao 4.1.9. Cada operador sc-Fredholm T: ' — F' é regularizante, isto ¢, dado
e € E satisfazendo T(e) € F,,,, entdo e € E,,.

Demonstra¢io. Como T(e) € F,,, = C & F,,, entao T(e) = ¢+ T(z), para algum = € X,,
e c € C. Isto implica que, T(e —z) = c € CNT(FEy) e portanto c =0ex—e € K C E,

logo x e e pertencem ao mesmo nivel de suavidade. O]

No capitulo anterior, vimos que um operador de Fredholm T fornecia boas
propriedades no conjunto de zeros T~'{0}, a préxima proposicao da informacao do tipo
de perturbacoes que podem ser feitas nestes operadores conservando dita propriedade. A

prova ¢ apresentada em [15].

Proposigdao 4.1.10 (Perturbagio Compacta). Sejam E e F espagos sc-Banach. Se
T: E — F é um operador sc-Fredholm e S: E — F é um operador sc™, entdao T + S

¢ um operador sc-Fredholm.

Informalmente, a nova categoria de espagos aceita como “suaves” conjuntos

com bordos e quinas, a proxima definicao é importante no modelo local desses objetos.

Definicao 4.1.11. Um subconjunto fechado C' de um espago sc-Banach E é chamado
um quadrante parcial, se existir um espago sc-Banach W, k € N e um sc-isomorfismo
T: E— RF@ W, tal que T(C) = [0, c>o)’c @ W. Estabelecemos a notagao (U, C, E) para

indicar que U é aberto relativo do quadrante parcial C' no espago sc-Banach E.
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Dado um quadrante parcial C' em FE, escolha um sc-isomorfismo T: F —
R* & W satisfazendo T(C) = [0, 00)* & W, definimos um mapa d¢: C — N da seguinte
maneira, para r € C

T(x) = (r1, - ,rp,w) ze€C
onde (r1,--- ,71) € [0,00)* e w € W. Se define do(z) := #{i € {1, ,k}|r; =0} €Z

Definicao 4.1.12. Com as notagoes acima, do: C' — N é chamado o indice de degenera-
¢ao.

A definicao anterior ndo depende da escolha do isomorfismo T. Uma prova
desta afirmagao pode ser encontrada na se¢ao 1.4.3 de [15]. No grafico , observamos

pontos de indice um e dois.

FoQ

O O

A B

Figura 4.1: A tem indice dois, B e F sdao pontos de indice dois.

Defini¢ao 4.1.13 (sc-continuidade). Sejam (U, C, E) e (V, D, F) as ternas estabelecidas
na defini¢do 4.1.11} Uma funcdo f: U — V ¢ dita sc® ou sc-continua, se f(U,) C Vi,

para todo m € N e as restrigdes f: U, — V,, sdo fungdes continuas para todo m € N.

Definic¢ao 4.1.14. Seja (U, C, ) uma terna, como na definigao4.1.11] Se define o espago
tangente T(U,C, F) da tripla (U,C, E) por T(U,C,FE) :== (TU,TC, TE), onde TU =
UloE, TC=C'@oEcTE=FE'Q¢FE.

TE é um espago sc-Banach, como foi observado na equagao (4.1.1) e TU é um

aberto relativo do quadrante parcial TC' em TFE, i.e., o tangente de uma terna é também
uma terna como definido em L1111

4.1.2 Funcoes sc-suaves e modelo local

Uma vez definida a no¢ao de continuidade, passaremos a estudar a nocao de

“sc-diferenciabilidade”. Comecamos por definir funcdes de classe sct.
Definig¢ao 4.1.15 (sc-suavidade). Sejam (U, C, E) e (U',C’, E') triplas como na definigdo
4.1.11] Uma sc’-funcao f: U — U’ é de classe sc! se, para cada x € U, existe um operador

linear Df(z): Ey — E satisfazendo as condigoes:
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1
1. Sehe€ Eyex+heU,entao lim —|f(x+h)— f(x) —Df(x)h|o =0
|h|1—>0 |h‘1

2. Omapa Tf: TU — TU’, chamado o mapa tangente de f, definido por

Tf(x,h) = (f(z),Df(x)h), x €U; e h€E, (4.1.2)

é de classe scV.

Se os espacos de Banach envolvidos sdo de dimensao finita, entdo um mapa de
classe sc! é simplesmente o ja conhecido mapa de classe C* com a derivada de Fréchet.
Procedendo indutivamente, podemos definir o que entenderemos por uma funcao de classe
sc® ou, mais geralmente, de classe sc®. Um mapa sc’ f é dito um mapa de classe sc? se
¢ um mapa de classe sc! e seu mapa tangente TF: TU — TV é um mapa de classe sc'.

Temos pela definicao, que o mapa tangente de T f,
T2f = T(Tf): T*(U) = T(TU) — T*(V) = T(TV),

é um mapa de classe sc’. Se o mapa tangente T2 f é de classe sc!, entdo f é dita de classe

sc3 e indutivamente, f ¢ dito de classe sc® se é de classe sc* para todo k € N.

4.1.3 Propriedades da sc-diferenciabilidade

A sc-suavidade esta relacionada com a suavidade classica. A relacao esta dada

pelas seguintes proposicoes, cujas provas podem ser encontradas em [13].

Proposicao 4.1.16. Sejam FE e F espacos sc-Banach e seja U um aberto relativo de um
quadrante parcial C' em E. Suponha que o mapa f: U — F é de classe sc*, entdao para,
todo m € N, o mapa induzido f: U, — Fi, é de classe C*. Ademais, f: U,y — Vi é
de classe C' para todo 0 <1 < k.

Proposicao 4.1.17. Sejam E e F espagos sc-Banach, U um aberto relativo de um qua-
drante parcial C' em E. Suponha que, para todom e Ne 0 <[ < k,omapa f: U — F

induz mapas f: U, — F,, de classe C'*! entdo f é de classe sch*!.

Se para algum N € N temos que F' = R”, vale o seguinte resultado:

Corolario 4.1.18. Seja U aberto relativo do quadrante parcial C' no espago sc-Banach
E e F um outro espaco sc-Banach. Se, para algum k£ € N e para todo 0 <[ < k, o mapa
f: U — RN é de classe C'*!. Entdo, f ¢ de classe scF*!.

Um resultado importante que torna consistente esta teoria ¢ uma regra da
cadeia([15] Apéndice 1.4.2.)
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Proposicao 4.1.19 (Regra da Cadeia). Suponha que U, V' e W sao abertos relativos de
quadrantes parciais em espagos sc-Banach e que f: U — V e g: V — W sao funcoes de
classe sc’. Entao, a composta gof: U — W é de classe sc' e ademais T(gof) = T(g)oT(f).

4.2 Geometria diferencial baseada em retratos

4.2.1 Sc-retracoes

Para comecar com a generalizacao da geometria diferencial, na seguinte se¢ao

introduzimos a no¢ao de retrato sc-suave que sera o modelo local de uma “poliedade” (ver
Definigao [4.2.14)).

Definigao 4.2.1. Seja (U,C, E), onde U é aberto relativo do quadrante parcial C' do
espaco sc-Banach E. Um mapa sc-suave r: U — U ¢é chamado uma sc*-retracdo se

ror =r.

Pode-se provar que, se U C E ¢é un subconjunto aberto de um espaco de
Banach e r: U — U é suave, no sentido usual, satisfazendo r o r = r, entao r(U) é uma
subvariedade suave de F, a demostracao ¢ devida a Henri Cartan e pode ser achada em
[5]. A conclusao deste resultado nao vale em geral para a sc-diferenciabilidade, pois ha
retragoes sc-suaves que tém, por exemplo, variacao local de dimensoes, como sera visto

mais adiante.

Definig¢ao 4.2.2. Uma terna (O, C, E) é dito um sc™-retrato (relativo ao quadrante par-
cial ('), se existe um aberto relativo U C C' e uma retracao sc-suave r: U — U, tal que
O =rU).

Observacgoes 4.2.3.

1. Se r: U — U é uma sc™-retragao, pela regra da cadeia temos que
(Tr)o (Tr)=T(ror)="Tr,

entao, o mapa tangente Tr: TU — TU é também uma sc>-retracao.

2. Se x € U', pela regra da cadeia temos que Dr(r(z)) o Dr(z) = Dr(z). Logo, se
r € O existe um y € U, tal que r(y) = = segue que

Se conclui que Dr(x) o Dr(z) = Dr(x), isto é Dr(z): E — E é uma projecao linear.

Em definimos TU o tangente a um aberto relativo de um quadrante

parcial. Queremos agora, definir o tangente a um retrato sc-suave.
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Proposicao 4.2.4. Seja (O,C,E) um retrato sc-suave e suponha que r: U — U e
r': U — U’ sao retragdes definidas em abertos relativos U e U’ do quadrante parcial

C, tais que r(U) = r(U’) = O, entao Tr(TU) = Tr'(TU’).

Demonstragio. Para cada y € U, existe ' € U’, tal que r'(y') = r(y). Segue que

logo r’ or = r. Analogamente, obtém-se que r o’ =1’'. Se (z,h) € Tr(TU) entao, pela
definigao, existe (y, k) € TU, tal que Tr(y, k) = (z,h) e como = € O; C U’, temos que
(x,h) € TU'. Usando a regra da cadeia,

Tr'(z,h) = Tr' o Tr(y, k) = T(r or)(y, k) = Tr(y, k) = (x,h),

assim, Tr(TU) C Tr'(TU’), usando a identidade ror’ = 1/, obtemos a outra inclusdao. [
A anterior proposicao garante que fica bem definido o seguinte,

Defini¢ao 4.2.5. O tangente de um sc-retrato (O, C, E), denotado por T(O,C, E), é
definido como a tripla (TO,TC, TE), onde TC = C!' @& E é o tangente do quadrante
parcial C, TE = E' @ E e como antes definido, TO = Tr(TU), sendo r: U — U uma,
qualquer retracao, tal que r(U) = O.

Explicitamente, temos que
TO = Tr(TU) = Tr(U' @ E) = {(r(x), Dr(x)h)|z € U', h € E}.

Dado (U,C, E), o tangente TC' de C' é um quadrante parcial em TE e TU é um aberto
relativo a TC, i.e., a terna (TU, TC, TE) é uma terna, no mesmo sentido que na definigao
Como ja foi observado, para uma retragao r: U — U o mapa Tr: TU — TU é
uma sc-retracao, portanto Tr(TU) =: TO é um sc-retrato. Assim, temos que o tangente
T(O,C,E) = (TO, TC, TE) é um sc-retrato. A préxima proposicao é crucial para a boa

definicao de sc-suavidade.

Proposicao 4.2.6. Sejam (O,C, E) e (O',C", E’) retratos sc-suaves e f: O — O’ um
mapa. Ser: U — U e s: V — V sdo sc-retragoes suaves sobre O para (O,C, E) tem-se

que
1. for: U — E' é sc-suave se, e somente se, fos: V — E’ é sc-suave.
2. Se for éscsuave, entdo T(f or)|to = T(f o s)|ro-
3. O mapa tangente T(f or)|to leva TO em TO'

Demonstracao.
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1. Se U e V sao abertos relativos de C, tais que r(U) = s(V) = O, entao O C UN V.
Assumamos que for: U — E’ seja sc-suave e considere s: V' — U NV um mapa
sc-suave. Observe que, se x € V, temos que existe y € U, tal que r(y) = s(x).
Segue que r(s(z)) = r(r(y)) = r(y) = s(x), logo r o s = s. Pela regra da cadeia,

temos foros= fos éscsuave. basta trocar s por r para obter a reciproca.

2. Suponha que (z,h) € TO, i.e., (z,h) = Ts(z,h). Como foros = fos temos,

novamente pela regra da cadeia,

T(for)(x,h)=T(for)Ts(z,h)(x,h) =T(foros)(x,h) =T(f os)(x,h).

3. Para concluir, tomemos p: U’ — U’ uma retragao sc-suave com p(U’) = O’. Consi-
deremos po f e seja x € O, entdo existe u' € U’, tal que p(u’) = f(x). Aplicando
p temos p(p(u')) = p(u') = f(x) = p(f(x)), concluimos que po f = f e usando a
regra da cadeia, temos

T(for)(x,h)=T(po for)(z,h)=TpoT(for)(x,h) e TO

para todo (z,h) € Tr(TU), i.e., T(for)|to: TO — TO’, o que conclui a demostra-

¢ao.
O

Observe que, a proposicao acima nos diz que os mapas for e T(for)|to: TO —

TO' nao dependem da escolha da sc-retragdo. Assim, podemos definir o seguinte:

Defini¢ao 4.2.7. Sejam f: (O,C,FE) — (O',C', E') entre retratos e r: U — U uma
qualquer sc-retragao, tal que 7(U) = O. Dizemos que f é sc-suave, se for é sc-suave. Se
[ é sc-suave definimos o mapa Tf := T(f o r)|r,(rv). Indutivamente se define as funcoes

sc™.

Para fungoes definidas entre retratos sc-suaves, o teorema da regra da cadeia

pode agora ser enunciado como segue;

Teorema 4.2.8. Sejam (O,C, E), (O',C",E") e (O",C", E") sc-retratos e, f: O — O e
g: O' — O" mapas sc-suaves. Entao, a composta go f: O — O” é sc-suave e T(go f) =
TgoTf.

A notagdo para a linearizacdo de um mapa sc-suave f: O — O', no sentido
da definigio [4.2.7} no ponto o € O' = r(U') sobre o nivel um ¢ Tf(0) = T(f o7)(0)|r,0-
Segue que

Tf(o): T,O — Tf(g)O/

é um mapa linear continuo de T,0 = Dr(0)E em T O’ = Dr'(f(0))E".
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Observacao 4.2.9. Com a teoria discutida até agora, obtemos uma nova categoria R,
cujos objetos sdo retratos sc-suaves do tipo (O, C, E), sendo O um retrato sc-suave no
quadrante parcial C' no espago sc-Banach E e cujos morfismos sdo mapas sc-suaves
f:(O,C,E) — (O',C",E") no sentido da definigdo e mais, temos um funtor co-
variante, que denotamos por T: R — R e chamaremos funtor tangente. Representamos

esta categoria e funtor no diagrama abaixo,

R il - R
(0,C, B) - T(0,C, E)
gof (0',C",E"Y — T(0,C", E') T(gof)
(O//’ C//’ E//) o T(O//’ C//’ E//)

no qual Tf: T(O,C, E) — T(0',C", E') é dado por Tf(x,h) = (f(z),Df(x)h) para todo
(x,h) € TO. A regra da cadeia garante que o funtor é covariante, i.e., T(g o f) =
(Tg) o (Tf), com isto podemos construir uma geometria diferencial cujo modelo local sdo

retratos sc-suaves.

Concluimos com uma importante propriedade que retomaremos na seguinte

secao .
Proposicao 4.2.10. Seja (O, C, E) um retrato sc-suave, entao:

1. Se O’ é um subconjunto aberto de O, entao (O',C,FE) é também um sc-retrato

suave.

2. Sejam V um aberto de O e s: V — V um mapa sc-suave, tal que sos = s. Se
O = s(V), entao (O, C, E) é um sc-retrato.

Demonstracao.

1. Seja (O, C, E) um retrato sc-suave, entao escolhemos r: U — U de modo que O =
r(U) e r or =r. Por continuidade, definimos o aberto U’ := r~1(0’) de U e assim,
U’ é um aberto relativo de C. Se z € O’ C O = r(U), existe um y € U, tal que
r(y) = x. Aplicando r, temos que O" 3 r(y) = r(x), dai que O' C U’ e que a
restricio r’ = r|y define uma retracdo sc-suave ’: U’ — U’ sobre r'(U') = O'.

Logo, (O, C, E) é um retrato sc-suave, como queriamos demonstrar.
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2. Pela hipotese e pelo resultado anterior, temos que (V,C, E) é um retrato sc-suave.
Tomando r: U — U uma retragdo sc-suave, tal que 7(U) = V e U C C C E,
definamos o mapa suave

p=sor:U—U.

Afirmamos que p o p = p. Observe primeiro que, s o p = p pois, so s = s, também
note que, se x € U, temos que r(xz) € V. Dal que z := s(r(z)) € V e portanto,
existe u € U, tal que r(u) = z. Aplicando r temos que r(u) = r(z) = r(s(r(z))),
mas como r(u) = s(r(x)), conclui-se que rosor = sor, onde rop = p. Novamente
aplicando r, obtemos que pop = sop = p. Portanto p é uma retragdo sobre o
conjunto p(U) = sor(U) = s(V) = O, concluindo desta maneira que (O',C, E) é

um retrato sc-suave, como queriamos demonstrar.

4.2.2 M-poliedades

Nesta secao, definiremos uma M-poliedade e o que entenderemos por fungoes
suaves entre estes objetos. Da mesma maneira que na geometria classica, vamos a supor
daqui em diante que os espacos topoldgicos envolvidos sao de Hausdorff e paracompactos,

a menos que seja dito o contrario.

Definicao 4.2.11. Seja X um espaco topologico. Uma carta em torno de x € X é uma
upla (V, ¢, (O,C, E)), onde V C X é uma vizinhanga de x em X, (O, C, E') é um sc-retrato

suave e ¢: V — O é um homeomorfismo.

Definigao 4.2.12. Dizemos que duas cartas (V, ¢, (O,C, FE)) e (V',4,(O",C", E")) sdo
equivalentes se os mapas de transicao Yo ¢l ¢(VNV') = p(VNV') e poyp™t: (VN
V') = ¢(V N'V’) sdo mapas sc-suaves (no sentido da definigao [4.2.7)).

Observe que ¢(V NV’) é um aberto de O, dai que pela parte 1 da proposigao
4.2.10] temos que a terna (¢(V NV’), C, E) é um sc-retrato suave., por isso, os mapas de

transicao estao definidos sobre retratos sc-suaves.

Definicao 4.2.13. Um atlas sc-suave sobre um espago topologico X, é uma colecao de
cartas locais (V, ¢, (O, C, E)) que sdo compativeis dois a dois, de modo que, os conjuntos

V recobrem X. Dois sc-atlas sao equivalentes, se a uniao destes ¢ também um sc-atlas.

Definicao 4.2.14. Uma M-poliedade X é um espaco topolégico munido com uma classe

de equivaléncia de sc-atlas suaves.

Analogo a geometria diferencial, definimos um mapa suave entre M-poliedades.
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Definicao 4.2.15. Uma funcao f: X — Y entre M-poliedades X e Y ¢ dita sc-suave, se
sua representacao em coordenadas é suave no sentido da defini¢ao m ie., se f(x) =y,
(V,0,(0,C,E)) e (V4,0 ,C" E")) sdo cartas em torno de x € X e y € Y respectiva-
mente, tais que f(V) C V', entdo o mapa ¢ o fo¢~t: O — O é sc-suave.

Passamos agora a definir o tangente TX a uma M-poliedade. Diremos que
r € X é um ponto de nivel m, se existe uma carta (V, ¢, (O, C, E)), tal que ¢(x) € O,,.
Denotaremos o conjunto de pontos de nivel m em X por X,,.
Denote por B a colegdo de todos os conjuntos ¢~ (W), onde W é aberto em O,, := ONE
e (V,0,(0,C,FE)) é carta em x, B é uma base para uma topologia em X,,. Com esta
topologia os conjuntos V,, = V N X,, sao abertos em X,, e em cada nivel m, temos que
¢: Vi = Op, € um homeomorfismo. Segue que, (Vi,,, &, (O, Cpny Ey)) é uma carta em X,
Obtemos pela compatibilidade das cartas em X um atlas para X,,. Consequentemente,
cada M-poliedade admite uma filtragao induzida pelas cartas como segue

X=Xo2X122Xeo=[Xi (4.2.1)

=y

IV,

0
Vale o seguinte resultado cuja prova pode ser consultada em [15] Apéndice 2.6.2.

Teorema 4.2.16. Seja X uma M-poliedade, entao para cada m € N o espago X,, é

metrizavel, ademais, X, é metrizavel.

Seja (O, C, E) um retrato e T(O,C,E) = (TO,TC,TE) o tangente, como
definido em veremos que T(O,C, E) tem mais estrutura que o préprio (O, C, E),

no sentido que TO — O! tem estrutura de fibrado a ser definido mais adiante.

Definigao 4.2.17. Sejam (U, C, E') como na definicao 4.1.11} e F' um espago sc-Banach,
considere p: U & F' — U a projecao sobre U, pensado como um fibrado trivial que

chamaremos sc-fibrado. Seja também um mapa da forma
R: (u,v) e UG F — (r(u),pu,v)) e U F

satisfazendo Ro R = R e p(u,v) é linear em v. Chamamos R uma retracao de fibrado
sc-suave, que recobre a retragdo r e chamamos a B = R(U & F') o retrato fibrado sc-suave
associado. Denotamos por p: B — O a projecao induzida sobre O = r(U),, observe a
grafica embaixo

UoF—L2BcUaF

’| |

U " ~0cU

Consideremos BR a categoria cujos objetos sao retratos de fibrado sc-suaves

e cujos morfismos sao mapas sc-suaves descritos como segue: Suponha p: O — B e
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p': O' — B’ duas retracoes de fibrado sc-suaves. Um mapa é chamado um mapa de

fibrado (local) sc-suave se tem a forma
F: (w,v) € B F(u,v) = (a(U), f(u,0)) € B

onde, f(u,v) é linear em v e o seguinte diagrama

<

B-f.p

p lp'

OT>O

¢ comutativo. Foi introduzido em a categoria R, entao existe naturalmente um
funtor (forgetful functor) BR — R que simplesmente esquece a estrutura adicional de um
elemento em BR, isto é, o objeto B & O é correspondido com B e o mapa F é pensado

COIMO uIn mapa sc-suave.

Exemplo 4.2.18. Se r: U — U é retracao sc-suave, o mapa tangente Tr: TU — TU
é uma retracdo sc-suave, como ja foi observado antes. Pensando TU := U!' @ E como
um fibrado trivial sc-suave, temos que Tr é um mapa sc-suave de fibrados como acima.
Consequentemente, o funtor tangente pode ser pensado neste ponto de vista como um

funtor

T: R — BR,

tal que T envia a tripla (O, C, E) na tripla (TO, TC, TE), onde também TE := E' ® F
é visto como o fibrado E' @ E 2% E' analogamente com os fibrados TC := C' @ F e
TO := O' ® F e a cada mapa f: (O,C,E) — (O',C", E'), o funtor T associa Tf, como
visto na observagao [£.2.9]

Definig¢ao 4.2.19. Seja (O, C, E) um retrato e T(O, C, E) = (TO, TC, TE) seu tangente.
O espago tangente T,O no ponto z € O! é definido como o espaco de Banach p~!({z}),
onde p: TO — O!.

Caso x € O, o tangente T,O é a imagem da projecao linear Dr(z): E — E
(ver Observagéo. Aquir: U — U é uma qualquer retragao associada a (O, C, E), tal
que 7(U) = O. Depois de ter considerado esta descri¢ao local do tangente, consideramos
uplas (z,V, ¢, (O,C,E),h), onde x € X; é um ponto da M-poliedade X de nivel 1 e
(V,¢,(0,C,E)) uma carta entorno de & e h € Ty;)O. Consideramos a seguinte relagao
de equivaléncia

(1.7 V7 907 (07 C? E)7 h) ~ (x/7 V/7 w? (0/7 Cl? El)? hl)
se, e somente se, r =2’ e T(pov ') (¢(x))h' = h.

Definicao 4.2.20. O espaco tangente TX de X visto como conjunto, ¢ a colegdo de todas

as classes de equivalencia [(z,V, ¢, (O,C, E), h)].
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Fixemos = € X, o espago tangente T, X da M-poliedade X no ponto x é
T, X ={[(z,V,9,(0,C,E),h)] | h€T,O} (4.2.2)
a estrutura de espaco vetorial, se define com as operagoes
A (@, Vo, (0,C E), )] + - [(2,V, 9, (0,C E), ha)] = [(2,V,0,(0,C, E), A+ by + - hy)]
para cada A, u € R e hy, hy € Ty,)O, segue que,

TX = (J {o} x T.X (4.2.3)

reX

precisamos declarar a topologia de TX, para isso, fixamos uma carta (V, ¢, (O, C, E)) em

X e definimos
TV :={[(«,V,¢,(0,C,E),h)] | x€V e heTyyO}.

Introduzimos um mapa Ty: TV — TO por Te((z,V, ¢, (O,C, E), h)) = (p(z), h), onde

h € Ty)0, fixado x € X; temos que o mapa ¢ restringe para um isomorfismo linear
Tgp: T,V — T@(x)O

logo, T, X, o espago tangente em x € X, herda a estrutura de espago de Banach de
Ty)O C Ey := E. Por fim, se W ¢ um subconjunto aberto de TO, definimos W cTV
por W := (Tp) (W) e denotamos por B, a reunido de todos los conjuntos obtidos por
percorrer todas as cartas (V,p, (O,C, E)) do atlas e todos os abertos W dos correspon-
dentes TO. Vale a seguinte proposigao ( a prova pode ser encontrada no Apéndice (2.6.3)
de [15]).

Proposicao 4.2.21. Com as notagoes da discussao acima, vale que
1. B é uma base de uma topologia de Hausdorff sobre TX.
2. A projecdo no primeiro fator p: TX — X! é continua e aberta com esta topologia.
3. O tangente TX de uma M-poliedade X ¢é metrizavel com a topologia gerada por B.

Seja (p, V, (O, C, E)) uma carta no ponto x € X com a topologia dada acima
para TX. O mapa Ty: TV — TO associado a carta ¢ ¢ um homeomorfismo e ademais,

dados dois mapas Typ: TV — TO e T¢': TV’ — TO’ temos que a composta

Ty o (Te)™: Tp(TV NTV') = Ty (TV N TV')
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é dada por

Ty o (Te) H(a,h) = (¢ 09~ (a), D(¢ 0 ¢~ ') (a)h) = T(¢ 0~ ')(a, h).

Como o mapa de transigiao ¢’op™~! entre sc-retratos é sc-suave, temos que Ty'o(Tp) ™! é sc-
suave. Além do mais, como (TO, TC, TE) é um retrato sc-suave, as uplas (TV, Ty, (TO, TC, TE))
definem um atlas sobre TX. Consequentemente, o tangente TX de uma M-poliedade X

¢ também uma M-poliedade.

Definigao 4.2.22 (Indice de degeneragio). Sejam X uma M-poliedade e (V, ¢, (O, C, E))
uma carta entorno ao ponto z € X e considere a aplicagao d(z, V, ¢, (O, C, E)) = dc(¢(x)),
onde dc foi definido em[1.1.12] Se define o mapa dy: X — Npor dx(z) = inf{d(z,V, ¢, (O, C, E))},
onde o infimo se calcula sobre todas as cartas (z,V, ¢, (O,C, E)) de x. dx é chamado o

indice de degeneragio da M-poliedade.

Definig¢ao 4.2.23. O subconjunto da M-poliedade X definido por 0X = {z € X | dx(z) >
1} é chamado o bordo de X. Uma M-poliedade X, tal que dx = 0 é dito uma M-poliedade

sem bordo.

Como em qualquer categoria de objetos, é natural definir os subconjuntos que

herdam as propriedades dos espagos que os contém.

Definicao 4.2.24. Sejam X uma M-poliedade e A C X um subconjunto. A é chamada
sub-M-poliedade de X, se para cada a € A existe uma vizinhanca aberta V' e uma sc-
retragdo r: V. — V., tal que (V) = AN V.

Vale o préximo resultado, cuja prova pode ser consultada em[15].

Proposigao 4.2.25. Uma sub-M-poliedade A de uma M-poliedade X, tem naturalmente

uma estrutura de M-poliedade com as seguintes propriedades:
1. Ainclusao i: A — X é sc-suave e homeomorfismo sobre a sua imagem.

2. Para cada a € A e toda retragao sc-suave r: V. — V satisfazendo r(V) = ANV

1

coma€V,omapai or:V — V ésc-suave.

3. O tangente T, A tem um sc-complemento em T, X.

4. Se a é um ponto suave e s: W — W é uma retracao sc-suave, que satisfaz s(W) =
WNAeaeW, entdo o mapa induzido W — A é sc-suave e Ts(a)T, X = T, X.

Uma M-poliedade pode ser pensada como uma “variedade suave” em um sen-
tido mas geral, se X é uma M-poliedade que consta de pontos suaves, entao seu espaco
tangente esta definido em todo ponto de X. Em dimensao finita, por exemplo como

na figura [£.2] temos uma estrutura de M-poliedade, tal que X., = X. Isto mostra em
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particular, que as M-poliedades nos permitem descrever objetos geométricos que variam

localmente sua dimensao.

///1 \\\\

LT S T

Figura 4.2: Na figura acima, vemos um conjunto que nao é suave no sentido usual, no entanto
neste contexto, este conjunto é sc-suave, no ponto x por exemplo, uma carta é dada no préximo
exemplo.

4.2.3 Exemplo de Poliedade

Esta secao é dedicada a um exemplo, este fornece uma carta para x no conjunto
ilustrado em este exemplo é tomado de [13]. Construimos um conjunto conexo de um
espaco de Hilbert que é também um sc-retrato suave, com uma parte um dimensional e

outra dois-dimensional.

Consideremos a sequéncia crescente de nimeros reais: 0 = §y < d; < ... e
o espaco de Hilbert L?(R) =: E, munido com a sc-estrutura E,, = H™%"(R) para todo
m € N, onde

H™™(R) := {f € L*(R)|¢""D"f € L*(R), Va,|a| <m},

isto ¢, H™°(R) consta dos elementos de E com derivadas parciais fracas até ordem m,

0

as quais, ponderadas com e’ sdo ainda elementos de E. Seja 5: R — [0, 00) com suporte

compacto, tal que sua norma L*(R) é igual a 1, definamos a familia uniparamétrica de

operadores m;: E — FE, para cada t € R como segue: Para f € E

0 t<0
(f, B(-+e))B(-+er) t>0

m(f) =

observe que, para t > 0 o operador 7; é a projecao ortogonal no espaco unidimensional

1
gerado por [, com argumento transladado em e*. Definamos agora

ro(t,f)EROE — (t,m(f)) € RD E.
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Note que, para t <0, r or = r trivialmente, pois m(f) = 0. E para ¢t > 0 temos

ror(t, f)(s) = r(rt, ) = r(t, m(f)(s))) = (& m(m(f)(s)))-

Observe que

= ({m(f)(5), B(s + e7))B(s +et), B(s + e))B(s + eT)
= (m(f) (), B(s + eT))(B(s +e¥), B(s + eT))B(s + e)
= (m(f)(s), B(s +e1))B(s +et) = m(f)(s)

Logo, ror = r para todo t € R. Prova-se no lema 1.23 de [15] que r é sc-suave, portanto,

uma sc-retracdo. Além do mais,
rR®E)={(t,0) | t<0}U{(t,sB(s+e?)) | t>0, s€R}CRxE,

observe que o sc-retrato definido acima é conexo e consiste de uma parte de dimensao 1
e uma de dimensao 2 (Ver Figura [4.3)).

>

Figura 4.3: Retrato com parte unidimensional e bidimensional, do lado direito temos uma carta
para o ponto z na figura [£.2}

Este retrato ¢ homeomorfo a (R~ x {0} URT x R) e fornece uma carta no ponto
z do conjunto na figura [£.2 De maneira analoga, é possivel definir mais retragoes que
tem partes de qualquer dimensao (incluindo dimensoes infinitas). Construindo familias
de operadores sc-projecoes

pt:E—>E

onde t € R e E é o espaco sc-Banach definido anteriormente, tal que p, = 0 se t < 0
e p; tem imagem de alguma dimensdo (incluindo infinita) para t > 0 tal que o mapa
(t, f) = (t,pi(f)) é sc-suave, (detalhes destas construgdes podem ser encontrados em
[13]).

Lema 4.2.26 ([13] Lema 1.23). Sejam (,,)m>0 uma sequéncia crescente, £ = L*(R) e

como no exemplo anterior define-se E,, := H™°"(R), seja também 3: R — [0,00)] com
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suporte em [—A, A] e com norma L? igual a 1, entdo o mapa abaixo é sc™

O, u) = t<0
| (w, B+ e 2B +eb) t>0.

4.2.4 Fibrados fortes

O propdésito desta secao é definir o que se entenderemos por um “fibrado” na
categoria de poliedades, que chamaremos de fibrados fortes. Com a nog¢ao de M-poliedade
(ver Definigao [4.2.14)) e seguindo a ideia da construgao dos fibrados vetoriais sobre vari-
edades, vamos descrer, primeiramente, estes objetos localmente. Considere (U,C, E) e F

um outro espago sc-Banach, se define o produto nao simétrico
U<«F:=UxF

com a filtragdo dupla (m, k) param > 0e 0 < k < m + 1, definida por (U <4 F), 1 =

U, ® F}. Esta filtracdo dupla é aquela sublinhada no seguinte arranjo

U()XFQ U0><F1 U()XFQ UoXFg UOXF4 UmXFm U()XFm+1
U1XFO U1XF1 U1XF2 U1XF3 U1XF4 UmXFm U1XFm+1
UQXFO UQXFl UQXFQ UQXF:), UQXF4 UmXFm UQXFerl
U3><F0 UgXFl U3><F2 U3><F3 U3XF4 UmXFm UgXFm+1
UmXFO UmXFl U0><F2 UmXFg UmXF4 UmXFm UmXFm—H

Onde U < F 24 U ¢ visto como um fibrado trivial (projecao no primeiro fator). Em
U < F temos, esquecendo parte da estrutura, a subjacente soma direta U @& F' e que é
definida como o produto direto com a filtracao (U @ F);u>0 = (U @ Fin)m>0 que aparece
na diagonal do arranjo acima. A dupla filtragdo, deve ser pensada como uma forma de
dizer que, acima do ponto z € U de regularidade m € N temos pontos (z,h) € U< F de

regularidade até k, desde que 0 < k < m + 1. Para ¢ = 0, 1 definimos as sc-variedades
(U< B)[i])m := Um & Fnyiy m 2 0.
Explicitamente, temos que ((U < F)[0]),,>0 é dada pela sequéncia

U@ 22U @M D2U, @, 22U, @ Fp 2 -
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que nada mais é que a soma direta de U e F', que aparece na diagonal da dupla filtracao

acima. E analogamente, (U < F)[1])m>0
UM o2U1 @ 2Us@F32 - DUy @ Fipyr 2 -+

Defini¢ao 4.2.27. O tangente a U<F denotado por T (U<F') é definido por T((U<F) :=
(TU) < (TF), onde TU e TF foram definidos em {4.1.14

Consideremos mapas entre estes fibrados triviais,
Definigao 4.2.28 (Mapa de fibrado forte). Um mapa f: U < F — V <G entre produtos
nao simétricos diz-se scl-suave, se para todo m € N e para todo 0 < k < m + 1,

ie, f preserva a filtragao) e a restricdo f: U, & Fy — V,, ® G) é um mapa sc-continuo

(i
(ver [.1.13). Ademais, exigimos que f seja da forma f(z,h) = (fo(z),d(z,h)), onde

o(z, h) é linear em h e f; torna o seguinte diagrama comutativo

U<1F—f>U<F
Prli iPrl
U 7 U

aqui, Pr; é a projecao no primeiro fator.

Definicao 4.2.29. Uma retragdo de fibrado forte R: U<F — U<F é um mapa de fibrado
forte, tal que Ro R = R.

Das definicoes de R e de mapa de fibrado forte, segue que R tem a forma

R(u,h) = (r(u), ¢(u, h)). Note que,

R(R(x, h)) = R(r(z), ¢(z, h)) = (r(r(x)), (r(z), (z, h)))
(r(u), é(x, h)) = R(z, h),

onde r: U — U é uma retragdo sc-suave e ¢ € linear em h. Segue que r: U — U
satisfaz r or = r e se r(x) = z, entdo ¢(z, p(x, h)) = ¢(x, h). O operador linear limitado
h ¢(z,h): F — F é uma projecao linear. Se além do mais, r(z) = x é um ponto suave,

entao este ¢ um operador sc-suave.

Definig¢ao 4.2.30. Sejam (U, C, E') como na defini¢do 4.1.11} Um retrato local de fibrado
forte, denotado por (K,C < F, E < F), consiste do subconjunto R(U < F) := K C C<F,
imagem pela retragao de fibrado forte R: U<F — U<F da forma R(x,h) = (r(x), ¢(z, h)),

onde r: U — U é uma retragao sc-suave sobre O = r(U).
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Um retrato local de fibrado forte induz um mapa p: K — O como no seguinte
diagrama.
UaF —RUaFDK

I e

U U>O

T

A dupla filtracao induz sobre K uma filtracao, para m >0e 0 < k < m + 1, tem-se

Ky :=Kn(U,®F) ={(u,h) €U, ®F| R(u,h) = (u,h)}
={(u,h) € Upn & Fi | (r(u), ¢(u, h)) = (u, h)}
= {(u,h) € Oy, ® Fy, | ¢(u, h) = h}

Para i = 0,1, definimos K[il,, = Kym+i, para m > 0 e consideramos as projegoes
induzidas p: K[i] — O, que sao sc-suaves para ¢ = 0, 1. Agora, se temos (K,C<F,E<F)
e (K',C" a4 F',E' 4 F') dois retratos locais de fibrado forte, um mapa ®: K — K’ que
preserve a dupla filtragdo e que para ¢ = 0,1, os mapas ®[i]: K[i] — K'[i] sdo sc-suaves,

é dito um mapa sc-suave entre retratos locais de fibrado forte.

Definicao 4.2.31. Uma se¢do em um retrato local de fibrado forte p: K — O é um mapa
f: O — K, que satisfaz po f = 1. As secoes de p: K[0] — O sao chamadas sc-suaves e

as segoes de p: K[1] — O sdo chamadas sc*-suaves.

Observacao 4.2.32. Da filtracao K, induzida em K segue que, uma secao f: O — K
é da forma f(z) = (x, f(z)) € O x F. O mapa f: O — F é chamado a parte principal da

secdo. Com abuso de notacao, denotamos f simplesmente por f.

Estudaremos agora, as cartas que permitem fazer sentido de um fibrado forte
global, sobre uma M-poliedade. Considere um mapa sobrejetivo p: ¥ — X de um espaco
paracompacto de Hausdorff, sobre uma M-poliedade X, tal que para todo z € X o

conjunto p~!(x) :=Y,, tem estrutura de espaco de Banach.

Definicao 4.2.33. Uma carta de fibrado forte para p: Y — X é uma upla da forma
(@,p ' (V),K,U<F),

onde (U,C, E) foi definido em [4.1.11} F' é um espago sc-Banach e K = R(U<F) ¢é a
imagem por alguma retracdo de fibrado forte sc-suave R: U < F' — U < F da forma
R(u,h) = (r(u),¢(u, h)), onde r: U — U é uma retragdo sc-suave sobre o retrato O =
r(U) e ¢ é linear na segunda entrada. V C X e O sdo homeomorfos por ¢: V — O.
De fato, ®: p~'(V) — K é um homeomorfismo de p~*(V) C Y sobre K recobrindo ¢.
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Representamos toda esta informacgao no seguinte diagrama

UsF—2U«F>K—2 Y D p (V)
p1l lpl p|K J/P>plp1(v)
U —UDO0 % XDV

Duas cartas de um fibrado forte ®: p~ (V) — K e ®': p~'(V') — K’ com
V!NV # (), sdo ditas compativeis, se para i = 0,1 0o mapa ® o ®~1[i]: ®(p~1(VNV"))[i] —

O (p~H(V N V'))[i] sdo difeomorfismos sc-suaves.

Definicao 4.2.34 (Fibrado forte). O mapa sobrejetor p: Y — X do espago de Hausdorff
paracompacto Y na M-poliedade X, munido com uma classe de equivaléncia de atlas de
fibrado forte é chamado um fibrado forte sobre a M-poliedade X.

As cartas de fibrado forte induzem em Y, uma dupla filtracdo Y, via o
homomorfismo ®, para m > 0e 0 < k < m + 1. Em particular, para ¢« = 0,1 temos
filtragoes

Y{ilm = Yinm+: para m >0 (4.2.4)

com projecoes pli|: Y]i] — Y, que sdo sc-suaves entre M-poliedades. Por isso, distingui-

mos dois tipos de se¢oes do fibrado forte P: Y — X,

Definicao 4.2.35. Seja p: Y — X um fibrado forte. Dizemos que um mapa f: X — Y
é uma segdo, se po f = lx. Uma segdo de p[0]: Y[0] — X é dita uma segio sc-suave e

uma secao de p[l]: Y[1] — X é dita uma segao sct-suave.

4.3 M-poliedade domada

Esta se¢ao é introducida aqui, pois precizamos fixar notagoes e defini¢oes refe-
rentes a poliedades com bordo, faremos uma abordagem curta, mas suficiente para o nosso
proposito, maiores detalhes podem ser encontrados nas segoes 2.4 e 3.1 de [15]. Todos os
conceitos definidos na secao podem ser adaptados para uma M-poliedade domada,

que definiremos nesta se¢ao.

Consideremos C' C E um quadrante parcial em um espaco sc-Banach E e
suponhamos por enquanto que E = RE@ W e C = [0,00)* @ W. Denotemos por E; o

subespaco de codimensao 1 dado por

E; :={(as, - ar,w) ERFOW | a; =0} (4.3.1)
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Associado com F; temos o H;-espago fechado

Seja I C {1,---k} entdo associamos o subespaco E; = ,c; E;, em particular, Ey = E,
Ey =Eie Eg .y = {0} @ W =2 W. Para ¢ € C denotamos por I(z) o conjunto dos
indices i € {1,-- -k}, tais que & € Ej e escrevemos Ej(,) =: E,. No caso geral, lembramos
que dado C' C E quadrante parcial, escolhemos T: E — R¥ & W um sc-isomorfismo, tal
que T(C) = [0, c0)*.

Considere o conjunto {c € C' | dc(c¢) = 1} de pontos de bordo, este conjunto
tem k componentes conexas que denotamos por Aq,---A,. Seja f; o menor subespaco
de E contendo A;, f; é chamado face estendida do quadrante parcial. Denotaremos por

F o conjunto de todas as faces estendidas e para f € F denotamos por Hy o subespaco
definido como na equagao (4.3.2)) que contém C' (ver Figura [4.4)).

Figura 4.4: No caso especial C' = [0,00)* @ W C RF @ W, as faces estendidas f; sdo os E; para
1<i<k.

Para cada e € C, definimos F(e) = {f € F | e € f}, por defini¢gdo temos que

dc(e) = #F(e) é o nimero de elementos em F(e).

Definicao 4.3.1. Seja e € C o quadrante parcial associado a e, que denotamos por Cs,

esta definido por Ce = Nycr() Hy. E 0 menor subespaco linear associado a e, ¢ definido

por E, = ﬂfe]—"(e) f

Por defini¢ao, temos as inclusoes E, C C, C E, se x € C' é um ponto interior,
i.e., do(z) = 0 escrevemos E, = C, = E. Em geral um subconjunto C' de um espago de
Banach (ou espago sc-Banach) é chamado um cone parcial se é fechado, convexo e satisfaz
R*-C = C. Um cone é um cone parcial se satisfaz C' N (—C') = {0}.

Definic¢ao 4.3.2. Seja (O, C, E) um retrato sc-suave. O cone parcial C,O em x € Oy é
definido por C,0 := TO N E,, onde C, = Nigy(y) Hi- O espago tangente reduzido TfO é

definido como o seguinte subconjunto do tangente em z, T¥O = T,O N E,.
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Defini¢ao 4.3.3 (Retragio sc-suave domada). Consideremos (U,C, E) e r: U — U uma,
retragao sc-suave, r é chamada retracao sc-suave domada se satisfaz as seguintes duas

condicoes:
1. do(r(z)) = do(z) para todo x € U.

2. Para todo ponto z € O, onde O = r(U), existe um sc-subespago A C F, tal que
E=T,0® Ae AC E,. Neste caso, dizemos que (O, C, E) é chamado um retrato

sc-suave domado.

Proposicao 4.3.4. Seja (U,C,E) e r: U — U é uma retragao sc-suave domada. Entao,
para todo z € Oy o subespago imagem (1 — Dr(z)) - E, é um subespago de E,, em
particular, na condicao 2 da definicao podemos escolher A = (1 — Dr(x)) - E

Demonstragio. Seja (O, C, E) o retrato sc-suave domado induzido pela retragao sc-suave
domada r: U — U e seja A C E, garantido pelo item 2. da defini¢ao Logo,

T,0®A=E. (4.3.3)
Por defini¢ao, T,O = Dr(z) - E, dai que
E=Dr(z)-E+ (1 —-Dr(z))- E=T,0+ (1 —Dr(x)) - E.

Lembramos da observagio [£.2.3]que (1 —Dr(z)) é uma proje¢do. Aplicando esta projegao
na equacao (4.3.3]) e usando o fato que (1 — Dr(x)) - T,O = {0} temos

(1-Dr(z))-£E=(1-Dr(z)) -T,Op A= (1—-Dr(z))- A (4.3.4)

Logo, precisamos mostrar que (1 —Dr(z)) - A C E,. Como A C E,, é sufuciente mostrar
que
Dr(z)-E, C E,

A menos de isomorfismo T: E — RF¥ @ W, com T(C) = [0,00)* & W, podemos supor,
para facilitar a notagdo, que £ = RF @ W, que C = [0,00)* & W e que z pertence a d
espagos E;, e, x = (0, ,0,2441,+ , 2, w), onde xg441, - -,z > 0. Sejay € E,, entdo
y=(0,---,0,2441, -, Tk, v). Para 7 suficientemente pequeno, temos que = + 7y € C
e as primeiras d coordenadas sao nulas, pelo item 1. da defini¢ao sabemos que

de(r(z+71y)) = do(z+ 1Y), i.e., r(x+ Ty) tem as primeiras d coordenadas nulas. E como

p ~ r(z+71y) = Dr(z)y

segue que, as primeiras d coordenadas de Dr(x)y sdo nulas também. Como y foi escolhido
arbitrariamente, temos que Dr(x) - E, C E,. Da equacao (4.3.4) e do fato de (1 — Dr(z))
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¢ uma retragdo, segue a segunda parte da afirmacao. O]

Definicao 4.3.5 (M-poliedade domada). Uma M-poliedade X é chamada uma M-poliedade
domada, se possui um sc-atlas de cartas que sao modeladas sobre retratos sc-suaves do-

mados.

Observacgao 4.3.6. As defini¢oes de retracao de fibrado forte e de retrato de fibrado
forte local (Ver , podem ser feitas considerando as retra¢des envolvidas como
retragoes sc-suaves domadas, entdao, chamamos respectivamente retracdo de fibrado forte
domada e retrato de fibrado forte local domado. No caso de fibrado forte (ver Definigao
, dizemos que é um fibrado forte domado, se as cartas que o definem sdo cartas

envolvendo retracoes domadas.

4.4 Teoria de Fredholm

4.4.1 Secgoes sc-Fredholm

Neste capitulo, faremos uma introducao a teoria Fredholm no contexto de sc-
suavidade. Como motivagao, suponha que temos uma M-poliedade de dimensao finita
como na figura .2 Uma sec¢do genérica nesta M-poliedade, produz um conjunto soluc¢ao

como o representado na figura O objetivo desta secao é definir e estudar o que

Figura 4.5: Conjunto solu¢ao de uma se¢do genérica na M-poliedade X.

entende-se por uma secao de Fredholm no mundo dos fibrados fortes, onde a base de
dito fibrado é uma M-poliedade, dando a linguagem adequada para enunciar, na préxima

secao, uma versao do Teorema da Aplicacao Implicita nesta categoria.

Definicao 4.4.1. Seja C' C F um quadrante parcial no espago sc-Banach E, um sc-germe

de vizinhangas de 0 € C, que denotaremos por O(C,0), é uma sequéncia decrescente
UyDUi DU D=

onde U, ¢ um aberto relativo em C N E,, contendo a 0. O tangente de O(C,0) sera
denotado por TO(C,0) e é dado pela sequéncia Uy & Fog D Us ® E; DUs B Ey D -+ - .
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Exemplos de sc-germe sao

1. O tangente TU de um aberto relativo U > 0 de um espaco sc-Banach E é um

sc-germe de vizinhancas do zero.

2. Para cada m € N\ {0}, denote por By}, (0) C E,, a bola aberta em E, com raio
1/m, entdo a sequéncia decrescente U, := U N B?}m(O) N E,,, ¢ um sc-germe de

vizinhancgas limitadas do zero.

Definigao 4.4.2. Seja F' um espago sc-Banach. Um sc”-germe f: O(C,0) — F é um
mapa continuo f: Uy — F de classe sc’. Um scl-germe f: O(C,0) — F é um sc’-germe
que é sc' e o mapa tangente Tf: TO(C,0) — TF é um sc’-germe. Dizemos que f é um

sc2-germe, se Tf é um sc'-germe e indutivamente, definimos um sc®-germe. Neste caso,

dizemos que f ¢ um sc-germe suave (Ver Definicoes [4.1.13| e 4.1.15| para defini¢do de sc”

e scl).

Definicao 4.4.3. Um germe de se¢io sc-suave (f,xq) do fibrado forte P: Y — X é uma
secao continua f:V — P_I(V), sobre um aberto V' C X contendo z, para o qual,
existe uma carta de fibrado forte (®,P~*(V), K,U < F), satisfazendo ¢(z¢) =0 € O C U,
onde a parte principal fda secao local f =®lofop:0— K CU-«F, satisfaz que
for: O(C,0) — F é um sc-germe suave (Ver para definicao de parte principal).

O seguinte diagrama ajuda a entender melhor a definicdo acima (ver também a Defini¢ao

4.2.33| de carta de fibrado forte.)

UsF—E2KcUaF-2-pY(V)CY

I

U O CcU—p V CX

T

Definigao 4.4.4 (Germe bdsico). Seja W um espago sc-Banach e C' = [0, 00)* @R * oW
um quadrante parcial. Um germe bdsico é um sc-germe f: O(C,0) — RY @ W, tal que
f(0) = 0 e satisfaz a seguinte propriedade: Se P: RY @& W — W é a projecao candnica,
entao o germe P o f: O(C,0) — (W,0) tem a forma

Po f(a,w) =w — B(a,w)

para (a,w) € ([0,00)* @ R"*) @ W, onde B(0,0) = 0. E mais, para todo ¢ > 0 e todo

inteiro m > 0, vale a desigualdade
1B(a, w) = Bla,w)|[m < ellw —w'|m

desde que, (a,w) e (a,w') estejam em uma vizinhanca de (0,0) suficientemente pequena

sobre o nivel m.
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No contexto dos retratos, existe uma nocao que chamaremos, preenchimento de um germe

de segao sc-suave (f, zg), sobre um fibrado forte local domado K — O, tal que 0 € O.

Definigao 4.4.5 (Preenchimento). Seja K — O com as notagoes da definigao tal
que 0 € U e R(u,h) = (r(u),p(u)(h)) e p(u): F — F é um operador linear limitado.
Assumimos agora que r(0) = 0. Um germe de segao (f,z9) de K — O possui um
preenchimento, se existe um germe de se¢ao sc-suave (g,0) do fibrado U < F — U que

estende f e tem as seguintes propriedades:
1. f(z) = g(z) para z € O em uma vizinhanga suficientemente pequena de zero.
2. Se g(y) = p(r(y))g(y) em um ponto y € U préximo do 0, entao y € O.

3. A linearizagao do mapa y — (1 — p(r(y)))(g9(y)) no ponto 0 e restrita & Ker(Dr(0)),
define um isomorfismo linear Ker(Dr(0)) — Ker(p(0)).

U«
(910)< J/ J{ >(f,:vo)
U

r

Definicao 4.4.6 (Versdo preenchimento). Se f é uma se¢ao sc-suave do fibrado forte
domado P: Y — X e zg € X, dizemos que um germe de segdes (f,xy) tem um preen-
chimento, se existe uma carta de fibrado forte (ver ®: &~ 1(V) — K que recobre
¢: (V,z9) — (0,0), onde K — O é um retrato domado de fibrado forte local, tal que
0€ O CUeogerme de secio Do fopt: O — K C U< F possui um preenchimento
g: U — U < F em uma vizinhanga de 0 € O.

Exemplos de preenchimentos podem ser achados em [11, [12]. O préximo re-

sultado e referido a (|15] Propocigao 3.10)

Proposigdo 4.4.7. Seja f: [0,00)* DR *® W = F — RY @ W um germe sc-suave
em torno de f(0) = 0 da forma f = h + s, onde h é um germe bésico e s é uma germe
do tipo sc™. Entdao Df(0): R* ® W — RY @& W ¢é sc-Fredholm e seu indice ¢ dado por
ind(Df(0)) = n — N. Mais ainda, para todo m > 0 natural, Df(a,w): R* & W,, —
RY @ W, é Fredholm, com fndice n — N, sempre que (a,w) € E,,,1 seja suficientemente

pequeno com a norma de F,,.

Definicao 4.4.8 (Germe sc-Fredholm). Seja f uma se¢do sc-suave de um fibrado forte
P:Y — X com xy € Xo. (f,x0) é dito um germe sc-Fredholm, se possui uma versao de
preenchimento (g,0): U — U<F (ver Defini¢io[4.4.6]) com a seguinte propriedade: Existe
uma secao sc-suave s: U — U< F que satisfaz s(0) = ¢(0), tal que (9—s,0): U - U<F

é conjugado & um nivel bésico, i.e., existe um isomorfismo ¥: U< F — U’ < F’ de fibrados
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fortes locais, que recobre ¢: U — U’ e segdo, Yo (g —s) o ': U — U’ < F chamada

push-forward, é um germe basico. O seguinte diagrama ajuda a entender a definicao

UaF <Y UaF > K Y

e

U U X

ot

Da proposigao [4.4.7, deduzimos que D(g — s)(0) é um operador de Fredholm.
Pela proposicao [4.1.10] D(g)(0) é Fredholm. Logo o mapa tangente T f(zg): T,, X —
T f(z)y € um mapa Fredholm linear com o mesmo indice de D(g)(0), seja ind T f(zo) =

(n — N) dito nimero.

Definicao 4.4.9 (Segoes sc-Fredholm). Uma se¢ao f do fibrado forte domado p: YV — X

é chamada sc-Fredholm, se satisfaz as seguintes propriedades,
1. f é sc-suave.
2. f é regularizante, no sentido que, se x € X,,, é f(x) € Y, m41, entao x € X,,41.

3. O germe (f,z) é um germe sc-Fredholm em todo ponto suave = € X .

4.4.2 Teorema da aplicacao implicita, caso ponto interior

No caso de fibrados de Banach (suavidade usual) temos o Teorema da Apli-
cacao Implicita, que fornece condi¢bes nas quais, o conjunto de zeros de uma secao de
Fredholm ¢é uma subvariedade da variedade ambiente. O proximo teorema e uma ver-
sdo mais refinada deste, sdo importantes na teoria de perturbacao e transversalidade.
Formulamos ao seguir o Teorema da Aplicagio Implicita, no casso de um ponto interior,
estimulando ao leitor a consultar o caso mais geral de poliedade com bordo em [10, |14,
15]. A proba é uma consequéncia do caso mais geral, que pode ser achada em [15] teorema
3.54 secao 3.6.

Teorema 4.4.10 (Teorema da aplicagao implicita; caso ponto interior). Seja P: Y — X
um fibrado forte sobre a M-poliedade sem bordo X (ver Deﬁnigéo e f uma sec¢ao sc-
Fredholm. Suponha que xy € X e que f(zg) = 0. Entao a linearizacao f'(x¢): T, X —
Y}y ¢ um operador sc-Fredholm. Se f'(x() é sobrejetora, entao existe um aberto U

contendo xg, tal que o conjunto solucao em U
S(f,U):={zeU | f(x) =0} (4.4.1)

tem uma estrutura natural de variedade suave de dimensao finita com dimensao igual

ao indice Fredholm de f'(zy). Ademais, U pode ser escolhido de tal maneira que, se
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y € S(f,U), entao f'(y): TyX — Yy, é sobrejetivo e Ker(f'(y)) = Ty,S(f,U) é o seu

espaco tangente.

Conclusao 4.4.11. A vantagem de poliedades é que a teoria Fredholm é sempre transver-
sal, i.e., genérica, pequenas perturbacoes deixam boas propriedades no conjunto solucao
como no casso do teorema [3.6.4] Assim, seria esperado, caso este formalismo funcione,

que resultados como este seriam “triviais”.
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Apéndice A

A.1 A algebra de Lie graduada de formas diferenciais

Os resultados deste apéndice sao usados principalmente no capitulo 2 e 3, onde

usamos as propriedades da estrutura algébrica da algebra que apresentamos aqui.

Definicao A.1.1. Uma algebra de Lie consiste de um espaco vetorial g sobre um campo

de escalares (C ou R), munido de um produto (colchete) [-,-]: g X g — g que satisfaz as
propriedades:

1. [-,-] é bilinear, isto é, linear em cada uma das variaveis.

2. Anti-simetria, isto é, [X,Y] = —[Y, X] para cada X,Y € g.

3. Identidade de Jacobi: para XY, Z € g vale a igualdade

X, [V, 2] = [[X,Y], 2] + [V, [X. Z]. (A1)

Seja {Ea}f;:l uma base fixada de g, como para todo A € g podemos escre-
ver A = Y, A E,, entdo tem que existir nimeros reais C’gﬂ, chamados constantes de

estrutura, que dependem da base fixada, tais que

B, Bl = 3. CI4E,. (A.1.2)
vy

Segue das propriedades do colchete, que estas constantes satisfazem Cgﬁ + C’ga =0e
YA(CsCH+C35C+C5,Cly) = 0, reciprocamente, se existem f* constantes satisfazendo
as condi¢oes acima, entdo, podemos definir um colchete sobre g pela férmula [E,, Ejs] =
>, CosEy. Seja N uma variedade diferencidvel, g denotard uma algebra de Lie qualquer
e denotaremos por Q2%(N, g), o conjunto de k-formas sobre N com valores na dlgebra de

Lie g.
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Definigao A.1.2. sejam ¢ € Q(N, g) e v € Q/(N, g) para alguns inteiros niao negativos
i e j,entdo para X, -+, X;; € %( ), definimos [, 1] € Q7 (N, g) pela férmula

[o, Y] (X1, -+, Xij) P Z B Xo(1y, -+ s Xo()s ¥ (Xo(irn) -+ » Xa(i+)])
onde o percorre todas as permutagoes de {1,--- i+ j}, sgn(o) é o sinal da permutagao
o, e [-,-] é o colchete da algebra de Lie g.

Considere A € ge ¢ € QY(N) uma i-forma com valores em R, definimos p® A €
Qi(N, g) pela formula, p @ A(Xy, -+, X;) == p(Xy, -+, X;)A, onde Xy, -, X; € X(N).
Se B € ge € Y(N), vale que [p ® 4,9 @ B] = (¢ A ) ® [A, B], de fato para
Xy, -, Xiy; € X(N), temos

[¢®A7J}®B](X17 1+] ’L'j' Z sgn(o—) 90®A( o(1)) " 7X<T(i))vtz®B(Xa(i+1)»"' aXa(z'-‘rj))D
l']' Z 12 [B(X 1), > X)) A (Ko (ig1)s -+ » Xo(iag)) B])
’L']' Z sgn(a) (r(l)a T 7Xo'(i))QZ(XU(i+1)v : XG' l+j)))[A B]

= (@A) ® A, B](X1,- -, Xiyj)

Seja { E,} _, uma base fixada de g, com constantes de estrutura Co g, tais que [E,, Eg] =
>, Cls3E,, entdo para ¢ € Q/(N,g) e ¥ € (N, g) existem tnicas ¢* € Q(N) e ¢ €
QJ(N) formas com valores em R, onde o, € {1,---, f}, tais que ¢ = Y ¢* ® FE, e
Y = S 9P ® Ej, com isto podemos obter uma expressao para o colchete de formas com

valores na algebra de Lie na base fixada, pela férmula:

o, 9] = (0" A7) @ [Ea, Bs] = 3 Coglp® AYF) ® B, (A.1.3)

afs aBy
Teorema A.1.3. Para p € Q/(N,g), v € Q/(N,g) e p € Q¥(N, g), temos
L e, 9] = (=1)"[1h, ]
2. (=1)* [, ¥L ol + (=D)¥[lp, 0, 0] + (= 1)"([¥, ol 0] =

isto é, a algebra de formas g-valoradas sobre N é uma algebra de Lie graduada, o colchete

no item 1 do teorema acima é chamado o colchete graduado.

Demonstracdo. O item 1 segue do fato que, para formas com valores em R, temos que
AP = (=1)PYP A e [E,, Eg] = —[Es, E,] junto com a expressao dada na equacio

A13).

Para mostrar o item 2 usamos a igualdade de Jacobi da definicao e notamos que a
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parte esquerda da equacao no item 2 do teorema acima é:

> A1) e AP A p7[[Ea, Bs), By + (=1)¥p" A o™ AyP[[Eg, B, Eal
aBy

+ (=1)79P A pY A ®[[E,, Ea|, Egl}

=D (1" AP A p{[[Eas Bgl, By] + [[Es, By, Eol

aBy
+ [[Ey, Eal, Eg]} =0

]

Teorema A.1.4. Para p € Q'(N,g) e ¢ € Q/(N,g), temos que d[p,¥| = [dp,¥] +
(=)', ).

Demonstragdo. Para formas com valores em R vale que d(¢* Av?) = dp® ApP 4 (—1)1p™ A
dy?, entdo o resultado segue aplicando este fato na expressao (A.1.3)). ]



101

Apéndice B
Classes carateristicas

Em geral, uma classe caracteristica é um invariante topologico que toma valores
na cohomologia de uma variedade. Ao nivel da topologia das variedades diferenciaveis,
todo fibrado tem associado uma classe de cohomologia na variedade base, que pode ser
definida através da curvatura de uma conexao (ver 2.2.3), dita classe de cohomologia
independe da escolha da conexao, dependendo apenas da classe de isomorfismo do fibrado,
esta importante propriedade é a que permite estudar invariantes da topologia do fibrado

através das classes carateristicas.

B.1 O homomorfismo de Chern-Weil

Ao longo desta secdo, G — P = M denotara um G-fibrado principal sobre a

variedade n-dimensional M, (ver[1.3.1]). Fixamos algumas notagdes para comegar.

Defini¢ao B.1.1. Seja V um espago vetorial finito dimensional e V* o seu dual. Para
k > 1 denotaremos por S*¥(V*) o espago vetorial de fungoes f simétricas e k-lineares de
valor real, existe um produto -: S*(V*) @ SE(V*) s SFL(V*), tal que, se f € S¥(V*) e
g € SH(V*) entdo para Vi, -+, Viyr

1
f : g(‘/la T 7Vk+L) = m XU: f(VU(1)7 T 7Va'(k))g(va(k+1)7 e aVo’(kJrL))

onde o percorre todas as permutagoes de {1,---  k + L}.

Com este produto S*(V*) = @y S*(V*) é uma dlgebra graduada. Seja g &
dlgebra de Lie de G. A representacio adjunta, induz uma acio de G sobre S*(g*) para
cada k > 1, da seguinte maneira: Para cada g € Ge Vy,---  Vpy € g (¢f)(V1,---, Vi) =
f(Ad(g=) W, -+, Ad(g™") V)

Definigao B.1.2. Os elementos f € S*(g*) que sdo G invariantes, i.e., f((Ad(g~)Vi, -+, Ad(g~1)V4)
f(Vi,---, Vi) e denotados por I*(G), com produto induzido I*(G) @ IX(G) — I*E(G),
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conformam a algebra I*(G) = @y [*(G) chamada 4 dlgebra de polindmios invariantes

sobre g.

O nome de polinémios invariantes e justificado pelo seguinte: fixamos uma

k

base {e;}?_, de V e denotemos por R[zy, -+ ,x,]" 0 espaco de polinémios homogéneos de

grau k nas variaveis @1, - - - , &, entdo o mapa™: f € S¥(V*) = f € Rz, --- , 2] agindo
pela férmula f(:z:l, cexy) = f(v,--+,v) onde v = ¥ x;e;, ¢ um homeomorfismo, de
fato, o mapa induzido™ S*(V*) — R[zy,- -, x,] é um isomorfismo de dlgebras e a inversa

de = é chamada polariza¢io. Uma prova destas afirmagoes pode se ver em |[7].

Observacao B.1.3. Considere um fibrado principal P com 1-forma de conexao w €
QY(P,g), (ver[2.2.5) sobre P e Q € Q%(P,g) a curvatura de w, entao

QF := QA,--- AQ e Q% (P, ®Fy),
fe—

logo, se f € I*(G), temos que f(2F) € Q*(P), daf que para Xy, -+, X, € TP.
1 .
FON( X, X)) == @20 > Sig(o) F(UXeq), V@), -+ s UXo@2r-1), Lo(2r)))

onde o percorre todas as permutagoes de {1,--- ,2k} e dado que f e Q sdo multilineares,

entdo f(QF) é multilinear e antissimétrica, denotaremos f(QF) simplesmente por ().

Seja G — P 5 M um fibrado principal. Uma k-forma sobre P com valores
na algebra de Lie, o € QF(P,g) é dita de tipo Adg, se para todo g € G, tem-se que
Rjo = Adg-1 00, onde Ry: p € P+ pg € P ¢ o difeomorfismo induzido pela agao R de
G sobre P. Em particular, a 1-forma de conexao de fibrado principal ¢ um exemplo de

forma de tipo Adg.

Definigao B.1.4. Considere G — P = M um fibrado principal, ¢ € QF(P,g) é dita

horizontal se anula-se em vetores verticais (ver definigao [2.2.1)).

Dada uma forma ¢ em P, quando ela é o pullback de uma forma sobre M?

temos o seguinte resultado

Lema B.1.5. Seja G — P = M um fibrado principal e o € Q(P,g) horizontal, que
¢ G-invariante, i.e, R;oc = o para todo g € GG. Entdo ela se projeta na base, i.e, existe
o € QF(M), tal que o = 1*5.

Demonstragio. Definimos ¢ como segue, para Xi,--- , X € T, M campos em M,

5'(X1,"' ,Xk) = O-<Xf7 ,X;)(p)
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aqui p € P é tal que m(p) = = e X} é o levantamento horizontal de X; para cada
1 =1,---, k, precisamos ver que a definicao independe da escolha do ponto p na fibra de

T, temos que:

o(X7, -+ Xp)(pg) = 0pg(Xi(pg), -+ Xi(pg))
= 0pg((Rg)up X1 (P); -+ 5 (Rg)sp X5 (p9))
= (R;UP)(XM T 7Xk) = Up(Xikv e 7Xl>ck)

Onde foi levado em conta que os levantamentos horizontais e a k-forma o sdao G-invariantes.

Entao o se projeta como queriamos demostrar. O

Voltando com as notagoes da observacao |[B.1.3| notemos que, como €2 é hori-

zontal e Adg-invariante, tem-se que f(€2) é também horizontal e G-invariante, pelo lema

prévio, f(Q2) é o levantamento de uma forma f(Q) € Q*(M), vale o seguinte resultado

cuja prova pode ser encontrada em [7].
Teorema B.1.6. Com as notagoes anteriores,

1. f(Q) € Q%*(M) é uma forma fechada. Se denotamos por wp(f) € H*(Q*(M)) a

correspondente classe de cohomologia vale que:

2. wp(f) nao depende da escolha da conexao w, dependendo apenas da classe de

isomorfismo do fibrado P.

3. wp: I*(G) — H(2*) é um homomorfismo de algebras chamado o homomorfismo de

Chern- Weil.
4. Para f: N +— M um difeomorfismo de variedades, wy-py = f* - wp.
Para f € I*(G), wp(f) é chamada a classe carateristica de P correspondente a f.
Exemplos B.1.7.

1. Seja G = Gl(n,R) o grupo de matrizes n X n invertiveis, entdo a algebra de Lie
g = gl(n,R) = Hom(R",R™) com o comutador de matrizes como sendo o colchete
de Lie . Para g € G e A € gl(n,R), Ad(g9)A = gAg~' e para um inteiro positivo k,
denote por P2 o polinomio homogéneo de grau &, que é o coeficiente de A"F do

polinomio na variavel A

1
det(\] — —A) =" Pyjo(A, - AN
2m P

Py /2 € I*(Gl(n, R)) é chamado o k/2-6simo polindmio de Pontrjagim, e a sua imagem

pelo homomorfismo de Chern-Weil é chamada a classe de Pontrjagin.
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2. Para G = O(n) C Gl(n,R) o grupo de matrizes ortogonais, i.e., os elementos g € G,
tais que g'g = g¢g' = I, onde ¢' denota a matriz transposta, denotamos U(n) a sua

dlgebra de Lie que consta das matrizes antissimétricas. Se A € U(n) vale que
1 1
det(N — —A) = det(\ + —A)
2m 2T

logo, para k impar Py, restrito a O(n) é zero, por tanto pode-se considerar somente
Py € I*2(O(n)) para L =0,1,---,[n/2], onde [n/2] denota a parte inteira. Note
ainda que como todo Gl(n, R)-fibrado possui uma redagdo para um O(n), a imagem
pelo homomorfismo de Chern-Weil dos P/, sdo zero para k impar, mesmo que os

polinémios nao sejam zero.

3. G = Gl(n,C) tem algebra de Lie gl(n,C) = Hom(C",C"). Onde consideramos po-
linémios Cj, com valor complexo, estes sdo os coeficientes de A"~ do seguinte po-
linébmio:

det(\ — 714 ZOk A)NF (B.1.1)

Aqui A é uma matriz quadrada é i = —1, a imagem pelo homomorfismo de Chern-
WEeil desses polindmios fornecem classes carateristicas com coeficientes complexos
que sdao chamados Classes de Chern. Observe que Cy restrito a gl(n,C) satisfaz
FCR(A, -+, A) = Pyja(A, -+, A). Se concluf que a L-ésima classe de Pontrjagin de
um Gl(n, R)-fibrado é (—1)% vezes a 2L-ésima classe de Chern da complexificagao
do fibrado.

4. Seja G = U(n), matrizes g € Gl(n,C), tais que g¢* = g'g = I, aqui g' denota
a matriz transposta conjugada, e seja U(n) C gl(n,C) a sua élgebra de Lie, que
a subalgebra de gl(n,C) que consta de matrizes hermitianas antissimétricas, i.e.,

A = — At vale o seguinte:

1 1 - 1

Y’ Yy’ T

segue da equacao que os polinémios C} definidos na equacao , sao de

valor real quando se restringem a {(n) e a imagem pelo homomorfismo de Chern-

WEeil fica na cohomologia real.

B.2 Classes caracteristicas em fibrados vetoriais com-

plexos

Dado um fibrado vetorial £ = M com conexao afim V, no aberto trivia-

lizante U, C M a 2-forma de curvatura (Fy), muda por conjugacao quando mudar-
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mos de trivializagao (ver segao . Seja V' um C-espaco vetorial de dimensao r e seja
f: End(V) — C, neste caso os polindmios invariantes da defini¢ao m sao tais que,
f(g7'mg) = f(m) para quaisquer m € End(V) e g € GI(V), estas fungoes sdo também

chamadas ad-invariantes.

Exemplo B.2.1. Fixemos p € N, entao f(m) = det(m?) e h(m) = tr(m?P) sao fungoes

1

ad-invariantes, de fato, para todo g € GI(V) tem-se que (¢~ 'mg)? = g~ 'mPg, segue entao

que f(m) = f(g~"mg) e h(m) = h(g~"mg).

Fixando ¢ > 0 e escrevendo f(tm) como expansao em série de Taylor

ftm) = fo(m) + fi(m)t + fg(m)t2 + ...

Onde fi: End(V) — C é um polindémio homogéneo de grau k nas entradas de

m.

Exemplo B.2.2. Tome f(m) = det(14+m) onde 1 denota a identidade em End(V'), assim

para r = 2

14+t t
f(tm) = det(1 + tm) = det i 2
tm21 1 —+ thQ

=1 + (m11 + mgz)t + (m11m22 — mlgmgl)tz

Assim fo(m) = 1, f1 (m) = tr(m) =My + Mo € f2<m> = det(m) = MM11M9oo — 112121 .
A prova do seguinte resultado pode ser consultada em [27]

Teorema B.2.3. O espago vetorial real das func¢oes f: End(V) — C ad-invariantes e

homogéneas de grau k ¢ gerado pelo conjunto {tr(m*), ..., tr(m*); ky + ... + k, = k}.

Sejam F 5> M um fibrado vetorial complexo de posto r, V: ['(E) — I'(E) ®
Q' (M) uma conexdo e Fy: T'(E) — T['(F) ® Q*(M) a curvatura de V. Para k €
N, fu(Fy) € Q*(E) obtida de @" Fy € I'((Q"End(E) ® (Q"A*T*M)) e aplicando
o homomorfismo anti-simetrizacdo como na observagao obtemos uma secao de
(QFEnd(E)) ® A*T*M.

k fe(F9) oy
QEnd(E) x Q2(M)) — = 7 (M) xC

{ W’“Fﬂ

é) End(E) x Q*(M)

Proposicao B.2.4. Com as notagdes acima, temos que, fx(Fy) é uma 2k- forma fechada.
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Demonstrag¢io. Pelo teorema é suficiente olhar para fungoes fi(m) = tr(mF). Se
w € End(F)® QP (M) usando a féormula [2.1.6 tr(Vw) = tr(dw + [A,w]) = d(tr(w)), assim,

dfk(Fv> = tI‘(V(FV VARRIRIVAN Fv)) = tI‘(VFV NN Fv) + ...+ tI‘(FV NN VFv)

Como VFy = 0 pela identidade de Bianchi, temos dfy(Fy) = 0. Assim, fi(Fy) define
uma classe de cohomologia, [fi(Fyv)] € H&, (M, C). O

A independéncia da conexdo vem do teorema teorema neste caso parti-

cular vale o seguinte resultado

Proposigao B.2.5. Sejam V e V' conexdes em E. Entao fr(Fy) — fi(Fv) = da, onde
ac VR C, e, [fi(Fy)] € H2(M,C) depende apenas da classe de isomorfismo de
fibrado de F.

Demonstragio. Denotemos V' — V = a € End(FE) ® Q'(M) e consideremos a projegao
sobre o primeiro fator 7 : M x [0, 1] — M, o pull-back induz uma conexao V := m*V+tr*a
no fibrado 7*(E), para cada (,t) € M x [0, 1], temos que 7 (E) .y = Es, logo V=g = V
e AVV’t:1 =V’ =V + a. Observemos que

9o,

dfy(Fg) = —dt A dfo—1 + dt A BT

+ dfa (B.2.1)

Assim, fk(F%) = dt/\52k71 +62k S Q%(M X [0, 1]), ﬂgk,l € Q%_1<M) e ng € Q%(M X
[0,1]) dependendo de ¢ € [0,1]. E como f(Fg) ¢é fechada, segue da equagao (B.2.1) que

dBar =0 e 2025 = dBy,

L 0P
ot

[ apade = [Pt = il — By = elFe) — fulFe)

denote por « := fol Sar_1dt, e como fol dBop_1dt = d(fo1 Por_1dt), segue a proposi¢ao. [

Classes de Chern em fibrados vetorias

Como foi visto na equagao (B.1.1)), se fx(m) é a k-ésima componente homogé-
nea de f(m) = det(1+ ;=m), quando m ¢ a curvatura de uma conexao V em E, entdo
f(m) = C(E) é chamada classe de Chern total e fi(m) = Ci(E) € H¥4(M,C) ¢ a

chamada k-ésima classe de Chern.
Exemplos B.2.6.
1. Ci(F) = [i tr(Fy)].

2. Cy(E) = [ ((tr(Fy) A (tr(Fg))) — tr(Fy A Fy))).
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Ci(E) = 0 para k > %21 ¢ | > Rank(E). Ja que m — det(1 + 5-m) é um
polinébmio com coeficientes m de grau igual a dimensao da fibra. Enunciamos algumas
propriedades das classes carateristicas, a prova destes resultados podem-se encontrar em
[27]. Nas seguintes proposi¢oes, E e F' sao fibrados vetoriais complexos com base M e

posto m e n respectivamente.
Proposicao B.2.7.

1. Sejam E e F fibrados vetoriais sobre uma variedade suave M. Entao C(E @ F) =
C(E)-C(F).

2. Seja ¢: N — M funcao suave entre variedades, ¢*FE o fibrado pull-back e o homo-
morfismo induzido ¢*: H&n(M,C) +— H#%(M,C). Entao, Cy(¢*FE) = ¢*C(E).

Proposicao B.2.8. Para soma e tensor de fibrados, temos:
1. ch(E @ F) = ch(E) @ ch(F).
2. ch(E® F) = ch(E) - ch(F).

Se o fibrado vetorial admite conexao plana, i.e., Fy = 0, entdo Cy(FE) = 0 para
todo k. Dai que se Cx(E) # 0 para algum k € N entdo E nao admite conexdo plana, logo,
nao é um fibrado trivial. Também se para algum k € N, temos que Cy(E) # Ci(F), os

fibrados vetoriais E e F' ndo sao isomorfos .



108

Apéndice C

Analise em espacos de Banach

C.1 Teoremas da aplicacao inversa e implicita em es-

pacos de Banach

Defini¢cao C.1.1. Uma fungdo f: U C E — F entre um aberto U de um espago de
Banach F em um espago de Banach F', é dita diferenciavel no ponto zy € U, se existe um
operador limitado (Df),: F — F, tal que

1
lim —|f(z+h)— f(z) = Df(z)h|r = 0. (C.1.1)
hls—0 |h|q
Se (Df), é continua dizemos que f é de classe C'. Se f ¢ diferencidvel em cada » € F
entdo (Df) € Hom(E, F), com a norma operador. Esto permite definir indutivamente a

nocao de funcao C'*°, como aquelas funcoes que sao de classe C" para cada r € N.

Teorema C.1.2. (Teorema da aplica¢io inversa em espagos de Banach) Seja f: U — F
uma fungao diferenciavel e seja z¢ € U, tal que (Df),,: U — F é um isomorfismo. Entao

existe uma vizinhanga U’ de x, tal que a restricdo de fem U’ tem uma inversa,
—1. / /
f—: f(U)=U".
Mais ainda, se f é diferencidvel entdo f~! é também diferencidvel.

Teorema C.1.3. (Teorema da aplicagio implicita em espagos de Banach) Seja E é o
produto direto de dois espacos de Banach E;, F, e escreva Dif, Dy f para indicar as
derivadas parciais de a funcao suave f de F,p, E5 respectivamente. Se a derivada D, f
em um ponto (£1,&;) é um isomorfismo de Es para F', existe um mapa suave h de uma

vizinhanga de & em E; em uma vizinhanca de & em FEjy, tal que

f(n,h(n)) = f(&2, &)
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Mais ainda, para todo (ni,72) perto de (&1,&2), com f(ni,m2) = f(&,&), temos que
ne = h(m). Se f é diferencidvel entdo h é também diferenciavel.

C.2 Operadores compactos

Os resultados de esta se¢ao, quanto suas demostragoes, podem-se encontrar em
(118]). Um subespaco topoldgico é dito relativamente compacto, se seu fecho é compacto,

existe um critério util a saber.

Proposicao C.2.1. Seja X um subconjunto de um espaco normado completo. Se para
cada r > 0 existe uma cobertura finita de X por bolas abertas de raio r. Entao X é

relativamente compacto.

Estabelecemos agora algumas notagoes, L(E, F') denotard o espago de trans-
formagoes lineares continuas do espaco linear F em F. Se £ = F denotaremos L(E), ou

algumas vezes End(FE), para denotar as transformagoes de F em E.

Definicao C.2.2. Um mapa linear T: E — F' entre espagos normados, é dito compacto ou
absolutamente continuo, se mapeia conjuntos limitados de £ em conjuntos relativamente

compactos de F'

Equivalentemente, podemos dizer que T é compacto, se mapeia a bola unitaria
em um conjunto cujo fecho é compacto. Denotaremos por K(FE, F') o conjunto de mapas

lineares compactos de E' em F. Enunciamos algumas propriedades destes operadores.

Teorema C.2.3. K(E, F) é um espago vetorial, e mais, se I’ é completo, entao K (F, F)

¢ um subespaco fechado do espago de mapas lineares de E em F', denotado por L(E, F).

Teorema C.2.4. suponha que F, F, G, H sao espagos vetoriais normados e
f u g
EF=-F—G=H,

onde f,u,g sdo mapas lineares. Se u é compacto, entdo u o f e g o u sdo operadores

compactos, em particular, K(FE, F) é ideal a esquerda e a direita de L(E, F).

Teorema C.2.5. Suponha que E,F sdo espagos de Banach e u € K(E, F), entdao o

operador dual v* € L(F*, E*) é um operador compacto.

C.3 Operadores de Fredholm

Agora, assumimos que os espacos envolvidos sao separaveis e de dimensao nao

necessariamente finita. Denotaremos por Iso(F, F') o subconjunto de L(E, F') de mapas
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lineares invertiveis de £ em F. Fazemos as convengbes estandar de notacao Ker(T) e
Im(T), para o ntcleo e a imagem do operador T. Lembramos que, para um mapa linear

continuo Ker(T) é sempre fechado, mas Im(T) ndo necessariamente.

Sejam T.S € L(FE,F), dizemos que T é congruente modulo operadores com-
pactos a S e o denotamos por T = S modK (F, F), se T — S é operador compacto, esta
congruéncia é uma relagdo de equivaléncia e se T = S e Ty = Sy, entao TT; = S5y,
(sempre que as composicoes fagam sentido) o qual é verificavel pelo teorema Se a

composta faze sentido também as congruéncias podem-se somar.

Definicao C.3.1. Dizemos que T: E — F' ¢ invertivel modulo operadores compactos, se

existe um mapa linear T : F' — FE, tais que
TT) =Ip modK(F,F) e TiT=1p modK(E, FE)

Diremos que T; é um inverso de T modulo operadores compactos.

Definigao C.3.2. Os operadores Fredholm, denotados por Fred(E, F'), é o subconjunto

de L(E, F) que sdo invertiveis médulo operadores compactos.

Observagao C.3.3. A defini¢ao acima diz que T € L(F, F) é de Fredholm se, e somente
se, existem s; € L(F, E) e sy € L(E, F), tais que

SST—1pe K(E) e TS, — 1€ K(F) (C.3.1)

Modulo operadores compactos, pode-se supor que S; = Sy e tomando adjunto vemos que

T é de Fredholm se, e somente se, T é de Fredholm.

Lema C.3.4. Seja T € L(E, F). As seguintes condigoes sdo equivalentes
1. T é operador de Fredholm.
2. Os espagos Ker(T), Ker(T") sdo de dimensao finita e Im(T) e Im(T") sao fechados.
3. Os espagos Ker(T), Ker(T") sdo de dimensao finita e Im(T) é fechado.

Demonstragio. Se T € Fred(E, F') temos:
Ker(T*)* =Im(T) e Im(T*) = Ker(T)*

1. — 2. Suponhamos T € Fred(FE, F'), vejamos primeiro que o niicleo tem dimensao finita.

Suponha que (z,) C Ker(T) com ||z,|| < 1. Entao

z, = (1-S,T)x, = Cx,
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onde C' é um operador compacto e portanto podemos extrair uma subsequéncia conver-
gente, onde segue que, a esfera é compacta em Ker(T), logo, Ker(T) tem dimensao finita.
Mostraremos agora que Im(T) é fechado. Seja (y,) = (Tz,) C Im(T) e suponha que
Yn — ¥y, queremos mostrar que y € Im(T). Passando possivelmente a subsequéncias,

podemos supor que (z,,) C Ker(T)*. Suponha primeiramente que ||z,|| < ¢ e note que
Ty = S1yn + (I =S T)x, (C.3.2)

como (I—S;T) é compacto, podemos assumir passando a subsequéncias se necessario, que
(I—S;:T)x, é de Cauchy. Como y, converge, segue que (S;y,) é de Cauchy, o que implica
que (z,) é de Cauchy, portanto, x, — = e Tx = y. Podemos entdo supor que ||z,| — oo,

defina entao
~ Tn

€T =
T anll

segue que Tz, = Hg—:” — 0. Argumentando como antes, podemos supor que T, — T,
passando a subsequéncia se necessario e que T(Z) = 0. Mas Ker(T)* é fechado, daf
que T € Ker(T)* o qual é absurdo pois ||Z|| = 1. Analogamente prova-se que Im(T"*) é
fechado.

2. — 3. E 86 a definicao.

3. — 1. Suponha que Ker(T) e Ker(T") sao de dimensao finita e Im(T) fechado, dai que

podemos decompor
E =Ker(T) ® (Ker(T)*) e F = Ker(T*) @ Im(T) (C.3.3)

entdao T|geyryr: Ker(T )t — Im(T) é uma bijecdo, como estes espacos sdao fechados,
portanto de Banach, usando o teorema da inversa continua, existe um operador linear
limitado S, tal que ST = 1 em Ker(T)* e TS = I em Im(T), estendendo por zero so-
bre Ker(T*) e denotando por m|ker() € 7|ker(T*) as projegoes ortogonais sobre Ker(T) e

Ker(T*) respectivamente, tem-se que
ST —Ig = Tker(ry € TS —Ip = TKer(¥) (C.3.4)
Segue que T ¢ invertivel modulo operadores compactos. O
Observagao C.3.5. Temos uma decomposigdo para um operador T € Fred(E, F')
E=E®E F=FKoHh (C.3.5)

em que Ep, [} tem dimensao finita e T|Ey — Fy é um isomorfismo linear.

Teorema C.3.6. Sejam E espaco de Banach e T: E — F um operador compacto, entao
1z — T é Fredholm
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Proposicao C.3.7. A composicao de operadores Fredholm é um operador Fredholm. Se

T é operador Fredholm e v é um operador compacto, entao T+wu é um operador Fredholm.

Demonstragio. Suponha que Ty € Fred(E, F') e Ty € Fred(F, ), queremos mostrar que
TyT; é de Fredholm. Temos entdo que SiT; — Ip € K(E) e que SeTy — I € K(F),

observe que
S1S.TTy — 1 = Sl(SQTQ — IF)Tl + (SlTl — IE) S K(E)

Similarmente se mostra que T9T1S;S; — I € K(G) de onde segue o resultado. O

Definicao C.3.8. Se T € Fred(FE, F), se define o indice de T, denotado por ind(T), como
ind(T) = dim(Ker(T)) — dim(F/T(E))

Teorema C.3.9. Sejam E, F espagos de Banach, entdo Fred(E, F') é aberto em L(E, F') e
a aplicagdo T + ind(T) é continua sobre Fred(E, F'), assim é constante nas componentes

conexas.

A seguinte observacao motiva porque é importante para este trabalho estudar
os operadores de Fredholm. Seja N uma vizinhanga aberta conexa do cero em um espaco
de Banach U.

Definicao C.3.10. Um mapa suave &: N — V| entre variedades de Banach N e V ¢é

chamado um mapa de Fredholm se para cada x € N a derivada
(D®),: U -V

é um operador de Fredholm. Dizemos que ind((D®),) é o ind(®), este indicie é indepen-
dente da escolha de x € N

Observagao C.3.11. Suponha que ® é um mapa de Fredholm de indice r e sem perda
de geralidade que ®(0) = 0, suponha além do mais que (D®), é sobrejetor, entao ind(P)
é precisamente dim(Ker((D®))y), existe entdo um difiomorfismo f definido em uma vizi-

nhanga de 0 (ver [6] secdo 4.2.4), tal que
o f= (D)

dizemos que ® é equivalente pela direita com (D®)q e que f lineariza a ®. No caso geral,

em que (D®))y nao é sobrejetora, consideramos uma decomposi¢do como em [C.3.5}

NcU=UydF e V=VWadG
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onde (D®), ¢ isomorfismo de Uy sobre Fy e tanto V' quanto G sao de dimensao finita,

consideramos entao

®’' = ® o Pr;
onde Pry projeta V sobre Vj, entao, podemos aplicar a linearizagao discutida acima a
fungao ¢'.
Ver [6] proposicao 4.2.19 para a prova do préximo resultado.

Proposicao C.3.12. Com as notagoes da observacao acima, um mapa de Fredholm &
de uma vizinhanca conexa de 0, é localmente equivalente pela direita com um mapa da

forma

:Uyx F—=Vyx G, onde (1) =(L(€),alt,n)) (C.3.6)
aqui L é um isomorfismo linear de Uy em Vp, F' e G sdo de dimensdo finita, ind(®) =
dim(F) — dim(G) e a derivada de a anula-se em 0.

Consequéncia do teorema acima é que existe um modelo local de dimensao
finita para uma vizinhanca de 0 no conjunto de zeros de ®, por meio de um difeomorfismo

de U, este pode ser pensado como o conjunto de zeros do mapa f: F' — G, onde f(y) =
a(0,y).
C.4 Operadores Elipticos

Sejam E, F' fibrados vetoriais sobre uma variedade compacta N de posto k e

k' respectivamente. Um operador diferencial D é um mapa linear
D:T'(N,E) - T'(N, F).

Em uma carta U C N com coordenadas {z/}, tal que E e F' sdo triviais e usando a

notacao multi-indice,

1. M = (@, pm), tal que pj € No.

2. |M| =% pi
M| ~pm
3. DM = gaj\;i{ — 8(11()9:11t8(f;m)um

para uma secao s de F, podemos escrever

Ds(x)]*= > Al*(z2)Dys(z) 1<a<F¥
|M|<p,1<a<k

(AM)2 & uma matriz k x k' e p é chamado o ordem de D. O simbolo de D é a matriz

kx k'
a(D,&) = Y Ay (x)éu,

|M|=p
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onde, £ € R™. Se a matriz o(D, &) é invertivel para todo £ € R™\{0}, D é dito um operador
eliptico. Os resultados deste se¢ao sdo usados em [3.5] as provas destes resultados podem

ser encontrados em [24], apéndice A.3.2.

Lema C.4.1. Sejam A 5 BL Cuma sequéncia de operadores lineares limitados sobre
espagos de Hilbert, entao Ker(T) = Im(5) se, e somente se, Ker(S*) = Im(7)*

Este lema implica no seguinte

Corolario C.4.2. Seja ' — G2 Hum complexo de operadores diferenciais entre
fibrados vetoriais sobre uma variedade compacta M, com produtos internos respectivos
sobre as ﬁbras se o simbolo associado satlsfaz U(L*) = (o(L;))* para i = 1,2, entdo,

ey e eliptico se, e somente se, H —> G R eliptico.

C.5 Teoremas de Sobolev

O conteido deste apéndice é usado na secao [3.4] para conseguir mostrar pro-
priedades boas na topologia de B(P), veja a equagao (3.4.1). Se definem as normas L¥
sobre o espaco de se¢oes C* do fibrado vetorial W — M pela féormula,

sleg += [(s@IF + (V@) + - + [VH(s())) v (©5.)

M

onde Vis:=Vo-.--oVse (W ®T%(M)) e |V’s| é calculada ponto a ponto usando o
produto interno em cada fibra de W e a métrica riemanniana sobre M. O completamento
do espaco de secoes C*° de W com respeito a norma L’; dada acima é denotado por
Q%i(M’ W) e é chamado espago Sobolev de L% -secies.

Valem os seguintes resultados cujas provas podem ser achadas em ([3], capitulo 2).
Teorema C.5.1. (Teorema da multiplicagio de Sobolev) Sejan W e W’ fibrados vetoriais
sobre M com dim(M) = n. Entao existe um mapa linear continuo de multiplicagao,

Q% (M, W) @ QOL;;; (B,W') = Q)a(M,W @ W)

desdequergmin{k,k’}er—%<k—%+k’_ﬁ

Teorema C.5.2. (Teorema do mergulho compacto de Sobolev) Nas hipdteses do teorema,
prévio vale que
1. Existe um mergulho continuo de 2 L£<W’ M) nas C"-segoes de W, desde que 0 <
r<k-—

2. Sek—% >k — 1 ek >k, existe uma inclusao continua Qp»(W, M) C Q, (W, M)
k/

a qual é compacta se k' < k.



