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Abstract

In this thesis we study the invariant called Gelfand-Kirillov Dimension for algebras with poly-
nomial identities, mainly for non-associative algebras, aiming at better understanding the structure
of the polynomial identities.

This invariant has gained importance lately since in many cases it is relatively easy to calcu-
late and, surprisingly, it is capable of distinguishing the growth of two algebras. For associative
algebras GK-dimension was found to be very useful to detect that algebras which on one hand are
Pl-equivalent over fields of characteristic zero, according to Tensor Product Theorem of Kemer, on
the other hand are not Pl-equivalent when the characteristic of the infinite base field is positive.
This points towards the rise of new T-ideals, sets of identities satisfied by an algebra, which are
T-prime for infinite fields of positive characteristic. The classification and the understanding of
such T-ideals in positive characteristic are still open problems, although it is well understood for
associative PI-Algebras in characteristic zero, using Kemer’s theory.

The situation is much less clear for varieties of non-associative algebras like Jordan Algebras
or Lie Algebras. Very little is known about results towards a classification of T-ideals outside the
associative case, even over fields of characteristic zero. Accordingly little is known concerning the
behavior of T-ideals, even for simple algebras. Here we make a step towards this goal by computing
some GK-dimensions of some relatively free algebras of finite rank by using the expression of the
Hilbert series. In particular we compute the Gelfand-Kirillov dimension of the relatively free
algebra of any finite rank generated by the Lie Algebra of the 2 x 2 traceless matrices over an
infinite field of characteristic different from 2. We hope that results in this direction will contribute
to a better understanding of the behavior of T-ideals in non-associative algebras.

Keywords:
Gefand-Kirillov dimension, Pl-algebras, Free algebras, Lie algebras.

Resumo

Neste trabalho estudamos o invariante denominado dimensao de Gelfand-Kirillov para algebras
com identidades polinomiais, sobretudo para algebras nao-associativas, com o objetivo de melhor
compreender a estrutura das identidades polinomiais.

Ultimamente este invariante tem ganhado importancia, uma vez que ele é relativamente facil
de calcular e, de certa forma, é capaz de diferenciar o crescimento de duas algebras. Para algebras
associativas a GK-dimensao mostrou-se muito tutil ao detectar que algebras que por um lado
sao Pl-equivalentes sobre corpos de caracteristica zero pelo Teorema do Produto Tensorial de
Kemer, por outro lado nao sdo Pl-equivalentes quando a caracteristica do corpo infinito é positiva.
Isto aponta para o surgimento de novos T-ideais, conjuntos de identidades satisfeitas por uma
algebra, que sdo T-primos para corpos infinitos de caracteristica positiva. Ainda é um problema em
aberto a classificagdo e a compreensao destes T-ideais em caracteristica positiva, embora seja bem
compreendida para PI-Algebras associativas em caracteristica zero, segundo a teoria de Kemer.

Entretanto a situagao ¢ ainda menos clara para variedades de algebras nao-associativas como
Algebras de Jordan ou Algebras de Lie. Sabe-se muito pouco sobre resultados que apontem para
uma classificagdo de T-ideais fora do caso associativo, até mesmo sobre corpos de caracteristica
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zero. Inclusive se conhece pouco sobre o comportamento dos T-ideais, mesmo de algebras simples.
Aqui damos um passo, calculando algumas GK-dimensoes para algebras relativamente livres de
posto finito a partir da expressao da série de Hilbert. Destacamos em especial que calculamos a
dimensao de Gelfand-Kirillov da algebra relativamente livre de qualquer posto finito da algebra
de Lie das matrizes 2 x 2 de trago zero sobre um corpo infinito de caracteristica diferente de 2.
Acreditamos que estes resultados permitirao ajudar a compreender melhor o comportamento dos
T-ideais em &lgebras nao-associativas.

Palavras-chave:
Dimensao de Gelfand-Kirillov, PI-algebras, Algebras livres, Algebras de Lie.
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“O bom do caminho é haver volta.
Para ida sem vinda

basta o tempo.”

Mia Couto
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Lista de Simbolos

Aqui listamos algumas notagoes e simbolos utilizados. Sao conceitos faceis que nao encontraram
lugar adequado ao longo texto. Optamos por descrever aqui, pois nao ha uniformidade no uso
destes simbolos em livros, embora sejam frequentemente encontrados em textos.

(ver p. 11) I,, denota o subconjunto {1,2,...,n} dos naturais quando n é um ndimero natural.
(ver p. 12) | X| denota a cardinalidade do conjunto X;

(ver p. 16) (—1)?, onde o pertence ao grupo simétrico (de permutagoes) S, é o sinal da permu-
tagado o, isto ¢,

(—1)7 —1, se o pode ser escrito como produto de um niimero impar de transposicoes
1, se o pode ser escrito como produto de um ntmero par de transposicoes.

Alternativamente ) (i)
" o(j)—oli
= q 2=,

1<i<j<n 4 T

(ver p. 21) e denotard a identidade, o elemento neutro de um grupo, ou seja, para todos elementos
g do grupo vale e x g = g% ¢ = g;

(ver p. 60) a®*L para ntimeros naturais a e b é o fatorial descendente, definido indutivamente por

a®=1 e al=a-a=ala—1)---(a—b);

(ver p. 61) | .| e [.] denotam as fung¢oes maior inteiro menor que e menor inteiro maior que,
respectivamente, e podem ser definidas por

{ |z] =n, se n <& <n+1 para n um nimero inteiro e x nimero real

[x] =n, se n — 1 <z < n para n um nimero inteiro e x nimero real.
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Introducao

Com muita frequéncia estruturas algébricas sdo introduzidas por meio de equagdes e relagoes
satisfeitas por qualquer um de seus elementos. Elementos (ou dlgebras) dessas estruturas normal-
mente sao apresentados por geradores e relagoes satisfeitas por esses geradores. E nestas equagoes
normalmente sao usados uma quantidade finita de operagoes e operadores. Embora isso seja muito
anterior, talvez tenha ganhado mais importancia com o Teorema de Birkhoff que diz que varieda-
des de algebras (mesmo no sentido mais geral, munido de uma assinatura), ou seja uma classe de
algebras que ¢é fechada para as operagoes de imagem homomorfa, subédlgebras e produtos (que na-
turalmente seria o esperado de uma estrutura algébrica) é equivalente & classe ser definida através
de equagoes satisfeitas por todos seus elementos.

Muitos ramos da Matemaética seguiram seus caminhos com estas ideias como pano de fundo
e em muitos casos foi possivel estabelecer belas teorias estruturais como por exemplo para &al-
gebras de Lie, ou para algebras comutativas e dlgebras de dimensao finita quando a algebra é
associativa. Embora algebras de dimensao finita nao sejam definidas equacionalmente também
sao importantes do ponto de vista das equacgoes, pois satisfazem relagdes polinomiais entre seus
elementos (e sob certas condigoes, por exemplo para dlgebras associativas e primitivas conforme
Teorema de Kaplansky, satisfazer uma identidade polinomial é suficiente para ter dimensao finita;
também podemos mencionar aqui a resposta positiva para o problema de Kurosch na classe de
Pl-algebras associativas). Mais precisamente, para cada uma das algebras anteriores, existe um
polinémio f(xy,...,x,) com variaveis ndo comutando e cujos monoémios dependem da colocacao
dos parénteses que se anula quando avaliado nos elementos das mesmas. A algebra que cumpre tal
condicio é denominada uma algebra com identidade polinomial, ou simplesmente uma PI-Algebra.
Seu estudo, a principio, consiste em relacionar o efeito das identidades polinomiais na estrutura
das algebras que as satisfazem. Gostariamos de deixar claro que os temas de estudo em Pl-teoria
sao bastante amplos e diversos, definitivamente nao se resumem somente a estudos da estrutura
das PI-Algebras. Muitos resultados séo revelados usando técnicas combinatérias, por exemplo.

Historicamente, o desenvolvimento da Teoria de Identidades Polinomiais (PI-teoria) comegou
na década de 30, com os trabalhos de Déhn e Wagner, ainda com forte motivagdo geométrica.
Nesses trabalhos aparecem, embora de forma subentendida, algumas identidades polinomiais para
as matrizes de ordem 2. Vale lembrar que alguns conceitos da Pl-teoria encontram-se ainda em
trabalhos de Sylvester, por volta de 1852. Evidentemente tais conceitos aparecem nesses trabalhos
de forma bastante implicita, e tém cardter secundério. A pesquisa das PI-Algebras comecou a
se intensificar por volta da década de 50 com trabalhos de Jacobson e Kaplansky. Em 1950 foi
demonstrado o célebre Teorema de Amitsur e Levitzki, um resultado classico mostrando que a alge-



bra associativa das matrizes de ordem n com entradas num corpo (ou ainda dominio com unidade)
satisfazem o polindmio standard de grau 2n (isto é, o somatorio alternado de todos os produtos de
2n matrizes de ordem n é sempre igual a matriz nula). Na mesma época, algebristas reconhecidos
deram contribuigoes importantes para a Pl-teoria. Podemos relacionar aqui (sem pretensoes de
sermos completos) os nomes de Amitsur, Cohn, Herstein, Higman, Jacobson, Kaplansky, Levitzki,
Nagata, Malcev, Posner, Procesi, Shirshov, Specht entre outros.

Assim, até a década de 1980 varios pesquisadores tinham obtido diversos resultados de grande
importancia na area. De certa forma a teoria que se desenvolveu melhor foi a de PI—AIgebras
associativas. No entanto a compreensao das identidades no contexto associativo pode ser (e foi)
usada em diversos outros casos, por exemplo quando a &dlgebra pode ser mergulhada em uma
algebra associativa (élgebras de Lie e dlgebras de Jordan especiais), assim a dlgebra livre num
contexto nao-associativo pode ser “visualizada”, em certo sentido, dentro da algebra associativa
livre e consequentemente as identidades podem ser vistas e estudadas dentro do contexto das
identidades associativas.

Um passo importante foi dado com a construcao dos chamados polindmios centrais para as
algebras associativas de matrizes M, (K), com entrados num corpo K qualquer, por Formanek
[22] e independentemente por Razmyslov [50]. Estes polinémios quando avaliados em matrizes
resultam em todas as matrizes escalares (estdo no centro) e fornecem uma conexao interessante
com a teoria e métodos desenvolvidos para anéis comutativos. Foram desenvolvidos métodos
poderosos provenientes da Combinatoria Algébrica e baseados na Teoria das Representagoes do
Grupo Simétrico e do Grupo Geral Linear (ou na Teoria de Invariantes). Tais métodos mostraram-
se extremamente 1teis para a descri¢cao das variedades de algebras. Por volta de 19851987, Kemer
desenvolveu métodos e teorias que permitiram classificar os T-ideais em caracteristica zero, e
serviram de base para varios outros estudos. Para recordar uma parte dos principais resultados
obtidos por Kemer, precisaremos alguns conceitos.

As algebras verbalmente primas (ou 7T-primas) desempenham um papel proeminente na PI-
teoria. Uma &lgebra é verbalmente prima se seu T-ideal é primo na classe de todos os T-ideais da
algebra associativa livre. A maioria dos resultados conhecidos sobre algebras verbalmente primas
estao no caso em que estas algebras tém como base corpos de caracteristica zero. A teoria estrutural
de T-ideais desenvolvida por Kemer classificou as algebras verbalmente primas sobre tais corpos.
Mais ainda, Kemer mostrou que os T-ideais verbalmente semiprimos sao intersecoes finitas de
T-ideais verbalmente primos, e finalmente que se I é um T-ideal, entao J™ C I C J para alguma
escolha de n e de um T-ideal J verbalmente semiprimo.

De acordo com a teoria de Kemer as algebras unitarias sobre o corpo K e verbalmente primas
sao exatamente as seguintes:

A trivial K(X), a dlgebra associativa livre de posto infinito;

Por conseguinte, M, (K), as dlgebras das matrizes n X n com entradas em K;

A segunda classe nao trivial de algebras verbalmente primas é dada pelas algebras das ma-
trizes n X n com entradas em FE, denotada por M, (E);

A dltima classe de dlgebras verbalmente primas é denotada por M, ,(E),



onde F é a algebra de Grassmann (ou exterior) de um espago vetorial V' com base {e1, e, ... }.
Como espaco vetorial, E tem base consistindo dos elementos 1 e e;, ---¢;,, onde 1 < -+ < 1y,
k=1,2,..., eamultiplicacdo em F ¢ induzida por e;e; = —e;e;, para todos ¢ e j. A dlgebra E tem
Zo-graduacao natural definida como segue. Denotando por Ey o centro de F, Ey é gerado como
espago vetorial por todos os mondémios em V' com comprimento par, denotamos por E; o espago
gerado pelos monomios de comprimento impar. Deste modo, os elementos de F; anticomutam
entre si. E M, ,(E) com a e b inteiros positivos é a subalgebra de M,.,(E) que consiste de todas as
0 7). onde A€ My(E). B € Mua(B). C € Myo(E) e D € My(Ep).

Aqui recordamos que a descricao das algebras verbalmente primas acima vale quando K é de
caracteristica zero. A descricao das algebras T-primas em caracteristica positiva estd em aberto;
sabe-se que além destas algebras, a lista das algebras T-primas deve envolver muitas outras.

Como consequéncia de sua teoria estrutural, Kemer (1987) resolveu em afirmativo o famoso e
antigo problema (1950) proposto por Specht: Todo T-ideal (em caracteristica zero) é finitamente
gerado como um 7T-ideal? Recomendamos a leitura de [30] para mais detalhes sobre a teoria estru-
tural de PI-Algebras e as contribuicoes de Kemer nesta teoria. Se o corpo base tem caracteristica
p > 0, o problema de Specht tem resposta negativa; exemplos foram construidos por Belov [6],
Grishin [26] e Shchigolev [55] por volta de 1999.

Uma das principais ferramentas utilizadas na teoria de Kemer foram as identidades graduadas.
A algebra de Grassmann F admite uma graduacao natural com o grupo ciclico de ordem 2, Zo;
essa graduagao induz Z,-graduacoes em M, (E) e em M, ;(E). Deste modo conseguiu incorporar
simetria e anti-simetria em uma mesma estrutura algébrica, as superalgebras. Logo apés a teoria
de Kemer, o estudo de graduagoes (com grupos arbitrarios) e das respectivas identidades graduadas
intensificou-se devido as variadas aplicagoes.

Mesmo sabendo que todo T-ideal é finitamente gerado como T-ideal, conhecer as identidades
polinomiais de uma dada algebra é uma tarefa dificil. Apesar de algebras associativas de matrizes
M, (K) ser um objeto comum na Pl-teoria, sdo conhecidas de fato as bases (finitas) para as
identidades satisfeitas apenas para n = 2 sobre corpos infinitos e de caracteristica diferente de
2 (e é claro que o caso n = 1 também é conhecido, pois reduz-se ao corpo K). Sobre corpos
de caracteristica zero foi obtido um conjunto finito por Razmyslov em [51] e posteriormente foi
reduzido a uma base minimal por Drensky em [15]. E para corpos infinitos de caracteristica p > 3
foi obtida uma base minimal por Koshlukov em [34]. J4 para corpos finitos, usando técnicas
completamente diferentes, sdo conhecidas as identidades apenas para n < 4, veja [23, 24, 25, 38].

E mesmo conhecendo os geradores de um T-ideal é dificil obter a partir deles informagoes
sobre os polinémios do T-ideal de um dado grau. Deste modo torna-se interessante estudar o
comportamento e o crescimento deste T-ideal, tentando assim evitar essas dificuldades. Estas
ideias foram introduzidas por Regev em [53].

E bem conhecido que em caracteristica zero cada identidade, usando o processo de linearizacéo,
é equivalente a um conjunto finito de identidades multilineares. Aqui recordamos que a linearizagao
funciona em caracteristica positiva, mas apenas para obter consequéncias da identidade inicial; a
volta para ela nem sempre é possivel. Assim para se estudar um T-ideal pode-se entender primeiro
suas identidades multilineares P, formadas por polindémios de grau n = 1,.... Em especial pode
se estudar o crescimento da sequéncia de codimensoes dessas identidades multilineares. E como

matrizes sob a forma <



T-ideais sao invariantes sob endomorfismos, a a¢ao natural do grupo simétrico S,, nos polinémios
multilineares e em P, os torna S,-médulos. E claro que o espaco vetorial dos polindmios multili-
neares de grau n, munido com a agao natural de S, é um S,,-mdédulo, o qual é isomorfo ao médulo
regular de S,,. Assim, pode-se usar a teoria de representagoes do grupo simétrico em caracteristica
Zero.

Entao pode-se associar a cada T-ideal uma sequéncia dos caracteres dos grupos simétricos
Sp, n=1,..., chamada de sequéncia dos cocaracteres de uma dada PI-dlgebra, e uma sequéncia
numérica de codimensoes, dadas pelas respectivas dimensoes das representagoes. Em [53] é provado
que a sequéncia das codimensoes de uma Pl-dlgebra associativa é exponencialmente limitada. Segue
de resultados de Kemer que o crescimento desta sequéncia é polinomial ou exponencial.

Como cada T-ideal é naturalmente multigraduado pelo grau em cada variavel, existem métodos
para relacionar diretamente a sequéncia de cocaracteres com a série de Hilbert (ou Poincaré) da
algebra relativamente livre. Em particular, o problema de decompor a sequéncia de cocaracteres
em caracteres irredutiveis se traduz no problema de escrever a série de Hilbert como soma de
fungoes simétricas (polindémios) de Schur. Assim pode-se dizer que a descrigao das séries de Hilbert
aproximadamente acompanha a obtencao das identidades em algebras importantes.

Duas algebras A e B sao ditas Pl-equivalentes, escrevemos T(A) = T'(B), se elas satisfazem
as mesmas identidades polinomiais. Como outra consequéncia de sua teoria estrutural, Kemer
mostrou que a classe das dlgebras T-primas é fechada sob produtos tensoriais. Mais precisamente,
ele descreveu a Pl-equivaléncia nos produtos tensoriais (sobre o corpo) de algebras verbalmente
primas. Esta descricdo é conhecida como:

Teorema do Produto Tensorial (T.P.T.) Assuma char K = 0. Entdo:
(i) T(Map(E) @ E) = T(Mass(E));

(i) T(Map(E) @ Mea(E)) = T(Mactbd,adroc(E));

(i1i) T(E® E) =T(M1(E)).

O Teorema do Produto Tensorial admite provas que independem da teoria estrutural desen-
volvida por Kemer. A primeira tal prova foi proposta por Regev [54], e mais tarde Di Vincenzo e
Nardozza, provaram partes deste teorema (veja [12, 14, 13]). Estas demonstragoes foram construi-
das sob a hipdtese que o corpo base é de caracteristica zero. Outras provas elementares de casos
do T.P.T. foram dadas por Azevedo, Fidelis e Koshlukov em [3, 2, 35]. Atentamos que em [3, 2,
35] foi estudado o comportamento dos correspondentes T-ideais em caracteristica positiva. Nestes
artigos, os autores provaram que o T.P.T. continua valido sobre corpos infinitos de caracteristica
positiva p > 2, desde que considere-se apenas as identidades polinomiais multilineares. Mais ainda
sobre corpos infinitos de caracteristica positiva p > 2, em [2] eles provaram que a terceira afirmagao
do T.P.T. falha, e em [3] provaram que a primeira afirmacao falha (quando a = b = 1).

Em [35] os autores construiram um modelo apropriado para a dlgebra relativamente livre na
variedade das algebras determinadas por £ ® E quando char K = p > 2. Este modelo é a
algebra genérica de A = K @ M, ;(E’) onde E’ denota a algebra de Grassmann sem unidade. Eles
provaram que as algebras A e E ® F satisfazem as mesmas identidades polinomiais ordinérias.



Usando propriedades da dlgebra A, em [2] os autores provaram que T'(M;1(E)) ¢ T(E ® E) em
caracteristica positiva.

A dimensao de Gelfand-Kirillov foi introduzida originalmente por Gelfand e Kirillov (1966) para
estudar o crescimento de dlgebras envolventes de algebras de Lie de dimensao finita, posteriormente
tornou-se um importante invariante para outras algebras, pois independe da escolha do conjunto
de geradores (ao contrario das séries de Hilbert). Além disso, a GK-dimensao estende os conceitos
de grau de transcendéncia para extensoes de corpos e dimensao de Krull para anéis comutativos.
Tem a vantagem de ser um conceito que pode ser introduzido independentemente da caracteristica
do corpo. Uma referéncia padrao sobre GK-dimensao é o livro de Krause e Lenagan (veja [36]),
que também contém os principais resultados sobre este invariante para PI-Algebras.

Berele em [8] construiu modelos para as dlgebras relativamente livres de posto m, R,,(M,(E))
e Ry (Myp(E)), nas variedades determinadas por M, (E) e M,,(E), respectivamente, baseando-
se na construgao das matrizes genéricas introduzidas por Procesi. No que segue, vamos assumir
que o posto m das respectivas algebras relativamente livres é > 2. Em [49], Procesi calculou
a GK-dimensao da algebra gerada por m matrizes genéricas de ordem n, ou seja, mostrou que
GKdim R,,,(M,(K)) = (m — 1)n? + 1. Berele mostrou que GKdim R,,,(M,(E)) = (m —1)n*+1e
também que GKdim R,,(My4(E)) = (m — 1)(a® 4+ b*) + 2 em [8]. Alves e Koshlukov [43] provam,
usando a dimensao de Gelfand-Kirillov, a nao Pl-equivaléncia sobre corpos infinitos de caracte-
ristica > 2 de algumas algebras T-primas envolvidas no T.P.T. Com isto obteve-se um resultado
interessante a respeito da estrutura das identidades associativas que pode ser demonstrado usando
a GK-dimensao. Deste modo a dimensao de Gelfand-Kirillov ganhou bastante importancia.

Neste trabalho calculamos a dimensao de Gelfand-Kirillov de algebras relativamente livres de
posto finito de algumas algebras, que pode ser visto como um passo inicial para entender como cal-
cular esse invariante em outros casos, o que permitira uma melhor compreensao do comportamento
das identidades em algebras nao-associativas.

O texto estd organizado em trés capitulos, os quais, vale ressaltar, procuramos tornar indepen-
dentes conforme possivel, apesar de fazer uso de diversas referéncias internas. O leitor pode achar
util uma descri¢ao do contetido e da motivagao dos capitulos que sera dada aqui:

e O Capitulo 1 é dedicado as defini¢oes preliminares e apresentacdo da teoria classica de
PI-Algebras (principalmente associativas), bem como alguns aspectos histéricos e resulta-
dos classicos que motivaram o desenvolvimento da teoria das Identidades Polinomiais, ou
simplesmente Pl-teoria. Nosso objetivo é basicamente estabelecer notacao e os resultados
expostos aqui sao para dar um panorama da teoria. Procuramos nao expor tanto a teoria
estrutural diretamente. Este capitulo auxilia o leitor como referéncia aos resultados basicos,
usando basicamente a referéncia [18] para demonstragdes omitidas. Na medida do possivel,
tentamos colocar as demonstracoes de resultados classicos com a linguagem de algebras gra-
duadas. Aqui alguns conceitos sao expostos com um rigor de gosto pessoal, e funcionam
como usualmente expostos em outras referéncias. Ressaltamos que para um leitor com bom
conhecimento da Pl-teoria e acostumado com as notagoes usadas em exposicoes desta teoria,
este capitulo pode ser evitado sem comprometimento dos demais. Optamos por nao discutir a
dimensao de Gelfand-Kirillov neste capitulo e deixar isso para o segundo capitulo. Em nossa
opinido o Capitulo 1 tornou-se mais leve e o Capitulo 2 mais fechado e pouco dependente



dos outros.

O Capitulo 2 ¢é dedicado introduzir a dimensao de Gelfand-Kirillov em algebras finitamente
geradas de forma adequada, como estudo do crescimento de uma algebra. Comecamos falando
dos resultados de séries de Hilbert que também sao muito importantes e estdo diretamente
relacionadas com a Teoria de Representa¢oes do Grupo Simétrico e do Grupo Geral Linear.
Em seguida apresentamos conceitos basicos e exemplos para ganhar familiaridade com o
conceito de GK-dimensao. Finalizamos este capitulo apresentando um breve estudo sobre a
GK-dimensao das algebras relativamente livres, relacionando alguns resultados da Pl-teoria.
Este capitulo é importante para entender as técnicas e ideias que serdao usadas no Capitulo 3.

O Capitulo 3 compreende os célculos com a dimensao de Gelfand-Kirillov a partir da descri¢ao
das séries de Hilbert das algebras relativamente livres e contém os resultados originais da tese.
Destacamos que calculamos aqui a GK-dimensao da algebra relativamente livre de qualquer
posto finito da algebra de Lie das matrizes 2 x 2 de trago zero sobre um corpo infinito de
caracteristica diferente de 2. Alertamos o leitor que estas contas sao longas e frequentemente
aparecem expressoes grandes que muitas vezes nao cabem muito bem na pagina. Procuramos
na medida do possivel melhorar a legibilidade das expressoes destacadas colocando no texto
alguns dos fatores que nao interferem nas contas. Os resultados deste capitulo ja foram
submetidos para publicagao.



Capitulo 1

PI-Algebras: Conceitos Basicos

Neste capitulo apresentaremos os conceitos basicos para fixar a notacao e alguns resultados
importantes para a teoria de PI-Algebras associativas. Comecaremos com a definicdo de dlgebra
e exemplos, de modo costumeiro em PI-Algebras. Para evitar repetir frequentemente “. .. sobre o
corpo K, a menos que se diga algo em contrario, sempre consideraremos os espacos vetoriais e as
algebras como sendo sobre o corpo K.

1.1 Algebras, PI-Algebras e Variedades

Nesta secdo introduzimos os conceitos de Algebra, Algebra com Identidade Polinomial, que é
uma importante classe de dlgebras, Variedades e Algebras Relativamente Livres.

1.1.1 Algebras: Conceitos Gerais

Uma algebra é simplesmente um espago vetorial sobre um corpo K, equipado com uma multi-
plicagao de vetores compativel com a soma e multiplicagao por escalar.

Definigao 1.1.1. Diremos que (A, *) é uma dlgebra sobre K (ou diremos simplesmente que A é
dlgebra, quando estiver claro qual é a operagio *), se A é um K-espago vetorial munido de uma
operagdo bindria, x: A x A — A, denominada de multiplicacdo, que ¢ uma aplicacio bilinear, ou
seja, para qualquer o € K e quaisquer a, b, c € A, valem:

(1) (a+b)xc=axc+bxc
(17) ax(b+c)=axb+axc;
(17i) a(a*b) = (ca) * b= ax* (ab).

Por simplicidade, omitiremos o sinal de *, distinguindo a multiplicacao por escalar da multi-
plicacao da dlgebra ao usar letras gregas mo primeiro caso.
Diremos que:

(1) A é comutativa, se a multiplicacdo for simétrica, isto € ab = ba para quaisquer a,b € A;
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(1) A € associativa, se (ab)c = a(bc) para quaisquer a, b, ¢ € A, ou seja, (A,+,%) € um anel
associativo. Neste caso os parénteses podem ser omitidos;

(1i1) A € unitdria, se existir 14 € A, 14 # 04, tal que 1aa = aly = a para qualquer a € A
(vamos escrever apenas 1, em vez de 14);

(tv) A € uma dlgebra de Lie se para quaisquer a, b, ¢ € A valem:

aa =0 (anticomutatividade),

(ab)c + (be)a + (ca)b = 0 (identidade de Jacobi);
(v) A é uma dlgebra de Jordan se para quaisquer a, b € A valem:
ab = ba,

(a*b)a = a*(ba), onde a® = aa.

Observacao 1.1.2. Notemos que a anticomutatividade é equivalente a
ab = —ba

para algebras sobre corpos K com char K # 2. Esta nocao de equivaléncia sera trabalhada mais
adiante.

A seguir providenciamos alguns exemplos de algebras.

Exemplo 1.1.3. O espago vetorial M,,(K) das matrizes n X n com entradas em K, com a multi-
plicacao sendo a multiplicacao usual de matrizes, ¢ uma algebra associativa unitaria.

Exemplo 1.1.4. O espaco vetorial R? sobre o corpo dos reais com o produto vetorial x usual é
uma algebra de Lie.

Exemplo 1.1.5. O espaco vetorial R? sobre o corpo dos reais com base {e1, e, €3} e multiplicacio
* comutativa induzida por: e;xeq = 0, e1ke3 = €3 = eg%ke3, e1%e; = €1, exkey = €9, e3%€3 = €1+ €9,
¢ uma &algebra nao associativa. Este é um exemplo de uma algebra de Jordan.

Lyenes Xp inémi variavei iV -
Exemplo 1.1.6. O anel K|z, ...,x,| dos polindbmios em n varidveis comutativas com as opera
¢oes usuais do anel ¢ uma algebra, pois ele também é um K-espaco vetorial. Ela ¢é associativa,
comutativa e unitaria.

Exemplo 1.1.7. Se K C L é uma extensao de corpos, entdo L é um K-espaco vetorial que é

algebra sobre K associativa, comutativa, unitaria, quando consideramos as operacoes de corpo em
L.

Exemplo 1.1.8. Seja (G,*) um grupo. A dlgebra de grupo KG que possui base {g | g € G} e
multiplicagao * definida na base por g * h = g x h é uma algebra associativa e unitaria.



Exemplo 1.1.9. O subespago U, (K) de M, (K) das matrizes triangulares superiores (ou seja,
Un(K) = {(ai;) € Mp(K) | a;; =0sei> j}) com a multiplicagdo “herdada” de M, (K), também
¢ uma algebra associativa unitaria.

Exemplo 1.1.10. Se A é uma algebra associativa com multiplicagdo *, entdo o espago vetorial A
se torna uma algebra de Lie com a multiplicacdo dada pelo comutador [ay, as] = aq * ag — ag * a;.
Essa algebra (A, [., .]) é denotada por A(7),

Exemplo 1.1.11. Considerando a algebra A = M, (K), denotaremos por gl,,(K) a algebra de Lie
A5 ou seja, o espaco vetorial das matrizes n x n com entradas em K equipado com multiplicacio
[., .] dada por [a,b] = ab — ba.

Exemplo 1.1.12. Como no caso de dlgebras de Lie, se A é uma &lgebra associativa com multi-
plicagdo * sobre um corpo K, char K # 2, substituindo-se o produto de A pelo produto simétrico
aob=(axb+bx*a)/2 obteremos uma algebra de Jordan, denotada por A).

Observacdo 1.1.13. E bem conhecido que toda &lgebra de Lie ¢ isomorfa a uma subdlgebra
de alguma &lgebra de Lie do tipo A7), onde A é associativa. Esta afirmacdo é conhecida como
Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt. Deste modo, normalmente usa-se o simbolo de colchete [ ., . ]
para denotar a multiplicagdo em uma algebra de Lie. Considerando-se dlgebras de Jordan, isso
deixa de ser verdadeiro. As algebras de Jordan que sdo subdlgebras de A sdo chamadas de
especiais, e as demais, de excepcionais.

Defini¢ao 1.1.14. Sejam (A, x4) e (B, *p) duas dlgebras sobre um mesmo corpo. Seja f: A — B
uma transformacao linear.

Diremos que f é um homomorfismo de dlgebras se f(z x4 y) = f(z) *p f(y), para todos
z,y € A. Definimos por ker(f) = f~'(0g) e por Im(f) = f(A) o nicleo e a imagem de f,
respectivamente. Agora podemos definir subdlgebra e ideal (bilateral).

Continuando na mesma notacio, C C B ¢é uma subdlgebra de B se C ¢é imagem de um
homomorfismo de dlgebras com contradominio B. Qutra forma equivalente é se C' é um subespaco
vetorial de B, que equipado com a restricio de xg a C x C, C' € uma dlgebra.

Diremos que I € ideal (bilateral) de A se I for nicleo de algum homomorfismo de dlgebras
com dominio A. Qutra forma equivalente bem conhecida é quando I é um subespago de A tal que
Al C 1 (isto €, I € ideal a esquerda) e IA C I (isto é, I € ideal a direita).

Observacao 1.1.15. Quando estivermos lidando com algebras unitarias, exigimos que para C ser
subalgebra, ela deve ser unitaria, e ter a mesma unidade de B. Desse modo, ideais nao triviais de
algebras (unitarias) nao sao subdlgebras. Na verdade, quando se considera como objetos dlgebras
unitarias com 1 # 0, torna-se interessante estudar apenas os homomorfismos tais que f(14) = 15.
Aqui usaremos que homomorfismos entre algebras unitarias preservam a unidade. Costuma-se
chamar aos ideais nesta categoria de proprios.

Observacao 1.1.16. Se considerarmos todos os espagos vetoriais equipados com multiplicagoes
trivialmente nulas, todas as transformacoes lineares seriam homomorfismos de algebra. Neste
sentido a teoria de algebras como enunciamos aqui estende a teoria de espacos vetoriais.



Exemplo 1.1.17. O subespago U,,(K) é uma subélgebra de M, (K). O subespago I de U, (K) que
consiste das matrizes em que todos os elementos da diagonal sao 0 é um ideal bilateral (e préprio)
de U,(K) (mas nao de M, (K)).

Exemplo 1.1.18. O subespago sl,(K) das matrizes n X n e trago nulo é um ideal (e subalgebra)
da dlgebra de Lie gl,,(K).

Exemplo 1.1.19. Seja A uma algebra e I um ideal bilateral de A. Entao temos que
A/l ={+.(I) | a € A},

o espaco quociente de A por I, em que +,:x € A — a+ x € A, possui uma estrutura natural de
algebra considerando a multiplicagao *: (+4(1), +4(1)) € A/I x A/T — +4(I) € A/I que fica bem
definida, tendo em vista a bilateralidade de I e o fato de A/I ser uma partigao de A.

Notacgao 1.1.20. Usualmente denotam-se os conjuntos (ou elementos conforme o ponto de vista)
+.(I) do exemplo anterior por a + I (em alguns casos costuma-se usar @). A partir de agora
faremos uso da notag¢do usual para uma classe lateral.

Exemplo 1.1.21. Seja {A,},er uma familia de algebras sobre um mesmo corpo. Os espagos
produto (direto), [1,er A e soma direta, @, A, tornam-se naturalmente élgebras considerando
a multiplicagdo coordenada a coordenada usuais. Observamos que a soma direta @. < A, de uma
infinidade de dlgebras unitarias nao é unitaria.

Exemplo 1.1.22. Sejam (A, x4) e (B, ) duas dlgebras sobre um mesmo corpo K. Sabemos que
o produto tensorial A ® B tem a estrutura de espaco vetorial. Podemos definir uma multiplicagao
x natural em A ® B que opera da seguinte forma nos geradores

(CLO ® bo) * (a1 ® bl) = (CLO * A al) ® (bo *B b1>

Assim temos que (A ® B, *) é uma dlgebra. Deste modo, o produto tensorial de duas dlgebras
¢ uma algebra e satisfaz uma propriedade semelhante a propriedade universal do produto tensorial
de espagos vetoriais: para toda aplicacao bilinear p: A x B — C cujo contradominio C' é uma
algebra e tal que p(axad’,bxpb’) = p(a,b)*c p(a’, V'), existe um tnico homomorfismo de algebras
p:A® B — C, tal que $(a ® b) = ¢(a,b). Todos os produtos tensoriais que vamos considerar
nesta tese serao como este, sempre sobre o corpo K.

Exemplo 1.1.23. (Algebra de Grassmann)

Seja V' um espago vetorial de dimensao infinita, com base enumeravel {ej,eq, ... en,...}.
Definimos a algebra de Grassmann de V', denotada por E, como sendo a algebra associativa
com base, como espago vetorial, consistente dos produtos D = {1} U{e; €5 - -€;, |11 <l <--- <
ir, k> 1} e cuja multiplicacdo satisfaz as relages e? = 0 e e;e; = —eje; para quaisquer 4, j € N.
Sejam Fy e E) os subespagos vetoriais de E gerados pelos conjuntos Dy = {1} U {e; €5, -+~ €, |
m par}, e Dy = {e; e, - --¢;, | k fmpar}, respectivamente. E ficil ver que

(eil T eim)(ejl T ejk) = <_1)mk(6j1 T 6jk>(6i1 e eim)?

10



para quaisquer m, k € N, e assim podemos concluir que gox = xgo para quaisquer gy € Fpex € E,
e g192 = —g2g1 para quaisquer gi, go € F;. Ainda temos que £ = Ey @ E;.

Além disso, se V,, é o subespago vetorial de V' gerado por {ej,es,...,e,} denotaremos por
E(V,,) sua algebra de Grassmann correspondente e por vezes chamaremos de dlgebra exterior
do espago V.

Exemplo 1.1.24. Um exemplo importante de produto tensorial de dlgebras é a dlgebra £ ® F,
onde F é a élgebra de Grassmann (construida sobre um espago vetorial de dimensdo infinita e
enumeravel).

Exemplo 1.1.25. (Centro de uma algebra)
Sendo A uma algebra, o conjunto

Z(A) ={a € A para todos = € A, ax = za}

é uma subélgebra de A, chamada de centro de A. No exemplo 1.1.23, Z(E) = Ey, se char K # 2.
Se char K = 2, entao a algebra F é comutativa e neste caso Z(F) = E.

Exemplo 1.1.26. (Algebra de Clifford)

Seja V' um espaco vetorial de dimensdo infinita (ou finita), com base {e1,es,...,€n,...}
({e1,...,en}, respectivamente). Se V' possui uma forma bilinear simétrica (., .), a dlgebra de
Clifford C'y, associada a V' ¢é a édlgebra associativa com unidade cuja base como espago vetorial
¢ D= {1} U{eyei---e | 11 <ia <--- <ig k> 1} e cuja multiplicagdo satisfaz as relagoes
e;ej + eje; = (e;, e;) para todos i, j € N.

Exemplo 1.1.27. Seja A uma algebra. Podemos definir um espago vetorial de matrizes a x b com
entradas em A, Myp(A) = {z: I, x I, - A} (para notacdo ver p. xiii) sobre o mesmo corpo K,
definindo a soma e o produto por escalar coordenada a coordenada. Podemos ainda definir uma
multiplicacdo * entre elementos de M,y,(A) e Myx.(A) da seguinte forma

(w2 9)0. ) = 2 (i Ky(k )

Exemplo 1.1.28. (Algebras de matrizes com entradas na algebra de Grassmann)

Um exemplo importante é M, (E), a dlgebra das matrizes n x n com entradas na algebra de
Grassmann F, munido com a multiplicacao definida no exemplo anterior.

Sejam a, b € N com a + b = n, mostra-se facilmente que o subespago de M, ,(E) das matrizes
da forma

( é g ) , onde A € M,(Ey), B € Myxp(E1),C € Myyo(E1), D € My(Eyp),

¢ uma subélgebra de M,,(E). Denotaremos tal subédlgebra por M, ,(E).
Definigao 1.1.29. Um homomorfismo de dlgebras p: A — B € dito:

e monomorfismo, se ker(y) = {0};
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epimorfismo, se Im(yp) = B;

isomorfismo, se ¢ monomorfismo e epimorfismo. Neste caso denotamos A = B;

endomorfismo, se B = A. Denotaremos o conjunto dos endomorfismos de A por End(A);

automorfismo, se ¢ isomorfismo e endomorfismo.

Exemplo 1.1.30. Seja (A, *4) uma algebra. Considere A% = A, como espago vetorial. Definimos
em A° a multiplicacdo * como a * b = b %4 a, para todos a,b € A°?. Dessa forma, A’ é uma
algebra, chamada de algebra oposta de A.

Exemplo 1.1.31. Da propriedade universal de produto tensorial conclui-se facilmente que para
uma &dlgebra A vale M, (A) = M,(K) ® A. Em particular, notamos que M, (E) = M,(K)® E e
também que se L é uma extensao do corpo K, entdao M, (L) = M,(K) ® L, onde consideramos L
como sendo uma K-algebra.

Para algebras vale um resultado analogo ao Teorema dos Isomorfismos para anéis, grupos e
espagos vetoriais, o qual também chamaremos de Teorema dos Isomorfismos. A sua demonstragao
¢ analoga em todos estes casos.

Teorema 1.1.32. (Teorema dos Isomorfismos)
Seja o: Ry — Ry um homomorfismo de dlgebras. Entdao ker(yp) é um ideal bilateral de Ry e a
dlgebra quociente Ry /ker(p) € isomorfa a Im(p).

1.1.2 Algebras Livres, Identidades Polinomiais e PI-Algebras

Nesta secao definiremos as Algebras Livres. Sao importantes, pois sdo o “ambiente” onde é
introduzido o conceito de identidades polinomiais, através do qual definimos a classe das algebras
com identidades polinomiais. Comegaremos com a definicao de Algebras Livres.

Definicao 1.1.33. Seja B uma classe de dlgebras e F' € B uma dlgebra gerada por um conjunto
X. A dlgebra F ¢ dita livre na classe B, livremente gerada pelo conjunto X, se satisfaz
a sequinte propriedade universal: Para toda dlgebra R € B, qualquer aplicaggo X — R pode ser
estendida a um homomorfismo F' — R. A cardinalidade |X| do conjunto X serd chamada de
posto de F.

Observacao 1.1.34. Nao é necessario pedir a unicidade do homomorfismo na definicdo acima.
Esta unicidade é uma condicao necessaria quando X é um conjunto gerador de F' e o homomorfismo
estd unicamente determinado em X, ja que estende a aplicacao de conjuntos.

A seguir construimos uma algebra livre na classe das K-algebras associativas e unitarias. Seja
X um conjunto. Seja X = X U{¢}, onde ¢ ¢ X. Consideremos o conjunto

Pal = {p:N = X | p7(X) =0 ou p~'(X) = I,,, para algum n € N},

também conhecido como conjunto das palavras de X e py € Pal palavra constante ¢ ¢ a palavra
vazia. Agora considere K(X) = {¢: Pal — K | ¢ tem suporte finito} (lembramos que o suporte
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de ¢ é o conjunto p~1({0}¢)) é um espago vetorial com base as fungdes caracteristica de apenas um
elemento de Pal, ou seja a base pode ser identificada com Pal. Em especial, a funcao caracteristica
da palavra vazia serd denotada por 1. Outra forma mais usual de descrever isto: uma palavra sobre
X ¢ uma sequéncia x; -+ x;,, onde n € N e x;; € X. A palavra vazia sera denotada por 1.
Denotaremos por K(X) o espago vetorial que tem como base o conjunto de todas as palavras sobre
X. Assim, os elementos de K(X) sdo somas (formais) de termos que sdo produtos (formais) de
um escalar por uma palavra em X.

Defini¢ao 1.1.35. Os elementos x € X sao chamados de varidveis, os produtos (formais) de
um escalar nao nulo de K por uma palavra sao chamados de mondémios (no primeiro formato
apresentado sao as fungoes que atribuem a uma palavra um elemento nao nulo de K e as demais
palavras 0, ou seja, multiplos nao nulos das fungoes caracteristica de apenas um elemento de Pal)
e os elementos de K(X) sdo chamados de polinémios. Seja f € K(X), dizemos que f depende
da varidvel x se existe uma palavra p, tal que x € p(N) e f(p) # 0. Denotamos f = f(xy,...,x,)
se f € K(X) ndo depende das varidveis distintas de x1,...,x,. Um mondmio M tem grau k em
x se a varidvel x ocorre em M exatamente k vezes, denotamos deg, (M) =k (no primeiro formato
o grau de M em x é a cardinalidade de p~'(x), onde p é a tnica palavra tal que M(p) # 0).
Dizemos que dois monomios M e N tem o mesmo multigrau se deg, (M) = deg,(N), para todos
x € X. Dizemos que um monomio M tem grau total k se Y cx deg, (M) = k, denotando isto
por deg(M) = k. Um polindmio que é soma de mondmios de grau total k é dito homogéneo
de grau k, denotaremos por deg(f) = k. Um polinomio f é homogéneo de grau k em x, se
todos os seus monomios tem grau k em x, denotamos este fato por deg, f = k. Dizemos que f
¢ multi-homogéneo, se para cada varidvel x todos os seus mondmios tém o mesmo grau em x.
Um polinomio linear em x é um polinomio de grau 1 em x. Se f € linear em toda varidvel da
qual ele dependa, dizemos que [ € multilinear.

Consideremos agora em K (X) a multiplicacao definida na base por

(ZL’ill’h s xin)(leQij s xjm) = Xj Lijy = xina:jlxh cee xj

m

(no primeiro formato apresentado definimos primeiro a multiplicagao das palavras p e g,

p(t), setep H(X
patt) = 17 ) N
q(t —n), onden = |p~'(X)|, caso contrario

e depois a multiplicacdo da fungao caracteristica de p pela funcao caracteristica de ¢, que é a
fungao caracteristica de pq).

Munido deste produto K(X) é uma algebra associativa, com unidade, que é palavra vazia, o
1. E chamada a 4lgebra dos polindmios associativos (em uma quantidade |X| de varidveis). A
proposigao a seguir garante que K (X) é livre na classe das algebras associativas com unidade.

Proposicao 1.1.36. A dlgebra K(X) € livre na classe das dlgebras associativas com unidade.

Demonstragdo. Para ver isto, considere A uma algebra associativa com unidade e h: X — A uma
aplicacao qualquer, para cada z € X denotaremos por a, a imagem de x por h. Consideremos
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agora a aplicagdo linear ¢p: K(X) — A tal que ¢p(1) = 14 € p(p) = ap,ap, - - - ap,, onde a palavra
p:j € N p; € X satisfaz pH(X) = I, (lembre que X = X U{¢} e ¢ € X). Ela é bem definida,
pois estd definida na base de K(X). Além disso é facil ver que ¢, é um homomorfismo de dlgebras
e ¢ o tnico satisfazendo pp|x= h. O

Observacao 1.1.37. Este resultado é de todo interessante, pois em suma diz que para se conhecer
um homomorfismo em K (X) basta conhecer como ele age em X.

Se f = f(xy,...,z,) € K(X), denotaremos por f(ai,...,a,) a imagem de f por ¢; da
Proposigao 1.1.36 anterior. Na verdade f(aq,...,a,) é o elemento de A que se obtém substituindo
cada x; por a; em f.

Observagao 1.1.38. Existem varias construgoes de algebras livres, conforme a classe de algebras
considerada. A seguir daremos mais uma construgdo para algebras associativas. Seja X um
conjunto (nao vazio) qualquer. Considerando-se

V ={f: X — K de suporte finito},

temos que V' é um K-espago vetorial, com base de mesma cardinalidade de X, a saber as fungoes
caracteristicas x, de um tnico elemento x € X. Ponha T(V)! = V e defina indutivamente os
espagos vetoriais T'(V)" = T(V)* @ V para todos n € N. E claro que os elementos

Okep=1(X)Xpr = Xp1 @ -+ - @ Xpn,

onde p : k € I, — pr € X formam uma base para T'(V)". Agora T(V) = @,y T (V)™ é um espago
vetorial. Também ¢ ficil notar que os elementos ®pep-1(x)Xp,, Onde p ¢ uma fungao de dominio

I,, para algum n € N e contradominio X formam uma base de T(V). Definimos finalmente a
multiplicagdo em T'(V), «: T(V) x T(V) — T'(V') na base por

rep=1(3) Xpr * Okeq—1(X)Xar = (Prkep—1()Xpi) @ (Vkeg—1(X)Xar) = Orke(prg)~1 (x) Xpra (k)

onde
p(k), setecp H(X
pxq(k) = (F) (_)1 N
q(t —n), onden =|p~'(X)], caso contrario.

Claramente essa multiplica¢ao *, definida acima, é bilinear e assim 7'(V') é algebra, conhecida
também como &lgebra tensorial de V' (sem unidade).

Demonstra-se facilmente que T'(V') é livre na classe das algebras associativas (nao necessaria-
mente unitarias) e de posto | X|.

Observacao 1.1.39. Podemos fazer uma “adjuncado da unidade” em T'(V), A= K& T(V) e
definimos em A a multiplicagdo * por (a @ f) *x (6 ® g) = af ® (ag + Sf + fg). Claramente x é
bilinear e assim A é uma algebra com unidade (o 1 0). Mostra-se que (A, %) é uma algebra livre
na classe das algebras associativas com unidade e de posto | X|. Com estas informagoes, lembrando

que as algebras associativas constituem uma variedade, utilizando o Teorema 1.1.72, temos que A
é isomorfa a K (X).
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De agora em diante, a menos que se diga algo em contrario X denotard um conjunto enumeravel
X = {1'1,1'2,...}.

Defini¢ao 1.1.40. Seja A uma dlgebra associativa. Um polinomio f(xq,...,x,) € K(X) (ou a
propria expressao f(x1,...,x,) = 0) é uma identidade polinomial de A se f(aq,...,a,) =0
para quaisquer ai, . . .,a, € A. Neste caso diremos que A satisfaz a identidade f(xy,...,z,) =
0. Denotaremos por T(A) o conjunto de todas as identidades polinomiais de A. Dizemos A
¢ uma dlgebra assoctativa com identidade polinomial ou PI-Algebra associativa se

T(A) # {0}. Se Ay e Ay sao dlgebras associativas, dizemos que Ay e Ay sio PI-equivalentes se

Observagao 1.1.41. Claramente esta definicao pode ser estendida, considerando-se apenas A &al-
gebra, e considerando-se as identidades polinomiais em K{X}, a dlgebra unitéria livre dos polino-
mios nao associativos, ou até mesmo no espaco vetorial dos polindmios em K{X} com componente
homogénea no grau total zero sendo nula (a algebra livre). Justificamos nossa definigao restrita
por ser o caso mais estudado, com a teoria mais bem desenvolvida e mais resultados. Assim, a
partir de agora para cobrir alguns topicos da teoria neste capitulo sempre vamos considerar as
algebras associativas e unitarias, salvo mengao em contrario.

Observagao 1.1.42. Nao é dificil ver que f = f(x1,...,x,) é uma identidade de A se, e somente
se, [ pertence aos nicleos de todos os homomorfismos de K(X) em A.

Exemplo 1.1.43. A algebra K(X) nao é uma PI-Algebra na nossa definicéo, pois se f # 0, mas
f € T(K(X)) entao para h: X — K(X) a inclusao, o endomorfismo induzido ¢, é a identidade de
K(X) e assim pn(f) = f # 0, portanto T'(K (X)) = {0}.

Defini¢ao 1.1.44. (Comutador (de Lie) de comprimento n > 1)
O comutador (de Lie) de comprimento n > 1 € definido indutivamente por

[$1, 552] = T1T2 — X2dy,

[3?1,.172, e ,I’n+1] = [[.1'1,332, e ,xn],xn+1].

Exemplo 1.1.45. Se A é uma algebra comutativa (e associativa), entdo [r1,z5] € K(X) é uma
identidade polinomial para A. Em particular qualquer algebra comutativa é uma PI-Algebra.

Exemplo 1.1.46. O polindémio [z, 29, 3] é uma identidade polinomial da algebra de Grassmann
E. Para ver isto, basta observar que [a,b] € Fy = Z(FE) para quaisquer a, b € E. Este fato é
6bvio para mondmios e;, - - - ¢;,, € como a identidade é 3-linear a identidade continua valida para
combinacoes lineares de tais monomios. Assim E é uma PI-Algebra.

Sabemos que o conjunto das identidades polinomiais satisfeitas por uma determinada algebra
¢ um ideal de K(X). Além disso ele apresenta uma propriedade importante: esse conjunto é
invariante por endomorfismos. Ideais com essa propriedade sdo denominados T-ideais.

Defini¢ao 1.1.47. Dizemos que um ideal I de K(X) é um T-ideal se o(I) C I, para todos
¢ € End(K(X)), ou equivalentemente, se f(g1,...,9,) € I para quaisquer f(x1,...,x,) € I e
gl,...,gn€K<X>.
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Proposicao 1.1.48. Se A é uma dlgebra, entao T(A) é um T-ideal de K(X). Reciprocamente, se
I é um T-ideal de K(X), entao existe alguma dlgebra B tal que T(B) = 1.

Demonstragio. Sejam iy € End(K(X))e f(z1,...,2y) € T(A). Denotando ¢ (z;) = gi(z1, ..., %n,)
para todos i € I, temos ¥(f) = f(g1,...,9m) € K(X). Seja h: X — A uma aplicagao, ¢y
o homomorfismo induzido em K(X), ¢n(g;) = gi(h(z1),...,h(z,,)) € A. Portanto teremos
en(V(f)) = en(f(g15---,90)) = fleonlg ) - ¢n(gn)) = 0. Assim O(f) € T(A) e T(A) é um
T-ideal. Agora se I é T-ideal de K(X), entdo é facil ver que B = K(X)/I é uma algebra tal que
T(B) = I. 0

Teorema 1.1.49. (Teorema de Regev, [18, p. 115/, Teorema 8.1.10)
Se A e B sao PI-Algebras, entio A ® B é PI-Algebra.

Observagao 1.1.50. Com frequéncia omitiremos algumas demonstragoes para simplificar o texto.
Nestes casos sempre adicionamos alguma referéncia, onde o leitor mais interessado pode encontrar
a demonstracao e mais referéncias.

Agora enunciaremos um teorema muito famoso na teoria de PI-Algebras, o Teorema de Amitsur-
Levitzki.

Teorema 1.1.51. (Teorema de Amitsur-Levitzki, [18, p. 79], Teorema 7.1.3)
A dlgebra M, (K) satisfaz o polinomio standard de grau 2n

SQn(xla s 7x2n) = Z (_1)Uxa(1) <+ Lo(2n))

0ESan

onde Sa, € o grupo das permutagoes de Iy, e (—1)7 é o sinal da permuta¢io o (para a notagao,
ver p. xiii). Além disso, para todos k € N, a dlgebra M, (K) ndo satisfaz identidades da forma st

quando m < 2n e k > 1.

Assim, com este teorema, temos que as algebras de matrizes M, (K) sao PI-Algebras. Na
verdade, toda algebra de dimensao finita n satisfaz uma identidade standard de grau n + 1, pois
esta identidade é multilinear, logo s6 precisa ser avaliada em elementos de uma base fixada, e ¢é
uma identidade anti-simétrica nas suas variaveis, isto é, anula quando ha repetigoes.

1.1.3 Algebras e Geradores

Nesta secao olharemos para as algebras do ponto de vista de geradores, com o objetivo de fixar
notacao. Para isso, comecamos com espacos vetoriais.

Definigao 1.1.52. Seja X C V' um subconjunto nao vazio de um espago vetorial V. Diremos que
X gera linearmente V se para todosv € V, v é combinacao linear finita de elementos de X.

Diremos que X € linearmente dependente se existe uma combinacao linear finita nao trivial
de elementos de X que é nula. Caso contrdrio, X serd dito linearmente independente. Quando
X gera Ve X é linearmente independente, X €é dito uma base de V.
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Observagio 1.1.53. E bem conhecido que espacos vetoriais (ndo nulos) possuem uma base,
utilizando-se para isso o Lema de Zorn. Além disso, dado um conjunto X nao vazio, existe um
espaco vetorial com base B de mesma cardinalidade de X. A saber,

K@ ={f: X — K| f tem suporte finito} = @ K

zeX
torna-se naturalmente um espago vetorial com as operagdes usuais de fungoes, e B = {x, | © € X}

é uma base, onde
1, sey==x
Xa(Y) = {

0, caso contrario.

Um fato importante é que para se conhecer uma transformacao linear 7" de dominio V' basta
conhecer como ela age numa base de V. Em outras palavras, se X é uma base de V', dado
w: X — W, onde W é um espaco vetorial, existe uma tnica transformacao linear 7" de V em W
que estende w.

Assim, podemos dizer que X gera V', se u é transformacao linear sobrejetiva, onde

K& — v
Xz | — .

Definicao 1.1.54. Seja X CV um subconjunto nao vazio de um espaco vetorial V. Denotaremos
o espago vetorial gerado pelo conjunto X em V por span X e escrevemos

span X = { > a(x)x|0z€K(X)\{0}}U{O}.
z€a~1({0}°)
Observacgao 1.1.55. E ficil ver que
span X = Im(u),
para p definida como acima na Observacao 1.1.53, e que
span X = [({W | W & subespago vetorial de V e X C W},
ou seja, span X é o menor subespaco vetorial de V' que contém X.

Assim é imediato que span(span X) = span X. Também é imediato que span X = X, se e s6
se, X é subespaco vetorial de V. Além disso span X = V| se e s6 se X gera V.

Observagao 1.1.56. Também é interessante observar que quando X é um subconjunto finito e
nao vazio de V', ou seja, X = {x,...,x,} podemos simplificar a notagao escrevendo

span X = {Zaixi | onde o € K}.

=1

Agora podemos fazer algo semelhante com a multiplicacao em &dlgebras.
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Definicao 1.1.57. Seja X C A um subconjunto ndo vazio de uma dlgebra A. Diremos que X
gera A (como dlgebra) se para todos a € A, a é combinagdo linear finita de produtos finitos de
elementos de X . Muitas vezes diremos monomios em X, em lugar de produtos finitos de elementos
de X, além disso também chamaremos de polinomios em X das combinacoes lineares de monomios
em X.

Diremos que X ¢ algebricamente dependente se existe um polinomio em X nao trivial
que € nulo. Caso contrdrio, X serd dito algebricamente independente. Caso X gera A como
dlgebra e X € algebricamente independente, X ¢é dito uma base algébrica de A.

Observacao 1.1.58. De agora em diante, diremos apenas X gera A quando quisermos dizer X
gera A como algebra. Observamos que se X gera linearmente A, entdao X gera A como &lgebra.
Podemos dizer que X gera a algebra associativa unitaria A, se p ¢ homomorfismo (que leva unidade
em unidade) sobrejetivo, onde

p K(X) — A
Xp'— p(1) -+~ p(n),

onde p é uma palavra de comprimento n. Notemos que como espacos vetoriais K (X) = K
para X = {xy,...,zp,,... }.

Definigao 1.1.59. Seja R C A um subconjunto nao vazio de uma dlgebra associativa e unitdria
A. Denotaremos a dlgebra gerado pelo conjunto R em A por K(R) e escrevemos

K(R) = { > ol | o€ K(R)\ {0}} u {0}.
pEa~!({0}%)
Observacio 1.1.60. E facil ver que
K(R) = Im(n),
para p definida como acima na Observacao 1.1.58; e que
K(R) =({B | B ¢ subalgebra de A e R C B},

ou seja, K(R) é a menor subalgebra de A que contém R.
Assim ¢ imediato que K(K(R)) = K(R). Também ¢é imediato que K(R) = R, se e 80 se, R ¢é
subélgebra de A. Além disso K(R) = A, se e s6 se R gera A.

Observagao 1.1.61. Além disso é interessante observar que quando R é um subconjunto finito e
nao vazio de A, ou seja, R = {ry,...,r,} podemos simplificar a notagao escrevendo

k
K(R) = {Z T2 ThGy | onde para todos i € Iy, o € K e fi: I;, — In} )
i=1

Definicao 1.1.62. Diremos que uma dlgebra A é finitamente gerada se existir um subconjunto
finito R que gera A.
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Em particular, toda algebra de dimensao finita é finitamente gerada, em vista da Observa-
¢ao 1.1.58.
Ainda podemos relacionar um pouco mais essas duas formas de “gerar”.

Definicao 1.1.63. Seja V C A um subconjunto nao vazio de uma dlgebra A. Definimos o n-ésimo
span de V em A

V™ = span{mondmios de comprimento n, com letras em V'}.
Em particular, V' = span V.

Essa defini¢ao sera retomada nas Defini¢oes 2.2.8 e 2.3.1, quando iremos definir crescimento de
algebras e dimensao de Gelfand-Kirillov.

Observagao 1.1.64. Agora podemos observar que se A é uma algebra unitaria entao teremos
K(R) =K 14+ Y,en R". Além disso, quando A é uma algebra unitaria, e 1 € R, temos que
Sk R* = Rk

1.1.4 Variedades e Algebras Relativamente Livres

Nesta segao, apresentaremos os conceitos de variedades (de algebras associativas) e de dlgebras
relativamente livres.

Defini¢ao 1.1.65. Seja {f; € K(X) | i € I} um conjunto de polindmios da dlgebra associativa
livre K(X). A classe B de todas as dlgebras associativas que satisfazem as identidades f; = 0,
i € 1, é chamada de variedade (de dlgebras associativas) determinada pelo sistema de
identidades polinomiais {f; € K(X) | i € I}. A variedade M é chamada de subvariedade de
B se M C B. O conjunto T'(B) de todas as identidades polinomiais satisfeitas por todas as dlgebras
da variedade B é denominado o T-ideal de B. Dizemos que o T-ideal T'(B) é gerado, como
T-ideal, pelo conjunto {f; € K(X) | i € I}. Usaremos a notagio T(B) = (fi € K(X) | i € I)T
e dizemos que o conjunto {f; € K(X) |i € I} é uma base para as identidades polinomiais
de B. Os elementos de T'(B) sio chamados consequéncias das identidades polinomiais da base.

De maneira analoga, mudando-se a dlgebra livre K (X) conforme o caso, define-se variedade de
algebras de Lie, de Jordan, etc.

J& vimos, na Proposigao 1.1.48, que o conjunto T'(A) das identidades polinomiais satisfeitas
por uma algebra A é um T-ideal. Nao é dificil ver que a intersecado de T-ideais também é um
T-ideal, e portanto o conjunto 7'(B) das identidades polinomiais satisfeitas por todas as algebras
de uma variedade B também é um T-ideal, o que justifica denominarmos T'(B) “o T-ideal de B”.

Exemplo 1.1.66. A classe das algebras comutativas é a variedade determinada pela identidade
(21, 23]

Exemplo 1.1.67. A classe das algebras associativas é a variedade determinada pelo conjunto

I=0.
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Um dos principais problemas na teoria das algebras com identidades polinomiais é encontrar
uma base para as identidades dessa algebra. Esse ¢, em geral, um problema bastante complicado.
Apenas para se ter uma ideia ainda nao sdo conhecidas bases para as identidades polinomiais de
M,(K) quando n > 3, nem mesmo em caracteristica 0. Tampouco é conhecida uma base para
M5 (K) quando |K|= oo e char K = 2.

A seguir daremos alguns exemplos de bases para algumas das PI-Algebras.

Exemplo 1.1.68. Se char K = 0, entdo T(K) = ([z, x5])".

Exemplo 1.1.69. O T-ideal das identidades da 4lgebra de Grassmann £ ¢é gerado pela identidade
[1, x9, 23], quando o corpo K satisfaz char K = 0.
Veja [18, p. 50], Teorema 5.1.2 para maiores detalhes.

Exemplo 1.1.70. Se K é um corpo infinito, entao

T(Un(K)) = ([z1, xo][w3, 4] - - - [w20-1, T20]) "
Veja [18, p. 52], Teorema 5.2.1.

Definigao 1.1.71. Fizado um conjunto Y, a dlgebra Ry (B) na variedade B é dita a dlgebra

relativamente livre de B, livremente gerada por Y (ou a dlgebra B-livre), se Ry (B) ¢é
livre na classe B, livremente gerada por Y .

O proximo teorema mostra que toda variedade tem uma algebra livre e que a algebra relativa-
mente livre é determinada, a menos de isomorfismo, pela cardinalidade de Y.

Teorema 1.1.72. ([18, p. 23], Proposi¢io 2.2.5)
Sejam B a variedade determinada pelo conjunto de identidades associativas {f; |i € I}, Y um
conjunto e J o ideal de K(Y') gerado por

{filg, -5 9n) | 96 € K(Y),i € T}

Entdo a dlgebra associativa R = K(Y')/J ¢é relativamente livre em B com um conjunto de
geradores livres Y = {y + J|ly € Y}. E quaisquer duas dlgebras relativamente livres em B de
mesmo posto sao isomorfas.

Observacio 1.1.73. Seja A uma PI-Algebra e A a variedade determinada por T'(A) (ou por A).
Claramente T'(A) = T(A). Assim, dado um conjunto Y, definimos Ry (A) = Ry(A), a élgebra
relativamente livre de posto |Y| determinada por A. Mais ainda se m = |Y'|€ N, denotaremos por

R,,(A) a algebra relativamente livre de posto m. Se Y for enumeravel, escreveremos simplesmente
R(A).

Definicao 1.1.74. Seja B uma classe de dlgebras. Denotaremos por CB, SB e QB as classes
obtidas de B tomando-se produtos diretos (somas Cartesianas), subdlgebras e dlgebras quocientes,
respectivamente, de dlgebras de B.

Teorema 1.1.75. (Teorema de Birkhoff, [18, p. 24], Teorema 2.3.2)
Uma classe de dlgebras B é uma variedade se, e so se, B é fechada para produtos diretos,
subdlgebras e dlgebras quocientes, isto é, CB, SB, QB C B.
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1.2 Algebras Graduadas

1.2.1 Algebras Graduadas: Conceitos Gerais

Nesta secao apresentaremos os conceitos de algebras e identidades graduadas que sao muito
uteis no estudo de algebras com identidades polinomiais. Essencialmente a graduacao de algebras
é uma forma interessante de “quebrar a algebra em pedacos”, com o intuito de facilitar a analise
nos “pedacos”. Muitas vezes pode-se juntar a analise nos pedacos e inferir propriedades a respeito
da algebra toda. Embora nao utilizaremos de forma substancial, optamos por apresentar de forma
sistematica os resultados e demonstracoes, de forma parecida com a teoria basica de identidades
polinomiais.

Definic¢ao 1.2.1. Seja (G, *) um grupo com identidade € (para notagao, ver p. ziii). Uma dlgebra

(A, *) é chamada de dlgebra G-graduada, se A = @ Ay, onde Ay € subespaco de A para todos
geG
g€ GeAyxA, C Ay para todos g, h € G. No decorrer do texto omitiremos as operagoes %

e *, fazendo-se entender qual é a operacdo contextualmente. Um elemento a € U Ay € chamado
geG
homogéneo. Quando a € A,, dizemos que a é homogéneo de grau g e denotamos wt(a) = g.

Se a = X cqay, com wt(ay) = g, chamamos a, de componente homogénea de grau g de
a e dizemos que ), ag € a decomposicdo de a como soma de elementos homogéneos.
O suporte da G-graduagio é o conjunto dos elementos g € G tal que A, # 0. Claramente cada
elemento se decompoe de maneira unica como soma de elementos homogéneos. Dizemos que um
subespaco B de A é G-graduado na G-graduagdio de A, se

B = @ By, onde B, = BN A, sao os subespagos homogéneos de B.
geG

Se um ideal I de A é um subespaco G-graduado, dizemos que I é um ideal G-graduado de

A. Se uma subdlgebra B de A é um subespaco G-graduado, dizemos que B € uma subdlgebra
G-graduada de A.

Exemplo 1.2.2. Seja A uma algebra. Entao é facil ver que a decomposicao

D Ay

geG

onde A, = {0} se g # ¢ e A. = A, onde ¢ ¢ a identidade de G, é uma G-graduagao em A. Esta
graduagao é chamada de trivial.

Observacio 1.2.3. E fdcil ver que se a dlgebra A é unitéria, entdao 1 € A.. De fato, considere
a decomposigao da unidade em elementos homogéneos 1 = 1. + > .. 1,. Para z € A, temos
r—xl, =3, .0ly € AyN@ypy Ay Portanto z — x1. = 0, ou seja, v1. = x. Analogamente
l.x = eassim 1 =1..

Exemplo 1.2.4. A édlgebra de Grassmann E possui uma Zs-graduagao natural £ = Ey@® Fy, onde
Ey e E; sao os subespacos definidos no Exemplo 1.1.23.
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Exemplo 1.2.5. Se A e B sao algebras G-graduadas, entdao A ® B também é G-graduada consi-
derando as seguintes componentes homogéneas:

(A®B)r= > A;® A,

g;h;gh=k

Exemplo 1.2.6. Consideremos
(E®E)=(Ey® Ey) @ (B1® E1) e (E® E) = (Ey® E1) @ (B ® E).
E imediato verificar que
EQE=(EQE)®(E®E)), (EQE)(EQLE);C(E® L)y,
para todos ¢, j € Zs. Portanto a algebra £ ® F ¢ Zs-graduada.

Exemplo 1.2.7. Consideremos a decomposi¢cao

My (E) = (M11(E))o © (M11(E))

(MM(E))O—{<8 2>\a,deEo} e (MM(E))l—{<(C) 8>]b,ceE1}

e verificamos diretamente que

(Ml,l(E))i(Ml,l(E)>j Q (MI,I(E))Z'—H para todos Z,j c ZQ.

onde

Assim essa decomposicao é uma Zy-graduagao para M ;(E)

Exemplo 1.2.8. Sejam X = {z} ¢ K(X) = KJz| a élgebra dos polindémios a uma varidvel x
sobre K. Entdo K|[z| admite uma Z-graduacao: K|z|, é o espaco gerado por ™, quando n > 0, e
Klz], =0sen <O0.

Se X for um conjunto finito de m elementos, podemos considerar em K (X) uma Z™-graduacao
usando os espacos de multigrau homogéneo. Para um conjunto X podemos considerar uma
Z-graduacgao levando em conta o grau total.

Exemplo 1.2.9. (sobre a descri¢io de dlgebras Zs-graduadas, veja [30, p. 21])

Seja A uma algebra sobre um corpo K algebricamente fechado e de char K # 2, e dimg (A) < 0.
Um resultado classico de C. T. C. Wall (1963) [57] descreve as possiveis Zo-graduagoes de A
supondo-se que A seja Zy-simples (isto é, os dois tinicos ideais homogéneos sao 0 e A e A% #0). A
menos de isomorfismo graduado (definiremos em breve), A tem de ser uma das seguintes algebras:

(i) A= M,(K) com a graduacao trivial Ag =A e A; =0;

(11) A= M,4p(K) é dividida em 4 blocos, sendo os blocos da diagonal de tamanhos a x a e b x b.

Neste caso
U 0 0o W
AO - < O V > 7A1 — ( T 0 > )

onde U € M,(K),V € My(K), W € Mysp(K) e T € Mypxo(K);
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(iii) A= M,(K)®tM,(K), onde Ay = M, (K) e A; = tM,(K) e t ¢ um elemento tal que t* = 1.

Exemplo 1.2.10. Considerando M, (K), denotemos por E;;: (k,l) € I, X I, — 065 € K, as
matrizes “unitdrias”. Para cada vy € Z,, definimos o subespaco M, = span{FE;; | j —i =, 7} e
para cada k € Z, definimos

M, — {0}, se |k|=n
span{E;; | 7 —i =k}, se|k|<n.

E fécil ver que
M= P M, e M = P M.
YEZLn kEZ
Agora, para ver que estas decomposicoes definem uma Z,-graduacao e uma Z-graduacao, res-
pectivamente, em M, (K), basta observar que

EijEp = 0 Fq,

J

donde segue que M., M., C M, 1., para i, V2 € Zy, € My, My, € My, i, Para ky, ko € Z.

Nas graduagoes definidas em M, (K) no Exemplo 1.2.10 acima as matrizes elementares sao
homogéneas. Mais ainda, F;; € M,_;, tanto para 7, j € Z,, como para i, j € Z.

Definigao 1.2.11. A G-graduacao

A= M,(K) = @Ay

geG

na dlgebra das matrizes n X n sobre um corpo K é elementar se existe uma n-upla de elementos
(G1,---,9n) € G tal que E;; € Ay,

Exemplo 1.2.12. A Z,-graduagao e a Z-graduagao definidas do Exemplo 1.2.10 sdo elementares.

Observagao 1.2.13. Observamos que uma graduac¢ao em M, (K) é elementar se, e somente se,
todas E;; sao homogéneas. De fato, se a graduagao é elementar é 6bvio que todas E;; sao homo-
géneas.

Agora se todas Ej; sao homogeneas, ou seja Ej; € Ap,; entdo temos que

Eik = EijEjk € Ahik N (AhijAhjk) - Ahik n Ahijhjk

e portanto h;, = hijhj,. Para j = i, obtemos h;, = hy;hg, donde h;; = €, onde € € o elemento
neutro de G. Ponha g; = €, e defina indutivamente ¢;11 = gjh; ;+1. Agora faremos duas indugoes.
Temos hi1; = € = g7 '¢1 e o passo indutivo de j segue de hijs1 = hijhj i = gflgjhmﬂ = gflng.
Com isso temos que hy; = g; 1gj para todos j. E finalmente, o passo indutivo de 7 segue de
hiv1j = hiiyrhi; = hiti19: 95 = (gihize1) 7 g; = gi419;. Assim, existe uma n-upla (g1,..., g,), tal

que Ej; € Ay, = A ol €8 graduacgao é elementar.
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A seguir damos uma caracterizacao bastante util dos subespacgos G-graduados de uma algebra
G-graduada.

Proposicao 1.2.14. Sejam A uma dlgebra G-graduada e B um subespago de A. As sequintes
afirmagoes sao equivalentes:

(1) B € subespago G-graduado de A;
(i) As componentes homogéneas de cada elemento de B pertencem a B;
(1ii) B é linearmente gerado por elementos homogéneos.

Demonstragdo. Suponha que vale (i). Seja b€ B eb =3 sby, onde by € By. Temos que b, ¢ a
componente homogénea de grau g de b. Como B, = BN A, C B, cada b, pertence a B.

Se vale (i) entao o conjunto B N (Uyeq 4y) gera B, e segue (ii4). De fato, seja b € B e
b=34ec by, onde by € Ay, a decomposicao de b como soma de elementos homogéneos, em relacao
a G-graduacao de A. Segue de (ii) que by, € B, ou seja by € BN (Uyeq Ayg), logo B é gerado por
elementos homogéneos.

Suponha que vale (iii). Seja C' uma base de B, com C' C (Uyeq Ay) composta de elementos
homogéneos e seja B, = BN Ay, que é um espaco vetorial. Seja C, = C'NA,. Agora consideremos
o elemento b = YI'; Nic;, onde ¢; € C'e \; # 0. b € B, se, e somente se, wt(¢;) = g, para todos
i € I,. Assim Cy = C'N Ay é uma base para B, e como C = g Cy segue que B = @ e By e a
proposicao esta provada. O

Exemplo 1.2.15. Se consideramos M,,(K) com qualquer uma das graduagoes definidas no Exem-
plo 1.2.10, entdo é facil ver que a édlgebra U, (K) das matrizes triangulares superiores é subalgebra
homogénea de M, (K), ji que é gerada pelos elementos homogéneos {E;; | i < j}.

Definig¢ao 1.2.16. Uma aplica¢io ®: A — B entre dlgebras G-graduadas é chamada homomor-
fismo G-graduado, se ® é um homomorfismo que satisfaz ®(A,) C B, para todos g € G. De
modo andlogo, definimos tsomorfismo, endomorfismo e automorfismo G-graduado.

Observagao 1.2.17. Agora também estamos aptos a dar outras caracterizacoes dos ideais e das
subdlgebras. [ é ideal G-graduado de A se I é nucleo de algum homomorfismo G-graduado com
dominio A. C' é subdlgebra G-graduada de B quando C é imagem de algum homomorfismo G-
graduado de contradominio B.

Proposicao 1.2.18. Se I é um ideal G-graduado de uma dlgebra G-graduada A, entao A/I é uma
dlgebra G-graduada considerando (A/I)g ={a+1]a € A,}.

Demonstragdo. E claro que A/I = Y ,cq(A/I)y, e que (A/I),(A/I), C (A/I)gn. Para concluir
resta mostrar que a soma ¢ direta. Suponhamos que > cq(ag + 1) = 0. Neste caso Y ,cqaqy € 1 €
como I é G-graduado segue da Proposicao 1.2.14 que a4 € I, ou seja (a, + 1) = 0. Assim temos
que A/I = @ eq(A/I)y e a proposicao estd demonstrada. O

A proposicao a seguir é uma versao graduada do Teorema 1.1.32, ao longo da tese também
iremos nos referir a ela como Teorema dos Isomorfismos.
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Proposicao 1.2.19. (Teorema dos Isomorfismos)

Sejam A e B dlgebras G-graduadas e ®: A — B um homomorfismo G-graduado. Entao, o
ker(®) é um ideal G-graduado de A e a dlgebra quociente A/ker(®) € isomorfa (como dlgebra
graduada) a Im(®) = O(A).

Demonstragio. B facil ver que ker(®) é um ideal de A, vamos mostrar que ele é G-graduado.
Seja a € ker(®) e a = X cqay, onde a, € A, é a sua decomposicdo como soma de elementos
homogéneos. Como ® ¢ homomorfismo graduado temos que 0 = 3 cq(®(ay)) e ®(ay) € By,
portanto ®(a,) =0 e a,4 € ker(P).

A aplicacao V: A/ker & — B dada por ¥(a + ker(®)) = P(a) estd bem definida pois se a,
b € A sdo tais que a + ker(®) = b+ ker(®), entdo a — b € ker(®) e ®(a) = P(b), ou seja
U(a + ker(®)) = U(b + ker(®)). E facil ver que ¥ é um homomorfismo graduado, assim resta
apenas mostrar que ¥ ¢é injetor. Se V(a + ker(®)) = 0 entdo ®(a) = 0 e a € ker(P), logo
a + ker(®) = 0 e a proposicao esta provada. O

1.2.2 Algebras Graduadas Livres e Identidades Polinomiais Graduadas

Precisamos do conceito de algebra associativa G-graduada livre para falar das identidades
polinomiais graduadas e posteriormente desenvolver alguns resultados da teoria classica de algebras
associativas. Deste modo, lembramos que até o fim deste capitulo consideraremos apenas algebras
associativas e unitarias. Consideremos uma familia {X,},c¢ de conjuntos enumeraveis e dois a
dois disjuntos. Tomemos entao X = Jyeq X, € consideremos a édlgebra associativa livre unitaria
K(X). Até o final desta segdo, salvo men¢ao em contrario usaremos X = U,cq X, . Definimos
entao

wt(l) =¢e e wt(zza - zp) = wt(xy) wt(zg) - - - wt(x,,),

onde wt(z;) = g se z; € X, e € é o elemento neutro de G. Sendo entdo m um monoémio de K (X),
dizemos que wt(m) é o G-grau de m. Tomando para cada g € G

K(X), = span{m | m é monémio de K(X) e wt(m) = g}

temos
K(X) = @ K(X)g e K(X) K(X)n C K(X)gn
geG
para quaisquer g, h € G, assim K(X) é uma algebra G-graduada denominada a algebra associativa
livre (unitéria) G-graduada.

Proposicao 1.2.20. A dlgebra G-graduada K(X) satisfaz a sequinte propriedade universal: Para
toda dlgebra G-graduada A, toda fungio ®:U,cq Xy — A tal que ®(X,) € Ay para todos g € G,
pode ser estendida a um tunico homomorfismo G-graduado de dlgebras K(X) — A.

Agora podemos dar a definicao de identidade polinomial graduada.

Defini¢ao 1.2.21. Seja A = @ e Ay uma dlgebra associativa G-graduada. Dizemos que um
polinomio f(xy,...,x,) € K(X) é uma identidade G-graduada de A se f(ai,...,a,) =0 para
quaisquer a; € Ay(z,y com i € I,,.
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Daremos agora a definicdo de T-ideal, que é analoga ao conceito de T-ideal para o caso de
identidades polinomiais graduadas.

Definicao 1.2.22. Seja K(X) a dlgebra associativa livre G-graduada. Um ideal G-graduado I de
K(X) é dito ser um Tg-ideal se p(I) C I para todos endomorfismos G-graduado ¢ de K(X).
Dado um subconjunto S qualquer de K(X), definimos o Tg-ideal gerado por S, denotado por
(S)e | como sendo a interse¢ao de todos os Tg-ideais de K(X) que contém S.

E claro que K(X) é um Tg-ideal que contém S, assim na defini¢ao acima (S)7¢ é intersecio de
uma familia ndo vazia de conjuntos. Além disso nao é dificil ver que a intersecdo de uma familia
qualquer de Ti-ideais é ainda um Tg-ideal, portanto (S)7¢ estd bem definido e é o menor Tg-ideal
que contém S.

O Tg-ideal gerado por S coincide com o subespago vetorial de K(X) gerado pelo conjunto

{hlf(gl7"'agn)h2 ’ f(‘rh”'axn) S SJ h17h2 € K<X>7gl € K<X>Wt(xl) para 1= 17”}

A proposicao a seguir é bastante ttil, sua demonstragao é simples e anadloga a da Proposi-
¢ao 1.1.48 e por isso serd omitida.

Proposicao 1.2.23. Sendo A uma dlgebra G-graduada, temos que o conjunto T (A) das identi-
dades G-graduadas de A é um Tg-ideal de K(X).

Exemplo 1.2.24. Consideremos a élgebra de Grassmann E com sua Zs-graduagao natural (con-
forme definida no Exemplo 1.2.4). Como ab = —ba para quaisquer elementos a, b € Fj, te-
mos que f(x1,23) = x1m9 + 2221 € K(X), onde K(X) é a é&lgebra livre Zy-graduada, com
wt(x1) = wt(xy) = 1, é identidade Zy-graduada de E.

O proximo resultado mostra uma importante relagdo entre os conceitos de identidades polino-
miais ordinarias e graduadas.

Proposicao 1.2.25. Sejam A e B duas dlgebras. Se A e B possuem G-graduagoes tais que
Ta(A) CTg(B), entio T(A) CT(B). Ainda se Tg(A) = Tg(B), entio T(A) = T(B).

Demonstragio. Consideremos a dlgebra associativa livre K(X) e seja f(z1,2a,...,2,) € T(A).
Dados by, by, ..., b, € B, tomemos b, € By, parai = 1,...,n ¢ uma quantidade finita de elementos
g € G, tais que b; = > b4, ou seja cada b; ¢ uma soma finita de b;, que pertencem a um nimero
finito de componentes homogéneas na G-graduacao. Consideremos agora, com ¢ fixado, - x4, em
que z;, € X, e o somatério é sobre o mesmo conjunto finito de indices dos somatoérios b; = > bjg.
Como f € T(A), é facil ver que fi = f(XC Z1g---, 2 Tng) € Te(A) Pela hipdtese temos que
fi € T(B), logo substituindo x;, por b, temos

f(b17b27"‘7bn> - f (Zblguzb297”'7zbn9> =0
e assim f € T(B).
Se Tg(A) = Te(B), entdao Ti(A) C Ta(B) e Ta(B) € Te(A), donde temos a tltima afirmagao.
O
Observacao 1.2.26. E importante observar que a reciproca do resultado acima é falsa. As algebras

Zo-graduadas E' = Ey+ F1 e E = E + 0 (graduacao trivial), satisfazem identidades Z-graduadas
diferentes.
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1.2.3 Identidades Graduadas Multilineares, Homogéneas e Proprias

Nesta secao veremos que sob determinadas condi¢ées podemos simplificar as identidades com
que trabalhamos, podendo nos restringir a alguns tipos especiais de identidades.

Proposicao 1.2.27. Seja f(x1,...,2m) = i, filz1,...,zy) € K(X) onde f; é a componente
homogénea de f com grau i em x1, fixado.

(i) Se o corpo K contém mais que n elementos, entdo fi(x1,To,...,xm) € (f)1€;

(it) Se o corpo K satisfaz char K = 0 ou maior que o grau de f, entdo (f)1¢ admite uma base
composta por uma familia finita de polinomios multilineares.

Demonstragio. (i) Seja I = (f)T¢ o T-ideal de K (X) gerado por f. Escolhemos n+1 elementos
distintos ayg, ..., a, de K. Como I é um Tg-ideal, obtemos que

n
floyay, o, .. ) = Za;f,-(xl,xg,...,xm) €[ paraj=0,1,...,n.
i=0

Consideramos estas equacoes como um sistema linear com incégnitas fo, f1,..., fn. Como o
determinante do sistema é

1 o ag
1 oy of
: = H(Of] Oél)’
: i<j
1 o, a
o determinante de Vandermonde que é diferente de 0, temos que cada f;(z1,xs,...,Z,) € I,

isto é, as identidades f; = 0 sao consequéncias de f = 0.

(i) Por (i), podemos assumir que f(x1,2s,...,%y) ¢ multi-homogéneo. Seja j = deg, f. Fare-

mos indugdo sobre j. Escrevemos f(y1 + yo, 2, ..., %) € I = (f)'¢ (aqui y1,y2 € Xut(ar) )
sob a forma .

J

o+ xa, o xm) =D iy, y2, 22,y )

i=0
onde f; é a componente homogénea de grau ¢ em y;. Logo, f; € I parat = 0,1,...,7,
pelo resultado (7). Como deg, fi < jparai=1,2,...,5—1ek = 1,2, podemos aplicar
argumentos indutivos e obtemos um conjunto de consequéncias multilineares de f. Para ver
que estas identidades multilineares sdo uma base para (f)7¢ é suficiente observarmos que

fi(ylaybm% cee 7xm) = <Z>f(ylax27 o 7xm)

e que o coeficiente binomial é diferente de 0, uma vez que temos por hipdtese char K = 0 ou
char K > deg(f).
m
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Corolario 1.2.28. Seja A uma dlgebra. Entao:

(1) Se o corpo K ¢ infinito, todas identidades polinomiais graduadas de A sequem de suas iden-
tidades graduadas multi-homogéneas;

(ii) Se o corpo K satisfaz char K = 0, todas as identidades polinomiais graduadas de A sequem
de suas identidades multilineares graduadas.

Exemplo 1.2.29. Aqui podemos explicar melhor a equivaléncia citada na Observagao 1.1.2. De
acordo com a demonstragdo da Proposi¢ao 1.2.27 anterior, a identidade x? = 0 implica (usando
=1y +y2) 0= (y1 +v2)? = 7+ 11y2 + vou1 + y3, donde obtemos a consequéncia yys + y2y; = 0.
No entanto a identidade y1y> + y2y1 = 0 implica (fazendo y; = y» = ) 22% = 0 que tem como
consequéncia 2 = 0 apenas quando o corpo K possui char K # 2.

Neste momento podemos dar mais alguns exemplos de algebras associativas que nao sao PI-
Algebras.

Exemplo 1.2.30. Seja V um espago vetorial de base enumeravel {vy,...,v,,...} sobre um corpo
K. Seja L o espaco vetorial das transformacoes lineares de V' em V', ou seja, os endomorfismos.
Temos que £ se torna uma algebra quando equipada com a multiplicagdo dada pela composigao.
Ela é unitaria e associativa. Considere o subespaco £ C L dos endomorfismos de posto finito
(cuja imagem tem dimensao finita). Ele também é uma algebra com a multiplicacdo dada pela
composicao, é uma algebra associativa embora nao seja unitaria. Assim, £’ pode ser visto como
uma subalgebra de L, desde que se esquega que L é unitaria. Temos que tanto L', quanto £
nio sio PI-Algebras. Caso fossem PI-Algebras, deveriam satisfazer algum polindmio multilinear
de grau digamos d (d > 1), sem perda de generalidade podemos escrever a relagdo satisfeita da
seguinte forma

Ty Tq = Z UogTg(1) """ To(d),
oeSs\{e}
onde Sy denota o grupo simétrico de ordem d!.
Considere ¢; jy o endomorfismo tal que ¢ j)(vr) = 6;xv; para todos 4,5 e k € N. Temos que
¢ € L. No entanto,
0 # P,d+1) = P1,2) © O P(dd+1) = Z AeP(o(1),0(1)+1) © "+ © P(o(d),o(d)+1) = 0,
oe€Sq\{e}

o que é absurdo. Logo nem £, nem £’ sdo PI-Algebras.

Quando a algebra é unitaria podemos restringir a nossa busca de identidades polinomiais a
um determinado tipo de polinémios (polinémios préprios), conforme explicamos a seguir. No que
segue, Y = X, e Z = U, X, assim X =Y U Z. As varidveis de G-grau ¢ serao denotas por y;,
com ¢ € N; as varidveis de G-grau diferente de ¢ serao denotadas por z;, para j € N e quando uma
variavel tiver grau arbitrario serd denotada por z;, com ¢ € N.
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Definigao 1.2.31. Um polinémio f € K(X) é chamado polinémio préprio, se as varidveis de
G-grau € aparecem em comutadores apenas, isto €,

fF=fWs s Ym, 21y s 2k) = f(x1, ... xp)

= Z Qi 2t ] gy, ], comoay €K

em que a; €N, parai =1,... k e assumimos que 1 é um polinémio préprio (é considerado produto
de um conjunto vazio de comutadores). Denotamos por Bg(X) o conjunto de todos os polinémios
proprios de K(X). Se considerarmos a graduagao trivial escreveremos apenas B(X).

A Proposigao 1.2.37 mais adiante mostra a importancia dos polinémios préprios para encontrar
uma base das identidades de uma algebra unitaria. A demonstracao esta baseada no Teorema de
Witt e no Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt. Antes de enuncid-los precisamos da definigdo a
seguir.

Definicao 1.2.32. Se A é uma dlgebra associativa e a dlgebra de Lie L ¢é isomorfa a uma subdl-
gebra da dlgebra de Lie A7), definida como no Exemplo 1.1.10, dizemos que A é uma dlgebra
envolvente de L. A dlgebra associativa U = U(L) é a dlgebra envolvente universal da
dlgebra de Lie L, se L é uma subdlgebra de U) e U satisfaz a sequinte propriedade universal:
Para qualquer dlgebra associativa A e qualquer homomorfismo de dlgebras de Lie p: L — A
existe um unico homomorfismo de dlgebras associativas (que leva unidade em unidade) ¥:U — A
que estende p, ou seja, tal que (x) = @(x) para todos x € L.

O teorema a seguir garante que toda algebra de Lie possui uma algebra envolvente universal, que
é tnica a menos de isomorfismos. Recordamos que no inicio deste capitulo fizemos um comentario
na Observacao 1.1.13 dizendo que toda algebra de Lie L é isomorfa a uma subdlgebra de alguma
dlgebra A7), para alguma algebra associativa A.

Teorema 1.2.33. (Teorema de Poincaré-Birkhoff- Witt [18, p. 11], Teorema 1.3.2)

Toda dlgebra de Lie L possui uma unica (a menos de isomorfismo) dlgebra envolvente universal
U(L). Se L tem uma base E = {e; | i € I}, onde I é um conjunto ordenado por <, entdo
U(L) = K(E)/J, onde J € o ideal de K(E) gerado pelos polinomios [e;,e;] — e; * e; (0 simbolo x
denota a multiplicagio em L). Além disso, os elementos

{€i1"'€ip|’é1,...,ip€l,i1 <<Zp,p:1,2,}U{1},
formam uma base de U(L).

Para algebras de Jordan nao temos algo nesse sentido, como ja comentamos na Observa-
cao 1.1.13.

Exemplo 1.2.34. Apenas para ilustrar, daremos um exemplo de dlgebra de Jordan excepcional,
também chamadas de dlgebras de Albert, veja [1]. Seja C o corpo dos complexos, que agora
olhamos como R-dlgebra. Denotaremos por H a algebra dos quatérnios, que é o conjunto C x C
equipado com soma usual, coordenada a coordenada, e a multiplicagao

(a,b) * (¢,d) = (ac — db, da + be),
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onde T denota a conjugagao complexa. Claramente H é uma &lgebra associativa unitaria (com
g = (1¢,0)), ndo comutativa, com divisdo, isto é, para todos (a,b) existe (c,d), tal que vale
(a,b) * (¢,d) = (1¢,0) = (¢, d) * (a,b).

Definimos a conjugacdo nos quatérnios por (a,b) = (a, —b).

Denotaremos por O a élgebra dos octonios, que é o conjunto H x H equipado com soma usual,
coordenada a coordenada, e a multiplicagao

(p,q) * (r,s) = (pr —3q, sp + qT),

onde T denota a conjugacao nos quatérnios definida acima. Claramente @ é uma &algebra nao
associativa unitdria, ndo comutativa, com divisdo, isto é, para todos (p,q) existe (r,s), tal que

(P, q) * (r;8) = (1w, 0) = (r,8) * (@)

Defina a conjugagao nos octénios por (p,q) = (p, —q).

Seja agora a algebra M3(Q). O conjunto J das matrizes auto-adjuntas de M3(Q) é uma
subalgebra de (M3(Q))™*), que é uma &lgebra de Jordan excepcional.

Teorema 1.2.35. (Teorema de Shirshov-Witt, [18, p. 1}], Teorema 1.3.5)
A subdlgebra de Lie L(X) de K(X)) gerada por X (isto é, L(X) ¢ a intersecio de todas as
dlgebras de Lie que contém X ), € livre na classe das dlgebras de Lie. Além disso U(L(X)) = K(X).

Agora vamos utilizar estes dois teoremas para encontrar uma base de K(X) bastante ttil.

Proposicao 1.2.36. Suponhamos que os elementos

T1,T2y..., [xipxizL [xjnajjz]? ce [mknxkzaxk:a]’ R

formam uma base ordenada de L(X') onde os elementos de X : x1,x, ... precedem os comutadores.
Entao

(1) O espago vetorial K(X) tem base formada pelos elementos
mcll1 e xgzm ['Timxlé]b e [xh? B 7xlp]c’
onde ay, ..., an,b,...,c =20 e[z, 2] < - <[1,,...,23,], na ordenagio da base de L(X);

(17) Os elementos desta base tais que a; = 0 sempre que wt(z;) = €, para i = 1,...m, formam
uma base para Bg(X).

Demonstragio. O item (i) segue do Teorema de Witt 1.2.35 que garante que U(L(X)) = K(X), e
do Teorema de Poincaré-Brirkhoff-Witt 1.2.33, que nos diz como encontrar uma base para U(L(X))

a partir de uma base ordenada de L(X). O item (ii) segue diretamente do item (i) e da definigao
de Bg(X). O

A seguir utilizaremos a base de K(X) dada na Proposi¢ao anterior para provar que quando
o corpo ¢ infinito as identidades graduadas de uma &algebra unitaria seguem de suas identidades
proprias. Para tanto serd necessario utilizar o seguinte fato: Se A é uma &algebra G-graduada,
entao sua unidade é homogeénea de grau ¢. Isto ja foi observado em Observagao 1.2.3.
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Proposicao 1.2.37. Se A € uma dlgebra unitiria G-graduada sobre um corpo infinito K, entdo
todas as identidades polinomiais graduadas de A sequem das suas identidades proprias (ou seja,
daquelas em Tg(A) N Bg(X)). Se char K = 0, entdo todas identidades polinomiais graduadas de
A sequem das suas identidades proprias multilineares.

Demonstragio. Seja f(Y1,- - Ym, 21, - - -, 2n) € K(X), ndo nulo. Pela Proposi¢ao 1.2.36 podemos
escrever f como

f:Zaayi“"'y;lnmwa(yla"'?ymwzl)"'azn)a OéQEK, (]-2]-)
onde w, € Bg(X) e a soma ¢ feita sobre as m-uplas a = (ay, ..., ay) tais que a; < deg, (f), para

1=1,...,m.
Mostraremos que quando f € Tg(A), temos que

D sy wa € T(A).

a;a1 fixado

O resultado seguird indutivamente da nossa demonstracao.
A demonstracao da proposicao segue desta afirmacao, juntamente com a Proposicao 1.2.27,
pois se f é multi-homogéneo, entao f é consequéncia das identidades

{wa(Y1y -+ Ymy 215+ -+, 2n) | @ # 0},

A parte multilinear da proposicao segue do fato que, supondo f multilinear, temos os polinémios
w, multilineares.
Para cada f nessa forma (1.2.1), definimos o conjunto

M(f) ={My, Ma, ..., M}

={a; | a; é o primeiro termo de uma m-upla a = (ay,...,a,) com a, # 0},

onde My > My > --- > M; > 0.
Afirmamos que se f € Tg(A) e f é homogéneo em y;, entdo para todos j =1,...,1,

gi= Y. ays?---yrmw, € To(A).

asa1=DM;

Se M; = 0, entao nado hé nada a fazer, pois f = ¥ a,u52 - - - y2mw, € T(A). Assim supomos
My, > 0. Uma vez que em w, as variaveis yi, ..., ¥y, aparecem apenas nos comutadores, é claro
que

Wa (Y1 + 1, ooy Ymy 215 -+ 3 Zn) = WaY1y - - s Yy Z1s -« - 5 Zn)-

Como wt(y; + 1) = wt(yy) = ¢, segue que f(y1 +1,...,Ym, 21,...,2,) também ¢é identidade
polinomial graduada para A e concluimos que

- ai i, a
f<y1+17”-7ymuzla"'7zn) :Zaaz(Z->y1y22'”ymmwa,(yh”-7ym7217"'72n) ETG(A)
=0
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Observamos que no somatoério acima a parcela com ¢ fixado é a componente homogénea em
relagao a y; de grau i + deg, (w,).

Como f é homogéneo em y;, temos a; + deg,, (w,) = deg, (f(y1,- s Ym, 21, -, 2n)), assim a
componente homogénea de f(y; + 1,...) com menor grau em relagdo a y; é obtido das parcelas
com a; = My e 1 =0 e é dada por

J— a a
g1 = Z QalYo™ * Yy Wa,

a;a1=M1

onde o sub-indice a; = M; no somatério significa que a soma ¢é feita sobre os a = (a; ..., a,,) tais
que a; = M;. Lembrando que o corpo K ¢ infinito (tem mais de deg,, (f) elementos), segue da
Proposigao 1.2.27 que o polindémio g; pertence a Tg(A).

Suponhamos que a afirmacao seja verdadeira para 1,2,...,k, onde k£ é um numero natural
menor que [.

Tomando g = Zle y{wj g; € T(A) e subtraindo esta identidade de nossa identidade inicial
fW1, -y Ym, 21, - - -, 2n) Obtemos uma nova identidade

R(Y1s ey Ymy 21y ey Zn) = Z agyit - ytmaw, € Ta(A).

asa1 <M

E claro que M(h) = {Myy1,...,M;} e aplicando os argumentos anteriores ao polinémio h
concluimos que

> sy we € To(A),

a;a1=Mp 1

e a afirmacao esta provada.

Observacao 1.2.38. Denotaremos por

e P, o conjunto dos polinémios f(x1,...,z,) multilineares;

I', = B(X) N P, o conjunto dos polinémios préprios multilineares;

P,(A) = P,/(P,NT(A)) os elementos multilineares de uma PI-Algebra A;

I, (A) =T,/(T,, NT(A)) os elementos préprios multilineares de uma PI-Algebra associativa
e unitdria A.
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Capitulo 2

Algebras finitamente geradas

Neste capitulo estudamos o conceito de séries de Hilbert, funcao de crescimento e GK-dimensao
em 4lgebras finitamente geradas, sua relacdo com as PI-Algebras e a Pl-equivaléncia (definida na
Definigao 1.1.40), bem como sua relagdo com outras dimensoes algébricas. Neste capitulo voltamos
a considerar algebras arbitrarias, salvo meng¢ao em contrario.

2.1 Séries de Hilbert

A série de Hilbert de uma &algebra é muito importante, pois consegue captar boa parte da
estrutura da algebra e informagoes a respeito do comportamento assintético da algebra. Aqui
veremos suas propriedades bésicas e sua importancia para PI-Algebras.

2.1.1 Definicoes e resultados basicos

No livro [37] podem ser encontradas muito provavelmente as primeiras referéncias explicitas
para as séries de Hilbert.

Definig¢ao 2.1.1. Seja A uma dlgebra graduada por N (ou Z-graduada cujo suporte é N), isto é,

A= @ Aru € AnAm C An—i—m;

n=0

cujas componentes homogéneas tém dimensdo finita.
A série formal

H(At) =) dim(A4,)t"

n=0

¢ chamada de série de Hilbert da dlgebra A.
De modo similar podemos definir para dlgebras multigraduadas por N™, isto é,

A= ED A(nl,..‘,nm)a € A(nh...,nm)A(pl,..‘,pm) g A(nl,...,nm)+(p1,..‘,pm) - A(n1+p1,...,nm+pm)7
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a série de Hilbert multigraduada

H(Aty, .. ty) = > dim(Apy, ) -t

n; =0

Além disso, escrevemos que uma série é igual a uma funcio f se a série convergir em uma
vizinhanga da origem e estes valores coincidem com os valores da f.

Observacgao 2.1.2. Para simplificar a notacao usaremos uma barra para denotar os multi-indices,
por exemplo ¢ = t1, ..., ty, = (N1,...,Ny) e t" =11 0m,

Observacao 2.1.3. Como a série de Hilbert pode ser vista como um caso particular da série de
Hilbert multigraduada, enunciaremos apenas os resultados para o caso multigraduado.

Proposigao 2.1.4. Sejam A, B dlgebras graduadas e I um ideal graduado de A, entdo:

« H(A® B;t) = H(A;t) + H(B; 1);

e H(A® B;t) = H(A;t)- H(B;t);

e H(A;t)=H(A/I;t)+ H(I;t).

Demonstragdo. O resultado é elementar e decorre das propriedades de operagoes com séries e das
seguintes igualdades:

o dim(A® B)s = dim(Ap) - dim(Bjg);

O

Exemplo 2.1.5. Consideremos as graduagoes usuais e X,,, = {z1,...,x,}. Usando simples prin-
cipios de contagem sao conhecidas as seguintes séries de Hilbert:

o« H(K[X,];t) = ilnj1(1 — 1)L,
© HK(Xp)it) = (1= (ti+-+1tn)7h

o H(E(Vi);t) = T1(1+1t).

i=1

Lembre que E(V,,) denota a &dlgebra exterior de um espa¢o m-dimensional V,, ver Exem-
plo 1.1.23.
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2.1.2 Em Aalgebras relativamente livres

As séries de Hilbert ganham mais importancia para classes de algebras com alguma graduacao
natural, pois nao dependem de escolhas. E este ¢ o caso quando tratamos de dlgebras relativamente
livres de posto finito considerando algebras sobre corpos infinitos. Lembre que isto garante que os
T-ideais serao (multi-)homogéneos na (multi-)graduagao herdada da algebra livre.

Definigao 2.1.6. Seja T(A) um T-ideal de uma dlgebra A que é homogéneo na dlgebra livre K(X).
Entao para m > 1 escrevemos:

H(Ry(A);1) = Hpn (A7) = 3 dim(Ry, (4)) ™47,

e para série de Hilbert em uma varidvel:

H(Ry(A),t) = Hyu(A 1) =Y dim(R,,(A) ™,

onde (R, (A)™ (e (Ryn(A))™) denota a componente (multi-)homogénea da dlgebra relativamente
livre.

Observacao 2.1.7. Salientamos aqui mais uma vez que estamos introduzindo na Defini¢ao anterior

as notagoes H,,(A;t) = H(R,,(A);t) e Hyn(A,t) = H(R,,(A),1).
Os proximos resultados garantem que as séries de Hilbert se comportam bem para algebras
relativamente livres.

Proposigao 2.1.8. ([19, p. 22])
Sejam I e J ideais multi-homogéneos da dlgebra livre K(x1, ..., %y). Entdo as séries de Hilbert
de I.J, I e J sao relacionadas pela equacdo:

H(I;t) - H(J;t) = H(IJ;t) - H(K{x1,...,Zpm);1).
Corolario 2.1.9. ([19, p. 23])
Sejam A, B e C PI-Algebras sobre um corpo infinito tais que T(C) = T(A)T(B). Entdio as
séries de Hilbert das dlgebras relativamente livres de posto finito das dlgebras A, B e C' satisfazem:

Ho(C3 ) = Hop( A1) + Hy(Bi ) + (b + -+t — 1) Hy(As7) - Ho( B3 ).

A proxima proposicao relaciona a série de Hilbert da algebra relativamente livre de A e a
algebra dos seus elementos proprios B(A) = B(X)/(T(A) N B(X)), onde B(X) sao os polinémios
préprios (na G-graduacao trivial, veja a Definigao 1.2.31).

Proposigao 2.1.10. (/18, p. 47])
Seja A uma PI-Algebra unitdria sobre um corpo infinito. Consideremos B,,(X) = B(X) N
K{(x1,...,2m) € By(A) = B, (X)/(T(A) N B,,(X)). Entdo:

H,(A;t) = H(B,,(A);t) - ﬁ(l — )

1=

Hu(A t) = H(Bn(A),t)- (1—t)"™.

[y
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2.1.3 Em teoria de representacoes

Nosso objetivo nessa subsecao ¢ relacionar a teoria de representagoes com as séries de Hilbert
e pretendemos ser o mais breve possivel, evitando demonstracoes. Seguiremos aproximadamente o
exposto em [18, 19]. Para maiores detalhes e demonstragoes sugerimos a leitura de [11, 27, 58]. Ao
final desta subsecdo apresentaremos alguns resultados importantes para PI-Algebras associativas.

Denotaremos por V um espago vetorial de dimensao finita sobre o corpo K (de caracteristica
zero até o final desta subsecdo, alguns resultados nao sao validos sobre corpos de caracteristica
prima) e seja GL(V') o grupo geral linear dos endomorfismos invertiveis (ou seja, automorfismos)
de V. Quando dimg V = m < oo, podemos escrever GL,, = GL(V) e fixando uma base de V'
identificamos G L,, com o grupo das matrizes m x m invertiveis com entradas em K.

Defini¢ao 2.1.11. (i) Uma representagdo de um grupo G em V é um homomorfismo de
grupos p:G — GL(V). A dimensdo da representacdo dim(p) ou dim(V') é a dimensdo
de V, dimg(V), como espago vetorial;

(73) Duas representagoes ¢: G — GL(V) e p: G — GL(V) sdo isomorfas se existe um isomor-
fismo 0:V — W tal que

(00 0(g))(v) = (p(g) 0 0)(v),9 € G,v € V;

(i1i) Seja W um subespago de V' tal que (p(G))(W) =W, entdo a representagio ¢: G — GL(W)
definida por
(0(9))(w) = (p(g))(w),g € G,w e W CV,

¢ chamada de subrepresentacdo da representacio p. A subrepresentacao ¢ é dita propria
se W#{0} e W £V,

(iv) Se ¢:G — GL(V) e v:G — GL(W) sdo duas representagoes de G, entdo a representagao
p=0¢DY:G— GL(V @& W) definida por

(p(g))(v,w) = ((#(9))(v), (¥(9))(w)),g € G, (v,w) €V S W,

¢ chamada soma direta de ¢ e . O produto tensorial p = ¢ @ 1):G — GL(V @ W)
das representagoes ¢ e 1 € definido por

(P(9)(v @ w) = (6(9))(v) ® (Y(9))(w),g € Giv@w e VW,

(v) A representacio p: G — GL(V) € irredutivel se nio possui subrepresentacoes proprias; p €
completamente redutivel se ¢ soma direta de representacoes irredutiveis.

(vi) Se p:G — GL(V) € uma representacio, entio a fungdo
Xp: G — K
91— tr(p(g))

¢ chamada caracter da representacgdo p. Se estiver claro qual é a representagdo, podemos
usar também xa(V) = x,.
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As representagoes de grupos sao um caso particular da teoria de médulos e por ser mais antiga
ainda preservamos algumas nomenclaturas diferentes das estudadas em moédulos. Aqui usaremos
as duas nomenclaturas livremente. A ideia das representacoes é trazer a estrutura algébrica para
dentro de conjuntos de transformacoes lineares, onde pode-se usar as ferramentas de algebra linear.
No caso de grupos, trazemos a estrutura de um grupo abstrato para dentro do grupo de matrizes.

Pondo End(V') para a dlgebra dos endomorfismos de V', a representagao p: G — GL(V') estende
para um homomorfismo de élgebras p: KG — End(V), que torna V um KG-médulo (a esquerda)
com g-v = (p(g))(v) satisfazendo 1g-v =v e g-(h-v) = (gh) - v. Por sua vez, se um espago
vetorial M é um KG-moédulo (a esquerda), entdo definindo p: G — End(V') de tal modo que
(p(g9))(v) = g - v, temos que p é uma representagdo de G em V' (notemos que as propriedades de
modulo garantem que a imagem de p estd em GL(V)). Aqui consideraremos a agao dos médulos
sempre a esquerda, salvo mengao em contrario.

Pelo teorema de Maschke, as representacoes de dimensao finita de um grupo finito G sao
completamente redutiveis. Equivalentemente, a algebra de grupo KG é semissimples e isomorfa a

soma direta
Mdl(D1)®"'®Mdr<Dr)a (211)

onde My, (D;) sao élgebras de matrizes com coeficientes na dlgebra de divisao com dimensao finta
D;, para i = 1,...,r. Todos KG-mbédulos de dimensao finita sao soma direta de KG-mddulos
irredutiveis (ou simples). Todos KG-mdédulos irredutiveis sdo isomorfos a ideais a esquerda e
minimais de KG (e portanto a um ideal a esquerda e minimal de algum My, (D;)), onde G age em
K G multiplicando a esquerda.

No caso especial do grupo simétrico todas as dlgebras de divisao na decomposi¢ao (2.1.1)
coincidem com o corpo K e

KS, 2 My, (K)®--- & M, (K).

As representagoes irredutiveis e nao isomorfas do grupo simétrico (e portanto os K S,-mddulos
irredutiveis) estao em correspondéncia biunivoca com as classes de conjugagao de S,, e sao descritas
em termos de particoes e diagramas de Young.

Definicao 2.1.12. Uma partic@o de um inteiro nao negativo n (denotaremos por A & n ou |n|)
¢ uma sequéncia de inteiros X = (A1,..., \) tal que

Mz 2Ah20eM+ -+ A =n
Assumimos que duas partigoes A = (A1,..., A.) € = (i1, .., its) s@o iguais se
A=y ey A = [y Mgl = - = Ap = gy = -+ - = g = 0.
Quando A = (A1, ..., Ajyogr,) ©
A== Ay = s Mty 11 = = Mty = Hyps
aceitamos a notagao

A= (Ui, k),
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Existe uma correspondéncia natural entre as particoes de n e as classes de conjugacao de .S,,.
Se A = (A1, A2,...,A.) F n, entdo a classe de conjugacao correspondente consiste de todas as
permutacoes o de S, que podem ser escritas da seguinte forma como produto de ciclos disjuntos:

[ (’Lll/\l>(j1j)\2)(k’1k')\r)

Definicao 2.1.13. O diagrama de Young [\ da particio N = (A1,...,\.) € o conjunto de
pontos (i,7) € Z2, tais que 1 < j < N\ parai=1,...,r.

E conveniente representar os diagramas de Young graficamente como segue. Para cada ponto de
Z? no diagrama desenhamos caixas (ou quadrados) empilhados de modo que a primeira coordenada
i (Iindice das linhas) aumenta de cima para baixo e a segunda coordenada j (indice da coluna)
cresce da esquerda para a direita. Por exemplo o diagrama associado a particao A = (52, 3,1?) é
representado pela figura

(Al =

Defini¢ao 2.1.14. (i) Um tablé de Young T, do diagrama [N\ com n quadrados é um pre-
enchimento dos quadrados de [\ com os inteiros positivos 1,2, ...,n sem repeticoes. Se X é
uma particio de n e 7 € S,,, denotamos por Tx\(7) o tablé tal que a primeira coluna contém
0s inteiros T(1),...,7(c1) escritos nesta ordem, de cima para baizo, a sequnda coluna possui
escritos os inteiros T(cy + 1),...,7(c1 + ¢a), e assim por diante. Observamos aqui que 0s
numeros ¢; sao 0s comprimentos da j-ésima coluna do diagrama.

(74) O tablo Ty € chamado padrdo, se os inteiros escritos em cada coluna e em cada linha
crescem, respectivamente, de cima para baixo e da esquerda para a direita. Observamos aqui
que

Por exemplo, para A = (4,2, 1),

(1 23 4567 o 1 23 45 6 7
T“\2346715) '1=\1352746)
o tablé T)\(7) nao é padrao e o tablé T)\(7) é padrao:
T)\<7_): 21611 57 TA(Tl): 1({2|4 6'
7 317
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Defini¢ao 2.1.15. Seja A = n, A € S, e seja T = T\(T) o tablé de Young correspondente. O
estabilizador de linhas de T ¢ o subgrupo R(T') de todas as permutagoes o em S, tais que i e

o(i) estéo na mesma linha de T, para i = 1,...,n. Analogamente define-se o estabilizador de
colunas C(T) de T.

Para o exemplo acima,

1 23456 7
T = T\(7), A=(4,2,1), T=<2 346 71 5>’

o estabilizador de linhas R(T) é o subgrupo Sy x Ss x Sy de S;, onde Sy, Sy e S; agem respecti-
vamente nos conjuntos {2,6,1,5}, {3,7} e {4}.

Para cada partigdo A de n denotaremos por M(A) e x, os correspondentes K S,-médulo e
caracter irredutiveis, respectivamente.

Teorema 2.1.16. (i) Seja A = (A1,...,\,) Fn, 7 € S, e sejaT = Ty(1) o tablé de Young
correspondente. A menos de constante multiplicativa o elemento de K S,

er = Z Z (—=1)70y

c€R(T) ~eC(T)

¢ um idempotente minimal que gera um submdédulo de K S,, isomorfo a M (X). Logo se ptn
¢ outra particio e T" é um u-tablé de Young, entio os KS,-mddulos KS,er e KS,er sao
isomorfos se e so se A = p. Além disso, todos KS,-modulos irredutiveis sao isomorfos a
K S, er para alguma particio A\ Fn e algum tablo de Young T = T,

(1) A soma de todos os K S,-mddulos KSper, onde T' percorre o conjunto dos A-tablos padrao,
¢ direta. E igual a um ideal bilateral e minimal I(\) de KS,, correspondente a A, e

KS, = @](A);

AFn

(1ii) A dimensdo de M(\) € dada pela férmula do gancho

m!

[T+ X —i—j+1)

dim M (\) =

onde Nj, ..., N, sao os comprimentos das colunas de [\] e o produto no denominador é sobre
todas o0s quadrados de [\]. A dimensao dim M(X\) também € igual ao nimero de \-tablos
padrao Ty(1), T € S,,.

Por exemplo, se A = (n), entdo o diagrama [A\] de X possui apenas uma linha e para qualquer
(n)-tablo T
R(T) = S,, c(T) =1.

Portanto o K'S,-mddulo unidimensional trivial M (n) é gerado pelo elemento

er = 2: ag.

gESy
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No outro extremo, se A = (1") temos R(T) = 1, C(T) = S,,. O KS,-m6dulo unidimensional
M (1™) corresponde a representacao sinal e é gerado por

er = Z (_1)77-

YESn

As representagoes polinomiais dos grupos gerais lineares se comportam de modo similar as
representacoes de grupos finitos e tém muitas propriedades em comum com as representacoes dos
grupos simétricos.

Definigao 2.1.17. (i) Uma representagao do grupo geral linear G Ly,
©:GLy, - GLy = GL(V)

é dita polinomial (e V é um KGL,,-médulo polinomial), se as entradas ¢,,(g) das matrizes
s x s, plg) € GL4, sio fungoes polinomiais das entradas a;; para cada matriz m X m,
g = (aij) € GL,,. Quando todas p,, sao polindmios homogéneos de grau d, entdo ¢ é uma
representagdo homogénea de grau d.

(17) Seja
Dy ={9€GLy|g=9g(by,....bn) =bier1+ -+ bnemm}

o subgrupo das matrizes diagonais de GL,,. Para toda m-upla o = (o, ..., a,,) de inteiros,
definimos a componente homogénea de peso o (ou de grau o) do KGL,,-médulo V' por

Ve¥={veV]gy,...,bm)(v)=0b"---bSmv para todos g € Dy, }.

O teorema a seguir lista alguma das boas propriedades das representacdes polinomiais dos
grupos gerais lineares.

Teorema 2.1.18. Seja ¢: GL,, - GLs; = GL(V') uma representagao polinomial de GL,,. Entdo:

(1) O KGLy,-méddulo V' é completamente redutivel e é uma soma direta de mddulos polinomiais
homogéneos e irredutiveis;

(1) Como espago vetorial V' é uma soma direta de suas componentes homogéneas V<, com o €
Zm .
7

(i1i) A série de Hilbert de V/
H(\V)=H(Vity,...,tm) = > _(dm V) - tom

¢ uma fungio simétrica de ty,... t,. Se V é homogéneo de grau d, entao H(V') também é
homogénea de grau d.

(iv) Dois KGLy,-mddulos polinomiais Vi e Va sdo isomorfos se e somente se H(Vy) = H(V3).
Além disso,

HVio V) = HWV)+ H(V3),  H(Vi®V2) =H(WVi)- H(V2).
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Note que pela parte (iv), a série de Hilbert de um G L,,-médulo V' se comporta como o caracter
de V.
A descrigao das representagoes polinomiais irredutiveis de GL,, é dada abaixo:

Teorema 2.1.19. (i) As representacoes polinomiais irredutiveis de GL,, estao em correspon-
déncia biunivoca com as partigoes X = (A1, ..., \y) em nao mais do que m partes. Denota-
remos por Ny, (\) o KGL,,-médulo irredutivel correspondente a \;

(13) A dimensdo de Np,(\) € dada pela formula

Pi— A=A
H J .

Y

dim Ny (A, .+ Am) =

i,j€ILm =

i<t

(1i1) Seja

0ot et

A A
DO, )= | T b
1, - y \m ) — . .
B T thm

Entao o polinomio simétrico
Sa(ti, o otm) = H(Np(N)s b1, oo tn) = D (dim (N, (X)) g - - - 80m,
chamado fun¢ao de Schur de N,,(\) (e de A se assumirmos m fixado), é expresso como

S(t t)_D()\1+m—1,)\2+m—2,,/\m_1+1,/\m)
A e m) Dm—1,m—2,...,1,0) ’

(iv) A menos de constante multiplicativa, existe um unico elemento de peso A em Ny, (\). Ele é
chamado de vetor de peso mdzimo de N,,(\) e € caracterizado pela propriedades de ser inva-
riante pela acao do subgrupo T,,(K) de GL,, formado pelas matrizes triangulares superiores
com identidade na diagonal;

(v) Sejam Vi e Vy dois submddulos isomorfos a Np,(X) com vetores de peso mdzimo vy e vg,
respectivamente. Se p: Vi — Vo € um isomorfismo de KGL,,-mdodulos, entio p(vi) = auy,
para algum o € K ndo nulo. Reciprocamente, para todos o € K nao nulo existe um 1inico
isomorfismo de KG L,,-médulos p: V) — Va tal que p(v1) = aws.

Seja V;,, um espago vetorial m-dimensional com base {x1, ..., z,, } equipado com a agdo canénica
de GL,, = GL(V,,). O grupo geral linear GL,, age diagonalmente na dlgebra tensorial

T(Vm) = @ Vn(?nv

n=0
ou seja, para todos g € GL,, e 2, @ -+ - @x; € VN
9@y ® - @ x;,) = g(x:,) ® - @ g(i,)- (2.1.2)
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E facil ver que a componente multihomogénea de peso (o, ..., ) do KGLy,-médulo T(V,,)
coincide com o espago vetorial gerado pelos tensores z;, ® -+ - ® x;, de grau a; em relacao a cada
respectivo x;.

Teorema 2.1.20. Seja A = (Ay,..., \y) uma parti¢io de n.

(1) O GLy,-mddulo polinomial irredutivel N,,(\) é isomorfo a um submddulo da n-ésima poténcia
tensorial V2™ de V,, e

Vv & @(dim M(A))Nu(N), (2.1.3)

onde dim M () € a dimensao do K Sy-mddulo irredutivel correspondente e a soma percorre
todas as particoes X = (A1, ..., A\p) F n.

(17) Seja dy = dim M () e sejam Ny @ --- @ Ny, os dy somandos diretos isomorfos a Ny,(\) na
decomposigdo (2.1.3) de V2", e sejam vy, . .., vq, 08 correspondentes vetores de peso mdximo.
Entao o vetor de peso mdzimo v de cada Np,(X) C V2™ € igual a uma combinagdo linear com
coeficientes nao nulos:

v =aivy + -+ aq,Vq,, a; € K.

Para cdlculos concretos com os KGL,,-submédulos de V,¥" pode-se usar a forma explicita dos
vetores de peso méaximo das componentes irredutiveis na decomposicao (2.1.3). Para mais detalhes,
veja [18], Segao 12.4.

Agora para usar a teoria de representacoes em PI-Algebras, precisamos olhar os conjuntos
adequados da teoria e definir corretamente as a¢oes dos grupos.

No caso de algebras nao-associativas é preciso tomar alguns cuidados, mas as ideias ainda
funcionam bem. Inicialmente se consideram os produtos com uma posi¢ao fixada nos parénteses e
a teoria segue como no caso associativo. E entao analisa-se os resultados obtidos em cada etapa de
parénteses fixados. Por exemplo, para algebras de Lie ou associativas, basta analisar os monémios
com os parénteses normados a esquerda.

Seja P, o conjunto dos polinémios f(z1, ..., x,) homogéneos multilineares de grau n, em K (X).
Como espaco vetorial P, possui base {2,1) - To@m) | 0 € S, }. O grupo simétrico S,, age a esquerda
em P, pela seguinte regra:

O(Tiy = Ti) = To(in) " Tolin)y Ty Tiy € Pny, 0 € Sy

Entao o KS,-moédulo P, é isomorfo a algebra de grupo K S, com a acao natural de S,, multi-
plicando a esquerda.

Ja vimos na Observagao 1.1.38 que K(X,,) = K(x1,...,2,) ¢ isomorfo a algebra tensorial de
um espago m-dimensional, com base {x1, ..., %, }. Consideramos em K (X,,) a agdo diagonal dada
na equagao (2.1.2) induzida com este isomorfismo, isto é:

g(ziy - xy) = glas) - g(xi,), @iy i, € K(Xn)¥, g€ GL.

Entao K(X,,) ¢ isomorfo a dalgebra tensorial T'(V,,) também como K GL,,-mddulos.
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Proposicio 2.1.21. Para toda PI-Algebra associativa A e para todos n > 0, o conjunto P,NT(A)
das identidades multilineares de A é um submodulo do K S, -mddulo P,. Portanto

Po(A) = B,/(P, N T(A))
¢ um K S, -mddulo e um modulo quociente de P,.

Definigio 2.1.22. Seja A uma PI-Algebra. O S, -caracter
Xn(A) = X5, (Pu(A)),n =0,1,2,..,

é chamado de n-ésimo cocaracter de A.

As representagoes do grupo simétrico e as representacoes polinomiais do grupo geral linear sao
equivalentes, e elas vém sendo usadas simultaneamente em diversos ramos da matematica. E isto
também ¢é o que acontece na teoria de PI-Algebras.

Proposicio 2.1.23. Seja A uma PI-Algebra com T-ideal T(A) e seja m > 1.

(1) O conjunto K(X,,) NT(A) é um submédulo do KGL,,-mddulo K{X,,). Portanto a dlgebra
relativamente livre R,,,(A) é um mddulo quociente de K(X,,);

(ii) Se
R.(A) = @m;\]\/‘m()\l, cey Am)
¢ a decomposi¢ao do KG Ly,-méddulo R,,(A), entao
Ho (A1) = > mi\Sa(ta, ... tm).

As multiplicidades m/\ estao unicamente determinadas pela série de Hilbert H,,(A;1).

O préximo teorema é importante e mostra que para qualquer PI-Algebra A as estruturas do

K S,-mé6dulo P,(A) e do KGL,,-médulo R,,(A) coincidem.
Teorema 2.1.24. Seja A uma PI-Algebra e sejam
P (A) = P maM(N), n=0,1,2,...,

AFn
Ron(4) = @ @ miNu().
n=0 \Fn
Entao m\, = my para toda particio X = (A1, ..., \y) e my =0 quando N\, 41 > 0. Equivalente-
mente, se
Xn(A) =D maxa,
AFn
entao

Hm<A,%) = Z Zm)\sx\(tla s 7tm)7

n=>0 A\Fn

onde na série de Hilbert o somatorio é apenas sobre particoes com Ay 11 =0
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Lembramos que pelo Teorema de Witt 1.2.35, podemos considerar a algebra de Lie livre natu-
ralmente mergulhada na algebra dos polindmios associativos

LX) Cc K(X)).

Além disso pela Proposicao 1.2.37, cada variedade de algebras associativas unitarias sobre um
corpo K de caracteristica zero é determinado por suas identidades proprias e multilineares. Se
P,(sls(K)) sao as identidades multilineares da algebra de Lie sly(K) das matrizes 2 X 2 de trago
zero e I',(Ms(K)) sao as identidades préprias multilineares da algebra associativa das matrizes
2 x 2, entdo pode-se assumir que R,,(sly(K)) C Ry(Mo(K)) ) e Py(sly(K)) C Tp(My(K)).

Usando estas ideias, Drensky provou em [16, p. 92|, Teorema 4.2, as seguintes decomposigoes
dos K S,,-mddulos:

Teorema 2.1.25. Para cada n > 1, 0os KS,-mddulos P,(slo(K)) e I',(Ma(K)) se decompoem em
soma de K S,-médulos irredutiveis nao isomorfos correspondentes das particoes A = (p+q+r,p+

¢ p) Fn:
e Para P,(sly(K)), partigoes com p+ q # 0, q impar ou r impar;
e Para I',(My(K)), particoes comp+q#0 e, se q=1r =0, entio p > 1.

A préxima proposicao relaciona as decomposigoes em K G L,,-mddulos irredutiveis de R,,(A) e
B,.(A) (dlgebra dos elementos préprios em m-variaveis) para PI-Algebras associativas e unitarias.
Ou equivalentemente, também podemos relacionar as decomposicoes dos respectivos K S,,-modulos
associados.

Teorema 2.1.26. ([18, p. 233])
Seja A uma PI-Algebra associativa e unitdaria e sejam

Xn(A) =D maxy, n=01,2..,
AFn

nn(A> :Xsn(rn(A)) = Zpl/XV) n2071)27”'7

vkn

0s cocaracteres e os cocaracteres proprios (dos elementos proprios multilineares) de A. Entao as
multiplicidades my e p, estao relacionadas por

ma =2 pu;
onde para X = (A1,...,\,) 0 somatdrio percorre todas as particoes v = (vy,...,v,) tais que
AMZV 222 2N 2 Uy

Usando o resultado acima, Drensky provou em [17], Teorema 3.1, a seguinte decomposi¢ao do
K S,-médulo P,(Ms(K)):
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Teorema 2.1.27. ([18, p. 242])
A decomposicao do cocaracter de My(K) em irredutiveis é dado por:

Xn(Ma(K)) =Y muxn, n=0,1,2...,
AFn

onde X = (A1, A2, A3, \q) €
(i) mn

(17) Mmoua) = (A= A2+ 1)Ag, se Ay > 0;

(401) M0 = M(2— ) — 15

(1v) my= (A — A+ 1Ay — A3+ 1)(A3 — Ay + 1) para as demais particoes.

Diante disso, ainda em [17] sdo descritas as seguintes séries de Hilbert:

Teorema 2.1.28. ([17], Teoremas 3.2 ¢ 4.1)
Denotemos por 0(x,y, z) a expressao

2(m — )17t 93(m=3) (zyz)™=3  2y(1 — 2%y)
(m —2)! (m — 3) a2y dzm—39y™=302m=3 \ (1 —zyz) (1 —xy)3(1 —x)3 )

Entao para m > 3
(i) Hu(Ma(K),t) = (1 =)™ (0(t,8,8) = (1 — )™ + 1= (3)£);

(id) Hon(sla(K),t) = (1/4)(30(t, 8, £) — O(t, —t, —t) — O(—t,t,—t) — O(—t,—1,1)) +
+(1/2)((A+1)7 = (1= 1)) +mt.

Observagao 2.1.29. Estes resultados também foram obtidos em [48], usando técnicas diferentes.
Através da teoria de invariantes é obtida a decomposicao como KGL,,-mdbdulos das algebras
relativamente livres R,,(Ms(K)) e R, (slo(K)) que independe da caracteristica. Também sao
descritas as séries de Hilbert destas algebras

2.2 Funcao de Crescimento

As séries de Hilbert podem nao ser invariantes da algebra, caso nao esteja fixada uma graduacao.
Por exemplo, para algebras finitamente geradas a série de Hilbert depende do conjunto gerador
escolhido. No entanto os coeficientes em todas essas séries partilham algo em comum, e parte disso
se reflete na nogao de crescimento.
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2.2.1 Preliminares basicas

Aqui definiremos crescimento e funcao de crescimento de algebras, enunciando algumas de suas
propriedades.

Definigao 2.2.1. Consideremos ® o conjunto de todas as sequéncias f:N — R eventualmente
monotonas nao-decrescentes e a valores positivos. Isto significa que existe natural ng, tal que
f(no) >0 e f(na) = f(n1) para todos ny € ng com ng = ny = nyg.

Definimos uma ordem parcial em ® pondo f < g se, e somente se, existem inteiros positivos u
e v, tais que para n suficientemente grande vale a desigualdade f(n) < v-g(un). A equivaléncia
associada a essa ordem serd denotada por ~, escreveremos f ~ g quando f < g eg < f. A classe
de equivaléncia de [ serd denotada por [f] e chamada de crescimento de f.

Observagao 2.2.2. Sempre podemos tomar uma fungao representante em [f] que seja mondtona
nao-decrescente. Além disso as operagoes e relagoes usuais de fungoes passam para as classes:

1+ L9l = [f + 9], U1-ld =gl e IS <= F=yg
Exemplo 2.2.3. Temos a seguinte ordem nos crescimentos: [a"] = [b"] = [n®] = [n”] para todos
a,b>1, a>p>0.
Além disso vale a igualdade [a"] = [b"] se, e somente se, ocorre ou a,b > 1, oua =b=1.

Todos os polindmios em ® de mesmo grau d possuem mesmo crescimento [n?] que é dito um
crescimento polinomial de grau d. Se [f] < [n9] para algum d o crescimento da f ¢ dito ser
polinomial. O crescimento [2"] é chamado de exponencial. Crescimentos que sao polinomiais
ou exponenciais sao chamados de alternativos. E os crescimentos que nao sao alternativos sao
ditos intermediarios.

A proposigao a seguir é bastante 1til para simplificar manipulacoes com crescimentos de fungoes.

Proposicao 2.2.4. Seja f(n) = h-g(an + b) + ¢ para n suficientemente grande, onde a,h > 0 e
¢ adequado (para garantir f € ®). Entao [f] = [g].

Demonstracdo. Dividindo em um caso para cada coeficiente a demonstragao é mais facil. Por
exemplo, supondo sem perda de generalidade que g é mon6tona nao-decrescente, g(an) € [g|, pois
g(n) < g(an) e existe inteiro positivo u tal que v > a, donde g(an) < g(un). Com os demais
coeficientes a prova é analoga. ]

Exemplo 2.2.5. O crescimento [v/n + 3] é polinomial (pois é limitado por [n]), e o crescimento
[exp(y/n)] é intermedidrio. Além disso [log(n)] é polinomial e < [n®] para todos a > 0.

Embora possa parecer intuitivo lidar com crescimento de funcgoes, é necessario ter cautela ao
relacionar o crescimento de combinagoes lineares de fung¢oes cujo crescimento é conhecido. Vejamos
o seguinte exemplo:

Exemplo 2.2.6. ([36, p. 9])
Defina f € ® por
fn)=(G+1))2 seil<n< (i+1).
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Claramente, f(n) > n?, donde [f] %= [n?]. Além disso, para inteiros positivos u e v, para uma
quantidade infinita de n = ! com i > em? temos que

f) = (G+1)1)?* >0 (1) = c(mn)?,
donde [f] = [n?]. Colocando g(n) = f(n) — n?, temos para n = i!, i > 2,
gn+1) = (G+ D)) =@ +1)> < (G+ D)= (i) = g(n)
e assim g ¢ ®.
Proposigao 2.2.7. (/36, p. 10])

« Se f,g€® elf] =gl entdo [f+g] = [[].

e Seja t um inteiro positivo, seja f € ® com [f] = [n'], ponha g(n) = f(n)/(n'). Assumindo
que g € ¢, se f* € obtido de f ao adicionar qualquer polinomio de grau no mdzimo t, entao

[f*] = [/]

Definigao 2.2.8. Seja A uma dlgebra finitamente gerada por um conjunto V= {ry,...,ry}t. Como
definido na Defini¢io 1.1.63, usando V" = span{mondmios de comprimento n, com letras em V'}
e VY = K quando A € unitdria e V® = K caso contrdrio, definimos o a funcdo crescimento da
dlgebra A com relagcdo a V por:

gr:N— N
n1— dimg (D> V).

i=0
E, como gy € ®, definimos por [gy]| o crescimento da dlgebra A, denotando por [A].

Observacgao 2.2.9. O crescimento da 4lgebra nao depende do conjunto finito que gera. De fato
sejam V' e W dois conjuntos finitos que geram uma algebra A. Como sdo conjuntos geradores,
existe inteiro positivo s tal que V' C 3% (W' e assim dimg (37, V) < dimg (38, W*). Logo
temos gy (n) < gw(ns), donde gy < gw. Analogamente gy < gy, donde segue a igualdade.

Exemplo 2.2.10. Seja X,,, = {z1,... 2y, }. Considerando a algebra unitaria dos polindémios asso-
n+1

ciativos em m > 1 varidveis K(X,,), temos gy, (n) = > ,m" = mm+—; L que possui crescimento

exponencial [K(X,,)] = [m™"*1] = [2"].

Exemplo 2.2.11. Ja para a algebra unitaria dos polindmios em m > 1 variaveis comutativas
K[X,,], com rela¢ao ao conjunto gerador usual X,,
gx,,(n) = |{mondmios de grau < n em m varidveis comutativas}|
= |{mondmios de grau n em m + 1 varidveis comutativas}|
= |{sequéncias de n e e mo}|

SRS

m!n! m
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Basta observar que,

al am ao ai am
Ty Thy = Yo "Y1 T Ym

— Ay ®O...0a,,®.

Portanto gy (n) = (m;") = W, que é uma funcao polinomial de grau m. Deste modo
[K[X]] = [n™].

Para deixar mais claro, no exemplo anterior identificamos, no caso particular m = 2 e n = 6,
z3ry com ydylys, com 3 e 02 @ ole que pode ser vista como a sequéncia de simbolos e e e 0 e e ce.

Exemplo 2.2.12. E para a dlgebra exterior E(V,,) de um espago m-dimensional V,,, fixando uma
base X,, = {z1,...,z,} , temos

n m
B i:()(i)> sen<m
9x,.(n) = m [
2™ caso contrario,

e assim o crescimento é constante.

Observacao 2.2.13. Em geral o crescimento é uma construcdo mais grosseira que a série de
Hilbert, mas esta definido em uma classe mais ampla: para qualquer sequéncia eventualmente
monotona nao-decrescente. No entanto, em muitos casos é exatamente o crescimento que influencia
a estrutura de um objeto.

Além disso a funcao de crescimento da dlgebra muitas vezes pode ser equivalente a conhecer os
coeficientes da série de Hilbert, quando tivermos por exemplo que o conjunto V' finito que gera A
satisfaz A = @;50 V" e Vi = V", ja que neste caso teremos gy (n) = dim (37 (V') = X7, dim V*
e os coeficientes da série de Hilbert podem ser obtidos da relacao dim V" = gy (n) — gv(n — 1).

2.3 Dimensao de Gelfand-Kirillov

Nesta se¢cao apresentaremos conceitos bésicos e propriedades da teoria de GK-dimensao neces-
sarios para uma boa compreensao do préximo capitulo. Apds, vamos relacionar alguns resultados
importantes para PI-Algebras associativas.

2.3.1 Conceitos basicos e propriedades

Iniciamos com a defini¢do do nosso principal objeto de estudos, a dimensao de Gelfand-Kirillov.
Muitas vezes determinar explicitamente o crescimento de uma dlgebra é uma tarefa dificil. Portanto
torna-se tutil fazer mais identificacoes a fim de obter uma ferramenta mais tratavel e que ainda
capte boa parte da estrutura das algebras. Teoricamente existem muitas maneiras de fazer isso,
mas na pratica é melhor usar o limite superior do logaritmo da func¢do crescimento. Intuitivamente
falando, isto capta o grau do crescimento polinomial. Deste modo obtemos um invariante que se
comporta bem com outros invariantes bem conhecidos para varias algebras classicas. Seguiremos
a exposigao dada em [18], Segdes 9.3 e 9.4.
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Definicao 2.3.1. Seja A uma K-dlgebra, gerada por V.

K
Pondo VO =< 7 o
0, caso contrario,

Usando a fungdo crescimento de A com respeito a V', gy(n), a dimensdo de Gelfand-
Kirillov de A € definida por:

se A € unitdria

GKdim(A) = limsup log,, gv(n).

Observagao 2.3.2. A dimensao de Gelfand-Kirillov de uma &dlgebra A pode nao existir, nao ser
um numero real. Neste caso, por abuso, ainda diremos que existe a dimensao de Gelfand-Kirillov
e escrevemos GKdim(A) = co. Caso seja necessario, consideraremos a aritmética real estendida
sem mengoes explicitas, uma vez que o comportamento é natural.

Observagao 2.3.3. Na verdade, o conceito de dimensao de Gelfand-Kirillov é mais geral e esta é
uma versao particular para dlgebras finitamente geradas. Para maiores detalhes veja [36].

Proposicao 2.3.4. GKdim(A) nao depende da escolha de V', conjunto finito que gera A.

Demonstragio. De fato, sejam V = {ry,...,rn} e W ={s1,..., s} conjuntos que geram A .
Como V' gera A como élgebra, para cada s; € W C R, existe p; € N tal que s; € SV
Assim existe p = max{pi,...,pn} tal que W C 3P V% Logo W' C ¥ , V' donde conclui-

mos que W™ C S V' e também que 37 W' C S V7
Agora temos gw(n) < gy(pn), donde tiramos

log,, gw(n) < log, gv(pn) = log, pn - log,, gv(pn) = (1 +log, p)log,, gv(pn) =: c,.

Sejam ¢ = limsup c,,, d, = log,, gv(pn) e d = limsup d,,. Mostremos que c = d.

Primeiro vamos mostrar que d < c¢. Para todos n € N; 1 < p implica 0 = log,, 1 < log,, p, donde
1 <1+log,p, e assim d,, = log,, gv(pn) < (1 +log, p)d, = c,.

Portanto d < c.

Agora mostremos que ¢ < d. Existe sequéncia crescente n: j € N — n; € N tal que lime,, =c
j

(mesmo que ¢ seja 00).
Existe lim(1 + log,, p) = 1, logo existe lim(1 + log,, p)=1.
n j

Cr,., lim; ¢,
- J T = ¢. Portanto ¢ < d.

A limd, =1 . =
sota A Gy = A (1+log,,p) lim;(1+log, p)
Assim lim sup log,, gw(n) < d = limsuplog,, gv(pn) < lim sup log;, gv (k).
n k

Finalmente, GKdimy (A4) < GKdimy (A).
Analogamente mostra-se que GKdimy (A) < GKdimy, (A). O

Proposicao 2.3.5. [18, p. 139]
Para A e B dlgebras finitamente geradas:

e GKdim(A) =inf,{a € R|[4] X [n°]}
e Se [A] = [B], entio GKdim(A) = GKdim(B).
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Exemplo 2.3.6. Para A = K[X,,]|, onde X, = {z1,...,2,}, a dlgebra unitaria dos polindmios
em m variaveis comutativas, temos GKdim(A) = m.

De fato, com relagdo ao conjunto usual que gera os polindmios, X,,, vimos no Exemplo 2.2.11
que a fungdo de crescimento ¢é gy, (n) = ("Z;”) uma fung¢do polinomial de grau m. Logo temos

que GKdim(A) = limsuplog, gx,,(n) = m.

Exemplo 2.3.7. Para A = K(X,,), onde X,;, = {21, ..., 2} em > 1, temos GKdim(A) = co. De
fato, suponha que GKdim(A) = ¢ € R. Entao terfamos pelo Exemplo 2.2.10 e pela Proposicao 2.3.5
anterior que [2"] = [A] X [n'*¢], 0 que nao pode ocorrer de acordo com o exposto no Exemplo 2.2.3.

Observacao 2.3.8. Para algebras associativas ou para algebras de Lie temos que para um conjunto
gerador V' = {ry,...,r,}, os espagos V" podem ser simplificados. No primeiro caso para uma
algebra associativa V" = span{ry, -- -7, | r; € V'}, ja que pela identidade associativa ndo importa
as posicoes dos parénteses nos monomios, e assim V7t = Vn. V1

Para algebras de Lie, usando a notagao de comutadores longos introduzida na Defini¢ao 1.1.44,
como consequéncia da identidade de Jacobi temos V" = span{[ry,,...,r;,] | r;; € V'}, e deste modo
Vrtl = [V V1. Logo nestes casos o crescimento de algebras finitamente geradas serd no maximo
exponencial.

Proposigcao 2.3.9. Seja A uma dlgebra finitamente gerada que € associativa ou dlgebra de Lie.
Entio dimg A < oo se, e somente se, GKdim(A) = 0. Mais ainda, se dimg A = oo, entdo
GKdim(A4) > 1.

Demonstragio. Seja V = {ry,...,r,} conjunto que gera A.

Sabemos que para algebras associativas V"™ = V™. V1 e para dlgebras de Lie V"™ = [V V1],
Temos dois casos a considerar.

e Existe ng € N tal que V™l C S0 Vi, Neste caso, p € N implica que V™ C 0, Vi,
e assim gy (ng +p) = gv(ng). Logo n > ng implica gy (n) = gv(ng) < oo, o que nos da que
GKdim(A) = 0.

Isto ocorre se dimyg A < 0o (basta tomar V' = {ry,...,r,,} base de A).

e Para todosn € N, V1 ¢ 57 Vi Neste caso, Y0 Vi € M4V donde gy (n) < gy (n+1).
Mostremos que gy (n) > n por indugao.

(i) gv(0) > 0 trivialmente;
(17) gv(n+1) > gv(n) = n, logo gv(n+ 1) > n donde gy(n+ 1) > n+ 1 como querfamos.

Enfim, log, gv(n) > 1, implicando GKdim(A) = limsuplog, gv(n) > 1. Isto ocorre se
dimg R = 0. ]

Proposicao 2.3.10. Seja A uma dlgebra, e H = h(A) imagem homomorfa de A pelo homomor-
fismo h. Entio GKdim(H) < GKdim(A).

Demonstragio. Sejam h: A — h(A) = H homomorfismo de K-dlgebras e V = {r,...,r,} con-
junto que gera A . Claramente temos que W = {h(ry),...,h(r,)} é um conjunto que gera H.
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Agora, para todos n € N,

SSWEC YAV = (3 V),

=0 =0 =0
Assim . . .
gw(n) =dimg Y W' <dimg oY V') < dimg > V' = gy (n).
=0 i=0 i=0
Portanto GKdim(H) < GKdim(A). O

Corolario 2.3.11. Se [ é um ideal da dlgebra A, entao GKdim(A/I) < GKdim(A).

Proposicao 2.3.12. Sejam A uma dlgebra finitamente gerada, e S uma subdlgebra de R, finita-

mente gerada.
Entao GKdim(S) < GKdim(A).

Demonstragio. Sejam W = {s1,..., s} conjunto que gera S, e U = {ry,...,r,} conjunto que
gera A.

Como V = W UU gera A e para todos n € N temos W™ C V" donde gw(n) < gv(n) e
finalmente GKdim(S) < GKdim(A). O

Proposigao 2.3.13. Seja A uma dlgebra associativa, S uma subdlgebra do centro de A finita-
mente gerada, tal que A é finitamente gerado como S-mddulo. Entdo A é finitamente gerada e

GKdim(S) = GKdim(A).

Demonstragio. Seja U = {ry,...,r,} conjunto gerador de A como S-mddulo, isto é, A = >, Sr;.
Temos r;1; = Zk 0 Ef)rk, onde s( ) e s. Seja T = {s1,...,5,} conjunto que gera S. Temos que

W=TU {5 | (i,j,k) € Iy, X I, X Iy} é conjunto que gera S. Logo V =W UU gera A.
Mostremos que Xr  VEC Y WEE ST S Wy
Primeiro vamos provar por indugao em ¢ que V¢ C Wi+ 37" Wilp,

(i) VO =W? claramente;
(id) VP VEC (W 5, Wistny) - (W +U1) CWHL 4+ 35 Whry + 30
C W+ 3 Whri+ 30

t—1
ij=1 w 7“1'7“j

T Ws Mre C WHL LS Wir,, o que prova o passo indutivo.

Somando em t, obtemos

SVICWO+Y

t =0 t=1

W+

=0 i

/N

W+ WHTZ)
i=1

Z Wtflri

t=1

N
I~

Portanto gy(n) < (m + 1)gw(n) e GKdim(A) < GKdim(S). Pela Proposigao 2.3.12 anterior,
GKdim(S) < GKdim(A). E assim, GKdim(S) = GKdim(A). O
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Proposicao 2.3.14. Seja A uma dlgebra associativa e comutativa. Entao GKdim(A) € igual a
dimensao de Krull de A (igual ao grau de transcendéncia sobre o corpo ou ao nimero mdzrimo de
elementos algebricamente independentes).

Demonstragdo. Usando o Teorema de Normalizacao de Noether, que nos diz que A contém uma
subdlgebra polinomial S, ou seja S = K [y, ...,yq|, onde d é a Dimensao de Krull de A (compri-
mento da maximal cadeia de ideais primos de A), tal que A é um S-modulo finitamente gerado (A

¢ integral sobre .S).
Assim de S =Z K|y, ..., yq| temos que GKdim(S) = d (Proposi¢ao 2.3.10 e Exemplo 2.3.6).
Pela Proposicao anterior GKdim(A4) = GKdim(95) = d. O

Observacao 2.3.15. Este resultado é interessante, pois de certo modo diz que a dimensao de
Gelfand-Kirillov é uma boa generalizacao do conceito de dimensdo de Krull, pelo menos para
algebras comutativas. Ja é conhecido que a dimensao de Gelfand-Kirillov coincide com a dimensao
de Krull classica para PI-Algebras associativas semiprimas e finitamente geradas, num resultado
de Malliavin-Bremeret [39]. Mais interessante ainda é observar que, a principio a dimensao de
Gelfand-Kirillov assumiria qualquer valor real, no entanto em algebras comutativas ela assume
apenas valores inteiros (positivos).

Proposicao 2.3.16. Seja L uma dlgebra de Lie finitamente gerada e seja U = U(L) sua dlgebra
envolvente universal. Entdo GKdim(U) = dim(L).

Demonstrag¢io. Se G = {g;}icr é uma base ordenada de L, entdo o Teorema de Poincaré-Birkhoff-
Witt 1.2.33 nos diz que G' é um conjunto gerador de U e

n n
3G = span{gft g2 |i; € Igy <+ < g © > ax <n),
k=1 k=1

ou seja, o crescimento [U] é o mesmo da algebra dos polindmios comutativos nas variaveis g;,
[K[G]], donde segue o resultado. O

Vejamos agora mais alguns resultados que facilitam o célculo da dimensao de Gelfand-Kirillov.
Proposicao 2.3.17. Seja A uma dlgebra

e Jd vimos que GKdim(A) = 0 se, e sd se dimg A < co. Se dimyg A = 0o e A € associativa,

entdo GKdim(A) =1 ou GKdim(A4) > 2;
e Para todos a € R, a > 2, existe uma dlgebra associativa B com GKdim(B) = «;
e Se B ¢ uma dlgebra, entao
GKdim(A @ B) = max{GKdim(A), GKdim(B)};
e Se B=Alxy,..., x|, entdo

GKdim(B) = GKdim(A) + m;
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e Se A e B sdo dlgebras unitdrias, entao

max{GKdim(A4), GKdim(B)} < GKdim(A ® B) < GKdim(A) + GKdim(B).

Demonstragio. Para maiores detalhes, veja [36], pp. 18, 21, 23, 26 e 28. O]

Observacao 2.3.18. Quanto aos dois primeiros itens, para algebras de Lie a situacao ¢ diferente.
Em [46], para cada nimero real o > 1 sdo exibidas dlgebras de Lie cuja GK-dimenséo é a.

Teorema 2.3.19. ([7], [18, p. 142], Teorema 9.4.1)
Toda PI-Algebra associativa finitamente gerada possui GK-dimensao finita.

Apesar de a GK-dimensao fazer mais identificagoes na funcao de crescimento de uma algebra, o
teorema acima diz que para PI-Algebras associativas finitamente geradas a dimenséo de Gelfand-
Kirillov ainda é um bom invariante, com capacidade de diferenciar os possiveis crescimentos de
algebras de dimensao infinita.

2.3.2 Em Algebras relativamente livres

Nesta subsecao mostraremos resultados que permitem relacionar os conceitos de GK-dimensao
e de Pl-equivaléncia e alguns resultados que mostram a importancia da dimensao de Gelfand-
Kirillov para PI-Algebras associativas. Consideraremos até o final desta subsecao que o corpo K
é infinito.

Definigao 2.3.20. (Relembramos a Defini¢io 1.1.71 e a notagdo introduzida na Observagao 1.1.73)
A dlgebra relativamente livre de posto m € N na variedade gerada pela dlgebra associativa A é de-
finida por

R (A) = K(z1,...,xn)/(T(A) N K(x1,...,2Tm)).

Observagao 2.3.21. De maneira andloga, mudando-se a élgebra livre conforme o caso, define-
se algebras relativamente livres de posto finito m em variedades geradas por algebras de Lie,
de Jordan, etc. Por exemplo para édlgebras de Lie, consideramos L(x1,...,z,,) a dlgebra de Lie
livre, livremente gerada por 1,...,T,,, que pode ser vista mergulhada em K (zy,...,2,)) pelo
Teorema de Witt 1.2.35. Entao para uma &algebra de Lie A

Ron(A) = L(x1, ..., 2m)/(T(A) N L(zy, ..., 2)).

Com o intuito de unificar as demonstragoes, usaremos F(X) e F(X,,) para designar o objeto
livre na variedade considerada, com posto enumeravel e com posto finito m, respectivamente.

Usaremos ainda 7,,,(A) = T(A) N F(X,,).

Observacao 2.3.22. A GKdim(R,,(A)) pode ser vista como uma medida do crescimento das “nao
identidades” de uma algebra A.
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Observacgao 2.3.23. Para algebras relativamente livres as séries de Hilbert tém grande importan-
cia e estdo bem relacionadas com o crescimento destas algebras. Aqui é importante que o corpo
seja infinito para que F(X,,), T,,(A) e R,(A) sejam graduados por X,,,. Assim se

t) =Y a.t’

r=0
teremos

ng Z Qy-.

Se em particular gx,, tiver mesmo crescimento de um polinomio de grau p, usando a Proposi-
¢ao 2.3.5 teremos que GKdim(R,,,(A)) = p.

Proposicao 2.3.24. Se A e B sao duas dlgebras Pl-equivalentes, entdo
R (A) = R, (B) e GKdim R,,(A) = GKdim R,,,(B).

Demonstragio. Sendo A e B algebras Pl-equivalentes, temos que T(A) = T(B). Dai, vem que
Tm<A) - T(A) N F(Xm) - T(B) N F(Xm) - Tm(B) e

Rm(A) = F(Xm)/Tm(A) = F(Xm)/Tm(B) = Rm(B>'
Portanto, GKdim R,,,(A) = GKdim R,,(B). O

Observacgao 2.3.25. Podemos extrair uma relagao extremamente util desta proposi¢ao. Podemos
utilizar a contra-positiva da Proposicao 2.3.24 para concluir a nao Pl-equivaléncia de algebras,
pois essa contra-positiva diz que:

PI-Algebras que possuem dlgebras relativamente livres de posto m com dimensées de Gelfand-
Kirillov diferentes nao sao Pl-equivalentes.

Proposigao 2.3.26. Se T(A) C T(B), entio GKdim R,,,(A) > GKdim R,,(B).

Demonstrag¢io. Sendo T(A) C T(B) obtemos que T,,(A) C T,,(B). A partir disso obtemos o
seguinte homomorfismo sobrejetor:

Rin(A) — Bm(B)
f+T (A)1— [+ Tu(B).
(

Dai, R,,(B) é imagem homomorfa de R,,(A) e da Proposigao 2.3.10, obtemos que
GKdim R,,(A) > GKdim R,,(B)
como queriamos. |
Proposicao 2.3.27. Se B C A, entao GKdim R,,(B) < GKdim R,,(A).

Demonstragio. Como B C A, temos T(B) D T'(A) e em seguida usamos a Proposigao 2.3.26. [
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Teorema 2.3.28. GKdim R,,,(A @ B) = max{GKdim R,,(A), GKdim R,,(B)}.
Demonstracao. Inicialmente, observamos que
(i) T(Ae B)=T(A)NT(B) e T,,(A® B) =T,,(A) N T,,,(B);
(11)) R(A® B) = F(X,,)/T(A® B) = F(X,,)/Tn(A) N T,,.(B).
Agora, sendo A, B C A& B, usamos a Proposicao 2.3.27, para obter que
GKdim R,,(A), GKdim R,,(B) < GKdim R,,(A & B).
Dai, vem que
GKdim R,,(A @ B) > max{GKdim R,,(A), GKdim R,,,(B)}. (2.3.1)
Consideramos agora a imersao natural
F(Xon) [ Tn(A® B) = F(Xon)[Ton(A) © F(Xin)/Tin(B),

ou seja,
R.(A® B) = R,(A) @ R,(B).

Utilizando (1) e a Proposigao 2.3.12 (juntamente com Proposi¢ao 2.3.10), obtemos que
GKdim R,,(A @& B) < max{GKdim R,,(A), GKdim R,,(B)}. (2.3.2)
A partir das equagoes (2.3.1) e (2.3.2), obtemos que
GKdim R,,(A @& B) = max{GKdim R,,(A), GKdim R,,,(B)} = GKdim(R,,(A) & R,,(B))
como desejado. O]

Agora vamos relacionar a GK-dimensao com a teoria desenvolvida por Kemer para PI-Algebras
associativas sobre corpos de caracteristica zero. Para isto serd necesséria a seguinte definigao.

Definicao 2.3.29. e O T-ideal P de K(X) é dito T-primo se UV C P para T-ideais U eV,
implica que U C P ouV C P;

e OT-ideal S de K(X) € dito T-semiprimo se U™ C S para um T-ideal U implica que U C S.

Teorema 2.3.30. (ver [28])

(i) Para toda (ndio necessariamente finitamente gerada) PI-Algebra associativa A eziste um in-
teiro positivo n e um T-ideal T-semiprimo S tal que S™ C T(A) C S;

(ii) Todos T-ideais T-semiprimos sao interse¢io de uma quantidade finita de ideais T-primos

(iii) Sobre corpos de caracteristica zero os unicos T-ideais T-primos nao triviais sao os conjuntos
de identidades das sequintes dlgebras associativas:
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o My(K);
e M,(E);
e M,y(E), como definida na Defini¢ao 1.1.28.
(iv) (Teorema sobre o Produto Tensorial de Kemer)
Sobre corpos de caracteristica zero para a,b,c,d € N:
» T(Moy(E) @ E) = T(Mays(E));

o T(Myp(E) @ Ma(E)) = T(Mactbdadrve(E));
e T(E®E)=T(M(F)).

Resumindo, pela teoria de Kemer as PI-Algebras mais importantes sio M, (K), M,(E) e
M, ,(E) por terem T-ideais T-primos, que podem ser vistos como “pedras fundamentais” para
formar T-ideais.

Observacao 2.3.31. Razmyslov observou a existéncia de “novos” T-ideais T-primos em caracte-
ristica positiva > 3, além daqueles que aparecem no caso de corpos de caracteristica zero. Assim
a classificagdo obtida em caracteristica zero nao descreve todos os T-ideais T-primos em caracte-
ristica positiva. Para mais detalhes, veja [52], Capitulo 4, Teorema 33.3.

Posteriormente foram usados modelos genéricos para a algebra relativamente livre de M, (K)
(veja [49]), conhecido como a algebra das matrizes genéricas, a fim de compreender melhor essa
algebra. Este modelo foi adaptado para conseguir modelos genéricos para M, (E) e M,;(E) em
[8], também chamados de &lgebras de matrizes genéricas. Além disso, vale salientar que para essas
algebras de matrizes genéricas serem isomorfas as respectivas algebras relativamente livres, basta
que o corpo seja infinito, ou seja, esta é uma aproximagcao independente da caracteristica.

As dimensoes de Gelfand-Kirillov destas dlgebras genéricas foram calculadas em [49] para
M, (K) e em [8] para M, (E) e M,;(E), resultando no seguinte:

Teorema 2.3.32. Sobre corpos infinitos, para m > 1:

e GKdim(R,,(M,(K))) = (m —1)n*+1;

e GKdim(R,,(M,(E))) = (m —1)n* +1;

o GKdim(R,,(M,,(K))) = (m — 1)(a® 4+ b?) + 2.

Assim usando o item (iv) do Teorema 2.3.30 e o Teorema 2.3.32 obtém-se:
Teorema 2.3.33. Sobre corpos de caracteristica zero para m > 1:

e GKdim(R,,(Mo4(E) ® E)) = (m —1)(a +b)* +1

o GKdim(R,,(Myp(E) @ M. 4(E))) = (m — 1) ((ac + bd)? + (ad + bc)?) + 2;

e GKdim(R,,,(E® E)) =2m

26



Pela teoria de Kemer [28] toda (ndo necessariamente finitamente gerada) PI-Algebra associativa
A satisfaz todas identidades polinomiais de alguma dlgebra M,,(E). Assim A é uma imagem homo-
morfa de R(M,,(E)) (lembre que isto denota posto enumeravel). Usando que GKdim(R,,,(M,(E)))
depende linearmente em m, em [9] foi provado o seguinte resultado:

Proposigao 2.3.34. Para toda (ndo necessariamente finitamente gerada) PI-Algebra associativa
A existe uma fungdo linear fa(m), tal que para toda subdlgebra com m-geradores S de A wale:

GKdim(S) < fa(m).

Apesar de muitos dos exemplos que exibem um comportamento indesejado da dimensao de
Gelfand-Kirillov serem PI-Algebras, pode-se mostrar que a dimensao de Gelfand-Kirillov de alge-
bras associativas relativamente livres finitamente geradas é um inteiro.

Teorema 2.3.35. (/5])
A série de Hilbert de dlgebras associativas relativamente livres R,,(A) é uma fungdo racional.

E bem conhecido que para uma algebra graduada A com série de Hilbert racional a GKdim(A)
pode ser obtida contando a ordem (ou multiplicidade) do p6lo em ¢ = 1 desta func¢ao racional
e assim o crescimento é alternativo (pode ser exponencial, como por exemplo na série de Hil-
bert H(K{(X,,),t) = (1 —mt)~! onde temos GKdim(K(X,,)) = oo) Deste modo combinando o
Teorema 2.3.35 anterior com o Teorema 2.3.19, obtém-se:

Corolario 2.3.36. A dimensdo de Gelfand-Kirillov de PI-Algebras associativas relativamente li-
vres de posto finito € um inteiro.

Observagao 2.3.37. Este resultado pode ser obtido de outra maneira. Uma algebra associativa A
é dita representéavel se é isomorfa a uma algebra M, (S), em que S é uma algebra comutativa. Em
[29] é demonstrado que PI-Algebras associativas relativamente livres de posto finito sio represen-
taveis e em [40] é provado que algebras representéveis e finitamente geradas possuem GK-dimensao
inteira.

Uma peculiaridade importante das PI—Algebras associativas é observada quando se comparam
0s casos sobre corpos infinitos de caracteristica positiva com aqueles sobre corpos de caracteristica
zero. Em [2, 3, 35] foram estudados os T-ideais das algebras envolvidas no Teorema do Produto
Tensorial (TPT) de Kemer sobre corpos infinitos de caracteristica p > 2. J& era conhecido que
o TPT wvalia sobre corpos infinitos de caracteristica p > 2, contanto que se considere apenas as
identidades multilineares, veja [54]. Em [2] provaram que T (M;1(F)) € T(E ® E) e em [3] pro-
varam que T'(My(E)) € T'(M;1(F)) como consequéncia do estudo das identidades graduadas de
modelos genéricos para estas dlgebras. Usando a dimensao de Gelfand-Kirillov em [43] e a Ob-
servacao 2.3.25 foi provado a nao Pl-equivaléncia de algumas 4lgebras T-primas em caracteristica
positiva, que sao Pl-equivalentes em caracteristica zero. Por exemplo em [43] obtiveram que:

Proposicao 2.3.38. Sobre um corpo K infinito de caracteristica p > 2, para m > 1

GKdim(R,,(E® E)) =m e GKdim(R,, (M1 (E) ® E)) = 2m
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Como pelo Teorema 2.3.32 temos que para m > 1 vale GKdim(R,,(M;1)) = 2m e também
GKdim(R,,(My(E)) = 4m — 2, donde pela Observacao 2.3.25 segue que:

Corolario 2.3.39. Sobre um corpo K infinito de caracteristica p > 2,
T(Ma(E)) #T(E® E) e T(My(E)) #T(Ma(E)).

Estes resultados sao relevantes para a teoria e indicam o surgimento de novos T-ideais T-primos
em caracteristica positiva.

Observagao 2.3.40. A dimensao de Gelfand-Kirillov em algebras de Jordan foi estudada em [41,
42].

Em Algebras de Lie, infelizmente a existéncia de uma identidade polinomial ndo é uma condic¢ao
forte. Mesmo para Algebras de Lie finitamente geradas importantes que satisfazem uma identidade
polinomial nao trivial a GK-dimensao pode ser infinita. O exemplo mais simples é a Algebra de
Lie soluvel de classe 3 livre, definida pela identidade polinomial

[[[z1, 22], [23, 24]], [[25, 6], [27, 28]]] = 0.

E conhecido que o crescimento de Algebras de Lie finitamente geradas pode ser intermedidrio
nao polinomial (também chamado de subexponencial), veja [31, 32]. Em [44] também foi mostrado
que algebras de Lie soluveis e livres com posto finito podem ter crescimento subexponencial.

Em [45, 46] é desenvolvida a teoria de g-dimensoes, dimensées superiores capazes de diferenciar
crescimentos intermediarios que sao menores que o crescimento exponencial. Isto é interessante,
pois para algebras com crescimento subexponencial a dimensao de Gelfand-Kirillov é infinita e
nao consegue diferenciar o crescimento delas. A 1-dimensdo coincide com a dimensao usual de
espagos vetoriais, a 2-dimensao é a GK-dimensao e a 3-dimensao (a menos de normalizagao) é a
superdimensao introduzida em [10]. As demais sdo inteiramente novas. Em [47] foi calculada a
GK-dimensao de algebras livres de posto finito nas variedades polinilpotentes de algebras de Lie
NN

Pouco é conhecido para algebras relativamente livres de posto finito das algebras de Lie simples.
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Capitulo 3

Calculo da Dimensao de Gelfand-Kirillov

Neste capitulo calcularemos a dimensao de Gelfand-Kirillov de algumas algebras relativamente
livres e contém os principais resultados originais da tese.

3.1 Para R,,(sly(K))

Nesta secao calcularemos a dimensao de Gelfand-Kirillov de
Ri(slo(K)) = L(z1, ... o)/ (L(xy, ..., 2m) NT(slo(K))),

a algebra de Lie relativamente livre de posto m na variedade determinada pela algebra de Lie das
matrizes 2 X 2 com trago zero sobre um corpo infinito de caracteristica diferente de 2, sly(K).

Claramente sly(K) satisfaz identidades polinomiais. Toda dlgebra de Lie de dimenséo n satisfaz
uma identidade standard de Lie

SLie,n+2(~T07 Ty, ... 7xn+1) = Z [ZE07 Lo(1)y - - - 7$U(n+1)}-
cESh+1

Além disso em [51] foi descrita uma base finita para as identidades de sly(K) e em [21] foi
obtida uma base minimal, considerando que char(K) = 0, consistindo apenas da identidade:

(w2, 3, [w4, 21], 1] + [0, 21, [3, 21], 4]
No resultado principal desta se¢ao provamos que, para char(K) # 2:
GKdim(R,,(slo(K))) = 3(m — 1).

Primeiramente consideraremos char K = (. Para simplificar a notacao nesta subsecao escreve-
remos R, = R, (sla(K)).

Antes de comegarmos a demonstragao propriamente dita faremos um esboco da demonstracao
visto que a mesma sera bastante longa. Comecaremos com a série de Hilbert, obtendo uma
expressao como série de poténcias usando o Lema 3.1.1. Estudaremos a funcao de crescimento,
lidando com as parcelas de forma separada e avaliadas em naturais da forma 12w + 11. Faremos
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manipulacoes e descartamos parcelas que nao contribuem para o crescimento dessa funcao. Por
fim obteremos um polinémio cujo coeficiente lider precisamos mostrar que é positivo.

A série de Hilbert H,,(t) = Hp(sla(K),t) = H(R,(sl2(K),t) foi calculada explicitamente em
[17, Teorema 4.1]. Denotemos por 6(z,y, z) a expressao

2(m — )I7t H3(m=3) ((:cyz)m_3 2?y(1 — 2%y) )
(m —2)! (m — 3) 22y dzm—39y™—302m=3 \ (1 —zyz) (1 —xy)3(1 —x)3 ) (3:-1.1)
De acordo com [17], para m > 3 tem-se:
Hy(t) = (1/4)(30(tt,1) — 0(t, —t,—t) — 0(—t,t, —t) — 0(—t, —t,1)) +
+1/2) (A + )™ = (1= 1)™™) +mt, (3.1.2)

Agora iremos analisar o comportamento assint6tico de cada uma das parcelas da Equagao (3.1.2)
separadamente. Para isto serd particularmente 1til a identidade de séries de poténcias:

i (n—i—a)tn _ (-

n=0 a

Lema 3.1.1.

Demonstragao. Trabalharemos com séries formais nessa demonstragao e nao nos preocuparemos
com questoes de convergéncia. Prova-se este resultado por inducao. Para a = 0 verifica-se direta-
mente que (300 ,t")(1 —t) = 1. Para o passo indutivo, derivando formalmente termo a termo a

equacao
i n+a\ " (1—t)7'
=\ a Jl4+a  1+a
obtemos
> (n+a * (n+a+1
1_t a+1
( ;( a >1+a ;( a+1 )

3.1.1 Primeira parcela

Comegamos escrevendo € na equagao (3.1.1) em um modo mais conveniente, escrevendo como
série de poténcias (ver Lema 3.1.1) e aplicando as derivadas parciais. De agora em diante fixemos
k =m — 3. Temos que 2(k + 2)(k + 1)(k!)?0(x, y, z) é expresso como:

> (m—n+2)2%(p—m+2)3n+k)Ex

o<n<m<p

< ((m+k+DEp+k+2% = (m+ &+ 2)5p + k + 9)ka?y)ary™z",

onde a®L ¢ o fatorial descendente (para a notacao, ver p. xiii).
A primeira parcela que estudaremos sera

= (1/4)(30(t,t,1) = 6(t, —t, —t) — O(—t,t, —t) — 0(—t, —,1)).
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As demais parcelas serao estudadas na préxima subsecao.
Substituindo na ultima expressao de 6 conforme indicado o =+t e simplificando obtemos que

8(k +2)(k + 1)(k! )31 é:

Zogngmgp(m —n+2)2(p —m + 2)3(n + k)Errmn
x ((m+k+DEp+k+253 - ()™ — (=17 — (=1)r™™)
— (m+k+2Ep+k+ 453+ (—1)™" = (=1)"F 4 (—=1)PT™)E)).
Para r € N ¢é facil ver que os conjuntos {(n,m,p) € Z3 |0 <n<m<pen+m+p=r}e
{(n,r—n—p,p)€Z|0<n<|r/3]e[(r—n)/2] <p<r—2n} coincidem (para a notagao, ver
p. xiii). Deste modo a expressao acima pode ser escrita na forma:

ZZO ZTLL%:JO Z;:?,Tn] (r—2n—p+22%2p —7r+n+22%n+k)E"x
x((r=n—p+k+DEp+k+2)~53 - (1) = (=)™ = (=1)"™)
—(r=n—p+k+2Ep+k+HEG+ (1) = (1) 4 (1) "))
=4kl (k+ 1)k +3)1 (2t + (b +2)8) + > (Fy — Ga)(r,n, p)t™*,
em que as fungoes f, g, v, Fi, F5, G e G5 sao definidas como segue:
frinp) =@ —=2n—p+222p—r+n+22n+k)Er—n—p+k+1DEp+k+2)

glrn,p) = (r—2n—p+22@2p —r+n+22n+kEr —n—p+k+2)E(p+ k + 4)k,
SO(T,n,p) =3+ (—1)7"—10 — (_1)n+p + (_1)7“—717

r+3—2n \.%J‘H
Fl(r7n7p): Z f(”r‘—l—?),n,p)go(r,n,p), FQ(T,TL,p) = Z Fl(r7n7p)7
p=[3="] n=0
r—2n L%J
Gl(ra nap) = Z g(ﬁ”ap)ﬁp(ranap)v G2(T7nap) = ZG1<T7nap)'
p=l52 n=0

Agora se queremos analisar o comportamento assintotico da fung¢ao de crescimento de R, ¢é
suficiente considerar apenas a parte Y00 (Fy — Go)(r, n, p)t" .

Descreveremos apenas Y5 (Fy — Go)(r,n,p), onde S = 11 (mod 12), pois usando a Propo-
sicdo 2.2.4 estd na mesma classe de equivaléncia da funcao de crescimento. Deste modo temos
w = (S —11)/12 € N. A partir de agora usaremos o simbolo ~, quando estivermos considerando
equivaléncias modulo polindmios de grau total estritamente menor que 3k+6—¢g. A fim de facilitar
a leitura, comentamos o motivo desta notagdo. Nosso objetivo é mostrar que o comportamento
assintotico é de ordem polinomial 3k + 6 = 3(m — 1) e deste modo ¢ pode ser visto como o ni-
mero de somatdrios nas varidveis que contribuem nessa ordem (ao usar o Lema 3.1.3) que foram
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omitidos. Para R = 12r, 5 (Fy — Go)(r,n,p) é igual a:

w

r=0x= 0 r=02=0j= O
w 2 3 [FHit+l £4j
=Y | Y F(R+z+3jnp) — > Gi(R+z+3j,np)| o
r=0 2=0 j=0 n=0 n=0
E

3

%333 S (B - G+ 1+ 3m.p).

r=0 =0 j=0 n=0

Noés podemos descartar as parcelas com avaliacdes (n = £),...,(n = & + j + 1), pois néo
dependem de r, n e p e possuem grau total < 3k 4+ 2 < 3k + 6, como mostra o lema a seguir:

Lema 3.1.2. Seja 0 < a < j+1. Entao deg Fi(R+ x4+ 3j, R/3+ a,p) < 3k, e analogamente para
G.

Demonstragio. Faremos apenas os calculos para Fi, pois sao analogos aos para Gi. Sejam b =
j+1—a,¢c=R/3+j+1. Entao Fi(R+ x4+ 3j,R/3+ a,p) ¢éigual a:

Z;+xﬁi+b1 fBc+z,c—b,p)p(c+x,c—b,p)

_ZH?ZM] (Bc+x,c—b,c+p)p(c+x,c—b,c+p)

_Zz+?3+b1x+2b P+ 222 —z — b+ 2)2x
x(c—b+EkEct+ar+b—p+k+1Ec+p+k+2)5p(c+x,c—bc+p).

Notemos que os fatoriais descendentes (z +2b —p+2)2 e (2p — x — b+ 2)2 ndo dependem de
r(ouR)en. Como0<zr<20<b<j+1e0< <3, aosomar em p temos no maximo
x4+ 2b— [I;L’ﬂ + 1 < 8 parcelas, todas com grau total menor ou igual a 3k. O

Temos que R/3 —1 € N, e além disso R/3 — 1 = 3 (mod 4). Colocando N = 4n, temos que
Sals (B = G (R+ 3+ 3j,n, p) vale:

Sy G1)(R+a +3j, N +y,p)
=3 IZH (P =GR+ +3j,N +y+j,p).
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Simplificando (Fy — G1)(R+x + 3§, N +y + 7, p):

R—2N+j+34+z—2y
> f(R+x+4+3j+3,N+y+jpelc+iy+7ip)
p=E5 434y
R—2N+j+x—2y
p="F Y
R—2N+3+z—2y
= > f(R+2+3j+3,N+y+j,p+i)el+iy+jp+])

R—N 3t+x—
p= IS

R—2N+z—2y
— > g(R4+z+3,N+y+ip+iel@+iy+ip+i)
__R—N Tz—y
p= 2 +[T—|
R—2N+42x2—-2y
~ > (f(R+a+3+3, N+y+jp+7)

p="5N 4554

—g(R+2+35,N +y+j,p+)))p(+jy+5p+J),

onde a tultima expressao é obtida adicionando termos com avalia¢oes

_R-N _R-N  34z-—

T -y
(=5 + 2 = T+

Y
=1
e removendo aqueles com avaliagoes
(p=R—-2N+1+4+2—-2y),...,(p=R—2N +3+z—2y).

Podemos fazer isso pois f possui grau total nas varidveis R, N menor ou igual a 3k + 2 nestas
avaliagoes.
Agora analisando f(R+x+3j+ 3, N +y + j,p+ j) temos:

(R—2N —p+a2—2y+522p— R+ N —z+y—1)3x
X(N+y+i+EkER-N-p+ji+3+a—y+k+1DEp+3j+k+2)%
e para g(R+z+ 35, N +y+j,p+J):

(R—2N —p+x—2y+232%2p— R+ N —z+y+2)*x
X(N+y+j+k)R-N-p+j+a—y+k+22p+j+k+4)~

Claramente os monomios de maior grau total, 3k +4, em f e em g, se cancelam: em ambos os
casos sdo determinados por (R — 2N — p)?(2p — R+ N)*(N)*(R — N — p)*(p)*.
Entao trabalhando médulo polindmios de grau total estritamente menor que 3k + 3 temos
J(R+a+3j+3,N+y+jp+i) —g(B+a+3,N+y+jp+j)=s
~32a°b*cFd*e*(3/a — 3/b+ k/d — k/e) = 22(3/a — 3/b+ k/d — k/e), (3.1.3)
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ondea=R—2N—p,b=2p— R+ N,c=N,d=R—N —p, e=pe z=a’b*cFd"e".
Uma vez que p(r,n,p) =3+ (—1)""? — (=1)P™™ + (—1)""" obtemos:

4, se x e y tém mesma paridade
oz +Jj,y+7,p+7) =@, y,p) = {2+2(-1)?, se v é par e y é impar
2 —2(—1)?, se x é impar y é par.
Resumindo ¢(x,y,p) # 0 apenas para: p par com x par e y impar; p impar com x {mpar e y
par; e para todos p se x e y tem mesma paridade. Em todos estes casos ¢(x,y,p) = 4.

O préximo lema é importante, pois permitird usar ferramentas do calculo para avaliar os so-
matorios.

Lema 3.1.3. Considerando os sequintes somatorios como polindomios em n.:

(1) O termo lider em n de Zlk g ot /n i*di;
0

k1
1=1
2n on)k+1 2n
(ii) O termo lider de > i* ¢ (2(T;c+1 =27 /
i=1,7 par
2n+1 2n+1
(iii) O termo lider de > " ¢ % = 2_1/0 i*di.

i=1,7 impar

Demonstragio. A prova destes fatos é elementar. A titulo de ilustragao provaremos o item ()
indutivamente. Para o passo 0 claramente 37, i® = n. O passo indutivo segue de

n k n
P =3 (- )R = ZZ<+> DT =Sk + )i+
i—1 i—1j=0 \ J i—1
pois os termos omitidos em ... possuem grau menor ou igual a k pela indugao. O]

A tabela abaixo lista os valores de ¢ que precisaremos considerar, para cada valor de z,y e j:

y\e |0 |1]2
—4—jlp|d]|p
—3—=4 |0 |p|d]|
—2—jp|d]|p
—1—=351d0|pl|o
em que
1, se j é par
p(d)=p=19.,, L
27", se j € impar
e

, 271 se j é par
&ﬁ—5—{ L
1, se 7 é impar.
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Notemos que (p + 8)(j) = 2.
Ponha b, ,, = R—2N +0U, e a,, = % +aj, , para os limites superiores e inferiores (que ainda
dependem de j) que precisaremos ao usar o Lema 3.1.3. Lembramos ainda que estamos mantendo

a notagao da equagdo (3.1.3). Entao:

2 —1—j R—2N+z—2y

> ¥ 3 (F(R+z+3j+3,N+y+jp+7)
1=0y=—4—j p=(R—N)/2+[(z—y)/2]

~g(R+2+34,N +y+5.p+J)p(.y.p) =

bo,—4—j b1,—4—j by, —4—j bo,—3—j bi,—3—;
~o4 p/ +0 +p +9 +p/

0,—4—j al,—4—j a2 —4—j ag,—3—j 1,—-3—j
b27_3_j bo,_2 j bl —2—j b2 —2—j

+0 +p +p/
az,—3—j aop,—2—j ar,—2—j

bo,~1—; bi,—1— ba,—1-; 3 3 k k
+0 +p +0 dp)Qz(a —l——) ~y

ag,—1—j ai,—1—j az,_1—j b d €

R—2N 3 3 k k

R—2N 3 3 k k
=9 —— =+ —-——]dp.
98/REN z(a b+d e)p

Na passagem acima descartamos os termos bgw e a; , nos limites das integrais, visto que estamos
interessados no termo lider, ou seja, no termo de maior grau total em R e V.

Agora usando o Lema 3.1.2 para substituir o somatério em n por uma integral e realizando a
mudanga de varidveis 4n = N =r-u, p =1 -v. Lembre que R =12r e z(3/a —3/b+ k/d — k/e)
¢ homogéneo de grau total 3k + 3:

R—2N 3 3 k k
9822/ ( b+d_e>dp21

j=0n=1

12— 2u
~9- 8T3k+5/ / _3 + ﬁ — E dvdu,
bo do €

onde ag = (12 —2u —v), by =20 — 124 u, dy = 12 —u — v, eg = v e 29 = aZbgurdiek

Mas 12-2u k
/ / ———)dvdu 0,
€o

visto que
]C/dg — k/eo = k’(U — (].2 —Uu— U))/(doeo) = k(27) —12 + U)(d060> = kbg/(doeo)
e todos os fatores de 2y sao nao negativos na regiao

12 —u
2

{(u,v) €eR* |0 < u < 4, <wv <12 —2u}.
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Agora mostraremos que a integral restante é positiva. Deste modo, novamente pelo Lema 3.1.3,
a contribuicao da primeira parcela I para o comportamento assintotico da funcao de crescimento
serda da ordem 3k + 5+ 1.

4 12-2u 4 12-2u
/0 / 20(3/a0 — 3/bo)dvdu = 9/0 / 20((v = 84 1/ (aobo) ) dvdu

4o k gk k
29/0 /12_u apbou”dgeg (v — 8 4+ u)dvdu

2

L [ 10— 3¢ N
>9-8 / /12 apbou” (v — 8 + u)dvdu
0 Jizu

4 p2-u
zg-sk/o /2 Y4 —u— V)2V + 4 — ) VdVdu
_ +%

3ok [ 4, k 3ok [* 4, k 3 ok
=-8 / (4 —u)u"du > -8 / (4 —u)*u"du > =8% > 0,
4 Jo 4 N 2
pois todos os fatores sdo nao negativos na regiao
{(u,v) €eR* |0 < u<4,10 —3u/2 < v <12 —2ul.

Observamos que na passagem acima usamos dop = (12 —u —v) > 2 e g = v > 4. Fizemos a
mudanca de varidveis V = v — 8 + u. Por fim usamos que (4 — u)* e u* > 0 para 0 < u < 1 ou
3<u<4,e(d—u),u>1quando 1 <u < 3.

Portanto concluimos que a parcela [ na funcao de crescimento se comporta assintoticamente
como o polindémio w3*+6.

3.1.2 Demais parcelas

Para podermos concluir que o comportamento assintético da fungao de crescimento da algebra
relativamente livre de posto m na variedade determinada pela dlgebra de Lie das matrizes 2 x 2
com trago zero é da ordem 3k +6, ainda precisamos provar que a ordem da contribuicao das demais

arcelas
’ I1=(1/2) ((1+6)™" = (1 —-1)™") e III=mt

é (estritamente) menor que 3k + 6.
Trabalhando com I e escrevendo como séries de poténcias (usando Lema 3.1.1), obtemos

[I:i_(l_(_m<r+m_l>t’":—i<2T+1+m_1>t2’"“. (3.1.4)

= 2 m—1 e m—1

Portanto considerando o somatoério em r até 6w + 6 para compararmos com o comportamento
da primeira parcela I (lembre que S = 12w + 11, assim 2 - (6w + 6) + 1 = S + 2 e o coeficiente de
t5+3 ¢é zero em I1), temos que

Guiﬁ <2r+1+m—1>
r=0

m—1
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comporta-se assintoticamente como w**? = w™. Uma vez que 3k +6 > k + 3 para k > —2, a
parcela 11 nao influencia o comportamento assintético da fungao de crescimento, frente a parcela
1.
O 1ltimo somando
11T =mt

claramente nao influencia a ordem da funcao de crescimento.

Seja d,,(n) a fun¢do de crescimento de R,,. Pelo que provamos d,,(S + 3) = d,,(12w + 14)
é um polindomio de grau 3k + 6 em w, com coeficiente lider positivo. Como a funcao d,, é nao-
decrescente e positiva, segue pela Proposicao 2.2.4 que d,, e h(w) = d,,(12w + 14) possuem o
mesmo comportamento assintético. Portanto

limsup log,, d,,(w) = limsup log,, h(w) = 3k + 6.
Mas 3k 4+ 6 = 3(m — 1), e assim temos o seguinte teorema.

Teorema 3.1.4. Seja K corpo com char(K) = 0. A dimensdo de Gelfand-Kirillov da dlgebra
relativamente livre de posto m na variedade das dlgebras de Lie determinada por sly(K) é

GKdim (R, (sl2(K))) = 3(m — 1).

Na verdade, nossa demonstracao vale apenas para m > 3, porque a expressao 6 calculada em
[17] é valida apenas neste caso. Entretanto o caso m = 2 foi tratado em [4]. Neste artigo é provado
que a série de Hilbert para posto 2 é

H(Ro(slo(K),t) =2t + 27" + ) > k(k+ 1)t =2t + (1 + 2)t*(1 — t*) 2,

k>1

donde segue facilmente que a fungao de crescimento dy satisfaz

k(k + 1) (k +2)
2

k
da(2k + 1) :2+§Z(¢2+¢) =2+
i=1
e deste modo GKdim(Ry(sl2(K))) = 3.

Além disso, o caso m = 1 é trivial, ja que R;(slo(K)) é abeliana (comutativa) de dimensao 1,
e assim sua dimensao de Gelfand-Kirillov é 0.

Agora trataremos do caso em que K ¢é infinito e char(K) > 2. Em [56, Proposicao 2.1] é
exibida uma base homogénea para a algebra relativamente livre de sly(K), que ndo depende da
caracteristica do corpo. Deste modo a série de Hilbert neste caso é a mesma para corpos de
caracteristica zero. Portanto vale o seguinte resultado:

Teorema 3.1.5. Seja K corpo infinito com char(K) # 2. A dimensao de Gelfand-Kirillov da
dlgebra relativamente livre de posto m na variedade das dlgebras de Lie determinada por sla(K) é

GKdim (R, (sl2(K))) = 3(m — 1).
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3.2 Para R,(C,,V,)

K(Xm)
K (X )T (Cr,Vin)
algebra “relativamente livre” de posto m determinada pelas identidades fracas do par (C,,V},)

(veja Observagao 3.2.1 abaixo), em que V,, é um espago vetorial n-dimensional e C,, é a respec-
tiva algebra de Clifford considerando uma forma bilinear nao-degenerada e simétrica (., .) (veja
Exemplo 1.1.26). Consideramos ainda, abusando da notagao, que n pode ser co e deste modo Vo,
é um espaco vetorial com base enumeravel e C, é a respectiva dlgebra de Clifford.

Nesta secao calcularemos a dimensao de Gelfand-Kirillov de R,,(C,,V,) = a

Observacgao 3.2.1. Esta dlgebra R,,(C,,, V,) ndo é exatamente relativamente livre, pois T'(Cy,, V},)
nao ¢ um 7T-ideal. Mas pode ser vista como relativamente livre considerando pares algébricos
((A,S) é um par algébrico se A é uma algebra associativa e S é um subespago que gera A). Uma
variedade de pares algébricos gerada por um par algébrico (A, S) é uma classe de pares (A’,S")
satisfazendo todas as identidades fracas T'(A, S), isto é polindmios f € K(X) que se anulam em
toda avaliagao por elementos de S. E nesta variedade pode-se mostrar que o objeto livre, livremente
gerado por X, é o par (R(A,S),span X) em que R(A4,S) = T4 S>) e span X é a imagem de span X
através do isomorfismo canonico que leva K(X) em R(A,S).

A técnica serd muito semelhante & da secao anterior, usaremos a descricao da série de Hilbert e
calcularemos a GK-dimensao a partir da analise do comportamento assintotico de uma expressao
dessa série. Considerando char(K) = 0, em [20] os autores obtiveram a seguinte expressao para a
série de Hilbert desta algebra:

H(t) = HBn(Co V) ) =Y Y dim Ny (3.2.1)
r=0  A-r
Am+4+1=0
An+1=0

Para n = oo basta retirar a condi¢ao A, ;1 = 0 no somatorio. Aproveitamos para lembrar que

. . —1
dim Ny iseeo ) = T 2FM N T Gmita— ) (Hu> .

i,j€Im J—1 ij€Im
i<j i<y

3.21 Cason>m=>=22oun=ococem =2

Comegamos descrevendo o somatério na equagao (3.2.1) de forma iterada. Param > 2er € N
é facil ver que os seguintes conjuntos

— A
{(/\17...,)\m)€Nm|/\j+1</\j< \\T;—]HJ paraj}?)e

F“Z;@w <A <r—A—3 A\, com (AQZT—M_ZAZ‘)}
=3

=3
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coincidem. Aqui estamos usando que A\pq1 =0e > f(i) = 0 para a > m.

1=a

-1
Fixemos M = ( mot z!) . Assim, precisaremos analisar o comportamento assintético de

w Lm) |52 '
MY > 2 X > [T G—i+A—2N).
r=0Am=0 Am—1=Am, A3=A4 F«—Em Ai-‘ 4,j€Im
A= —=E=— | i

Usando o Lema 3.1.3, podemos considerar apenas o termo lider da expressao acima, caso o
mesmo seja nao nulo. Desta forma podemos substituir os somatérios por integrais, e usar o termo
lider em cada fator. Deste modo, sem alterar o termo lider obtemos:

w 5] 522 {ZMJ Y
M / / / T = Aj)dAdAs - - dAyy_1dAdr.

0 0 Am A4 "Tzzng Ai—‘ l,gigm
i=

Observagao 3.2.2. Como |a/b| =z, com = < a/b < x + 1, podemos escrever |a/b] = a/b— ¢/,
com 0 < ¢ = a —bn < b. Analogamente [a/2] = a/2 + ¢/2 com ¢ = 0 ou ¢ = 1. Uma vez que
estamos considerando apenas o termo lider do polinémio, as integrais podem ser consideradas com
os limites de integracao desprezando-se os simbolos | .| e [.].

Assim, considerando a observacao acima nossa expressao fica

R
M / / / / TT i — A))dAdAs - - - dAp_1dApdr.
00 Am X oy 1€

i=3 "t 1<j
2

Agora, realizando a mudanga de varidveis Ay = ruy, A3 = 73, ..., Am = Ty, (donde segue que
Ao = 1), obtemos

7 (m+1)m "
M/r % 1/ / / TT (= ) dpadpss - - dpty—y gy =
0 0

oy MR
2

I B D
/ / / IT (i = py)dpndps - - - dppm—rdpi.— (3.2.2)

" xom o Gj€lm
Hm I 1 i—3 Mi i<j
2
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Enfim resta mostrar que a integral na expressao (3.2.2) é positiva. Diante deste fato teremos
. . , . : (m+1)m
provado que a fungao de crescimento desta algebra se comporta assintoticamente como w 7 e

entdo sua dimensio de Gelfand-Kirillov sera W

Claramente na regiao de integracao temos [T jer,, (1t — f4;) = 0, pois cada fator é ndo negativo,
i<j
ja que py = --- = py = 0. Os pontos do bordo desta regido satisfazem p; = p; 11 para algum i

(lembre que A\pi1 = fime1 = 0), além de 37 pu; = 1.

No entanto considerando o ponto ' = (py, ..., ul,) com pu, = %
2(j—1)

integragao, pois pi; — p; = o > O parad < je 3, p; = 1. Logo Ilijer, (1; — 1) > 0 e pela
1<)

ele é interior a regiao de

continuidade, a integral na expressao (3.2.2) é positiva.

Ainda podemos considerar m = 1. Neste caso Ry(C,, V) claramente é isomorfa a algebra de
polinémios em uma varidvel K[z] e assim possui GK-dimensao 1. A demonstragdo com o abuso
de notagao n = oo é exatamente a mesma.

Finalizamos esta subse¢ao com o enunciado do resultado provado.

Teorema 3.2.3. Seja K corpo com char(K) = 0. Entdo para n > m:

GKdim (R (Cn, Vi) = m<mg+1)

3.2.2 Casom >n=>?2

A demonstracao seguird de forma parecida com a da segdo anterior, tomando o cuidado que
como m > n e A é uma particdo em nao mais que m partes, com \,;; = 0 (uma consequéncia de
satisfazer a identidade standard s, .1, ver p. 16), teremos que A possuird pelo menos m — n zeros.

Mais precisamente, conforme a descrigdo obtida em [20] temos que a série de Hilbert (ver (3.2.1))
desta algebra é:

Hy,(t) = HRn(Cp, Vo), 1) = > > dim Ny, (M), (3.2.3)

r>0  Akr
>\n+1 =0

e aqui

NN\ = Nyp(Ms -2 A, 0, ., 0).

Deste modo teremos

dm N, () = [ IR [ ISR S IR A S

i€y J—t icly, J—t i,j€Im J—1
1<j njsm n<i<j
n A -+-ﬂ@-—-2 n—1
= I G—=i+Xx—=x) H( [ m =)
ivjeln =1 i=1
i<j

Paran > 2 e r € N é facil ver que os seguintes conjuntos
{(Alu"'7An) € Fgn| Oig An/sg" '5; Al € jg:lxi:: T}
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N

-5 N
{(Al,...,)\n)ENn|)\j+1<)\j T;_JHJ paraj>3e

F’—Q?’w <A <r—X—Y A com (Azzr—h—zm}
=3

=3

n
coincidem. Aqui estamos usando que A\,y1 =0e Y f(i) =0 para a > n.
i=a
(m —1)~". Nosso objetivo serd analisar o comportamento assintético de

Fixemos M = [~}
PN o
w % % T—A3— ?:3>‘i n )\Z—i-m—z
590 SR SREED SED S | (R 1 | (G
=0 Ap=0 An_1=An As=A4 . PZ?_S AZ} zggn i=1

Podemos trabalhar apenas o termo lider da expressdo acima, caso o mesmo seja nao nulo.
Usando o Lema 3.1.3 podemos substituir os somatorios por integrais, e usar o termo lider em cada

fator. Deste modo, sem alterar o termo lider obtemos:

{MJ
w ln] 52 ; O D i

Agora repetimos o argumento usado na Observagao 3.2.2. Ao desprezar os simbolos | .| e [.]
Consequentemente, a fim de estudar o

nos limites de integracao nao alteramos o termo lider.
comportamento assintético, podemos considerar a expressao

D T DY )
M // / / IT i = X)-TI A" "dMdAs - - - dAp_1dpdr.

Entéao, realizando a mudanga de varidveis A\; = ruy, A3 = rus, ..., A\, = ru, (donde segue que

Ao = T2), obtemos

n
17 .
1—pn Zi:zl“'b P W .
fl n3 Ei:3,ul

w >
2m—n—+1)n
M/r7< : )*1//.../
0 221

0

I (s = ) TL " dpndpss - - - dpin 1 dpindlr =
D VT -
2

Hn

(2m—n+1)n L e #1_“3_2?:3‘“ n
=2M(2m_n+1)n/ / / / IT (i = ) T " dpadpss - - - dpin 1
0 HUn M4 172n . i’jel." =1
i=3 M 1<j
2
(3.2.4)
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Finalmente resta mostrar que a integral na expressao (3.2.4) é positiva. Diante deste fato
teremos provado que a fungdo de crescimento desta algebra se comporta assintoticamente como

(2m—n+1)n - . ~ .. , —

w5 ¢ entdo sua dimensdo de Gelfand-Kirillov sera Zm=n+in.

Claramente na regiao de integracao temos [Tijer, (i — ) [Ti—q p"~ " = 0, pois cada fator é ndo

i<j

negativo, ja que py; = -+ = p, = 0. Os pontos do bordo desta regiao satisfazem p; = u;, 1 para
algum ¢ (lembre que A\, 411 = 1 = 0), além de >0, p; = 1.

Entretanto considerando o ponto p/ = (uf, ..., ul) com p = 25:{:;;) ele é interior a regiao de
integragao, pois pj — p; = j((irl)) > 0 parai < je X, pu; = 1. Portanto [ jer,, (4 — pj) > 0 e

i<j

por argumentos de continuidade, a integral na expressao (3.2.4) é positiva.

Considerando n = 1. Neste caso é facil ver que C é comutativa, logo R,,(C1, V) é isomorfa a
uma algebra de polindmios comutativos em m varidveis e assim possui GK-dimensao m.

Com estes argumentos provamos:

Teorema 3.2.4. Seja K corpo com char(K) = 0. Entdo para m > n:

(2m —n+1)n

GKdim (R (Cy, Vi) = 5

3.2.3 Em corpos infinitos com char(K) > 2

Podemos ainda apresentar de forma mais concisa o que ja temos provado nas duas tultimas
subsecoes:

Teorema 3.2.5. Seja K corpo com char(K) = 0. Entdo param € N en € NU{oco}, considerando
p = min{n, m}:

2m —p+1)p

GKdim (R (Cy, V) = :

Para tratar do caso em que K é infinito e char(K) > 2, observamos que em [33] foi provado que
uma base para as identidades fracas de (C,,,V},) é formada por [22,y] e W,41. A identidade W,
¢ multilinear e anti-simétrica em suas n variaveis. Neste mesmo artigo é observado que moédulo a
identidade [z2, y], W, 11 é um multiplo da identidade standard s, 1 (ver 16). Deste modo as bases
sao equivalentes e as séries de Hilbert coincidem. Logo podemos concluir:

Teorema 3.2.6. Seja K corpo infinito com char(K) # 2. Entdao para m € N en € NU {00},
considerando p = min{n, m}:

(2m—p+1)p

GKdim (R,,(C,,, V,,)) = 5
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