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Abstract

In this work we propose a predictor-corrector interior point method for linear programming
in a primal-dual context, where the next iterate is chosen by the minimization of a polynomial
merit function of three variables: the first one is the step length, the second one defines the
central path and the last one models the weight that a corrector direction must have. The merit
function minimization is performed by restricting it to constraints defined by a neighborhood of
the central path that allows wide steps. In this framework, we combine different directions, such
as the predictor, the corrector and the centering directions, with the aim of producing a better
direction. The proposed method generalizes most of predictor-corrector interior point methods,
depending on the choice of the variables described above. Convergence analysis of the method
is carried out, considering an initial point that has a good practical performance, which results
in Q-linear convergence of the iterates with polynomial complexity. Numerical experiments are
made, using the Netlib test set, which show that this approach is competitive when compared
to well established solvers, such as PCx.

Keywords: Linear Programming, Interior-point methods, Algorithm analysis.

Resumo

Neste trabalho, propomos um método de pontos interiores do tipo preditor-corretor para
programacao linear em um contexto primal-dual, em que o préximo iterado ¢ escolhido através
de um subproblema de minimizacdo de uma funcdo de mérito polinomial a trés variaveis: a
primeira variavel ¢ o tamanho de passo, a segunda define a trajetéria central e a tltima modela o
peso que uma diregao corretora deve ter. A minimizacao da funcao de mérito é feita sujeitando-a
a restri¢oes definidas por uma vizinhanga da trajetéria central que permite passos largos. Dessa
maneira, combinamos diferentes dire¢oes, tais como preditora, corretora e de centralizacao,
com o objetivo de obter uma dire¢do melhor. O método proposto generaliza grande parte dos
métodos de pontos interiores preditores-corretores, a depender da escolha do valor das variaveis
acima descritas. E feita, entdo, uma andlise de convergéncia do método proposto, considerando
um ponto inicial que tem bom desempenho na pratica, e que resulta em convergéncia linear
dos iterados em complexidade polinomial. Sao feitos experimentos numéricos, utilizando o
conjunto de testes Netlib, que mostram que essa abordagem é competitiva, quando comparada
a implementagbes de pontos interiores bem estabelecidas como o PCx.

Palavras-chave: Programacao linear, Métodos de pontos interiores, Anélise de algoritmos.
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Introducao

Objetivos e estrutura deste trabalho

Desde que os Métodos de Pontos Interiores (MPI) Primais-Duais ficaram famosos nos anos
90 e que o Método Preditor-Corretor de Mehrotra [49] surgiu em 1992, muito se teme feito na
tentativa de estender e melhorar tal método. Algumas das principais questoes atuais em MPI,
incluem o modo como se pode combinar diferentes dire¢des, seja direcao corretora, seja preditora,
seja ainda alguma outra direcao de ordem superior, tal que uma melhor direcao seja gerada em
cada passo. Como veremos a seguir, uma dire¢cao pode ser entendida como a solugao do sistema
de Newton para as condi¢gbes KKT do problema de Programagao Linear (PL). Nesse sentido,
as diregoes utilizadas a cada iteracao sao encontradas através da solucao de um sistema linear
com a mesma matriz de coeficientes — constante em cada iteracao —, porém com vetor do lado
direito alterado.

Gondzio [25], por exemplo, combina a ideia inicial preditora-corretora de Mehrotra, porém
permitindo miiltiplas corre¢bes em um mesmo iterando, tentado aumentar o tamanho do passo
que pode ser dado, impondo que os iterados estejam o mais perto possivel da trajetéria central.
Colombo e Gondzio [9] desenvolvem essa ideia, escolhendo as diregoes preditora e corretora de
forma diferente e permitindo, conforme o caso, quantas corregoes se deseje.

Um outro caminho é percorrido por Jarre e Wechs [38] que resolvem, em cada iteragdo, um

subproblema que tenta melhorar os residuos. Tal subproblema é em si um problema de PL de



dimensao bem menor em relagdo ao problema original e cujas varidaveis sdo o peso que cada
componente da direcdo que utiliza deve ter. A solucao desse subproblema é feita através do
método Simplex. Para tais autores, o subproblema que resolvem pode ser entendido como uma
forma de buscar o préximo iterando no subespaco gerado pelas dire¢coes que utilizam em seu

método.

Nesse mesmo sentido, Mehrotra e Li [50], também obtém a direcdo de busca combinando
dire¢Oes corretoras e preditoras através de um pequeno subproblema de PL. Aqui, as multiplas
diregoes corretoras sao encontradas fazendo uso de informagoes geradas a partir de um subespaco

de Krylov apropriado.

Além disso, conforme Hung e Ye [35], métodos de pontos interiores que sao seguidores de
caminho — veja Segdo 2.2 — geram uma sequéncia de pontos dentro de uma certa vizinhanga
da trajetoria central, a qual previne os iterados de prematuramente chegarem muito perto da
fronteira da regiao de factibilidade. Para tanto, é necessario impor condig¢oes pré-definidas que
fagam com que o proximo ponto esteja dentro de uma dessas vizinhancas, garantido o bom

desempenho do método.

Nesta tese, mostraremos algumas alternativas de respostas para essas e outras questoes
correlatas. Assim o objetivo principal desse trabalho é propor e implementar um Método de
Pontos Interiores com pontos infactives para PL, do tipo seguidor de caminho, fazendo uso
de polinémios reais nas variaveis (o, i1, 0), em que « é o tamanho do passo, p é o pardmetro
que define a trajetoria central, e o modela o peso que uma direcao corretora deve ter; trata-se

portanto de um método preditor-corretor.

Neste sentido, esses parametros sao vistos como variaveis, e sua escolha é feita de forma
adiada, através da solugao de um subproblema que minimiza uma fungao de mérito preditiva que
¢ um polindmio nessas trés variaveis e que esta sujeita a restrigoes que impoem que o proximo
iterando esteja dentro de uma vizinhanca da trajetéria central. A funcao de mérito é preditiva,

no sentido que prediz os residuos lineares e complementares do préximo iterado. Esse é o que



chamamos de Método de Escolha Otimizada de Pardmetros (MEOP).

Uma abordagem similar foi proposta primeiramente por Villas-Boas e Perin [73], em um
contexto auto-dual. J4 num contexto primal-dual Villas-Boas et al. [71, 72|, também fazem
uso de uma funcdo de mérito polinomial, porém definem uma trajetoéria central mais geral,
que envolve também os residuos lineares na sua definicao. Em particular, a abordagem desses

autores sera utilizada para resolver o subproblema que surgir em nosso método.

Além disso, temos o objetivo de demonstrar resultados de convergéncia do MEOP, utilizando as
ferramentas de analise numérica para Métodos Preditores-Corretores do tipo Mehrotra infactiveis,
apresentadas principalmente por Zhang [82] e trabalhos que sdao sequéncias desse e das ideias
resumidas em Wright [77, cap. 7]. Dentre essas ferramentas, hé a necessidade de escolher um
ponto inicial adequado para que a convergéncia do método seja garantida.

Em geral, conforme alerta Wright [77, p. 112], varios autores utilizam pontos inicias que
dependem da norma de uma solucao 6tima, valor que é desconhecido o que torna a implementacao
do algoritmo impossivel, pelo menos da forma como o algoritmo é descrito. Para contornar tal
problema, estabeleceremos uma Condicao que o ponto inicial deve satisfazer a fim de que seja
possivel demonstrar a convergéncia e a complexidade do algoritmo. Tal condicao deve levar
em conta o tamanho dos dados do problema a ser resolvido e a distancia entre o ponto inicial
e uma solugao 6tima. O ponto inicial serd escolhido conforme a heuristica de Mehrotra [49] e
mostraremos que esse ponto satisfaz a Condigdo proposta, pelo menos para todo conjunto de
testes que utilizamos.

Em relacao a experimentos computacionais, o objetivo é implementar o método proposto
e testd-lo. Para os testes, utilizaremos o conjunto de testes NETLIB! [19, 21]. Também
objetivamos comparar nosso método com o PCx [11], uma implementagao do método preditor-

corretor de Mehrotra.

Com o fim de alcancar esses objetivos, esta monografia foi organizada com a seguinte estrutura:

!Disponivel em www.netlib.org/lp/data.



« nos Capitulos 1 e 2 apresentamos o problema de programacao linear, bem como o estado

da arte no que diz respeito aos métodos de pontos interiores;

» no Capitulo 3 apresentamos o desenvolvimento de um polinémio real de trés variaveis e
de grau total 6, como fungdo de mérito que sirva nao s6 como medida de factibilidade e
otimalidade de um ponto, mas que permita escolher, de forma otimizada, os parametros
que determinam uma melhor direcao em cada iteracao de um método de pontos interiores

primal-dual do tipo seguidor de caminhos;
« no Capitulo 4 fizemos a andlise de convergéncia e de complexidade do método proposto;

e no Capitulo 5 relatamos alguns detalhes de nossa implementacao, no que diz respeito
ao ponto inicial, ao critério de parada que utilizamos em nosso algoritmo. Além disso,
fazemos uma breve explanacao de como se resolve o subproblema de otimizacao que surge

em cada iteragdo, com base em [71, 72, 73];

e No Capitulo 6 descrevemos o conjunto de testes utilizados e relatamos os resultados

numéricos.

De modo a concluir esta tese, no ultimo capitulo fizemos consideragoes finais e encaminha-

mentos para trabalhos futuros.



Capitulo 1

Programacao linear

“Linear programming can be viewed as
part of a great revolutionary
development which has given mankind
the ability to state general goals and
to lay out a path of detailed decisions
to take in order to ‘best’ achieve its
goals when faced with practical

situations of great complexity.” [15]

(George B. Dantzig)
Neste capitulo serd feita uma breve introducao aos problemas de PL, bem como a aspectos

preliminares de alguns métodos desenvolvidos para resolveé-los.

Programacao Linear é um tépico que tem sido amplamente estudado no escopo da otimizagao
e que ganhou relevancia a partir da década de 1940 com os trabalhos de Dantzig, Kantorovich,
Koopmans e von Neumann. A criacao do método simplex por Dantzig acelerou o interesse pelo
tema, ja que se encontrou um meio de resolver tal problema. O texto de Dantzig que serve de
epigrafe a este capitulo serve ao mesmo tempo como um resumo histérico do desenvolvimento
da PL e a define de maneira genérica.

A partir da necessidade de tratar matematicamente problemas econémicos e de planejamento



militar nos anos que se seguiram a Segunda Guerra Mundial, ao mesmo tempo em que os
computadores passaram a poder realizar operagoes matematicas com maior velocidade, houve
um crescimento espantoso da utilizagao da PL e, por extensao, da otimizacao em geral. Para
um resumo histérico ha boas fontes [14, 64].

Um problema de otimizagao pode ser descrito em termos de variaveis de decisao, conjuntos
de restricdes e uma funcao objetivo. Resolver um problema de otimizacao significa encontrar
a “melhor maneira” na qual as variaveis satisfacam as restrigoes ao mesmo tempo em que se
otimiza — minimiza ou maximiza — a func¢ao objetivo.

Um problema de Programacao Linear é um problema de otimizacao no qual as restrigoes e a
funcao objetivo sao lineares. A PL! surge diretamente em vérias aplicacoes reais, por exemplo, em
problemas de economia, logistica, planejamento e controle da producao, entre outros. Ela aparece
ainda em aproximagoes de problemas mais complexos ou na solucao relaxada de problemas de
programacao inteira ou mista.

Matematicamente, podemos escrever qualquer PL na seguinte forma padrao:

mxin cl'x

Az =b (1.1)
sujeito a

>0

em que A € R™*™ e ¢, z e b tém dimensoes compativeis. A regiao P = {z € R"|Ax =be x > 0}
¢é conhecida como regiao factivel do problema e é um poliedro com pelo menos um vértice ou
ponto extremo.

Como uma funcao linear é convexa, problemas de PL tém a particularidade dada pelo seguinte

teorema [6, cap. 3J:

Teorema 1.1 (Teorema Fundamental da Programacido Linear). Em um problema de Programagao

!Usaremos os termos “problema de PL” e “PL” como sinénimos.



Linear com regido factivel P, ou o valor otimo da fungdo objetivo é ilimitado ou entao este valor

serd atingido em um ponto extremo de P.

Um conjunto de restrigoes lineares define um poliedro que constitui entao a regiao factivel.
De acordo com o Teorema 1.1, uma forma de encontrar a solu¢do de um problema de PL
seria percorrer todos os vértices da regiao factivel comparando os valores da funcao objetivo e
selecionando o melhor dentre eles.

Essa estratégia, no entanto, é pouco eficiente, haja vista o poliedro ser resultante de um sistema

linear de m restrigoes e n variaveis (m < n) podendo ter um nimero de vértices totalizando

quando o problema esta na forma padrao. Por conta disso, um método do tipo exaustao seria
pouco eficiente. Por outro lado, o fato de o nimero de vértices ser limitado garante terminacgao
finita para qualquer método que funcione desta forma. Entretanto, esse ntimero é exponencial,
ja que

n m
() > 2™ para n > m.
m

Encontrar um wértice 6timo de maneira eficiente é o segredo dos bons métodos para resolver
problemas de PL.
Associado a todo problema PL, escrito na forma padrao, existe um outro PL, chamado

problema dual dado por

max bTy
ATy <ec
sujeito a
y livre

em que A, b e ¢ sdo os mesmos do problema original, que, neste caso, é chamado problema primal.

A varidvel y € R™ é chamada variavel dual. A fim de que tenhamos restri¢oes de igualdade na



definicdo do problema dual, introduzimos variaveis de folga duais representadas por z € R", tais
que z > 0, obtendo

max by

ATy +2z=c : (1.2)
sujeito a

z2>0, ylivre
Os problemas primal e dual sio comumente chamados par primal-dual e as relagoes existentes
entre estes permitiram a criagdo ou refinamento de diversos métodos para a solugao de PL [6].
No Capitulo 2 faremos uma explanacao mais detalhada sobre esses dois problemas, ja que

estudaremos métodos primais-duais.

1.1 Método simplex

O Método Simplex foi apresentado por Dantzig [13] em 1947 e foi desenvolvido ao mesmo
tempo em que houve a percep¢do do poder da PL como ferramenta auxiliar na tomada de
decisbes. Seu pioneirismo deve-se a busca da solu¢ao do PL caminhando pelos vértices de
maneira a utilizar o valor da funcao objetivo para determinar qual o préximo vértice adjacente
deve ser visitado, fazendo assim uma aplicagdo do Teorema 1.1.

Mais que isso, dado um método de escolha do proximo vértice, o conjunto de vértices possiveis
decresce em cada iteragao, ainda no caso nao degenerado. Degenerescéncia (primal) ocorre
quando um vértice em R" é definido por p > n restrigdes, quando temos restri¢coes na forma
Az < b, e um passo de tamanho zero pode ser produzido pelo método. Desta maneira, o método
simplex nao sairia do lugar, logo nenhuma melhora na funcao objetivo seria alcancada.

O método simplex se mostrou, e ainda se mostra, robusto e eficiente na solugao de grande
quantidade de problemas, e por isso mesmo foi considerado o método preferencial para se
resolver PL. Entretanto, dado o nimero exponencial de vértices possiveis, havia sempre o receio

de que seria necessario esfor¢o exponencial, isto é, que todos os vértices da regiao viavel fossem



visitados para que se encontrasse a solucao 6tima. De fato, Klee e Minty [43] foram os primeiros
a apresentar uma classe de exemplos patologicos para a qual esse comportamento do método
simplex apareceu. No exemplo criado por estes autores, com n variaveis e 2n restri¢oes, o método
simplex de Dantzig precisou passar por todos os 2" — 1 pontos extremos da regiao viavel antes
de encontrar a solugao 6tima.

Apesar disso, nenhum caso com niimero exponencial de iteragoes foi encontrado na vida real, e
geralmente apenas uma pequena porcentagem de vértices é consultada até que se chegue a uma
solugao otima. Mais que isso, em geral, o método simplex mostra comportamento polinomial,
sendo linear em relagao a m e sublinear em relacao a n [20, pg. 94]. Um resumo sobre a eficiéncia

do método simplex na prética pode ser encontrada no artigo de Shamir [65].

1.2 Método do elipsoide

Enquanto na pratica o método Simplex continuava como o método mais robusto e eficiente,
a busca por um método que tivesse complexidade polinomial no pior caso foi satisfeita por
Khachiyan [41] através de seu Método do Elipsoide. Antes de continuarmos, vale a pena fazermos

uma observacao sobre o sentido que daremos a complexidade.

Observacdo 1.2. Neste trabalho, quando mencionarmos complexidade, o faremos no sentido de
um limitante para o nimero de iteragoes apenas, descartando aqui o esforco gasto para calcular
cada iteracao. Para isso, utilizaremos a seguinte notagao: se a tem ordem de complexidade n,

indicaremos « = O(n) significando que existe constante 5 tal que o < fn.

O método elipsoide, ao contrario do método simplex, ndo se baseia em caminhar pelos vértices
da regiao factivel, mas em diminuir o volume de um elipsoide que contenha um potencial ponto
de solucao através de um conjunto de desigualdades lineares estritas.

Inquestionavelmente, o método elipsoide representou um grande avanco teorico, significando

que a Programagao Linear faz parte dos problemas polinomiais, isto é, que pode ser resolvido



por um algoritmo de complexidade polinomial, j& que se provou que este método tem O(n?(1/¢))
iteragoes, em que € é a precisao desejada para o algoritmo.

Todavia, do ponto de vista pratico, o método elipsoide nao conseguiu competir com o método
simplex [7], pois sua convergéncia era muito lenta, na presenga de erros de arredondamento
perdia robustez e em cada iteracao a quantidade de memoéria necessaria para armazenamento
era muito grande, tornando a iteracao cara. Consequentemente, embora desafortunadamente o
método simplex tenha complexidade exponencial na analise do pior caso, experimentos numéricos

indicaram que na pratica este era absolutamente superior ao método elipsoide.

1.3 Métodos de pontos interiores

Em problemas praticos, o método Simplex reinou absoluto na solu¢ao de problemas de PL
até meados da década de 1980 como tnico método viavel para resolver tal classe de problemas.
Em 1984, Karmarkar [39] inicia uma nova abordagem que ficou conhecida como Métodos de
Pontos Interiores (MPI) . Por outro lado, em 1967, Dikin [18] ja havia publicado um trabalho,
no qual um método de pontos interiores é apresentado. O método de Dikin ficou conhecido
como método afim-escala.

A ideia principal dos MPI difere-se fundamentalmente da que inspira o método simplex. No
método simplex as solugdes encontradas em cada iteragao estao na fronteira da regiao factivel,
ja& que o método visita os vértices do poliedro que define tal regiao. Por outro lado, nos MPI
estas solugoes em cada iteracao estdao no interior de uma regiao.

Isto é feito criando-se uma familia parametrizada de solugoes que convergem assintoticamente
para uma solugao exata, isto é, temos um método homotopico. Com efeito, um MPI basicamente
utiliza um método do tipo Newton nas condigoes de otimimalidade de Primeira Ordem, ou
Condi¢oes KKT, do Problema de Programacao Linear. Ha, nos diferentes métodos, variacao

do lado direito que se usa na solucao da linearizagao das condi¢oes KKT que o Método de

10



Newton utiliza, podendo gerar, nesse caso, diregoes de Newton diferentes. Dal o nome Métodos

de Pontos Interiores.

Em resumo, uma abordagem nao-linear é utilizada para resolver um problema linear, escapando
entao da dificuldade que a dimensdao do problema apresenta ao lidar com as caracteristicas

combinatoriais do PL.

Além disso, como exposto acima, no método simplex a quantidade de iteragdes pode crescer
exponencialmente, de acordo com o tamanho do problema, o que nao acontece MPI. Do ponto
de vista da complexidade computacional, esse método também é polinomial, com O(n(1/¢))
iteragoes [39].

Ao contrario do método elipsoide, o0 método de Karmarkar tem um desempenho muito melhor
e compete com o simplex, sendo consideravelmente melhor que este em problemas de grande
porte. Uma variante do método de Karmarkar foi implementada por Adler et al. [1] e, desde
entdo, a compreensao do funcionamento desses métodos aumentou consideravelmente, ao mesmo
tempo em que variantes tém sido propostas, muitas delas se apresentando como alternativas

computacionais viaveis ao método simplex.

Atualmente, o melhor algoritmo de pontos interiores conhecido para PL, do ponto de vista
tedrico, encontra uma solugao com e-precisdao em O(y/nln(1/¢)) iteragoes [61]. De acordo com
a teoria geral [57, Capitulo 4], o termo y/n é o melhor que se pode esperar para um MPI usando
uma func¢ado barreira como a logaritmica. Na pratica, no entanto, as implementagoes de MPI
tém desempenho muito melhor que isso, e, em algumas dessas, o niimero de iteragoes é quase

constante, independente da dimensao do problema [9].

Em linhas gerais, ha classes de problemas que sao melhor resolvidos pelo método simplex e
outras para os quais os métodos de pontos interiores sdo mais adequados. Tamanho e estrutura
de esparsidade, entre outros, sao fatores preponderantes para a escolha do método apropriado.
Entretanto, pode-se dizer que com o aumento da dimensao do problema, os MPI ficam mais

atraentes e efetivos. Em alguns problemas altamente esparsos e com estrutura particular, é
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possivel uma revisao do método simplex que o torna muito eficaz [32]. Para problemas de
fluxo em rede, nos quais uma especializacdo do método simplex permite explorar a estrutura do
problema de maneira muito eficiente [55], também é comprovada a eficidcia do simplex. Vale a
pena notar no entanto que, para um problema de fluxo de rede com cerca de milhdes de variaveis,

Resende e Veiga [62] mostraram que um MPI foi mais eficiente.

1.4 Formulacao com variaveis canalizadas e extensoes

Embora a formulagao padrao do problema primal de PL dada em (1.1) considere apenas que

devamos ter x nao-negativo, em problemas praticos, nem sempre isso acontece.

Podemos ter, por exemplo, alguma componente de x — ou todo o vetor — irrestrita ou livre.

Para resolver esse problema, considere que z; seja livre, para algum i. As varidveis ;7 z; > 0

+

sao criadas, tais que z; = z;7 — x; . Nesse caso, uma variavel livre é trocada por duas varidveis

nao-negativas nas restrigoes do problema.

Pode haver também algum x; com limitante inferior nao nulo, digamos, ¢ € R. Isto significa
que se esta exigindo agora que x; > £. Uma forma de contornar esse problema é criar a variavel

Z; = x; — £ e substituir x; por T + £ nas restricoes do problema. Temos, nesse caso, T; > 0.

Um caso ndo menos comum e bastante importante é o da variavel x ser canalizada, isto é,
possuir algum limitante superior. Queremos dizer com isso que para algum i, existe u; > 0 tal

que 0 < x; < u,;. Para esse caso, uma saida possivel ¢ a seguinte.

Suponha que existam p < n componentes de x que sejam canalizadas. Definimos entao a
matriz de posto completo £ € RP*", em que cada coluna e cada linha tem exatamente um
elemento nao nulo e igual a 1. Aqui, F representa a transformacao linear £ : R" — RP? que
mapeia x em sua parte canalizada Fz. Neste caso teremos Fx < u, em que u € RP é o vetor

das canalizagoes do problema.
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Com isso, o PL ¢ escrito como

min c'x
X

sujeito a  § Fr < u

Vamos fazer com que a desigualdade desapareca das restricoes do problema acima, definindo
variaveis de folga primais, dadas pelo vetor s € R?, tais que s > 0 e Fx+ s = u. Assim, obtemos

o problema primal canalizado

min cx

(1.3)
sujeito a § By 4+ s =1

A esse problema, associamos o problema dual canalizado

max by +ulv
(y,v)

ATy+ 2+ ETv=c
(1.4)

sujeito a ¢y 4w =0

(w,z) >0, y,v livres
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E possivel escrever tais problemas em uma forma matricial como

min ' max by +ulv
A 0| |z b AT ET| |y z c
— e + —
sujeito a E L1| |s U sujeito a 0 | |v w 0
(x,8) >0 (w,2) >0, y,v livre
- A 0] . b c x Y z
Sejam A = , b= , C = , T = , Y= ez = . Essas definigoes
E I, U 0 S v w
transformam (1.3) e (1.4) em
mxin 'z max Bng
Az =1 e ATj+z=¢ (1.5)
sujeito a sujeito a
>0 zZ>0 g livre

Observe que essa notagao transforma o par primal-dual canalizado na forma do par primal-dual
padrao. Assim, temos uma vantagem que utilizaremos em todo este trabalho: agora é possivel
tratar apenas do par primal dual na forma padrao sem canalizagoes, e a notacao acima faz com
que todos os resultados obtidos também serao estendidos para os problemas canalizados. Do
ponto de vista dos experimentos numeéricos, essa abordagem também nao causara problemas ja
que, em nossa implementacao, a estrutura de dados é construida pra lidar com as canalizacoes

sem que a ordem de complexidade das operacoes em dlgebra linear seja afetada.

Com isso, a partir de agora, consideraremos apenas PL na forma dada em (1.1) e (1.2) e
faremos comentarios relativos a canalizagoes quando oportunos, em particular quando tratarmos

da implementacao.

Conforme dissemos, a presente tese trata de MPI para problemas de PL. No entretanto, tais
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métodos também podem ser estendidos com o objetivo de resolver problemas nao-lineares de
certos tipos, em geral quando a fun¢ao objetivo é nao linear, porém convexa, mas as restrigoes
sao lineares e ha a exigéncia da nao negatividade das variaveis.

Em particular, problemas de Programacao Quadratica (QP) convexa sao usualmente resolvidos
com MPI, principalmente quando sdo de grande porte e é possivel especializar o método [26].

Com efeito, um QP convexo pode ser escrito como

min 2TQux + T
Az =b
sujeito a
x>0

em que (Q € R™™ é simétrica semi-definida positiva, A € R"*" e ¢, x e b tém dimensao
compativel. Com exce¢do da matriz (), temos a mesma estrutura de um PL.

Neste capitulo, fizemos uma breve introdugdo a Programagao Linear (PL). No préximo
capitulo mencionaremos resultados importantes de PL bem como faremos uma revisao dos

Métodos de Pontos Interiores para PL.
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Capitulo 2

Métodos de Pontos Interiores

Primais-Duais para Programacao Linear

“In the simplex method, the current
solution is modified by introducing a
nonzero coefficient for one of the
columns in the constraint matrix. Our
method allows the current solution to
be modified by introducing several

columns at once” [39]

(Narenda Karmarkar)

Este capitulo tem o objetivo de apresentar os Métodos de Pontos Interiores primais-duais
seguidores de caminho. A teoria central que versa sobre MPI esta bem estabelecida e ha 6timos
textos sobre o assunto [6, 20, 67, 77]. Recentemente, Gondzio [27] fez um resumo histérico,
no qual resgata as principais contribuicdes no tema. FEstas referéncias servem como texto
introdutorio e foi com base nelas e nos trabalhos de Colombo [8] e Villas-Boas [70], que este

capitulo foi escrito.
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2.1 Um método de pontos interiores

O problema de PL na forma padrao,

mxin 'z

Az =1 (2.1)
sujeito a

x>0

é chamado de problema primal.

Associado a todo PL existe um outro PL chamado problema dual, o qual consiste nos mesmos

dados arranjados de maneira diferente. O dual de (2.1) é

max bTy
(y,2)

Aly+z2=c (2.2)
sujeito a

z >0, y livre

em que A € R™*™ é uma matriz de posto completo, ¢, z,z € R", y,b € R™ e m < n. Chamamos
o vetor y de wvaridveis duais, enquanto que z é o vetor das folgas duais. Note que, como A tem
posto completo, existe uma relagao univoca entre z e y.

Sejam

P={r:Av=0b2>0} e D={(y,2):ATy+z=cz>0} (2.3)

os conjuntos de pontos factiveis primais e duais respectivamente. Usando essa notagao, o par

primal-dual de (2.1-2.2) pode ser reescrito como

Ter s.a. 2€P e max b’y s. a. (y,2) € D. (2.4)

min c¢
@ (y,2)

Denominamos F = P X D o conjuntos dos pontos primais-duais factiveis. Para fins de notacao,
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podemos dizer que se w = (z,vy, z) é primal-dual factivel, entdo w € F. Definimos também os

conjuntos

Q={weR™™: (2,2) >0}

Ot ={w e R*™"™: (1,2) > 0}

respectivamente como os conjuntos dos pontos de R***™ nao-negativos e positivos nas varidveis
xTez.

Com isso,

Ft=Fnaot (2.5)

é o conjunto dos pontos primais-duais interiores. Como o préprio nome sugere, em Métodos
de Pontos Interiores, dedica-se especialmente a estudar iterados que estejam contidos em FT,
no caso de métodos factiveis, ou iniciando com pontos em QT, no caso de métodos infactiveis.
Ainda utilizamos as notagoes P e DT para indicar os conjuntos primal e dual estritamente
factiveis, respectivamente.

Neste trabalho, o seguinte pressuposto ¢ assumido como verdadeiro:
Pressuposto 2.1. O conjunto F* € ndo-vazio, isto é, existe (x,y,z) € F, tal que (z,z) € Q7.

Com efeito, o Pressuposto 2.1 tem como consequéncia o fato de existir solugao para (2.1) e para
(2.2) [30, Teorema 3.1]. Mais que isso, a partir desse pressuposto, conhecido como pressuposto
do ponto interior, concluimos que o conjunto 6timo primal-dual é limitado [31, Lema 2.2]. Caso
esse pressuposto nao seja satisfeito, considera-se permitir que o método aceite iterados infactiveis
ou introduz-se perturbacoes que aumentem o conjunto F.

Apresentamos agora alguns resultados bem conhecidos sobre a relagao entre o par primal-dual.

Lema 2.2 (Dualidade Fraca). Seja (z,y,z) € F. Entio ¢’z > by.
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Demonstragio. Como x € P e (y,z) € D entao vale

r—bvly=clo—aTATy =27 (c — Aly) =272 > 0. [

O significado da Dualidade Fraca é que o valor objetivo primal serve de limitante superior
para o valor objetivo dual e vice-versa. A diferenca ¢’z — b7y é chamada gap de dualidade.
Quando, em um ponto (z,y, z) factivel, o gap de dualidade ¢ zero, isto é, quando tanto o valor
objetivo primal quanto dual alcancam seus limites, entao este ponto é solucao 6étima primal-dual.

Este resultado ¢é formalizado no lema a seguir.

Lema 2.3 (Dualidade Forte). Um ponto x € P € dtimo se e somente se existe um par (y,z) € D

T

tal que 'z = bTy.

Uma condigao necesséria e suficiente para que o problema (2.1) tenha uma solugao factivel é
que P # &. Além disso, se P # @ e D # & entdo ambos (2.1) e (2.2) admitem solu¢ao étima
(x*,y*, 2*) e pelo Lema 2.3 o valor da fungao objetivo coincide neste ponto. Por outro lado, se
um dos conjuntos P ou D for vazio, entao o outro conjunto sera ilimitado ou vazio. Nestes casos,
os problemas (2.1-2.2) nao terao solugao.

Podemos agora expressar condigoes de otimalidade para (2.1) e (2.2). Tais condigbes ajudam
a reconhecer quando estes problemas possuem solucao 6tima e, por isso, podem nos ajudar a
desenvolver algoritmos ou métodos para encontrar tais solugoes. As condi¢oes de Karush-Kuhn-
Tucker (KKT) expressam uma condicao de otimalidade de primeira ordem para um PL e podem

ser escritas como

Az = b, (2.6a)
Aty +z=c, (2.6Db)
XZe=0, (2.6¢)
(x,z) > 0. (2.6d)
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em que X = diag(z), Z = diag(z) e e = (1,...,1)".

As duas primeiras equagoes de (2.6) sao conhecidas como factibilidade ou viabilidade primal e
dual — com excegao feita a ndo-negatividade —, respectivamente. A equagdo (2.6¢) significa que
x;z; = 0, para todo i = 1,2,...,n, e é chamada de condi¢cio de complementaridade. A tltima
equacao é chamada de ndo-negatividade. Note ainda que, se (z,y, z) € F, entao ele satisfaz (2.6a),
(2.6b) e (2.6d). Isso significa que uma solugao étima ¢é caracterizada pela factibilidade primal e
dual e pela complementaridade. Para pontos nao 6timos, mas factiveis, a complementaridade

pode nos dar uma medida da distancia destes pontos para a otimalidade:

vtz =clr —bly. (2.7)

Tz é chamado gap de complementaridade. Quando este converge para zero, entdo

O valor z
temos uma solucao 6tima. Além disso, a igualdade entre o gap de complementaridade e o gap
de dualidade mostrado em (2.7) s6 vale quando o ponto é factivel.

As equagdes (2.6) dao uma condigao necessaria e suficiente para que w* = (z*, y*, z2*) seja solu-

cao de (2.1-2.2), isto é, z* seja solugao de (2.1) e (y*, 2*) seja solucao de (2.2). Consequentemente,

um corolario de KKT para PL ¢é o Lema 2.3.

2.1.1 Método afim-escala

Os métodos de pontos interiores primais-duais para PL encontram w* resolvendo as equagcoes
(2.6). Note que a tnica equagao nao-linear de (2.6) é X Ze = 0 e por conta dela é que alguma
variante do método de Newton ¢é aplicada, modificando a dire¢do de busca e o tamanho de passo
de modo que (2.6d) seja satisfeita estritamente em toda iteracao.

Podemos reescrever (2.6) utilizando uma aplicagio F : R*"™™ — R?*"*™ da seguinte maneira:

LA partir de agora, utilizaremos a notacdo uv para representar o produto componente a componente de dois
vetores u e v quaisquer, da mesma forma que fizeram Kitahara e Tsuchiya [42], Potra [60] e Salahi, Peng e
Terlaky [63], entre outros. Este é o produto de Haddamard e significa que UVe = uwv.
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F(w) = |ATy 4+ 2 —¢c| =0, (2.8a)
xz
(x,z) > 0. (2.8b)
Todos os Métodos de Pontos Interiores primais-duais geram iterados w® = (2%, 3", 2*) que

satisfazem (2.8b) estritamente, isto é, (z*, 2¥) > 0. Esta propriedade d4 origem ao termo ponto

interior.

Ao respeitar estes limites, ndo sdo aceitos iterados tais que F(w*) = 0. Alguns métodos
primais-duais exigem que w* € F7T, ou seja, que o ponto seja estritamente factivel. No entanto,
atualmente os métodos mais competitivos trabalham com pontos infactiveis, exigindo somente

que o ponto seja estritamente interior (veja Segdo 2.2.3)

O método de Newton aplicado a (2.8a) d& uma aproximagao linear em torno do ponto atual,

obtendo uma diregdo de busca Aw = (Az, Ay, Az) resolvendo o seguinte sistema linear

em que
A 0 0
VE =10 AT I
Z 0 X

¢ a matriz Jacobiana de F'.

No caso de problemas de QP como dado em (1.4), a diferenga estaria justamente na matriz
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Jacobiana, que seria dada por

A 0 0
VF=|-Q AT I
Z 0 X

A direcao de Newton é encontrado ao resolver

A 0 0| |Ax b— Ax rp
0 AT T |Ay|=|c—ATy—2z| = |rp|- (2.9)
Z 0 X||Az —rz ro

Se o ponto atual é estritamente factivel, entao os residuos rp e rp sao nulos.

Um passo na diregdo Aw = (Ax, Ay, Az) é chamado afim-escala. Normalmente nao é possivel
caminhar nesta diregdo com passo completo, isto é, w + Aw geralmente viola o limite (2.8b).
Para evitar essa dificuldade, pode ser feita uma busca linear na direcdo de Newton tal que o
novo iterado sera

w + aAw,

em que a € (0,1] é o parAmetro da busca linear. Mesmo assim, geralmente podemos apenas
realizar passos pequenos nesta direcao (o < 1) antes de violar a condic¢ao (x,z) > 0. Conse-
quentemente, passos puramente afim-escala nao nos permitem um bom progresso em dire¢ao a
solucao.

De modo a poder contornar os problemas do método afim-escala, os métodos seguidores de

caminho sugerem algumas estratégias diferentes do procedimento padrao de Newton:

(i) Desviar a diregao de busca de modo a fazé-la apontar mais para o interior do ortante nao-
negativo (z, z) > 0, de tal forma que seja possivel os iterados moverem-se suficientemente

longe da fronteira de tal ortante, antes que algum componente de (z, z) se torne negativo.

(ii) Manter os componentes de (z,z) longe do limite do ortante ndo negativo. Dire¢oes de
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busca calculadas por meio de pontos préximos a este limite tendem a ser calculadas com

erros de arredondamento relativamente grandes e pouco progresso pode ser feito por elas.

2.1.2 O método de barreira logaritmica

Uma maneira de fazer as duas proposigdes acima valerem é usar uma funcao barreira loga-
ritmica no PL. Dado o PL na forma padrao (2.1), é possivel definir um problema de barreira

correspondente
n

: T
min ¢z — 7‘; Inz

) (P;)
s.a. x € Pt

em que 7 > 0 é um escalar, normalmente pequeno, que serve de parametro para uma familia de

problemas (P;), e que é é chamado de parametro de barreira.

A presenga da barreira logaritmica na fun¢ao objetivo de (P;) for¢a o iterado a ficar no
interior do ortante nao-negativo, j4 que ha uma penalizacdo muito pesada quando os pontos
estao perto do limite. Por outro lado, a influéncia da funcao barreira pode ser controlada através
do parametro 7. O peso na barreira regula a distancia do iterado para o limite, ou seja, quando
7 — 0, o problema (P,) cada vez mais se parece com o problema (2.1). Esta estratégia s6 é
possivel se Pt # @. Além disso, se P for limitado, entao tanto (2.1) quanto (P,) admitem
solucao 6tima.

Como a fungao objetivo de (P;) é estritamente convexa, o minimizador desta funcao, se existir,

pode ser completamente caracterizado pelas condigoes KKT:
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Fazendo z = 7X e, ou equivalentemente xz = Te, obtemos a formulacdo padrao primal-dual

das chamadas condicoes KKT perturbadas:

Az = b, (2.10a)
ATy + 2=, (2.10b)
xz = Te, (2.10¢)
(x,2) > 0. (2.10d)

Se as condi¢oes KKT perturbadas admitem solugao para algum 7 > 0, entao admitem solucao
para qualquer 7 > 0. O sistema (2.10) se aproxima mais e mais de (2.6) quando 7 — 0
e determina uma tnica curva suave, continua e parametrizada pela variavel 7, definida por
C={(z(r),y(r),2(r)) : 7 > 0}.

Para cada 7 o ponto da curva é completamente caracterizado como sendo a solu¢ao tnica
do sistema (2.10). Além disso, quando 7 — 0, C converge para uma solu¢ao étima prima-dual
do PL. Essa curva é chamada em MPI de trajetoria central. Esta trajetéria nos guia para
uma solugao em que os pares x;z; sao estritamente positivos e decrescem a zero na mesma taxa
de decrescimento de 7. Estudos sobre a trajetéria central podem ser encontrados em Bayer e

Lagarias [4, 5], Megiddo [48] e Sonnevend [66], entre outros.

Usando o fato de que para algum 7 > 0 o ponto (z(7),y(7), 2(7)) é primal-dual factivel,
podemos definir o gap de dualidade g(7) para (P,), de forma semelhante a Equagao (2.7) como

funcao do parametro de barreira:

g(r) = c'a(r) = b'y(r) = x(7)*T(r), (2.11)

isto é, para cada valor de 7, o gap de dualidade corresponde ao gap de complementaridade.

Logo reduzir um significa reduzir o outro. Além disso, como zz — 7e = 0 por (2.10c), entao
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rizi=T1,0=1,...,n e logo

g(1) = (1) 2(1) = ZQ?Z(T)ZZ(T) = nT. (2.12)

Isso significa que quando 7 — 0 temos g(7) — 0. As equagoes (2.11) e (2.12) em conjunto com
o fato de que cT'z(7) > cf'a* = bTy* > bTy(7), implicam que
Ta(r) 25 T e bly(r) =5 Tyt

Assim, as fungoes objetivos do problema perturbado convergem para aquelas obtidas por uma

solugao 6tima (z*, y*, z*) do problema original. Mais que isso, vale o seguinte resultado [48]:

Teorema 2.4. Se um problema de PL for primal e dual factivel e A for de posto completo, entdo

sempre que T — 0.

Este teorema significa que, sob algumas condigoes, a trajetoria central converge para a solugao
6tima dos problemas (2.1) e (2.2). Em consequéncia disto, a trajetoria central pode ser um bom
guia para encontrar o conjunto 6étimo primal-dual. Métodos que se baseiam na trajetoria central
sao chamados Métodos de Pontos Interiores sequidores de caminho.

A solugao que se encontra por seguir a trajetoria central é caracterizada pela complementari-

dade estrita. Isso é descrito pelo seguinte resultado.

Teorema 2.5 (Complementaridade estrita). Se (2.1) e (2.2) forem factiveis, entao existe um ponto

z* € P e um par (y*,2*) € D tais que

()2 =0 e ai+2z >0 parai=1,...,n.
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Uma solugao (z*, 2*) que satisfaga o teorema acima é chamada estritamente complementar.
Nesses termos, definimos o conceito de partigio étima. Seguindo as ideias de Jansen [36],

definimos o suporte do vetor v € R™ como

supp(v) ={i:v; >0,i=1,...,n}.

e a parti¢do do conjunto de indices {1,...,n} através da defini¢do dos conjuntos

B =supp(z*) e M =supp(z").

Do Teorema 2.5 segue que essa é uma particao bem definida, no sentido de que as solugoes
que possuem a propriedade da complementaridade estrita satisfazem tanto BN M = & quanto
BUM = 1,...,n. A nogdo de complementaridade estrita e de particdo 6tima sao ideias

recorrentes em anélises de MPI.

Um fato que vale a pena chamar atencao é que, nos casos em que o PL tenha miltiplas
solugoes, um MPI converge para uma vizinhanga do centro analitico da face 6tima ao invés de
em um vértice, como no método simplex. Isso significa que através do conceito de particao
6tima, interpretamos essa situagao como sendo a determinacao de todo o conjunto de solugoes
6timas. Em contraste a isso, a escolha do vértice 6timo obtido pelo método simplex é arbitraria

e depende de alguns fatores como regras de pivoteamento.

Nao raramente, ter uma solucao basica que identifica um vértice é equivalente a encontrar
uma solugao exata. Entretanto, podemos discutir o que significa solucdo exata. Em varios casos,
nao é necessaria uma precisao adicional de uma solu¢ao em um vértice, ao invés da solugao que
se encontra no centro analitico da face 6tima. Do ponto de vista da programacao inteira, temos
uma excegao a esse caso, ja que as solucao inteiras estao nos vértices do envoltério convexo de
pontos inteiros factiveis. A questdo é que quase nunca temos o envoltério disponivel [53]. A

diferenca entre ter ou nao uma base 6tima ou uma particao 6tima é de importante consequéncia
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para o uso de solucoes na andalise de sensibilidade [36, 80].

Vavasis e Ye [69] discutiram propriedades da trajetéria central, demonstrando que a mesma é
caracterizada por O(n?) curvas de alto grau e segmentos nos quais a trajetéria é relativamente
reta. Mais que isso, em uma vizinhanga suficientemente pequena do 6timo a trajetoria central
se torna uma linha reta e com isto, nesta regiao, o método apresenta a boa propriedade da

convergéncia quadrética que os métodos do tipo Newton possuem [48].

Considere o limite de (P;) quando 7 — co. Este é o ponto do qual a trajetéria central inicia.
Tomar esse limite corresponde a encontrar o ponto & que minimiza a funcao de barreira, isto é,

n
¥ = arg min § — Z In z;
x€P+ =1

O ponto T é o centro analitico do politopo factivel, e foi primeiramente estudado por Sonnevend
[66]. Dada a convexidade estrita da fungao de barreira, o conceito de centro analitico estd bem
definido. Como o centro analitico minimiza o problema de barreira, ele é o ponto que se encontra

mais distante da fronteira do politopo.

Entretanto, existe um problema em definir a trajetéria central em termos de centro analitico:
a trajetoria central é afetada pela presenca de restrigoes redundantes. Isso acontece porque
tem-se aqui um conceito exclusivamente analitico, o qual nao explora consideragoes geométricas.
Para vencer essa desvantagem, outros tipos de centro — centro de gravidade, centro do elipsoide
de volume maximo que pode ser inscrito em P, centro volumétrico — podem ser definidos, mas

usualmente sdo muito custosos de se calcular [29].

Tal desvantagem da trajetéria central foi apresentada como potencialmente geradora de con-
sequéncias extremas por Deza et al. [17], que conseguiram replicar o comportamento do método
simplex no cubo de Klee-Minty num contexto de pontos interiores. Isso foi conseguido por,
patologicamente, se adicionar um nimero exponencial de restricbes redundantes e paralelas as

faces do cubo, tal que a trajetéria central torna-se altamente destorcida e esta presente em
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vizinhangas arbitrariamente pequenas de todos os vértices do cubo.
Mencionamos aqui o fato de que técnicas de pré-processamento sao usualmente implementadas
em codigos maduros de modo a remover tanto quanto possivel essas restricoes redundantes.

Embora sejam implementadas com heuristicas de sucesso, elas geralmente nao sao 6timas.

2.2 Métodos seguidores de caminho

2.2.1 Modelo geral para métodos seguidores de caminho

A maioria dos métodos primais-duais seguidores de caminho realizam passos de Newton em
direcao a pontos de C para os quais 7 > 0, ao invés de passos puramente Newton para F'. Como
vimos, o sistema (2.6) é resolvido por fazer os pares complementares se alinharem — veja Equacao
(2.10c) — a0 mesmo tempo em que (z,z) > 0. Como estes passos sao desviados em dire¢ao ao
ortante positivo definido por (z,z) > 0, usualmente é possivel tomar passos maiores que um
passo de Newton para F' antes de violar a restricao de positividade. Para descrever esta busca
enviesada, introduzimos um pardmetro de centralizagao n € [0, 1], na equacao (2.10c), que faz
com que 7 decres¢a monotonicamente em cada iteracao.

As equagdes para encontrar a direcao de busca tornam-se

A 0 0] Az rp rp
0 AT Il|Aayl=1| rm | =] (2.13)

Z 0 X| Az rc+nre rr

em que Aw = (Az, Ay, Az) é um passo de Newton apontando para (z(n7),y(n7),2(n7)) € C
e o par z;z; ¢ igual a n7. Mesmo nesse caso, a dire¢cao de busca encontrada Aw nem sempre
pode ser utilizada e o novo iterado é calculado novamente usando um teste da razao, isto é,
escolhendo «y, tal que

Wt = wF + g Aw (2.14)
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e (xk—i—l’ Zk:—i—l) > 0.

O parametro 7

Por um lado, se n = 1 entdo (2.13) define a direcao de centragem na qual o passo de Newton
¢ dado em direcao a trajetoria central. Embora esta direcdo se afaste dos limites do ortante
nao-negativo, ela pouco ou nada reduz o valor de 7. Entretanto, ao se mover mais perto de C,
estes passos formam uma boa base para um progresso substancial na proxima iteracdo. Isto
porque, como a proxima iteracao esta mais perto da trajetoria central, sera possivel dar um passo
relativamente grande sem que se deixe o ortante nao-negativo. Por outro lado, se n = 0 temos a
dire¢do afim-escala pura como em (2.9). A maioria dos métodos usa valores intermediarios de n
no intervalo aberto (0,1), de modo a tentar alcancar de maneira eficiente o duplo objetivo de
reduzir 7 e melhorar a centralidade. Esta escolha é dependente do método.

Vamos definir agora uma maneira de escolher 7 utilizando a equagdo (2.12). Considere dado
um ponto estritamente factivel, isto é, w® € F*. Entao o valor do pardmetro de barreira seré
dado por

Ty = ————. (2.15)

Olhando por este angulo, 74 representa a média dos valores dos produtos z¥zF. Além disso, com
o avanco das iteragoes, o parametro de centralizacao n faz com que o problema perturbado que
estamos resolvendo (2.13) se aproxime cada vez mais do problema original (2.8).

Com estes conceitos e ideias em mao, podemos definir um modelo geral para métodos primais-

duais, dado no Pseudo-Cédigo 2.1.

2.2.2 Vizinhancas da trajetéria central

Um método seguidor de caminho segue a trajetoria central C no interior da regiao factivel
em dire¢ao a uma solucao 6tima. No entanto, manter um iterado exatamente sobre C é um

objetivo muito dificil, senao impossivel. Isto porque encontrar um ponto que resolve a condi¢ao
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Algoritmo 2.1 Modelo geral para um método primal-dual seguidor de caminho.
Dado: v’ € F*
k<0
Repita
Resolva (2.13) para algum n € (0, 1).
Encontre oy, tamanho de passo factivel maximo na direcio Aw*.
Atualize o iterado conforme (2.14).
k+—Fk+1
Até O critério de parada ser satisfeito.

de complementaridade perturbada (2.10c) para um 7 especifico é um problema tao dificil quanto
resolver o préprio PL.

Assim, ja que computacionalmente é pouco eficiente caminhar ao longo de uma dire¢ao nao-
linear, um método seguidor de caminho faz com que os iterados fiquem em torno de C. Isto
significa restringir os iterados a uma wvizinhanga da trajetoria central e, durante o progresso
das iteragoes, segui-la até uma solucao do PL. Podemos definir varios tipos de vizinhancas,
no entanto sempre excluimos os pontos (z, z) que estao muito perto do limite do ortante nao-
negativo. Com isto dire¢des de busca calculadas de qualquer ponto desta vizinhanca progridem,
mesmo que minimamente, em dire¢do ao conjunto solugdo e ao mesmo tempo sao obtidas de
maneira mais facil.

As duas vizinhangas de C mais comuns sao N>(#), que tem como base a norma-2 e é definida
por

Na(0) = {w eFizz—r7el, < 07’} :

em que f € (0,1), e a vizinhanga N_ (), baseada na norma-co, dada por
N_(v) = {w € F":wz; > 7, paratodoi=1,... ,n} , (2.16)

para algum v € (0,1)%

A vizinhanca N5(6) é mais restrita ja que certos pontos de F nao pertencem a N5(6), nao

2Tipicamente sdo usados os seguintes valores para os parametros: 6 = 0,5 e v = 1073 [77, pg. 9].
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importando quao perto facamos # se aproximar de seu limitante superior 1. Por outro lado, se
um ponto pertence & N_(7), entdo cada par x;2; deve ser pelo menos um multiplo v de seus
valores médios 7. Com efeito, se escolhermos v perto de zero, entdo quase toda regiao F estara

contida em N_o. (7).

Mantendo todos os iterados dentro de uma dessas duas vizinhangas, métodos seguidores de

caminho reduzem os produtos x;z; a zero mais ou menos na mesma taxa.

MPI seguidores de caminho sdo métodos de homotopia continuada [54] similares aos métodos
de homotopia para equacoes nao-lineares gerais. Estes definem uma trajetoria que deve ser
seguida para encontrar a solucao. Tradicionalmente, métodos de homotopia mantém os iterados
em uma vizinhanga tubular da trajetéria, realizando mudancas incrementais no parametro e
perseguindo a trajetoria homotopica em busca da solucao. Para MPI primais-duais, estas
vizinhanca sao conicas, ao invés de tubulares, e tendem a ser amplas e relaxadas para valores
grandes da medida de dualidade 7, porém se tornam mais estreitas quando 7 — 0, por conta da
positividade exigida de (z, z).

Diregoes de busca que se baseiam na vizinhanca N5(60) podem ser utilizadas com a =1, ¢ o
parametro de barreira decresce pouco em cada iteragao, dando lugar aos chamados métodos de
passo-curto. Esta propriedade impoe e ao mesmo tempo produz os melhores resultados de com-
plexidade existentes para PL: algoritmos de passo curto tem iteragoes de ordem O(y/nlIn(1/e)).
Os métodos de passo curto s@o os mais simples dos MPI pois fixam ap = 1 e 1, = 1 dependente
de 6 e foram introduzidos por Kojima, Mizuno e Yoshise [45] e Monteiro e Adler [51]. Como a
reducao do parametro de barreira é muito pequena, estes tipos de métodos sao pouco usados
na pratica.

Métodos baseados na vizinhanga N_ () permitem iterados que seguem a trajetéria central
de maneira mais relaxada pois se obtém mais liberdade para manobrar e é possivel se aproximar

da fronteira da regiao factivel. De fato, para v pequeno quase todo o conjunto F' estd contido

em N (7).
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Por outro lado, dire¢oes calculadas a partir de pontos desta vizinhancga tém propriedades mais
fracas e o teste da razdo é necessario para assegurar a positividade de (z, z). Portanto, métodos
que levam em conta a vizinhanca larga sao menos conservadores que os métodos de passo-curto
e podem decrescer o parametro de barreira mais rapidamente. Recentemente, Potra [60] provou
O(y/nL) de iteragoes e convergéncia quadratica de um método que faz uso da vizinhanca larga.
Estas sao os chamados de métodos de passo-longo e implementagcoes eficientes de MPI baseiam-se

em alguma variagao de tais métodos.

Vizinhanca Simétrica

A vizinhanga N (), como vimos, produz uma boa base para métodos praticos, pois permite
o parametro de barreira reduzir rapidamente. Mesmo assim, permite que os iterados produzam
produtos x;z; muito diferentes, ja que nao impoe um limite superior para a complementaridade.
Essa dificuldade, quando ultrapassada, permite resultados muito melhores na pratica, ja que
os pares x;z;, quando mal escalonados, influenciam o mau comportamento do método de Newton.
A razao

min;{z;z;}

o(zz) = (2.17)

da uma medida de propor¢ao entre o maior e o menor par de complementaridade. Claramente,
o(zz) € (0,1] e, quando o iterado é perfeitamente centrado, este valor é igual a 1. Uma andlise
da medida (2.17) pode ser encontrada em Jansen, Roos e Terlaky [37].

Gondzio [25] e posteriormente Colombo [8] e Colombo e Gondzio [9] definiram uma vizinhanca
que tenta fazer com que em cada iteracao tenha-se uma certa centralidade dos iterados. Por
centralidade, os autores entendem a baixa dispersao dos pares x;z;. Quando a discrepancia nos
valores dos pares complementares é muito grande, e portanto, pouca centralidade é alcancada,
as direcoes de busca nao sao adequadas, nao s6 com valores pequenos mas também com valores
grandes de x;z;. Com efeito, Colombo [8, pp. 26] propde que a nocao de dispersao dos pro-

dutos complementares nao é adequadamente representada em um ambiente computacional por
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nenhuma das vizinhancas N_..

Com o propdsito de corrigir estes problemas foi proposta a vizinhanca simétrica Ny, na qual
os pares complementares nao s6 satisfazem um limite inferior mas também um limite superior,

sendo é definida como
+ I
No(y)=tweFrigr<mz < —ri=1,...,n¢, (2.18)
7

em que 7 =z"2/nevy € (0,1).

A vizinhanga simétrica (2.18) pode ser considerada uma modificacio de N_,,. No entanto,
ela nao deixa que os produtos complementares se tornem muito grandes em relagao a média.
Além disso, N, promove uma diminuicdo dos pares complementares que sao muito grandes,

permitindo uma melhor centralidade.

Colombo [8] determinou o valor de n para o qual a vizinhanga simétrica impoe um limite

superior mais estreito:
1+7
v

n >
Para v = 0,1, o limite é estreito sempre que n > 11.

Além disso, a complexidade do pior caso para um método de passo-longo factivel que utiliza
a vizinhanca simétrica N é de ordem O(nln(1/¢)) de iteragoes [9]. Isso significa que os limites
superiores que diferenciam a vizinhanca simétrica de N_,, nao produzem perdas tedricas, ao

mesmo tempo em que contribuem com a possibilidade de deixar os iterados mais centrados.

De fato, Zhang e Tapia [83], ao provarem a convergéncia superlinear de um método primal-dual,
utilizam uma vizinhanga com parametros simétricos para melhorar os limites da convergéncia. No
entanto, a época imaginavam que um limite superior, como o dado por 7, ndo teria significancia

prética, previsdo que ndo se concretizou [8; 9, 25].
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2.2.3 Ponto inicial infactivel

Note que, até agora, estamos assumindo que o método inicia um ponto estritamente factivel
w® € FT. Neste caso, rp = rp = 0, no lado direito de (2.13), e assim a diregao de busca

encontrada através desta equacao garante que

ANz =0 e ATAy+Az=0. (2.19)

Consequentemente a factibilidade de todos os iterados é garantida, pois para a = 1 valem as

seguintes igualdades:

Az + Az) = Az + AAz = b,
Ay + Ay) + (2 + Az) = (ATy +2) + (ATAy + Az) = ¢, e

ArT Az = —AxT (AT Ay) = —(AAz)T Ay = 0.

Métodos que assumem esta hipotese sao os chamados MPI factiveis.

Nem sempre, porém, obter um ponto inicial factivel é uma tarefa trivial. E possivel, por
exemplo, encontrar um ponto inicial factivel reformulando o problema ou utilizando um método
do tipo Big M, mas estas reformulacoes podem causar distor¢oes, instabilidades numéricas ou
aumento de colunas densas. Além disso, a regiao factivel pode ter o interior vazio, o que torna
invalida a teoria apresentada até aqui. Uma abordagem totalmente diferente é baseada na
formulagao auto-dual [79], mas, nesse caso, para tornar o problema sempre factivel, o tamanho
do problema é aumentado, o que de certa forma aumenta o tempo computacional por exigir
duas retrosubstituicoes® — ou backsolves — adicionais no célculo de préximo iterado, devido a

introducao de colunas extra.

3Utilizaremos aqui o termo retrosubstituicdo pra indicar ambas a substituicio progressiva e a retrosubstituicio.
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Métodos Infactiveis

Uma alternativa que permite que essas dificuldades sejam contornadas é utilizar MPI infacti-
veis. Métodos implementados que tém importancia préatica fazem uso de pontos infactiveis [11,
23, 25]. Em geral, métodos infactiveis exigem apenas que o ponto inicial seja tal que, w® € Q,

isto é, (29, 2°) esteja no ortante positivo. Nesse caso 7% e r} sio nao-nulos.

A direc¢ao de busca ainda é feita segundo (2.13), e portanto um passo de Newton em diregao
ao ponto (z(n7),y(nT), 2(nT)) € C é encontrado. E possivel provar que se fosse vidvel dar um
passo completo (o = 1), a infactibilidade seria eliminada. No entanto, na préatica, o limite da
sequéncia de iterados é o ponto 6timo e somente quando o ponto atual estd em uma vizinhanca

apropriada deste 6timo é que se d4 um passo completo.

Kojima, Megiddo e Mizuno [44] estabeleceram resultados de convergéncia para um MPI
infactivel, bem como uma regra para o tamanho do passo que garante a convergéncia global do
método. Isto é obtido ao utilizarmos uma vizinhanga similar & N, (7) (veja equacao (2.16)),

dada por

|(rp, D)l

[o9.79)]

(7, 8) = (z,y,2) € QT : < 5 Tz > Vi=1,...,n, (2.20)

em que v € (0,1) e B > 1 sao parAmetros, 79 ¢ dado por (2.15) e r%, r% sdo os residuos iniciais

primais e duais respectivamente.

Embora N_, (7, 8) ndo exija factibilidade em cada iteragao, a primeira de suas condigoes d4
uma prioridade para a factibilidade em relagao a complementaridade. Em resumo, nao se quer
que o ponto satisfaca a restricdo de complementaridade sem que a factibilidade seja satisfeita.

Com efeito, se (z(a),y(a), z(a)) = (z,y, 2) + aA(z,y, ), entao

rp(a) = (1 —a)rp e rp(a) = (1 —a)rp,
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mostrando que a infactibilidade se reduz linearmente com «.

Assim, se a = 1, entao os residuos rp e rp tornam-se nulos, a factibilidade é restaurada
e subsequentemente o método infactivel torna-se igual a um método factivel, ja que todos os
proximos iterados estardo em F*t. Kojima, Megiddo e Mizuno [44] provaram a convergéncia
global de um método com passos infactiveis, enquanto Zhang [82] provou a complexidade de
O(n*In(1/e)) para um método desse tipo. Para uma uma explanaciao completa de métodos

infactiveis veja Wright [77, cap. 6].

2.3 Métodos de Pontos Interiores na Pratica

2.3.1 Método Preditor-Corretor de Mehrotra

Do ponto de vista pratico, a maioria dos codigos de implementagao de MPI é uma modificagao
em alguma variagdo de um método do tipo preditor-corretor devido a Mehrotra [49]. O Método
Preditor Corretor de Mehrotra (MPC-M) se baseia no modelo geral para métodos seguidores
de caminho, dado no Pseudo-codigo 2.1, mas altera a dire¢do de busca puramente newtoniana
com correcoes que sao computacionalmente muito baratas, porém que auxiliam a obtencao de
uma melhor direcdo. Além disso, um escolha adaptativa do pardmetro de centragem 7 é feita
em cada iteracdo. Atualmente, nos cdédigos mais utilizados, tanto os académicos como BPMPD,
HOPDM, 00PS, 00QP, PCx, bem como os comerciais tais quais Cplex, Mosek e Xpress, algumas
heuristicas e ideias de otimizag¢ao também foram incorporadas, de modo que todos sdo variantes
do MPC-M.

Este método usa aproximagoes de ordem maior da trajetoria central C — abordagem comecada
por Megiddo [48] e mais tarde desenvolvida por Monteiro, Adler e Resende [52] — e pontos
infactiveis. Segundo Wright [77, pg 194], a contribuigao principal de Mehrotra foi combinar estas
ideias existentes da maneira certa e adicionar heuristicas engenhosas para escolher o parametro

de centragem (adaptativamente), o tamanho do passo e o ponto inicial.
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Até aqui, o tamanho de passo foi sempre considerado igual tanto para o problema primal,
quanto para o problema dual. No entanto, a quase totalidade das implementagoes dos métodos
de pontos interiores usa passos diferentes para a variaveis primais e duais. Esta ideia tem sido
usada em quase todos os desenvolvimentos praticos de métodos primais-duais e contribui para
reduzir em até 10% no ntimero de iteragoes, tendo como base de testes o conjunto NETLIB [77,
pg. 195].

Como se quer que (z,z) permanega no ortante positivo, uma busca linear é empregada a fim
de encontrar os tamanhos de passo primal ap e dual ap tais que r +apAzx > 0 e z+apAz > 0.

Para isso, podemos fazer um teste da razao, isto é,

ap = opmin {_Aa:i Ax < O} , ap = opmin {_Azz- Az < ()} (2.21)

em que ag é um fator que garante positividade estrita e em geral vale 0,9995. Além disso,
embora algum tipo de vizinhanga seja sempre utilizada, muitas vezes é permitido que o ponto
esteja fora da mesma e por isso, com a perda da propriedade da convergéncia global em favor

da eficiéncia computacional.

O método de Mehrotra gera a sequéncia de iterados infactiveis (x,y, z) tais que (z,2) > 0, e

a dire¢do de busca consiste em trés componentes:
(i) Uma diregao afim-escala preditora que nada mais é que uma dire¢do puramente newtoniana;

(ii) Um termo de centralizacao, cujo tamanho é controlado pela escolha de forma adaptativa

do parametro n;

(iii) Uma direcao corretora que tenta compensar de alguma forma a nao-linearidade perdida

na direcao de Newton.

Para compreendermos melhor o que essas ideias significam, note que, no sistema de Newton
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(2.13), o lado direito pode ser separado da seguinte forma:

b— Ax b— Ax 0
c—ATy—z| = lc—Aly—2|+ |0

—xzZ+nT —xz nT

Assim, a direcdo preditora (Az®, Ay, Az2t) é obtida resolvendo-se o sistema de Newton com

o lado direto dado por

b— Ax rp
c— Aty —z| = |rp (2.22)
—xz re

isto ¢, (Az™, Ayt Az2") corresponde a direcio afim-escala dada em (2.9). Como visto, essa
direcao otimiza fortemente em direcao aos pontos para os quais a complementaridade ¢ nula.
Entretanto, como o alvo é X Ze = 0, essas dire¢oes podem ser excessivamente influenciadas por

pontos que tém complementaridade pequena, mas que nao sao 6timos.

Direcao com correcao de segunda ordem

O MPC-M explora uma dire¢ao corretora de centralidade de modo a tentar remediar pontos
que estao mal centrados. Esta direcdo caminha para perto da trajetoria central e logo reduz o

espalhamento dos produtos complementares em relagdo a média, embora nao busque otimalidade.

Uma ferramenta importante para isso foi a avaliagdo dindmica do parametro de centralizacao
1. Para comecgar, queremos medir a eficicia da direcao afim-escala, e por isso definimos 7,¢ como
sendo a média dos valores hipotéticos para os pares complementares resultantes de um passo na
direcao afim-escala, dada por

Gar (z+ AT (2 + a3l Azdh)

L , 2.93
Tar = - (2.23)
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em que gnr ¢ o gap de complementaridade previsto para a dire¢ao afim-escala. Note que T,¢/T €
(0,1). Se 7, < 7 entdo a diregao afim-escala é boa e permite uma significante redugao do gap
de complementaridade. Por outro lado, se a razao 7,¢/7 é proxima de 1, entdo pouco progresso
esta sendo feito na direcao (Az®, Ay, Az*) e um pardmetro 7 perto de 1 é recomendado. Essa
escolha faz com que ocorra uma forte centralizacdo, isto é, move-se para mais perto de C. Logo,

na préxima iteragao, o método esta melhor posicionado para reduzir o gap de complementaridade.

Mehrotra [49] utiliza a seguinte heuristica na escolha do parametro de centralizagao:

T

N = (““)3. (2.24)

Essa escolha sugere um parametro de barreira dado por

2 3T
T = ( Jat ) Taf = < Ja ) re (2.25)

2Tz xT 2 n

Assim, se o passo preditor progride bem, 1 é escolhido pequeno e ha pouca centralizacao. Caso
- , . Lo T L :
contrério, 7 é escolhido préximo a *-= e busca-se uma forte centralizacao. Mais geralmente, o

parametro de centralizacao pode ser escolhido como

-(2) =)
= ) \aTz)

Além disso, Mehrotra [49] estudou o efeito de diferentes valores de p = 1,2,3,4 em um

subconjunto de problemas da NETLIB e concluiu que nao havia muita diferenga para p entre

2 e 4.

Para calcular a direcao centralizadora, bastaria resolver o sistema de Newton com lado direito
dado por (0,0,n7e). No entanto, serd mais eficiente calcular esse termo em conjunto com a

direcao corretora.

A direcao afim-escala corresponde a aproximagao linear da trajetéria que liga o ponto atual
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ao conjunto 6timo. Esta linearizacdo produz um erro que pode ser determinado. De fato,
assumindo que daremos um passo completo na direcao afim-escala, temos que o vetor dos pares

complementares ¢ dado por
22 = (x4 Az (2 + A2 = 22 4+ 2AZ 4+ 2Az + Ar AT = Ar A

j4 que, ao usarmos o lado direito (2.22) para resolver o sistema de Newton, temos que zAz* +
2Ax* = —xz. Isso significa que, quando um passo completo é dado, os produtos ;% se

transformam em Az¥Az¥, ao invés de se anularem como era esperado. Este é exatamente o

1)

erro da aproximagao linear e um passo corretor (Az®, Ay°, Az¢) é dado para tentar compensa-lo.

Podemos ainda ver que, idealmente, o préximo ponto deve satisfer
(x + Ax)(z + Az) = nr,
o que ¢é equivalente a resolver o sistema nao linear
2Ax + xAz = —xz +n7 — AzAz.

Comparando esta equagdo com (2.13), vemos que na direcao afim-escala falta exatamente o

termo AxzAz. Para corrigir isso, o sistema de Newton é resolvido com o seguinte lado direito

0
0 , (2.26)

—ArfAzA 4 nT

encontrando a dire¢ao (Az¢, Ay®, Az¢). Note que tal dire¢do combina a centralizagio e o termo

de segunda ordem que ¢ o erro da linearizacao.

Uma vez que as dire¢oes preditora e corretora foram calculadas, elas sao simplesmente adicio-
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nadas de maneira a ter a direcao desejada:

(Aw, Ay, Az) = (Az™, Ay™ Az™) + (A, Ay®, Az°), (2.27)

e o proximo iterado sera dado por

(@™ M ) = (@ F, ) + (apAr, apAy, apAz), (2.28)

em que ap e ap sao os tamanhos de passo primal e dual dado por (2.21).

Resumimos o método preditor-corretor de Mehrotra no Pseudo-Cédigo 2.2.

Algoritmo 2.2 Método preditor-corretor de Mehrotra.
Dado: (2,3, 2°) inicial tal que (2°,2°) >0
Repita
Resolva o sistema de Newton com o lado direito dado por (2.22).
Encontre tamanho de passo ol e o para a direcio afim-escala
Encontre 7, dado por (2.25) e calcule 1 de acordo com (2.24).
Resolva o sistema de Newton com o lado direito dado por (2.26).
Encontre tamanhos de passos ap e ap tais que o proximo iterando continue sendo interior.
Atualize o iterado conforme (2.28).
k< Fk+1
Até O critério de parada ser satisfeito.

A principal vantagem do MPC-M é que, na préatica, ele produz tamanho de passos maiores
antes de violar as restricdes de nao-negatividade. Isso normalmente significa que se estd econo-
mizando iteracoes: de fato Mehrotra relata que temos economia da ordem de 35% a 50% quando
comparada com outras estratégias [49]. Nesse caso, o custo é apenas de uma retrosubstitui¢ao a
mais, ja que a matriz do sistema de Newton é sempre a mesma. Assim, se o custo da fatoragao
é elevado, economia nos custos computacionais também é alcancada por essa técnica. De fato, o
método de Mehrotra é vantajoso em relacao a todas as implementagoes para programacao linear

que usam métodos diretos para calcular as diregoes de Newton [8, pg. 40].
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2.3.2 Método das multiplas correcoes de centralizacao

O Método Preditor Corretor de Mehrotra é baseado na hipdtese de que um passo completo
na direcao corretora ocorre, o que raramente é possivel. Mais que isso, tentar corrigir a com-
plementaridade fazendo todos os seus produtos iguais ao valor 7 é um objetivo muito forte e
algumas vezes pouco eficaz. E possivel minorar estes problemas através de uma extensdo do
MPC-M que utiliza mais corregoes lineares de uma forma inteligente.

O Método de Multiplas Corregoes deve-se a Gondzio [25] e é uma tentativa de melhorar a
centralizacao do iterado atual. Essa abordagem busca produzir produtos z;z; mais homogéneos
e forcar um aumento do tamanho do passo corrigindo o parametro de centralizacdo de Mehrotra.

Implicitamente Gondzio [25] utiliza a Vizinhanga Simétrica dada em (2.18), de modo a ter

produtos perto o suficiente da trajetoria central. Nesta descri¢do, o passo é dado na direcao

Aw = Aw™ 4+ Aw®,

em que Aw™ é a diregdo de Mehrotra (2.27), & qual uma ou mais corre¢oes Aw? podem ser

aplicadas. Outras escolhas da dire¢ao preditora Aw™ podem ser feitas [9].

Dada a direcao preditora-corretora Aw™, seja

ap =min(ap+9,1) e ap=min(ap+4,1)

para algum ¢ € (0, 1) fixo, entendido como uma quantidade desejavel de aumento do passo. O
ponto de tentativa

T =x+ apAx™, Z=z4adpAz™

é calculado, bem como os respectivos produtos complementares t = £z € R"™. Note que, por
aumentar o tamanho do passo, o ponto de tentativa é infactivel (exterior), mas em compensagao

é utilizado apenas para buscar corrigir a centralizagao, logo esse fato nao causa preocupacgao.
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Obviamente os produtos t dificilmente serdo iguais a 7 como desejariamos. Alguns componen-
tes sao bem menores que 7 — inclusive podendo ser negativos — e outros muito maiores. Impondo
que t € Ny(7), colocamos limites superiores e inferiores para cada par complementar, também

verificamos as componentes que nao satisfazem a vizinhanga simétrica.

De fato, o que faremos é mover produtos pequenos (f; < ~7) para o limite inferior y7 e
produtos grandes (f; > ~~17) para o limite superior v~'7. Os produtos que estiverem na
vizinhancga simétrica ja satisfazem estes limites e portanto estao razoavelmente pouco dispersos

em relagao & média. Na pratica estamos movendo os iterados para dentro de Ny(7).

Nesse caso, o termo Aw?® serd encontrado resolvendo o sistema de Newton com o lado direito

dado por

r= 1o (2.29)

em que a meta & é definida como

YT — 15, set; < T,
& = %7‘ — 1, set;>~7lr,

0, caso contrario.

Ressalte-se que o ponto que estamos buscando nao pertence a trajetéria central mas a vizi-
nhanga simétrica e que nem todos os produtos complementares sofrem correcao. Assim, a meta
dada por (2.29) é realmente alcangada.

Dada uma nova direc¢ao, poderemos repetir o processo de atualiza-la tantas vezes quantas
forem convenientes. Basta fazermos A™ < A e procurar novamente a direcio A%. No entanto,
o numero maximo de correcoes de centralizagdo permitida depende do problema. Tal ntimero é

obtido em [25] de modo heuristico. Note que a diregdo corretora obtida é aceita contanto que o
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tamanho do passo tenha aumentado uma fracao desejada.

Em cédigos como o PCx [11], o niimero méaximo de corregoes ¢ calculado considerando-se
o esforgo relativo entre o nimero de operacoes necessarias para calcular a decomposicao da
matriz resultante do sistema de Newton e o nimero de operagoes necessarias para fazer a
retrosubstitui¢do. Além disso estima-se a reducado do nimero de iteragoes. Em [25] o custo da
fatoragdo nao foi considerado.

As experiéncias computacionais apresentadas por Gondzio, principalmente utilizando seu
solver HOPDM [24, 25], mostram que a estratégia das multiplas corre¢oes realmente é efetiva,
pois os passos primais e duais calculados para a direcao composta sao maiores que aqueles
correspondentes a direcao preditora. Isso resulta em uma reducao do niimero de iteragoes. O
custo de cada corregao neste caso é o mesmo, ao contrario de outros métodos cujo custo aumenta
a cada corre¢do. Praticamente todos os codigos modernos utilizam essa estratégia [77, Apéndice
B|. Uma generalizacao desta pode ser encontrada em [9], no qual a dire¢cao de busca é dada
por Aw = Aw™ + wAw? em que usa-se o parametro de peso w € (0, 1]. Este peso é encontrado

através de uma busca linear tal que a solu¢gdo @ maximiza o tamanho de passo «.

2.3.3 Ponto Inicial

Como dissemos, codigos praticos que resolvem PL através de MPI utilizam pontos infactiveis,
exigindo apenas que (z,z) > 0. Nada obstante, encontrar tal ponto seja tarefa mais facil que
encontrar um ponto inicial factivel, obviamente devemos ter uma escolha feita de forma a acelerar

a convergéncia do método.

A escolha de um iterado inicial com boas propriedades é critica e é uma tarefa dificil tanto
para métodos factiveis quanto infactiveis. O ponto deve possuir boas propriedades nas seguintes

caracteristicas: centralidade do ponto e magnitude das infactibilidades.

Mehrotra [49] introduziu uma heuristica para encontrar um ponto inicial que satisfaz essas
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hipdteses. Nesta, os seguintes problemas de Quadrados Minimos sao resolvidos

min 272 s. a. Ar =250

min 272z s.a. ATy+z=c¢

(¥,2)

que tentam encontrar um ponto (Z, 9, Z) que satisfaga as restrigoes primais e duais. As solugoes

para estes problemas sdo dada por

i=AT(AATY ', 5= (AAT)Y1Ac e Z=c— ATy

Tal ponto é entao transladado para o ortante positivo e o ponto inicial é dado por

(2°,9°,2°) = (7 + V.6, 7, 2 + V.e), (2.30)

em que ¥, e ¥, sdo escalares positivos tais que (zY, zo) > 0.

Essa estratégia de Mehrotra tem algumas questoes a serem consideradas. Ela depende do
escalonamento da matriz, é afetada pela presenca de restricoes redundantes que porventura
tenham escapado do pré-processamento, e ndo garante que o ponto inicial seja bem centrado.
Mesmo assim, é uma estratégia comum em codigos de pontos interiores por ser considerada
uma heuristica muito boa para determinar o ponto inicial, além de ter custo computacional

equivalente ao de uma iteracao de um MPI.

Gertz e Wright [23], em seu solver 00QP, propoem uma heuristica que se baseia nos mesmos
principios — que o ponto inicial seja ao mesmo tempo “bem centrado” e “nao muito infactivel” —
agora para usar um MPI no contexto de Programacao Quadratica. Descreveremos a seguir essa

heuristica, no contexto de PL.

Primeiramente, a norma dos dados é calculada, a qual é definida como a raiz quadrada da

magnitude do maior elemento dos dados do problema, isto é, o maior elemento em valor absoluto
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entre a matriz A e os vetores c e b.

Apos isso, atribui-se a todas as componentes de x e z essa norma dos dados e as componentes
de y o valor zero. A partir desse ponto, o sistema de Newton (2.9) é resolvido e um passo
completo na dire¢ao afim-escala é realizado, tal que o ponto (Z, 9, 2) é encontrado. Certamente
esse procedimento resulta em um ponto infactivel. Essa heuristica procede agora, de forma
similar a heuristica de Mehrotra, isto é, (Z,7, Z) é transladado para o ortante positivo.

Para tal, o valor maximo da violacao dos limites das variaveis é calculado, digamos

U= rirel?g{—:vi, —2;,0},

em que Iy é o conjunto de indices de z e z que violaram a nao-negatividade, e o ponto com o

valor

J =100 + 20,

é transladado tal que o ponto inicial seja interior o suficiente. Com efeito, o ponto inicial sera

(20,40, 2°) = (7 + Je, 7, 2 + De).

Note que tal ponto, assim como o ponto de Mehrotra, também tem custo computacional de uma
iteracao de MPI.

As estratégias expostas acima podem ser compreendidas como uma tentativa de encontrar um
ponto inicial que esteja perto o suficiente da trajetoria central, mas com produtos complementares
x;z; maiores que uma fracdo adequada de 7, e que a razao

[(rp. rp)||
T

nao seja muito grande.

Alids, aqui a métrica dada pela vizinhanga N_ (v, 8) é utilizada, como foi definida em (2.20).
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Com isso, essas heuristicas tém como objetivo impedir que o tamanho do passo « seja muito
pequeno, ao mesmo tempo que tendem a limitar o valor de H(r}%,r%)” /Te. Além disso, ao
utilizarmos N_ (7, 3), desejamos que a infactibilidade seja levada a zero na mesma taxa que
o gap de dualidade. Para uma analise de varias estratégias de pontos iniciais em MPI veja os
trabalhos de Andersen et al. [2], D’Apuzzo, Simone e Serafino [16], Gertz, Nocedal e Sartenaer

[22] e Vanderbei e Shanno [68].

2.3.4 Critério de Parada

Os MPI, ao contrario do Simplex, por exemplo, encontram uma solu¢ao apenas assintotica-
mente. Por conta do parametro de barreira 7, um MPI jamais encontra uma solucao exata
do problema de PL. Com isso, é necessario um critério de parada que possa decidir quando o
iterado atual esta préximo o suficiente do conjunto solugao.

Cédigos praticos de pontos-interiores geralmente geram uma sequéncia de pontos {(z*, y*, 2%)}

para os quais z¥ e zF sdo ambos estritamente positivos. Nenhum desses iterados pode ser

k2k > 0, para k = 0,1,2,..., o que viola a

uma solucao de fato do PL ja que para estes, x
condigao de complementaridade (2.6d). Com efeito, os iterados convergem para um conjunto
de solucoes sem de fato alcancgé-lo, e para efeitos praticos um iterado avangado — (z*,y*, 2%)
para k suficientemente grande — serve muito bem como uma solucao aproximada. Para outras
aplicagoes e para propdsitos tedricos, uma solugao étima (z*, y*, 2*) € F pode ser necessaria.
Para tanto, nesses codigos, ha uma fase de terminacdo finita, a qual toma um iterado interior
suficientemente avancado para um ponto em F, encontrando, se for o caso, a base 6tima. E
necessario também saber quao avangado o iterado precisa ser, tal que o nimero de iteragoes de
ponto-interior nao seja muito grande. Veja o texto de Wright [77, Cap. 7] para uma explanagao
completa sobre terminagao finita em MPI.

A maioria das implementacoes de pontos interiores, por estar trabalhando com precisao finita,

garante apenas um certo grau de exatidao ou tolerancia, tanto para a factibilidade quanto para
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a otimalidade. Grande parte dos cddigos utiliza os seguintes critérios [11, 28]:

m < toly, (2.31a)
ey |
L Sl (2.31b)
Lx | < 2.31
Ty S tolg. (2.31c)

Os valores de toly, e tolg sdo em geral poténcias de 10, e dependem da precisao desejada. Na
literatura, tol;, = tolg = 107° é a escolha preferida.

Os critérios (2.31a) e (2.31b) exigem que os residuos primais e duais sejam menores ou iguais
a uma tolerancia. Assim estariamos, ainda que assintoticamente, com pontos factiveis. O
critério (2.31c) faz uso do Lema 2.3 (Dualidade Forte para PL) e ¢ indicador de otimalidade.
Os denominadores em cada critério sdo construidos de modo a permitirem avaliar relativamente
tanto viabilidades primal e dual quanto otimalidade.

Um outro conjunto de critérios muito parecido com (2.31) é

| Az — 0|
—— < tol 2.32
T (2.32)
HATy +z— cH
=2 <o, (2.32b)
L +|[c]]
ITZ
Toera < tol, (2.32¢)

em que tol = 107%. Note que agora, em contraste com (2.31), os denominadores de (2.32a) e
(2.32b) sao fixos, o que de certa maneira diminui a quantidade de operagdes, ja que nao é mais
necessario encontrar a norma — ainda que norma-oo — dos vetores x e z em cada iteracao.

O valor de 27z, é usado em (2.32¢) ao invés do gap dual como em (2.31c), pois além de, para

pontos factiveis, gap dual e gap de complementaridade serem iguais — vide Equacao (2.7) —, é
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razoavel que se z7z convergir para zero, entdo o gap dual também convirja para zero.
Todas estas ideias representam o estado da arte no que diz respeito a MPI para problemas

de PL. Servirao como estrutura e base para os desenvolvimentos que faremos neste trabalho.
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Capitulo 3

Método de Escolha Otimizada de
Parametros

“Every really new idea looks crazy at

first.”

(Alfred North Whitehead)
Este capitulo tem o objetivo de apresentar o desenvolvimento de uma funcao de mérito

polinomial, utilizada em cada passo do método de pontos interiores proposto, que combina
trés diregoes — a direcdo afim-escala, a direcdo de centralizacao e a direcao de correcao. Além
disso, escrevemos a vizinhanca N_,,, ajustada para pontos infactiveis, em termos das mesmas
variaveis do polindmio. Isso porque a escolha do peso de cada uma das dire¢oes, na direcdo final,
é feita através da otimizacao global da funcao de mérito sujeita a um conjunto de restrigoes que
garantem que o proximo ponto continuard na vizinhanga. Os pesos das diregoes, sao em geral
parametros escolhidos a priori, nos diversos MPI. Em nosso caso, a escolha sera determinada em
cada iteracao do algoritmo, de maneira otimizada. Esses procedimentos reunidos produzem o que
chamamos de Método de Escolha Otimizada de Pardmetros (MEOP). Além disso, como veremos
a seguir, nosso método é uma generalizacao de alguns dos MPI encontrados na literatura.

O Algoritmo 3.1 resume o MEOP proposto neste capitulo. A escolha do ponto inicial e do
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critério de parada, serao descritas no Capitulo 5, enquanto os resultados numéricos obtidos estao

no Capitulo 6.

Algoritmo 3.1 Método de Escolha Otimizada de Parametros.
1: Fungao RESOLVELP(A,b,c¢)

2 k<0

3 (2°,4°,2°) + PONTOINICIAL(A,Db,c). > Assegure que (29, 2°) > 0.
4 Repita

5: Resolva (3.6) e encontre ((Az®)F, (Ay*)k (AzehHk).

6: Encontre ((Az#)*, (Ay*)* (Az4)F) e ((Az2)*, (Ay?)*, (A29)F) utilizando (3.18).

7 Calcule os coeficientes de ¢(a, p1, o) usando (3.36)

8 Calcule os coeficienes de g (o, i, o) e gi(a, p, o) utilizando (3.45).

9 Encontre (ag, px, o) resolvendo o subproblema de otimizagao global (3.46).

10: Garanta que oy € (0,1) tal que (zF1 28*1) > 0 usando (3.29) e faga

" = 2P 4 (A2 + g (Az*)F + o (Az7)F)
yk+1 — yk 4 Oék((Ayaf)k + Mk(Ayu)k + 0k<AyU)k) )
Pl = k4 ak((Azaf)k + uk(Az“)k + Uk(Az")k)

11: kE+—k+1
12: Até O critério de parada ser satisfeito.

13: Fim Funcao

A explicacao de cada passo do Algoritmo 3.1 sera feita a seguir — a menos dos passos 7 e 12,
através da explicitagdo do MEOP. Para dar conta disso e, portanto, dos objetivos propostos no

presente capitulo, sdo necesséarias algumas transformacoes, as quais explanamos a seguir.

Considere novamente o par primal-dual (2.1-2.2) na sua forma padrao, i.e.,

maéin c'x

Az =b (P)
sujeito a

x>0
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max by
(y,2)

Aly+z2=c¢c . (D)
sujeito a

2z >0, y livre

Como visto no Capitulo 2, as condicoes KKT para este problema sao!

Az = b, (3.1a)
Aly+z=c, (3.1b)
xz =0, (3.1¢)
(z,2) > 0. (3.1d)

Com isso, dado qualquer w = (z,v, ), os vetores dos residuos de (3.1), rp,7p e r¢, podem ser

definidos como

rp = Ax — b, (3.2a)
rp=ATy+z—¢, (3.2b)
ro = xz. (3.2¢)

Seja (2°,4°, 2%) um ponto inicial que pertenga a Q*, isto é, um ponto inicial com as compo-

nentes de x e de z positivas. Entao

0 _ 2,0
rp=Ax" —b,
0 T,0_ .0
rp =AYy +2 —c

re =22 > 0.

INovamente, durante todo este capitulo, estamos utilizando a notacdo do produto de Haddamard e assim, uv
indica o produto componente a componente de u e v.
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No método proposto, vamos garantir que os residuos primais e duais iniciais sejam nao-

negativos — veja Observagao 3.8 na pagina 68. Escolher um (z°,4°, 2°) que gere residuos iniciais

desse tipo pode ser uma tarefa dificil. Assim, a estratégia adotada é definir Hp e Hp, matrizes

diagonais, tais que cada entrada de suas diagonais seja formada segundo as seguintes regras:

(Hp);

parat=1,...,m, e

para j =1,...,n.

) (33&)

: (3.3b)

Mais que isso, como Hp e Hp sao matrizes de posto completo, o conjunto solugao de (3.1) e

do sistema

HP(A.Z'—b) == O,
Hp(ATy +2z—¢) =0,
xz =0,

(x,z) >0,

(3.4a)
(3.4Db)
(3.4¢)

(3.4d)

¢ o mesmo. De fato, note que apenas estamos multiplicando cada linha do sistema KKT original

por um escalar. Além disso, garantimos que

Hp(r%) >0e Hp(r)) >0

Tal era o objetivo principal dessas transformacoes.
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A otimalidade do sistema (3.1) — bem como de (3.4) — é alcangada quando todos os residuos
forem nulos. De fato, para fins de implementacao, diremos que a otimalidade foi alcancada
sempre que a norma de cada um desses residuos for menor ou igual a uma tolerancia pré-
estabelecida. Assim propomos um método para resolver o sistema KKT escalado que resolva

aproximadamente, em cada iteracao, para (z,y,z) € QF e algum p > 0, o sistema

Hp(Az —b) =0, (3.5a)
Hp(ATy+2—¢) =0, (3.5b)
xz = pe, (3.5¢)
(z,2) > 0. (3.5d)

Observacdo 3.1 (Notacdo). De acordo com o contexto, considerando que k é a iteragdo atual,
podemos nos abster de indicar a iteracdo de um vetor ou varidvel qualquer ¢, isto é, t* = ¢. Neste
caso, utilizamos do simbolo circunflexo ~ sobre um vetor ou variavel ¢t qualquer em questao para

indicar seu valor na iteracdo k + 1, isto ¢, t = tF*1,

3.1 Direcoes de busca

3.1.1 Direcao Afim-escala

Como consequéncia da Secdo 2.1.1, a direcdo afim-escala (Aw®)* que resolve aproximadamente

o sistema (3.1) é encontrada através na solucdo do sistema nao linear

A(Az™r 4k =0, (3.6a)
AT (A HE 4+ (AHE 1k =0, (3.6b)
F(ArHE 4 2R (AN 4k = 0. (3.6¢)
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Deixando de utilizar o indice da iteracao, para simplificar, podemos encontrar, por meio da

equacdo (3.6¢), o valor de Az* como

Azt = —XHzAx +10). (3.7)

Se esta equacio for usada e, além disso, Az for substituido na equagao (3.6b), obtemos o

sistema

AAZ)Saf +7rp = 0
ATAy — X~ 12Aa — XY +rp =0

Este sistema é chamado Sistema Aumentado e tem sua forma matricial dada por

—D b AT| Az —rp+ X "o

A 0| Ay —rp

em que D = X Z~1 é ndo-singular pois (z,z) > 0. Mais que isso, Az pode ser encontrado como

Azt = —D (—’)"D + X g — ATAyaf>
=D (TD — X e + ATAyaf)

=D (ATAy" —t), (3.8)

em que
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Usando a férmula para Az a equagdo (3.6a) torna-se
AD (ATAy" —t) +1p =0

e logo

Ay™ = B(ADt —rp), (3.9)

em que

B = (ADA")™! (3.10)

e portanto B! é sempre simétrica definida positiva, ja que A tem posto completo. Consequente-

mente, para encontrar Aw® usamos uma fatoracio de Cholesky de B~! e uma retrosubstituicio.

3.1.2 A direcao ideal

O método proposto aqui seguird a estrutura dos métodos preditores-corretores (vide Secao
2.2). Suponha que, dados o ponto w = (z,y, z) e um parametro p > 0, seja possivel encontrar

w, solucao do sistema

Az —b=0
ATG+5—c=0 (3.11)
TZ = e

através de um tnico passo ideal Aw = (Az, Ay, Az), tal que

W =w + Aw.

A estratégia adotada neste trabalho para encontrar esse passo ideal é escrever Aw = Aw? +

Aw®, em que Aw® é a direcao afim-escala e Aw® é a direcao corretora ideal.
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Procedendo com as substitui¢oes, na parte linear de (3.11), temos

Az + Az) — b= Az + Ax™ + Az®) — b= (Az — b) + AAz + AAz® = AA2®

=0 por (3.6a)

AT(y+ Ay) + (2 + Az) —c= AT (y + Ay™ + Ay®) + (2 + Az + Az°) — ¢
= ATy +z—c+ ATAy + AT+ AT Ay + Az©

=0 por (3.6b)

= ATAYS + A2

Por outro lado, para a parte da complementaridade de (3.11), temos que

2= (r+ Ax)(z + Az) =2z + 2Az + zAzx + AzAz

= a2+ A2 + 2Ax 2 AL+ 2 A2+ AxAz

=0 por (3.6¢)

= A2+ 2Az° + AzAz.

Usando tais simplificagdes, obtemos o seguinte sistema nao linear

AAxz¢ =0

ATAYe + Aze =0 (3.12)

Az 4+ zAx¢ + AxAz = pe

O vetor AxAz corresponde a uma corre¢cao de segunda ordem, nos moldes dos trabalhos de

Gondzio [25] e Mehrotra [49].

A proposta deste trabalho é utilizar uma forma de generalizacao das correcoes de ordem
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superior usadas por esses autores. Essa generalizacao sera feita supondo que para algum escalar

o positivo e limitado a aproximagao

AzAz ~ o Az Az (3.13)

seja aceitavel. Estamos aqui fazendo um abuso de notagao, ao utilizar o simbolo ~. O que

queremos dizer é que, estamos usando como hipétese que existe o tal que HAxAz — o Az Az
seja suficientemente pequena.

Em particular, note que se 0 = 1 e u = 7%/7 — em que 7, ¢ dado na equagiao (2.23) e
7 =12"2/n — temos o método de Mehrotra [49]. Por outro lado, para Gondzio [25], i é escolhido
como no método de Mehrotra e AXAz é varias vezes aproximado por dire¢oes que projetem,
componente a componente, a complementaridade na vizinhanca Ny(y). Casou=0eo=1,eo0
ponto inicial for factivel, temos o método de Monteiro, Adler e Resende [52].

De fato, a escolha do valor i e a utilizagao de corre¢des de ordem superior definem os diferentes
tipos de MPI que tém sido utilizados atualmente [77]. Isso significa que de certa forma, nosso

método generaliza alguns dos mais conhecidos MPI existentes.

3.1.3 Combinando direcoes

Alguns autores combinam diregoes de corre¢ao utilizando pesos para essas dire¢oes. Colombo
e Gondzio [9] generalizam e estendem o trabalho de Gondzio [25], fazendo com que a combinagao
das multiplas corregoes tenha um peso, que é escolhido fazendo uma busca linear. Ja Jarre
e Wechs [38] propoem um subproblema linear que é resolvido a cada iteracdo e cuja solugao
determina os pesos que as dire¢oes de correcdes de ordem superior terao na direcao final.

Villas-Béas e Perin [73], também no contexto primal-dual, estudam algumas vantagens de
adiar a escolha do parametro de barreira e do tamanho do passo. Estes autores mostram que o

proximo iterado pode ser expresso por uma funcao quadratica do parametro de barreira, bem
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como constatam que tal parametrizacao é 1til para garantir tanto a nao negatividade do préximo

iterado quanto a proximidade destes da trajetéria central.

Uma das principais contribui¢oes do nosso trabalho, através da extensao das ideias de Villas-
Bdas e Perin [73], é a escolha do valor de p — que aqui faz as vezes de parametro que determina
a trajetoria central — e de 0 — que vai pesar a contribuicao da correcdo — sendo feita de maneira
adiada. Por isso tais parametros, bem como o tamanho do passo «, estao sendo tratados como
varidveis. Para a escolha desses parametros, faremos uso de uma funcao de mérito, a qual sera

construida a seguir.

Primeiramente, note que a aproximagao dada em (3.13) transforma o sistema néo linear (3.12)

no sistema linear

AAz¢ =0

ATAY + Az =0 : (3.14)

TAZ° + zAz¢ = pe — o Az A
Expressando tal sistema na forma matricial, temos
A 0 0] Az 0

0 AT 1| |Ayc| = 0 . (3.15)
Z 0 X| |Az° pe — o Azt Az

As matrizes do lado esquerdo das equagoes em (3.6) e (3.15) sdo as mesmas. Com isso, podemos

resolver (3.15) utilizando a mesma fatoragdo de Cholesky de B~ — veja a Equagao (3.10).

De fato, o lado direito de (3.15) pode ser reescrito como

0 0
Lol +o 0 . (3.16)
e —Ar?fA At
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Portanto, para u, o quaisquer — ainda nao escolhidos —, é possivel encontrar a direcao corretora

Aw® como

Aw® = pAuw* + o Aw?, (3.17)
resolvendo entdo dois sistemas lineares similares ao utilizado na dire¢do afim (vide Segao 3.1.1).

Com efeito, encontramos Aw"* e Aw? usando a mesma abordagem da referida segao, i.e.,

resolvendo os sistemas VF (w)Aw* = (0,0,¢) e VF(w)Aw’ = (0,0, —Ax*T Az,

Explicitamente, temos

Ay" = B(ADt") Ay’ = B(ADt°)
Azt = DATAy* — ") e Az = D(ATAy” —t°) : (3.18)
Azt = —X"HzAz" — ) A2 = - XY zAx" + A AZ)

em que

th=—-X"Tle e t7=(X"HAr A

Desta forma, o maior esforco computacional por iteracdo do método proposto consiste em

uma fatoracio de Cholesky da matriz B!, seguido de trés retrosubstituicoes.

Definimos o préximo ponto, para cada uma das variaveis, como sendo

W = w + a(Aw™ + Auw®),

ou ainda, expandindo para cada variavel bem como separando as diregoes, na forma

&=z + a(Ar™ + pAxt + o Ax%), (3.19a)
J=y+ a(Ay" + pAy* + oAy”), (3.19b)
2 =24 (A2 + pAZ 4 o A2°). (3.19¢)
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Até o presente momento, a tripla (a, i, o), em que « é o tamanho do passo, ainda nao foi
escolhida. Para de fato realizar o passo indicado acima, a abordagem proposta neste trabalho
é tratar algebricamente (a, p, o) como uma tripla de varidveis reais, utilizar no maximo trés
retrosubstituicoes para escolhé-las e finalmente usar a combinacao linear das dire¢des Aw, Aw*

e Aw’, com «, it e o determinando as constantes — ou pesos — de tal combinacao.

A funcao de mérito, que sera apresentada em sequéncia, serd formulada a partir dos residuos
do sistema KKT escalado (3.4). Para tanto, na préxima Segdo serd mostrado que é possivel

prever, a depender de uma escolha de (o, p1, o), o préximo residuo deste sistema.

3.2 O proximo residuo

Definicdao 3.2. Definimos p, vetor de residuos do sistema KKT escalado (3.4) para um ponto
(x,y,2), como
pp(l’, Y, Z) = HP(A‘T - b)

p(@,y,2) =1 ppla,y,2) = Hp(ATy + z —¢) - (3.20)

po(@,y,2) = vz

Além disso, seja pr, = (pp, pp)T € R™" o vetor dos residuos da parte linear do sistema KKT

escalado. Definimos o vetor dos residuos na iteragio k como p*. Por construcdo p° > 0 para

(2°,9°, 2°).

Usando a Definic¢ao 3.2, dado um ponto (z,y, z), podemos prever o residuo p, para o préximo

ponto (Z, 9, 2), a depender de uma escolha de («, p, o), através do Teorema 3.3.

Teorema 3.3. O proxzimo residuo para o sistema KKT escalado (3.4) é escrito, em termos da
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tripla (o, 1, o), como

. (1—a)pr
pla, p, o) = (3.21)
(1 — a)pc + ape + a(a — o)Log + a?A(u, o)

em que
A(p,0) = p?Log + Lo+ poLig +0°Loa + Loy, (3.22)
€
Loy = AxafAzaf, L1y = Azt Az + Ax? Azt
Lig = AzAZ" + AzAxt, Loy = AvYA27 + AzAx”, (3.23)
Loy = Azt Azt Loo = Az Az°.

O Teorema 3.3 é consequéncia direta da aplicacao dos Lemas 3.4 e 3.5, que consideram a parte
linear e nao linear de p de forma separada. Esses lemas e suas demonstracoes sao encontrados

na sequéncia.

Lema 3.4. O residuo da parte linear de (3.4) para o proximo iterado € escrito como

ﬁL(a7M70) = (1 - a>pL‘

Demonstragio. Utilizando (3.19) na equacgao (3.4a), temos

pp = Hp(AZ —b) = Hp(A(x + a(Az™ + Az©)) — b)

= Hp(A(z + aAz™) — b) + aHp AA2E.
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Como, de (3.6), AAz* = b — Ax, vale a seguinte igualdade:

Hp(A(z + aAz™) — b) = Hp((1 — o) AAz™)

=(1—a)Hp(Az — )

= (1 —a)pp.

Por outro lado, pela equagao (3.12), AAz® = 0. Logo pp = (1 — a)pp.

A prova para parte dual da factibilidade é similar. Com efeito, de (3.4b) e (3.19), segue

ﬁD = HD(ATZ?—F,%— C)
= Hp {AT (y + oAyt + Ayc)) + (z + oAz 4+ AZC)) — c]

= Hp [ATy +z—c+al(AT Ay + Azaf)} + Hp (ATAyC + Azc) . (3.24)

=0 por (3.12)

Como, de (3.6b), ATAy* + Az* = ¢ — ATy — 2, a equagdo (3.24) torna-se

Hp [ATy +z—c+a(AT Ay + Azaf)] =(1—-a)Hp(A"y+2—c)=(1-a)pp.
Portanto, pp = (1 — a)pp.

Lema 3.5. O residuo da parte da complementaridade de (3.4), para o prézimo iterado € escrito

como

pc = (1—a)pc + ape+ ala —o)Log + o> A, o). (3.25)

em que A(p,0) € definida por (3.22) os vetores L; ;, 1,7 € {0,1,2} sdo definidos por (3.23).
Demonstracao. Para encontrar o residuo da parte complementar para o proximo iterado, consi-
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dere que podemos escrever po = 2. Entao, de (3.19),

1z = (3: + oAz + Amc)) (z + (A 4 Azc)>

= a?(Az™ + Az®) (A2 + AZ°) +a {(xAzaf + 2Az™) + (2AZ° + zAxC)} +xz.  (3.26)

Note que (zAz* + 2Az*) = —zz por (3.6). Além disso usando a equacio (3.17), claramente
TAZM + 2zAzt = e e A2 + zAz° = —Az*Az. Entdo, de (3.15), (zAz° + zAz¢) = pe —
oAz Az,

Assim, a equacao (3.26) torna-se

22 = o (Az™ + Ax®) (A2 + A2%) + a( =2z + pe — o Az AZM) + 12

:tl +t27

em que

t1 = (1 — a)zz + ape + ala — o) Az Az (3.27a)

ty =a® (AmafAzc + Az Az + AxCAzC> (3.27Db)

sao variaveis locais.

Como Aw® = pAw" 4+ o Aw?, entao

Az A2 = pAZEAF + o ArA2C,

Az Az = pAZAT + o AZM AL,
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AxAz° = (uAzt + o Ax”) (pAzt + 0 Az7)

= 1P AT A+ po (ATPAZT 4+ Az AZ) + 0P Az A
Consequentemente t9, dado em (3.27b), pode ser reescrito como

ty = o (MQAZL‘“AZ“ + po (Azt Az + Az®AzF) +

+p (AwafAz“ + Azafo“> +o (AmafAz" + Azaan:(’) + O'QAI‘UAZU> . (3.28)

Basta agora usar (3.27a) e (3.28) para obter Z2Z.
Definindo os vetores A(p, o) como em (3.22) e L;; como em (3.23) e substituindo onde for

necessario, finalmente encontramos a equagao (3.25), levando em conta que po = xz. [

O vetor p(a, p, o) € R, em que ¢ = m+ 2n é precisamente o nimero de linhas de (3.4). Além
disso, uma consequéncia do Teorema 3.3 é que todos os residuos permanecem nao-negativos, se

nosso ponto inicial é interior. Formalmente temos o seguinte Corolario.
Corolario 3.6. Em cada iteragio k, para o € (0,1] e (u,0) > 0, pF(a, p, o) > 0.

Demonstragio. Para a parte linear de (3.4), pelo Lema 3.4, pr(a,pu,0) = (1 — a)pr. Como
garantimos que, p° > 0, 0 < o < 1, por inducdo, o coroldrio se verifica.
A parte da complementaridade, por construgao, é positiva, ja que (z,y,z) € QF. Além disso,

faremos a cada iteragdo o teste da razdo, isto é, escolheremos «y, tal que

—1
min {(Xk)—lek, (ZF)~TAZF —1} .

Logo, pk > 0 para todo k e o corolario ¢ valido. [
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3.3 Um polindmio como funcao de mérito

Em geral, fungoes de mérito para MPI servem para dar uma medida de quao proximo se esta
da solucao do problema, embora nem sempre elas sejam usadas como critério de parada do
algoritmo.

Zhang [82], por exemplo, escolhe o tamanho de passo de seu algoritmo tal que a complemen-
taridade e a infactibilidade primal-dual sejam reduzidas. Para isso, este autor define sua funcao

de mérito como a soma do gap de complementaridade e da norma-2 do residuo primal-dual, i.e.,
¢(x,y,2) =|(rp,rp)|| +2"2

e escolhe a tal que essa funcao seja minimizada. Nada obstante, essa fun¢ao é utilizada apenas
de maneira teodrica, para demonstrar a convergéncia do método.
Do ponto de vista pratico, o PCx [11] utiliza uma fun¢ido de mérito para detectar se o problema

é infactivel ou se a soluc¢ao é desconhecida ou sub-6tima. Nesse caso, a fun¢ao é dada por

el 7ol 'z — by
max{L,|[bl]} = max{L[[c[|} = max{L,]b],]c|}

¢("'E7 y’ Z) =

Note que essa funcao de mérito tem relagdo com o préprio critério de parada da implementacao,
como visto em (2.32).

Neste trabalho, sera definida uma fungdo de mérito que nao sé sirva como medida de comple-
mentaridade e factibilidade, mas que também sirva de guia para a escolha do proximo ponto.
De maneira similar aos autores acima citados, serao usadas medidas da infactibilidade e do gap

de complementaridade.
Definicdo 3.7 (Fungdo de Mérito). Definimos a fungio de mérito de um ponto (z,y, z) como

ITZ

ozl + == (3.30)

¢($7y72): m+n
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em que p;, = (pp, pp) é dado por (3.20) no ponto (z,y, z).

Observacdo 3.8. A Definigao 3.7 é uma das possiveis maneiras de medir quao perto da solugao

estd um ponto (z,y,z). Em particular, esta escolha possui algumas propriedades que serao

exploradas para escolhermos a tripla (o, i, o), a saber:

(i)

(i)

(iii)

(iv)

(v)

A utilizagdo das matrizes Hp e Hp e o Corolério 3.6 garantem que dado (z,y, z) calculado
pelo método e que esteja em Q| o sinal de cada linha de p;, permanece igual em todas as
iteragoes — de fato, determinamos que tais linhas sejam nao-negativas. Neste caso, temos
certeza de que para cada linha i de pr, pr(x,y,2); > 0. Portanto, podemos descartar o

modulo na utilizagdo da norma-1 de py, isto é,

L el = —— S o)
m-+n le_m—i-nez1 Pt

Tal escolha permite transformar a fungao de mérito em um polindémio nas variaveis (o, p, o),

conforme veremos a seguir;

Podemos rescrever o gap de complementaridade como

n

a2z = Z%Zz = Z(Pc)i;
i=1

=1

A média do gap de complementaridade, 7z /n, é usada em geral como parte determinante
do valor para o pardmetro de barreira (vide Secao 2.1.2). Em uma solugdo 6tima, este

valor é nulo;

Também devido ao Corolério 3.6, dado (x,y, z) € Q gerado pelo método, vale
p(x,y,2) > 0;

Finalmente, se (z*,y*, z*) é solugdo de (3.4), entdo p(z*, y*, z*) = 0.
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Por conta dos itens (i) e (ii) da Observacao 3.8, podemos rescrever (3.30) como

1 m—+n 1 n
Y, 2) = + - i 3.31
Plavnz) = oo 3 ou)e 3 (ee) (3.31)

Para fins de notacao, definimos o operador média para qualquer vetor v € RP como

Este operador encontra a média aritmética das componentes do vetor em questao.

Com esta notagao, podemos representar a fungao de mérito (3.31) como

e(x,y,2) = pL + pc- (3.32)

Ao usarmos a Defini¢ao 3.7 em conjunto com o Teorema 3.3, poderemos encontrar o valor
da funcao de mérito para o préximo ponto (Z,7, 2), denotando-a como ¢, a depender de uma

escolha de (a, i1, 0). Com efeito, o Teorema 3.9 a seguir nos da a expressao algébrica de @.

Teorema 3.9. A funcio de mérito para um ponto (&,9,2) da prézima iteragcao do Algoritmo
3.1 pode ser escrita como o polinomio ¢ : R®> — R a depender das varidveis (o, p, o), com a

sequinte exrpressao:

@(Oé, H, U) = (1 o a)(piL + 1070> +op+ Oé(Oé - U)m + Oé2A(M7 0-)7 (333>

em que

A(,U, U) = [LZLQ,O + MLl,O + MO—Ll,l + O'ZLO,Q + 0L071. (334)

Demonstragio. Por conta da Equagao (3.21), sabemos a expressao do préximo residuo, a depen-

69



der de uma escolha de (o, u1, o). Neste caso, a funcdo de mérito preditiva sera

P, 1, 0) = prle, p,0) + pola, p, o). (3.35)

Aplicando diretamente o Teorema 3.3 na Equagao (3.35) e utilizando a definigdo do operador

média de vetor, temos que

Pl o) = —— 3 (pu)e+ - D00,
=1 Jj=1
1 m+n
- & (=)o +
+ 135 (=)o) + om+ ala - ) (Lo, + a?A (.0,

[
Il
-

= (1 —a)(pr +pc) + ap+ala — o) Leg + a*Au, 0),

o que finaliza a demonstracao [

Consideramos que a fungao de mérito para o préximo ponto, $(«, u, o), bem caracteriza todas
propriedades da Observagao 3.8. Com isso, alcancamos o objetivo de encontrar uma funcgao de
mérito que tenha boas propriedades mateméaticas — um polinémio de grau méaximo 2 em cada
uma das varidveis (o, 4, 0) — e que ao mesmo tempo dé uma medida adequada da qualidade

solucao.

Observacio 3.10. E facil ver que

— _1¢ Ax)T (AP
LQ,OZ*ZA[L#AZZ‘L:M:O
n:3 n
e que
I 12 A O'TA o
Loa= 13 Aagazy = BT
n n

i=1

Com efeito, pelas equagoes (3.15) e (3.16), tanto Ax* e Az quanto Ax? e Az? sdo vetores
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ortogonais.

Definindo os coeficientes

a0 = (PL+pc)  agiq =Ly
aro0 = —(pL +pc) @210 = Lig

a0 =1 a0 = Lag =0 (3.36)

ar0,1 = —Loy az0,1 = Lo,

az00 = Loyo asp2 = Loo =0

e adotando a convencao de que se o coeficiente ay ), ; ndo esta definido acima, entao sera nulo,

podemos escrever ¢ como

2 2 2

@(Oéa Ly O') = Z Z Z aé,p,sO/,upo-sa

=0 p=0 s=0
ou explicitamente
Gla, p, 0) = agp0 + 1,000 + a1.1,00 + a1,0100
2 2 2
+ 2,000 + a21,000 W + 2010 0
2
+ agzy107po.
Esses 8 coeficientes de trés indices nao-nulos sao os Unicos coeficientes que sao calculados em

nossa implementacao, além das diregoes.

O método que esta sendo proposto nesta tese encontra, em cada iteracdo, o minimizador
global (a*, pu*,0*) para o polindmio @(a, 1, ). Como ¢ é capaz de predizer a média aritmética
do proximo residuo, esta escolha 6tima permite um passo em uma dire¢do que minimizara o
residuo p, pelo menos em média. Com isso, teremos um problema de otimizagao global a resolver

em cada iteracao.
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3.4 Vizinhanca como restricoes polinomiais

Na Secao 2.2.2, mostramos que bons Métodos de Pontos Interiores baseiam-se na utilizagao de
vizinhangas que fazem com que os iterados estejam a distancias razoaveis da trajetéria central.
Nesta secao mostraremos que, se um ponto pertence a um conjunto viavel gerado por fung¢oes
polinomiais de terceiro grau nas varidveis (o, i1, o), construidas a partir da vizinhanga N_,
entao esse ponto também pertencera a essa vizinhanca. Com isso, tais fung¢oes serao usadas
como restrigoes do problema de otimizacao global da fun¢ao de mérito ¢, garantindo que o
proximo iterado nao s6 reduza o valor da funcao de mérito, mas também que o préximo ponto
tenha as boas propriedades que a vizinhanca N_., possui.

Vamos considerar a relacao existente entre o residuo linear escalado py, na iteracao k£ com o
residuo linear da iteracio k + 1, dada no Teorema 3.3. E possivel, generalizar tal relacio usando
a proposicao seguinte que trata tanto dos residuos lineares de KK'T, quanto dos residuos do

KKT escalado.

Proposicdo 3.11. Seja {(2*,y*, 2*)} gerada pelo Algoritmo 3.1. Entdo para k > 0, vale

rptt = (1= ap)rp = veprp,
(3.37)
rpt = (1= ar)rp = veard,
e além disso
Pt = (1= ap)pl = viapl, (3.38)
em quevy=1¢e
k
Vip1 = (1 — ag)v H (1—a4) >0. (3.39)

Demonstragio. Pela defini¢ao de residuos dada em (3.2) e pela Defini¢ao 3.2, temos que para
todo k, pk% = Hprk e p% = Hprk.

Como Hp e Hp sdo nio-singulares, e como pf = (p%, p)), da primeira equacio de (3.21) do
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Teorema 3.3, segue que pk = (1 — ag_y)plh ' e logo Hprk, = (1 — ap_1) Hpr™! concluindo que

H}SIHPTJkD = (]. — 06}4;—1)7“2_17 isto éa TIkD = (]‘ - ng_l)Té_l

Dai, por raciocinio indutivo segue que

= (1 — ap_y)r
= (1 —Oék_l)"'(l —O./())’f‘?g

= VkT‘?g.

Similarmente, p% = (1 — ap_1)ps " e logo Hprk = (1 — ap_1)Hpr's ', o que significa que

k= (1 — ay_1)r% ! Novamente, por raciocinio indutivo segue que

=1 — 1)

(1—ap_1) (1 —ag)r

= VkTOD.

Finalmente, temos que
Pt = (P, Pp) = (Hprp, Hprp) =
= (Hpvyr'p, Hovr'y) = vi(Hprp, Horp) = vi(pp, pp) = vikpl,

o que finaliza a demonstracao. [

Como v, é uma constante nao negativa, uma consequéncia desta proposigao é que se 7% # 0,

o que implica que p} # 0, para toda norma-p, vale

i, et
r p
_Irtl, et

TR TN
o, et
r p

LP LP
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Logo, pela definicao de operador média, segue que

Ve = ph /9. (3.40)

Caso p? = 0, entdao encontramos um ponto inicial factivel e o Algoritmo resolve o problema
como um método factivel o faz. Na pratica, porém, essa situagao é rara.

No Capitulo 2, Equagao (2.20), mostramos que Kojima, Megiddo e Mizuno [44], assim como
Wright [77, pg. 110], utilizaram em seu método infactivel a vizinhanga de passo largo infactivel

N_oo(7,8). Com essa definigao, podemos fazer as seguintes ilagoes:

e x;z; ¢ nao s6 o par de complementaridade, mas também o residuo atual do sistema KKT

na parte da complementaridade — vide Equagao (3.2¢).

e O termo
T

ztz 1
7':7:*Zl‘i2’i
n iz

pode ser entendido como a média dos residuos, no que diz respeito a parte complementar

de KKT. Em nossa notacgao, 7 = po. Além disso, z;z; = (pc);-

Com tudo isso, mais a Defini¢do 3.2 e a Proposig¢ao 3.11, é possivel rescrever a vizinhanga

N_oo(7, B) para o sistema KKT escalado como

N—oo</y76) = {('xayvz) S Q+ . % S Bga (PC)Z 2 ’7/7707\7@ = 17 s 7n}) (341>
PrL Pc

em que v € (0,1) e 5 > 1.

Por conta de (3.40) e (3.41), segue que para qualquer ponto (z*, y*, 2%) € N_o (v, 8) vale
e < B /7T (3.2

Até agora, o método proposto resolve o sistema KKT escalado (3.4) e além disso usa a fungao
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de mérito ¢ dada em (3.33) como guia para a escolha das variaveis («, p, o) e por conseguinte do
proximo ponto. Por conta do exposto acima, exigir que o préximo ponto pertenca a vizinhanca
N_oo(7, B), equivale a dar uma garantia de que este ponto estard a uma distancia adequada da

trajetoria central.

Para tanto, é necessario escrever fungoes nas varidveis (v, i1, o) que sirvam de restrigoes para o
subproblema de minimizacao global da fungdo de mérito ¢ e que garantam que o ponto escolhido

esteja em N_ (7, B).

Notando que pc = xz e portanto (pc); = z;2; € pc = ' 2/n, e usando a Proposicio 3.11 e a
equagao (3.40), é possivel ver que um ponto (x,y, z) € QT gerado pelo Algoritmo 3.1, cumpre as

condigoes da vizinhanga N_ (7, 8) para o sistema KKT escalado, se valerem as desigualdades

(pC)i(x’yaz) _fypic(xaya Z) >0, Vi = L...,n (3438’)

. Vi
pc(z,y, 2) — gp%

Y

0. (3.43b)

A escolha de (a, p, o) sera feita através do seguinte subproblema de otimizagdo: minimizar
a func¢ao de mérito para o proximo ponto ¢, dada pelo Teorema 3.9, restrita as desigualdades

(3.43), também para o préximo para o préximo ponto, sempre levando em conta o teste da razao.

Para expressar tal problema de forma apropriada, assim como feito com ¢, vamos explicitar as
desigualdades (3.43) para o préximo ponto em termos de («, p, o). De fato, para que o préximo

ponto (%, 7, 2) gerado pelo Algoritmo 3.1, definimos os lados esquerdos de (3.43) como

glc(‘,i.’g’ 2) = (ﬁC(jagaé\/))Z_’YﬁC(i‘)ga 2)7 L= 17"'7”7 (344&)
R (3

gL(xaya Z) = PC(%%Z/) - Bp% (344b)

Assim, usando os Teoremas 3.3 e 3.9 em conjunto com (3.44a), obtemos g&, parai =1,...,n,

em func¢ao de («, p, o) como
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gl p,0) = (1 —a) ((pe)i — vpe) + ap(l — )+

+ ala — o) ((LO,O)i - 7@) +a? (A(u, o) —yA(u, 0)) . (3.45a)

Por outro lado, considerando que 7 = 141 = (1 — @)y, e levando em conta novamente os

Teoremas 3.3 e 3.9 em conjunto com (3.44b), obtemos g, também em fungdo de («, p, o) com

a seguinte expressao

gL(au 1, U) = (]‘ - Oé) (picV - BLVk) + ap + Oé(Oé - 0>L0,0 + 052/1(:“7 0)) (345b>

e

5

Desta forma, exigindo que as desigualdades

em que [ =

gl o) >0 Vi=1,...,n

gL(aa s 0) >0

sejam satisfeitas para alguma tripla (o, i, ), garantimos que o préximo ponto estard na vizi-
nhanca N, (7, 8). Neste sentido, essas desigualdades se tornam parte das restrigdes de nosso

subproblema de otimizagao global, o qual leva a escolha, em cada iteragao, de (o, u, o).

Resumidamente, o subproblema de otimizacao global pode ser escrito como
min @(Oéa M, U)
(e,p,0)

gola o) >0 Vi=1,....n
(3.46)
S. a. gL(a7M70) >0

0< (04,/%0) Sua
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em que u € R? é um vetor de limitantes superiores para (v, i, 0). Para o, u; < 1, pois nao
queremos que o préximo ponto saia do interior do ortante positivo. Com efeito, também nao
queremos o = (. Por isso mesmo, durante a demonstracao de convergéncia daremos garantia de
que ¢é possivel reduzir a funcao de mérito usando a > 0. O teste da razao é sempre utilizado em
cada iteracao para garantir isso. Por outro lado, para p e o os limitantes superiores us € ug sao
escalares positivos que podem ou nao ser diferentes para esses dois pardmetros.

O problema (3.46) é um um Problema de Otimizagao de Polindémios (POP) e, em geral, é
dificil de ser resolvido. Considere que o conjunto dos polindmios aproxima o conjunto de todas
as fungoes continuas em conjuntos compactos e, por isso, minimizar polinémios globalmente nao
é uma tarefa trivial. Com efeito, para alguns exemplares, um POP é NP-Hard [46, 47].

No entanto, em nosso caso, Villas-Boas et al. [72] resolvem um problema com caracteristicas
parecidas com (3.46) em tempo computacional muito baixo, o que permite sua utiliza¢gdo em
termos praticos. Um resumo dessa estratégia, que foi utilizada em nossa implementacao, estd
no Capitulo 5.

No presente capitulo estabelecemos as bases do Método de Escolha Otimizada de Parametros,
as quais se encontram resumidas no Algoritmo 3.1. Nos capitulos que seguem estabeleceremos
os resultados teodricos dessa abordagem, garantindo convergéncia e polinomialidade do algoritmo,
bem como os resultados dos experimentos computacionais de nosso método. Mais uma vez
ressaltamos que nossa abordagem é tratar o MEOP tanto do ponto de visto tedrico, quanto do
de implementacao, garantindo que os resultados da analise tedrica sejam estabelecidos para o

algoritmo que estd, de fato, sendo implementado.
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Capitulo 4

Convergéncia polinomial do Método de

Escolha Otimizada de Parametros

“Nothing ever comes to one, that is
worth having, except as a result of

hard work.”

(Booker T. Washington)
Conforme esclarecem Zhang e Tapia [83], do ponto de vista matemédtico, os conceitos de

polinomialidade de um algoritmo e de taxa de convergéncia sao incompativeis. Enquanto a
polinomialidade tem sentido apenas quando o algoritmo termina em um ntimero finito de passos,
a taxa de convergéncia estd definida apenas para métodos que tomam infinitos passos para
convergir. Quando se diz que um Método de Pontos Interiores é polinomial, tem-se em mente
dados inteiros ou racionais e terminacao finita. Por outro lado, quando se diz que o mesmo
algoritmo tem convergéncia linear, por exemplo, isso é feito no sentido tradicional da analise
numérica [59]. Para uma abordagem mais completa de teoria de complexidade em Métodos de
Pontos Interiores veja o texto de Wright [77, cap. 3.

Da mesma forma que esses autores, discutiremos aqui tanto polinomialidade quanto taxa

de convergéncia do Método de Escolha Otimizada de Parametros. O objetivo principal deste
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capitulo é provar que o Algoritmo 3.1 converge em uma taxa Q-linear e tem ordem polinomial
de iteragoes.
Para tanto, fixaremos os pardmetros (i, o). O motivo de fazermos isso é facilitar as contas.

Neste sentido escolheremos estrategicamente para o parametro p o valor

em que 7 € (Mmin, Mmax ), €Nquanto o parametro o serd fixado como & = 0. Em alguns momentos,
utilizaremos apenas ¢ ao invés de 0, pois derivaremos desigualdades importantes que vao valer
para qualquer valor de 1 e 0. Essas escolhas fazem com que nosso método resolva sistemas
lineares similares aos dos métodos seguidores de caminho, vistos no Capitulo 2. Os valores dos
limitantes de n para estes [i e ¢ fixados sao determinados no Teorema 4.10.

A fixacao desses dois parametros permite as demonstragoes que seguem e a consequente
prova da convergéncia do método de maneira mais facil. No entanto, na préatica, o método tem
desempenho melhor, ja que se busca, em cada iteracao k, o minimizador global de ¢ através
da solugao do problema (3.46), dado por (a*, u*,0*), e portanto $(a*, u*,0*) < $(&, i1, &), para
todo &.

De fato, com = fi e 0 = &, vamos determinar que existe & no intervalo (0,1) que cumpre
com as condigoes da vizinhanca N_ (7, ), para algum 7 e 3. Por tltimo, vamos mostrar que &
é grande o suficiente para fazer com que a fungdo de mérito ¢ decresga suficientemente. Vejamos
como isso se da.

A fim de poder resolver o problema primal-dual (2.1-2.2), vamos considerar valido o Pressu-
posto 2.1, isto é, que o interior da regiao factivel é ndao vazio. Além disso, vamos considerar que
o PL em questao possui ao menos uma solugao 6tima.

Pelo Teorema 3.9, a fungdo de mérito para o préximo ponto é, nas variaveis (o, i, o),

@(OQ 2 U) = (1 - Oé)(pi + %) +op+ Oé(Oé - O-)LO,O + OZ2A(,LL7 0)7

80



em que

Ap,0) = Lo + pLio+ polyy + 02L0,2 + 0L,

Como vimos na Observacao 3.10, Loy = Lo = 0. Fixando pp = fi = n% =npkeoc=6=0
e usando a Proposicao 3.11, podemos rescrever a funcao de mérito para o proximo ponto,

dependendo apenas de uma escolha de a como

A

pla) = (1= a)(wepl + p&) + ampl + o® (Log + nplLio) - (4.1)

Apenas para facilitar a notacao, dada uma iteragdo k qualquer, definimos ¢ = pr11 € © = .

Seja a funcao auxiliar dada por

a vl + (1 —n)pk — (Lo,o + UP]&LLO)]
VkPL + Pc

Usando tal definicao, derivamos a seguinte relacao entre a funcao de mérito atual ¢ e a da
proxima iteragao ¢:

2= (1-6(a))e. (4.3)

Como ¢é necessario garantir que ¢ seja nao negativa, devemos escolher um tamanho de passo
ay, em cada iteragdo k, tal que 6, = 0(ay,) < 1. Além disso, se existir um escalar § > 0, tal que

0 = lim inf (), entdo para k suficientemente grande

PEEL (1-0) <1 (4.4)
Pk

e, logo, a sequéncia {¢y}, gerada pelo Algoritmo 3.1, converge para zero Q-linearmente [59].
Como vimos, de modo a garantir a convergéncia dos pontos gerados pelo Algoritmo para uma
solugao 6tima (z*,y*, 2*) do problema de PL, além de ser crucial que exista & > 0 tal que, para

toda iteracao k, exista ay, € (0,a], de modo que a equagdo (4.3) seja valida, é preciso que todo
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ponto (¥, y*, 2¥) pertenca a vizinhanga N (7, ).

Para tanto, sejam

aL = m(a(])i]{a i g6(v, 1,6) > 0 paratodo 0 <v <a}, i=1,...,n,

ae(0,
A A 4.5
aco @lgnn{%}’ (4.5)

ap = m(ao}%{a tgr(v,[1,6) > 0 para todo 0 < v < a},
ac(0,

em que g, e g, sdo dadas pelas equagoes (3.45a) e (3.45b), j& tendo sido fixados os pardmetros
p=jeo=a.

Com isso, escolheremos & que garanta decréscimo suficiente de ¢ ao mesmo tempo em que
assegure a pertinéncia de (z*,y*, 2*) & vizinhanca N_. (7, ) por sujeitar ¢ tanto a (3.45a)

quanto a (3.45b). Isso sera feito simplesmente por escolher

& = min{ae, ar}, (4.6)

em que ¢ e &y sao definidos nos Lemas 4.8 e 4.9.

Veremos que essa escolha garante que o Algoritmo 3.1 gere uma sequéncia {¢x} que decresce
de maneira suficiente a cada passo, tal que ¢, — 0, quando k£ — oo. Assim, o Algoritmo gera
pontos (¥, y*, 2¥) que tem as boas propriedades da vizinhanca N_ (v, 3) e ainda faz com que
(2%, y*, 2%) convirja para alguma solugdo étima (z*,y*, 2*) do problema primal-dual (2.1-2.2).

Em seguida, fazemos a demonstracao da convergéncia do Algoritmo proposto. A analise que

segue é baseada naquelas feitas por Wright [77, cap. 6], Zhang [82] e Zhang e Zhang [85].

4.1 Resultados técnicos

A fim de demonstrarmos a convergéncia e a complexidade do Algoritmo proposto, na presente

secao provaremos alguns lemas técnicos que serao utilizados para estabelecer nossos principais
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resultados de convergéncia.
Primeiramente, é necessério escolher v € (0,1) e § > 1 adequados, para construir a vizinhanga
N_oo(7,8). Para o primeiro pardmetro, varias escolhas sao possiveis como, por exemplo, a de

Colombo e Gondzio [9] que utilizam v = 1/10. Vamos escolher v tal que

min(z{z)) 1
1

<min{ -4+~
7= G0 10 (0

0 que garante que o ponto inicial satisfaz a desigualdade (3.43a).

Usando um raciocinio similar, para qualquer 8 > 1, o ponto inicial sempre satisfaz (3.43b).
Quanto menor for 3, mais acelerada é a reducdo das médias dos residuos de complementaridade,
dadas por %, em relacao a redugao da média dos residuos de linearidade E Para facilitar o
raciocinio, do ponto de vista tedrico, vamos escolher o menor valor possivel para (3, isto é, § = 1.

Além disso a seguinte observagao sera util.

Observacio 4.1. Seja (Ax, Ay, Az) uma terna qualquer de diregoes. Se
AAz =0e ATAy + Az =0, (4.7)

entao

ArTAz = —AxT (AT Ay) = —(AAz)TAy = 0. (4.8)

Em demonstragoes de convergéncia e polinomialidade de Métodos de Pontos Interiores infacti-
veis, em particular no métodos do tipo Mehrotra como o que propomos, é necessaria a aceitacao
de algumas hipoteses ou condigdes sobre o ponto inicial e sobre uma solugao 6tima. Veja por
exemplo os trabalhos de Wright [76], Wright [77, cap. 6], Wright e Zhang [78], Zhang [82] e
Zhang e Zhang [84, 85]. Tais hipdteses permitem estabelecer um limitante para a sequéncia
{(2*,2%)}, o que é de vital importancia para as demonstracdes.

No entanto, embora as hipoteses utilizadas nos trabalhos acima produzam uma ordem de
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convergéncia polinomial, estas sdo impraticaveis do ponto de vista da implementacao, ja que
utilizam pontos iniciais que geram péssimo comportamento quando utilizados e, ao mesmo

tempo, exigem o conhecimento a prior: de um limitante para a solugao 6tima.

Nesse trabalho, preferimos obter uma ordem de complexidade um pouco maior, embora ainda
polinomial, porém com um ponto inicial cuja eficacia é bem demonstrada na pratica. Para tanto
propomos a Condicao 4.2, que envolve o ponto inicial, uma solu¢do 6tima do PL e uma medida
do tamanho dos dados do problema. Tal Condicao foi satisfeita para todos os problemas do
conjunto de testes que utilizamos — veja Segao 5.1, com ponto inicial (z°,¢°, 2%), dado em (2.30),
obtido a partir da heuristica de Mehrotra [49] — veja Segao 2.3.3. Estamos fazendo isso para

garantir que a andalise de convergéncia seja feita no Algoritmo que é de fato implementado.

A medida do tamanho dos dados vai ser dada pela constante positiva

¢ = max {‘Aij

>’bi‘7

cj,paralgigmelgjgn}, (4.9)
que corresponde ao maior valor absoluto de todos os dados de entrada do problema (2.1-2.2).
Podemos supor sem perda de generalidade que ¢ > 1, bastando para isso fazer um escalonamento
trivial. Entretanto, na pratica, usualmente sao feitos escalonamento mais sofisticados, como o
de Curtis e Reid [10]. Em nossa implementagao, mantivemos o escalonamento de Curtis e Reid,

que ¢é usado no PCx.

A Condigao 4.2, que enunciamos a seguir, ¢ uma hipotese tedrica necessaria para as demons-
tragoes de convergéncia e complexidade que estamos procedendo, porém nao serd necessaria na
implementacdo do MEOP. Como dissemos, ela é valida para o ponto inicial que escolhemos na
implementacao, porém é possivel que estudos futuros determinem outros pontos iniciais que, ao

satisfazerem tal condicao, tém garantia de convergéncia do MEOP.

Condicdo 4.2. Para o ponto inicial dado por (2.30), com (2°,2°) > 0, existe uma solucdo étima
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(x*,y*, z*) do problema (2.1-2.2) que satisfaz

2272 + () 4 @V o o
(xO)Tzomiin{xQ 0 H(x,z) (z*,2%)

1971

<t (4.10)

em que s > 0 € calculado por (4.9).

O primeiro lema a seguir mostra a existéncia de um limitante para l/kH(xk,zk)Hl Uma
demonstracao similar, porém com condigoes para o ponto inicial e para a solu¢ao 6tima diferentes
da que aceitamos aqui, pode ser encontrada em [77, Lema 6.1], fonte da qual a transcrevemos

com as adaptagoes pertinentes a nossa notagao bem como a hipdtese que aqui assumimos.

Lema 4.3. Suponha que a Condicio 4.2 seja vdlida. Entdo, para qualquer iterado (%, y*, 2*)

gerado pelo Algoritmo 3.1, vale

wl (2%, 29| [0, 2%) = (@, =)

< s'npk, (4.11)

em que vg € definido em (3.39).

Demonstragao. Seja o ponto auxiliar

(‘%7 g? 2) - Vk(x07y07 ZO) + (]- - Vk)(x*a y*a Z*) - ($k>yk» Zk)

em que (2°,%°,2%) é ponto inicial dado por (2.30) e (z*,y*,2*) é uma solucdo 6tima, para os
quais é vélido (4.10).

Note que

Az = A2 + (1 — )2 — 2%) = 1 (A2 — Ax*) + Az* — Ak
= v (A2 — b) + (b — Az®) = vprh — b

k k
=Tp—Tp =V,
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e que

AT+ 2=AT )’ + (1 — vy — ") + (2’ + (1 — ) 2" — 25)
= v [(ATy" + %) — (ATy" +29)| + [(ATy" +27) = (ATy" + )]
= l/kr% — r’f)
= —rh =

Portando, (7,7, 7) também satisfaz (4.7) e entdo vale (4.8), isto ¢, ()Tz = 0.

Logo temos que

0=32"2= " + (1 —vp)z* — 25T (2’ + (1 — )2 — 29)
=227+ (1 — )2 (@) 2" + (1 — 1) (@) 2" + ()7 2Y)

+ (@) 2 — v ()7 2° + ()7 2F) — (1 — ) ((2F) T 2" + ()T 2F). (4.12)

Como (2%, 2%) > 0 e (2*,2%) > 0, vale ((z*)T2* + (2*)T2%) > 0. Além disso, (z*,y*,2%) é
uma solugdo 6tima, e por isso (x*)7z* = 0. Usando essas observagoes e levando em conta que

v, € (0,1), podemos reorganizar a equagao (4.12) como

Ve((2®)T20 4+ (2°)72) < (@72 + (M) 2 + v (1 — ) ()T 2 + (2%)720). (4.13)

Note que como (z¥, z%) > 0, segue que

020

et

min{x
7

n n
(e, )], = mina (z s> )
=1 =1

< min(zf)|[* |, +min(ad)||4]|| < (@)= + (@),
(A (A

%

1
o que implica que I/kH($k, zk)H1 < vp((aM)T20 + (20)T2) min{a?, 20}

et
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Comparando o primeiro termo do lado direito dessa desigualdade com (4.13) obtemos

1

e e e e i v

7 Z

Agora, v, € (0,1) implica que v < v, e que V(1 — 1) < 1. Além disso, para qualquer k,

(F)T2k = n% Usando esses argumentos na ultima desigualdade obtemos

1

mln{x

z/kH(xk,zk)Hl < [nuk%—l—n%%—yk(( N2 + (2972 )} -

79 ’L

Considerando que (z%,y*, 2*) pertence a vizinhanca N . (v, 3) e portanto vale (3.42), e

considerando ainda que 8 = 1, temos 1, < %/%

Por tudo isso, obtemos

o 4, < 7 - G 2+ 7]
— [2npc+ (20 n,)og 0((xO>TZ* + (x*)TZO)] mln{;z, ,0

_ 2($O>TZO+(( O)Tz*+( *)TzO)
()T zomln{x

ok
npg.

Z7’L

e utilizando a

Multiplicando ambos os lados dessa tltima desiguladade por H(IL‘O, 20) — (2%, 2%)

Equagao (4.10) da Condigao 4.2 finalmente obtemos

- 2($O)TZO+ ((xO)T,z* + (m*)TZO)
T @) min{ad =)

l/kH(IBk, zk)HlH(xo,zo) — (2%, 2") H(xo, 2%) — (2%, z*)H npk,

< <'npg,

como queriamos demonstrar. [ |
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A préxima proposicao serd utilizada nas demonstragdes que seguem e é um fato conhecido e

bastante utilizado em MPI.

Proposicao 4.4. Seja D uma matriz diagonal ndo-singular de ordem n e sejam u,v € R" tais

que uTv >0, entdo
Juell, < I1Dul| D] < ; <||DuH +|| o~ ) | (4.14)

Demonstracao. Para a primeira desigualdade vejamos que

2
luvll} = (ZWM\) Z uivi]’
i=1 =1
= ||luwv|® = (w)¥ (w) = "D T D W' DD uw

=o' DD DuD v = ||Du||2HD_1UH2 :

e logo a segunda desigualdade de (4.14) estd provada.

Com relagao a terceira desigualdade, note que
2 ) )
0= (|Dull = [ D7) = 10wl = 2Dl [ D7e] + D71

e portanto temos

|Dul[D] < (HDuH +|p- UH) .

De agora em diante, dados (z¥, 2*) gerado pelo Algoritmo, definimos a matriz D* como sendo
Dk — (Xk)_l/Q(Zk)l/Z.

Podemos agora enunciar o seguinte lema.
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Lema 4.5. Suponha vdlida a Condicao 4.2. Entao

Demonstragdo. Seja a direcao auxiliar

(ALE, Ay, AZ) — ((AIaf)k, (Ayaf)k:7 (Azaf)k:) + Vk<ZL’O _ x*’/y() _ y*720 _ Z*),

(4.15)

em que (2%, °, 2°) é o ponto inicial dado por (2.30) e (z*, y*, z*) é uma solugao 6tima, satisfazendo

(4.10).
Note que
AAz = A((Az™)F + vy, (2° — 27))
= A(Ax™)F + (A2 — Ax®) = A(Ax™)F + vy, (A2 — D)
= b+ = —rh 4k =0,
e que

ATAy + Az = AT((Ay™)* +u(y” — ")) + (A2 + (2" = 27))

= (AT(AP 4+ (A1) (AT + 20— (ATy 4 2)

=—rp+ (4T +27 —¢)

k 0 k k
= —rp+uvrp=—rp+rp=0.

Portando, (Ax, Ay, Az) satisfaz (4.7) e logo vale (4.8), isto é, AzTAz = 0. Assim,

0=Ar"Az = ((Axaf)k + v (2° — x*))T ((Azaf)k + (20 — z*)) :

89
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Usando essa dire¢ao auxiliar e equacao (3.6¢), obtemos

z* ((Axaf)k + v (2 — x*)) + X* ((Azaf)k + (20 — z*))

= 2P 4 1, ZF (20 — ) 4 1 X0 - 27).

Multiplicando toda essa expressdo por (X*Z*¥)=1/2) e notando que D* = (X*Z¥)~1/2 7% ¢ que

(DF)~1 = (XkZF)=1/2X* resulta em

Dk ((A:L‘af)k + l/k(:L‘O B l‘*)) + (Dk)—l ((Azaf)k + Vk(z[) . Z*)) _

— (@22 £ DR (2° — 2%) + v (DF) (20 — 2%). (4.17)

Note que, como vale (4.16), utilizando o Teorema de Pitdgoras para norma-2 de vetores e

tomando a norma-2 ao quadrado do lado esquerdo de (4.17) obtemos

2

HDk ((A]?af)k + Vk($0 _ m*)) + (Dk)—l ((Azaf)k + Vk(ZO - Z*))

2

HDk ((Aggaf)k + (2 — x*)) 2 +H(Dk>_1 ((Azaf)k (20— Z*))

Se usarmos este resultado e a desigualdade triangular, apds tomarmos a norma-2 ao quadrado

de ambos os lados de (4.17), obtemos

2 2

HD'g ((Axaf)k + v (2 — x*)) <

R

+ [ (DF) 7 = 27)

{H(xkzk)l/QH " VkHDk(xo i

}2
Como o segundo termo dessa inequacao é nao negativo, obtemos

HDk ((Axaf>k + uk(xo _ x*))H < H(xkzk)l/QH + kaDk(xO — )

+ I/kH(Dk)il(ZO _ Z*)
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Uma aplicacao direta da desigualdade triangular e a adi¢ao de um termo I/kH(Dk) 120 —2%)

extra resulta em

HD’“(Axaf)kH —=||D¥ ((Amaf)’C + v (2® — 2%) — (2 — ZL'*)) H

IA

D¥ ((Axaf)k + v (2® — x*)) H + I/kHDk(J?O — ")

IN

(4.18)

(z*2") 1/2H + 2uy, HDk 2 — z*)

@M =2

—1/2
Vamos mostrar a existéncia de um limitante de magnitude O (p’é / ) para cada termo do

lado direito de (4.18) . Nesse caso, o mesmo se aplicard a H(Dk)*l(Azaf)kH.

Para o primeiro termo, note que

1/2
—1/2 n —1/2
H ) 1/2H ( ) = ((z")TR)2 = pt2pk " < mplé ; (4.19)

ja que v € (0,1) e v/n < n, para todo n natural.

A norma-2 da matriz D* serd

— Dke — (Xka)71/2Zk < (Xka)fl/Q Zk :
o0 1

o0

e similarmente
|7 < ez ]
Mais que isso, como (2%, 4%, 2*) € N (v, B), de (3.41),temos que

1 < 1
k k\1/2 — —1/2°
(xz zz) 'yl/Qpé,

|(xkzE)12)| = max_ (4.20)

Com essas desigualdades para norma de D* e de (D)1, utilizando propriedades de norma
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de matrizes e vetores segue que

[ DA = @)+ (D970 = =) < wi[ D[ = & 4 w020 -
<w (| @) a2 - @)
<uxt 27 (kau A - ]

< w8 ) o2 = @tz
Do Lema 4.3, da Equacao (4.20) e da desigualdade acima segue que

[t =+ 08y 10 = ] < st = S )
vy, T = Vg 2 —z —gnp071/2%1/2_71/2np0 . .

Se usarmos as equagoes (4.19) e (4.21), comparando-as com (4.18), temos que

—1/2 264 —1/2

HD’“ Aa:af ‘ < 1/2,00 + 771/271/)0
1+ 2¢* —1/2
< e e
2 4
em que % > 1, jad que v € (0,1).
8

Com isso, obtemos que

HDk(AQ]af)k

< (L) e o tiasy

14 2¢* —1/2
7 < ( 7 >n,00 . (4.22)

Usando as desigualdades da Proposigao 4.4 e a Equagao (4.22), completamos a demonstracao,

obtendo

H(Al,af)kz(AZaf)k ’ ; <HDk (AP

’ S H(A$af)k(AZaf)

ey

)

2
. <1+2<> k1/2] :(1+2<4)2n2p—k

71/2 npe v C u
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Lema 4.6. Suponha vdlida a Condicao 4.2. Se

o> m, (4.23)
entao )
J 4\2
fiaras] <faapasp], < TEOET gy
R 2
em que [U’V A 2§4)2} > 1.

273

Demonstragdo. Note que por conta de (3.14), temos que ((Ax©)*, (Ay°)*, (Az°)F) satisfaz (4.7)
e logo ((Az°)M)T(Az%)% = 0.

Além disso, também por causa de (3.14), temos que
ZF(Ax)F + XF(AZ) = pe — o(Ar*F (A,

-1/2

Multiplicando toda equacido a anterior por (X*Z*) , para algum p e o a ser escolhido,

segue que

Dk(AZ'C)k + (Dk>71<AZc)k — (Xka)fl/Z(ue . U(A(Kaf)k(AZaf)k).
Por um lado, temos que

"Dk(Axc)k+(Dk)fl(AZc)kH2 :HDk(Axc>kH2_i_"(Dk)fl(AZc)k’f_'_2((Axc>k)T(Azc>k

= || Dr x|+ (%) az
Assim, usando consisténcia de normas, obtemos

HDk<Axc>kH2 +“(Dk)—1(AZc>kH2 :H<szk)—1/2(M€ _ O(Axaf>k<AZaf)k)H2

< exh 222 (we — oAyt a2y
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A Equagao (4.20) e o fato de que (z*, y*, 2%) € N_o(7, 8)) permitem que derivemos, a partir

da desigualdade acima,

IN

HD’“C(AmC)kH2 —I—H(D/’“)_I(AZC)’“H2 {min {xlek}} 1H(ue - U(Azzcaf)k(Azaf)k)H2
{min {xfzf}} - (uHeH + O'H(Axaf)k<AZaf)]gH>2

)_1 (Nm aH(Axaf)k(Azaf)kH)z .

IN

(7ot

IN

(4.25)

(1 + 2¢%)2

Para utilizar (4.15), definimos a varidvel local ¢ = , tal que

H(Amaf>k<AZaf)kH < th%

Agora, fixamos u = i = 17% e 0 = 0, este ultimo ainda a ser determinado. Notando que para

todo n natural vale \/n < n? a desigualdade (4.25) pode ser transformada em

| D@y |+ (05 @z < (k) (npbv/n + ainok:)”
< (1) (nv/m +otn®) ok

< ()7 (1 + 6t)* n' k. (4.26)

Observe que v € (0,1) e, logo, t > 1. Dai, se n € [0, 1] e se (4.23) for satisfeita, entao
6> \ﬁt— 1

(n+ 61&)2

e por isso garantimos que > 1, como queriamos.

Ao substituirmos o valor de ¢ nessa ultima desigualdade, temos
L (14 2¢%)?

2
N 7 2
(n+6t)* [7”0 ~ 1 e+ 264
v v & '
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Substituindo essa expressao em (4.26), obtemos

| < o]

| DA +[[(p*) (A = ey (4.27)

Pra finalizarmos, como consequéncia das desigualdades dadas pela Proposicao 4.4 e da Ine-

quagao (4.27) temos

[(aaoy (2= <[l ae) =5 (I e+ ot as)
2
{ 217+ e ' pg
como queriamos demonstrar. [

Lema 4.7. Suponha vilida a Condicao 4.2. Entao vale

Az (aze) + (AzsyF(azh| < A {m,; 2V (4.28)

Demonstragio. Sejam as constantes locais

2
1+ 2¢* . {m +6(1+ 2§4)2}

tl = —0 (§ 9 =
71/2 ,)/3

A partir das Inequagoes (4.22) e (4.24) e da inequacao (4.14) segue que

|(awt: (a2t <[ D[ (0% A
< gk (b0 2

= (tt3*)n? k..
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Similarmente,

(Axc)k(AZaf)kul < (t1t3*)n3pk. Com isso, temos que
H(Axaf)k(Azc)k + (Axc)k(Azaf)kul < 2(t1t§/2)n3%.

Para finalizar, temos que

12 1+ 2% ny + 6(1 + 26*)? 2(1 + 2¢%) [m+6(1 +2<4)2]
2tyty' ) =2 : = .
2 4172 ~v3/2 42

4.2 Prova de complexidade e convergéncia

A fim de que o Algoritmo 3.1 esteja bem definido é necessario que exista em cada iteragao k
uma tripla (o, pg, ox), de modo que seja possivel encontrar um préximo ponto (z,9, 2). Com
efeito, considerando que fixamos os valores de p como i = 77% e agora que faremos o como
& = 0, basta encontrar um tamanho de passo oy > 0 tal que o préximo ponto (Z, 7, 2) satisfaga
as restri¢oes da vizinhanca N_o (7, 8) e, além disso, tenhamos 0 < f(ay;) < 1. E o que os
proximos resultados garantem. Observe que, por conta de (4.23), como & = 0, teremos que

n > /7. Isso dard o primeiro limitante para 7.

Lema 4.8. Seja G dado em (4.5). Entao
dC Z 51/’”4,

em que

5 — 2iy(1 =)
P2 8n(1 4 2¢4) 4 4(1 + 264)2

(4.29)
¢ uma constante independente de n.

Demonstrag¢io. Primeiramente, considere que , assim como na Equacao (4.1), as escolhas de

ft e & permitem rescrever a fun¢ao g, para i = 1,...,n, que foi dada em (3.45a), somente
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dependendo de uma escolha de «. De fato, temos

)

gola) = (1= a)(p&)i + anpls + o [(LE )i + npb(LE )i + (o) *(Lh )i +

— v [(1 = Q)pk + anpl + o (LIS,O + UPI(CJLIf,o)}

Note que, por conta da Observagao 3.10 na pagina 70, L’§70 = 0 e, por conta disso, essa constante
nao aparece no termo que ¢ multiplicado por —y na expressao acima. No entanto, nao ha
qualquer substituicao possivel para (Lg,o)i e, logo, ela continua aparecendo na expressao de

9o ().

Sejam as constantes

xi = Pk ((Lo)i = 7L) (4.30)

Usando o fato de que o ponto atual pertence a vizinhanca N_o(7, /), e as definigdes da

Equagdo (4.30) rescrevemos gi(a) como

go(a) = (1= a)((p6)i = v06) +(1 = ymppa + (G + xi + &)a?

>0

> (1= y)mpka+ (G +xi + &)’
> (1- 7)77%04 — (G| +xil +1&])e?

= a (1= )mel — (1G] +Ixil +1&)a] = ki(a),
em que h' é uma quadratica concava em funcdo de av com uma raiz nula e uma positiva.

Vamos agora obter limitantes para |(;|, |x;| e para |&].

Considerando que nas substituicoes que, seguem, as defini¢oes dos vetores L’g’j dadas em (3.23)

97



fazem com que sejam validas

i <[zt o 2] < )2k, (4.31)
Mais que isso, j4 que v/n < 1, obtemos
)i =2 <@+ PR < 28], + ek, = 22k, (4:2)

Para o limitante de |(;| note que por conta de (4.30) e também pela desigualdade dada em
(4.32), segue que

Gl < 2| L8|, < 2f (At az . (4.33)

1

Para|x;|, considere que 0 = & = 0, que valem as defini¢oes dadas em (3.17) e que pp = i = 77%

estd fixado. Assim, temos que Aw® = gAw" + dAw’ = H%Aw“ e por isso
MM = (A2 o mpB(As)E = (A

Assim, Lf j = (Az*)F(Az#)F + (AN (Azr)F = (Az)F(Az9)F + (A2 (Az°)" e, novamente,

usando (4.32) segue que

il = \n,oé ((LEo)i = vLEo)| < 2)[(Aa™)F (A=) + (Ax)H (A" - (4.34)

Finalmente para o limitante de|¢;|, se utilizarmos a equagao (3.17), novamente com as escolhas

[l € 0 acima, temos
(A (A" = (npEAx") (npeAz") = (np)* (L5 o).
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Portanto segue que

6] =|(npk)? (LS o)i] =|((Ax)F(Aze)" (A (4.35)
Agora note que, para a > 0 e para todo i = 1,...,n, se h'(a) > 0 entdo g-(a) > 0.
Com efeito, a Unica raiz positiva de h? é dada por
. 1 —~)npk,
|Gl +1xil +1&]

e hi(a) > 0 sempre que « € [0, ad].
Utilizando (4.33), (4.34) e (4.35) é possivel encontrar um limitante para o denominador de

(4.36). Primeiro considere que podemos escrever a desigualdade
Gl + Pl +&i] < 2 (AR (AzF| | + 2 (AzF(Az)k + (Ax)F (A +[(Aze)(a), .

Os Lemas 4.5, 4.6 e 4.7 fazem com que a desigualdade acima se transforme em

Gl FIxa] +16] <

. . 2
21427 A1+2Y [y +o+24?] — [v+el+20

v Pc + 72 n-pc + 2,)/3 n pc-
Como 6 =0 e n? < n® < n?e, definindo t = (1 + 2¢*), temos que
2(14+2¢H2  dn(1+2¢Y)  »? —
|Gl +1xil +1&] < + + | n*pk,
v 27
1 __
- (27 + dnt + n* /2] n* pf; (4.37)

Como &%, dada em (4.5), é o maior nimero em (0, 1] tal que g& (o) > 0 para a < &%, e além
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disso para todo a vale g&(a) > h'(a), claramente &% > ol para todoi=1,..., n.

Por conta disso, e a partir de (4.36) e de (4.37) temos que

&> ol > (1= v)npf

=002 7 =
= (262 + 4nt + n?/2) pEnt
5

_ =y 1 &
22 +Ant +n%/2 n* nt

em que a substitui¢ao de ¢ na pentltima igualdade acima nos dé a Equacao (4.29).

O lema fica provado considerando que, para algum j € {1,...,n}, aé = Qc. [

Lema 4.9. Seja &y, dado em (4.5). Entao

dL Z 52/712,

em que

n
(14 2¢4)2 4+ 2(1 + 2¢*)n

5y = (4.38)

¢ uma constante independente de n.

Demonstragio. Usando as mesmas substituigoes de fi e 6, a func¢ao g;, dada em (3.45b) torna-se

uma fun¢ao que depende apenas de «, nos seguintes termos
gu(e) = (1—a) (pf — Bowe) + ampl, + o® (LEy + npl L)

Novamente, levando em conta a Observagao 3.10, L’f’o =0.

Usando o fato de que o ponto atual pertence a vizinhanca segue que

gu(e) = (1 — a) (pk — Brwe) +ampl + o (Lo + nol L)
>0

>a [np’é ~ o (|8 +]np’éL'f,om '
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Note que &, € (0,1] — definido em (4.5) — é o maior nimero tal que g () > 0, para a € [0, &p].

Por conta da ultima inequacgao acima, temos que

) ok
ap > ’Kk@‘ +’n%?’“’0" (4.39)

Novamente, como na demonstragdo do Lema 4.8, usaremos (4.31) para obter

75 = 2], < Saercany, a0

Além disso, npk(Azt)* = (Az)F e npk(Az4)F = (Az9)*. Assim, segue que

1

n
1
_TL

1o Lho| = [mob.Lio]

(A2 (Az)F + (Aze)F (A (4.41)

Dos Lemas 4.7 e 4.5 em conjunto com as Inequagoes (4.39), (4.40) e (4.41) derivamos

. nog:
N i(H(Al.af)k(AZaf)kHl +H(Al.af)kAZchc(Azaf)kH1>

) i7"
(et 2042 [y Fe(l+2h)?]
- Mn%l& + [ - } n3pk,
n Y
_ N 1 5
(14262 +2(1 42"y ) n?>  n?
em que Jy é exatamente o dado na Equacao (4.38) [

Agora podemos enunciar e demonstrar o Teorema que mostra que a sequéncia {py} gerada

pelo nosso Algoritmo é convergente.

Teorema 4.10 (Taxa de Convergéncia do Algoritmo 3.1). A sequéncia {¢r} gerada pelo Algo-
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ritmo 3.1 € tal que

b

para todo k, em que 0 < b<ledé independente de n.

Demonstragio. Note que (1 —v) < 1, que (2t* + 4nt + n?*/2) > (t* + 2nt), para t = (1 + 2¢) e
n >0, e que n* > n?. Levando isso em conta em conjunto com os Lemas 4.8 e 4.9 e por conta
da Equacio (4.6), podemos escolher & = §;/n?, com §; dado em (4.29).

Precisamos primeiro mostrar que para a fungio ¢ dada em (4.2), (&) = O(1/n?). Para isso,
novamente, seja t = (1+ 2¢*) e t; = ’ty

Considere agora que pelas definigoes dadas em (3.23) em conjunto com as Equagoes (4.40) e

(4.41) e ainda os Lema 4.7 e 4.5 derivamos

TV 142642 — -
~Thy = — faer @], = - R > ok
e
1 201424y — _
7 Ty = — (A (82 + (Aa)i(a¥], > ~ 2B 0 > o7,
ok,
Dai, como —7707 > —1, temos que
VkPLo + PC
. 1 L TEA T A a2 (TR TR
0(a) = ———— |(wpio + pb)& — nplc — &2 (L, + npf L’io)]
VkPLo T PC
1 L —_ — R __ __
> ———— [(Vmo + pk)a — npla — 6 (vtinpl + 2nt1n2p’é)}
VkPLo + PG
P
VkPLo + PC

> & {1 —1n — Gty (fytln + 277n2>} .
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Substituindo & por d;/n* na desigualdade acima, segue que

o 01 01
0(a) > - [1 —n— ﬁtl (”ytln + 277n2>]
> (1 61 — 0%ty (vt + 2 L _ 9 4.43
_[( —n)d1 — 01ty (vt + ﬁ)}ﬁ—ﬁy (4.43)
com
N 52
0= (1—n)d — 6, (v, +2n) = (1 —n)dy — 71 (14267 +2n(1 +26Y)) . (4.44)

Precisamos verificar que 0 < 0 < 1. Com efeito, utilizando a definicio de 8, dada em (4.29) e
de t dada acima, e substituindo em (4.44), encontramos o valor de 5 a depender de v e n, ou

seja,
(442 + (8t — 612 — 2y)y — (1 — 4t — 4t7))* — )
(422 + 8ty + n?)?

0 = (2ym)

Para o primeiro termo do lado direito da igualdade acima, temos que 0 < (2yn) < 1. Quanto
ao segundo termo, note que o denominador é sempre maior que o numerador, para qualquer
valor de v e n. Basta mostrar que o numerador deste segundo termo é positivo. Com efeito, tal

numerador é o polindémio

p(n,y) = 4% + (8t — 612 + 2t>y)n + (1 — 4t — 4t))n* — 1.

Considerando que t > 3, pois ¢ > 1, e que /7 <n < 1, para 0 < v < 1/10, segue que

p(\/l/TO, v) >0ep(l,y) <O0.

Sob essas condigoes, escolhido v, p um é polinémio de grau 3 em 7. Pelo Teorema do Valor

Intermediario de Bolzano [3, Teorema 5.3.7], existe pelo menos uma raiz de p no intervalo
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(1/1/10,1).

Seja 1; a menor dessas raizes. Nesse caso, por continuidade de p, para qualquer n < 1y e «

escolhido como acima, temos que p(n,vy) > 0.

Com isso, concluimos que, para 0 < 7y < 1/10e \/y <n < 1, vale 0 < 5 <1 sempre que

n<m<l

Para finalizar, usando (4.43) e por conta da relagio existente entre ¢ 1 e ) dada em (4.3)

obtemos, para esse &

ry1 = (1= 0(a)) pr < (1 - 5) Ok

n4

como queriamos demonstrar. [

O Teorema 4.10 significa que a relagao (4.4) é valida. Portanto, a taxa de convergéncia da
sequéncia {¢r} é Q-linear. Usando esse fato, podemos agora enunciar e provar o Teorema de

complexidade do ntimero de iteracoes.

Teorema 4.11 (Complexidade do Algoritmo 3.1). Seja 0 < & < 1 dado. Suponha que a sequéncia

{¢r} seja gerada pelo Algoritmo 3.1. Entdo existe um indice

K.=0 <n4ln 1) ,
€

tal que @ < € para todo k > K..

Demonstragao. Para mostrarmos a complexidade polinomial do algoritmo, aplicamos o logaritmo

natural em ambos os lados da inequagao (4.42) dada no Teorema 4.10, obtendo

5
Inpr; <lIn (1 — n4> + In .
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Usando um argumento indutivo segue que

0
Inp, < kln (1 — 4) + In g (4.45)
n
Para
In(1/¢o)
~  In(e)
temos que
1
Yo < —
€

Assim, utilizando esta tltima inequagao em (4.45), obtemos

0 1
Inpr <kln (1 — 4) +Krln—.
n €

Conforme Wright [77, Lema 4.1, p. 68], temos que In(1 + r) < r, sempre que r > —1. Assim

5 1
Inp, <k (—4) + Kkln —.
n €

Para que o critério de convergéncia ¢y, < € seja satisfeito, devemos garantir que
De fato, tal inequacao é valida para

o que termina a demonstracao. ]

O Teorema 4.11 implica que, para um k suficientemente grande, o valor de ¢ serd tao pequeno
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quanto se deseja. No entanto, tal resultado ainda nao implica que algum critério de parada
usual de Métodos de Pontos Interiores é satisfeito. Porém é possivel garantir que o Critério
de Parada dado em (2.32) seja satisfeito para uma escolha particular de . Tal garantia, dada
pelo Corolério a seguir, permite concluir que a sequéncia {H(rf;, r%)H} tem taxa de convergéncia
R-linear [59], j& que tal sequéncia estard limitada superiormente pela sequéncia {py}, que é

Q-linear, como vimos no Teorema 4.10.

Corolario 4.12. Suponha que escolhamos tol >0 e € > 0 tal que

tol(1 b tol(1 tol
5<mm{ oL(L+[Ib]) to1(1+]cl) to } (4.46)
m-+n m-+n n

Se para k suficientemente grande, a sequéncia {¢r} gerada pelo Algoritmo 3.1 € tal que ¢ < €,

entdo o critério de parada dado na Equagao (2.32) € satisfeito.

Demonstragao. Pelas Defini¢oes 3.2 e 3.7, vale

el @iy Hetaet ], EpAT ety

(4.47)
m-+n n m-+n m-+n n

Pk

Além disso, por equivaléncia de normas e pela definicio de Hp e Hp dadas na Equacao

(3.3), temos que HAmk — bH < HA{L'k — b” HHP(A:UI“ — b)H1 e que HHD(ATyk + 2% — C)H <

1 pu—
HATyk + 2F — CH1 = Hl—.lD(ATy"C +2F — C>H1'
Ademais, se o Algoritmo 3.1 converge, existe k suficientemente grande tal que pp < €. Assim,

cada um dos termos da ultima parte de (4.47) é menor que ¢.

Dai, pela Equagao (4.46), segue que

[azt o _|He(As* =0, ctmtn) _sor(1+[pl) (m+n)
RN 1] T I R IR )

= tol,
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[ 47yt + ] _[Hp(A"y 42— cmrn) _ o1(1 +el) (m+n)

= = tol.
L+l L+ {ell 1 +{lel (m+n) (14|l
Além disso, como 1 + |cfz*| > 1, temos que
(aF)T2* L ne - tol tol .
n-e<n— = tol.
L+ |cTazk| 1+ |cTak| — n

No presente capitulo, estabelecemos os resultados de complexidade polinomial e convergéncia
do Método de Escolha Otimizada de Parametros (MEOP), em relacao a fungao de mérito que
estamos usando. Isso foi feito através das ferramentas de andlise de convergéncia utilizadas de
praxe em Métodos de Pontos Interiores. Além disso, garantimos que é possivel escolher um
e > 0, tal que, se a fungdo de mérito em uma dada iteragao é limitada superiormente por esse
g, o critério de parada usado em nossa implementacao também é satisfeito. Nesse sentido, do
ponto de vista tedrico, garantimos que o MEOP converge assintoticamente para pontos com
factibilidade e otimalidade. desde que o ponto inicial satisfaca a Condicao 4.2. Nos capitulos
que seguem, mostramos alguns detalhes da implementacao de nosso método bem como seus

resultados numéricos.
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Capitulo 5

Implementacao

“The best programs are written so that
computing machines can perform them
quickly and so that human beings can

understand them clearly.”

(Donald Knuth)
Neste capitulo, fazemos alguns comentarios sobre a implementagao do Método de Escolha

Otimizada de Parametros.

O Algoritmo 3.1 foi implementado em C/C++ e o codigo utilizado foi o de Villas-Boas et al.
[71, 72], que o adaptou ao MEOP. utilizando como base a implementacao PCx [11] do algoritmo
preditor-corretor de Mehrotra [49]. O PCx pode ser configurado para executar corre¢oes de
ordem superior de Gondzio [25] e permitimos que fossem feitas no maximo 2 corre¢oes através
do arquivo de configuracao, além do refinamento da solu¢ao por gradiente conjugado presente
na implementagao original. Denominamos essa implementacao de referéncia como PCx-r.

Chamaremos nossa implementagao de PCx-EOP. Com efeito, a chamada de PCx-EOP coincide
com a da implementagao de referéncia e ha a introdugao do cédigo de nosso algoritmo dentro do
loop principal de PCx-r, retornando em seguida para a rotina principal e dando prosseguimento

a sua execucao usual. Isso foi feito para fazermos uma comparagao justa entre nossos resultados
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e os que o PCx-r produz.

Assim, herdamos todas as rotinas de preprocessamento — dentre as quais leitura de dados,
precondicionamento e escalonamento, incluindo escalonamento de Curtis e Reid [10], reordenagao
de linhas e colunas, tratamento de colunas densas e fatoracdo simbolica de Cholesky —, de ponto
inicial, de critério de parada e saida de dados, bem como todas as rotinas de algebra linear
— incluindo a estratégia de Ng e Peyton [58] para resolugao de sistemas lineares esparsos via

fatoracao de Cholesky e refinamento por gradientes conjugados.

Para problemas canalizados, a estrutura de dados do PCx ¢ construida de forma a fazer o
papel da matriz E e das transformagoes usadas em (1.3) e (1.4), tal que os problemas canalizados
tenham sua resolucao executada com as mesmas funcionalidades dos problemas nao canalizados.
Isso significa que todos os passos de PCx-r e PCx-MEOP sao executados de modo sem prejuizo

por conta das canalizagoes.

Além disso, para todos os cddigos foram usadas as mesmas opgoes de compilacdo e o0 mesmo
computador. Com essa estratégia, diferencas nos tempos de CPU ou no nimero de iteragoes

podem ser atribuidas apenas a implementacao de cada algoritmo.

5.1 Ponto Inicial

O ponto inicial dado por Mehrotra [49] foi genericamente descrito na segao 2.3.3. Ali, mostra-
mos que tal estratégia encontra o ponto (Z, 7, Z), que é solugdo de norma minima que satisfaz

as restricoes primais e duais. Tal terna de pontos é encontrada através de

i=AT(AATY T, §=(AATYAc e Z=c— ATy (5.1)

Além disso, o ponto é transladado para o ortante positivo através do uso de um vetor de
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constantes ¥, > 0 e 9, > 0 tais que

(2°,9°,2°) = (7 + Ve, 7, 2 + V.e), (5.2)

garantindo que (zY, z%) > 0.

A rotina InitialPoint do PCx é responsavel por gerar o ponto inicial, e portanto calcular
¥, e ¥,. A implementacao feita no PCx possui pequenas alteragoes em relagao ao proposto por
Mehrotra, mas que nao estdo documentadas no Manual de Utilizagdo do PCx [12]. Por isso,
para fins de clareza, documentaremos como o ponto inicial é de fato encontrado, deixando o

mérito de tal estratégia para os autores citados.

Além disso, tal ponto inicial é utilizado em ambos PCx-r e PCx-EOP e a analise de convergéncia
e complexidade relatada no Capitulo 4, em particular a Condicao 4.2, continuam validas ao

utilizé-lo para iniciar nosso algoritmo.

O que a rotina InitialPoint faz é primeiramente encontrar (Z, g, ) conforme a Equagao (5.1).

Em seguida, sao calculadas

¥, = max {—1,5 -min{Z;}, 10—2} e U, =max {—1,5 -min{%}, 10—2} . (5.3)

S6 entao é que se obtém as translagoes dadas por

~ 7 q T > 9
9. =, +05. EFVae) Z+0:e) (5.4)
|2+ Ve \1
(&
~ 7 9 T = 9
9. = . +0,5. TFVae) B+ Vee) (5.5)
| + e

a fim de finalmente produzir o ponto inicial como em (5.2).

No trabalho original de Mehrotra [49], o menor valor possivel para U, e 1, dados pela Equa-
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cao (5.3) ¢ 0, ao invés de 1072, que é o valor utilizado pelo PCx original. Em nossos testes,

tanto com PCx-r quanto com PCx-EOP, utilizamos 10~

5.2 Critério de Parada

O PCx tem dois critérios de parada que podem ser escolhidos pelo usuario. Sua documen-
tagao [12] declara que ¢é utilizado o critério dado em (2.31). Além disso, é possivel trocar o
critério de parada relacionado a complementaridade, dentro do cédigo. Conforme explanamos
na Se¢ao 2.3.4, uma escolha possivel seria a dada na equagao (2.32). Porém ao invés do teste

dado pela Equagao (2.32¢) — ou por (2.31c) o que seria razodvel —, a implementagao do PCx usa

v’z /n
LA o1,
1 +|cTx|

em que tol ¢ a tolerancia aceita. Essa escolha tem um viés dimensional, ja que divide por
n o gap de complementaridade, fazendo com que o programa acuse otimalidade antes do que
deveria. Isso porque usar esse teste equivale a utilizar o critério dado em (2.32¢) na forma
xTz/(1 +’CT£L“) <n-tol.

Fizemos duas alteragoes no codigo, no momento em que testamos o critério de parada, que nos
parecem contribuir para um melhor desempenho, pelo menos no que diz respeito a verificagao
da otimalidade do ponto em questao.

Primeiramente, reutilizamos a rotina RecomputeDualVariables do PCx. Tal rotina é utilizada
no PCx original somente quando ja hé a indicacao de otimalidade e o programa saiu do loop
principal. Passamos a descrever a rotina em questao.

Seja (Z,7,2) o ponto que o critério de parada do PCx indicou como sendo 6timo. O que a
rotina faz é primeiro calcular o vetor t = ¢ — ATj. E evidente que, por conta do modo como
funcionam os MPI, deveriamos ter t > 0 e, mais que isso, pela definicao de problema dual,

deveriamos ter Z = t.
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O codigo entao primeiro testa, para cada ¢ = 1,...,n, se t; < 0. Nos casos afirmativos,
o programa assinala t; <— 0. Finalmente estabelece-se que Z < t, o que finaliza a rotina.
Basicamente isso significa que, a rotina garante que a variavel dual Z, tenha o valor calculado
pela definicdo do problema dual, e nao pelo algoritmo. O teste para verificar se t; é negativo
serve para detectar possiveis valores inconvenientes, ja que z* > 0.

Pois bem, a alteracao que fizemos utiliza os principios da rotina RecomputeDualVariables
em toda iteracdo k. Neste caso, o que fazemos é encontrar ¢t = ¢ — ATy*. Testamos entdo se
para algum ¢ ocorre t; < 0 e em caso afirmativo assinalamos ¢; <— 0. Com isso, consideramos a
terna (z*,y*,t) com a qual realizamos os testes de otimalidade dados por (2.32), porém com as

seguintes modificagoes: o critério (2.32b) ¢é transformado em

It
< tol,
L+ ||cl|

e o critério (2.32¢) é transformado em

(=)t
——— < tol.
1 +|cTt|
Se esses testes sao satisfeitos, entao assinalamos otimalidade no algoritmo e saimos do [oop
principal. Isso é feito porque, como ¢ ndo é mais interior, (z*)7t tem possivelmente valor menor
k\T .k foia i ko k ko, k ok
que (x")" 2", Essa estratégia diz que (2", y", t) pode ser um ponto melhor que (z*, y*, 2*).
Caso algum teste ndo seja satisfeito, continuamos a execu¢ao do programa com o ponto atual
sendo (z%,9*, 2¥). Em ambos os casos t ¢ descartado e o ponto utilizado é sempre (2, y*, 2%).
Considere que se tivermos otimalidade, RecomputeDualVariables serd chamada — pois estamos
fora do loop e o programa assinala (z*, y*, 2¥) < (2%, y*,t).
Uma outra alteracao que fizemos no teste de parada tem relacdo com o escalonamento dos

dados. No manual do PCx [12, p. 20], os problemas brandy, ganges, growlb, grow22, perold,

pilot. ja, pilot, pilot4, pilot87, pilotnov e scfxml estdo indicados como problemas para
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os quais houve convergéncia. No entanto, o residuo relativo de infactibilidade primal-dual é
maior que 1078, Isso significa que o PCx parou antes do que deveria. De fato, descobrimos que
o teste de parada, que é feito com os dados escalonados, era valido, porém, ao desescalonar, o
critério ja nao era mais satisfeito. Além disso, obviamente o PCx faz o relatério de saida com

os dados desescalonados.

A fim de evitar isso, usamos a rotina ComputeUnscaledInfeasibilities que testa a infacti-
bilidade relativa dos dados desescalonados. Essa rotina tem como entrada cépia dos ponteiros

da solugao atual do PCx e logo nao estamos modificando tal solucgao.

O teste de infactibilidade primal-dual é feito entao com os dados desescalonados, através
da mesma rotina do PCx que faz o desescalonamento no final do algoritmo. Se para os dados
desescalonados o critério for satisfeito, entao indicamos otimalidade. Caso contréario, continuamos

a execucao do algoritmo, com os dados escalonados.

O critério de parada usado na implementacao em PCx-r e PCx-EOP ¢é o dado na Equa-
¢ao (2.32), porém com as alteragoes relatadas acima. Note que PCx ndo convergia para greenbeb

e woodlp, porém, com essas alteragoes, PCx-r converge para ambos os problemas.

5.3 Solucao do subproblema de otimizacao

Em cada iteragdo de nosso método, precisamos resolver o problema dado em (3.46), isto é,
min 927(057 M, U)
(or,,0)

giC’(aallL?U) Z 0 Vi= 1,...,7’L
(5.6)

8. & gL(Oé7M,O'> >0

0< (04,/%0) Sua
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em que p bem como g. e gr sdo polindmios de grau total 6 nas varidveis (o, p, o). Este é
um Problema de Otimizagao de Polinomios (POP) e é considerado um problema nao linear

altamente dificil de ser resolvido, alguns deles, NP-Hard [46, 47, 56].

Testamos algumas implementagoes especializadas em POP, dentre elas GloptiPoly [33] e
SparsePOP [74], as quais se baseiam na transformacao do POP em um problema de Programagao
Semidefinida [46]. Nenhuma delas, entretanto, foi capaz de resolver os subproblemas. A causa
provavel disso é quantidade de restricoes do POP, que é n+ 1, em que n é o niimero de variaveis

do PL original.

O subproblema foi resolvido utilizando a implementagao de Villas-Boas et al. [71, 72], espe-
cialmente desenvolvida para resolver um problema com as mesmas caracteristicas que o nosso.

Tal estratégia é brevemente resumida a seguir, adaptada a nossa notagao.

Seja
Q= {(a,u,a) Cgb(a, o) >0,Yi=1,....n, go(a,p,0) >0,0< (a,u,0) < u}

o conjunto factivel de (5.6). Note que pelas demonstragbes que fizemos no Capitulo 4, Q é

nao-vazio. Considere entao o problema alternativo

muin {maln {mo}n {p(a,p,0) : (a,p,0) € Q}}} , (5.7)

ou mais convenientemente

min W (p),

em que V(u) = min (i, o) e

min $(a, y1, o)

s. a. (a,p,0)€Q
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Primeiramente, vamos verificar a relagao existente entre os minimos de (5.6) e de (5.7). Sejam

(o, u*, 0*) uma solugao global do primeiro problema e (@, ji,5) uma solucao global de segundo

Entao por definicao ¢(a*, u*, 0*) < $(a, i1, 7). Por outro lado

¢(@, i1,0) = min{min (1, 0)} < ®(p*,07) < @(a”, p", 07).

Assim, os dois problemas tém o mesmo minimo. A segunda formulacao, entretanto, permite

encontrar aproximagoes numéricas do minimizador de ¢ de maneira mais facil.

Para esse problema alternativo, um grafico tipico de ®(u, o) é dado na Figura 1, tomada na
iteracao 4 do problema bnll. O aspecto desse grafico — com um zoom conveniente perto do
minimo — acaba se repetindo em todos os problema da NETLIB-108 — veja Capitulo 6 — que

estudamos, o que sugere que ® tenha derivadas continuas por partes proximo ao minimo.

BNL1 4

Merit

Figura 1: Gréfico de ®(u, o) para « fixo de bnli.

Uma caracteristica interessante desse problema alternativo é que, em quase todos os problemas

e iteragoes, a restricao de {2 que estava ativa ao final da resolu¢ao do subproblema é exatamente

aquela relacionada ao indice de bloqueio indicado pelo teste da razao.
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Primeiramente considere um malha construida para o intervalo [0, u,] no qual x esta definido.
Usando o fato de que o indice de bloqueio do teste da razao tem relagao com a restricao ativa,
uma particgio P =0 < 0y < 03 < -+ < u, do intervalo [0, u,], para a qual o estd definido, é
construida tal que se 7 € I; = [0}, 0j11], ent@o existe um indice ¢ tal que para este o, os testes
da razdao para as componentes nao negativas das variaveis (x, z) podem ser substituidos por um
unico teste da razao, usando o indice t.

Dessa forma, para cada subintervalo I; = [0, 0j11] define-se o teste da razao principal. Esse
teste da razao independente de o é, segundo Villas-Boas et al. [71, 72|, a ferramenta principal
para conseguir resolver o subproblema na medida em que define a particao P.

Esse indice ¢ permite que escolhamos a restri¢ao g&(a, o) > 0, para algum indice ¢ que é mais
restritiva que o teste da razao, sendo entao declarada como restricio principal de I;. De fato, a
particao P agora é reconstruida tal que cada ponto na fronteira do subintervalo esta associado
com a intersecao de restricoes principais, gerando entao uma regiao de relevancia.

Essa estratégia leva a descartar restrigoes que sao irrelevantes, reduzindo o niimero das que

precisam ser utilizadas na solugao do subproblema. Para cada intervalo /;, determina-se um

max
J

tamanho de passo méaximo « e o minimo de ¢ em cada intervalo. Isso pode ser feito de
maneira analitica usando condigoes de primeira ordem, mas na implementacgao atual tal solucao
¢ encontrada usando splines cubicos. Finalmente, o menor dos ¢ encontrados para cada intervalo
é declarado como 6timo.

Na pratica, esse método funciona porque o tamanho da particao é muito menor que o tamanho
dos problemas — para todas as iteracoes do conjunto NETLIB-108, a particao tem em média
tamanho 3,7 com desvio padrao 2,9 e maximo 39. De fato, o tempo de CPU gasto na solucao do

subproblema para toda NETLIB-108 foi 1,37% do tempo total. Um detalhe é que, em grande

parte dos casos, o melhor resultado de ¢ foi encontrado com p = 0.
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Capitulo 6

Resultados numeéricos

“An ounce of practice is worth more

than tons of preaching.”

(Mahatma Gandhi)
No presente capitulo descrevemos o conjunto de testes e relatamos os resultados de nosso

método, comparando-o com o PCx [11].

O conjunto de testes que vamos utilizar foi retirado da NETLIB' [19]. Escolhemos primeira-
mente os 95 problemas de programacao linear factiveis que estdo no diretério /1p/data/ de tal
repositério. Além disso, do mesmo repositorio escolhemos 12 dos 16 problemas Kennington [40]
que se encontram em /lp/data/kennington/. Para finalizar, escolhemos um problema — qap-8
— dos 3 do conjunto QAP, que estao disponives no diretério /1p/generators/qap. Os problemas
QAP sao construido via um gerador e aparecem a partir da linearizacdo de um problema de
designacao quadratica. No total entao, temos 108 problemas e, por isso, tal conjunto de testes
é chamado aqui de NETLI1B-108.

Alguns comentérios sobre a escolha de NETLIB-108 cabem aqui. Primeiramente, os 4
problemas Kennington — kennington-ken-13, kennington-ken-18, kennington-osa-60 e ken-

nington-pds-20 — e os 2 QAP — qap12 e qapl5 — que foram deixados de fora dos testes, o

!Disponiveis em http://www.netlib.org.
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foram pois suas estruturas e tamanhos nao fazem sentido numa implementacao que resolve as
equagoes normais que aparecem em MPI via fatoracao de Cholesky.

De fato, tal gama de problemas, originaria de problemas reais, é consensual entre os usuarios
de PL. Com efeito, tais problemas, ou pelo menos parte deles, foram testados por Colombo e
Gondzio [9], Gondzio [25], Jarre e Wechs [38], Mehrotra [49] e Mehrotra e Li [50], entre outros
pesquisadores com trabalhos importantes da area, e estao inclusive na documentagao do PCx [11,
12], com a finalidade de demonstrar os testes de seu desempenho. Nesse sentido e assim como
esses autores, pensamos que tal conjunto é capaz de permitir testes adequados de nosso método.

A Tabela 1 mostra os 108 problemas com seus nomes na primeira coluna. As colunas 2 a 4
mostram o nimero de linhas, colunas e de canalizagoes de cada problema, apds as rotinas de
pré-processamento feitas pelo PCx. Indicamos que um problema nao é canalizado ao colocar o
nimero 0 na coluna correspondente. A coluna 5 tem o nimero de elementos nao-nulos (NEM)
da matriz A das restrigdes e a tultima coluna apresenta a densidade da matriz resultante da

decomposicao de de Cholesky utilizada em nossa implementacao.

Tabela 1: Conjunto de testes NETLIB-108.

Problema Linhas Colunas Canalizacoes NEN Densidade (x1071)
25fv47 788 1843 0 33809 1,0763
80bau3b 2140 11066 2968 41367 0,17598
adlittle 55 137 0 404 2,4893
afiro 27 51 0 107 2,5652
agg 390 477 0 12297 1,5913
agg?2 514 750 0 21482 1,6068
agg3 514 750 0 21482 1,6068
bandm 240 395 0 3936 1,3250
beaconfd 86 171 0 820 2,1011
blend 71 111 0 913 3,4815
bnli 610 1491 0 12089 0,633 38
bnl2 1964 4008 0 81275 0,416 32
boeingl 331 697 243 5725 1,0149
boeing2 126 265 73 2029 2,4767
bore3d 81 138 7 1034 3,0285

Continua na préxima péagina.
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Tabela 1: Conjunto de testes NETL1B-108 (continuagdo).

Problema Linhas Colunas Canalizagoes NEN Densidade (x1071)
brandy 133 238 0 2755 3,0397
capri 241 436 131 3962 1,3228
cycle 1420 2773 7 56102 0,549 41
czprob 671 2779 0 3520 0,141 46
d2q06¢ 2132 5728 0 137349 0,599 65
d6cube 403 5443 0 54840 6,7285
degen?2 444 57 0 16319 1,6331
degen3 1503 2604 0 120906 1,0638
df1001 5984 12143 13 1638085 0,91325
€226 198 429 0 3229 1,5968
etamacro 334 669 131 10843 1,9140
f££££800 322 826 0 9573 1,8155
finnis 438 935 33 4984 0,496 76
fitid 24 1049 1026 296 9,8611
fitlp 627 1677 399 627 0,015 950
fit2d 25 10524 10500 324 9,9680
fit2p 3000 13525 7500 3000 0,003 3300
forplan 121 447 22 3304 4,4307
ganges 1113 1510 397 29677 0,47015
gfrd-pnc 590 1134 258 2112 0,104 40
greenbea 1933 4164 264 49055 0,25740
greenbeb 1932 4154 268 47783 0,250 85
grow? 140 301 280 2730 2,7143
growlb 300 645 600 6090 1,3200
grow22 440 946 880 9058 0,91302
israel 174 316 0 11488 7,5314
kb2 43 68 9 503 5,2082
lotfi 133 346 0 1369 1,4727
maros-r7 2152 7440 0 534188 2,3023
maros 655 1437 0 13454 0,61192
modszk1 665 1599 0 10550 0,462 10
nesm 654 2922 1596 21776 1,0030
perold 593 1374 259 21782 1,2220
pilot.ja 810 1804 331 47924 1,4485
pilot.we 701 2814 287 15605 0,620 86
pilot 1368 4543 1040 200812 2,1388
pilot4 396 1022 247 14279 1,7959
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Tabela 1: Conjunto de testes NETL1B-108 (continuagao).

Problema Linhas Colunas Canalizagoes NEN Densidade (x1071)
pilot87 1971 6373 1578 425654 2,1863
pilotnov 848 2117 332 46353 1,2774
recipe 64 123 56 277 1,1963
scb0a 49 77 0 242 1,8118
sc50b 48 76 0 231 1,7969
sc105 104 162 0 569 0,95599
sc205 203 315 0 1156 0,51178
scagr7? 127 183 0 730 0,826 46
scagr2b 469 669 0 2944 0,246 36
scfxml 305 568 0 4430 0,919 65
scfxm?2 610 1136 0 9284 0,482 61
scfxm3 915 1704 0 14138 0,326 81
scorpion 340 412 0 2275 0,364 19
scrs8 421 1199 0 4477 0,481 43
scsdl 7 760 0 1392 4,5657
scsd6é 147 1350 0 2545 2,2875
scsd8 397 2750 0 5879 0,720 83
sctapl 284 644 0 2435 0,568 59
sctap2 1033 2443 0 11736 0,210 28
sctap3 1408 3268 0 16100 0,155 32
seba 448 901 447 53711 5,3299
sharelb 112 248 0 1417 2,1700
share2b 96 162 0 1041 2,1550
shell 487 1451 117 3983 0,315 34
ship041 292 1905 0 2641 0,585 24
ship0O4s 216 1281 0 1778 0,715 88
ship081 470 3121 0 4442 0,380 90
ship08s 276 1604 0 2295 0,566 32
ship121 610 4171 0 5506 0,279 55
ship12s 340 1943 0 2507 0,404 33
sierra 1212 2705 2016 12862 0,166 87
stair 356 532 6 14682 2,2889
standata 314 796 96 2395 0,453 97
standgub 314 796 96 2395 0,453 97
standmps 422 1192 96 3957 0,420 70
stocforl 102 150 0 805 1,4494
stocfor2 1980 2868 0 22841 0,11147

Continua na préxima péagina.

122



Tabela 1: Conjunto de testes NETL1B-108 (continuagdo).

Problema Linhas Colunas Canalizagoes NEN Densidade (x1071)
stocfor3 15362 22228 0 177936 0,014 430
truss 1000 8806 0 53509 1,0602
tuff 257 567 25 7051 2,0962
vtp.base 72 111 32 505 1,8094
woodlp 171 1718 0 11645 7,9064
woodw 708 5364 0 30027 1,1839
kennington-cre-a 2994 6692 0 33212 0,070 760
kennington-cre-b 5336 36382 0 248629 0,17277
kennington-cre-c 2375 5412 0 28528 0,096 940
kennington-cre-d 4102 28601 0 212094 0,249 66
kennington-ken-07 1437 2613 2613 10034 0,090 220
kennington-ken-11 10085 16740 16740 102906 0,019 240
kennington-osa-07 1081 25030 0 28276 0,474 69
kennington-osa-14 2300 54760 0 60795 0,225 50
kennington-osa-30 4313 104337 0 115081 0,121 41
kennington-pds-02 2609 7339 1914 44301 0,126 33
kennington-pds-06 9156 28472 8448 589339 0,13951
kennington-pds-10 15648 48780 15125 1687660 0,13721
qap8 912 1632 0 193944 4,6526

Os testes computacionais foram efetuados em um computador com processador Intel i7 930
2.8GHz com 12GB de memoria RAM em sistema operacional Windows 7 64bits e compilados
utilizando Microsoft Visual Studio C++ 2010 com compilador Intel C++ Compiler XE 13.0.

A Tabela 2 mostra o niimero total de iteracoes, o tempo de CPU e a saida programa — 0 indica

convergéncia e 3 indica que otimalidade nao foi alcangada — para as implementagoes PCx-r e

PCx-EOP.
Tabela 2: Resultados comparativos de PCx-r e PCx-EOP.
PCx-r PCx-EOP
Problema Iter. CPU (s) Status Iter. CPU (s) Status
25fva47 24 0,193 0 27 0,382 0
80bau3b 39 0,473 0 38 0,882 0

Continua na préxima péagina.
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Tabela 2: Resultados comparativos de PCx-r e PCx-EOP (continuagao).

PCx-r PCx-EOP
Problema Iter. CPU (s) Status Iter. CPU (s) Status
adlittle 10 0,038 0 18 0,163 0
afiro 6 0,031 0 12 0,111 0
agg 17 0,083 0 21 0,219 0
agg2 20 0,118 0 23 0,268 0
agg3 19 0,115 0 22 0,256 0
bandm 15 0,065 0 24 0,237 0
beaconfd 10 0,059 0 16 0,189 0
blend 8 0,033 0 18 0,168 0
bnll 33 0,169 0 50 0,602 3
bnl2 29 0,551 0 31 0,749 0
boeingl 21 0,099 0 29 0,304 0
boeing?2 12 0,053 0 21 0,233 0
bore3d 14 0,053 0 23 0,212 0
brandy 17 0,082 3 22 0,240 0
capri 17 0,071 0 25 0,284 0
cycle 28 0,304 0 24 0,414 0
czprob 25 0,137 0 29 0,376 0
d2q06¢ 27 0,812 0 28 1,060 0
d6écube 17 0,298 0 23 0,586 0
degen2 10 0,074 0 11 0,147 0
degen3 23 0,637 0 15 0,533 0
df1001 49 46,355 0 50 46,316 0
€226 17 0,073 0 22 0,221 0
etamacro 27 0,121 0 31 0,332 0
f££££800 29 0,139 0 35 0,422 0
finnis 22 0,096 0 29 0,323 0
fitild 16 0,089 0 23 0,348 0
fitlp 16 0,141 0 27 0,426 3
fit2ad 22 0,450 0 35 1,151 0
fit2p 21 0,634 0 31 1,050 3
forplan 20 0,087 0 28 0,322 0

Continua na préxima pagina.
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Tabela 2: Resultados comparativos de PCx-r e PCx-EOP (continuagao).

PCx-r PCx-EOP
Problema Iter. CPU (s) Status Iter. CPU (s) Status
ganges 15 0,128 0 21 0,313 0
gfrd-pnc 15 0,064 0 19 0,199 0
greenbea 49 0,511 3 31 0,551 3
greenbeb 38 0,401 0 37 0,689 0
grow’ 13 0,057 0 21 0,215 0
growlh 16 0,081 0 25 0,276 0
grow22 17 0,101 0 27 0,365 0
israel 19 0,130 0 21 0,232 0
kb2 10 0,039 0 25 0,236 0
lotfi 14 0,056 0 22 0,253 0
maros-r7 13 2,006 0 20 2,959 0
maros 17 0,095 0 23 0,270 0
modszk1l 18 0,095 0 32 0,362 0
nesm 28 0,197 0 29 0,463 0
perold 32 0,200 0 47 0,587 0
pilot.ja 33 0,390 0 38 0,694 0
pilot.we 44 0,286 0 50 0,714 0
pilot 34 1,879 0 36 2,155 0
pilot4 35 0,234 0 43 0,522 3
pilot87 33 4,804 0 35 5,155 0
pilotnov 16 0,173 0 16 0,289 0
recipe 7 0,030 0 15 0,148 0
scb0a 7 0,029 0 14 0,131 0
sc50b 6 0,026 0 10 0,093 0
sc105 9 0,037 0 19 0,177 0
sc205 9 0,038 0 18 0,210 0
scagr7 12 0,047 0 22 0,224 0
scagr2b 16 0,068 0 24 0,238 0
scfxml 16 0,068 0 23 0,278 0
scfxm?2 19 0,106 3 27 0,356 0
scfxm3 18 0,103 0 26 0,300 0

Continua na préxima pagina.
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Tabela 2: Resultados comparativos de PCx-r e PCx-EOP (continuagao).

PCx-r PCx-EOP
Problema Iter. CPU (s) Status Iter. CPU (s) Status
scorpion 10 0,063 0 12 0,142 0
scrs8 21 0,091 0 33 0,420 0
scsdl 8 0,035 0 17 0,171 0
scsd6é 10 0,046 0 19 0,228 0
scsd8 9 0,048 0 19 0,221 0
sctapl 13 0,055 0 18 0,181 0
sctap?2 12 0,069 0 21 0,275 0
sctap3 13 0,082 0 17 0,280 0
seba 11 0,191 0 14 0,329 0
sharelb 17 0,093 0 23 0,220 0
share2b 16 0,063 0 23 0,221 0
shell 20 0,114 0 22 0,287 0
ship041 11 0,051 0 19 0,199 0
shipO4s 11 0,048 0 19 0,195 0
ship081 13 0,067 0 23 0,325 0
ship08s 10 0,045 0 16 0,166 0
ship121 14 0,079 0 19 0,238 0
shipl2s 12 0,056 0 17 0,190 0
sierra 18 0,144 0 20 0,316 0
stair 15 0,082 0 20 0,264 0
standata 12 0,050 0 16 0,159 0
standgub 12 0,051 0 16 0,160 0
standmps 22 0,095 0 30 0,349 0
stocforl 10 0,039 0 19 0,236 0
stocfor2 19 0,136 0 25 0,368 0
stocfor3 30 0,801 0 36 1,483 0
truss 17 0,197 0 27 0,503 0
tuff 20 0,090 0 23 0,299 0
vtp.base 9 0,042 0 17 0,157 0
woodlp 22 0,304 0 23 0,448 0
woodw 31 0,264 0 34 0,545 0

Continua na préxima pagina.
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Tabela 2: Resultados comparativos de PCx-r e PCx-EOP (continuagao).

PCx-r PCx-EOP
Problema Iter. CPU (s) Status Iter. CPU (s) Status
kennington-cre-a 25 0,274 0 23 0,494 0
kennington-cre-b 43 2,420 0 40 3,035 0
kennington-cre-c 25 0,245 0 25 0,453 0
kennington-cre-d 41 1,998 0 38 2,529 0
kennington-ken-07 13 0,107 0 20 0,314 0
kennington-ken-11 20 0,489 0 23 1,034 0
kennington-osa-07 21 0,380 0 54 1,811 0
kennington-osa-14 24 0,881 0 7 4,754 0
kennington-osa-30 24 1,680 0 81 9,036 0
kennington-pds-02 24 0,301 0 28 0,648 0
kennington-pds-06 32 5,592 0 39 7,198 0
kennington-pds-10 40 31,566 0 46 35,754 0
gap8 7 0,435 0 8 0,476 0
Somatdrios 2115 115,17 - 2836 156,29 -

Note que o PCx-r nao resolveu 3 problemas: brandy, greenbea e scfxm2, enquanto PCx-EOP
nao resolveu 5: bnll, fitlp, fit2p, greenbea, pilot4. Apenas greenbea nao foi resolvido
pelas duas implementagoes.

Os resultados mostram que PCx-EOP resolveu o conjunto de 108 problemas em tempo de
CPU de 2min 36s e o PCx-r resolveu o mesmo conjunto em 1min 55s, com nimero de iteracoes
comparavel. Isso significa que os tempos de CPU tem a mesma ordem de grandeza, para ambas
as implementagoes. Esse era o parametro mais importante para nds ja que, em nossa opiniao, é
o tempo de CPU que valida nossa abordagem como prova de conceito.

Uma das possiveis causas do resultado acima é que o MEOP ¢ um método do tipo greedy
ou guloso, no sentido que busca a minimizacao das médias dos residuos, levando em conta
apenas a proxima iteragao. Entretanto, note que qualquer informacao de iteragoes mais avan-

cadas depende, para cada iteracao, de uma fatoracao de Cholesky e, portanto, tem auto custo
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computacional.

Um outro fator importante a ser ressaltado é que nosso método escolhe o mesmo tamanho
de passo em ambas as dire¢oes primal e dual, e tal passo é o implementado em PCx-MEOQOP.
Por outro lado, o método preditor-corretor de Mehrotra implementado em PCx-r utiliza passos

diferentes para as dire¢oes primal e dual. Alids, Wright [77, p. 195] explica que

The idea of different primal and dual step lengths [...] has been used in both theoretical
and practical development of primal dual methods since the earliest days. Computationally,

this enhancement saves about 10%-20% on a typical problem.

Mesmo assim, em nosso método utilizamos os mesmo tamanho de passo, por conta da comple-
xidade algébrica que isso envolveria. Considere que as restricoes do subproblema que resolvemos
no MEOP, dadas por g~ e g, — veja (3.46), seriam agora dependentes de ap e ap, além de
p e o. Fixados p e o, cada uma das O(n) desigualdades ¢ uma regiao do plano R? definido
por uma hipérbole com eixos paralelos aos eixos ap e ap. Para que tais desigualdades fossem
satisfeitas, precisariamos computar O(n) itersecgoes dessas regives. O resultado seria uma regiao
nao convexa e podem ter até O(n) pontos extremos.

Tanto do ponto de vista do calculo algébrico quanto do método numérico, tais intersec¢oes
sao causam grandes problemas. Deixamos tal escolha para um desenvolvimento futuro.

Neste capitulo apresentamos o conjunto de testes NETLIB-108 nem como os resultados numé-
ricos do MEOP, comparando sua implementacao, chamada PCx-EOP com uma implementagao
do método preditor-corretor de Mehrotra, denominada PCx-r. Tais resultado mostram que
o MEOP ¢ robusto e tem tempo de CPU comparavel com PCx-r. Futuros desenvolvimentos,
tanto da solucdo do subproblema quanto da implementacdo, podem ser feitos e se mostram

promissores.
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Consideracoes finais

Neste trabalho procuramos responder a algumas das questoes atuais em Métodos de Pontos
Interiores primais duais, tais como a utilizagao de varios tipos de direcoes e o modo como se
deve combiné-las. Neste sentido, propomos e implementamos um Método de Pontos Interiores
preditor-corretor com pontos infactives para PL, do tipo seguidor de caminho, fazendo uso de
polinémios reais nas variaveis («, p, o), em que « é o tamanho do passo, i é o pardmetro que
define a trajetéria central, e ¢ modela o peso que uma direcao corretora deve ter.

O método proposto foi denominado Método de Escolha Otimizada de Pardmetros (MEOP) ja
que os parametros (a, i, o) foram tratados como varidveis e foram encontrados através da solugao
de um subproblema que minimiza uma funcao de mérito polinomial de grau total maximo 6
nessas trés variaveis e que esta sujeita a restrigoes que impoem que o préximo iterando esteja
dentro de uma vizinhanca da trajetéria central.

Além disso, demonstramos resultados de convergéncia e complexidade do MEOP. Para tanto,
estabelecemos a Condicao 4.2, a qual leva em conta o tamanho dos dados do problema a ser
resolvido, e a distancia entre o ponto inicial e uma solugao 6tima. A importancia dessa condi¢ao
surgiu a partir da analise teérica do MEOP, embora ela também tenha implicagdes préticas.
Ademais, essa condi¢ao vale também para outros métodos de pontos interiores infactiveis, em
particular aqueles que necessitam em suas andlises de limitantes para {H(xk, zk)H}

O ponto inicial foi escolhido conforme a heuristica de Mehrotra [49] e todo o conjunto de

testes que utilizamos obedece a Condicao 4.2. Essa escolha leva a um resultado de complexidade
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um pouco pior em relagao aos resultados encontrados por outros autores [75, 78, 82, 85], embora

ainda polinomial.

De fato, a melhor complexidade de ordem de iteragoes para métodos de pontos interiores
preditores-corretores do tipo Mehrotra com ponto inicial infactivel é dado por Zhang e Zhang [81],
com ordem de iteragoes O(n'9) e taxa de convergéncia Q-subquadratica. Outras complexidades,
com ordem de iteragoes O(n?) foram dadas por Wright e Zhang [78] e Zhang [82]. Nossa andlise
demonstrou que temos uma ordem de iteracoes um pouco maior, O(n?), mas ainda polinomial,

e temos convergéncia Q-linear.

Alguns comentarios sao importantes. Tanto quanto sabemos, os algoritmos de Wright e
Zhang [78], Zhang e Zhang [81] e Zhang [82] nao foram implementados. Além disso, Gertz e
Wright [23] utilizam em sua implementagdo um ponto inicial que também tem alguma relagao
com o tamanho dos dados do problema, porém, nao ha qualquer analise de complexidade ou
convergéncia nesse trabalho. Outro detalhe importante é que grande parte das analises de

convergéncia recentes [27] supoe que o ponto inicial é factivel.

Embora os resultados teéricos de nosso método nao superem os melhores resultados teoricos
existentes, cabe ressaltar que, no nosso caso, a analise feita acima ¢é do algoritmo que foi de fato
implementado, incluindo-se ai o tratamento do pontos infactiveis, o ponto inicial de Mehrotra e
os critérios de parada detalhados. Com isso, conseguimos um resultado tedrico consideravel de

um algoritmo que tem seu funcionamento na pratica demonstrado.

Foram feitos entdo experimentos computacionais com o MEOP. Para os testes, utilizamos
o conjunto de testes NETLIB-108, escolhido entre os problemas do respostério NETLIB.
Comparamos nosso método com o PCx [11], uma implementagao do método preditor-corretor de
Mehrotra. De fato, relatamos também as modificagoes que fizemos na escolha do ponto inicial e
no critério de parada do PCx, de modo a melhorar seu desempenho. Essas modificacoes foram
utilizadas tanto na nossa implementacao, a qual chamamos PCx-EOP quanto a de referéncia,

que denominamos PCx-r. Os testes mostraram que nosso algoritmo é competitivo e robusto,
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quando comparado com uma implementacao ja bem testada e madura, como o PCx.

Perpectivas futuras

O desenvolvimento do Método de Escolha Otimizada de Parametros trouxe algumas questoes
que nao foram abordadas nessa tese. Algumas dessas questoes podem servir como guia para
futuras pesquisas.

Uma ideia interessante é concernente as matrizes Hp e Hp — veja Equacao (3.3). Tais
matrizes podem ser adaptadas, nao s6 garantido a nao-negatividade dos residuos primais e
duais, mas servindo, de certa maneira de fator de escalonamento do sistema o que geraria
escalamento da fungdo de mérito. Assim, poderiamos inclusive incluir um escalonamento da
parte da complementaridade do sistema KKT e verificar como tal escalonamento impactaria no
despenho do MEOP.

Quanto a andlise do método, a fim de atacar o problema escolhemos um valor para p # 0
e para ¢ = 0, de modo a garantir que o conjunto €2 das restricoes do subproblema resolvido
em cada iteragdo fosse nao-vazio. No entanto, quando da solucao de problemas praticos, em
grande parte das iteragoes o método utilizado encontrou étimo para u = 0 e o # 0. Embora a
demonstragao continue valida, a utilizacao de outros valores para p e o pode fazer com que a
complexidade seja melhorada. Além disso, outro caminho na anélise seria tentar verificar se é
possivel demonstrar convergéncias de ordem maior, como quadratica ou subquadratica.

Uma investigacao que pretendemos fazer é quanto a Condicao 4.2. Essa condicdo permite
que estudemos relagoes entre o ponto inicial, a solugao 6tima e o tamanho dos dados. Embora
tenhamos escolhido o ponto inicial de Mehrotra, qualquer boutro ponto inicial que satisfaca essa
Condicao tem garantia de convergéncia do MEOP. Ademais, conforme dissemos, poderemos
utilizar essa condig¢ao em outras andlises de convergéncia. Dai testes podem surgir com outros
pontos iniciais no PCx-EOP ou em outras implementacoes de pontos interiores.

Em resumo, podemos dizer que através das ideias desenvolvidas nesta tese alcancamos os

objetivos a que nos propusemos e, mesmo assim, tais ideias nos deram outros caminhos a serem
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percorridos. Isso mostra que tanto a teoria quanto a implementacao de Métodos de Pontos
Interiores ainda representam um vasto campo de pesquisa a ser explorado. De fato, poucos
trabalhos tém desenvolvido esses dois vieses de forma conjunta, o que foi feito em nossa pesquisa.
Tal fato, por si sé, é suficiente para demonstrar a contribuicao desta tese para o estado da arte

na area de pontos interiores.
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