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Abstract

In this work we discuss two inference problems related to multiple nonparametric regression:
estimation in additive models using a nonparametric method and hypotheses testing for equality of
curves, also considering additive models. In the estimation step, it is constructed a generalization
of the h-splines method, both in the sequential adaptive context proposed by Dias (1999), and in
the Bayesian context proposed by Dias and Gamerman (2002). The h-splines methods provide an
automatic choice of the number of bases used in the estimation of the model. Simulation studies
show that the results obtained by proposed estimation methods are superior to those achieved
in the packages gamlss, mgcv and DPpackage in R. Two hypotheses testing are created to test
Hy : f = fo. A hypotheses test that has a decision rule based on the integrated squared distance
between two curves, for adaptive sequential approach, and another based on the Bayesian evidence
measure proposed by Pereira and Stern (1999). In Bayesian hypothesis testing the performance
measure of evidence is observed in several simulation scenarios. The proposed measure showed
a behavior that is consistent with evidence favorable to Hy. In the test based on the distance
between the curves, the power of the test was estimated at various scenarios using simulations,
and the results are satisfactory. At the end of the work the proposed procedures of estimation and
hypotheses testing are applied in a dataset concerning to the work of Tanaka and Nishii (2009)
about the deforestation in East Asia. The objective is to choose one amongst eight models. The

tests point to a pair of models as being the most suitable.

Keywords: Generalized additive modelos; Spline theory; MCMC methods; Statistical hypothesis

testing; Regression analysis.

Resumo

Este trabalho aborda dois problemas de inferéncia relacionados a regressao multipla nao pa-
ramétrica: a estimacao em modelos aditivos usando um método nao paramétrico e o teste de
hipdteses para igualdade de curvas ajustadas a partir do modelo. Na etapa de estimagao é cons-

truida uma generalizacao dos métodos h-splines, tanto no contexto sequencial adaptativo proposto

vi



por Dias (1999), quanto no contexto bayesiano proposto por Dias e Gamerman (2002). Os métodos
h-splines fornecem uma escolha automatica do nimero de bases utilizada na estimagao do modelo.
Estudos de simulagao mostram que os resultados obtidos pelos métodos de estimagao propostos sao
superiores aos conseguidos nos pacotes gamlss, mgcv e DPpackage em R. Sao criados dois testes
de hipodteses para testar Hy : f = fo. Um teste de hipoteses que tem sua regra de decisao baseada
na distancia quadratica integrada entre duas curvas, referente a abordagem sequencial adaptativa,
e outro baseado na medida de evidéncia bayesiana proposta por Pereira e Stern (1999). No teste
de hipoteses bayesiano o desempenho da medida de evidéncia é observado em vérios cenérios de
simulagdo. A medida proposta apresentou um comportamento que condiz com uma medida de
evidéncia favoravel a hipdétese Hy. No teste baseado na distancia entre curvas, o poder do teste foi
estimado em diversos cenarios usando simulacoes e os resultados sao satisfatérios. Os procedimen-
tos propostos de estimacao e teste de hipdteses sao aplicados a um conjunto de dados referente ao
trabalho de Tanaka e Nishii (2009) sobre o desmatamento no leste da Asia. O objetivo é escolher
um entre oito modelos candidatos. Os testes concordaram apontando um par de modelos como

sendo os mais adequados.

Palavras-chave: Modelos aditivos generalizados; Teoria de splines; Métodos MCMC; Teste de

hipoteses; Andlise de Regressao.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao

Existem diversas situagoes em que se deseja fazer inferéncia usando modelos nao lineares do
tipo
Y = f(X) +e, (1.1.1)

2 e sendo o erro de X. Geralmente, a questao que guia todo o processo

em que E(e) =0, Var(e) =0
de estimagao do modelo é: qual a forma de f? Em alguns casos f é totalmente desconhecida; em
outros tem-se duvida se a forma f, é adequada para representar f; ou ainda se podemos substituir
fo por outro modelo f;j mais parcimonioso sem perder na qualidade do ajuste.

O principal objetivo deste trabalho é tentar responder apropriadamente estas questoes. A idéia
é generalizar, para o caso com varias covariaveis, usando a regressao nao paramétrica via splines
hibridos (h-splines) proposta por Dias (1999) e estendida para uma abordagem bayesiana por Dias
e Gamerman (2002). Esta generalizagdo ajudard a responder a primeira questao, estimando uma
forma para f. Além disso, sao criados testes de hipéteses que ajudarao a responder se f, ou fj é
mais adequada para representar f.

Antes de propor um método para estimar uma forma para f, é necessario fazer uma rapida

revisao de alguns métodos ja existentes. As secgoes 1.2 e 1.3 descrevem métodos usuais de aproximar

uma fun¢do f por uma combinacao linear de func¢oes base conhecidas.



1.2 Funcoes Base

Um procedimento nao paramétrico usual é aproximar f através de uma combinagao linear de

K funcoes base conhecidas by, ..., bg, ou seja,
K
f(@) = fr(z) = 0;b;(x), (1.2.1)
j=1
em que os coeficientes 04, ..., 0k sao valores a serem estimados.

E importante que as funcoes base apresentem caracteristicas que se relacionem com aquelas
encontradas nas fungoes que serao aproximadas. Teoricamente, uma base deveria ser escolhida por
produzir uma excelente aproximagao usando ao mesmo tempo um numero K pequeno de fungoes
base. Isso ndo somente implica menos computagao, mas também os coeficientes em si podem ser
usados para descrever os dados de forma interessante. Consequentemente, existem bases que nao
sao apropriadas para certas aplicagoes. Nao existe algo como uma base universal que seja boa para
todos os casos.

Bases comumente utilizadas sdo as polinomiais, os splines e os B-splines, que sao apresentados
nas secoes 1.2.1, 1.2.2 e 1.2.3, respectivamente. Uma outra base de fungoes bastante conhecida é

a obtida pelas séries de Fourier,
f(x) = 6y + O1sen(vz) + O, cos(vz) + Ozsen(2vx) + 0, cos(2vx) + .. .,
definida por bases bo(x) = 1, be,_1(z) = sen(rvz) e by, (x) = cos(rvz). Estas bases sdo periddicas,

com periodo 27 /v determinado pelo pardmetro v.

1.2.1 Bases Polinomiais

Uma alternativa é aproximar a funcao f como uma combinacao linear das fungoes bases

O principal problema com esta base é que os polinémios nao podem exibir muitas caracteristicas
locais sem fazer uso de um K grande. Mais ainda, os polindmios tendem a ajustar bem o centro

dos dados, mas seu comportamento nas caudas nao é muito bom. Pode-se dizer que as bases de



Fourier e as bases polinomiais tém sido muito utilizadas em trabalhos aplicados. Porém, a falta
de capacidade delas em descrever caracteristicas locais levou ao desenvolvimento dos polinémios

splines. Tais fungdes serao descritas nas préximas secoes.

1.2.2 Funcgoes Splines

Uma alternativa para as bases polinomiais sdo splines polinomiais, que oferecem maior flexibi-
lidade e tém a capacidade de capturar a mudanga de comportamento locais. A fim de obter estas
fungoes, primeiro o intervalo [a,b] da fungdo a ser estimada é particionado em k& subintervalos
[&i-1,&], 1 <i <k, em que

a<&é<..<&<b.

Em seguida, um polinémio p; é usado para aproximacdo em cada intervalo [§_1,&],

i =1,..., k. Esse procedimento produz uma funcdo de aproximagao polinomial por partes s(-),
ou seja, s(x) = p;i(z) em [§-1,&], i =1,...,k. Os valores &, ..., & sao chamados de nés (knots),
sendo & e &, 0s nds externos e os demais &1, ...,&x_1 0s nos internos.

No caso geral, as partes de polindmio p;(z) sdo constituidas independentemente umas das outras
e, portanto, ndo formam uma func¢do continua s(x) em [a, b]. Isso ndo pode ser aceito se alguém
deseja, particularmente, aproximar uma funcdo suave. Portanto, é necessario que as partes do
polindmio sejam unidas suavemente nos nos internos &1, ...,&x_1 e também que sejam derivaveis
um certo nimero de vezes. Como resultado, obtém-se uma funcao polinomial por partes, suave,

chamada funcao spline.

Um spline de ordem m (ordem=grau+1) com k — 1 nds internos em &, ...,&—1 é qualquer
funcao da forma
m—1 ) k—1
s(x) = > '+ di(x— &) (1.2.2)
i=0 j=1
em que os coeficientes cq, ..., ¢y 1 € dy, ..., dr_1 s40 nimeros reais e, dada uma func¢ao u, a fungao

de poténcia truncada de grau r é definida como

, u", seu >0

ul, =
0, seu<O



Assim, pode-se concluir que qualquer funcao spline é uma combinagao linear de m + k fungoes
base. De acordo com a equacdo (1.2.2), as fungdes base para um conjunto de nds interiores
(& .. &y sao {1, 2% o™ (e — &)L (v — &o)T )

Na proéxima se¢ao é apresentado um tipo de spline que tem a importante propriedade compu-
tacional de ter suporte compacto, ou seja, ele é nao nulo (de fato positivo) num intervalo pequeno

e zero fora desse intervalo.

1.2.3 Bases B-splines

Os B-splines sao constituidos de pedacos de polindémios unidos em certos valores chamados
nos. Para os nos &, & e & um B-spline de grau 1 consiste de dois pedagos lineares, um pedago
de & a &1, e outro de & a &. A esquerda de & e A direita de & esse B-spline é zero (ver Figura
1.1 (a)). Para construir um conjunto mais amplo de B-splines basta introduzir mais nés. Na

Figura 1.1, em (b), tem-se todos os B-splines possiveis de grau 1 no intervalo [0, 1] com os nds em

{0;0,25;0,5;0,75; 1}.

B{1
By

00 02 04 ik} ne 10 00 0z 04 0a e 10

(a) (b)

Figura 1.1: (a) B-spline de grau 1 isolado com 3 nés em “x”. (b) B-splines de grau 1 com nés posicionados em

13}
X

Por sua vez, a Figura 1.2 em (a) tem-se um B-spline cibico (ordem=4) que consiste de quatro

pedagos de polinémios cuibicos, unidos em trés nés internos. Nos pontos de uniao nao apenas as



ordens dos pedacos de polinémios se encaixam, também sao iguais as suas primeiras e segundas
derivadas (mas nao as terceiras derivadas). Na Figura 1.2 em (b) tem-se todos os B-splines
possiveis de grau 3 no intervalo [0, 1], com nés em {0;0,2;0,4;0,6;0,8;1}. Os B-splines cubicos
sao amplamente utilizados em regressao nao paramétrica, uma vez que uma combinacao linear

deles resulta em uma curva suave.

..
10

8
08
1
BiY
08

04

=

02
o

0.0
a

(a) (h)

Figura 1.2: (a) B-spline cibico isolado com 5 ndés em “x”. (b) B-splines ctibico com nés posicionados em “x”

O 1-ésimo B-spline de ordem m pode ser obtido recursivamente por

xr — fz fi+m -
Bim(z) = ————Bim(r) + —————Biyim-1(x
@) = g =g D@+ g e B (@)
sendo
1, se& <ax <&
Bii(z) =

0, caso contrario
Assim como foi feito para os B-splines, uma relagdo de recorréncia também pode ser utilizada
para o calculo de suas derivadas. Para mais detalhes sobre bases polinomiais, splines e B-splines

vide Souza e Dias (2008). Durante todo este trabalho sdo consideradas fungoes base B-splines.



1.3 Métodos para Estimacao de Curvas

Varios métodos sao sugeridos para estimar de modo nao paramétrico uma curva de regressao f
usando splines. Alguns dos mais conhecidos sdo a suavizagao por splines, a regressao com splines
e a regressao penalizada com splines (smoothing splines, regression splines e penalized regression
splines, respectivamente). A seguir é feita uma breve apresentagiao destes métodos. Na sequéncia
descreve-se o método h-splines, o qual deseja-se generalizar. Em todos os métodos a funcao f é
aproximada por uma combinacao linear de fungoes base, como descrito em (1.2.1). O que diferencia
os métodos é a escolha do nimero de bases a serem usadas, K, além da maneira de estimar os

coeficientes 04, ..., 0.

1.3.1 Regressao com Splines

Na regressao com splines, os coeficientes 61, ..., 0k sao escolhidos de tal forma a minimizar

n

Z ly; — fK(Ii)]2 .

i=1
O grau de suavizagao que serd aplicado aos dados é determinado pelo nimero de fungoes base
K. Uma escolha comum para as fungoes base é um conjunto de B-splines ciibicos. As principais
dificuldades de se trabalhar com este método é a escolha das posi¢oes dos nds na construcao das

bases e a escolha do ntimero de bases.

1.3.2 Suavizacao por Splines

Em suavizagao por splines os coeficientes 61, ..., 0k sdo obtidos minimizando o critério

n
Dl = fuela? +A k(o (1:31)
i—
Observe que os limites de integragdo em (1.3.1) foram omitidos. Sempre que isso ocorrer neste
trabalho, considere uma integral sobre um intervalo que cobre toda a varidvel em questao. Sabe-se
que a funcao f que minimiza este critério é necessariamente um spline natural ctibico com nos

em z;, vide por exemplo, Green e Silverman (1994), Wahba (1981) e Craven e Wahba (1978). O

primeiro termo mede a proximidade com os dados, enquanto o segundo penaliza a curvatura da



funcdo. E comum definir a curvatura total da curva como sendo a integral da sua segunda derivada
ao quadrado. Isso mede a nao suavidade da curva. O pardmetro A é chamado de pardmetro de
suavizagao. Valores grandes de A implicam em curvas estimadas mais suaves, enquanto valores
pequenos implicam em curvas com mais curvatura. Observe que o nimero de coeficientes pode ser
tao grande quanto o niimero de observagdes. Com isso, a computacao se torna mais dificil do que

no caso da regressao com splines em que estima-se K coeficientes.

1.3.3 Regressao Penalizada com Splines

O método de regressao penalizada com splines é uma combinagdao dos dois métodos anteriores.
Neste método também utiliza-se o critério (1.3.1) na estimagao de f, assim como na suavizagao
por splines, mas o nimero de fun¢des base nao é tao grande quanto n. Trabalha-se com K < n,
assim como na regressao com splines. Deste modo, aproveita-se o melhor de cada método: a
quantidade reduzida de coeficientes da regressao com splines e o controle da suavizagao através de
A, caracteristica da suavizacao por splines.

Muitos pacotes em R como gamlss, mgcv e DPpackage usam a regressao penalizada com
splines para estimar f. Neles, o nimero de fungoes base K é predeterminado de acordo com o
numero de observagoes n ou pode ser determinado diretamente pelo usuario. O problema é que
nem sempre o valor escolhido para K é o mais adequado. Para saber mais sobre os pacotes citados,

vide Stasinopoulos e Righy (2007), Wood (2001) e Jara et al. (2011).

1.3.4 H-splines

O método h-splines é semelhante a regressao penalizada com splines, com a diferenca que o
numero de fung¢oes base K é uma quantidade a ser estimada pelo método.

Como ja foi mencionado, a base desta tese sao os trabalhos de Dias (1999) e Dias e Gamerman
(2002), que tratam de regressao nao paramétrica via h-splines.

Dias (1999) apresenta um procedimento sequencial adaptativo para obter o melhor nimero de
bases e assim estimar f. Nesta abordagem inicia-se com o menor nimero de fungoes base possivel

(K = 4 para B-splines cibicos) e acrescentam-se bases até que um critério de parada seja satisfeito.



Para cada K tem-se uma nova estimativa de A\. O critério é baseado na distancia de Hellinger
(afinidade) entre duas curvas estimadas consecutivas. Este método serd apresentado com mais
detalhes no Capitulo 4.

Dias e Gamerman (2002) apresentam uma abordagem bayesiana que usa o método MCMC com
saltos reversiveis (RJ-MCMC) para possibilitar que véarias estimativas de f sejam geradas usando
diferentes valores de K atribuindo-lhe uma distribuicao a priori, ou seja, as func¢oes sao estimadas
com diferentes niimeros de fungdes base. A generalizacao desta abordagem é dada no Capitulo 2.
O procedimento RJ-MCMC construido é baseado no trabalho de Green (1995).

Observe que o método h-splines define o nimero de fungoes base adequado para ajustar um
conjunto de dados, evitando valores muito altos ou muito baixos para K. Uma quantidade pequena
de fungoes base pode nao ser suficiente para capturar a relacao estrutural entre a variavel resposta
Y e a covariavel X. Por outro lado, um valors muito grande de K pode nao trazer ganhos ao ajuste,
e ainda aumentar o esforco computacional. Além disso, tanto a abordagem adaptativo-sequencial
quanto a bayesiana aparentemente podem ser generalizadas para p covariaveis de modo direto. Por

estes motivos escolheu-se o método h-splines para fazer as generalizagoes.

1.4 Generalizacao do Método H-splines

Para a generalizagao do método h-splines para o caso com varias covariaveis, considere modelos
do tipo
Y =f(Xy,...,X,) +e (1.4.1)

sendo E(e) = 0, Var(e) = 0% e o erro independente de Xi,...,X,. Aqui, a generaliza¢io serd
feita considerando modelos aditivos, ou seja, serd considerado que (1.4.1) pode ser expresso (ou

aproximado) por
p
Y = Oé—i-ij(Xj) + €,
=1

sendo f1,..., f, funcoes arbitrarias univariadas, uma para cada preditor.
A estimacao por modelos aditivos fornece uma aproximagao simples e direta para a funcao f

dada em (1.4.1). Esse é o principal motivo para usar este tipo de modelo. Observe que modelos



aditivos nao consideram interagoes entre os preditores. Existem métodos de suavizagao baseados

em splines que estimam modelos com interagoes entre as covariaveis, como por exemplo
Y = fi(X1) + fo(Xa, Xy) + f3( X3, X5, Xe) + €

Estes métodos ganham em flexibilidade em relagao aos modelos aditivos, mas perdem em uma
série de pontos que sao citados a seguir. Primeiro, a dificuldade em determinar quais interagoes
utilizar na modelagem. Muitas vezes é inviavel considerar todas as interacoes dois a dois, trés
a trés, quatro a quatro, etc. Segundo, a construcao de bases p-dimensionais envolvem produtos
tensoriais, o que aumenta em muito o esforco computacional. Uma expansao de bases de dimensao
dois, digamos para X; e X, resultaria em uma matriz com n linhas e K; x K, colunas. Para
dimensao trés seria uma matriz com n e o nimero de colunas seria Ky X Ky X K3, e assim por diante.
Terceiro, a interpretabilidade dos modelos aditivos é bem simples. Uma vez ajustado o modelo,
pode-se examinar o efeito de cada preditor separadamente. Nos modelos aditivos isso pode ser feito
diretamente, enquanto que para modelos com interacao, seria necessario condicionar a covaridvel
de interesse a todas as demais, o que pode ser muito trabalhoso para grandes dimensoes. Quarto,
para modelos aditivos, a generalizacdo de métodos de estimacao univariados é mais direta, uma
vez que tratamos as covariaveis separadamente. Embora os modelos aditivos sejam mais simples,
o modelo é quase sempre uma aproximacao da verdadeira superficie de regressao, mas espera-se
que seja uma aproximacao util. Quando ajustamos um modelo de regressao linear, geralmente
nao acreditamos que este modelo seja correto. Acreditamos que serd uma boa aproximacao de
primeira ordem para a superficie verdadeira, e que podemos descobrir os preditores importantes e
seus efeitos sobre a variavel resposta. Considere os modelos aditivos como sendo uma aproximagao

mais geral.

1.5 Organizacao do Trabalho

A generalizacao do método h-splines para as abordagens bayesiana e sequencial é apresentada
nos Capitulos 2 e 4, respectivamente. Em estudos de simulagao os resultados obtidos pelo método

sequencial sao comparados aos resultados dos pacotes gamlss e mgcv em R, que utilizam o método



de regressao penalizada com splines. No contexto bayesiano, os resultados do método proposto sao
confrontados com resultados do pacote DPpackage em R, que utiliza uma versdo bayesiana para
regressao penalizada com splines.

Os Capitulos 3 e 5 apresentam testes de hipdteses baseados nas abordagens bayesiana e sequen-
cial, respectivamente. O teste bayesiano é baseado no teste de significancia totalmente bayesiano
(FBST) de Pereira e Stern (1999), enquanto o teste referente a abordagem sequencial é baseado
na distancia quadratica integrada, que é uma medida de distancia entre curvas.

O Capitulo 6 propde uma abordagem para tratar variaveis resposta com restrigdes, como por
exemplo varidveis bindrias ou contagens. Hastie e Tibshirani (1990) propoem a classe de modelos
aditivos generalizados (GAM) para tratar varidaveis da familia exponencial de distribuigdes. No
Capitulo 6 é proposta uma abordagem para modelar este tipo de dados de modo nao paramétrico,
denominada modelos aditivos generalizados livres de distribui¢cao (DFGAM). O modelo DFGAM
nao assume uma distribuicao especifica para a variavel resposta. Serao realizadas algumas simula-
¢Oes para comparar as fungoes estimadas para o modelo DFGAM com as estimativas obtidas pelos
pacotes em R citados anteriomente, que consideram o modelo GAM.

O Capitulo 7 descreve um estudo de caso que trata de um conjunto de dados referente ao
trabalho de Tanaka e Nishii (2009) sobre o desmatamento no leste da Asia. No trabalho os
autores consideram como principais causas de desmatamento em uma area (varidvel dependente)
a populagdo humana no local (preditor 1) e o declive do terreno (preditor 2). Vérios modelos sao
considerados pelos autores. Através dos procedimentos apresentados neste trabalho, obteremos as

estimativas nao paramétricas e selecionaremos o modelo mais indicado.
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Capitulo 2

Estimacao Bayesiana para Regressao

Multipla H-Splines

Neste capitulo, é apresentada uma generalizacao do método h-splines no contexto bayesiano.
Inicialmente é feita uma rapida revisao de trabalhos que tratam de modelos aditivos usando uma
abordagem bayesiana. Em seguida é apresentado um procedimento RJ-MCMC para modelos
aditivos, baseado no método h-splines. Por tltimo é feito um estudo de simulacdo que compara os

resultados obtidos pelo procedimento proposto com os conseguidos pelo pacote DPpackage em R.

2.1 Introducao

Em seu trabalho, Dias e Gamerman (2002) comentam que desde Craven e Wahba (1978), varios
métodos sao sugeridos para estimar, de modo nao paramétrico, uma curva de regressao f usando
splines. Kimeldorf e Wahba (1970) e Wahba (1983) deram uma atrativa interpretacao bayesiana
a uma f estimada de uma curva desconhecida f. Eles mostraram que f pode ser vista como uma
estimativa de Bayes para f com respeito a uma certa distribuicao a priori sobre a classe de todas
as fungoes suaves. Segundo Wahba (1983) a abordagem bayesiana permite estimar ndo somente a
fungao desconhecida, como também os limites de confianca bayesianos.

Uma abordagem nao paramétrica para modelos aditivos foi proposta por Hastie e Tibshirani

(1990). Nela, as f; sdo funcbes univariadas que podem ser estimadas usando o algoritmo de
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retroajustamento (backfitting) proposto pelos autores. DiMatteo, Genovese e Kass (2001) criaram
um procedimento MCMC de saltos reversiveis no contexto univariado, que enfatiza a adicao e
remocao de nds para a contrugao dos splines. Denison, Mallick e Smith (1998) apresentam uma
abordagem semelhante, e ainda estendem para o caso com varias covariaveis, usando modelos
aditivos. Porém, Denison, Mallick e Smith (1998) e DiMatteo, Genovese e Kass (2001) construiram
o método MCMC com saltos reversiveis sem considerar a penalizacdo a nao suavidade. Dias e
Gamerman (2002) desenvolveram um procedimento de saltos reversiveis usando h-splines, ou seja,
além de controlar a curvatura selecionando o melhor niimero de fungbes base, ainda penalizavam
a nao suavidade através do parametro A.

Neste capitulo estendemos o trabalho de Dias e Gamerman (2002) para o caso de vérias cova-

riaveis. Neste contexto foram utilizados modelos aditivos.

2.2 Regressao Penalizada para Modelo Aditivos

Para estabelecer a notac¢ao que serd usada no trabalho, considere um conjunto de dados (y,x),

_ (xt £yt (o N ~ \ . '
com x = (xi,...,x))" em que x; = (21,...,%,;)" sdo as observagoes referentes a covariavel X;

P

t

para j = 1,...,pey = (y1,...,yn)" é 0 vetor de observagoes da varidvel resposta. Para este

conjunto de dados, o modelo de regressao dado por (1.1.1) pode ser escrito como

y = [f(x1,...,%) + € (2.2.1)

sendo f(x) = [f(z11,.--,21p), -+, [(@n1,- .., Tpp)]" um vetor de tamanho n, € um vetor de erros
com vetor de médias igual a 0,, e matriz de covaridncias dada por ¢2I,, em que I, é uma matriz
identidade n xn e 0,, ¢ um vetor nulo de tamanho n. Como mencionado anteriormente, adotaremos

o modelo aditivo. Com isso, parai=1,...,n,
p
f(@in, ... xp) = a+ Z fj(xij)a
j=1

com fj(x;;) = 32 0i0i(xi5), sendo b;’s bases B-splines cibicas conhecidas. Assim, reescrevendo

(2.2.1) como modelo aditivo tem-se

p
y=o+ Z XjOj + €, (222>

Jj=1
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em que o« = al,, com 1, sendo um vetor n X 1 com todas as entradas iguais a 1, X; é uma
matrix n x K; contendo os valores das K fungoes base calculadas em x; e 8; = (0;1,...,0;x,)"
para j =1,...,p.

Na abordagem usual de regressao penalizada com splines para modelos aditivos as estimativas

sao obtidas encontrando «, fi, ..., f, que minimizem

2
n

> [%‘ — = zp:lfj(xij)

=1

ou em notagao matricial, obter @ que minimize
p
(y — X60)' (y — X6) + > 1;6.0,6,, (2.2.3)
j=1

em que 6 = (a,07,....0)), X = (1,,Xy,...,X,) é uma matriz n X (1+ Ky +--- + K,) e Q; tem
dimensao K; x K;. A demostracao de que [ [ fi (t)}2 dt pode ser escrito na forma matricial como
0; Q,0; ¢ dada no Apéndice A. Entretanto, é simples entender que a matriz €2; carrega informagao
sobre a curvatura de f;.

A soma de quadrados penalizada dada em (2.2.3) pode ser simplificada para a forma
(y — X0) (y — X0) + 0'A6,

em que A = diag(0, A\;€y,...,,8,) é uma matriz diagonal em blocos.

Geralmente, o modelo dado por (2.2.2) é nao identificavel, a menos que cada f; seja sujeito a
uma restricao de centralidade. O modo como esta restricdo ¢é inserida na estimacao do modelo
pode ser visto no Apéndice B.

No método da regressao penalizada com splines os valores Kj, ..., K, sao fixados. A seguir
é apresentada uma abordagem bayesiana para o método h-splines, em que estes valores nao sao

fixos.

2.3 Posicionamento dos Nos

Antes de descrever o procedimento RJ-MCMC, deve-se discutir um fator importante que é a

posigao dos nés. Denison, Mallick e Smith (1998) e DiMatteo, Genovese e Kass (2001) utilizaram
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diferentes metodologias para alocar os nés. O método adotado aqui é semelhante ao de Denison,
Mallick e Smith (1998).

Suponha que a funcao f;, referente a covaridvel X;, estd sendo estimada usando K fungoes
bases. Se usarmos B-splines cubicos, teremos K; — 2 nos &, ..., &k, 2. Os noés das extremidades
sao fixos, sendo & = min(x;) e {x,—» = max(x;). A ideia é escolher os demais K; — 4 nés (nés
internos) usando diretamente os dados, ou seja, as estatisticas de ordem. Portanto, os nés restantes
devem ser valores sorteados entre os X; observados. Deste modo teremos nés somente sobre os
dados.

Nos passos de nascimento e morte do procedimento RJ-MCMC devemos adicionar ou remover
noés internos. No passo nascimento, escolhe-se um dos dados para se tornar o novo né. Como
sdo n observacoes e K; — 2 nés ja escolhidos, deve-se escolher uma das n — (K; — 2) observagoes
disponiveis de maneira uniforme. No passo morte, um dos K; —4 nés internos é removido, também
escolhido de modo uniforme. Obviamente, tudo isso deve ser feito garantindo que os nds estejam
em ordem crescente.

Apoés adicionar (ou remover) um né tem-se a adicdo (ou remocgao) de uma func¢do base, e
consequentemente, a adicdo (ou remocao) de um coeficiente em 6;. Em que posicao, em 6;,
entrard (ou saird) o coeficiente? A resposta depende da posi¢ao do né adicionado (ou removido).
Se o né interno que foi adicionado (removido) estd na posigdo w, entao o coeficiente a ser adicionado
(removido) serd o da posigao w + 1. Exceto se a posigao do né for a segunda ou pentltima, casos
em que o coeficiente a ser adicionado ou removido serd o segundo ou penultimo, respectivamente.

Vale lembrar que para B-splines ctibicos, cada né interno ¢ utilizado na construgao de cinco
bases. Portanto, na adi¢ao ou remocao de um né, cinco bases sao afetadas, e consequentemente
cinco coeficientes. Desse modo, ndo apenas o coeficiente da posicao w + 1 é afetado na adigao ou
remocao. A proposta do paragrafo anterior, que determina qual coeficiente deve ser incluido ou
excluido é baseada em resultados empiricos vindos de simulacoes, que indicaram que o coeficiente
da posi¢do w + 1 é o mais afetado.

De posse dessas informacgoes passamos a construcao do procedimento RJ-MCMC.
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2.4 Abordagem Bayesiana para o Método H-splines

Para a abordagem bayesiana, considere o modelo de regressao dado por (2.2.1), porém aqui

e ~ N(0,,0%L,).

A fungdo verossimilhanca para o vetor de pardmetros (', K', 0%) com K = (K, ..., K,) ¢
0
L(0,K, 0|y, x) oc 0™ exp Q)
207

2
_ P 0.
com Q(0) = Hy —a -3 XJGJH :
A abordagem bayesiana usual para um modelo de regressao ndo paramétrica é considerar uma

distribuigao a priori para f (vide Green e Silverman (1994)) como

p(fj)ocexp{_zj/[fj{/(t)rdt} j=1,...,p.

Esta é a forma encontrada na abordagem bayesiana para justificar uma penalizacao a funcao
verossimilhanca.

A distribuicao a priori escolhida para o intercepto é uma normal, ou seja,
an~ N(@O,771).

Similar a Dias e Gamerman (2002), considere as seguintes distribuigdes a priori condicionais

independentes
s
p(6]K;, \;) o< exp <—2]9§Qj9j> :

para j = 1,...,p. Ou seja, estamos assumindo distribui¢ées a priori independentes tais como
(05155, 0;) ~ N(0x,, A;'925),

em que {2 € a inversa generalizada de 2; e a distribuigao a priori conjunta dada por
p
p(0. K, X) = p(a) x [] p(0;]A;, K;)p(A| K;)p(K;)

=1

sendo A = (Aq,...,Ay)", com

PN K) = U(K;) exp [0 (K;)]
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Dias e Gamerman (2002) sugerem 1(K) = K" exp(—cK). Além disso,

K;
exp(—a;)a;’ | K;! K1 o
%\’ J T e By
1 —exp(~a;)(1 - ¢7)

* 4 L1 ~ * 00 l 2 3 : L
sendo K} o nimero maximo de fungdes base e ¢* = 372 K:+14; /1. Para 0* tem-se uma distribuicao

p(K;) =

gama inversa IG(u,v).

A distribuicao a posteriori é escrita como

p
(0, X\, K, 0%y, x) oc L(0,K, 0°|y,x) x p(a?) x p(a) x [] p(8;1A;, K;)p(M|K;)p(K;).
j=1
Como a dimensao de 8; varia com o valor de K, é proposto a seguir um algoritmo MCMC de

saltos reversiveis para amostrar da distribuicao a posteriori.

1. Amostrando o2

Note que a distribuicao condicional a posteriori é

p(0?10, A\ K,y,x) « L(6,K,o"|y,x)p(c?)
—-Q(0 (u v
= (02)‘"/28@[ ;20(2 )] (o)~ exp (—02)-

Consequentemente,

(0°16, X, K, y,x) ~ IG <u+g,v~|—Q<20)>.

2. Amostrando A = (A\q,...,\p)":
p(A0. K, 0%y, x) o Hp il A KA K;)

OtQ 0;

1:[ )\fjﬂ exp ( Y ) exp [—Y(K;) ]

Assim, a distribui¢do de (A|@,K, 0% y,x) é o produto de p densidades de varidveis gama

independentes, ou seja, para j =1,...,p

K; 0'Q.0,
(/\j‘0j7 Kj,O’Z,y,X) ~ G <2] + 1,¢<Kj) + j2”> .
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3. Amostrando 6 = («,07,...,0,)":

p
p(0|)‘7K702aan) 0.8 L(OaK70—2‘an)p(02>p<a)Hp(aj’)‘jaKj)

j=1

— exp [— %g)] exp (—;a2> exp (—; zpj Aje;9j9j>
5] (-5)
= exp |— exp| ——— 1,

202 2
sendo A = diag(7, \124,...,A,Q,) com Q; de dimensao K; x K;. Dessa maneira,
X'X X'y (XX -
(0|)\,K,02,y,x)~N(< 5 +A> 2y,<2+A> ,
o o o

em que X = (1,Xy,...,X,) ¢ uma matriz n x (1 + K; +--- + K,).

4. Amostrando K (nascimento/morte):

Neste passo as amostragens sao feitas separadamente para cada j = 1,...,p. Assim, serd
amostrado (6;, K;) e o indice j, em alguns momentos, serd removido por uma questao de

notacao. Defina

by = P(K—K+1) = cmin{l,p(ﬁlgl)},

dg = P(K—K-1) = cmin{l,%} e

ngk = P(K—K) = 1-— (b +dg)
como sendo, respectivamente, as probabilidades de nascimento, morte e de permanecéncia
no mesmo estado na cadeia. Baseados em simulacoes, Dias e Gamerman (2002) sugerem

c = 0,4. A préxima etapa é, usando b, dx e ng, escolher um entre os movimentos. Para

isso deve ser gerada uma distribui¢do trinomial trinomial(1, bx, dx, Nk ).
4.1 Movimento K — K + 1:

K; .
Defina 6;” como sendo o vetor 8; K; x 1 para j =1,...,p.

_ ' ) t
Proposta para Ofﬁl = (05’,{(]1:01)’ 0%, af(]wH:Kj)) :

(a) Escolha ao acaso um valor de x; entre os n — (K; —2) disponiveis para ser seu novo no;
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(b) Verifique a posi¢do w que este ird assumir e crie K; + 1 funcoes base para X;, obtendo

novo,
Xj ;

(¢) Amostre 6* ~ N(u, A7

matriz €2; de dimensdo (K; + 1) x

I 1 wr)s em que 25,4104 € 0 elemento (w4 1w + 1) da

(Kj+1). O valor de u serd discutido mais adiante.

O valor proposto (0;9 K ; + 1) serd aceito com probabilidade

w0 ALK +1,0%) (0] K +1) (0], K
min < 1, - o) J (2.4.1)
(ej 7)‘J'7Kj>a ) [(9] 7Kj) (0 7KJ + 1)}
00,7
em que J = e e 7| = 1. Observe que
8(ejv{l:“’)70*76jvgw+13Kj)
q[(0;7,K;) = (07 K;+1)] = b koo
i (K -2) Vo
X exp [_ )\jﬂj7¢;+17w+1 (0* _ M>2‘|
e
d
Kj+1
Q{(e LK 1) e (9 K])] ﬁ
Note que

(0N K+ 1,07)

p(y07 K+ 1,0%) p@; 7K +1,))

(Oj]’)‘ﬁKj’U )

K;
p(Y|0] +17}(‘730-2)
K;
p(y’0] 7Kj702)
p(0;7 K+ 1,))

PI0) 0, 0%) (01, N)
(/\]’KJ + 1) (Kj + 1)
p(NIKG)  p(KG)
1 . v
exp |55 (v = X071y - X708+

eXp{AJ‘[(e DN (eKﬂ'“)fAjefj“}},

P71, ) : J
P - M e 0 0(K) — vl + 1) ¢
p(Kj + 1) aj
p(K;) Kj+1

sendo y)

=y —a—3; X0
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4.2 Movimento K — K — 1:

Proposta para OJK" -1

(a) Escolha ao acaso um dos K; — 4 nés internos para ser removido e verifique sua posigao
w3
(b) Com os nés restantes, crie K; — 1 fungdes base para X; e proponha

01 = (010, 0 ak)) -

j 4,(1w) Y (wr2:K;

A probabilidade de aceitacao de K — K — 1 é similar a expressao (2.4.1), porém com as

razoes invertidas.
4.3 Movimento K — K:

Mantenha 6; amostrado no passo 3.

5. Retorne ao passo 1 para amostrar um novo valor da distribuicao a posteriori.

No passo nascimento da cadeia, o candidato a novo coeficiente em 8; ¢ obtido fazendo
0% ~ N(p, A7 ' i1ws1)- O valor escolhido para p pode variar. Em simulagdes, inicialmente
adotou-se p = 0, mas em certas fun¢des simuladas o nimero de nascimentos aceitos foi muito
reduzido e o nimero de fung¢oes bases acabava sendo abaixo do necessario. Dessa forma, decidiu-se

adotar
2

p=argmin|y — o — X;“’”"Ofﬁl - X0 , (2.4.2)
TER 1#j

sendo OJKj = (Hﬁjlzw), x, ng(,w Ll Kj)>t- Como todos os outros coeficientes sao determinados, defi-
nimos p como sendo o valor x que, condicionado aos demais, minimiza a soma dos quadrados dos
residuos. Nas simulagoes, esta escolha para p trouxe ganhos. O ntimero de nascimentos aceitos
cresceu consideravelmente, equilibrando-se com o de mortes. Por esse motivo, recomendamos
dado por (2.4.2), mas outros valores podem ser usados.

O algoritmo apresentado gera uma amostra de curvas a posteriori. Gragas a habilidade do
procedimento MCMC de saltos reversiveis de saltar por diferentes dimensoes, as diversas curvas

sao geradas utilizando diferentes valores para K = (Ki,..., K,)!, satisfazendo o propdésito do

Y

método h-splines, que é encontrar a melhor combinacgao entre K e .
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Para obter a estimativa final da supeficie f lembre que, para cada covaridvel X, tem-se uma

amostra a posteriori de curvas que estimam f;, digamos f](l), fj@), cee f}m). Deste modo, a esti-
mativa para f; ¢ a média a posteriori, dada por
F=ty g
Tomim Y
Entao, a estimativa para f sera
f=a+ zpj fi, (2.4.3)
j=1

sendo & a média a posteriori de . Neste trabalho, denominaremos intervalos ou limites bayesianos
os intervalos empiricos obtidos a partir da amostra de superficies a posteriori. Neste trabalho sao
usados os quantis empiricos a posteriori de 2,5% e 97,5%, que sao denotados respectivamente
por LI 2,5% e LS 97,5%. Estes limites bayesianos podem se referir tanto as curvas quanto aos
parametros.

Com relagao a convergéncia do método, Dias e Gamerman (2002) sugerem um descarte de 1000
amostras de curvas para fungoes com pouca curvatura e um descarte de 5000 curvas para fungoes
mais estruturadas (grande curvatura). Nos estudos de simulagao deste trabalho sao geradas 5000
amostras de curvas através do algoritmo, sendo as 4000 primeiras descartadas e as 1000 seguintes
sao consideradas como vindas da distribuicao a posteriori.

O procedimento RJ-MCMC para estimacao de modelos aditivos proposto nesta secdo sera

referido como método h-splines bayesiano (BHS).

2.5 Dados Simulados

O algoritmo foi desenhado para contemplar qualquer dimensao finita, mas foi aplicado em algu-
mas fungoes com duas covaridveis. O uso de apenas duas covariaveis se da para que as superficies
estimadas possam ser comparadas visualmente com as verdadeiras. As func¢oes usadas para testar

o algoritmo em cada exemplo sao as seguintes:

o Exemplo 1: fi(z) =sen(2? —x + 2) e fo(x) = exp (—22?),
« Exemplo 2: fi(z) = exp (—0,5z?%) cos(4nz) e fo(x) =23 €
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o Exemplo 3: f(x1,x) = (23 + 323) exp (—z} — 23).

O exemplo 1 é um caso inicial para verificar o desempenho do algoritmo proposto. No exemplo 2 a
funcao f; é uma funcao mais estruturada, com uma maior curvatura total, o que em geral dificulta
a estimacgao. Além disso, as covariaveis neste exemplo sao correlacionadas. No exemplo 3 temos
um modelo com interacao entre as covariaveis.

Em todos os exemplos, os hiperparametros 7, u e v sao escolhidos de tal forma que tenhamos
distribui¢oes a priori vagas, com variancias extremamente grandes. As distribuicdes a priori
para K7 e K5 sao distribui¢des Poisson truncadas em 40, com média igual a 15. Além disso, os
valores iniciais dos parametros foram K; = Ky = 15, A\ = Ay = 0,01, 8 = (XtX + A)*lXty e
02 = n" Yy — X0)!(y — X0). Escolheu-se ainda ¢y = K; e 15 = K,. O algoritmo descrito foi
implementado em R.

Os resultados do método BHS sao comparados com os resultados do pacote DPpackage em R.
Esse pacote utiliza uma abordagem bayesiana para regressao com splines que usa métodos MCMC
para estimar modelos aditivos. O método referente ao pacote DPpackage serd denominado DP.
As distribuigbes a priori usadas para o método DP também sao vagas, similares as utilizadas no

método BHS.

2.5.1 Exemplo 1

A geracao dos dados segue os seguintes passos:
1. Gere X1 ~U(0,4) e Xy ~U(—1,3);

2. Calcule f1(X;) = sen(X? — X1 + 2), fo(X2) = exp (—2X7) e y = f1(X1) + f2(X2) + €, com
e ~ N(0;0,05);

3. Repita os passos (1) e (2) até obter n = 50 observagdes.

Com os dados em maos aplica-se o procedimento BHS gerando uma amostra a posteriori de 1000
curvas. A Figura 2.1 mostra, em cada linha, uma amostra de curvas a posteriori para f; (relativas

as X;) e em seguida a curva média f; juntamente com a estimativa de DP e a curva f; verdadeira.
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A estimativas fj obtidas pelo método proposto estao muito préximas as verdadeiras funcoes f;. O
mesmo vale para as estimativas obtidas por DP.

Vale lembrar que nessa amostra a posteriori existem curvas com diferentes quantidades de
funcoes base, ou seja, f; ¢ estimada usando varios valores para K;. E mesmo que duas curvas sejam
amostradas com um mesmo valor de K, elas podem ter diferentes nés. As modas a posteriori para
K e K, foram respectivamente 18 e 16. Informacoes sobre a distribuicdo a posteriori de Ay, Ag,

o2 e a sdo dadas na Tabela 2.1.

Tabela 2.1: Médias a posteriori e limites bayesianos para Ai, Az, 0% e a estimados para o exemplo 1.
Parametro LI 2,5% Média LS 97,5%

o 0,5382  0,5510 0,5635
o? 0,0011  0,0020 0,0034
A 0,0098  0,0223 0,0392
A2 0,0920  0,2705 0,5520

Observe que f; necessitou de um nimero um pouco maior de fung¢oes bases, isso reflete o fato
de f; ser uma funcao que, em geral, possui maior curvatura que fo, como esperado quanto maior
a curvatura mais fungoes base sdo usadas. O comportamento de A\; e Ay dados na Tabela 2.1
também pode ser explicado pela curvatura. Espera-se que quanto maior a curvatura, menor o
valor do parametro de suavizacao.

A estimativa da superficie é obtida fazendo a soma do intercepto com as curvas médias,
f = a+ ]?1 + fz A Figura 2.1 compara a superficie verdadeira em (a) com a estimada por
BSH em (b). Visualmente, a superficie estimada parece estar proxima da verdadeira, evidenciando
o bom desempenho da abordagem bayesiana para regressao h-splines nao-paramétrica. O conceito
de visualmente préximo é muito subjetivo, por este motivo no Capitulo 4 sdo apresentadas medidas
de distancia e afinidade entre curvas. Essas medidas sdo usadas para verificar o quao proxima da
funcao verdadeira esta a curva estimada.

O uso de muitas bases na estimagdo de uma fun¢ao que é suave, pode resultar em uma sub-
suavizagao. A Figura 2.1 nao favorece a visualizagdo de que as curvas estimadas pelo método DP
possuem muitas rugosidades. Mas isso pode ser verificado na Figura 2.3, que mostra a superficie

estimada pelo método. A falta de suavidade ocorre porque o pacote DPpackage utilizou 53 fungdes

22



15

-15 -05 05

(a)

(b)

y

X1

(d)

1.0

0.0

-1.0

Figura 2.1: Amostras a posteriori de f1 e fo do exemplo 1 em (a) e (c), respectivamente. Em (b) e (d), as linha

continuas sdo as curvas verdadeiras, as tracejadas sdo estimativas de BHS e as pontilhadas DP.

base para estimar f; e 53 para f,. Como esperado, constata-se entao que a utilizacdo de mais

fungoes base que o necessario aumenta o esforco computacional e ainda pode prejudicar a estimagao.

2.5.2 Exemplo 2

A obtencao dos dados é feita da seguinte forma:
1. Gere X; ~ U(0,7) e calcule Xo =2 —4X; /7 + €x,, com ex, ~ N(0;0,5);

2. Calcule fi(X:1) = exp (—0,5X7) cos(47X1), fo(Xs) = X5 ey = fi(X1) + fo(X2) + ¢ com
e ~ N(0;0,05);

3. Repita os passos (1) e (2) até obter n = 50 observagdes.

Observe que aqui as covaridveis sdao correlacionadas. Isso pode trazer problemas na estimacao.
Além disso, o fato de a fungao f; ser bastante estruturada (pouco suave) também pode trazer

dificuldades.
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Figura 2.3: Superficie estimada pelo método DP para fungdo do exemplo 1

A Figura 2.4 apresenta f; e fo juntamente com as estimativas dos métodos BSH e DP, assim
Neste exemplo, as estimativas do método DP nao se
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como a amostra de curvas a posteriori.
mantem tao proximas das fungoes f; e fo quanto as do BHS. Claramente o método BHS conseguiu



uma estimativa que consegue acompanhar bem a estrutura da curva original. Apesar de utilizar um
numero maior de fun¢des base, a estimativa referente ao procedimento DP nao conseguiu retratar
essa estrutura. Provavelmente os problemas na estimagao se deram pela correlagao existente entre

as covariaveis e pela grande curvatura apresentada pela funcao f;.

(a) (b)

X2 X2

Figura 2.4: Amostras a posteriori de f1 e fo do exemplo 2 em (a) e (c), respectivamente. Em (b) e (d), as linha

continuas sao as curvas verdadeiras, as tracejadas s@o estimativas de BHS e as pontilhadas DP.

A Tabela 2.2 mostra as médias a posteriori dos parametros \;, A2, 02 e «, acompanhadas pelos
limites bayesianos de 95%. Observe na Tabela 2.2 que os valores de A; e A3 novamente estao de
acordo com o esperado, valores pequenos para funcoes estruturadas e valores altos para fungoes

suaves.

Tabela 2.2: Médias a posteriori e limites bayesianos para A1, A2, 02 e « estimados para o exemplo 2.
Pardmetro LI 2.5% Média LS 97.5%

o 20,2217 -0,2022  -0,1839
o2 0,0023  0,0042  0,0078
At 0,0010  0,0021  0,0040
Ao 0,0031  0,0128  0,0298
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Para estimar f; foram necessarias muitas fungoes base. A moda a posteriori para K; foi igual a
19. Para fs, que é uma func¢ao mais suave, a moda a posteriori foi de apenas 6 bases. Novamente,
a estimacao utilizando o pacote DPpackage usou 53 bases para cada funcao do modelo aditivo.
Lembremos que o uso de muitas bases na estimagdo de uma funcdo que é suave como f5, pode
resultar em uma sub-suavizagao.

A Figura 2.5 apresenta o grafico com curvas de nivel para a superficie verdadeira, para a
estimativa BHS e para a estimativa DP. Assim como foi observado na Figura 2.4, as curvas de
niveis da Figura 2.5 indicam que a superficie estimada pelo método BHS aproxima-se mais da
superficie verdadeira. O método DP nao conseguiu capturar a estrutura da parte central das

curvas de nivel.

e~~~ 2 —— —~—~ 20 - T
~—————— 45 ~——— {5 - — 15
SN T ~—————— 10— ST~ ———————— 10— - —— 10—
fSU N AN
SN " T ——————5— SN 5 5
~ ~ ] ~ ] 0> <0

0

X2
X2
X2
o

[N O~ ~—

T T T
/\/\/\/\,_\1_5, SN T —————— 5 5

¥ § - ¥ -
N~ ———— 10— S~ ——————— 10— 10—
~—~——— 45— —— 45 - 15—
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0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0

Figura 2.5: Em (a) as curvas de nivel para a funcio do exemplo 2, em (b) a estimativa obtida por BHS e em (c)

para DP.
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2.5.3 Exemplo 3

Nos dois primeiros exemplos tratou-se de modelos aditivos. Neste exemplo é considerado um

modelo com interacao. Os dados sao gerados conforme os seguintes passos:
1. Gere X7 ~U(—2,2) e Xo ~ U(-2,2);
2. Calcule f(X1, X5) = (X? +3X2)exp(—X? — X2) ey = f(X1,X5) + ¢, com e ~ N(0;0,05);
3. Repita os passos (1) e (2) até obter n = 50 observagoes.

Por nao considerar intera¢oes, o modelo aditivo nao deve conseguir capturar toda a estrutura
da funcgao a ser estimada. Entretanto, espera-se obter uma boa aproximacao.

A amostra de curvas a posteriori, assim como as estimativas obtidas pelos métodos BHS e DP
sao apresentadas na Figura 2.6. Novamente observamos algumas rugosidades nas estimativas do
procedimento DP. A Figura 2.6 ndo apresenta a funcao verdadeira, pois esta ndo pode ser separada
em f1(X1) e fo(X3). Informacoes da distribuicao a posteriori de a, A\, Ay e 02 sdo dadas na Tabela

2.3.

-06 -02 0.2
-06 -02 0.2

y

-0.6 -02 0.2
y

-0.6 -02 0.2

Figura 2.6: Amostras a posteriori de fi e f> do exemplo 3 em (a) e (c), respectivamente. Em (b) e (d), as linha

continuas sao as estimativas do método BHS e as tracejadas sdo do DP.
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Tabela 2.3: Médias a posteriori e limites bayesianos para Ai, A2, 02 e « estimados para o exemplo 3.

Pardmetro LI 2.5% Média LS 97.5%

a 0,3547  0,3939  0,4346
o2 0,0117  0,0192  0,0299
A 0,1327 0,4932  1,1420
A2 0,0920 0,3248  0,7280

As estimativas suaves mostradas na Figura 2.6 foram obtidas com poucas fungdes base. A
moda a posteriori para ambos K; e K5 foi igual a 7. A Figura 2.7 mostra a superficie verdadeira
e a estimada pelo método BHS. Comparando visualmente as superficies pode-se argumentar que

¢ uma aproximacao razoavel, tendo em vista todas as dificuldades ja citadas no Capitulo 1 sobre

a utilizacao de modelos com interacao.
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Figura 2.7: Em (a) a superficie referente a fungao do exemplo 3 e em (b) a estimativa obtida por BHS.

Nos exemplos apresentados pode-se observar como a escolha adequada para o nimero de fungoes
base afeta a estimacao de uma funcao. Neles vimos as consequéncias do excesso de bases usadas

para estimar uma fun¢do. Em outros exemplos deste trabalho veremos o que ocorre quando a
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quantidade de bases é menor do que a adequada. Isso reforga a importancia do uso de um método

baseado em h-splines para escolha dos valores Ki, ..., K.
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Capitulo 3

Evidéncia Bayesiana para Modelos de

Regressao Multipla H-Splines

Neste capitulo é proposto um teste de hipoteses baseado na medida de evidéncia bayesiana
de Pereira e Stern (1999), o FBST. Em seguida ¢ feito um estudo de simulagdo para observar o

comportamento da medida de evidéncia proposta.

3.1 Introducao

Varias situagoes podem ser descritas por modelos nao lineares em que a variavel resposta Y
¢ uma funcao f das covaridveis X, Xs,..., X, mais um erro. Muitas vezes tem-se divida se a
forma mais adequada para descrever a fungao f seria fy ou fJ. Neste caso, seria necessario um
procedimento para escolher um dentre os candidatos, um teste de hipdteses. Este teste pode até
mesmo apontar que ambos, fy e f, sao adequados para descrever f, deixando a escolha a cargo
do pesquisador.

A literatura apresenta alguns critérios para selecao de modelos tais como AIC, BIC e DIC,
além de testes bayesianos. Outros critérios como medidas de distancia e afinidade entre curvas
poderiam ser usados. A préxima secao descreve um teste de hipoteses baseado na medida de
evidéncia bayesiana de Pereira e Stern (1999), o FBST. O principal desafio é adaptar de modo

adequado o FBST para o contexto de testes com curvas.
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3.2 Teste de Hipd6teses Bayesiano para Igualdade de Cur-
vas

Suponha que se deseja testar a hipotese nula
Hoy: f=fo

contra a hipétese alternativa
Hy: f# fo.

A igualdade apresentada em H, é uma igualdade em quase toda parte, exceto para um conjunto de
pontos de medida nula. O procedimento BHS apresentado no Capitulo 2 fornece uma distribuicao
a posteriori para f. Desse modo, pode-se obter a evidéncia bayesiana do FBST a favor de H,.

Pereira e Stern (1999) definiram a seguinte medida de evidéncia em favor de uma hip6tese precisa.

Defini¢ao 3.2.1. Considere um modelo estatistico, isto é, uma quintupla (X, A4, F,© ), em
que X é o espaco amostral, A é a o-algebra conveniente de subconjuntos de X', F é uma classe
de distribui¢oes de probabilidade em A indexadas no espaco paramétrico ® e 7w é uma funcao
densidade a priori em ©. Suponha que um subconjunto ®, de ® tendo medida de Lesbegue nula
¢ de interesse. Seja m(6|x) uma fungao densidade a posteriori de 8, dada a observacao amostral
x, e T'(x) = {0 € © : 1(0]x) > supg, 7(0|x)}. A medida de evidéncia de Pereira-Stern ¢ definida
como

EV(©y,x)=1— P(0 € T(x)|x)
e um teste de Pereira-Stern é nao rejeitar @y sempre que o valor de EV (0, x) seja “grande”.

A medida de evidéncia de Pereira-Stern considera todos os pontos que sdo menos “provaveis”
do que algum ponto em ©,. De acordo com esse procedimento, um valor “grande” da evidéncia
significa que o subconjunto ©, representa uma regiao do espaco paramétrico de alta densidade a
posteriori. Portanto, os dados favorecem a hipdtese nula. Por outro lado, um valor pequeno da
evidéncia levaria a rejeicao da hipdtese nula.

Assim como descrito anteriomente na criagdo dos intervalos bayesianos, cada ponto amos-

tral z; pode ser avaliado em cada uma das estimativas da superficie a posteriori f(l), cee f(m).
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Desse modo, considere apenas o ponto z;. Para estimar f(x;) temos a amostra a posteriori
f(l)(a:i), L, fm) (x;), da qual pode-se obter uma fungdo densidade. Essa funcao densidade pode
ser estimada por métodos que utilizam kernel ou splines. Com essa densidade a posteriori é pos-
sivel construir a medida de evidéncia de Pereira-Stern para fo(z;), ou seja, EV (fo(x;)|y,x). A
proposta é que a medida de evidéncia a favor de f; seja dada por

EV(foly,x) =n"" z; EV (fo(z)|y, %) . (3.2.1)
Portanto, a evidéncia a favor de uma funcao fy serd a média das evidéncias em cada ponto da
amostra.

A Figura 3.1 mostra um exemplo ilustrativo com uma covaridvel. Em (a) estd uma amostra
de mil curvas a posteriori obtida pelo procedimento BHS, além da curva tracejada fy a ser tes-
tada. Marcou-se neste grafico trés valores observados da covariavel X, -1,63, 0,73 e 1,56. Para
X = -1,63, tem-se a amostra a posteriori f(l)(—l, 63),..., f(1000) (-1,63), com a qual contrdi-se a
fungao densidade em (b). A drea em cinza mostra a medida de evidéncia a favor de fy(-1,63),
que considera todos os pontos que sdo menos “provaveis” do que fo(-1,63). Em (c) e (d) tem-se

o0 mesmo para as observagoes 0,73 e 1,56 da covariavel estudada. Considerando apenas estas trés

observagoes tem-se:

EV (fo(-1,63)]y,x) = 0, 344,
EV (f0(07 73)|Y7 X) = 07 149 e

Se forem consideradas todas as observagoes pode-se obter EV (fo(x1)|y, %), ..., EV (fo(z,)|y, %),
e consequentemente EV (fyly,x). Neste exemplo especifico a evidéncia a favor de fy, que é a média
das evidéncias para cada observagio, é de EV (fyly,x) = 0, 365.

Para a regressio miltipla considere X = (Xi,...,X,)" como sendo as covaridveis e
x; = (®4,...,%p) como a i-ésima observacao das mesmas. Neste cendrio, a reta X = x; nao
interceptard curvas como visto na Figura 3.1(a), mas sim superficies a posteriori. A partir dai o

procedimento é o mesmo descrito no exemplo ilustrativo.
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Figura 3.1: Em (a) amostra de curvas a posteriori juntamente da curva fo tracejada; em (b) a densidade de
f(l)(—1.63), ..., froo0) (-1.63), com EV (fo(-1.63|y, ) em cinza; e em (c) e (d) o mesmo para as observagoes 0.73 e

1.56 da covariavel.

Apods o calculo da medida de evidéncia, é necessario construir uma regra de decisdo, ou
seja determinar um valor e, de modo que rejeita-se Hy se EV (foly,x) < e. e aceita-se Hy se
EV(foly,x) > ec.

O valor e. depende da funcao perda e pode assumir valores diferentes, isso porque existem
variagoes da fungao perda com interpretagoes diferentes. Madruga, Esteves e Wechsler (2001)
definem o problema da seguinte forma: Considere D = {dy,d1} o espaco de decisdes usual
em um problema estatistico de teste de hipdteses, com dy representado a decisao de aceitar
Hy e dy a de rejeitar Hy, e seja a funcao perda definida por L : D x ©y — RT tal que
L(Rejeitar Hy,0) = a{l — 1[0 € T(x)]} e L(Aceitar Hy,0) = b+ cl [ € T(x)], com a,b e c > 0.
Para esta fun¢do perda, Madruga, Esteves e Wechsler (2001) mostram que o valor de corte é
e.=(b+c)/(a+c).

Na pratica, a escolha dos valores de a, b e ¢, necessarios para a tomada de decisao nao é simples
e envolve a opinido do pesquisador sobre o erro mais (ou menos) danoso na sua decisdo. Nos casos

em que a evidéncia obtida é muito préxima de zero (ou de 1), a decisdo natural é rejeitar (ou
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aceitar) a hipotese Hy. Nas demais situagoes, pode-se estabelecer o nivel de significancia do teste,
como é feito nos testes classicos, e buscar a validagao do resultado obtido.

Neste trabalho nao sera estabelecido um ponto de corte, pois os objetivos aqui sdo, na Se¢ao
3.3, estudar o comportamento da medida de evidéncia em diferentes cenérios; e no Capitulo 7 usar
essa medida de evidéncia para escolher um entre varios modelos candidatos para descrever um

conjunto de dados reais.

3.3 Dados Simulados

Nesta secao é examinado, em um estudo de simulagao, o comportamento da medida de evidéncia

proposta. O modelo usado neste estudo é
Y; = f(l’ﬂ, l’z’2) + € = T + Tio + CSGH(Q«TZQ) + €, 1= 1, Lo, (331)

com €y,...,€, independentes, sendo ¢; ~ N(0,0.01), com —6 < z;; < 6 e —6 < z;5 < 6. A relagao
entre a variavel resposta e as covaridveis pode ser linear (¢ = 0), ou nao linear (¢ # 0). Dependendo
do valor usado para ¢, a termo nao linear da fungao (sen(2z;2)) fica mais aparente. A Figura 3.2
mostra a superficie f para diferentes valores de c.

As hipéteses consideradas sao

H() . f(Xl,XQ) == X1 + X2

Hy: f(Xq,X) # X1+ Xo.

Sao considerados varios cenarios: n = 30,50,100 e ¢ = 0, 0,5, 1, 1,5. Ou seja, é estudado o
comportamento da evidéncia bayesiana quando sao alterados o tamanho amostral e a magnitude
de c. Observe que a medida que c cresce, a funcao f verdadeira se distancia da funcao testada

f(X1, Xs) = Xi + X5. Deste modo espera-se que
» quanto maior o valor de ¢, menor seja a evidéncia a favor de Hy,

o para c =0, EV(fyly,x) cresca quando n cresce e
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para diferenciar f de fy. Para n = 200, a evidéncia a favor de H, foi baixa para todo ¢ > 0.
Aparentemente a proposta de calcular, usando (3.2.1), a evidéncia bayesiana para testar a igualdade
de funcgoes é razoavel. No Capitulo 7 essa proposta ¢é utilizada em um conjunto de dados reais com

objetivo de escolher qual forma funcional é mais adequada para descrevé-lo.

Tabela 3.1: Valores de EV (fy|y,x) obtidos para diferentes valores de n e c.
n c=0 ¢=0,5 ¢c=1 ¢=1,5
30 05397 02456 0,0982  0,0806
50 04797 01469 0,0977  0,0704
100 0,7618 0,2107 0,1045 0,0379
200 0,8170 0,0581 0,0279 0,0163
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Capitulo 4

Estimacao Sequencial Adaptativa para

Regressao Multipla H-Splines

Neste capitulo, é apresentada uma generalizacao do método h-splines proposto por Dias (1999).
Primeiramente é apresentada a versao original do método, que considera apenas uma covariavel.
Em seguida, é apresentado o algoritmo que estende o método para o caso em que tem-se varias
covariaveis. Por ultimo é feito um estudo de simulagdo que compara os resultados obtidos pelo

procedimento proposto com os conseguidos pelos pacotes gamlss e mgcv em R.

4.1 Introducao

Assim como no Capitulo 2, o objetivo é estimar uma funcdo f. O procedimento usado é
a regressao h-splines nao paramétrica multipla. A principal dificuldade aqui é como definir o
numero de func¢oes base mais adequado. Neste capitulo é apresentado um procedimento sequencial
adaptativo para obter o melhor niimero de bases para cada covariavel e assim estimar f.

Considere o caso em que temos apenas uma covariavel. Como ja foi mencionado na Segao 2.2,
na abordagem usual da regressao penalizada com splines as estimativas sdo obtidas encontrando
6 que minimize

(y — X0)' (y — X0) + \0'Q0.
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Equivalentemente, 8 é obtido como uma solugao do sistema linear (X'X + \2)0 = X'y. Como h4
uma tUnica covaridvel, X é uma matriz n x K contendo as fungoes base para x = (z1,...,2,)" e
é a matriz de penalizacdbes. Ambos K e A controlam o equilibrio entre suavizagao e fidelidade aos
dados. Dias (1999) prop6s um algoritmo em que se inicia com o menor nimero de fungoes base
possivel e acrescenta-se bases até que um critério de parada seja satisfeito. O algoritmo proposto

¢ o seguinte:
1. Escolha K; como ntimero inicial de fungoes base e fixe Ag;

2. Obtenha 6 solucionando (X'X + Q)8 = X'y;

3. Encontre \ que minimize
_ nly — X6)'(y — X0)

GCV () = n  HO (4.1.1)

com H()\) = X(X'X + \2)~'1X;
4. Calcule fKOX = H(X)y;

5. Acrescente uma fungao base ao nimero de fungoes base e repita os passos de (2) a (4) para

obter fKo-‘rl,/)\\;

6. Para um namero real § > 0, se a distancia d(fK0 N < 6, pare o procedimento. O

fKOH,X)

valor § pode ser determinado empiricamente de acordo com uma particular distancia d(-,-).

Dias (1999) mostrou que esta abordagem teve uma boa performace para estimar varios tipos
de curvas.
A principal motivacao deste capitulo é estender este algoritmo para o caso em que temos varias

covariaveis. Como ja foi mencionado, a generalizacao é feita considerando modelos aditivos.

4.2 Estimacao Adaptativa Multipla

Assim como na abordagem bayesiana apresentada no Capitulo 2, consideramos modelos aditivos

p
f:a—i-Zonj:XO,

Jj=1
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em que novamente 0 = (a, 6y,...,0,)", X = (1,,X4,...,X,) e X; é uma matrix n x K; contendo
os valores das K; funcoes base calculadas em x;.

A estimacao é feita minimizando
1 t 1 t
L,(0) = §(y —X0)'(y — X0) + 50 A6,

sendo A = diag(0, A\1€24,...,A,82,). Derivando L,(0) em relacao a 6 e igualando a 0, temos

9L, (0)
00

= X'y+X'X0+A0=0, = (X'X+A)0=Xy.

=6 = (X'X + A) Xy (4.2.1)

Dessa forma, o problema consiste em encontrar o nimero de func¢oes base mais adequado para
cada covariavel. A idéia é criar um algoritmo que trabalhe como a proposta de Dias (1999), ou
seja, inicie com o nimero minimo de bases e va acrescentando bases até que um critério de parada
seja satisfeito.

O procedimento sequencial adaptativo multiplo é dado por:
1. Escolha K = (Kj, ..., K,)" como as quantidades iniciais de fungoes base;

2. Encontre A que minimize

_nly —HN)y|'ly — H(A)y]
GCV(A) = T tr HOUP : (4.2.2)

com H(A) = X(X'X + A) X%
3. Com X obtenha A e em seguida 6 = (XX + ./A\)_lXty;
4. Calcule fK’X = X6, além dos ijj = X]@j, para j=1,...,p.

5. Acrescente uma base ao numero de fungoes base de cada covariavel e repita os passos de (2)

a (3) para obter f{*'+! ..  fRett

6. Para um numero real 6 > 0 e para j = 1,...,p, verifique se as distancias

d;( ijj? ff{ﬁl) < 0. Caso existam j’s tais que d; > 0, acrescente um funcao base apenas
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para estas covaridveis e repita os passos (2) e (3). Faca isso até que d; < 4§, Vj. O valor 0

pode ser determinado empiricamente de acordo com uma particular distancia d(-, -).

A minimizagao da validagdo cruzada generalizada (GCV') do passo 2 pode ser feita através do
método de Newton, usando a abordagem de Gu e Wahba (1991) ou a de Wood (2004).

Denominaremos o procedimento proposto por método sequencial h-splines (SHS).

4.3 Selecao da Distancia d(-, )

Nesta segdo vamos apresentar algumas candidatas para a distancia d(-,-) usada no algoritmo

sequencial proposto. Antes, devemos definir a norma Ly e o conjunto Wi[a,b]. A norma L, de

/fQ(u)du

enquanto Wi[a, b] é o conjunto formado pelas fungoes definidas no intervalo [a, b], cuja primeira

uma funcdo f é definida como

derivada é absolutamente continua e a norma L, da segunda derivada é finita.
Como critério de parada para o algoritmo, Dias (1999) sugeriu d(+, -) como sendo uma medida
de afinidade entre duas fungoes baseada na distancia de Hellinger. Para uma funcao qualquer ¢

em Wi[a, b], defina
__F(s)
) = T ru)de

Entéo, t, > 0 e [t,(u)du = 1. Para quaisquer fungoes f,g € Wi|a, b], o quadrado da distancia de
Hellinger é dado por

= [ (Verlw) o)) du =201~ p(1,)),

em que

2

" (w)
pf.9) = /ﬁd“_/dfﬂv)dvfg?vdv _/\/ff Vo [P

9%(

¢ a afinidade de Hellinger entre f e g. Nao ¢ dificil verificar que 0 < p(f,g) < 1, Vf,g € W2|a,b].

Note que H?(f,g) é minima quando p(f,g) = 1.
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Com essa medida em maos pode-se definir um critério de parada para os procedimentos des-
critos. Por exemplo, pode-se definir que quando p(f¥, f51) > § o procedimente deve ser parado.
Uma outra medida de afinidade entre curvas é a medida do cosseno do angulo ¢ formado entre

f e g, dada por

J £(u)g(w)du
VI F2(u)du | g*(w)du

A regiao de variagao desta medida é —1 < cos ¢y, < 1. Para manter esta medida variando entre

cos(¢rg) =

0 e 1, assim como a afinidade de Hellinger, o cosseno deveria ser dado por

| f(w)g(u)dul
VI P w)du | g?(u)du

Neste trabalho, quando nos referirmos ao cosseno do angulo formado entre duas curvas, sempre

|cos(pr,)|= (4.3.1)

sera considerada a equagao (4.3.1). Esta é a medida de afinidade usada no trabalho como critério
de parada no método SHS.
Quando discretizamos as curvas, ou seja, quando as curvas sao representadas por vetores de

valores, o cosseno ¢ dado por

|Zz lfgz|
\/Z 1f2 zlgz

lcos(dyq)|=

Dias (1999) explorou simulagoes em que buscava uma distribui¢do para a afinidade entre as
curvas verdadeiras e as estimadas via o método adaptativo h-splines. Esta ideia sera utilizada no
Capitulo 5 a fim de construir um teste de hipéteses. Porém, a medida de afinidade de Hellinger é
substituida pelo cosseno.

Varias medidas de distancias bem conhecidas também podem ser usadas como critério de

parada, como por exemplo

distancia Ly, dada por Li(f, g) = [|f(u) — g(u)|du,

distancia quadrética integrada, DQI(f,g) = [[f(u) — g(u)]?du,

1/2

distancia de Hellinger, definida por H(f, g) { \/tf \/tg(u)]2du} e

distancia de Kullbak-Leibler, K L(f, g) = [ {log[f(u)] — log[g(u)]} log[f(u)]du.
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A distancia quadratica integrada ainda sera considerada neste trabalho. No Capitulo 5 a DQI é
utilizada na construcao de um teste de hipdteses.

O proximo passo é verificar o desempenho do procedimento SHS na estimacdo de uma série
de superficies. Os resultados do método sao comparados com os resultados dos pacotes gamlss
e mgcv em R. O pacote gamlss contém fungdes para o ajuste de modelos aditivos generalizados
para parametros de locagao, escala e forma. Fungoes no pacote mgcv ajustam modelos aditivos
generalizados e tém como destaque a eficiéncia na selecao do parametro de suavizacao, que é
feita utilizando algoritmos muito estaveis. Ambos utilizam regressao penalizada com splines na
estimagao de modelos aditivos. Os método de estimacao usados pelos pacotes gamlss e mgcv serao

denominados GAMLSS e MGCYV, respectivamente.

4.4 Dados Simulados

Dois exemplos de superficies sao considerados nesta secio, que sao os exemplos 1 e 2 do Capitulo
2. O objetivo é acompanhar o desempenho do método de estimagao proposto (SHS) e, além disso,

confrontar os resultados com os obtidos pelos procedimentos GAMLSS e MGCV.

4.4.1 Exemplo 1 (Continuagao)

O mesmo conjunto de dados gerados no exemplo 1 do Capitulo 2 é usado aqui. Os métodos
SHS, GAMLSS e MGCV ajustaram o modelo aditivo para este conjunto de dados. A Figura 4.1
apresenta as curvas verdadeiras tracadas juntamente com as estimativas. Visualmente, os trés
métodos de estimacao obtiveram bons resultados, com estimativas muito proximas as curvas ver-
dadeiras. Entretanto, agora além de realizar uma inspecao visual, podemos analisar as distancias
e/ou afinidades entre as estimativas e a curva verdadeira. A Tabela 4.1 mostra, além dos valores
de Ky e K3, os cossenos e DQI entre as superficies estimadas e a verdadeira.

Analisando a Tabela 4.1, vemos que as quantidades de func¢oes base K; e K5 obtidas pelo SHS
sao pouco diferentes dos valores mais frequentes obtidos pelo procedimento bayesiano BHS, que

foram 18 e 16. Os valores de K; e K, dos outros métodos sao valores padrao nos respectivos
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Figura 4.1: Para o exemplo 1, em (a) tem-se a funcio f; e em (b) fo. Em ambos a linha continua representa a
curva original, a linha tracejada a estimativa SHS, a linha pontilhada o GAMLSS e a linha de tragos e pontos o

método MGCV.

Tabela 4.1: Comparacio entre os métodos SHS, MGCV e GAMLSS para o ntimero de funcdes base e as medidas

~

|cos(¢)ff)| e DQI(f, f), sendo f referente ao exemplo 1.

~

Procedimento K; Ko |cos(¢>f?)| DQI(f, f)

SHS 19 12 0,9996 0,0409
GAMLSS 13 13 0,9993 0,0622
MGCV 9 9 0,9989 0,1031

pacotes. Considerando o cosseno e a distancia quadratica integrada como medidas de adequagao,

pode-se observar que os procedimentos utilizados tém desempenhos muito semelhantes.

4.4.2 Exemplo 2 (Continuagao)

O mesmo conjunto de dados gerado no exemplo 2 do Capitulo 2 é usado aqui. Lembremos
que este exemplo apresenta mais dificuldades para estimacao do que o exemplo 1. As covaridveis
sao correlacionadas e a fungdo f; é bastante estruturada. Os métodos SHS, GAMLSS e MGCV

ajustaram o modelo aditivo para este conjunto de dados. A Figura 4.2 apresenta as curvas verda-
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deiras tracadas juntamente com as estimativas. E importante observar como os métodos MGCV
e GAMLSS nao conseguiram capturar a estrutura da fungdo f; em suas estimativas. Por outro

lado, a curva estimada pelo método SHS se mantém sempre proxima a verdadeira curva.

(a) (b)

-2
L

060 05 10 15 20 25 30
X4 Xo

Figura 4.2: Para o exemplo 1, em (a) tem-se a funcio f; e em (b) fo. Em ambos a linha continua representa a
curva original, a linha tracejada a estimativa SHS, a linha pontilhada o GAMLSS e a linha de tragos e pontos o

método MGCV.

A Tabela 4.2 apresenta os valores de K; e Ky, os cossenos e DQI entre as superficies estimadas
e a verdadeira. Novamente, o nimero de fungoes base utilizados pelos métodos GAMLSS e MGCV
sao os valores padrao de seus respectivos pacotes em R. O método SHS estimou f; utilizando 25
funcoes base e usou apenas 12 para f,. Essa coeréncia, de utilizar muitas bases para funcgoes
com maior curvatura e poucas bases para curvas mais suaves é uma caracteristica forte do método
SHS. Essa escolha do niimero adequado de fungoes base ajudou a obter melhores estimativas. Mais
uma vez, consideremos o cosseno e a distancia quadratica integrada como medidas de adequacao.
A Tabela 4.2 mostra que nao ha muita difereca entre os métodos quando analisamos a medida
cosseno. Entretanto, existe uma diferenca consideravel na medida D@ obtida por cada método.
O método SHS apresenta uma distancia menor que os demais em relacao a verdadeira curva,

reforcando o que ja apontava a inspec¢ao visual.
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Tabela 4.2: Comparacdo entre os métodos SHS, MGCV e GAMLSS para o niimero de funcdes base e as medidas

~

cos(qﬁf’f) e DQI(f, f), sendo f referente ao exemplo 2

~

Procedimento K; Kj cos(t;ﬁf?) DQI(f, f)

SHS 25 12 0,9999 0,2267
GAMLSS 13 13 0,9996 1,7555
MGCV 9 9 0,9995 2,1368

Uma possivel explicacao para que os métodos MGCV e GAMLSS nao tenham conseguido
capturar toda a estrutura da funcao f; é que ambos utilizaram poucas fungoes base. A quantidade
de bases usadas por estes métodos foi suficiente para estimar fo, mas nao para f;. O método SHS
usou K7 = 25 e conseguiu reproduzir boa parte da estrutura de f;. Em situagdes de curvas mais
suaves como no exemplo 1, as estimativas dos métodos sao bastante semelhantes. Entretanto, para
casos como o exemplo 2, a adaptabilidade do procedimento SHS é um diferencial.

A principal vantagem do método SHS em relagao aos concorrentes é que este fornece de modo
automatico o nimero de fungoes base que deve ser utilizado para cada covaridvel e em seguida
estima os parametros do modelo. Em geral, nos pacotes gamlss e mgcv o usuario deve fazer um
estudo mais aprofundado para verificar se as quantidades de bases usadas sao adequadas. E caso
nao sejam, pode-se perder uma grande quantidade de tempo até encontrar a melhor combinacao
de Ky, Ky, ..., K,.

Para este exemplo, ao utilizar K; = 25 e Ky = 12 como indicado pelo método SHS, as medidas
cos(¢ff) e DQI(f, f) do procedimento MGCV passam de 0,9995 e 2, 1368 para 0,9999 e 0, 2403,
respectivamente. Para o procedimento GAMLSS, nao hé alteracao significativa nas medidas mesmo
apds a mudanga do nimero de bases. Observe que mesmo com todos os métodos utilizando K; = 25

e Ky = 12 o procedimento SHS tem um desempenho superior.

4.4.3 Exemplo 3 (Continuagao)

Os dados do exemplo 3 do Capitulo 2, que considera um modelo com interagdo, sao usados
aqui. Novamente, o objetivo é vere ificar se podemos conseguir uma boa aproximacao utilizando

modelos aditivos. A Figura 4.3 mostra que as estimativas obtidas com os métodos SHS, GAMLSS
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e MGCV foram préximas e visualmente similares a estimativa do método BHS obtida no Capitulo
2. A Tabela 4.3 reforca a afirmacao de que nao ha muita difereca entre os métodos, pois as
medidas de cosseno e DQI dos mesmos sao muito préximas. Novamente, pode-se argumentar que

é uma aproximacao razoavel, tendo em vista todas as dificuldades ja citadas no Capitulo 1 sobre

a utilizagao de modelos com interacao.
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Figura 4.3: Para o exemplo 3, em (a) tem-se a funcio f; e em (b) fo. Em ambos a linha tracejada representa a

estimativa SHS, a linha pontilhada o GAMLSS e a linha de tragos e pontos o método MGCV.

Tabela 4.3: Comparacdo entre os métodos SHS, MGCV e GAMLSS para o niimero de funcdes base e as medidas

~

cos((bff) e DQI(f, f), sendo f referente ao exemplo 3.

o~

Procedimento K; Ks cos(gzﬁf fA) DQI(f, f)
SHS 11 11 0,9749 0,5507
GAMLSS 13 13 0,9741 0,5677
MGCV 9 9 0,9742 0,5675

Como no Capitulo 2, foram tragadas a curva original e a estimativa obtida pelo método BHS. A
Figura 4.4 apresenta as curvas de nivel para a superficie verdadeira e para a estimativa SHS. Com-
parando os graficos nota-se que a superficie estimada pelo método SHS aproxima-se razoavelmente

da superficie verdadeira.
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(a) (b)

Figura 4.4: Em (a) as curvas de nivel para a fung¢io do exemplo 3 e em (b) a estimativa obtida por SHS.

O método proposto neste capitulo sera generalizado no Capitulo 6. Essa generalizacao tratara
de casos em que a variavel resposta Y possui restri¢oes do tipo ser positiva (Y > 0) ou ser bindria

(Y € {0,1}).

47



Capitulo 5

Teste de Hipoteses para Regressao

Multipla H-Splines

Neste capitulo é proposto um teste de hipoteses baseado na distancia quadrética integrada, que
¢ uma medida de distancia entre curvas. Em seguida ¢é feito um estudo de simulagao para estimar

de modo empirico o poder do teste em diversos cenarios.

5.1 Introducao

Como ja citado no Capitulo 3, um teste de hipoteses pode ser 1til para verificar se uma forma
funcional ¢ adequada para modelar um certo conjunto de dados, ou para fazer uma selegao da forma
funcional mais adequada. Neste capitulo serdo consideradas as mesmas hipéteses do Capitulo 3.
Entretanto, aqui a abordagem é frequentista.

A idéia é que o teste de hip6teses deva se basear em uma distancia (ou afinidade) entre a fungao
f e uma estimativa desta, f . Em seu trabalho, ap6s estudos de simulagao, Dias (1999) sugere a
distribuigao beta para a afinidade de Hellinger citada no Capitulo 4, p(f, f ), sendo fobtida através

do procedimento sequencial adaptativo. Aqui considera-se f obtida segundo o método SHS.
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5.2 Teste DI para Igualdade de Curvas

Como ja foi mencionado, Dias (1999) explorou simulagdes em que buscava uma distribuigao
para a afinidade entre as curvas verdadeiras e as estimadas via o método adaptativo h-splines.
Suas simulagdes apontavam que possivelmente a afinidade de Hellinger tem uma distribuicao beta.
Partindo desta idéia, decimos obter a distribuicao de uma distancia entre a curva verdadeira e a
estimada, considerando esta distdncia como sendo a estatitica do teste. A seguir apresentamos o

desenvolvimento para encontrar a distribuigao da distancia DQI(f, f), apresentada no Capitulo 4.

Primeiramente, considere que
y=f(x)+e (5.2.1)
sendo € ~ N(0,0%I). Para encontrar a distribuicio do cosseno deve-se primeiramente encontrar a

distribuicao de f . Sabe-se que f= y = Hy, com
H=X(X'X +A) X"
Partindo dos pressupostos do modelo temos
€ ~ N(0,0°T) =y ~ N(f,0%I) = f ~ N(Hf, 0 ’HH"). (5.2.2)

Provost e Rudiuk (1996) mostraram que se considerarmos X ~ N, (u, ) com posto(X) =n e
> = LL!, entdo a variavel aleatéria dada pela forma quadratica ¢ = X'A X, sendo A uma matriz

simétrica, tem a mesma distribuicdo que a variavel aleatoria

n
i=1
em que d; sao os autovalores de AX e );...,(Q, sao varidveis aleatérias independentes com

distribuigao x3(0?), sendo os pardmetros de nao-centralidade das mesmas dados por
0= (01,...,0,) = P'L™'i, com P sendo a matriz ortogonal dos autovetores de AX.

Provost e Rudiuk (1996) ainda apresentaram a func¢ao densidade e a funcao distribuigao de W,
mas o calculo de valores como P(W < w) é impraticavel, pois tanto a fun¢ado densidade quanto
a distribuicdo dependem de somas infinitas. Varios autores construiram diferentes aproximagoes
para P(W < w), e algumas delas estdao disponiveis em R no pacote CompQuadForm. Para saber

mais sobre este pacote vide Duchesne e Micheaux (2010).
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Deste modo, uma alternativa razoavel seria trabalhar com uma estatistica que meca a distancia
entre duas curvas e que seja uma forma quadratica do tipo ¢q. Assim, consideremos a distancia

quadrética integrada (DQI) entre as curvas f e g dada por

DQI(f.9) = [[f(u) = g(w)]du.

No contexto discreto, em que as curvas sao representadas por vetores de valores, a DQI é definida

por
n

DQI(f,9)=> (fi—g)*=(f—g)(f—g).

i=1

De (5.2.2) pode-se deduzir que
(f—1) ~ N [(I- H)f,0’HH'],

e que
n

DQI(f,f) = (E=D'(f—1) ~ > diQ: = W.
i=1
sendo os parametros de nao-centralidade dados por 9; = [PtL_l(I — H)fL, em que a matriz de
covaridncias de f pode ser escrita como E}? = ¢’HH' = LL!, P ¢ uma matriz ortogonal dos
autovetores de Ef e d; é o i1-ésimo autovalor desta.

Considerando novamente o teste da hipdtese Hy : f = fy, a estatistica DQI( fo, f) tem a mesma
distribuicao que W se Hj for verdadeiro. Portanto, se Hy for falsa espera-se que a estatistica de
teste seja “grande”, o que indica que a estimativa nao paramétrica nao é préxima de fy, que deve
implicar em

-~

DQI(fo, [) > Wa,

em que W, é o quantil de interesse para o nivel de significancia a;, que pode ser estimado utilizando
o pacote CompQuadForm.

Observe que a distribuicdo da estatistica do teste depende do valor de 02, mas esse valor em
geral é desconhecido. Espera-se que o uso do estimador

2 _ =9y -y)
n — tr(H)

nao afete fortemente o valor-p obtido no teste. Nas simulacoes este estimador é utilizado e o poder

do teste é estimado em diferentes cenarios.
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5.3 Simulacoes

Nesta secao é examinado, em um estudo de simulacao, o poder estimado do teste proposto
(teste DQI). Assim como na simulagao para o teste FBST do Capitulo 3, o modelo usado neste
estudo é

Yi = T4 + T + CSGD(QIEZ'Q) + €, 1= 1, Lo, n,

em que € ~ N(0;0,01). No Capitulo 3 ja foi mostrado como a constante ¢ afeta a forma da fungao.
Dependendo do valor usado para ¢, a parte nao linear da funcao fica mais aparente.

Novamente, as hipdteses consideradas sao

Hy: f(X1,X0) = X1+ X5

Hl . f(Xl,XQ) §£ X1 —|—X2

Sao considerados os mesmos cenarios: n = 30,50,100 e ¢ = 0, 0,5, 1, 1,5. Em cada cenério,
primeiramente é gerado um conjunto de n valores de uma distribui¢do uniforme no intervalo [—6, 6]
para covariavel X; e o mesmo, de forma independente para X5. Em seguida, os valores de Y sao
obtidos segundo a funcao y; = x;1 + x;2 + csen(2z,2) + ¢;. Dal os valores das estatisticas de teste
sdo obtidos. Este processo é replicado 200 vezes para cada cendrio (os valores das covaridveis sao
fixos para cada replicagdo). Entdo, define-se a proporgao de vezes em que H, é rejeitada como
sendo o poder estimado do teste.

A Tabela 5.1 mostra o poder estimado do teste para cada cenario considerando um nivel de

2 no calculo

significancia de 5%. Entre parénteses estd o poder estimado no caso de usarmos &
da estatistica de teste. Os valores fora dos parénteses sao referentes ao uso de o na obtencao da
estatistica.

Observe que quando ¢ # 0, mesmo para amostras pequenas, o poder estimado do teste é
bem alto. Por outro lado, para ¢ = 0 deveriamos ter algo em torno 5% de rejeigdes, sendo
este o nivel de significancia do teste. Nos cendrios em que usamos o, o nivel de significancia foi

% d t = 200. Entretant do utilizou- timativa o2
proximo ao esperado, exceto para n . Entretanto, quando utilizou-se a estimativa 6%, o

nimero de rejeicoes foi maior que o esperado, mas aproxima-se de 5% a medida que o tamanho
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Tabela 5.1: Taxa de rejeicio de Hy para o teste DQI de igualdade de curvas
n c=0 ¢=0,5 c=1 c=1,5
30 0,040 1,000 1,000 1,000
(0,175)  (1,000) (1,000) (1,000)
50 0,045 1,000 1,000 1,000
(0,125)  (1,000) (1,000) (1,000)
100 0,055 1,000 1,000 1,000
(0,090) (1,000) (1,000) (1,000)
200 0,080 1,000 1,000 1,000
(0,070)  (1,000) (1,000) (1,000)

da amostra cresce. Isso indica que para amostras pequenas devemos ter cautela ao realizar o teste
D@1, principalmente nos casos em que a hipétese Hy for rejeitada. Para uma investigacdo mais
adequada o ntimero de replicacoes deveria ser maior e outros valores para o nivel de significancia

deveriam ser considerados.
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Capitulo 6

Variaveis Resposta com Restricoes

Neste capitulo é proposta uma abordagem para tratar varidveis resposta com restri¢oes, como
por exemplo varidveis binarias ou contagens. Esta abordagem nao assume uma distribuicao espe-
cifica para a varidvel resposta, diferente dos modelos aditivos generalizados (GAM) propostos por
Hastie e Tibshirani (1990) que tratam de varidveis da familia exponencial de distribuigoes. Sao
realizados estudos de simulacdo para comparar os resultados obtidos pela abordagem proposta

com os conseguidos pelos pacotes gamlss e mgcv em R, que consideram a abordagem GAM.

6.1 Introducao

Em varias situagoes a variavel resposta em estudo nao pode ser tratada pela modelagem descrita

até aqui. Alguns exemplos sao:
» quando a resposta ¢é restrita entre dois valores, Y € (a, b);
» quando a resposta assume apenas valores nao negativos, Y > 0; ou
» quando a resposta é do tipo binario, Y € {0, 1}.

No primeiro caso, em geral, tem-se como resposta uma fragdo ou proporcao que esta entre 0 e

1. Muito frequentemente trata-se este tipo de variavel como vinda de uma distribuicao beta. No
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caso de respostas bindrias utiliza-se a distribuicdo Bernoulli. E para Y nao negativa adota-se a
distribuicao Poisson, gama, log-normal, ou outra distribuicao com suporte nao negativo.
A estrutura basica dos modelos aditivos generalizados (GAM) proposta por Hastie e Tibshirani
(1990) é ,
r(p) = f(X1, ..., Xp) :Oé+zlfj(Xj)
j=

sendo p; = E(Y;| X1, ..., X,), r uma funcao de ligacao adequada e com Y seguindo uma distribuicao
pertencente a familia exponencial de distribui¢des. A estimagado dos parametros do modelo é feita

maximizando a funcao log-verossimilhaga penalizada
1 L " 2
b(0ly.x) = 10ly.%) — 5 35 [If Ot
j:

sendo [(0y,x) a func¢do log-verossimilhanca do modelo para Y.

6.2 Modelos Aditivos Generalizados Livres de Distribui-
cao

A escolha de uma distribuicdo para a variavel resposta pode nao ser simples. Além disso, faz
com que a abordagem nao seja totalmente nao paramétrica. Vale lembrar que um dos principais
objetivos deste trabalho é justamente fornecer uma ferramenta (o teste de hipdteses) para escolha
de uma forma funcional e/ou distribuicdo mais adequada. Assim, propomos uma estratégia para
estimar p de modo que nao seja necessario atribuir uma distribuigdo para a variavel resposta.
Denominaremos esta abordagem proposta por modelo aditivo generalizado livre de distribuicao
(DFGAM).

De modo geral, assim como nos modelos GAM de Hastie e Tibshirani (1990), a abordagem

DFGAM considera
p
p=r"! (a +> fj(:cj)) =r1(X0),
j=1

em que novamente 8 = (o, 0y,...,60,)", X =(1,X,...,X,) e X; é uma matrix n x K; contendo

os valores das K; fungoes base calculadas em x;. Para respostas entre 0 e 1 ou para respostas
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dicotomicas usa-se o logito como func¢ao de ligacao, ou seja,

exp(X0)
p=
1+ exp(X0)

Para Y > 0 adota-se a ligacao logaritmica
= exp(X0).
A estimacao dos parametros é feita minimizando-se

L,(0) = ;(y — )y —p)+ ;99\9-

Observe que a estimacao é feita em uma abordagem livre de distribui¢oes. Outras funcoes
de ligacao podem ser utilizadas. Para uma variavel resposta sem restri¢oes, a funcao de ligacao
adotada ¢ a identidade, ou seja, p = X8. Observe que dessa maneira, L,(0) ¢ exatamente a mesma
utilizada no método SHS descrito no Capitulo 4. Sendo assim, pode-se afirmar que no Capitulo 4
foi considerado o modelo DFGAM com fungao de ligacao identidade. Neste trabalho, a estimagcao
do modelo DFGAM sempre ¢é feita utilizando o procedimento SHS. Deste modo, toda vez que for
mencionada a utilizagdo do método SHS estara implicito que foi considerado o modelo DFGAM.

A estimacao de 0 pode ser feita através do método escore de Fisher. Para tanto, obtém-se

OL,(8)  Op XV (y — p) + A
gé)_ 0gY ~H) TAB = "XVi(y ) A0
(§]
PLO)] _ x4 A
E[aeg;t)]_ VXA o

A Tabela 6.1 mostra as formas das matrizes V; e V5 para as fungoes ligagao logistica e logaritmica.

Tabela 6.1: Formas das matrizes V; e Vy para diferentes restricdes em Y e diferentes funcdes de ligacio.

Resposta Ligacao VvV, V,
Y >0 log diag(p;) diag(u7)
Y e )ouY {01} logito diaglui(l— )] diag {[ui(1 — )]’}
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Dessa maneira, para uma certa iteracao m no processo iterativo do método escore de Fisher, a

estimativa de @ da iteracao seguinte é dada por

-1
O(m-‘rl) _ O(m) _E [aQLP(0>] aLP

0006" | 00
= 0 + (XI'VIIX + A) XV (y — p™) — A, (6.2.2)

Assim como no modelo GAM, no modelo DFGAM podemos reescrever o método escore de
Fisher como sendo um procedimento de minimos quadrados iterativamente reponderados (IRLS).

A equagao (6.2.2) ¢é reescrita como
0D = (X'VIUX + A) X'V [XO(’”) +(VE) VI — ™)
No procedimento IRLS, dada a estimativa corrente 0™ ¢ criada uma pseudovariavel resposta
z=X0" + (Vém)>_1 ng) (y — u(m)> ,

. . , . . m .
e a nova estimativa é obtida ajustando-se o modelo para resposta z usando Vg ) como matriz de

pesos, ou seja,

o) = (X'VIVX + A)TIXIVEz,

E assim, iterativamente constréi-se novamente novas pseudovariaveis que sao ajustadas usando
pesos renovados. O procedimento é repetido até que um critério de parada seja satisfeito. O

interessante do procediemnto IRLS é que pode-se tomar
H = X(X'V,X + A)'X'V,

obtida da ultima iteragdo como sendo a matriz hat. A matriz H é importante pois fornece os graus
de liberdade do ajuste, além de ser utilizada na construcao de estatisticas para testes de hipotese.
O procedimento de estimacao é uma versao modificada do algoritmo sequencial descrito no

Capitulo 4. O algoritmo para estimacao dos parametros do modelo DFGAM é dado por

1. EscolhaK = (Kj, ..., K,)! como as quantidades iniciais de fungoes base e fixe A = (A1,..., ).

Além disso, fixe 8 e consequentemente u,Vy e V.
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. Encontre A que minimize

GOVA) = n[z — H(A\)z] [z — H(\)z]
n — tr[H(X))

, (6.2.3)
com HA) = X(X'V,X + A) 1 X'V,

Obtenha 6 utilizando o método escore de Fisher descrito na Secao 6.2. Em seguida calcule

fK’X — X0, além dos f]-Kj =X;6;, para j=1,...,p.

Acrescente uma base ao nimero de fungoes base de cada covaridvel e repita os passos de (2)

a (3) para obter f{*'+! ... et

, . . . A . Kj Kj+1
Para um nimero real 6 > 0 e para j = 1,...,p, verifique se as distancias d;(f; 7, f; /") < 0.
Caso existam j’s tais que d; > 0, acrescente uma funcao base apenas para estas covariaveis

e repita os passos (2) e (3). Faca isso até que d; < 9, Vj.

6.3 Dados Simulados: Exemplo 4

Para verificar o desempenho do método SHS na esticdo do modelo DFGAM é usado um exemplo

com dados simulados. Neste exemplo, cinco fung¢oes sdo consideradas para as covariaveis, sao elas

fi(x) = 0,4 sen(rx),

fo(x) = 0,2exp(2z),

fs(x) = 0,04z [10(1 — 2)]° + 2(102)3(1 — )7,
falz) =0z e

f5(z) = xsen(207z).

o exemplo 4 é dividido em trés partes, exemplo 4.a, 4.b e 4.c. Em cada parte é usada uma

restricao diferente para variavel resposta. Serao considerados modelos com quatro covariaveis. O

desempenho do método SHS, que estima o modelo DFGAM, é comparado com os resultados obtidos
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nos procedimentos GAMLSS e MGCV, que utilizam a fun¢ao de log-verossimilhanca penalizada
na estimacao.

Até aqui, as estimativas obtidas foram comparadas usando as medidas DQI e cosseno. Geral-
mente estas medidas sao referentes a f e f . Entretanto, neste capitulo serdo referentes a u e i, ou
seja, as medidas serdo cos(¢, ;) e DQI(u, fi). Isso se deve ao fato de usarmos fungdes de ligacao.

Nestes casos, frequentemente estamos interessados em p e ndao em f.

6.3.1 Exemplo 4.a: Resposta sem Restricoes

Nesta parte do exemplo, os dados sao obtidos da seguinte maneira:
1. Gerar X; ~U(0,1), 5 =1,...,4;

2. Calcular p = f1(X7) + fo(X2) + f3(X3) + fa(Xy);

3. Gerar Y ~ N(u;0,3);

4. Repetir o processo até obter n = 50 observagoes.

Como o objetivo é trabalhar com uma variavel resposta sem restri¢coes, uma distribui¢cao normal
foi considerada.

A Figura 6.1 mostra as curvas fi, fo, f3 e fy referentes a este exemplo. Juntamente com as
curvas verdadeiras estao tracadas as estimativas obtidas pelos métodos SHS, MGCV e GAMLSS.
Observando a Figura 6.1 pode-se verificar que as trés estimativas estdo proximas as curvas verda-
deiras.

A Tabela 6.2 mostra as medidas cos(¢,;) e DQI(y, i) para cada método. Observe que o
método SHS obteve um desempenho semelhante aos demais. O procedimento proposto parece ser
competitivo neste cenario 4.a em que variavel resposta nao possui restricoes e as fungoes a serem

estimadas sdo suaves. A principal diferenca deste exemplo em relagao aos usados no Capitulo 4 é

o uso de quatro covariaveis. Em 4.b e 4.c serao usadas variaveis resposta com restrigoes.
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Figura 6.1: Fungoes fi1, fo, f3 e f1 do exemplo 4.a tragadas em (a), (b), (c) e (d), respectivamente. Linha continua
para a fungdo verdadeira, tracejada para o método SHS, pontilhada para GAMLSS e tracejada e pontilhada para
MGCV.

Tabela 6.2: Comparacdo entre os métodos SHS, MGCV e GAMLSS para o niimero de funcées base e as medidas
cos(qb# ;) e DQI(u, v). Exemplo 4.a.
Procedimento K; Ko K3 K, cos(gbu ﬁ) DQI(u, )

SHS 6 6 12 6 0,9958 1,2771
GAMLSS 13 13 13 13 0,9958 1,2903
MGCV 9 9 9 9 0,9957 1,3275

6.3.2 Exemplo 4.b: Resposta Binaria

Neste exemplo considerou-se a distribuicao Bernoulli para gerar a variavel resposta. O algoritmo

para gerar o conjunto de dados ¢é decrito por
1. Gerar X; ~U(0,1),j=1...,4;

2. Calcular p = logito™ {1.7[=5+ f1(X1) + f2(X2) + f3(X3) + f1(X4)]}, sendo que para qualquer
valor real a define-se logito™'(a) = exp(a)/[1 + exp(a)];

3. Gerar Y ~ Bernoulli(j);
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4. Repetir o processo até obter n = 400 observagoes.

Observe que as fungoes utilizadas foram as mesmas do exemplo 4.a, e o nimero de observacoes
passou para n = 400.

A Figura 6.2 mostra as curvas originais tragadas juntamente com as estimadas. Pode-se verificar
que as trés estimativas sao préximas e estao proximas as curvas verdadeiras. Nao parece haver

muita diferenga entre as estimativas dos diferentes métodos.

(a) (b)

f3
0

1
fa
0

1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

X3 X4

Figura 6.2: Fungoes f1, fa, f3 e f4 do exemplo 4.b tracadas em (a), (b), (c) e (d), respectivamente. Linha continua
para verdadeira, tracejada para o método SHS, pontilhada para GAMLSS e tracejada e pontilhada para MGCV.

A Tabela 6.3 apresenta as medidas cos(¢, ;) e DQI(u, i) para os métodos SHS, GAMLSS e
MGCYV. Analisando a tabela, podemos afirmar que os métodos obtiverem desempenhos semelhan-
tes. Dessa forma, constatamos que o método SHS é competitivo em relagdo aos demais, mesmo
sem utilizar a funcao de verossimilhanca no processo de estimacao, como fazem os métodos MGCV
e GAMLSS.

Em 4.c é adicionada uma série de detalhes que devem trazer problemas para os procedimentos

de estimagao. O objetivo ¢ analisar o desempenho do método proposto em um cenéario menos

favoravel.
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Tabela 6.3: Comparacdo entre os métodos SHS, MGCV e GAMLSS para o niimero de funcdes base e as medidas
cos(qﬁu ;) e DQI(u,p). Exemplo 4.b.

Procedimento K; Ko Ks K4 cos(cé#;) DQI(u, )

SHS 6 13 12 6 0,9913 6,4280
GAMLSS 23 23 23 23 0,9919 6,7729
MGCV 9 9 9 9 0,9906 7,4346

6.3.3 Exemplo 4.c: Resposta em Contagem

Neste exemplo considerou-se a distribuicao Poisson para gerar a variavel resposta. Os dados

sao obtidos segundo o seguinte procedimento.

1. Gerar X1 ~ U(0;1), Xy = 0,7(1 — X1) + €x,, X4 ~ U(0;1) e X3 = 0,8(1 — X,) + ex,, com
ex, ~ U(0;0,3) e ex, ~ U(0;0,2);

2. Calcular on = exp[fl(Xl) + fQ(XQ) + f3<X3) + f5(X4)],
3. Gerar Y ~ Poisson(u);
4. Repetir o processo até obter n = 400 observacoes.

A principal diferenca desta parte do exemplo 4 para as demais é que as covariaveis X; e X5 sao
correlacionadas, assim como X3 e Xy. Além disso, a funcao f5 é utilizada com a covariavel Xj.
Esta é uma fungao muito estruturada, em geral dificil de estimar.

A Figura 6.3 apresenta as fungoes utilizadas no exemplo 4.c juntamente com suas respectivas
estimativas, obtidas pelos métodos SHS, MGCV e GAMLSS. Os procedimentos GAMLSS e MGCV
mais uma vez nao conseguiram reproduzir a fun¢ao com uma curvatura total mais elevada que as
demais. Como ja foi mencionado antes, isso provavelmente ocorre devido aos niimero insuficiente
de bases usadas para estimar fs.

A Tabela 6.4 traz as medidas de comparacao assim como o numero de func¢oes base usadas
para estimar as curvas. Observe que o método SHS utiliza poucas bases para estimar f; e fo que
sdo curvas mais suaves, uma quantidade moderada para estimar f3 e muitas funcdes base para

obter a estimativa de f5. O ganho obtido com essa ponderacao na escolha das bases pode ser
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Figura 6.3: Funcdes f1, f2, f3 e f5 do exemplo 4.c tracadas em (a), (b), (c) e (d) respectivamente. Linha continua

para verdadeira, tracejada para o método SHS, pontilhada para GAMLSS e tracejada e pontilhada para MGCV.

Tabela 6.4: Comparacdo entre os métodos SHS, MGCV e GAMLSS para o niimero de funcdes base e as medidas
cos((b# ;) e DQI(u,p). Exemplo 4.c.
Procedimento K; Ky Ks K4 cos(¢p ~) DQI(u,p)

122923

SHS 4 4 10 55 09915 730,26
GAMLSS 23 23 23 23  0,8901 8104,74
MGCV 9 9 9 9  0,8094 7454,85

visto nas medidas de comparagao mostradas na Tabela 6.4. Nas duas medidas o método SHS é
consideravelmente melhor que os demais.

Assim como no Capitulo 4, os valores K1=4, Ky=4, K3=10 e K;=55 indicados pelo método
SHS sao usados nos procedimentos MGCV e GAMLSS. A Tabela 6.5 mostra os resultados obtidos
e faz uma segunda comparacao. Observe que os procedimentos GAMLSS e MGCV melhoram
muito seus desempenhos, o que mostra que a escolha de valores adequados para o nimero de bases
¢ um fator muito importante na estimacao do modelo. Mas apesar de melhorar seus desempenhos,

os resultados obtidos pelos métodos GAMLSS e MGCV ainda estao abaixo dos obtidos pelo SHS.
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Tabela 6.5: Comparacio de medidas cos(qﬁu ;) e DQI(u, 1) obtidas pelos métodos SHS, MGCV e GAMLSS, com
todos utilizando K, =4, Ky =4, K3 = 10 e K4 = 55. Exemplo 4.c.

Procedimento cos(qﬁﬂp) DQI(u, 1)

SHS 0,9915 730,26
GAMLSS 0,9906 887,59
MGCV 0,9900 935,09

Reforcamos que o método SHS fornece de modo automatico as quantidades de funcoes base
a serem utilizadas para cada covariavel. Nos pacotes em R citados neste trabalho a obtencao de
valores adequados para K, K, ..., K, pode demandar muito tempo, sobretudo quando o ntimero
de covariaveis é grande.

Reforco ainda que, ao contrario dos demais métodos, o procedimento SHS utiliza o modelo
DFGAM, obtendo suas estimativas sem considerar uma func¢ao de verossimilhanca no processo
de estimacdo. Em muitas situagoes a distribuicao de Y nao é conhecida. Quando isso ocorre a
estimativa dos métodos MGCV e GAMLSS (e outros que considerem a fungao de verossimilhanga)

pode ser severamente prejudicada em caso de uma escolha errada para a distribuicao de Y.
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Capitulo 7

Aplicacao a Dados Reais

Para ilustrar a aplicacao dos métodos de estimacao e dos testes apresentados, é usado um
conjunto de dados que se refere ao trabalho de Tanaka e Nishii (2009) sobre o desmatamento no
leste da Asia. No trabalho os autores consideram como principais causas de desmatamento em
uma drea (varidvel dependente) a populagdo humana no local (preditor 1) e o declive do terreno
(preditor 2). Varios modelos sao considerados pelos autores. Sao tratados varios conjuntos de dados
referentes ao leste da Asia, entretanto dar-se-4 atencio especial aos dados referentes a Hiroshima
(Hiroshima data). Sao 8538 sitios observados em Hiroshima, dados cedidos pela prefeitura local,
cada sitio tem area de 1 km?. O objetivo deste capitulo é estimar a relacio entre a varidvel resposta
e os preditores utilizando os métodos BHS e SHS. Além disso, os teste propostos neste trabalho

sao usados para escolher um entre os diversos modelos sao considerados pelos autores.

7.1 Descricao dos Dados

Considere N = N(s) a populagdo e R = R(s) o declive do relevo no sitio s. Este declive de
revelo ¢ a diferenga entre as altitudes maxima e minima do sitio. Considere ainda F' = F(s) como

sendo a proporcao do local coberta por floresta. E considerado um modelo aditivo da forma

F =g(N)+h(R) +e. (7.1.1)
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Para contornar problemas encontrados na estimacao, os autores transformaram a variavel F' em

F+0,5
Y =log [ —— 2.
Og(l—F+0,5>

Y de forma que

Assim, o modelo estudado foi

Y =¢g(N)+h(R)+e¢

sendo € ~ N(0,0?), e g(-) e h(-) fungdes nao lineares dadas na Tabela 7.1.

Tabela 7.1: Formas funcionais para o modelo de regressio

gi(N) = —Blog(N +1)

_ B B
2WN) = (B B loaN 1)) 1 exp(B)
g3(N) = il —exp[Balog(N +1)]}
hi(R) = I(R>v)ylog(R—v1+1)
ha(R) = I(R>71)y2log (i)
hs(R) = ~sexp (—yie %) —ygexp(—)

h(R) = 7 -

1+ exp(y2 — 13R) 1+ exp(y2)

No trabalho de Tanaka e Nishii (2009) foram avaliadas todas as possiveis combinagoes de
modelos da Tabela 7.1, isto é,

Y =a+ g(N)+ h(R) +¢€

emque k=1, 2, 3,1 =1, 2, 3, 4 e a é o intercepto. Foram considerados modelos com erros
independentes e com dependéncia espacial. Neste trabalho sao considerados apenas modelos com
erros independentes.

Para dados de Hiroshima, segundo o critério AIC, os modelos com melhor desempenho sao
go + h3, go + hy € go + ho, respectivamente. A Tabela 7.2 traz o desempenho de todos os mode-
los segundo o critério AIC. E somada a constante 35857,64 ao valor do critério para facilitar a
visualizagao.

Observe que os modelos que apresentam pior desempenho sdo os que consideram g¢;, dessa
forma, estes serdo descartados. Assim, os modelo que sdo comparados aqui, usando os critérios de

selegao apresentados sao gs + hi, g2 + ho, g2 + hs, g2 + ha, g3 + h1, g3 + ho, g3 + hs € g3 + hy.
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Tabela 7.2: Valores AIC + 35857, 64 para modelos Y = g + g(N) + h(R).
Modelos hy ho hs hy
g | 634,78 709,87 59511 622,03
g | 10414 5344 000 21,26
gs | 221,15 23343 161,73 187,56

Os modelos destacados sdo comparados segundo os métodos descritos nos Capitulos 3 e 5.

7.2 Abordagem Bayesiana

Nesta se¢cdo, o método BHS é usado para estimar a relacdo entre a variavel resposta e as
covariaveis. Antes da apresentagdo os resultados, deve ser feita uma consideracao com respeito a
estimacao. Existem varios valores empatados, tanto na covariavel N quanto para R. Um exemplo é
o fato de haver varios sitios totalmente planos, ou seja, com declive igual a 0. Estes empates podem
causar problemas na selecao dos dados para locagao dos nés, pois nao podem haver dois nés com
o mesmo valor. Para eliminar os empates acrescentou-se um pequeno ruido (§ ~ U(—0.1,0.1))
aos valores empatados nas covaridveis. Como nem os declives e nem as populagoes podem ser
negativos, para R = 0 e N = 0 foi adicionado |£|. Tendo considerado esta correcao, foram
amostradas 1000 curvas e entdao obtidas a curva estimada e os limites bayesianos. A Figura 7.1
mostra estas estimativas separadamente. Informagoes sobre as distribui¢gdes marginais a posteriori
para A, An, 02 e o podem ser vistas na Tabela 7.3. As modas a posteriori para K, e K}, sao

respectivamente 13 e 15.

Tabela 7.3: Estimativa e limites bayesianos para as marginais a posteriori do pardmetros Ags A, 0% e o para 0s

dados de Hiroshima.

Pardmetro LI 2,5% Média LS 97,5%

a 06112 06176  0,6243
o2 0,022  0,0847  0,0871
Ag 0,2107 0,5259  0,9725
A 0,2248  0,5068  0,9093

A analise poderia terminar aqui, pois a partir destes resultados ja teriamos uma estimativa
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Figura 7.1: Em (a) as 1000 curvas a posteriori estimadas para a funcio g, e em (b) a curva média com os limites

bayesianos. Em (c) e (d) o mesmo que em (a) e (b) respectivamente em relagao a fungao h.

para a relagdo entre a variavel resposta Y e as covariaveis N e R. Mas como o objetivo dos autores
era escolher um dos varios modelos candidatos, usaremos essa amostra de curvas a posteriori para

apontar qual dos modelos candidatos é o mais adequado.

7.2.1 Teste Bayesiano

Sera aplicado ao conjunto de dados de Hiroshima o procedimento baseado na evidéncia baye-
siana a favor de Hj apresentado no Capitulo 3. A Tabela 7.4 mostra a evidéncia a favor de cada
modelo candidato gy + h;, para k =1,2 el =1,2,3,4. Os modelos com uma maior evidéncia a seu
favor sao go+hs e go+hy. Esses modelos se destacaram em relagdo aos demais, e estao praticamente
empatados em relagao a evidéncia. Considerando apenas a evidéncia a favor de Hy, o modelo go+hy
deve ser escolhido. Mas se considerarmos os modelos g, + h3 e go + hy como empatados, deveriamos

escolher 0 modelo gz + hs pois cos(¢,, - =) > cos(d, ., =) e DQI(g2 + hs, [) < DQI(g2 + ha, f).

Vejamos como sao os resultados usando o modelo DFGAM e em seguida o teste DQI.
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Tabela 7.4: Resultados dos testes de hipéteses bayesianos do tipo Hy : f = gi + h; contra H, : f # g, + hy, para
k=1,2el=1,2,3,4.

Modelo  EV (g + hly,x)

g2+ h 0,1422
g2 + ho 0,1474
g2 + hs 0,2344
g2 + hy 0,2364
g3+ h 0,1169
g3 + ho 0,1061
g3 + hs 0,1991
g3 + ha 0,1907

7.3 Abordagem Sequencial

Assim como na abordagem bayesiana, foram eliminados os empates nas covariaveis para que nao
houvessem problemas no posicionamento dos nés. O procedimento SHS foi utilizado para obtencao
da superficie estimada. O ntimero de fun¢oes base para cada covariavel foi K, =17 e Kj; = 24, e
os pardmetros de suavizagao foram \, = 3,8685 x 1077 e A, = 6,3780 x 10%. Observe que foram
necessarias muitas fungoes base para estimar a funcao h. Mas, como forma de compensacgao, a
estimativa obtida para A, foi bastante elevada, o que ajudou a controlar a suavizagdo. Por outro
lado, o valor de A, mostra que praticamente nao houve penalizacao na estimacao da fungao g. A
Figura 7.2 mostra as curvas estimadas para g e h.

Analisando as Figuras 7.1 e 7.2, pode-se observar que as estimativas obtidas pelos métodos
BHS e SHS sao similares.

Novamente, poderiamos apenas obter uma estimativa para relacdo entre a variavel resposta
Y e as covariaveis N e R. Mas como os autores desejam escolher um entre os varios modelos
candidatos, usaremos o teste DQ)I para apontar qual deles é o mais adequado. Na préxima secio,

as estimativas obtidas pelo método SHS serao utilizadas no teste DQI.

68



(a) (b)

1.0

0
-
I

0 5000 10000 15000 20000 0 100 200 300 400 500 600
N R

Figura 7.2: Em (a) a estimativa para fungdo g(N) e em (b) a estimativa para h(R).

7.3.1 Teste DQI

Agora é considerado o procedimento descrito no Capitulo 5, o teste DQI. Como o tamanho
da amostra é grande, 8538 observacoes, o valor-p do teste DQI é ajustado usando a proposta de

Good (1982). O autor propoe o seguinte valor-p ajustado chamado valor-¢:

1 lor-py | —
valor-q = valor-py/ —.
100

Good (1982) baseou sua proposta em Jeffreys (1939), que mostrou que o fator de Bayes contra a
hipétese nula para um dado valor-p é inversamente proporcional a raiz quadrada do tamanho da

amostra. Mais formalmente, esse valor-p ajustado é definido por

valor-¢ = min (0, 5; valor-p, / an> ,

para que o valor-g nao ultrapasse 1. A interpretacao de Good (1982) para esse valor seria “a
evidéncia a favor de Hy como se esta fosse obtida a partir de uma amostra de tamanho 100"
As quantidades valor-p e valor-¢g obtidas nos testes para cada modelo candidato sao dadas na

Tabela 7.5.
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Tabela 7.5: Resultados dos testes DQI de hipéteses do tipo Hy : f = gi + hy contra Hy : f # g + h;, para
k=1,2el=1,2,3,4.

Modelo valor-p  valor-g
g2+ hi  <0,001 <0,001
g2 +ha 0,0038  0,0356
g2+ hs 0,0236  0,2180
g2+ hs 0,0119  0,1099
g3+ hi <0,001 <0,001
g3 +he <0,001 <0,001
g3 +hs <0,001 <0,001
g3+ hs <0,001 <0,001

Os tnicos modelos considerados adequados, observando o valor-¢q, foram g, + h3 e go + hy.
Portanto, ambos os modelos podem ser usados. Observe que os dois modelos apresentam o mesmo
nimero de parametros. Com isso, para escolher apenas um modelo recomenda-se utilizar medidas
como valor-¢, o cosseno e a DQI. Nas trés medidas o desempenho do modelo g + hz é superior
ao g + hy. Portanto, na situacao de escolher apenas um modelo, o candidato escolhido seria o

modelo go + hs.

7.4 Analise dos Resultados

Em seu trabalho, Tanaka e Nishii (2009) analisaram 20 modelos com erros independentes para
os dados de Hiroshima. Para selecionar o modelo mais adequado para este conjunto de dados os
autores utilizaram a medida AIC. Segundo este critério, o modelo apontado como sendo o mais
adequado é gy + hs.

Neste trabalho foram analisados oito destes modelos. Foram utilizadas os procedimentos DF-
GAM e BHS para estimar o modelo Y = f(R, N) = g(R) + h(N). Baseados nas estimativas foram
aplicados os testes DQI e FBST para igualdade de curvas. Para o teste bayesiano, considerando
apenas a evidéncia a favor de Hy, o modelo escolhido é g5 + hy. Mas como a evidéncia a favor
dos modelos g + hg e g2 + hy é muito proxima, optou-se por observar as medidas do cosseno e

DQI para desempate. Neste caso, o modelo escolhido é g + hs. Para o teste DQI, ocorreu algo
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parecido, em que gs + h3 e go + hy foram considerados os tinicos modelos adequados, mas o modelo
escolhido foi go + hs.
Em resumo, tanto o critério AIC' quanto os testes propostos, apontaram o modelo gs + h3 como

sendo o mais adequado.
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Capitulo 8

Consideracoes Finais

8.1 Conclusoes

Foram propostos dois novos procedimentos de estimacoes para modelos aditivos. Ambos sao
generalizacoes de procedimentos de regressao h-splines, um usando uma abordagem adaptativo
sequencial e outro usando uma abordagem bayesiana. Usando dados simulados pode-se verificar
que os dois obtiveram estimativas de superficie proximas as verdadeiras. Além disso, a cadeia
gerada pelo método BHS foi iniciada para diferentes valores de K. Ora com K, e K5 grandes, hora
com eles pequenos, com K; grande e Ky pequeno e o contrario, e em todas as situagoes a cadeia
convergiu para a mesma configuracao. O procedimento bayesiano obtém estimativas mais suaves,
mesmo em situagoes em que utiliza muitas fungdes base. Isso ocorre porque a estimativa final do
método BHS é uma média de varias curvas a posteriori. O procedimento SHS é mais rapido do que o
BHS. O método SHS demorou poucos segundos para estimar a superficie para os dados com ou sem
restrigdo (demorando um pouco mais para dados com restrigdo). Nas superficies consideradas na
abordagem bayesiana, o método BHS demorou 12 minutos para obter 1000 amostras da distribuicao
a posteriori, sendo usado um descarte de 4000 amostras. Portanto, em uma situacao em que seja
necessario estimar muitos modelos, o procedimento SHS é mais indicado.

Como o método SHS ¢ mais rdpido, recomendamos o uso de suas estimativas como valores

iniciais na cadeia do RJ-MCMC para o procedimento BHS. Em geral, os valores iniciais nao inter-
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ferem na configuragao final da cadeia. Mas existem certas situacoes, como curvas extremamente
estruturadas e/ou covariaveis muito correlacionadas, em que o uso das estimativas do método SHS
como valores iniciais para BHS melhoram consideravelmente os resultados obtidos. Uma possivel
explicacao para este fenomeno é que as estimativas do método SHS estejam proximas do estado
estacionario da cadeia. Este fenomeno serd estudado em trabalhos futuros.

Nas comparacoes do procedimento BHS contra DP e do SHS contra GAMLSS e MGCV, os
resultados obtidos por métodos basedos em h-splines sempre foram equivalentes ou superiores. No
contexto bayesiano, o método referente ao pacote DPpackage tem como padrao o uso de muitas
bases na estimacao. Isso pode gerar estimativas de curvas com muita rugosidade. Por outro lado,
no contexto frequentista, os procedimentos referentes aos pacotes gamlss e mgcv utilizam uma
quantidade reduzida de fungoes base como padrao. Desse modo, ndo conseguem capturar toda a
estrutura de algumas fungoes. Os métodos SHS e BHS sao baseados em h-splines. Isso significa
que a quantidade de func¢oes base a serem utilizadas na estimacdo nao é predeterminada, mas
sim estimada juntamente com os demais parametros do modelo. Desse modo, evita-se tanto o
excesso quanto a escassez de fungoes base e, consequentemente, o risco de haver sobreajustamento
ou subajustamento dos dados torna-se reduzido.

Os testes de hipoteses propostos também obtiveram bons desempenhos. No estudo de simulacao
do Capitulo 3, a medida de evidéncia proposta crescia (decrescia) conforme a fungio testada se
aproximava (afastava) da verdadeira. Um comportamento esperado para uma medida de evidéncia.
Além disso, o poder do teste DQI proposto também se mostrou adequado no estudo de simulagao
realizado no Capitulo 5. Na aplicacao dos testes a um conjunto de dados reais, o objetivo era
escolher um entre oito modelos candidatos. Os dois testes apontaram um mesmo par de modelos
com os mais adequados, o que mostra uma coeréncia nos testes.

Por tultimo, lembramos que os procedimentos de estimagao e testes propostos aqui sao para
modelo aditivos. Portanto, em geral, referem-se a aproximagoes do verdadeiro modelo no caso de

estimacao, e de indicativos de decisao no caso dos testes.
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8.2 Propostas para Trabalhos Futuros

Uma questao nao abordada neste trabalho é a criagao de um ponto de corte para regra de decisao
no teste de hipéteses bayesiano. Pode-se indicar o uso de novas fungoes perda ou mesmo indicar
a construcao de uma regra de decisao mais robusta, que nao dependa da opiniao do pesquisador
sobre o erro mais (ou menos) danoso na sua decisao.

Uma extensao deste trabalho, que parece ser imediata, ¢ a criacdo de modelos aditivos gene-
ralizados h-splines utilizando a abordagem bayesiana. O método SHS para o modelo DFGAM ja
faz essa generalizacao de modo sequencial.

Outra extensao seria ampliar o procedimento BHS para uma abordagem de selecao de variaveis.
A idéia seria adicionar novos passos de nascimento e morte, porém que nao tratassem de adigao
ou remocao de bases, mas sim de covariaveis.

Na abordagem sequencial, a extensao seria a criacdo de um teste de hipéteses DFGAM, que
auxiliaria na escolha tanto da forma funcional f quanto da distribuicdo. Um exemplo seria um
pesquisador em duvida se usa a func¢ao g ou h, e se usa a distribuicao gama, log-normal ou Weibull.

O teste DFGAM auxiliaria na escolha de uma das seis possiveis combinagoes.
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Apéndice A
Forma Matricial para /[f"(¢)]?dt

Seja b = (by,...,bx)" um vetor com K fungoes base conhecidas. Considere uma fungao f que

pode ser escrita (ou aproximada/estimada) como uma combinagao linear desta bases, ou seja,

f(t) = 0"b(t),

em que 8 = (6y,...,0k)" sdo os coeficientes da combinagao linear. Desde que f”(t) seja um escalar
e a transposta de um escalar seja igual ao préprio, a obtencao da forma matricial do termo de

penalizacao a nao suavidade segue abaixo
JU @ = [16" () 2du
— / 0'b” (u)b" (u)'0du
_ ¢ [ / b (u)b" (u)'du] 0
= 0'Q0

em que {2 é uma matriz quadrada de dimensao K com entradas dadas por

Q,; = / b ()b (u)du.

Para caso em que as fungoes base sao calculadas em valores observados 1, ..., x,, temos

n

Z b/l xl

=1
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Apéndice B
Identificabilidade do Modelo Aditivo

Seja o modelo aditivo dado por

p p
y=a+) fi+te=a+) X;0;+e=X60+e.
i=1 j=1

Este modelo, em geral, é nao identificaivel. Um alternativa para torna-lo identificavel é impor

restri¢oes do tipo

Co =0.

Uma restrigdo adequada para este fim é que a soma (ou média) dos elementos de f; deva ser zero,

para j = 1,...,p. Essa restricao pode ser escrita como
12Xj0j - 0

Como sao p covariaveis, esta é a quantidade de restrigoes deste tipo a se fazer. Deste modo temos

(01X, 0 0 - 0 |

0 0 1'X, 0 - 0
C: . . . .

0 0 0 0 - 1X, |

Uma abordagem para impor estas restrigoes é através de uma reparametrizacao que utiliza a

decomposi¢ao QR. Seja

C'=Q
0
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em que Q é uma matriz ortogonal K x K e R é uma matriz triangular superior p x p, com
K=1+K,+ -+ K,. A matriz Q pode ser particionada como Q = [D : Z], em que Z ¢é uma
matriz K x (K —p).

Deste modo, @ = Z0. vai atender as restri¢oes para qualquer vetor 8, de dimensao K —p. E

isso é simples de verificar:
t

ZOZ:[Rt 0} 0 0. =0.

Cco = [Rt 0] . .
-p

Dai, para minimizar ||y — X0||>+0°Q0 com relacio a 6 sujeito a C@, o seguinte algoritmo pode

ser usado.

1. Obtenha a decomposicio QR para C' e defina Z como sendo as K — p tltimas colunas da

matriz ortogonal Q.
2. Seja X = XZ e Q = Z'QZ. Minimize ||y — X0.||>+60.Q8. com relacio a 6., obtendo ..

~

3.0=170..
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(mas nao de maneira que sugira que estes concedem qualquer aval a vocé ou ao seu uso

da obra).

o Compartilhamento pela mesma licenca — Se vocé alterar, transformar ou criar em cima
desta obra, vocé podera distribuir a obra resultante apenas sob a mesma licenga, ou sob

uma licenca similar a presente.
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