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INTRODUGCAO

O Litulo desta lese trala de resumnir o couleido da mesima, comno pretendemos mos-
trar a seguir.

Em Teoria dc Modelos, os espagos de estruluras {s6 considerarcmos, por simpli-
cidade, estruturas unissortidas, i.e. com apenas um dominio) admitem uma topologia
intimamente relacionada com as propriedades logicas das esiruturas consideradas. Por
exemplo, seguindo Tarski, demonstra-se facilmente que a compacidade Idgica é equiva-
lente & compacidade topolégica desses espagos.

Em teoria de modelos abstrata, ou extendida, a compacidade de uma logica significa
garantir a “existéncia” de todelos con propriedades previamente estipuladas. A logica
elementar, ou de 1* ordem, L, € compacla e umna de suas principals consequéncias, do
ponto de vista dos fundamentos da malematica por exemplo, é que permite “atingic” o
infinito atual a partir do infinito potencial: toda colegao ¥~ de sentengas que tém modelos
arbitrariamente grandes, tém modelos infinitos; em particular, todo “conjunto” arbitra-
riamente grande é inlinito, observe que o conceite de “conjunto” nao ¢ capturado por
L. No entanto, veremos que o mesmo fendmeno de compacidade, aplicado a uma outra
légica, permitird separar essencialmente aqueles dois conceilos, mostrando a existéncia
de “objetos” finitos arbitrariamente grandes, objelos cuja natureza, em principio, nio é
capturada pela légica considerada (ver segiio 3.3).

Desde o aparecimento das logicas que extendem L., a proptiedade de compacidade
é considerada natural, a tal ponto que, se uma ldgica ndo era compacta, procurava-se
alguma propriedade analoga onde o conceilo de “finilo” fosse substituido por uma nogio
diferente de “pequeno” (cf. [Ba] pag. 7).

Embora a propriedade de compacidade de uma ldgica seja considerada natural,
Lindstrom demonstrou que as logicas compactas eram relativamente escassas: com a
propriedade adicional de Lowenheim-Skolem reduziam-se a L.,,. Mas, neste ponto deve-
mos esclarecer que a compacidade a que o teorema de Lindstrom se relere esta ligada a
semantica dada pelas estruluras cldssicas, i.c. algébricas ou rclacionais. Alias, as légicas
consideradas na teoria de modelos abstrata tém como semantica aquele $ipo de estruturas
(cf. [E] pags. 26 ss).

Por outro lado, como a compacidade ldgica é equivalente & compacidade de certos
espagos topoldgicos ¢, em principie, sempre ¢ possivel compactificar win espago, o pro-
blema natural que sc nos apresenta, colocado em lorma situples, é o de encontrar alguma
compactificagio adequada dos espagos de estruturas que tenha um conteddo ldgico, mais
precisamente, que torne a Idgica compacta a respeito dessa nova semantica.

De fato, tal compactificagio daria uma nova seméntica pois, compactilicar envolve a



adjungao de elementos impréprios ou ideais.

A allernativa de modificar a semdintica é ja mencionada por Barwise (cf. [Ba] pag.
21): “Lindstrém’s theorem poses a dilemma: Give up citlier compactness or Lowenheim-
Skoletn. However, there is an escape [rom the horns of the diletmma mentioned earlier.
Implicit in the discussion ... has been the assumption thal we were discussing logics that
have the same basic sort of synlax and scmantics as first-order fogic. There is always
the possibilily of violaling one or botl of these assumplions by studying logics that have
different sorls of struclures, or have synlactic rules that are stronger in some ways than
first-order logic but weaker in others”.

A compacidade e, em consequéncia, a possibilidade de compactificagdo, tanto a nivel
topologico como légico, que é o tema ceatral que nos ocupa, é de transcendenic im-
portancia, coino ja dissemos, pclo simples [alo de estar ligada a provas de existéncia. Os
teoremas de compacidade em Topologia e emn Analise funcional, assim comno em Teoria
de Modelos, garantem a existéncia de certas entidades matematicas, na maioria dos ca-
s08, ligadas & “convergbneia” de oulras entidades conliecidas. Como tlustragio podemos
mencionar que, em Andalise Funcional, o conlecido teorema de aproximagao de Stone-
Weiersirass usa, como arguento de compacidade, o {ate que a bola unitdria do dual de
um espaco normado € compacta com relagio a topologia fraca-*.

Qs teoremas de compacidade e os processos de compactificagao sdo também um “ins-
trumento” de volta ao finito, quando os argumentos de finitude nio sio aplicdveis.

Acrescentar elementos ideais para compactilicar um espago ou para {echar uma teoria
sdo processos frequentes em Matematica: aparecein na construgdo dos espagos projetivos
como pontos e retas no infinito, na compactificacio do plano complexo para o estudo
das fungdes meromorias, na prépria construgio dos ndmeros complexos para garantir a
existéncia de raizes de toda equagdo polinomial, ou na construgio dos nimeros reais como
completamento dos racionais, elc.

A introdugdo de elementos ideais também estd na mesma origem da metamatematica
como teoria da demonstracio. D. Hilbert, no seu arligo fundamental “On the Infinite”
(cf. [I]), argumenta primeiro sobre a exist€ncia de uma base matemadtica segura, na
qual inclui a teoria de nimeros, wm dominio “rcal” cujo conliccimento é bascado no
imediatamente dado a nossa inluigdo: a matematica [initista ou finilaria.

Para Hilbert, a virtude da matematica finitdria é a sua seguranga e esta radica no fato
que os nuineros, € mais geralmente os signos, sdo representaveis na intuicdo, no entanto,
as fungdes, conjuntos ¢ outros objelos “transfinilos”, como o infinilo, as demonstragdes,
etc., sdo 1déias da razio pura.

Tais elementos nao reals, i.e. nio intuitivos, que Ililbert chamara de elementos “ide-
ais”, sdo objetos sem conteado prévio, cuja introdugio na matemalica supde uma extensio
da base finitaria cuja legitimidade é o principal problema do Programa de Ililbert.

Consequentemente, a introdugio de modelos “ideais” no processo de compactificar



uma légica estd intimamente relacionada com o problema da consisténcia das teorias
matemalicas no senlido do programa de Hilbert.

A introdugiio desles objetlos ideais nos espacos de estruluras, i.e. a introducio de
“modelos generalizados”, nio é fato novo em teoria de imodelos. Lles ja aparecem, por
exemplo, como cadeias de modelos dirigidos por inclusdo, introduzidas por Karp para o
estudo semantico de certas légicas infinitarias (cf. [Ka2]), ou como modelos de Kripke
para a logica intuicionista. Atualinente estd-se desenvolvendo, em forma mais geral, uma
teoria de modelos sobre [eixes de estruturas {cf. [S-Cal}.

O nosso problema, entdo, € o de compactificar uma ldgica, i.e. construir, para
uma logica dada, uma semdantica nova que seja logicamente compacta, mediante certos
processos de compactificacio de espagos topoldgicos. Este é um problema que nesta
tese ndao pretendemos solucionar, apenas daremos um peqgueno passo na sua solugio:
prelendemos compreendé-lo ¢ fundamenti-lo devidamente (dal a primeira parte do titulo
deste Lrabatho), dando uma solugéo parcial ao mesmo e levantando utna série de problemas
conexos, cujo empreendimento sera a continuagao natural desta pesquisa.

Adiantamos que a nossa solugio serd parcial na medida que a semantica aqui cons-
truida para os modelos generalizados basear-se-a somenle na nogio de “verdade”, dei-
xando em suspense a nocgdo mais importante de “satisfagdo’. Isto € devido a que a
topologia dos espagos de estruturas é definida a partir das sentengas da linguagem con-
siderada, e nado a partir das férmulas com variaveis livres. O problema de estender a
semantica para este caso nio é trivial e consiste em encontrar o dominio ontoldgico das
variaveis em relagao aos novos modelos. Por exemplo, nos feixes de estruturas, o dominio
de variagio das varidveis esta constituido pelas se¢es locais do feixe.

A solugho deste segundo problema, sobre a nocdo de satisfagdo, estd intimamente
relacionada com a definigado da nogdo de isomorfisimo na nova categoria, e por conseguinte,
com o desenvolvimento efetivo da teoria de modelos destes novos objetos. Portanto, o
segundo passo na solugfo de nosso problema deve ser nessa diregio.

Esta tese comegou com a seguinte motivagio. R. Fraissé, para o caso da légica de
1% ordem, e X. Caicedo, para o caso de logicas mals gerais, observaram que a Lopologia
dos espacos de modelos admite uma estrutura uniforme subjacente. Portanto, para esscs
espacos faz sentido a pergunta pelo seu completamento no sentido de Caucly, ¢ qual o
conteudo I6gico desse completamento.

No caso das Iégicas compactas, i.e. de espacos de estruturas compactos, a topologia
uniforme garante a completude desses espages. Em particular, os espagos de estruturas
correspondentes & légica de 1% ordem sdo Cauchy-completos. A nossa id¢ia inicial [oi
testar o falo de se a construgio de ullraprodulos, no teorema de 408, corresponde &
construgio dos limites das redes de Cauchy do espago, com o qual provariamos que o
teorema de-L 08 é uma demonstragio da completude de Cauchy dos espagos de estruturas.
E ja conhecido que a compacidade destes espagos € consequéncia do teorema de - o$.



De fato, a nossa suposicio foi verilicada pata o caso dos espagos de estruturas de
tipo de similaridade finito por D. Mundici e A. M. Selle, e logo generalizada por nés para
o caso de tipo arbitrario (cf. [C-M-S]}.

O estudo deste caso € o conteido do capitulo 1 sob o titulo “Fundamentos To-
polégicos da Teoria de Modelos”. Nele incluimos uma discusséo historica € metodoldgica
dos metodos topoldgicos desta teoria, emn especial, a fundamentagéo conjuntista de uma
teoria de espagos topoldgicos grandes com topologias pequenas, i.e. classes proprias mu-
nidas de uma lopologia que pode ser parameirizada por win conjunlo. fnclufinos também,
em decorréncia da andlise da convergéncia nos espagos de estruturas, uma versdo abstrata
do teorema de L o§ para qualquer légica [, a qual demonstramos ser equivalente & com-
pacidade da ldgica.

No capilulo 2 sfio colocados estes resullados no contexto absirato dos espagos to-
polégicos zero-dimensionais, oblendo versées topologicas do lcorema de ko, principal in-
grediente dos métodos desenvolvidos neste trabalho (dai a segunda parte do titulo desta
tese). A partir dessas versdes obtem-se caracterizagbes da compacidade e da comple-
tude de Cauchy dos espagos considerados, e como corolarios, caracterizagbes das classes
elementares ECs e EC relalivas a umna légica compacta.

Neste capitulo, sob o titulo “Estrutura Uniforme dos Ispagos zero-dimensionais: O
caso compacto”, aplicamos 0s métodos desenvolvidos a analise, por exemplo, dos espagos
de n-tipos, do espectro real de um anel, e do espectro primo de umn anel de Boole, todos
eles como consequéncia da analise da convergéncia no espago de Stone de uma digebra de
Boole.

No capitulo 3, com o titulo “Compactificagio de Espagos Topoldgicos mediante Ul-
trafiltros Locais”, construimos uma nova compactilicagao para qualquer espago topoldgico
sem nenhuma condigio de separagio, cstudamos suas propricdades funioriais e a corres-
pondente propricdade de extensio de [ungdes conlinuas, mostrando suas vantagens no
caso dos espagos zero-dimensionais. Nesle tltimo caso, tal compactificacdo é também o
completamento de Cauchy destes espagos.

Aqui aplicamos os métodos de compactificagio introduzidos ao estudo da compacti-
ficagao e completamento de uma idgica abstrata.

Devemos salientar, neste capitulo, a observagio de uma diferenga importante nas
demonstragdes da compacidade do espago compactilicado, nos casos do espago original
ser uma classe propria ou um conjunto: no primeiro caso precisa-se do axioma da escolha,
no segundo, entretanto, apenas do teorema do ultraliltro, o qual é reconhecidamente mais
fraco que aquele.

Também sio desenvolvidas, neste capitulo, técnicas topologicas especiais, como a
de quase-homeomorfismos, as quais permitivao estabelecer a relagdo estreita enfre um
espago e seu compactificado, no caso compacto (relagio néo trivial ja que os espagos con-
siderados em geral nfo sio Hausdorfl). Além disso, como um subproduto destas técnicas



poderemos explicitar a relagdo entre dois quaisquer completamentos de um espago uni-
forme nao-Hausdorfl, assim como a relagio intima enire um anel e qualquer um dos seus
quocientes ndo-triviais, ou qualquer uma de suas localizagSes.

No capilulo 4, e final, com o titulo “Uma Semantica Compacta Minima para Légicas
com Modelos I'racos”, apresentamos, devidamenle [undamentados, basicamente trés pro-
blemas conexos com a nossa pesquisa. O problema de compactilicar uma logica abstrata
(i.e. os espagos de modelos correspondentes) mediante o seu mergulho numa légica com-
pacta, como é o caso dos modelos standard da légica de 2* ordem, e ordem superior, a
respeito dos modelos fracos (modelos gerais “a la Henkin”); o problema de extender o
método de compactificagio de raissé da légica de 1* ordem (que apresentamos como
apéndice do capitulo 1) a outras 1dgicas mais gerais, por exemplo, aquelas que permitem
uma caracterizacio tipo back-and-forth para a equivaléncia elementar correspondente,
em especial a algumas légicas infinitdrias; e o problema do completamento de uma es-
trutura, i.e. a obtengio de uma extensdo elementar de uma estrutura dada que seja um
completamento de Cauchy da mesma.

A respeito do primeiro problema salientamos sua forte dependéncia com o teorema
de incompletude de Gédel: devido a este teorema, o espago de modelos standard nio é
denso no espago de modelos fracos. [iste {ato nos permite levantar aquele problema para o
caso de 16gicas com quantificadores gencralizados, cuja scrnantica admite modelos {racos.

Agradeco ao Prof. Antonio Mario Sette, meu orientador, e ao Prof. Xavier Caicedo
da Universidade de Los Andes, Bogota, Colombia, assim como ao Grupo de Logica da
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a sua permanéncia como Professor Visitante em 1989.
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CAPITULO 1

FUNDAMENTOS TOPOLOGICOS DA
TEORIA DE MODELOS

Esta primeira parte ¢iulrodutoria e expoe com certo detalhe o artigo, em colaboracao
com B, Mundici e A, M. Setie, “Cauchy Completeness in Bleinentary Logic” {(ef. [C-M-S]).
Além disso, inclui as definicoes e resullados relevantes para Lodo o Lraballio,

Aqui se [az uma discussao sulicienfemente ampla, do ponto de vista listorico e
metodoldgico, dos métodos topoldgicos usados na teoria de modelos tanto cldssica como
abstrata, ¢ a fnalidade prineipal é apresentar uma nova demonstragio topoldgica do
Teorema de Compacidade da iogica elementar no contexto da teoria de espagos uniformes
(cf. [Ke] caps. 2, 5 ¢ 6), salicatando a sua conexido con o ‘Feorema de Ultraprodulos de
10§, conexdo que, como veremos, esta intimamente ligada a propriedade de Completude
de Cauchy dos espagos considerados.

Inclui-se uma referéncia aos métodos uniformes desenvolvidos principalimente por X,
Caicedo e se apresenta delalhadameunte, a mancira de apéndice, a demonstracio da com-
pacidade da légica elemenlar dada por R. Fraissé {c[. [EFr] cap. 6), porém numa versio
simplificada sugerida por A. M. Selte (c[. [S-C]).

1.1 0 METODO TOPOLOGICO EM TEORIA DE MODELOS

O Leorema de compacidade da logica clemenlar L, inlerpretado topologicamente
pela primeira vez por A. Tarski em 1950 (cf. [Ta]), é importante, nas proprias palavras
de Tarski, porque “provide us with a ralher general melhod of constructing (or, al least,
proving the exislence of} algebraic systems wilh some properlies prescribed in advance”
([Ta] pag. 717), perwilindo esclarecer alguns problemas de delinibilidade ¢ expressabili-
dade (i.e. possibilidade de axiomalizagio) das Leorias matematicas.

Tarski forneceu a interpretagao topoldgica do teorcima de compacidade para os
espacos de estruturas St7 com tipo de similaridade 7 finito (embora, de acordo com
Tarski, a finitude de 7 nio é essencial). Ble introduz a Lopologia clemenlar nesses espaqos
mediante o seginte operador de Techo (¢f. [Ta] pag. 713): para K C 517,

C(KN) =1 Mod(p)/w éumasentenca de LT, ¢ K C Mod(p)},

sende Mod(y) a colecio dos modelos (em SI7 e com relagao a Ly, ) de .
Para Tarski, a topologia clementar definida assim nio era wma topologia no sentido
adotado naquela época, que exigia uma certa condigio de separagio. Tarski observa que

{}



“Since, however, { A} # C{{A}) lor any A € [S17] ... it is not a lopological space in
the narrower sense (i.e.. nol a Th-space)” ([Ta] pag. TH. Fsla exigtneia ¢ decorvente
da neeessidade de PEOSCTVERT oy hoas |>t'up|‘it‘ti:u|(‘ﬁ dos CsPacos maotricos hos tRphacos mais
gerals, dentre elas, por exemplo, a de que um conjunto compacto, no sentido de Heine-
Borel-Lebesgue (e, gue todo cobrimento por abertos admita win subeobrimento finito)
deve ser [echado, ¢ un ponto, que obviamente ¢ compacto, nao seria fechado na defimcao
de Tarski.

Iintao, delinindo em St a relagao de equivaléneia seguinie: A = 8 se e somenle se
C{A}) = C({B}]), o qual equivale a A ¢ B serem clemenlarmente equivalentes (arith-
meltically equivalent), Tarski mosira que o espago quociente respectivo 567/ =, com o
operador de fecho induzido, é um espago topologice {no sentido esirito) tolalmente des-
conexo, compacto o, pela finitude de 7, separdavel, f.e. a base induzida em St7/ = pela
colecao de classes elementares (arithmetical classes) B7 = { Mod(p)/o ¢ nma sentlenca de
L.} ¢ enumeravel (cf. [Ke] para as nogbes usuais de Lopologia geral).

A passagem ao quociente, que para Tarski era conveniente por razoes Lopoldgicas,
ainda acarreta cerlas comphicagdes de cardler conjuntista. O prohlema reside em que,
sendo a colecio ST wma classe propria, os processos conjuntistas envolvidos na “cons-
trugdo” da colecio BT, que ¢ uma colegao de classes praprias, ¢ outras coleghes similares
que possam ser conslruidas na teoria de classes cleinentares, exigem uin certo grau de
legitimidade. Tarski, ciente desta exigéncia tedrica ¢, embora convencido da legitimidade
de tals processos, num inlenlo de dar uma solugao allernativa alirma o seguinte: “To avoid
any appearance of antinomial constructions we can agree to restricl ourselves Lo algebras
< A,...> in whiclh A is a subset of a certain infinite set U lixed in advance, With this
restriclion, the set [St7] and all other sets invelved in the discussion become legitimate
mathemalical enlities whose existence can be derived [rom axioms of set theory” {[Ta]
pag. 706 footnole).

A escolha do universo {7 indicado nio ¢ explicitada ¢ acarrela as mesmas dificuldades
que tém os processos de relalivizacio que o proprio Tarski descreve mais adiante: “... V
being the set of all algebraic systems in which we are interested, we introduce the notions
ol an ... arithmetical class, etc., relative Lo V, ... in particular, that arithmetical classes
relative to V are simply inlersections of V' with arithmetical classes i the absolute sense,
i.e. relalive to [St7] ... Most theorems stated in this paper automatically extend to
refativized nolions. In a [ew important cases, however, some restrictive assuimptions
concerning V' are nccessary. For insltauce, Theorems 17-19 [relative Lo compactiness] do
not apply to arithmelical classes relative Lo an arbitrary sel V', bul they prove to hold
under the assumption thal 1V is itsell a member of AC {Uhe class of arithimetical classes] or,
more generally, of AC, [Lhe elass of inlersections of arithmetical classes] (in the absolute
sense)” ([Ta) pag. 714-15).

O mesmo problema sobre a escolha do universo U ainda € observado por J. L. Bell
e A. B. Slomson: “We can gel over this difliculty by working instead of with [St7], with
a subset of [St7], wlich although sufliciently small to be a scl, is still roomy cnougl to



allow the standard model theoretic constructions (formation ol ultrapowers, productions
of models of consistent sets of sentences, etc.) to be out within it” ([13-S] pag. 157).

O quociente 817/ = ¢ uma colegio de classes préprias, as classes de equivaléncia
modulo =, a qual tem a seguinte propriedade “sutil”: St7/ = pode ser parametrizada
por um conjunto, o conjunto de teorias consistenles e completas de LT, e isso ¢ devido
a que a logica L, ¢ pequena, Le. para lodo lipo 7, a colegiio de sentengas de L7 é
am conjunto. Classes parametrizadas por conjuntos sao nsualinente chamadas de classes
pegienas, A base BT ¢ taahém nma elasse pequena pois pode ser parametrizada pelo
conjunio de senlengas de L

Intuitivammente, as classes pequenas sao sulicientetnente elementares para serem acei-
tas sem problemas do ponto de vista dos lindamentos da teoria dos conjuntos. Tlas
podem ser entendidas, por exemplo, identificando elasses de estratluras com propriedades
de estrifuras: assim, se a liugnagem ¢ wn conjunto, colegoes de classes de estrutaras sio
tao legititnas como conjuntos de propricdades. “lustead of properties of relational systems
we shall spcak of classcs of systems” {{I™-M-S] pag. 211).

Diversos autores que Lrabalhiam nos aspectos topologicos da Leoria de modelos, in-
clusive a respetto de 1ogicas abstratas (el [I5) para as nogoes relacionadas com logicas
abstratas, i.c. model - theoretic togics, e ver também a nola 1.2.3), tém [eilo uso in-
discriminado de classes pequenas e de operagoes booleanas miinitarias sobre elas. Como
ilustragao mencionaremos alguns deles. S. Kochen afirma: “The class AC [ol arithmetical
classes] forms a boolean algebra under the set-theoretical operations” ([Ko] pag. 223). 11
Saycki (c[. [Sa]) analisa a interagio entre SU7 ¢ St7/ =, e usa implicitamente um certo
axiota de escolhia para classes pequenas, pois a propria construgio do quociente {7/ =
equtivale & cscolba de um representante de cada classe de equivaléncia modulo =. 110 Man-
nila (cf. [Ma]) opera arhitrariamente comn familias de classes proprias parametrizadas por
cardinals.

D. Mundici, em [Mu] pag. 785, relerindo-se a nma légica com quantificadores gene-
ralizados pequena [ = L.(Q%)ier, i.c. com I um conjunto, diz: “Since [ is a sct, for each
type r the family of equivalence classes on [S5¢7] determined by =g, is actually (identifiable
with) a set [St7/ =;]”.

Para X. Caicedo (cl. [Cal] pag. 35): “Since the logic is small, the Lopologics of these
space are also small (they are indexed by sets) and there is nol danger in working with
them as with ordinary topological spaces”.

Este dilimo autor é mais explicito a respeito da solugao allernativa sugerida ja por
Tarski: “Of course, one could also make tle spaces {St7] small, by working with iso-
morphism classes ol structures ol cardinalily no greater than the Léwenheim number of
theories in [L7], 7 being the largest vocabulary involved in the arguments” ([Cal] pag.
35}.

O nidmero de Lowenheim de uma logica I (na realidade de L7 ja que depende do tipo
de similaridade 7 em consideragio) é o menor cardinal o tal que toda colegao de sentencas
de L7 que temr am modelo, admile wm modelo de cardinalidade < o, Analogamente,
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define-se o nimero de IHanf de wma logica L como o menor cardinal a tal que toda
colegdao de sentencas que tem modclos de cardinalidade > o, tem modelos de cardinalidade
arbitrariamente grande. A exislencia do ndamero de Lowenheim e do niunero de Hanl para
légicas pequenas, 1o, logicas L onde para cada tipo 7, a cole¢ho de sentengas de L7 ¢ wmn -
conjunto, [oi demonsirada por Hanl (cf. {I3-5] pag. 85).

Se L € uma idgica pequena, a afirmagio de Caicedo mencionada anteriormente pode
ser esclarecida mediante a seguinte argumentagio: scja o o niimero de Lowenheim de L7
e Sil, a subclasse de St7 das estruturas de cardinalidade < o entdo St com a topologia
induzida é um subespaco denso de St7 e, se L é compacta, entao St7 ¢ um subespago
compacto (nao-fechado) de Si7. St7 (idenlificando estruturas isomorfas) é um conjunto.

Neste traballio ndo adolarenios esta solugio pois nio esta claro ue todas as cons-
trugoes de teoria de modelos possam ser feitas em St , principalimente as relacionadas com
ultraprodutos. Por essa razio insistiremos no uso de classes pequenas, i.e. de colegdes de
classes (possivelmente classes proprias) parametrizadas por conjuntos, ¢ por tal motivo,
para o estudo dos espagos de estruluras que aparecem na Leoria de modelos, restringiremos
a nossa atengao ao caso de lIégicas pequenas. Esta escollia permile tamhém o estudo dos
espagos St™, com preleréncia aos espagos §t7/ =, pois algumas situagdes relevantes de St7
nio se reflelem nos quocientes; por exemplo, imagens de subclasses projelivas disjuntas
em SET poderiam ndo ser disjuntas e ST/ =, o que prejudica aanalise da propriedarde
de interpolagio nestes quocienles.

Uma teoria de conjuntos sulicientemente Torte e relativamente consistente com ZEF +
{ existe pelo menos um cardinal inacessivel #) ¢ sugerida por Levy em [Le] pag. 204 “A
different variant ... s oblained il we adhere to the Tanitation of size doctrine by requiring
that a small class, e.p. w lnite elass, be a seloeven il its members are proper classes. In
this variant we . amend the axiom of replacement ... to read: [T F s a Tunclion and «a
is a set, then there is a sel which contains exactly the values (X)), which may be sels
or classes, for all menihers ¥ ol « whielt are i the domain of 77 . U modelo natural
de tal sislema poderia ser obtido, por exemplo, interpretando “classe” por “conjunto” e
“conjunto” por “conjunto de cardialidade < 7.

Nao pretendemos fazer aqui wina discusséo desla “teoria de conjuntos de Levy”, no
entanto supd-la-emos ja desenvolvida ¢ fecharemos esla pequena digressao [azendo apenas
os seguintes comenlarios que consideramos interessantes e relevantes para os fundanientos
do nosso traballbo: em primeiro lugar, na Leoria de Levy, as varidveis devemn variar sobre
classes em geral, pois em caso contrario, por exemplo, a cole¢do de classes proprias { A} ey
nao poderia ser co-exlensiva com a propriedade {expressa em alguma linguagem adequada)
Viellz = A;). Este fato, no contexto da teoria de modelos, poderia invalidar os eleitos
da compacidade como prova da “existéncia” de modelos. Por ontro lado; suporemos que
nossa “leotia de conjuntos de Levy™ contédm am axiona de escollin para colegdes peguenas
de classes, t.e. se {A;};er ¢ uma colecio peuiena de classes (proprias), existe um conjunto
A contendo um elemento de cada classe da colecdo. Esta versio scrd denotada por ACY.

Assumindo estas idéias pode-se desenvolver em lorina razodvel uma teoria de espagos



topologicos “grandes” com topologias “pequenas”. Este é o caso dos espacos de estruturas
St com 7 arbitrdrio, pois sendo a base B™ pequena, a topologia gerada por ela é também
pequena.,

Num espago deste Lipo, i.e. com uma topologia pequena, os conceitos de inlerior e
fecho podem ser definidos pois envolvem apenas unides e intersegdes de colegdes pequenas
de abertos e de fechados respectivamente. A propricdade de compacidade envolve somente
cobrimentos por familias pequenas de abertos ou lamilias pequenas de fechados com a
Propriedade de latersecio IMinita (P}, ¢ a convergéncia pode ser estudada mediante
redes definidas e conjuntos (ndo classes) dirigidos. Em particular, 1o caso de estruturas
uniformes pequenas (entenda-se definidas a partir de uma base pequena) delinidas em
classes proprias, a nogéo de completude de Cauchy envolve apenas a convergéncia de
redes pequenas de Cauchy.

Entretanto, devemos alertar sobre o segiinte Tato: a teoria geral de convergéncia
usando filtros e ultrafiltros nao é aplicavel neste contexto pois os fiftros e ultrafiltros ndo
sao classes pequenas, mesmo que as bases de filtro (fillerbases) que os geram o sejam, ja
que aqueles estao delinidos no espago todo.

Além disso, a teoria de conjuntos subjacente nio poderia garantir a existéncia de
ultraliltros, definidos no espago todo, contendo Tamilias pequenas comme a PIF, e, esla
versao forte do Teorema do Ullraliltro poderia nao ser demonstravel na teoria de conjun-
tos de Levy, mesmo cont o axioma de escolha AC™. Porlanto, é importanie caraclerizar os
conceitos topologicos que nos interessam em termos de nogoes, como a de hase de filiro,
nao envolvendo o espaco todo na sua delinigao. Mustraremos islo na seguinle caracte-
rizacio da compacidade.

1.1.1 Definigao.

1) Seja. X uma classe (propria) ¢ 7 uma lopologia }J(?(|1I(.'I.lil- sobre X, Seja B uma
colegao de subelasses de X, dizemos que B ¢ base de filtro se
Y
b) ¢ B
c) se A, I3 € B entio, existe ¢ B tal que C € AN L.

ii)  Se B ¢ uma base de filtro pequena podemos definir Adh B = {3/ B € B} (a barra
denota o lecho na topologia 7). Qs elementos de Adh B sao chamados de pontos
de aderéncia de B.

i) Seja {aj}iep uma rede enn X com D conjunto. Definimos edh {a;} como a colegiao
dos @ € X tais que para Loda vizinhanca V 3 @ e para todo & € D) existe { > k tal
que x; € V. Os clementos de adh {z;} sdo chamados de pontos de aderéucia da
rede (cluster points).
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iv) Seja {#;};ep uma rede em X com D conjunto. Definimos lim;z; como a colegio
dos # € X tais que para toda vizinhanga V 3 z existe k € D lal que para todo
t 2> k,z; € V. Os elementos de lim; z; sdo chiamados de pontos limites da rede.

v) X é compacto se e somente se toda familia (pequena) de aberlos que cobre X tem
uma sublamilia finita que cobre X; ou cquivalentemente, toda familia (peqnena)
de [echados com a PIF, lem inlersegao nao-vazia.

1.1.2 Proposigio. X é compacto & toda base de filtro pequena tem ponto de aderéncia.
Deinonstragao.
(=} Seja B uma base de filtro pequena ¢ ¢ = {B/B € B}

Afirmagéo. C é uma colecio (pequena) de fechados com a PII.

Com eleito, se BiN..NH7, = é, entio B3,0..N1, = ¢ pois 3N..0 73, C B N..NA,,
logo, ¢ € B, uma conlradigéo. '

Portanlo, como X & compacio, existe x € NC = Adh B.

(<) Seja { Fi}ier uma familia pequena de fechados com a PIF (i.e. [ é um conjunto). Po-
demos supor a faniilia fechada por intersegoes finitas (que é uma operacao conjunlistal,
entdo {I;}ic; € uma base de filivo B, logo, por hipdlese, ﬂ I, = ﬂFl- = Adh B # ¢,

ief e/
yorbanto, X ¢ compaclo
1 N

Kelley, e [Ke] pag. 136, dd a seguinte caraclerizacio da compacidade usando
redes, a qual pode ser adaplada ao caso de espacos grandes com topologias pequenas: X
¢ compacto & toda rede {(peguena) em X tem ponto de aderéneia.

A respeito da demonstragio de Kelley, no caso de espagos grandes com topologias
pequenas, devemos mencionar que ela ¢ possivel tma vez que ¢ estabelecida a seguinte
relagiao entre hases de filtro e redes em X

a)  Se {ri}ien ¢ uma rede em X {com ) conjunlo), entao para cada & € 1) definimos
By = {a;/1 >k}, Temos que a lanfha { B Yiep tem a PIF, ¢ portanto ¢ uma base
de filtro pequena em X, e adh {a;} = Adh { By}

b)  Seja B uma base de [iliro pequena ent X (podemos supor B fechada por intersegdes
finitas), entdo B ¢ dirigida por inclusio inversa. Aplicando o axioma de escolha

AC™, para cada I3 € B cscolhetos vy € 2, entdo {rg}pes ¢ uma rede em X ¢
adh{xg} C Adh B.

A ullima inclusdo, embora ndo seja uma igualdade, é suficicnte para demonstrar a
caraclerizagao da compacidade na versiao de Kelley.
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1.2 ANALISE DA COMPACIDADE DE I,

A compacidade logica de L., € usualinente formulada da seguinle maneira: para todo
tipo 7, se 3~ é uma colecio de sentengas de L7 Lal que toda subcolegdo finita tem modelo
(em S17), entdo 3. tem modelo (em St7). Equivalentemente, se para toda subcolegio
finita A C 37, Mod(A) = [} Mod(yp) # ¢, entdo Mod(¥) = [} Mod(p) # ¢.

PEN ‘PEZ
Observando que os espagos St™ sdo zero-dimensionais no sentido que as bases 87 sdo

bases de clopens (abertos - [echados), vemos que a segunda verséo significa a compacidade
topolégica de cada St7 em termos de familias de fechados (basicos) com a PIF.

As demonstragbes mais conhecidas de carater puramente semantico da compacidade
de L, usam a construcio de ultraprodutos e o teorema de Lo$ para senlengas, o qual
afirma o seguinte: para lodo lipo 7, se {A; }igr ¢ wma familia de estroturas cin S¢7 (observe
que ¢ v conjunto) e {7 ¢ um ultraliliro sobre {, denotando com [}, A o ultraproduto
da familia mdédulo U, temos que para toda sentenca @ de L7,

(*) HipA; € Mod{p) & {1 € I/A; € Mod(p)} € U/ .

Estas demonstragdes (cf. [I"-M-S] pag. 216 ou [B-S] pag. 102) escolhemn, usando
implicilamenle o axioma AC"™, para cada A € P () (partes intas de 37) win A €
Mod(A), e mostram que para wn determinado ultrafiltro U sobre P (), Iy Aa €
Mod(%).

Uma pequena observacio mostra ¢que a prapria construcao do ullraprodito usado
nao ¢ essencial, bastaria qualquer estrutura A satisfazendo (*), em vez de [ A ste
falo moliva a seguinte definigio:

1.2.1 Definigio. Para toda familia {A;};er em St7 e todo ultrafiltro U sobre I, definimos
limy; A; como a colegio das estruluras A4 € St7 tais que para toda sentenga @ de L7,

A€ Mod(e) & {i € I/ 4 € Mod(e)} € U.

(oo Ja observamos, a seguinte forma abstrata do teorema de-Los ¢ suficiente para
provar o Leoremia de compacidade (esta pode ser formulada para gnalquer logica L):

1.2.2 Teorema de Logé Abstrato (TEA).

Para todo tipo 7. loda Tamilin {4} s cn SO ¢ todo nltrafitiro {7 sobre

Llmp A #£ ¢ »

Segue-se da deflinicdo acima que limg A; = N{ Mod(p}/{i € 1/ A; € Mod{p)} € U}.

Isto mostra que o teorema de compacidade implica também TE A, pois limg A; é expressa
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como interse¢ao de uma lamilia de [echados basicos com a PII.
Os argumentos prévios, enquanto ndo ulitizam a construcao de ullraprodutos, sio
tambem aplicaveis a qualquer légica abstrata regular pequena.

1.2.3 Nota. Uma légica absirata é um par < L, }=r> onde L é uma aplicacio definida
sobre a colecdo de vocabularios (ou tipos de sinnlaridade) 7, tal que para cada 7, L7 é a
classe das sentengas de L de tipo 7, e =;,C U(S.ET x L7) é a rclagdo de salisfagdo de L,

satisfazendo as seguintes propriedades dadas :3[1’1 [E] pag. 27, Defl. 1.1.1:
e1) Ser Co, enldo, L7 C L°.

) Se A =1 ¢, entio, p € LT

ea) Se Al=r, e B A, enldo, B =, .

) Sepe L" e Cr(A), culdo,

€2

AL e e AlT e

ex) Se p T = a ¢um “renaming”, etdio, para cada @ € L7 exisle of € L7 tal que
patra toda 4 € SI7,

Al e e A = e

Uma légica L é dita pequena se para cada 1, L7 € um conjunto.

Exigiremos de cada logica L que scja exlensdo de Ly, no seguinte sentido.  Se
Modp(p) = {A € St7/A =, o}, entio, sio salisleilas:

i)  Propriedade das sentencas alémicas: para todo 7 e toda sentenga aldmica € L7,
existe ¥ € L7 tal que Mody(¥) = Mod,,, ().

i) Propricdade da negagdo: para todo 7 ¢ toda ¢ € L7, exisle ¥ € L7 tal que
Mod (¥} = Modr{®)® (o complementar em S17).

i) Propriedade da conjung¢ao: para todo 7 e quaisquer p, ¢ € L7, existe 8 € L7 tal
que Mody(8) = Mod, () N Mody ().

iv) Propricdade de particularizacdo: se ¢ € 7, enldo, para lodo o € L7, existe i €
LMY tal que para toda 4 =< A, .. > SINH A =) 4 & para algum o € A,
< A, a > e

Se 1 & uma logica abstrata, o conceilo de Tormula pode ser delinido da seguinte
maneira: mna formuda n-dria de LT ¢ qualguer senfenca @ ¢ L7 onde 7 = U ey 0 o)
e Cpyeny0n @ 70 Noste caso, se A =< A, .. > S, deflinimos ot = {< ay,....aq, >€
Aﬂ/ < 'A:“I! ceea Ty >|:L 59}

Com as convencoes anteriores; dizemos que L ¢ reqular se salisfaz as seguintes pro-
priedades (¢f. [Ca2]):



a) Propriedade de substituigio: para quaisquer fdrmulas ¢, ..., @ € L7, seudo y; nj-
aria, e qualquer § € L™ onde 7' = 71U {Ry,..., R} e R é nj-aria, exisle a(f) =
O /er, .. s lefor) € L7 tal que para lodo A =< A,... >€ St", A |1, o) &
<A@l 0l L0

b) Propriedade de relativiza¢do: para todo predicado monadico P € 7 ¢ toda ¢ €
L™MPY existe oF € L7 tal que para toda A =< A,... >€ S A |k o o
A[PA =1 .

As propriedades (i), (i) e (ili) anteriores garantem que a colecao B™ =
{Mod(¢)/e € L7} é base para uma topologia zero-dimensional sobre 5t7, fechada para
intersegdes finitas e complementares. Denotaremos coin St7(L) o espago St7 munido dessa
topologia, ¢ simplesmente SE7 se a topologia ¢ dada por L.

Com estes preliininares, lemos entdo demonsirada a seguinte proposigao.

1.2.4 Proposigio. Se L ¢ uma logica absirata regular pequena que extende L, entao
sao equivalentes:

1) L é compacla.

i) TEA

Para logicas compactas dilerentes de Ly, pode-se levantar aqui o interessante pro-
blema da “construcio”, para cada familia {4 };c1 € cada ultrafiltro U sobre I, de uma
estrutura A € hmy A;.

Os itens 1.2.1; 1.2.2 e 1.2.4 podem ser considerados o ponto de partida deste tra-
ballio. Ai esldao contidas a nogio de convergencia adequada ao estudo dos espagos zero-
dimensionals {ver definigao 2.2.1), uma versio topoldgica do teorema de £os (ver ob-
servagdo 2.2.8), e uma caracterizagdo da compacidade ¢ a completude daqueles espagos
em termos destas no¢bes (ver proposicio 2.2.7). [Elas, embora molivadas pelos espacos
de estruturas, serdo estudadas em forma absirata no capitulo 2 nao somente para o caso
zero-dimensional mas também para espagos topoldgicos arbitrarios.

O conceito de limy ja aparece em [F-M-§] pags. 223 ss. como “operagao ultralimite”
para o caso dos espagos hooleanos, os quais sao zero-dimensionais. Lm [C-K| pags. 11
ss. € definido limgr para os espacos compactos de Hausdorll ndo necessariamente zero-
dimensionais. B ambos os casos, a condigao de ser Hausdorll nio ¢ essencial, apenas
garante a unicidade do lingg a compacidade, como veremos, garantird sna exisléocia.

Uina outra demonstragio topoldgica do tecorema de compacidade, haseada também
no teorema dedos, ¢ dada, embora sem mengio explicita, por Kochen (ef. {Ko] pag. 255,
Th. 11.7). Ele prova que se W = {A;}ier ¢ mina funilia de estruturas, entio o fecho de
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i, ie a colecao de pontos de aderéncia de K ¢ C(R) = {[1; A/U ¢ um ultrafiltro sobre
1}. Temos entio aqui o teorema de compacidade (topoldgica) a paclir da versio de Kelley
dada acima.

1.3 ESTRUTURA UNIFORME DOS ESPACOS S§¢7

R. Fralssé (cf. [I'r] pag. 129) foi o primeito a observar, no caso da logica L, e
para 7 finilo, que a topologia elementar dos espagos St ¢ uniformizavel, e explicita uma
base {pequena) de unilormidade usando a nogdo de isomorfismos parciais: “La lopologie
considérée est uniforime, en prenant cornnne entourages, pour chaque caractéristioque (k, p),
olt & et p sonl. des entiers naturels, la classe des couples de velations (&, p)-équivalentes”

Aqui adotarcmos a seguinte definicao dada em [Ke| pag. 177:

1.3.1 Definigdo. Se X é uma classe, uma familia pequena B = {U;}ier de subclasses de
X x X ¢ base para alguma uniformidade sobre X sc

a) Paratodo i € U conlém a diagonal A = {(x,x)/r € X}.

b) Paratodo : € I, existe j € T tal que if; C Ut

)
)
c} Para todo 1 € I, existe j € ] tal que U; oll; CU;.
d)

Para todo 1,7 € I, existe k € T tal que Uy CU; N U;.

Se B satisfaz somente (a), (b) e (¢) temos uma sub-base de unilormidade.

Atualmente é usual subslituir a nogdo de (k, p)-equivaléncia de Fraissé pela de n-
equivaléncia de Karp, sendo nowm inteiro natural (el [Kal]): doas estruturas A =
< A, > e B =< ... > sio ditas nequivalentes (2 2 1), em simbolos A 22, B, se existe
uma sequeéncia lp 2 I; D ... D I,_| de conjuntos nao-vazios de isomorfismos parciais que
satisfaz a seguinte propriedade de back-and-forth: paratodom talquem—+1 < n, f € I
ea € A (respectivamnente b € ) existe g € I, tal que f C g e a € domn ¢ (respeclivamentie
beim g). Ae B sio ditas 0-equivalentes se existe um isomorlismo parcial de A em B.

Os elementos de f,,, m = 0,...,n — 1, sao chamados de m-isomorf{ismos parciais de
A em B, ou abreviadamente, m-iso.

Definindo o grau quantificacional gr(¢) de uma férmula ¢ como em [Kal] pag. 408
{(ver também segio 3.4), a n-equivaléncia de Karp admite a seguinte versio ]mgjmshra
dada pelo teorema de JFraissé-IKarp: para 7 finito, n € w ¢ A, B € St temos que A =
B & A=, B, oude =, é a cquivaléncia elementar a respeito da colegio de sentengas (p
com qr(y) < n (cf. [l{al] pag. 409 e [Fr] pag. 120).

Portanto, a uniformidade de Fraissé pode ser definida a partir da seguinte base Bp
(base de Fraissé) = {U, )} uew, onde para cada n € w, U, = {{A,B)e St x St/ A =, B}.

Por outro lado, para Lodo lipo 7, a lopologia clementar de St admile a seguinte
base “natural” de unilormidade sugerida pela zero-dimensionalidade do espage: By (base



natural) = {Us/P ¢ um conjunto finito de sentencas de L7}, ondle para cada ©, Uy =
{(A.B) € 81" x StT/A =, B}, sendo =4 a equivalencia clementar comn relagio a colegao
¢

Observas-se que os elementos I das bases By e By eslao definidos mediante relagoes
de equivaléncia, em particular, U= ' =U ¢ Uold CU.

A base By tem as scguintes propricdades {abreviando U,y por U,): se @
{@10n@r} cotdo Ue = U, N OU,, o para cada @, U [A] = {B € Si7/{A.B) €
TR Mod(w), se AE

el = Mod(—2), se AW p.

Esta altima propriedade garante para todo tipo T gque o espago untforme resultante é
totalimente limitado ou pré-compacto, i.e. para toda sentenga ¢ existem Ay, ..., A, € 517
tais que U (A U ... UU AL = St7 (cl. [Ke| pag. 198), ¢ que a base de unilormidade
dada gera a lopologia clementar.

1.3.2 Proposiciao. Para 7 finito, as bases Br ¢ By sido unilormemente equivalentes no
seguinle sentido (el [IKe] pag. 181): para cada n € w existe ® linito tal que Uy CTU, ¢
para cada © finito existe n € w lal que U, C .

Demonstragao.

Scja i € w, enldo, como ja binhamos observado, existem no miaximo um nimero
finito de sentengas ndo logicamente cquivalentes entre si de gran guantificacional < n,
Logo, tomando @ como tal cole¢io de sentengas temos que Up C U,.

Seja & = {¢,...,01}, entdo tomando n = max(¢r(p;),...,qr(w)) temos que
un. g u‘b n

Como consequéncia temos lambém que a base Bp ¢ lolalmente himitada e gera a
topologia elementar de S{7 (7 finito).

A base Bp (sempre no caso 7 finito) tem a seguinie propriedade adicional: para
cada n € w, U, 2 U,;. Além disso, como o espago St™ tem base enumerdvel, é pseudo-
metrizavel (cl. [Ke] pag. 18G) e as propriedades de By permitem demonstrar a seguinte
proposigao geral:

1.3.3 Proposicdo. Scja {U, }ne. uma base de unilormidade (sobre um espago X) tal
que cada i, ¢ uma relagio de equivaléncia e U, 2 U, ; entio, definindo

Vo |
d(wyy) = 'i"{m/(;ln;f/) € Uy |

temos que d € uma pseudo-mélrica em X nio-arquimediana, i.e. salislaz a desigual-
dade ultramétrica d(x,y)y < max{(d(z,z), d(z,y)), e Lal que para cada n € w, U, =
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(2, 9)/dwy) < =)

Demonstragao.

i) E ébvio que d{x,y)} > 0; além disso, d{x,x) = 0 pois A C U, para todo n € w. Em
geral, d(z,y) = 0 se e 56 se (z,y) € [ |Un

ACwW
i) d(x,y) = d(y,x} pela simetria de cada U,

iii} (desigualdade ultramétrica) suponhamos d(x,y) > max{d(z,z), d(z,¥)), entao

existe n € w lal que d(r,y) = —— e d{w, 2} < , dlz,y) < ————

| 41 n41

Pelas propriedades do infimo temos que existem 8 € w {podemos supor

1 1 1 :
RO ¢ . T 580 < ﬁ, le.n<r<sel(xr,z) €U, {z,y) €U,
mas, U, C U, C U,, logo, {r,z), {2,545} € U., por lanto, pela transitividade de
| i
, l.e. < ! our < n,
Tor 4| n+1l —r41 -

r < 8) tais que

U, (2,y) € U, o que implica que d{a,y)

-

urma. contradicio.

Obviamente a desigualdade ultramétrica implica a desigualdade triangular.

) T, 1 . :
iv) Suponhamos que d(x,y) < —, Le. inf{ J(x,y) € Un} < —, entéo exisle m €
n n

) | m+ 1
W com 11 <—,te. n < m,e (x,y) €U,, logo, como U,, C U, temos qite
m n :
(3?,.71) € U,.
) . 1 .
Reciprocamente, supouhamos (x,y) € U, cnlio diz,y) < T i.c.
n
|
dlz,y) < —
(z,9) n =

No caso dos espagos de estruturas St7, para 7 finilo, teinos que a topologia elementar
admite a seguinte pseudo-métrica: para A,B € St7,

. 1
d(.A,B) = inf {m/.ﬂ =, B} .

A intuigao desta pseudo-métrica, ainda para Idgicas mais gerais que L, por exem-
plo, 1égicas com quantificadores generalizados, [oi obtida por X. Caicedo (cf. {Ca2]). Ela
mede o grau de proximidade entre A e B, no sentido que A e B estio tio prdoximas
quanto o maximo grau quantificacional das sentengas que satisfazem simultaneamente.

Em particular, d(.4,B) = 0 se e 56 se A = B.
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Pode-se provar facilmente que a scguinte é uma pseudo-métrica equivalente a dada
na proposicio 1.3.3: '

1
d(:r:,y) = 1+ sup{n € w/(m,y) € L{n} '

Caicedo (cf. [Ca2]) iniciou o estudo sistematico da tcoria de modelos de {Sgicas
abstratas a partir das propriedades uniformes da topologia elementar dos espagos de
estruturas. Ele observa, por exemplo, que as propriedades de substituicao e relativizacio
que uma légica abstrata regular satisfaz, sdo formas fortes de continuidade uniforme de
certas aplicacbes enlre espacos de estruturas.

Veremos no capitulo 2 {ver proposi¢do 2.1.9) uma verséo topoldgica desta forma forte
de continuidade uniforme a qual, no contexto da teoria de modelos, equivale & seguinte
propriedade de redugao unilorme.

1.3.4 Definigiio. Scjam L ¢ Ly lgicas o I3 S17(Ly}) — SU'(Ly) uma aplicacio (possi-
velmente parcial). Dizemos que /' tem a propriedade de rediugdo uniforme com relacio a
L1 e Ly se para toda o € L existe T(p) € L] Lal que para loda A € 5t

Al Tle) & I'(A) L, e

A funcdo T é dita wma tredugio para I

As propriedades de substituicao e relativizagdo de uma logica abstrala [ expressarm
o falo que as seguinles aplicagocs tem a propriedade de reducio unilorme com relagio a

L.

a) Dadas ¢),...,9r € L7 com ; n;-aria, e relacoes fty,. .., B com ; n;-aria ndo em
T, a aplicagio F = St7(L) — St” (L), = rU {R,,..., R}, definida por F(A) =
<At el >,

b) Para cada predicado mouadico P € r, a aplicacio [7: St7(L) — St™MPHL) dada
por F(A) = A[PA.
1.4 COMPLETUDE DE CAUCILY DOS ESPACOS 517

Na leoria de espacos uniformes tem-se o seguinte resultado fundamental {o qual é
também vilido para espagos grandes com topologias pequenas):

COMPACIDADE = COMPLETUDE DE CAUCIIY + LIMITAGCAO TOTAL
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(cf. [Ke] pag. 198).

Aqui, a completude de Cauchy define-se como a convergéncia de toda rede de Cauchy
(para os conceitos de rede de Cauchy e limite de uma rede de Cauchy ver definiio 2.2.5),
e no caso do espago ter base enumeravel, como a convergéncia de toda sequéncia de
Cauchy. Obviamente a completude e limitagao total de um espago uniforme dependem
da uniformidade considerada.

No caso dos espacos de estruturas St7, 7 arbitrario, munidos da estrutura uniforme
gerada pela base nalural By, provar a compacidade da topologia cleinentar equivale a
provar a completude de Cauchy da estrutura uniforme subjacente pois, como ja vimos,
ela é tolalmente limitada.

Para o caso de 7 finilo, compacidade equivale a compacidade enumeravel que, pela
sua vez, equivale a compacidade sequencial, i.e. toda sequéncia contém uma subsequéncia
convergente (cf. {Ke] pag. 162).

Fraissé (cf. [It] pag. 127) foi o primeiro que provou a completude de Cauchy dos
espagos St™ para T finito, ¢ como consequéncia disso a compacidade sequencial desses
espagos (cf. [Ir] pag. 128). Ele usa semn mengio explicita a equivaléncia entre as bases
Br e By, e prova que os himiles de sequéncias de Caucliy de estruturas podem ser obtidos
como limites indutivos de certas familias de estruturas dirigidas por isomorfismos parciais.
Incluiremos, como apéndice deste capitulo, uma versio desta prova usando a nogao de n-
equivaléncia de Karp, a qual, devidamenle adaptada, permitira fuluramente a analise de
l6gicas Cauchy-complelas que néio sejam compaclas. Esle problema, no caso de algumas
1égicas infinitarias, sera levantado ne capitulo 4. E importante salientar que o método de
Fraissé ndo faz uso de wltraprodutos nem do teorema de % 0é.

Daremos aqii um eshog¢o de uma demonstracdo mais simples da completiude de
Cauchy dos espagos ST para 7 arbitrario, a inesma que serd tratada cin [orima mais geral
no capituto 2. Pretendemos mostrar que, no caso da logica elementar L, o teorema
de Lo fornece uma demonstragio da completude de Cauchy onde os ultraprodutos de
redes de Cauchy de estruturas sdo os limites correspondentes {c[. {C-M-S]). Adaptando
a demounstragio para 7 finito mediante o uso da pseudo-mélrica definida anteriormente,
obtemos uma prova sitples da completude de Canchy destes espagos.

Seja {U,} wma base de unilormidade subjacente ao espago St7 (nao necessariamente
tolalmente limitada, embora qualquer uma o seja ja que no caso de L, os espacos St7
sdao compactos). 15m particular, para cada « ¢ para cada A € St7, U, [A] & aberto na
topologia elementar.

1.4.1 Definicio. Seja (D, <) um conjunto dirigido.

1)  Uma rede de Cauchy e 517 ¢ uma familia de estruturas {A}icp tal que para todo
a cxiste k € D {al que para todo 1,7 > &, (A;, 4;) € U,.

—
—

Seja {A;}iep uma rede; lim; A; é a colegio dos A € St7 tais que para todo a existe
k € D tal que para todo 2 > &, {4, 4:) € UL.
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111) Seja U um ultraliltro sobre D e {A;};cp uma rede; limy A; é a colegao dos A € St7
tais que para todo « existe X € U lal que para todo i € X, (A, A) € U,; ou
equivalentemenle, se para todo a, {1 € Df(A, A) e U,} e U.

iv) Um ultrafiltro U sobre D é chamado livre se contém todos os subconjuntos Yi =

{ite D/i > k} para k € D.

A parte (iii) da definigao acima coincide com a definigio 1.2.1 no caso de {i{,} ser a
base natural By; neste caso D néo é necessariamente uma rede. Por outro lado, a nocio de
ultrafiltro livre sobre um conjunto dirigido generaliza a nocdo de ultrafillro nao-principal
sobre w. Observe que a familia {Y}}1ep tem a PIF.

Os elementos de lim; A4; sio os limites de Cauchy da rede dada, os quals nio sio
necessariamente Ginicos, ja que os espagos St” ndo sdo HausdorfT,

A seguinte proposigio ¢ o Teorema dediod Abstralo (T A) formulado para qualquer
uniformidade subjacente & Lopologia clementar de SE7 para qualguer tipo 7.

1.4.2 Proposigdo. Em [, temos: para todo tipo 7, toda familia {A,};cp em St ¢
todo ultrafiliro U sobre D, limy A # ¢.

Demonstragio. Mostraremos que [y 4; € limy A;. Suponhamos pclo absurdo que
existe o tal que {i € D/(A, A) U} = {i e D] A § U,[A]} e U.

Como U,[A] é aberto na topologia elementar € A € U,[A], existe 14 tal que
A € Mod(vs) C UJA] 1e. A 4 e Us[A] 2 Mod(va). Logo, {i € D/A: ¢
UJA]) C {ie DJA & Mod(ip4)}, te. {1 € DJA; |E P4} € U, portanto, pelo teorema
de Los, A = —4, uma contradigio g

O seguinte lema é essencial para a demonsiragio da completude de Cauchy dos
espagos St7 e € devido fundamentalmente a D. Mundici e A. M. Selte; a importancia que
ele tem para a interpretagio da convergéncia nos espagos de estruturas sugere e dar um
nome e aqui serd chamado de “Lema de Convergéncia”. Ele admiie uma versdo topoldgica
geral a qual serd enunciada e demonsirada no capitulo 2 {(ver proposicao 2.2.7).

1.4.3 Lema de Convergéncia. Se {A}icn ¢ uma rede de Cauchy em S17 e I/ é um
altralillro livre sobre ) entio iy A; = limg A0 Em partiendar, Jig A; independe do
ultrafiltro livie {7 g

1.4.4 Coroléario. lim L., temos: para todo Lipo 7, 0 espaco S17 ¢ Canchy-completo.
Demonstragio. Se {A;}iepn ¢ uma rede de Cancliy em 547, entio, pela proposigao 1.4.2

existe 4 € limy A, sendo U/ qualquer ultrafiltro sohre 1 o qual podemos escolher livre;

logo, pelo lema de convergéncia, A ¢ um limite de Cauchy da rede dada o
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X. Caicedo obteve independentemente uma prova similar da completude de Cauchy
dos espagos St7 (cf. [Ca2]).

A discussao [cita neste capilulo mostra que o estudo da compactificacio de logicas
abstratas mediante o completamento de Cauchy dos espagos de estruturas é viavel, e é o
problema que pesquisaremos nos capitulos seguinies.

1.5 APENDICE DO CAPITULO 1: .
O METODO DE FRAISSE PARA A CONSTRUQAO DE LIMITES
DE CAUCHY DE SEQUENCIAS DE ESTRUTURAS

Neste apéndice adaptaremos o método de Fraissé (cl. [Fr] pags. 126 ss.) a construcio
de limites de Cauchy de sequéncias de estruturas para a logica L7, com 1 finito. Mostra-
remos que estes limites podem ser obtidos como limites indutivos de certas subsequéncias
das sequéncias dadas.

Esta construgio estabelecera a completude de Cauchy dos espagos St” com 7 finito,
J& que, para tal eleito, basta a analise da convergéncia de sequéncias, e nao de redes em
geral, pois os espagos ¢ consideragio tém base cuttinerdvel.

Seja 7 um tipo de similaridade finito ( o qual podemos supor, por simplicidade,
relacional). Suporemos St” munido da uniformidade de Fraissé, i.e. a uniformidade
gerada pela base Br = {if, }.e. onde para cada n € w, U, = {(A, B}/ A =, B}. Lembrar
que o teorema de Fraissé- Karp estabelece que para todo n € w e para todo A,B € §17
A=z, Be A=, B,

Se A =< A,... >€ S§t", S C An € wea € A, entao, denolamos com [a]% o
conjunto: [a]} = {a’' € A/ existe um n-iso g : A — A tal que ¢[§ = id, e g(a) = d'}.

1.5.1 Lema. Para todo n € w e todo S C A finilo, os conjuntos {¢]2 formam uma
particdo finita de A.

Demonstragao. Basta observar que para A =< A,... >€ St7 (7 finito), n€cwe SCA
finito, os conjuntos {al% sdo as classes de equivaléncia da relagao ¢ ~% @’ & ¢ : SU {a} —
SU {a'} definida por g[S =1dy e gla) =’ é um n-isode A & < 4,a >=,< A,d > na
linguagem L7959 & para toda w(x) € L™ com gr(@) < n: A | ¢la] & A = ¢la];
portanto, a relagio ~% esta determinada pelas @(xr) € L™ com ¢r(p) < n, as quais,
salvo equivaléncia logica, sao um niimero finilo g

1.5.2 Proposigdo (Construgao de I'raissé). Scja {4, ] uma sequéncia de Cauchy em
St7. Entdo, existe um diagrama (sistema dirigido) < {8,}, {/.] > associado a {A,}
satisfazendo as seguintes condigoes:

1. {B.} ¢ uma subsequéncia de {A4,}.

2. paratodon, [, B, — B,y ¢ unmi n-iso com i f,, € dom 44,
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3. dom [, é finito para todo n.

4. para todo a € B, existem b € domt fuyy e f, D fn tal que [, é um (n — 1)-is0 e

Tﬂ(a) = b'

Demonstragao. O diagrama < {B,}, [f,} > serda construido por indugio. Deve-se
observar que {A,} ¢ de Cauchy se e somente se para todo m existe ky tal que para
quaisquer i, J > k., tem-se que A; =, A;, i.e., ¢: A — A; é um m-iso.

n =0: tomando m = | existe k; (que podemos supor minimo) ial que para i, j >
ki, A= A, ie, ¢: A, — Aj é um l-iso.
. A é ¢ ¢
Consideremos a subsequéncia Ay, - Ay 41 — Ak 42 — ... e definamos
By = Ay, By = Ay 41 € Jo = ¢ que salisfazem trivialmente as condigdes 1 - 4. Observa-se

- . 2 !0 ¢ ¢ ~ ~
que na sequéncia construida By = B; = Ay, 19 — ... lodas as fungdes subsequentes sio
I1-iso e tem domiinio finito, e em toda a sequéncia a imagem de uma funcio esta contida
no dominio da seguinte.

n > 0: em geral, como hipdtese indutiva para o passo n suporemos construida uma sub-
sequencia

Bo BB, & B, " B, A= Ay — .

para um certo k, onde fo,. .., faq satisfazem as condigoes 1 - 4, as [ungées subsequentes
sa0 n-iso e tem dominio finito, e em toda a sequencia a imagem de uma fungao esta con-
tida no dominio da seguinte.

Scja m = d + nl, + (n+ 1) onde d = |dom g| ¢ &, = [{[t]},,. ,/0 € 3.\ don g},
entdo existe k,, > & (minimo) tal que para i, j > kw, ¢ A — A; ¢ um m-iso. Temos

entao

fl'l f! fﬂ—l g h é QS
Be DBy . B, 5 B> ..o A, = A —
observa-se que ¢ = ho...o0g ¢ um n-iso por hipdlese induliva. Podemos de-
finir entdo B,y1 = Ak, e fu = ¢ e tem-se, também por hipdtese indutiva, que

im fo_1 € dom f,.(= dom g’ = dom g).

A seguir construiremos as fungoes subscquentes de Lal maneira que sejam (n +1)-iso
e em toda a sequéncia a imagem de uma fungdo esteja contida no dominio da seguinte.

Estendemos o m-iso ¢ : B,yq — Ap, 41 atmf,, a qual tem d elementos, obtendo um
nf, + (n + 1}-iso que chamaremos de g”. Agora consideremos a particio de B, dada por
{{b]2/b € B,} sendo S = dom [, = dom g.

De cada classe [BY cotn b & dom [, escolhemos no maximo n elementos, entéo, como
fu é um n-iso, para cada v deles, digamos ¢, existe um clemento d € By \om [, e uma
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extensdo [, 2 fp que é um (n — 1)-iso tal que f,(¢) = d. Percorrendo todas as classes
[6)% obtemos em B,4) \ im [, no maximo nf, clementos. Finalmenle estendemos g” a
esses nf, elementos oblendo um (n + {)-iso ¢*: B,y — Ax,.41 tal que dom ¢"” é finito e
im [, © dom ¢"”'. Deve-se observar que dom ¢” sera tomado comno dom f,., no passo
indutivo seguinte.

() processo se conclui estendendo ¢ : Ag — Ap 2 atm ¢", que tem ne maximo
m+1 m+ g9
d 4 né,, elementos, obtendo uin (n + [)-iso, e repetindo-o para as subsequentes {ungdes ¢.

E importante observar que a partigio de f3,, médulo a existéncia de um n-iso
em B,, loi escolhida justanente para salislazer a condigio 4, ja que se ¢ € B,
existe a' € [a] que, pelo processo anterior, é levado por uma exlensio f, de f, a
dom fo41(= dom g")

1.5.3 Definigdo. Se {A4,} é de Cauchy em St" e < {B,}, {fu} > ¢ um diagrama
que satisfaz as condigbes 1 - 4 da proposi¢do 1.5.2, definimos ¢{B,} = lim B, [dom f,,
onde lim By[dom f, =< B,... > com B = {< ¢,n > [n € wea € dom o] ~,
sendo que a relagdo ~ é dada porr < an > ~ < bm > comn < m se
fam{a) = fm-r0...0 fo{a) = b Além disso, denotando com [a,n] a classe de equi-
valéncia de < a,n >, define-se para cada R € r, R®([a;,n,],-..,[a,,n,]) se e 86 se
B, & R[fan{a1),..., fa n(a,)] onde n = max(n,...,n,.). E claro que, neste caso, se

m > n, entdo B, = R f, m{a1)y- -, farm{ar)].

Para cada n € w delinem-se as projegdes [ : domnf, © By — I por fi{a) = [a,n].
Observa-se que o seguinte diagrama comuta:

Bn “ﬁ} n41
fr: \x / f::+l
- 4{B.}

pois se a & dom f,, Lemos que f1,, 0 Ju(@) = fiy(fu(a)) = Uala)n +1] = fa,n] = [3(a)
jAque<a,n>~ < fila)nd1>.

+ € um n-iso,

1.5.4 Proposigao. Para todo n € w,

Demonstragio. & claro que f3 = ¢ é um 0-iso € que todo f é um 0-iso, i.e. um isomor-
fismo parcial, pois se R € 7, entdo, RP{(f(a;)},..., [1(ar)) & RE([ay,n|,...,las,n]) ©
Bn I: R(fn,ﬂ(ﬂ'l)s e s.fn,n(“k)) ~ Bn t: 12[&1, O 1“!:]-

Suponhamos como hipélese indutiva que fj,..., [ i | s&o k-iso {k = 0,...,n — 1
respectivamente), e que para todo r > 0, fr.. é (n — 1)-iso.
Observe que para n =1 temos a situagiao anterior.
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Aflirmacao. Para todo » 2 0, fayy € n-iso, em particular, [ ¢ n-iso.
1) Sejaa € Byyr, enldo, pela condigao 4, existe b € dom fiprp1 9 2 fugr(n+r—1)-
iso, tal que, g{a) = b, em particular, g é (n — 1)-iso.

Defininde ¢" = [l 09 ¢ Bugr — UBa) temos que g' é (n — 1)-is0 ja
que, por hipotese indutiva, fr, .., € (n — 1)-iso, além disso, « € domn ¢' pois
a € dom g (g'(a) = fiirn(gla)) = [l (0) = [, + 7+ 1]).

Por oulro lado, ¢" 2 fr,. poissc ¢ € dom fr, (= dom [uy.), entao, g'(c) =
fazerige)) =lgle)sn+r + 1] = [f(e)yn+r+ U ={c,n+r] = fr.(c).

ii} Seja {b,m] € B, enldo b € dom f,, e fx(b) = [b,m].
Caso 1. m < n 1

Tomando @ = fi o000 [Lu(b) temos que « € dom [, (= dom [ ) pela
condi¢io 2, e que [b,m] = {a,n+7r] = [, (e), logo, a prépria [, pode ser tomada
como exlensao.

Caso 2. n4+r <m:

Consideremos o seguinte diagrama:

Bn+r frl.ir e, —t Bm—l ffjl_:] Bm [l’n él{B"'} !

eseja h = fn_10...0 fui,, entdo, & é (n + r)-iso € dom kb = dom f,y,. Como
be B, existe A’ 2 h (n+ 71 — 1)-iso tal que b € im A

Vejamos que fy o K 2 fr. efbm] € im f; o k. Com cleito, se
c € dom [}, (= dom [fug, = dom k), entdo, fr o W(c) = [r(K(c)) = [I(c),m] =
[h(c),m] = [e,n + 7] = [fi. .{(c). Finalmenle, como b € im &', entdo, existe
a € dom R’ tal que h'(a) = b, logo, [} o h(e) = fr(h'(a)) = [7(b) = [b,m]

A seguinle proposicdo cstabelece que £{5,.} é um limite de Cauchy da sequéncia {B,.},
e portanto de {A.} j4 que {B,} é subsequéncia de {A,}, e esta dltima é de Cauchy. E
conveniente observar que em termos da uniformidade de Fraissé Bp = {U,}new, €{B.} €
lim, B, se e s6 se para todo m exisle & lal que para todo > k, €{B,} =. B;.

1.5.5. Proposigao. {{B,} € lim, B,.
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Demonstragao. Seja m € w, enlio, pela proposicio 1.5.4 temos que ¢{B,.} =, B, i.e.
{B,} =n B,.
Tomemos k& = m e consideremos ¢ > k, enldo {{B,} =; B;, logo, como U; C

U, 8{B,} =m B:, portanto, £{8,} € lim, B, nm

Terminaremos este apéudice explicitando a relagio de satisfagdo para o limite de

Fraissé ({8, }.

1.5.6 Lema. Se o(ry,...,2x) ¢ uma Srmuda de L7 {7 relacional finito) com gr(p) <n,
e a,... a; € dom [, enlao ‘

B, = ‘f’[“ls---a“k] & 0B, } = o[ fnlag), .. s o law)]-

Demonstragao. I consequéncia imediala do falo de termos f7: B, =, {{B,} 5

1.5.7 Proposigio. Sc¢ ¢(xy,...,x) ¢ uma formuta de LD, entdo, se [a,n],.. .,
[ar, nx] € B e n = max(gr(e),n1,...,nx) temos que:

HB.Y E eller, i), - - [ee )] © Be b= ol fay @), -, franfa)] -

Demonstragdo. Como gr{y) < n, e como a; € dom [f.,...,a; € dom f,, implicam
Jaymlar), .oy fapnlar) € dom f,, temos que, pelo lema: B, | ¢[f; «(ar),

v funla)] & B B eli(fanla)), o Dlfuala))] & (B} E
W[ fnymla )]y oy [anlax ) nl] & Bu} B ella, ], -0 ek, mid], sendo que esla
ultima equivaléncia ¢ devida ao fato de < fy plad,n > ~ <apn; > g



CAPITULO 2

ESTRUTURA UNIFORME DOS ESPACOS
ZERO-DIMENSIONAIS: O CASO COMPACTO

Neste capitulo estudaremos em forma abstrata uma estrutura uniforme “natural”
subjacente aos espagos lopoldgicos zero-dimensionais, mostrando que ¢ totalmenie limi-
tada, e caracterizarcmos a complelude de Caucly destes espagos, ¢ portanto sua compa-
cidade, em fermos de uma versao topoldgica do Teorema de Ultraprodutos de & o8,

A nogio de convergéncia, que chamarcmos de U-convergéneia, que estd por tras do
teorema de-+.0§ é facilmente adaptavel a qualquer espago Lopoldgico, nao necessariamente
zero-dimensional, fornecendo uma outra caracterizacio da compacidade destes eapagos.
Devemos salienlar que as Wéenicas ubilizadas neste capitulo (e no capitulo 3) sdo validas
para espagos topologicos grandes com lopologias pequenas.

No final serio analisados com certo detalhe os seguintes excinplos entre outros: (a)
os espagos de n-lipos de uma leoria completa na logica elementar, (b) o espectro real de
um anel com as topologias ordinaria e conslruliva, e (c) o espectro primo de um anel de
Boole, sendo todos eles espagos de lausdor(f zero-dimensionais compactos.

2.1 ESPACOS ZERO-DIMENSIONAIS

Seja X um espago topolégico (grande}. Dizemos que X ¢ zero-dimensional (2-d) se
a topologia de X adite uma basc de clopens (i.e. abertos-lechados).

Observa-se que um espago com uma sub-base de clopens € um espago zero-
dimensional, que o fecho por intersecdes finitas e complementares de uma base de clopens
é ainda uma base de clopens, e que a colecio de todos os abertos-lechados de um espago
zero-dimensional ¢ uma base do espago. Nem loda base de clopens é fechada por com-
plementares, por exemplo, todo espaco discreto é zero-dimensional e admite como base
a colegio de todos os subconjuntos unitérios. E claro que uma classe prépria munida de
uma topologia pequena n&o pode ser um espago discrelo, além disso, neste caso, a colegio
de fechos das subclasses do espago ¢ um conjunto.

A seguir r denota a topologia do espago X e T a colegio de todos os fechados de X.

2.1.1 Proposigdo. X é z-d & para todo z € X e todo F € 7 com z € F, existe A
clopen tal que x € Ae ANF = ¢,
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Demonstragao.

(=>)Sejaz € X e FeT tal que z ¢ F, entdo 2 € I'° € 7, logo, exisle A clopen (i.e.
na base) tal quer € AC Fé ie. 2 € Ae ANF = ¢.

(<)}SejaBeTexre B, enldo B°cTeua g B logo, existe A clopen tal quez € A e
AN B° =4, ie ¢ € AC B, portanto, 7 admite uma base de clopens g

2.1.2 Coroldrio. Todo espaco zero-dimensional € regular.

Demonstragio. Pela proposigdo anterior, toda vizinhanga de um ponto contém uma
vizinhanga fechada do ponto g4 '

Podemos mellorar o resultado do coroliario anterior na seguinte proposigao.
2.1.3 Proposigao. Todo espaco zero-dimensional é complelamente regular.

Demonstragio. Scja w € XN e F €7 lal que a @ I Seja A clopen tal que € A C [,
enldo a fungdo caractoristica de A 0 X — 2 ¢ continua (pois ™' [W] & ¢, A4, A ou X
para diferentes abertos Wode ), p4{f =0 cpale)=1 g

A proposigéio 2.1.3 é importante pois garanle a exisiéncia de uma estrulura uniforme
subjacente a todo espago z-d, ja que um cspago topoldgico ¢ untformizdavel se e somente
se é completamente regular (cf. [Ke] pag. 188).

Mais adiante defintremos uma estrulura unilorme “natural” em todo espaco z-d.

2.1.4 Proposigao. Todo espaco zero-dimensional 7 é Hausdorll.

Demonstragao. Suponhamos x # y, entao, como X\{z} ¢ aberto ¢ y € X\{z} temos
que existe A clopen tal que y € A C X\{x}. Tomando B = A° temos que B € aberto,

2.1.5 Proposigao. Todo espago Ty (i.e. normal ¢ 71) enwneravel e zero-dimensional.

Demonstragao. Seja X um tal espaco. Seja (f aberto em X e z € ¢, construiremos um
clopen C tal que z € C' C G portanto, X teria uma base de clopens.
Sendo X um espago T4, entdo é regular, logo, exisle V aberto tal quez € VC V C G
(V é o fecho de V na topologia de X). Como X ¢ normal, pelo Lema de Urysohn (cf.
[Ke] pag. 115), existe uma fungdo continua f: X — [0,1] tal que f[V =1e f[G° =0.
Como X ¢é enumeravel e [0, 1] é ndo-enumerédvel, existe 0 < a < 1 tal que o & im f.
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Seja C = {z € X/f(z) > a}, entdo temos que C ¢ clopen pois o seu complementar

é{z€e X/f(z) <a};alémdisso,z € CCG g

Os resultados anteriores e 0s seguintes exemplos séo incluidos aqui ndo somente para
criar uma intuigao sobre os espagos z-d, sendo para [uturas aplicagoes da teoria desenvol-
vida.

2.1.6 Exemplos

a) Os racionais § com a lopologia induzida de f? é zero-dimensional. Este exemplo
é um caso particular da proposicio anterior. Observa-se ¢ue @ ¢ um espago de
Hausdor[l nfo compacto, além disso, com a unilorinidade proveniente da métrica
usual, ndo é um espago tolalmente limitado.

b} Todo subespaco de um espago z-d é um espago z-d.

¢) Os espagos de estruluras:

Seja 7 um tipo de similaridade e L uma légica abstrata regular pequena, por-
tanto lechada para conjuncdes finitas e negagdes, sendo L7 o conjunlo de sentengas
de tipo 7. Entdo, B” = { Mod(¢)/w € L7} é uma base de clopens para a topolo-
gia elementar de St7( L) fechada para intersegdes finilas ¢ completamentares (para
16gicas infinitarias, B™ é também fechada para algumas intersegbes infinitas). Pela
interpretacdo de Tarski temos que L € uma ldgica compacta se e somente se para
todo 7, 0 espago St7(L) é compacto.

Em St7(L) os fechados sido colegdes da forma Mod () ende 32°C L7. O
teorema de llanf sobre a existéneia do mimero de Hanl para wina Idgica pequena
{c[. [B-S] pag. 85} garanic que o espago St7{1} nunca é Hausdorll.

d) Seja 7 wn tipo de similaridade. [5m Si7{L) definimos a relagao de equivaléncia
seguinie: A4 ~y, B se ¢ 56 se { A} = {B}. Verifica-se [acilinente que A ~;, B se e
s6 se A =, B se ¢ 56 se T'hy(A) = T'h{B), sendo =, a relagéo de L-equivaléncia

elementar, ¢ Thy(A) = {p € L/A =L ¢} é a tcotia em L de A.

Counsideremos SUT{(L}/ =, com a topologia quocienle dada pela projegio
candmica w ; S{7{L) — SU(L)/ =p. Entdo, verilica-se facilmente que a colegio
{r[Mody ()l/@ € L7} é wma hase de clopens para essa topologia a qual também
é fechada para intersecoes finitas e complementares. Além disso, St7(L)/ =; é um
espago de Hausdorll e, é compaclo se e s6 se St7(L) é compacto.

e) Os espagos de n-lipos:

Sejam A =< A,... >€ 5" e Y C A. Seja L a linguagem de 1% ordemn ade-
quada a estrutura A4 com parimelros em ¥ e consideremos T = Thy(< A,y >ev).
E claro que T' € uma teoria completa,
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Se ¢(1,...,2,) € L, dizemos que ¢{z;,...,z,} é consistente com T
se Tk (day)...(F&a)p(1,...,2,), ou equivalentemente, < A,y >,erF
(3z1) ... (Fzn)p(zy,...,2s). Uma colegdo p de férmulas com no méximo as
variaveis livres 1,..., 2, é dita consistente com 7' se para qualquer {1, ..., ¢} C
p temos que w1 A ... Ay € consistente com T. Um n-tipo sobre T é um conjunto
maximal de {ormulas, nas varidveis livres z,,...,,, consistente com 7.

Chamamos de S, T a colegao de n-tipos sobre T.

Se p € 5,7, entdo sio satisleitas as seguintes propriedades basicas: se p,9 €
p,entdo w AP Ep, e p € pseesdse e p.

A partir daqui podemos definir sobre S,T' a seguinte base de clopens:
{Uy/e(21,...,2,) € L}, onde U, = {p € S, T/p € p}, tornando S,T num espago

z-d. A base dada é fechada para interseqes finitas e complementares.

O espago S, T ¢ lausdorll pois se p,q € S, 1" com p £ ¢, enlao, por exemplo,
existe ¢ € pcom ¢ ¢ ¢, i.e. -~ € q, logo, p € U,, ¢ € U., ¢ obviamente
U, NU-, = ¢.

SuT & Laaubém wn espago compacio, o gue ¢ consequencia da compacidade
de L,,. Mas este [alo serd demonsirado mais adiante pelas técnicas desenvolvidas
neste capitulo (ver 2.3.5).

Terminaremos este exemplo mencionando o seguinte: 5,7 tem como su-
bespago denso, o subespago dos n-tipos principais, onde um n-lipo p é dito prin-
cipal se existe uma n-upla < ay,...,a, >€ A™ tal que p = {@(z),...,2,) € L/
< Ay >yevkE play,...,a.]} que denotaremos com pea,..a.». Com eleito, se
U, # ¢, entdo, existe p € U, i.e. » € p, 0 que significa que ¢ é consistente com
T, ie. < Ay >evF (z1) ... (3an)p, logo, existe < ay,...,a, >€ A" tal que

< Ay DpevE wla, ..., 0,), 6. © € Peay,ansy OU Peay,ans € Uy, portanto, U,
contém um n-tipo principal.

Q espectro real de um anel:

Seja A um anel comulalivo com identidade 1. Um ideal [ de A é dito real
se al + ...+ a2 € [ implica que ay,...,a, € 1. Um anel que admite ideais reais
primos é chamado de semi-real (cl. [L] pag. 772-7T73).

Scja a € A, a é dito um cone primo de Ase (i) a+a C o, {ii) a-a C a,
(i) A C e, (iv) =1 € a e (v) ab € —a implica que ¢ € o ou b € a. Verifica-se
facilimente que a condigio (v) ¢ equivalente a (v') all—a = A e a M=o é um ideal
primo (real) de A, O ideal o N —a & chamado de suporte de o ¢ denotado por
suppler).

A existéncia de cones primos de A é equivalenle a A ser um anel semi-real
e também ao fato de —1 € 32 A% Denotamos com Spec,(A) a colegio de cones
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primos de A (cf. [B-C-R] pags. 80 ss).

Deline-se a fopologia ordindria sobre Spec.(A) pela scguinte sub-base de aber-
tos: B = {Ha(a)}aea onde Hi(a) = {o € Spec,(A) [/ a € —a}. A lopologia
construtiva sobre Spec.(A) é delinida tomando como base o fecho booleano de B,
i.e. a colecdo de combinagdes booleanas finitas de elementos de B. I claro que a
topologia construtiva é mais fina que a lopologia ordinaria.

Um caso particular importante € quando o anel € um corpo real F, ie. —1
nio é soma de quadrados em F'. Neste caso, os cones primos de ' sao cxatamente
os cones positivos de ordens de F, e Spec,(F'), denotado também por Xp, € o
espago de ordens de F' (um cone de ordem em F' é um subconjunto P C F tal
que: P+ P C PP-PCPPN—-P={0}ePU-P = F). A topologia
ordinéria e a topologia construtiva coincidem pois B é [echado por complementares
(Hp(a)® = Hp(—a)). Esta topologia é chamada de topologia de Harrison sobre Xp.

Observa-se que Spec.(A) com a topologia construtiva é um espago zero-
dimensional, cuja topologia é gerada pela seguinte sub-base: {H,(a)}aes U

{HA(G)C}GEA-

A topologia ordindria sobre Spee,(A) em geral nao ¢ [ausdorll desde que
um cone primo « pode ier especializagdes proprias, i.¢. cones pritnos 2 a com
B # a, pois verifica-se facilmente que o C A se e s6 se § € {a} (a barra denota o
fecho na topologia ordindria). No entanto, a topologia consirutiva sobre Spec,(A)
é Hausdorfl. Com elcilo, pela proposigio 2.1.4 basta provar que ¢ 7\: scja o €
Spec,(A) e 8 € cl({a]}) (¢! denola o [echo na topologia construtiva), entio, usando
a sub-base dada, temos que, para todo a € A,J € Hy{a) implica a € [f4(a), e
8 € Hu(a)® implica a € Ha{a)°, i.e. para todo a € A, e ¢ —fF implica a & —a, e
a € —f3 implica a € —a, ou seja, para todo a € A,a € aimplicaa € f,eac f§
implica a € «, portanto, 8 = ¢, logo, cl{{a}) = {a}.

Spec,(A), com a topologia construtiva, € um espago compacto. A prova usual
deste fato consiste em mergulhar Spec,(A4) no espago {0,1}#, munido da topologia

produto, como um subespaco fechado, portanto, ele serd compacto ja que, pelo
teorema de Tychonofl, {0,1}* é compacto. O mergulho procurado é o seguinte

@ Spec.(A) — {0,1}4
a — e A— {01}
I, se o€ l{a)

onde wq(a} = 0, se € Hala) (cl. [L] pag. 782). Daremnos uma deinons-

tragao dilerente deste fato na seqio 2.3 (ver 2.3.9),

30



g) O espectro primo de um anel de Boole:

Um anel A comutativo com identidade 1 é dito um anel de Boole se para todo
r € A:2? =z, le todo elemento de A é um idempotente.

O espectro primo de A, Spec(A), é o conjunto dos ideais primos de A. Para
cada a € A definimos V, = {P € Spec(A)/a & P}, entdo, a familia {V,}.ca é base
para a Lopologia de Zariski sobre Spec(A) (verilica-se facilimente que V.V, =V,

e V| = Spec(A)).
2

Para cada a € A,V, é clopen: com eleito, se a € A, entdo a* = a, logo,
a{l — a} = 0, daqui resulta que V' = V\_,, portanto, Spec(A) é um espago zero-
dimensional e a base dada é fechada para inlerse¢des finilas e complementares.

O espago Spec(A) é [lausdor(l: com efeito, como é z-d, basta provar que é T7.
Seja P € Spec(A), entdo é consequéncia imediata da delinigio que @ € {P} sece
360 se P C (. Por outro lado, num anel de Boole todo ideal primo é maximal (cf.

[A-M] pag. 13), portanto, se Q € [P}, entio Q = P, i.e. {P} = {P}.

Spec(A) é um espago compacto, mesmo que A nao {osse vin anel de Boole, e
tal fato, no caso zero-dimensional, sera consequéncia da proposi¢ao 2.3.2.

Na realidade os espagos St"(L)/ =, (para L compacta), ST, Spec,(A) e Spec(A)
como descritos nos exemplos (d), (e), ([) e (g) sdo realizagdes diferentes de uma mesma
construgio: o espago de Stone de uma algebra de Boole (ver exemplo (h) a seguir). Assim
temos que, St™(L)/ =i, sendo um espago booleano (i.e. Hausdorfl, compacto e z-d) é
homeomorfo ao espago de Stone de sua algebra caracleristica, i.e. a algebra de Boole
dos clopens do espaco (cf. [B-5] pag. 26); S.T é {homcomorio a) o cspago de Stone da
algebra de Boole das classes de equivaléncia das formulas (2, ..., x,) da linguagem de
T médulo a equivaléncia ¢ ~ ¥ se ¢ s6 se T' F ¢ « 1 (c[. [S] pag. T2); Spec.(A), com
a topologia construtiva, é (homeomotfo a) o espago de Stone da dlgebra de Boole dos
conjuntos construtiveis de Spec,(A) (cf. [B-C-R| pag. 114); e Spec(A), no caso de A ser
um anel de Boole, € o espago de Stone da algebra de Boole definida em A mediante as
operagbes a Vb =a+ b+ ab, « A b = ab e o complementar ¢* =1 — a (cf. [A-M] pag.
15-16).

h) O espaco de Stone de uma digebra de Boole:

Seja B uma algebra de Boole (cf. [B-S| cap. 1) e S(B) a colegao de todos
os ultrafiltros de B. Para cada # € B definimos V, = {U € S(B)/z € U},
entdo a [amilia {V.).ep € uma base de clopens {echada para iutersegdes finitas e
complementares, para uma topologia zero-dimensional sobre S(B). O espaco assim
construido é chamado de espaco de Stone de B.

S{B) ¢ um espago compacto, [Tausdorfl e zero-dimensional, i.c. ¢ um espago
boolcano, ¢ a compacidade dele serd estabelecida como corolario da proposicio

2.3.2.



Terminaremos a nossa lista de exemplos com um exemplo [requente em Algebra e
Analise FFuncional, os grupos {andis ou espagos veloriais) topoldgicos nao-arquimedianos.

i) Os grupos lopoldgicos ndo-arquimedianos:

Seja G' um grupo com e a identidade de 7. Um subconjunto S C G ¢ dilo
ndo-arquimedinne se 5 -5 C 5. Scja < G, 7 > um grupo topologico, sendo
a topologia de G, dizemos que GG é um grupo topoldgico nio-arquimediano se 7
admite uma base local em e de conjuntos nao-arquimedianos.

Vejamos que toda vizinhanga (ndo necessariamente aberta) nao-arquimediana
V de e é um clopenr: com eleilo, V é aberlo, pois se x € V, entdo -V € uma
vizinhanga de z com x € & - V ¢, pela ndo-arquimedianidade de V, z .V C V; V¢
¢ lambém aberto, pois se € Vo, entio 2 - V=1 & wmna vizinhanca de x tal que
w -V C OV (para ver esta dltima relagao, suponhamos que existay € VNa - V-1
entio y € V cexiste z € Vtal quey = zz7 !, ie. 2 =yz com 5,z € V, logo, pela
nac-arquimedianidade de V, @ € V, uma contradiciio).

Em  consequéncia, todo grupo topoldgico nao-arquimmediane ¢ zero-
dimensional. Observa-sc que a base dada, emhora possa ser fechada para intersegbes
finitas, ndo é fechada por complementares.

Analoga descricio adquirem os anéis ou espagos vetoriais topoldgicos nao-
arquimedianos, substituindo a multiplica¢io pela adigio nas defini¢oes aciina.

Um exemplo particularmente importante, que aparece em Algebra Comulaliva, é o
caso de um anel A munido da topologia I-adica, onde [ é um ideal de A. Esta topologia
é definida pelo seguinte sistema fundamental de vizinhangas no zero: A=/°2121?D
2D

A topologia I-3ddica sobre A adtuile a seguinte base de uniformidade: para cada
new, U, = {(z,y) € Ax Afax—y € I"}. Obscrva-sc que cada U, csta delinida mediante
uma relacdo de equivaléncia e que U, 2 U,y1, portanto, pela proposigho 1.3.3, essa

T.'—I—l/T_yEI }1
pata a qual os conjuntos U, v} = {y € Afz —y € 1"} = = + I'" constituem o sistema
fundamental de vizinhangas no ponlo «.

Pode-se observar [acilinente que o anel A como espago unilorine é totalmente limi-
tado se e s6 se para todo n € w, o anel quociente A/I™ é finilo; basta observar que uma
decomposigio da forma A = Uu[r ] U ... Ullfze] = (2, + M) U .. U (2 + 1) é uma

decomposicio mediante classes lalerais modilo 1™

topologia pode ser delinida a partir da pseudo-métrica d(x,y) = inf{

A seguir descrevereinos a estrutura uniforine dos espagos zero-dimensionais.

2.1.7 Definigho. Scja .X un espago z-d ¢ 8 uma base de clopens de X, a qual podemos
supor fechada por interse¢oes finitas ¢ complementares. Definiinos a uniformidade natural
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sobre X mediante a seguinte sub-base: {Uy }vep onde Uy = {{x,y) € X x X/z € V
& y € V}. A base nalural de uniformidade é definida enlio por By = {Uy, N... 0
U, [Vi,. ..V, € B).

Observa-se que Uy = (V x VYU (V x V) o que mostra, em particular, que os Uy
sao clopens na topologia do produto X x X.

2.1.8 Observagao. Nos exemplos dados acima ¢ na delini¢io anterior, insistimos em
mencionar que tma determinada base ¢ [echada por intersegoes linilas e complementares
porque, em geral, muilas das construgdes feitas em topologia, como por exemplo as com-
pactificagdes tipo Wallman que serao de nosso especial interesse, dependem da base de
nicio. |
Dada uma base de clopens de X, sempre € possivel obler uma base de clopens fechada
para intersegoes finitas e complementares, basta tomar o feclio booleano da base dada.
A sub-base dada tem a seguinte propriedade, a qual, alétn de garantic que a lopolo-
gia do espago é gerada por cssa unilormidade, mostra que o espago uniforme resultante
¢ totalmente limitado: para todo x € X e lodo V € B,Uv[z] = {y € X/(x,y) € Uy} =
V, se zeV
Ve, se ag V.

Para ver que ¢ lolalmente limitado basta observar que: se V = ¢, entio V< = X | Jogo,
para qualquer z,Uy[z] = V= X se V = X, entdo, para qualquer o, Uv{z] =V = X5 e
se V # ¢, X, enldo para qualquer x € Vey € VS, Uy[z|UUy[y] =V UV = X.

Em geral, o argumento anterior pode ser exlendido da seguinte maneira: para cada
n 2 1 definimos S, = {o = (&1,...,€x)/e: = 0,1}, enldo, dados V|,..., ¥, € B podemos

€] &n i Vi’ s¢ 5;:1
decomporX_gg (Vi'n...nVi)onde Vi = Ve, se & =0

para cada 0 € S, x, € V' N... NV (se ndo for vazio) temos que X = U Uy, N... 0

TES,
TR
A prova anterior da limitacio total e o fato da sub-base de uniformidade dada gerar
a topologia de X, independem do fato de B ser fechada por intersegées finitas e comple-
mentares. -
Para os espagos zero-dimensionais, munidos da unilormidade natural, sendo total-

; portanto, tomando,

mente limilados, temos que, ser Cauchy-completo é cquivalente a ser colpacto.

Na proxima secdo darcines uma caraclerizacio da compacidade, ¢ portanto da com-
pletude de Cauchy, dos cspacos zero-dimensionais, e termos de uma versao topoldgica
do teorema de-hos. A nogio de convergénucia que esla por Lras desta versiao do teorema de
+ 08 pode ser definida para espagos topoldgicos arhitririos, lornecendo uma caraclerizacio
da compacidade de qualquer espago.

Terminaremos esta se¢ao dando uma definigao de continuidade unilorme forte entre
espacos z-d, de especial interesse para as aplicagdes & teoria de modelos,
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2.1.9 Proposiggo. Sejam X e Y espacos z-d com B e C bases de clopens respectivamente,
eseja f: X — Y uma aplicagio. Enléo, sao equivalentes:

i) Paratodo W € C existe V € B tal que paratodoz € X 1z €V & f(z) € W.

i) Para todo W € C existe V' € B tal que para quaisquer 2,y € X : (z,y) € Uy &
(f(=), f(y)) € Uy

Demonstragao.

(1) = (ii): Sejam W € C,x,y € XN e V € B que por (i) exisle. Enldo, scy € V temos que
flyyeWela,y)ellv @z elvly] =V & [(2) e W =Uw{[(y)] & ([(2),/(y)) € Uw,
analogamente, sey & V, entdo, f(y) g We(z,y) elv @z elivlyl=ViezgV &

fle) ¢ W e f(z) e We=Up[fy)] & (f(2), f(y)) € U

(ii) = (i): Seja W € C {podemos supor W #£ $), entiio, existe V; € B tal que para todo
z,y € X,(z,y) € Uy, & (f(z),[(y)} € Uw. Como X é tolalmente limitado, existem
T1,...,2n € X tais que Uy, [21]U. .. Ul [2,] = X, além disso, podemos escolhe-los de tal
modo que f{z,) € W. Definimos V = U{Uy,[zi]/ f(z;) € Wl enldo V £ ez eV =
existe i lal que f(z;) € Wez € Uylz)] = flz;)) € Welz,z) €Uy, = flzi) €W
e (f(z), f(x:)) € Uy = f(x) € Uw[f(z;)] = W; reciprocamente, f(r) € W = (como
flza) € W) f(2) € Uw[f(2,)] = ([{z), f(zs)} € Uw = (z,25) €Uy, = = € Uy, 4] =
zeV ]

2.1.10 Observagiio. Observa-se que o V enja exisléncia ¢ afirmada na parte (i) da pro-
posigio anlerior ¢ tnico, pois se houver V| e V, lerfammos para todo ¢ € X2 € V| &
flz) € W & x € V,, portanto, Vi = V,. De fato, V = f~'{¥] e a parle (i) da proposicio
anterior equivale & seguinte {forma forte de continuidade: para todo W e C, [~H{W] € B.

2.1.11 Definicdo. Uma aplicacdo [ satisfazendo as condigbes (i) e/ou (ii) da pro-
posi¢do 2.1.9 serda chamada de fortemenie uniformemente conlinua, abreviadamente s-
uniformemente continua.

Obviamente toda aplicagdo s-uniformemente conlinua é uniformemente continua (cf.

{Ke] pag. 180).

2.1.12 Corolério. Uma aplicagdo [': St"(L,) — St#(L;) tem a propriedade de redugio
uniforme (ver definigdo 1.3.4) se e somente se € s-uniformemente continua (a respeito das
bases elementares B e B¥ respeclivamente) g
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2.2 UMA VERSAOQO hTOPOL(')GICA DO TEOREMA DE LOS E
CARACTERIZACAO DA COMPACIDADE

Nesta segdo daremos uma caracterizagao dos espagos topologicos (grandes com to-
pologias pequenas) compactos, e em especial dos espagos zero-dimensionals compactos,
em termos de uma nogdo de convergéncia definida por ultrafiltros locais, onde entende-
mos por ultrafiliro local sobre um espago X, um ultrafiliro definido sobre algum conjunto
contido em X. Esta nog¢do de convergéncia, que chamaremos de {/-convergéncia, esta por
tris do teorema de:of e faz dele um teorema de completude de Cauchy.

2.2.1 Definigao (U-convergéucia). Seja X wmn espago qualquer e B uma base de X.
Sejam {x};e; uma familia de elementos de X (com [ conjunto) ¢ U um ultrafiltro so-
bre I. Definimos limg 2 como a colegio dog o € X tais que para lodo V € B com
reV:{iel/r, eV} el owequivalentemente, para lodo V e B com x € V| existe
A € U tal que para todo 2 € A,r; € V. Neste caso dizemos que {2}ier U-converge a x
ou que z é U-limite de {x;}ier.

2.2.2 Observacao. Pode-se provar facilmente que se X é um espago z-d e B é uma hase
de clopens de X enlao sio cquivalenlbes (usando a uniformidade nalural determinada por
B):

a) z€limyuz,.
)

b) Para todo V € B, existe A € U tal que para todo 1 € A, (2,z;) € Uy

c) ParatodoV e B, {i€l/(z,z;)elly} €.
d) ParatodoVeBzeVe {iel/z;eV}el.

A forma (d) dada acima, no caso dos espagos de estruturas St7 coin a base das clas-
ses elementares B7, é a forma de convergéncia que o teorema de +os nos fornece. Além
disso, (d) diz que, no caso zero-dimensional, limy z; = N{V € B/{i € I/x; € V} € U},
portanto, € a interse¢io de wma familia de fechados com a PIF.

Consideremos para cada © € X a base local em z,v, = {V € B/z € V}. Entdo, é

consequéncia da definigdo acima que z € limy z; sc € sd se v, C U ﬂ Ve, seiido esta

AEU igA
inclusdo uma igualdade no caso zero-dimensional (basta observar que {1 € I/z; € V} €

U ¢ existe A € U tal que para todoi € A,z e V& Ve (| ()

AEU i€ A
Além disso, U ﬂux,. € uma base de filiro (pequena) em X, portanto, z € limy z;
AEU €A
se e s se U ﬂu,:‘. converge a .

AclU ieA
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No caso zero-dimensional, se z,y € limy; ;, entdo para todo V € B,z € V se e 56
sey € V,ie (z2,9) € ﬂ Uy. Portanlo, se X é Hausdorll ¢ z,y € limy o, enldo z = y.
ves '
Abreviaremos por © = y o fato de (z,y) € [|Uy.
ves
2.2.3 Proposigio (Caracterizagio da compacidade). Seja X" win espago topoldgico qual-
quer, entdo sdo equivalentes.

i) O espago X é compacto.

ii) Para toda familia {z;}ic; e todo ultrafiltro U sobre I,limy z; # ¢ (i.e. a base de

filtro | [z, converge).

AeclligA

iii) Para toda rede {z;}iep € todo ultrafiltro U livre sobre D, limy z; # ¢.

Demonstragao.

(i) = (ii): Supouhamos que para todo & € X existe V, € B tal que z € Ve
{i € I/z; € V.} ¢ U. Obviamente, a familia {V,}.ex (que pode ser parametrizada
por um conjunto} é um cobrimento aberto de X, logo, como X é compaclo, exislem
Ty, € X tais que {V,, } & ainda um cobrimento de X.

Afirmagao 1. {i e Ifa; €V, JU.. .Ut el/a; eV, J=1.

Com eleito, dado i € [,a; € X = | JV,,, enlio, existe k € {1,...,n} tal que
k=1
T, € Ve, ie i€ {iel/z; eV, ]}
Portanto, como I € U e U/ ¢ um uliraliitro, existe & € {1,...,n} tal que
{i € I/2z; € V,} € U, uma contradigio, logo, limy z; # ¢.

(ii) = (iii): Obvio.

(iii) = (i): Seja {F}};es uma familia de [echados de X com a PII" (observe que J é um
conjunto). Seja i = P,(J) a colecdo de subconjuntos finitos de J, ¢ para cada & € K
seja TA € ﬂ F;. Consideremos a familia {xa}aen; esta familia é uma rede com a ordem
i€a

natural sof)‘:;‘e K dada pela inclusio.

Para cada A € K, scja Apy = {A' € K/A C A'}, eoldo {Astaen tom a PIF pois,
para quaisquer Ay, ..., 8, € K, A U, UA, € Aa, N... N Ap,. Scja U um ultrafiltro
sobre K tal que {Aa}aex C U, entdo, U élivre e, por (iii), exisle z € limy z4.

Afirmagédo 2. z € (| F;.
jed
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Com efeito, seja s € J e suponhamos que z ¢ F,, entdo, z € F° que é aberto, logo,
existe Ve BcomzeVeVNFEF, =¢ Mas, comoz € limy za, para aquele V temos que
{A e K/zp € V} € U;alémdisso, Ay, € U, em particular, {A € K/za € VINAy) # 4,
i.e. existe A € K com s € A tal que 25 € V. Por outro lado, z4 € ﬂ I, em particular,

JEA
za € F,,1.e. VN F, # ¢, uma contradicio g

Com a seguinle proposigio preténdemos disculir qual a relagao da nossa caracte-
rizagio da compacidade de um espago topoldgico com a dada na proposigio 1.1.2.

2.2.4 Proposigio. Definindo, para toda familia {z;};e; ¢ lodo ultrafiliro U sobre

ILBiu={A/JAC X e{i€l/z;, € A} € U}, enlio
i) By € uma base de filtro pequena em X,
i) limyz; = Adh Bry.

Demonstragao.

i) E Sbvio que Bry € uma base de filtro pelas propriedades do ultrafiliro U, e ela é
pequena pois, embora A possa ser qualquer subclasse de X, A é sempre um fechado
e a colecao de fechados de X € uma classe pequena.

ii) Suponhamos « € limy z;, enléo, paratodo Ve Bcomz e V{1 € [/z; € V} € U.
Suponhamos que existe A C X tal que {i € I/e; € Ay e Uez ¢ 4, enlio z € A
que é aberto, logo, existe W € B tal que £ € W C A"; portanto, por hipdtese
{telfeie W} cU,logo, {i € Ije; € Ay € U, mas {i € [/z; € A} € U, uma

conlradigio. 2 conscquéncia, limy @; C Adh By .

Scja @ € Adh By e suponhamos que existe V. € B com z € V e
{tella; e V} € U, enldo {7 € I/x; € V¢} € I, logo, por hipdlese z € V¢ = V&,
uma contradigio. Portanto, Adh By Clinya; g

Da proposicio 2.2.4 e de nossa caraclerizagio da compacidade (proposicio 2.2.3)
podemos concluir entdo que um espago X ¢ compacto sc e somenle se a aderéncia de toda
base de fillro da forma By € ndo-vazia.

No caso de ser o prdprio espago X win conjunto, enlio, para toda hase de filtro B
podemos encontrar I e U tais que Adh B = Adh B;y; basta tomar [ = UB e U um
ultrafiltro sobre I que contém B. Neste caso, as proposigoes 1.1.2 e 2.2.3 sio equivalentes.

Se X é uma classe propria ndo é claro que a afirmagéo acima seja verdadeira. De
fato, no argumento anterior, / poderia ndo ser um conjunto. Nesle caso, a proposigio
2.2.3 generaliza a proposicio 1.1.2.
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Dai a nossa denominagido de “ultrafiltros locais” para os ultrafiltros definidos so-
bre conjunios contidos em X e a nossa preloréncia desses ultrafiliros para o estudo da
convergéncia em classes proprias.

Uma outra conexdao, no caso de ser X um conjunto, de nossa caraclerizagiao da
compacidade com a dada pela convergéncia de todo ultrafiiiro sobre X, é a seguinte, de
verificagio imediata: para U/ um ultrafiltro sobre X e considerando X como uma familia
parametrizada por seus préprios elementos, z € limy X se e sé se U/ converge a .

2.2.5 Definigdo. Sejam X um espago z-d e {z;};cp uma rede em X.

i} {z;}iep é dita rede de Cauchy se para todo W;,...,V, € B existe k € D tal que
para todo 7,7 > k, (@i, ;) € Uy, N... O Uy,.

ii) Define-se lim; 2; como o conjunto dos z € X tais que para quaisquer V,,...,V, € B,
existe k € D tal que para todo ¢ > k,(z,x;) € Uy, 0. N UY,.

2.2.6 Observagfio. [ ficil ver que na definicio acima, por ser 1) wmn conjunto dirigido,
pode-se substituir Vi,... ¥V, por apenas um V € B, i.e. pode-se substituir a base pela
sub-base de unilormidade. Neste caso, a delini¢ao do lim; z; é a versao zero-dimensional
da que {oi dada na definigao 1.1.1 {iv).

A seguinte é a versdo topoldgica do Lema de Convergéncia dado em 1.4.3.

2.2.7 Proposicdo (Lema de Convergéncia). Seja {z;}icp uma rede de Cauchy em X
e U um ultrafiltro livre sobre D, entdo lim;z; = limy ; (e, em consequéncia, limy ;
independe do ultrafiltro livre U/).

Demonstragao.

a) Sejaz € lim;z;esejaV € B comz € V; lemos que existe k € D tal que para todo
12k, (z,2:) €Uy, e v €Uy[z] =V, logo, Ay ={ie D/i>k} C{i€ D/x; €
V1, portanto, como U é livre temos que {¢ € D/fa; € V} € U, ie. x € limy z;.

b} Sejamz € limyz; e V € B, entdo, existe Ay € U tal que para todo ¢ € Ay, (z,2;) €

Uy. Por outro lado, como a rede {z;};ep é de Cauchy, existe ky € D tal que para
,J 2 ky,(zi,2;) €Uy, Sela Ay, = {1 € D1 > ky ).

Consideremos Z = Ay N Ay, entio Z € U por ser U livre, em parlicular,
Z #F ¢ Seja k € Z nalquer.

Afirmacgao. Para todo i >k {x,2;) € Uy,
Com eleito, se 1 > &, entdo, como k € Ay, lemos que (z,2,) € Uy. Além

disso, como 1, & > ky temos que (g, 2) € Uy, logo, {x,2:) € Uy o Uy C Uy.

38



Portanto, z € lim; =; g

A parte (a) da demonsiragio acima ¢é lacilmente adaptdvel a qualquer espago to-
poldgico, mostrando que se {z;};cp é¢ umarede ¢ U ¢ livre sobre D, entéo, lim; z; C limy z,.

2.2.8 Proposigio (Caracterizacio da completude de Caucly dos espacos z-d). As se-
guintes alirmacdes sdo equivalentes para espagos z-d:

1) Para toda familia {z;}ics e todo ultrafiliro {/ sobre I, limy z; # ¢.

ii) Para toda rede de Cauchy {z;};cp e todo ultrafiliro livre U sobre D, limy z; # ¢.

iii) O espago X (munido da uniformidade naturai) é Cauchy-completo, i.e. para toda
rede de Cauchy {z;}iep,lim; z; # ¢.

iv) O espago X € compacto.
Demonstragao.
(i) = (ii): Trivial.
(i) = (ni): I consequéncia imediata do Lema de Convergéncia.
(
(

Xy

iii) = (iv): E imediato por ser X um espaco uniforme totalmente limitado.

iv) = (i): E imediato pela proposicao 2.2.3 ou, em forma mais simples tratando-se de
espagos z-d, pelo fato de que limy x; expressa-se como intersegio de nma familia
de lechados com a PII" g

2.2.9 Observagio. A afirmagio (i) da proposigio anlerior é a versio Lopolégica do teo-
rema de-Lo$ abstrato (TE A) num espago z-d. E importante salientar que ela é equivalente
a compacidade do espago, e tratando-se de uma ldgica abstrata L, se for vélida em todo
espago St7(L), é equivalente & compacidade da légica {ver proposigéo 1.2.4).

2.2.10 Proposigao. Seja X um espago topolégico qualquer e C € X. Entdao v € C se e
somente se existem {z;}ic; e U ultraliltro sobre I tais que = € limy =;.

Demonstragéo. Seja I = {V € B/z € V}(= v,). Entédo, se z € C, para todo V €
1,CNV # ¢ Usando o axioma de escolha AC™, scja xy € C NV, entdo {zy} € C.
Observa-se que I ¢ wim conjunto dirigido pela inclusdo inversa (e {7} < [8]).
Considercmos para cada V € I, Ay = {W € [/W C V}, entdo a familia {Ay) tem
a PIF.
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Seja U um ullrafiliro sobre T tal que {Av} € U/ escja V 3 a, he. V€ I, entdo
Ay CH{W € I/aw € V), poisse W € Ay, enldo W C V, mas xyw € W, logo, ew € V.
Portanto, {W € Ifaw € V} e U, e @ € ling wv.

Para a reciproca basta observar que se {xi};e; C C, entao limy z; C {z:};; € c -

2.2.11 Corolario. Scja L uma légica abstrata qualquer e & C St7(L) {7 arbitrarto),
entio A € K = Mod(Th(K)) & existe {Ai}ie; € K ¢ U ullrafiltro sobre I tal que
Aelimy A »

A seguir precisaremos das seguintes notagdes: seja K C St7(L), dizemos que K é
uma classe EC se existe wma senlenga ¢ € L7 tal que i = Mod(p); K ¢ uma classc
EC4 se existe uma colegio e sentengas 3 C L7 tal que K = Mod, {52) = [] Mod(»);

3
K é uma classe I'Cr se exisle uina colegdo de sentencas I' C L7 tal que K = U Modp ().
wel

2.2.12 Coroldrio. Seja L uma logica compacta qualquer ¢ K € St7(L) (7 arbitrario).
Entdo, i é uma classe ECp sc e s0 se

i} K é fechada por equivaléncia elementar,

i) K Nlimy A; # ¢ para toda familia {A;}ie; € K e todo ultrafiltro U sobre 1.

Demonstragao.

(=) Trivial. A parte (ii) é consequéncia do fato que, sendo K fechado e L compacta,
entdo K € um subespaco z-d compacto de St7(L).

(<=) Suponhamos que K satisfaz (i) ¢ (ii). Provarcmos que & C K.

Seja A € K, entdo, pelo coroldrio 2.2.11, A € limy A; para alguma familia
{Aitier € K, logo, pela condigio (ii) existe B € K tal que B € limy A;, o que
implica B =1, A, portanto, pela condicio (i), A€ K g

oS¢ L € uma logica compacta, entdo, é de facil verificacio que a classe de classes
elementares EC tem a seguinte propriedade: EC = ECANECy {cl. [B-S] pag. 144). Em

consequéncia, femos a seguinte caracterizaciio das classes EC.

2.2.13 Proposigao. Seja L uma légica compacta qualquer e &X' C St7(L) (= arbitririo).
Entdo, K é uma clagse EC se ¢ 50 se

i) K é lechada por equivaléncia elementar,
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i) KN Hmg A #¢ e KN limy B; # ¢ para quaisquer familias {A;}igr C
N, {B;}jes € K e ulirafiltros {7 sobre [ e W sobre JJ respectivamente.

Demonstragao.

(=) B consequéucia hmediata do corolario 2.2.12 pelo fato de K ¢ K¢ serem classes
ECA.

(<) Como K ¢ [echada por equivaléncia elementar, entdo A também o é. Logo, pelo
corolario 2.2,12, K e IV sdo classes F2C4, em parlicular, i ¢ ECy por ser ' uma
classe I'Cy. Portanto, pela observagdo prévia, v ¢ uina classe £C g

O corolario 2.2.12 e a proposicao 2.2.13 SA0 Versoes gerais, para ](l) icas compactas
f:) Y ¥
da. ca.racteriza(_;ﬁ.o (]as (‘]H.SS(.‘-S j'}CA L& l]';c (l:’l-(]itﬁ ¢m [B'S] prags. 151-152.

2.3 J}NALISE DA CONVERGENCIA NO ESPAGO DE STONE DE UMA
ALGEBRA DE BOOLE: APLICACOES

Seja 7 uma dlgebra de Boole ¢ S{12) o espago de Stone correspondente. Entao, S(13)
¢ um espago z-d, logo, a estrutura uniforme natural sobre S{(13) ¢ Lolalmente limilada.
Como ja vimos, S(B} ¢ lainbém um espago de [ausdorfT.

Nesta sec@o provarcmos a compacidade de S(3} provando sua complelude de Cau-
cliy, e para tal eleilo, caracterizando inediante a nossa versio topoldgica do teorema de
L 05, os limites (os quais s@o Gnicos) das redes de Cauchy do espago.

2.3.1 Lema. Sejam A =< A,... >€ §t", P um predicado monadico adicional e L =
LT}, Sejam {< A, C; >}ie; uma familia de estruturas em St™{F} e U um ultrafiltro
sobre I. Definindo C' = {ea € A/{i € I/a € Ci} € U}(= |J [)Ci) temos que se satisfaz

JeUied
a segumte versao do teorema de L o$:

a} Se ¢(21,...,2,) € L € uma [ormula cuja forma normal prenex é existencial e
ap, ... a, € A entio

<A, C>E=elay ... a0 2 {ie 1] < AC >Evla,...,a]} e U .

b) Se p(zy,...,2,) € L é uma [Srmula cuja forma normal prenex é universal e
ag,...,a, € A, entdo

1€l <A Ci>Epla,...,a.)} e U= < AC >FE ¢lar, ..., a,] .
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Demonstragao. E claro que (a) e (b) sao equivalentes. Demonstraremos (a) por indugdo
sobre a complexidade de .

Caso 1. Sep é{; =1y com i e {3 lermos de L:

< AC >k (4, = t)ay,..-,a,) & tilay,...,a.] = tifay,...,a,] & para todo
i€ < A C >k (4 = t)|an, ..., a,] (pois ¢ ndo depende de i) & {ie I/ < A C; >=
(ty = t)lay, ... 4]} (=) € U.

Caso 2. Sep € I(ty,...,.tn) com ReETel,.. . t, termos de L: analogo ao caso 1.

Caso 3. Se ¢ é P(1) com { wn termo de L
< A,C > P, e} & tlay,... 0] € O & (por delini¢io de ) {1 € [/
tlar, ..., ap ) €y el & {ie ] < AC; >k P{U)a,..., a4} €.

Caso 4. Se ¢ é = ou 3 A ¢ hinedialo pelas propriedades clementares do ultrafiltro U,

Caso 5. Se ¢ é (Ja)y

< A, C >k (Jx)lay,...,a.] = exisle b € A tal que < A, C >E ¢[b,ay,...,a,] = (por
hipétese indutiva) existe b € A Lal que {7 € I/ < A,C; >k ¥b,ar,...,a,]} € U =
{1l <AC > Fa)la,...,a,]} €U o

Observa-se que a versio do Leorema de-bos dada no lema anterior nao depende do
axioina de escolha; de [ato, a estrutura < A, C > al construida ndo ¢ wu ultraproduto
das estruluras < A, >, no cutauto, podemos obscrvar (por sugestdo do Prof. A.
J. Engler) que se contruimos o ullraproduto das estruturas < A,C; > médulo U, ic
My < AC; >=< AU, [Ty C; >, enbdo Lemos que ([, C) N A = U NCi= )

JeUied
Com efeito, denotando com *a a classe de equivaléncia de a{€ A) modulo U e usando o

teorema de Los, temos que: ¢ €([[p CiINA S [y < ACi>F e [lyCie {i el
aeCilelUwacel.

Por outro lado, deve-se observar tammbéim que se @ ¢ uma (Grinula sein quantilicado-
res, entdo, as implicagdes dadas em (a) e (b) do lema anterior, sdo equivaléncias.

Na realidade, o lema anterior pode ser generalizado da seguinte mancira: scjam
-~ . 4o !
A=< A,... »>¢ 57, {P}rex uma colegio de predicados ny-adicos € L = L7 onde

" = TU {Piher; se {< A, {R};}ke;\-' > }ier € uma familia de estruluras em St e U

¢ um uliraliltro sobre [, definindo para cada & € K, 1l = {< a1,...,a,, >€ A™*/
{i € I/Ri(ay,...,a,,)} € U= 1] [ 2}) temos que a estrutura < A, { Ry }ren > sabis-
Jelied

faz as condigdes {a) e {(b) dadas no lema.

42

[ ¢ S S S ’
BIBLIOTECA Ciriiin, |
i



2.3.2 Proposigao. Seja {W,;};c; uma familia (de ultrafiltros} em S(8) e U/ um ultrafiltro
sobre . Seja W = U ﬂ W;, enlao:
JeU ied

i) W eS(B),ie. Weéum ullrafiliro de 8.
i} W=lny W,
Demonstragéo.

1} E consequéncia imediata do lema (parte (b)) pois as propriedades que caracterizam
os ultrafiltros da dlgebra de Boole I3 podem ser expressas mediante férmulas, com

forma normal prenex universal, de LIV sendo 7 o tipo de 1,

i) Seja € ¢ suponhamos que V€ V| entio w € W, logo, pela delinicio de
W lielfoeWell e fel/WelV,jell g

2.3.3 Coroléario. S(13) ¢ Cauchy-completo, e portanto, compaclo g

A proposiciao 2.3.2 acima tem o seguinte imporlante significado: se {Wi}iep € uma
rede de Cauchy em S(12), entdo, o limite de Caucly da rede fica univocamente determi-
nado por W = U ﬂW,- (a unicidade ¢ consequéncia de ser S(B3) um espago de [laus-

Jelligd

dor(l).

Um caso parlicular e de nosso interesse ¢ quando a algebra de Boole B é aldmica,
i.e. para todo x # 0 em 3 existe a € B alomo tal que a < z. Pode-se provar facilmente
que, no caso de a ser um atomo, entdo o filtro W, = {x € B/x > a} é un ultrafiltro,
chamado de ultrafiltro principal. Conm cleito, se x &€ W,, enldo, 2 2 a, i.e. z Aa # a, mas
zAea < a,logo, por ser a um alomo, s Aa= 0, i.c. a < 2%, logo, z* € W,. Mais ainda, sc
a é um atomo, entdo W, é uin poulo isolado de S(3): com eleito, V, = {W € S(B)/a €
W} ={WeS(B)/W, CW}={WeS(DB)/W=W,}={W.].

Estes preliminares sao necessarios para a seguinte proposigao.

2.3.4 Proposigio. Seja I3 uma algebra de Boole atdmica, entio:
i) A colecdo de ultrafiltros principais de S(B) é densa em S({B).
i1} Para todo W € §(B), existe uma familia de dtomos {a;};e; em B ¢ um ultrafiliro

U sobre 1, tal que W = limy W,.(= |J (Wa).
JeU ied
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Demonstragao.

i) Seja V. # ¢ um membro da base de 5(3), entdo z # O ecexiste W € V,,i.c. z € W.
: Como 2 # 0 ¢ 3 & alomica, exisle um dlomo ¢ € 3 tal que ¢ < 2, logo, =z € W,,
te. W, eV,.

ii) Se W € S(B) entdo esta no fecho da colecio de ultrafittros principais, logo, existe
uma rede {W,, }ier tal que lim; W,, = W, portanto, pelo lema de convergéncia, se
U é um ultrafiltro livre sobre I, W = limy W,, g4

2.3.5 Consequéncias.

Todos estes falos a respeilo do espago de Slone de uma algebra de Boole, tem con-
sequéncias interessantes na interpretagio da convergéucia nos diversos exemplos conside-
rados na segdo 2.1.

Por exemplo, 1o caso dos quocientes St™(L)/ =y, para I compacia, leinos o seguinte
(denotando com [A] a classe de equivaléncia da estrutura A): se {{Ai]}ier € uina familia
em St*(L)/ =p e U & um ultrafiltro sobre [, entao, timy{A;] = | [[A] = [A"] para

JeUied
alguma estrutura A4*.-

No caso de ser [ = Ley, temos que ling[A] = [Ty Al = [lim [TA]. Bsta dltima
Jev gJ
igualdade sugere a idéia que limy é um certo tipo de limile indutivo, e reforga a pro-

blemadtica da construgao de tal Iinite para uma légica compacla gualquer.

No caso compacto geral, fazendo a identificagao [A] — Th{A), podemos concluir

que & familia {{A;}}ie; do espago St7(L)/ =L, lhe corresponde a familia {Th{A;)}ier no
espago de teorias completas de L7, no qual limy Th{A;) = | NTh(A) = Th(A*); i.e.

JeUieJ
limy Th{A;) = Th(A") onde A" € limy A;.

Vejamos o caso dos espagos de n-tipos S,T(= S, Thi (< A,y >4ey) com A € 5i7).
Em geral, se {p; }ier € uma familia de n-lipos € U é um ultrafillro sobre I, enlao limy p; =
(\pi é um n-tipo € ¢ o limite indutivo dos n-tipos p;.
JEV ied
G. Sacks em [S] pag. 73 demonstra que se A ¢ uma estrulura infinita e p € S, 7T,

enldo, existe uma extensio clementar B > A tal que p ¢ realizado em B, A demonstiragio
de Sacks ¢ uma prova de existéneia usando um argumento de compacidade. A seguir
melhoraremos este resultado explicitando B como uma ultrapoténcia de A, cujo conjunto
de indices € o mesmo que o das redes que convergem a p em 5,7

44



2.3.5.1 Proposigdo. Seja A uma estrutura infinita ¢ p € S5, 7. Entéao, exisle um con-
junto dirigido I tal que para qualquer ultrafiliro U livre sobre I, p é realizado em A//U.

Demonstragiio. E consequéncia do {ato que 5,1 é o espaco de Stone de uma algebra
de Boole atomica, correspondendo aos seus atomos os tipos principais.

Seja p € S,T, como a colegio de tipos principais é densa temos que existe uma
familia {d;}ier C A" tal que p = lim;pg. Enido, pelo Lema de Convergéncia, para
qualquer ultrafilito U livee sobre Ip = limups = | Npa = {elz,...,z.)/{i €

JeUieJ
I € pa) € U} = lp(an,...,z)/li € I/A = olal} € U).

Seja f: ] — A" deﬁmda por f( ) = @, e*f aclasse de equivaléncia de F médulo

U, enldo, pelo teorema de -kos temos que A7 /U f: [ e lienjake tp[a]} € U,

portanto, p = {p(zy,...,z.) AU & o[ fI}{=p. .7), i.e. p é realizado por *fem AljUy

Como consequéncia da proposi¢io anterior temos que se 5,7 tem base enumeravel
e p € S,T, enlio, para lodo ultrafiltro U ndo-principal sobre w, p ¢é realizado em A¥/U,
ie. AU realiza lodos os n-tipos de < A,y > ey.

Consideremos agora o caso do espectro real Spec,(A} de um anel A com a to-
pologia construtiva. A mesma analise é vilida para o espectro primo de um anel
de Boole. Temos que se {a;}ier € uma familia de cones primos em A e U é um

ultrafiltro sobre I, entdao, o* = c-limya; (o U-limite a respeito da topologia cons-
trutiva) = U ﬂcr,- ¢ um cone primo e é o limite mmdutivo dos «;, ie. o é
JEU ieJ

tnico e satislaz o teorema de -Lo§ respectivo: para todo a € A, a" € Hu(a) &
{ieIjai € lla(a)} € U.

1% inleressanic observar que se {m];ef ¢ uma familia de cones pritmos em A e ¢/ é um
ultrafiltro sobre I, entio, o ultraproduto [Ty oy é win cone primo em AT/U/{D A) tal que
(HU 0‘1') NA=a"

Isto estabelece a comnpacidade da topologia construtiva de Spee,(A) mediante sua
completude de Cauchy. Como consequéncia temos (ue a Lopologia ordindria sobre
Spec.(A) é Ltambém compacla por ser menos fina.

Se denotamos com o-limy o U-limile a respeito da topologia ordinaria, eutiao, dada
qualquer familia {a;}ie; € Spee.(A), temos que olimy a; # ¢ {podendo nao ser um
conjunto unitario por ndo ser Spece(A) um cspago de Hausdor(ll), ¢ para qualquer g €
o-limy a; € qualquer a € A: se 8 € IHale), entio {t € I/a; € Hu(a)} € U (ie
o* € Hyla)), logo, para qualquer a € A,se ¢ € —3, enlao, a € —a”, portanto, a” C 8, i.e.
o-limyy a; = m (o fecho na topologia ordindria), ou seja, o-limy o; = {c — limy a;}.



CAPITULO 3

COMPACTIFICACAO DE ESPAGOS TOPOLOGICOS
MEDIANTE ULTRAFILTROS LOCAIS

No capitulo 2 definimos, para cada familia de elementos do espago X, {zi}ics (com
I um conjunto), e todo ultrafiltro U sobre I, a colegio limy z;. E claro que esta pode ser
definida para qualquer conjunto K coniido em X e qualquer ultrafiltro I/ sobre K, obtendo
limy K (basta considerar K como uma familia cujos elementos sao parametrizados por
eles proprios).

Por outro lado, dada uma {amilia {z;};¢; € U um ultrafiliro sobre I, entendendo a
familia como uma funcio = : I — X lal que para todo ¢ € 7, (i) = xz;, podemos definir
K, =zl e U, = {A C z[l]/a"[A] € U}. I claro que K, é um conjunto contido
em X e que U, é um ultraliliro sobre K,. Além disso, temos o seguinte: para todo
VeB,z{zez|l|/z € V}] ={i € I/z; € V}, de onde limy z; = limy, K,. Portanto,
os pares (I{, U) com K um conjunto contido em X e I/ um ultrafiltro sobre £, delerminam
completamente os U/-limites de familias de elementos em X. Para estes pares, a definigio
de limy adota a seguinte forma: z € limy K < paratodo Ve Becomze VKNV e U, o
que implica, no caso zero-dimensional, que limy K = N{V € B/K NV € U}. Observa-se
que K NV € U se e s6 se existe A € U tal que A C V, fato que sera importante para
comparar o nosso método de compactificagdo (a seguir} com as compactificagdes tipo
Waliman.

Pelo exposto, os pares (I, /) serio chamados de ultrefiliros locais sobre X. FEles
constituirdo os elementos “ideais” que teremos de acrescentar ao espago X para compac-
tifica-lo, de tal maneira que toda colegao limy K no novo espago seja nao-vazia.

Neste capitulo exporemos o nosso método de compaclificagio mediante ulirafiltros
locais para espagos arbitrarios em geral, e para espacos z-d em especial. Estudaremos
algumas propriedades topolégicas desta compaclificacdo, como uma certa propriedade de
extensdo de fungdes continuas, e a aplicaremos & analise da compactificagio de ldgicas
regulares pequenas. [inalmente, analisaremos o completamento de certas ldgicas que
admitem uma uniformidade tipo Fraissé.

No decorrer deste capitulo desenvolvercimos algumas téenicas topoldgicas especiais,
como a de quase-liomeotnor(istios, que nos permitirdo analisar de um ponto de vista
topoldgico e ldgico, a relagio estreila que existe entre alguns dos espacos considerados.

I importante salientar que o nosso mélodo de compactificacio e as lécnicas to-
poldgicas desenvolvidas sao idoncas para o estudo dos espacos nao-Hausdorfl. Neste
capitulo, se X é um espago qualquer, B é uma base de X e z,y € X, entdo defi-
nimos # = y s¢ e somenle se x e y pertencem aos mesmos abertos, i.e, para todo
VeB,zeV &yeV. Provase facilmente que « = y cquivale a {x} = {y], e no caso
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zero-dimensional, a (z,y) € {Uy/V € B}.
3.1 METODO DE COMPACTIFICACAO

O seguinte ¢ um inétodo de compactificagido de todo espago topolégico (grande com
topologia pequena) sem nenhuma condi¢do de separagio. No caso zero-dimensional, sob
certas condicdes sobre a base de clopens, ele preserva a zero-dimensionalidade do espago.

Seja X um espaco Lopoldgico qualquer € B uma base de X fechada por intersegdes

finitas e contendo X e ¢ (pode-se considerar a propria topologia gerada por B).
' Construiremos uma compactificagdo ¥X de X onde toda familia de elementos de
X U-convirja em 7X e onde todo ponto de vX seja U-limite de alguma familia em X.
Deste ponto de vista, vX pode ser considerado o “completamento” de X com relagio a
U-convergéncia.

3.1.1 Definigao.

Seja 7.X a coleghio de todos os pares (K, ) onde K é um conjunto contido em X
e U ¢ um ullrafiltro sobre K. Decfinimos sobre vX a seguinte base: B* = {V*/V € B}
onde V* = {(K,U)e+vX [ KNV eU}.

Esta base é fechada para interse¢des finitas e, no caso zero-dimensional, se B é fechada
por complementates, B também o &, pois, V*NW* = (VN W) ¢ (V*)* = (V). Além
disso, ¢* = ¢ e X* = vX. Observa-se que a topologia de v X depende fortemente da base
B considerada em X.

Por exemplo, consideremos X um espago discreto infinito e B = {{z}/z € X} U
{¢, X}. I evidente que X é um espaco z-d e B é uma base de clopens de X fechada por
intersecdes finitas e contendo ¢ e X, mas ndo é fechada por complementares,

Vejamos que B* nio é base de clopens de vX: consideremos {z}* = {{K,U)/K N
{z} € U} = {{K,U)/z € K e U = U (o ultrafiltro principal gerado por z)}. Seja
(M, W) € {«}*° com M infinito e W néo-principal sobre M. Se {x}* fosse aberto, exis-
tirla y € X tal que (M, W) € {y}* C {z}*, o que é impossivel pois {y}* s6 consta de
pares {K,U) comy € K e U = U, portanto, {«}* ndo é fechado, i.e. ndo & um clopen de
vX.

Consideremos a seguinte aplicacio injetora ¢ : X — X dada por ¢(z) =
({z}, {{=}}). Verifica-se facilinente que: (a) p(x) € V* & z € V, (b) v é um mergulho
de X em v.X pois V* M p[X] = ¢[V], ¢ (¢) ¢[X] é denso e 4 X, jd que se (K, U) € V-
existe z € K tal que p(x) € V™.

A seguir daremos duas demonstiraces do falo de 4.X ser compacto; a primeira, mais
geral, para o caso de ser X wna classe (possivelmente prépria), explicitando o ponto onde
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se requer a aplicagdo do axioma de escolha ACY; a segunda, para o caso de ser X um

conjunto, mencionando que neste caso apenas se requer a aplicacao do teorema do ultra-
filtro, 0 qual é essencialmente mais fraco que ¢ axioma de escolla.

3.1.2 Proposigio. vX é compacto, sendo X uma classe propria.

Demonstragdo. Seja {V*};c;r uma colegdo de fechados bdsicos com a PIF (observe-se
que I é um conjunto). Temos que provar que [V;" # ¢.
i€l

Seja J = P, (I) (partes finitas de I) e para cada A € J escolhemos {baseados no

axioma ACY) um elemento (Ka,Ua) € ﬂV,-“". Temos que {Ka}aes € uma colegao de
i€A
conjuntos e f{ = U KA € um conjunto.
AeJ

Afirmagéao 1. A familia {K N V¢}ier tem a PIF.

Com efeito, seja A € J, entdo, como (Ka,Us) € (| V™ temos que para i € A, Ka

EA
Vi € Ua, ie. Ko NVeE Un,logo, KpN([|V) € Ua, em particular, Ka 0 ([ V) # ¢,
i€A i€
portanto, [ (K NVe) = K N({ V<) # ¢ pois Ka C K.

iea i€a
Seja M = | J(K N V¥), entdo, M ¢ um conjunto e existe um ultrafiltro W sobre M

€]
tal que {I{ n V:‘c}iEI (_: w.

Afirmagdo 2. (M,W) ¢ .ﬂV‘-‘c.

Com eleito, seja j € ‘;,Ientéo, como KNVFeWeMNV: = U;(K nNVAnye =
U(K NVIN(KNVY) = KN VP temos que M N Ve € W, ie. J:lff nv, € W, logo,
'(GAI/L W) € V7. Portanto, (M, W) e ﬂV}‘c -

i€l
3.1.3 Proposigio. vX é compacto, sendo X um conjunto.

Demonstragao. Seja {V*};er uma colegdo de fechados béasicos com a PIF.
Afirmagao 1. {V},c; tem a PIF.
Com efeito, se iy, ..., ¢, € [, existe (K, U) € VIN...0V ¢ ie. KN(VEN...NVE) e U,

logo, existe x € K tal quez e VSN...O V.

Seja M = | JV, entdo existe um ultrafiltro W sobre M que contém {V:}e;.
ic!

48



Afirmagdo 2. (M, W) e (V™.
el
Basta observar que paracadaie I, MNVE=Vie W 4

Na realidade, a prova da proposi¢do 3.1.3 reproduz a prova da proposigido 3.1.2, to-
mando K = X, o que ndo precisa do axioma ACY.

3.1.4 Observagao. Podemos modiflicar a construgio de 4X da seguinte maneira: seja
% = |B| e definamos A\ X = {(K,U)/K C X,|K| £ & e U é um ultrafiltro sobre I{'}, sendo
V= {{K,U) € AX/K NV € U} para cada V € B. Entio, a prova que AX é compacto
Segue 08 mesmos passos que na proposigao 3.1.2, observando que os conjuntos K e M
definidos ai tém cardinalidade < x. No caso de ser X um conjunto, a demonstragao da
proposicdo 3.1.3 ja ndo é mais vélida, portanto, para preservar a limitagio dos conjuntos,
tanto para X classe propria ou conjunto, precisa-se do axioma ACY. O merguiho de X
em AX € o mesmo dado acima.

Por exemplo, se X tem base enumeravel, bastam subeonjuntos enuncraveis de X
para cotipactilca-lo.

Esta forma allernativa de compactilicar X ¢ muito itnportante porque permitird cal-
cular ou controlar a cardinalidade de AX em fungao da cardinalidade de X €, no caso da
teoria de modelos, porque permitird limitar as construgdes que envolvemn “ultraprodutos”
a ultraprodutos de cardinalidade méaxima.

3.1.5 Proposigio. Se X é compacto zero-dimensional, entdo, para todo (K,U) € vX
existe z € K (o fecho em X) tal que ¢(2) = (K,U), i.e. paratodo V € B,p(z) € V" &
(K,U) € V*, o que equivale a termos cl{p(z)} = cl{(K,U)} onde ¢l denota o fecho em
~X.

Demonstracdo. Seja (K,U) € 7X e consideremos a familia de fechados de K : {K n
VI(K,U)e V*}.

Verifica-se facilmente que essa familia tem a PIF. Em consequéncia, como K é com-
pacto (j& que X o ¢) existe z € N{K NV/(K,U) € V*} = K V/{I,U) € V*}, ie
z € K ep(z) e N{V*/(K,U) € V*}, logo, para todo V,(K,U) € V* = p(z) € V*, o que
implica, tomando complementares, p(z) € V* & (K, U) € V™, le. p(z)= (K,U) g

A proposicio anterior tém como consequéncia que se X é Hausdorfl (compacto, zero-
dimensional), entdo yX/ = € homeomorfo a X. Em geral, se X é compacto, vX nao se
reduz a X, por outlro lado, ¥X nunca é Hausdorfl, mesmo que X fosse, como veremos a
seguir.

Seja (K,U) € vX e J C K, entao U[J = {ANJ/A € U} é um ultrafiltro sobre J
que satisfaz trivialmente: para todo AC K, A€ Useesése ANJcUJ[J.
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3.1.6 Proposigao. Para todo {(K,U) € 94X e todo J C K,(K,U) = (J,U[J), em
particular, se £ € K e U, ¢ o ultralillro principal {(sobre K) gerado por z, entio,
(K, U = ({=), {{r}]) (comparar com [B-S] pag. 123, Th. 22).

Demonstragao.

1) Seja (K,U) € V*, ie. KNV € U, suponhamos J NV ¢ U[J, entdo, para todo
Ae U, JnV #£ ANJ, em parlicular, para A = K NV temos que J NV #
Knvnd=JnV (pois J C K}, uma contradicio, logo, (J,U[J) € V.

i) Seja (J,U[J) € V* ie. JNV € U[J, entdo, existe Ac U tal que JNV = AN J;
suponhamos que K NV ¢ U, entdo, KNV € U, loge, KNVNJ e U[J,
ie. JNV® e UlJ, portanto, J NV ¢ U[J, uma contradigdo, em consequéncia,
(K, U) e V.

Para o caso de (K, U,) basta tomar J = {z} de onde U, [J = {{z}] n

Como consequéncia desta proposicdo temos que, vX ndo € um espago T (¢ portanto

nio ¢ Hausdoril) pois, em geral, od{{/{,U)} # {{(K,U)].

3.1.7 Proposicio. Seja (z;)ie; uma familia em X entendida como uma fungdoz : I — X,
e U/ um ultrafiléro sobre I. '

Seja K, =z2{lje U, ={AC K, [z~ [A] € U}.

Entdo, idenlificando z;(€ X) com ¢(z;} (€ vX), temos que, em vX: (K, U;) €
limy @y, i.e. toda familia de elementos de X U-converge em 4X.

Demonstragiao. Observando que sdo equivalentes x; € V com ¢{x;) € V*, devemos
provar que para todo V™ com (K, U,)e V*, {ie I [z; eV} e U.

Com efeito, se (K, U,) € V*, entao K, NV € U,, iogo, por definigdo, 7K, NV} e
Umasz '[K,NV]|={i €]/ €V}, portanto, {icl/z;€V}elUg

3.1.8 Proposicdo. Em 4X : limy K = l{(K,U)}, em particular, se (K, U) € vX,
entdo (I, U) € limy K, i.e. todo ponto de vX € U-limite de uma familia em X.

Demonstragao. (A, W) € limy K & para todo V* com (A,W) € V*: {z € K/z €
VieUmas, {seK/fzecVieUe KnVelU& (K U)eV e V' n{{KU)} #4,
logo, (A, W) € limglU & para todo V* com (A, W) € V= : V' n {(K,U)} # ¢ &
(ALW)ecd{(R,U)} u

3.1.9 Observagao. vX é uma compactificacdo de X em qualquer caso, zero-dimensional
ou ndo. No caso zero-dimensional é também o completarnento de Cauchy correspondente.
No caso arbitrério, X pode ser considerado como o complelamento de X a respeito da
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U-convergéncia como ja dissemos, onde toda familia de elementos de X U-converge a
algum limite em v.X, e todo ponto de vX é U-limite de alguma familia de elementos de
X.

O processo de idenlificar elementos, fundamentalinente em X\ X, mediante a
relagio =, pode reduzir em forma apreciavel a compactificagio de X. O estudo destas
compactificagbes reduzidas nao sera feito aqui.

Por exemplo, para efeilos da teoria de modelos, além da redugio dada na proposigao
3.1.6, podemos formular o seguinte.

3.1.10 Proposigdo. Seja K um conjunto infinito contido em X e U um ultrfiltro nio-
principal sobre K, entao, existe J C K e W ultrafiltro dhiforme sohre J (i.e. para todo
Ae W |A|=|J]|) tal que (K,U) = (J,W) (comparar com [B-S] pag. 124 cor. 2.4).

Demonstragio. Seja @ = min{|Al/A € U} e seja J € U qualquer com |J| = «, entio,
pela proposicio 3.1.6, (K,U) = (J,U[J) (se U {6sse principal, entdo a = 1 e J = {«}
com z € K, sendo U[J = {{z}} que é unilorme, logo, o caso que interessa é quando U é
nao-principal ).

Afirmagao. U[J € uniforme, i.e. para todo B € U[J,|B| = .

Com eleito, se B € U[J, entdo, existe A € U tal que B = AN J. Temos que
|B| = |[ANJ]| < |J| = a, por oulro lado, coino A, J € U, tewmos que, 7 € U, logo, |B| 2 «
pois & é minimo, portanto, |Bl=o g

Observa-se que a proposicao 3.1.6 reduz os ultrafiitros principais sobre i a elementos
de X, e a proposigio 3.1.10 reduz os ultrafiltros nao-principais a ultrafiltros uniformes.
Por outro lado, se X é um conjunto, podemos ler a seguinte redugao.

3.1.11 Proposigao. Para todo (KX,U) € 7X, existe um ultrafiltro W sobre X tal que
(K,U) = (X,W).

Demonstragio. Seja (i, U) € vX, entdo U, como colegio de subconjuntos de X, é uma
familia com a PIF, logo, existe W ultrafiltro sobre X tal que W 2 U.

1) Seja (X,W)} e V™ ie. V € W, e suponhamos que K NV & U, entdo, K NV° €
U, logo, K NVe € W, portanto, ¢ = KNVenNV € W, uma contradigao, em
consequéncia, (K, U) € V*.

ii) Suponhamos (X, W) & V*, ie. V & W, entio Vie W. Se KNV € U, entio
KNV e W, logo, ¢ = KOV NV®e W, uma contradicio, portanto, (K,U) & V*g

Observa-se que se (K, U) = ({z}, {{z}}), entao o tinico ullrafillro sobre X que
extende {{z}} ¢ o ullraliltro principal Uz, logo, ({z}, {{z}}) = (X, Uy).

51



Por tanto, o espago quociente X/ = pode ser identificado com a colegio {U/U é
ultrafiltro sobre X} estando X mergulhado mediante a aplicacdo z — U;. A topologia
sobre este espago € dada por: para cada V € B,V* = {U/V e U} = {U/ existe A€ U
com A C V}. Observa-se que a topologia gerada é uma subtopologia da compactificagio
de Wallman de X, suposto X munido da topologia discreta (cf. [En] pag. 231).

3.2 PROPRIEDADES FUNTORIAIS E EXTENSAO DE FUNGOES
CONTINUAS

A seguir definiremos um funtor » da categoria dos espagos topoldgicos < X, B > com
uma base distinguida na categoria dos espagos compactos também com uma base distin-
guida. Um morfismo nesta categoria é uma funcio continua f 1< X, B> — <Y, C > que
preserva as bases respeclivas, i.e. se W e C, enldo f~1W] € B. IYiremos simplesmente
que [ ¢ s-continua (strongly continuous). OQbserva-se que se os espagos considerados sdo
z-d e as bases B e C sio hases de clopens, entdo, pela proposigao 2.1.9, f € s-conlinua
se e 56 se [ é s-uniformemente continua. Analogamente, definem-se fungio s-aberta e
s-hiomeomorlismo.

3.2.1 Definigao. Definec-se f*:< X*, B* > =2 <Y*, (" >,onde X* =X e V" =4},
de modo que o seguinte diagrama comute (sendo ¢ € ¢ as imersdes candnicas):

J
X —= Y
v | l
A’* . }f-
Jf‘

Se (I, U) € X*, f*(K, U)=(K;, Us)onde K; = f[K]eU; = {AC fIK] /] KN
[~'A] e U}.

f* tem as seguintes propriedades: {a) Uy € um ultrafiltro sobre K, (b} f*op = o f,
Le. f*IX = f, (c) (idx)" = idx., {d) Uyoy = (Uy),, donde (go f)* =g"o [*.

Na definigio anterior podem ser substituidos X e vY por AX e AY respectivamente,
pois se |[K| < x, entdo, | [[K]| € &.

3.2.2 Proposigdo. f* é s-continua.
Demonstragio. Provaremos que para cada W € C,(/*)7![W*] = (f~[W])*. Seja W* =
(K", UYe Y* ] K'nW € U'} € C*, entio (f*)1[W*] = {(K, U) e X~ | f(K, U) e

W)= {(K, U)e X* [ (K;, Uj) e W*} = {(K, U) € X* | K,nW € U;} = {(K, U) e
X~ KOfYAKINW]) e U} = {(K,U)e X* | KNf' W] €U} = (f[W]) € B* 5
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A seguir daremos os resultados referentes & propriedade de extensio da compacti-
ficagdo construida.

3.2.3 Lema (X. Caicedo). Seja X um espago regular com 7 a topologia sobre X, K um
conjunto contido em X e U/ um ultrafiltro sobre K. Entao em X :limpy K =N{V/Ver
e KNV € U} (a barra denota o fecho em X).

Demonstragao.

i} Sejaz €limy K, ie. paratodoVercomze VKNV el,esejaV €7 com
KNV eU,sex ¢V, entio 2 € V° que ¢ aberto, logo, por ser X um espago
regular, existe W € r talquez €¢ W C W C V'; como z € W temos, por hipétese,
que K NW € U, portanto, K N (VN W) € U, uma contradigao, pois VN W = ¢.

ii) Sejaz € {V/V €re KNV g U} esuponhamos que z ¢ limy I, entdo, existe
VercomeVeKﬂVg}fU SejaWE‘rta,lque:rE WCcwcgv, entdo,
KnWgU, logo, KNW e U, ecomo W €7, por hipélese temos que = € W
isto significa que todo aberto que contém ¢ deve intersecar W', mas z € W e
W 'NW = ¢, uma coniradigio g

3.2.4 Proposigao. Seja X um espago compaclo regular ¢ vX a compactificagio de X
construida considerando B = 7 {a topologia de X). Entao X é um relralo de vX, i.e.
existe g : v X — X continua tal que g[X = idy (a fungio g é chamada de retragio).

Demonstragao. Definiinos g : v.X — X da seguinte maneira: seja {/{, V) € vX, entao,
como X ¢é compacto existe ¢ € limy K, i.e. paratlodo V € rcomz € VKNV € U
definimos g( K, U/} = z (observar que a escolha de x é arbitraria). Se (/,U) = ({2}, {{=}})
com z € X, temos que ({V/V ere{z} NV e {{z}}} =N{V/V € r e 2 € V}, logo,
neste caso definimos g(K,U) = z obtendo que ¢[X =1dy.

Provaremos que ¢ é continua em (K, U): scja V € 7 tal que g(K,U) = z € V, entdo,
como X é regular, existe W € 7 tal que W C W C V. I claro que (/[{,U) € W~ pois,
por definigao de 2, K NW € U.

Afirmacio. g[W*] C V.
Com efeito, seja (K £;) € W=, entdo, K1 0N W ¢ Uy, logo, como z, = ¢(/,U;) €
limy, Ky, pelo lema, x; € W C V, porlanto, g(K1,Uh) eV o

Se o espago X € zero-dimensional, entdo o resultado anterior pode ser melhorado
substancialmente. Neste caso, o Lema 3.2.3 pode ser reformulado da seguinte maneira:
sendo X um espaco z-d, se K é um conjunto contido em X e I/ é um ultrafiltro sobre K,
entdo, em X, limy K =N{VeB/KnV cU}.
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3.2.5 Proposicao. Se X é uma espago z-d compacto, entdo existe uma aplicagio g :
7X — X que satisfaz as seguintes propriedades:

1) ¢ € s-continua e ¢[X = tdy (identificando X com ¢[X]), em particular, X é um
retrato de vX.

ii} g é s-aberta.
iii) Paratodo V € B: g7 '[g[V*]] = V"

iv) ¢ € uma aplicagio propria, i.e. ¢ € fechada e se K C X é compacto, entao ¢~'{K]
é compacto em v.X.

v) X e X tem as topologias induzida e co-induzida por g respectivamente.

Demonstragio. Scja (/{, U) € 74X, entio, pela proposicio 3.1.7, (K, U) € limy I,
além disso, existe ¢ € X tal que = € limy K. Definimos g(&, U) = z (observar que a
escolha de z é, em principio, arbitraria em limy K). No caso de (X, U) = ({2}, {{z}})
comz € X temosque {VeB /[ {z}nVe{{z}]}}=M{VeB/=z E V}, logo, definimos
g(K, U) = z satisfazendo a exigéncia de ter g[X = idx.

i) Para provar a s-continuidade de g provaremos que para todo V € B: g7 }[V] =V

Se (K, U) € g7'[V], entho z = ¢g(K, U) € V, mas como z € limy K temos que,
para aquele V, KNV e U, ie. (K, U)e V™

Se (I, U) e V7, enldo, por definicho, = = ¢(K, U) € himy K = [{W €
B/ KNOW € U}, em particular, como K 0V € U temos que ¢ € V, portanto,
(K, U)eg™'[V].

i) De (i) resulta que se V € B, g[V*] = glg™'[V]] = V por ser ¢ (obviamente) sobrejetora.
Portanto, ¢ é aberta. :

iii) £ consequéncia imediata de {i) e (i) que para todo V € B: g™ ![g[V"]] = ¢~} [V] = V™.
iv) O fato de g ser fechada sera provado em duas partes.
a) Paratodo V € B, g[V*|° € B: com eleito, provaremos que g[V*] = V¢, da de-

monstragio da parte (i) resulta que V* = ¢g7![V], donde V** = g7 [V]* = g~ {V"],
logo, g[V*] = glg~'[V*]] = V¥ por ser ¢ sobrejetora.

b) glVi] = MglVi): com eleito, (v ﬂj Vel = ¢~ ' [NVE logo, ¢ mV | =

iel ief i€l ict iel ief

(Ve =gV

it el

54



Seja K C X compacto e suponhamos que g~'[K] C | JV*, entdo, K = g[g~'[K]] C
el
glUvi] = UglVi] = (JVi, logo, como é K compacto, existem iy,...,i, € I tais que
i€l iel i€l

K C |V, porttanto, g7 [K] € | Jg™'[Vi] = |J V5, ie. 971 [K] é compacto.
k=1 k=1 k=1

v} Basta provar que vX e X tem como bases a induzida e co-induzida por ¢ respectiva-
mente,

Com eleito, como para todo V € B temos que ¢"1{V] = V*, entdo, B* = {V*/V €
B} = {g7![V]/V € B} = base induzida por g; analogamente, 8 = {V/V* € B*} =
{V/g~1[V]} € B*} = base co-induzidapor g g

A parte (v) da proposicdo anterior diz que X ¢ um quociente de v.X (sempre no caso
de X z-d compacto). O seguinte corolario da o quociente explicitamente.

3.2.6 Corolério. Definindo em ¥X a relagdo de equivaléncia determinada por g, i.e.
(K,U) ~y (M,W) & g(K,U} = g(M,W), temos que o espaco quocienle 7X/g é s-
homeomorfo a X.

Demonstragdo. Denotando com [K,U] a classe de equivaléncia de (K,U) em +X,
podemos definir a aplicacdo §: vX/g — X por §{[K,U]) = g(K,U) que obviamente esta
bem definida e é uma bijegao.

Finalmente, a partir das relacées encontradas na proposi¢io anterior pode-se provar
facilmente que para todo V' € B:

V==V

glxV7)l =V
sendo # ; 7YX — vX/g a projecdo candnica, o que prova que § € s-continua e s-aberta,

i.e. 6 um s-homeomorfismo g

3.2.7 Proposigao. Seja X um espago lopoldgico, B uma base de X e v.X construido a
partir de B.

a) Seja Y um espaco regular compacto e f : X — ¥ continua, entio, existe f : vX —

Y continua tal que f]X = f.

b) Seja ¥ um espago z-d compactoe f: X — ¥ s-continua, entio, existe f: v X = YV
s-continua tal que f[X = f.

Py J
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Demonstragao. Basta considerar o seguinte diagrama:

X—f—vy

o | L ¢ |

X .,y __ .Y
I g

Definindo f = go f* temos que F & continua no caso (2) e s-continua no caso (b) pelas

proposigdes 3.2.2, 3.2.4 e 3.2.5, e que se = € X, flz) = g(f*(z)) = g(f(z)) = f(z), ie.
fiX=fm

Terminaremos esta se¢io enunciando um teorema de caracterizacio da compacidade
no caso dos espagos zero-dimensionais. Este sera demonstirado, no caso dos cspagos de
modelos, na proxima se¢iio, no lema 3.3.11 e na proposigio 3.3.15. A demonstragio, no
caso geral, segue 0s mesmos passos,

3.2.8 Proposigao. Seja X um espago z-d, enldo, sdo cquivalentes:

a) X € compaclo,

b) ~X/=é homeomorfo a X/ = g

Na secdo seguinte aplica-se o mélodo de compactiificagdo desenvolvido nesta seqao
ao caso de uma logica absirata regular pequena. Fla copia parte essencial do artigo
“Compacidad y Compactificacién en Teoria de Modelos” {cf. [Cil]), apresentado no IX
Simpdsio Latinoamericano de Légica Matematica {Bahia Blanca, Argentina, 1992}, e por
tal motivo estd escrito em espanhol. Ele reproduz, em forma adaptada, algumas das
demonstracoes feitas nesta segao para salientar o peculiar comportamento, no contexto
légico, das propriedades estudadas; e outras sao feitas de modo diferente, por exemplo, na
proposi¢io 3.3.6 demonstra-se a propriedade de extensdo de fungdes continuas sem fazer
uso do funtor *.

3.3 COMPACTIFICACION DE St(L)

Para cada = definimos CS¢7 = {{KU)/K C St es un “conjunto” y U es un
ultrafiltro sobre K}, y para cada ¢ € L7 delinimos Mod™() = {(I,U) € CStT/{A €
KfAE el e Uy ={(K,U)e CSt"/K 0 Mod(p) € U}.

Mod*{¢) es la coleccion de “Modelos Generalizados” de . De este punto de vista
poderos definir la “verdad” (truth} de ¢ en (K, /) como

(K, U} |Fe & (K, U) € Mod™(p) & {A€e K/AE ¢} € U & KN Mod(p) € U,
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por lo tanto, (K, U) se comporta como un ultraproducto de K mdédulo U. De hecho, si
L = L., entonces para todo ¢, (K,U) [lF¢ & lIyK | ¢, le. (K,U) =iy K (= denota
la relacién de equivalencia elemental de L).

La coleccién { Mod™ (¢)/w € L7} tiene las siguientes propiedades:

i) Mod"{(p) N Mod*(1) = Mod™(ip A 3)
i) Mod™*{(¢)* = Mod*(—y)
iii) (St7)*=CSt".

Por lo tanto, es una base de clopens para una topologia pequefia cero-dimensional
en C'St7, que es cerrada para intersecciones finitas y complementos.
Consideremos la aplicacién h : St™ — CSt™ dada por h(A) = ({A},{{A}}).

Puede probarse facilmente lo siguiente:
a) h es inyectiva.

b) para todo A € 57 y todo ¢ € L7 : h{A) |p & A = ¢, por lo tanto, la semantica
de C5t™ extiende la semdntica de St7 (es importante observar que el lenguaje L7
no ha cambiado al extender la semantica).

c) Mod*(p) NA[St™} = A Moad(w)], lo que implica que A es un homeomorfismo de St”
sobre h[StT], ie. S¢™ puede ser considerado como un subespacio de CSt".

En lo que sigue identificaremos A{St7] con St™ y h( A} con A.

3.3.1 Proposicién. St7 es un subespacio denso de C'5¢".

Demonstracién. Sea ¢ € L7 tal que Mod*(¢) # ¢, entonces existe (I, /) € Mod*(y),
ie. {A € K/A = ¢} € U, en particular, como U es un filtro propio, existe A € K tal que
A = o, ie. (por (b)) A |-, luego, A € Mod*(p) u

La compacidad légica de L™ con respecto a la semantica extendida C'St™ puede ser
formulada de la siguiente manera: sea 3~ C L7 tal que todo subconjunto finito de 3 tiene
modelo generalizado (ie. en C'St7), entonces ¥ tiene modelo generalizado.

La cero-dimensionalidad de C'St™ implica que la compacidad logica de L™ es equiva-
lente a la compacidad topolégica de CSt". '

3.3.2 Proposicién. CS¢" es compacto.

Demonstracién. Sea { Mod*(¢;)}ie; una coleccidn (pequeda, ic. 7 es un conjunto) de
cerrados basicos de CSI7 con la propicdad de interseccion finita.

b
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Sea J = P,(]) {partes finitas de I) y para cada A € J “elegimos” (Ka,Ua) €
[ Mod*(;).
FEA .

Aqui esta siendo usado el axioma de cleccion para clases pequenas ACY.

Consideremos K = U I{A el cual es un conjunto. Construiremos un ultrafilttro W
Aed

sobre K de tal modo que (K, W) € ﬂ Mod* (v;).

134
Afirmacién 1. {K N Mod(g;:)}ier es una coleccién de subconjuntos de K que tiene la
propiedad de interseccién finita.

En efecto, sea A € J, enlonces, como (Ka,Ua) € [) Mod*(;) tenemos que para
ica
cada t € A, Ka N Mod(p;) € Ua, luego, K4 N Mod(A;ca i) € Ua, en particular, existe
A€ Ky C K tal que A Aiea i

Sca W un ultrafiltro sobre & que contiene ta familia {0 N Mod{g:) }ier.

Afirmacién 2. (K, W) € [ Mod*(¢;).
iel :
En efecto, sea ¢ € I, enlonces i N Mod(p;} € W, ie. por definicién, (K,W) €
Mod* ().

En consecuencia, C'St™ es compacto g

3.3.3 Proposicién. Si St7 es compacto, entonces para todo (K,U) € CSt7 existe
A € §t7 tal que A = (K,U), ie. para todo p € L™, A | ¢ & (K,U) ||-¢. Ademds,
podemos escoger A € /K, donde /1 es la clausura de { en St7.

Demonstracién. Sea (K,U) € St™ y consideremos la siguiente familia de cerrados de

K : {K N Mod(¢)/ (K, U) o).

Afirmacién. La familia dada tiene la propiedad de interscccion finita.

En efecto, sean py, ..., n tales que (i, V) [-p;,i = 1,...,n, entonces K N Mod(,) €
U,... X N Mod(y,) € U, tuego, (K N Mod(p1}) N...N(K N Mod(y,)) € U, en particular
es # ¢.

En consecuencia, como St7 es compacto, lambién ' es compacto, por lo tanto, existe

A € N{E N Mod(p)/(K,U) e} = K nn{ Mod()/(K,U) -}, ie. existe A € K tal
que para todo p € L", (K,U) |F¢ = A |= ¢, luego, considerando las negaciones, tenemos
(K,U) ¢4 Al ¢ u

Hemos conseguido entonces compactificar la logica L extendiendo la semantica. Mas
atn, hemos obtenido una compactificacién topoldgica del espacio St”. Sin embargo, si St*
es compacto, C'St" no se reduce a St” pues este iiltimo no es [lausdorff (ver proposicién



3.3.9).
UNA APLICACION

En el paragrafo anterior se ha demostrado que toda 1égica (regular y pequefia) admite
una semantica compacta que extiende la semantica usual.

La compacidad (Idgica) de la nueva semdntica, al igual que la compacidad de la
légica elemental, es importante por sus consecuencias, no solo porque permite garantizar
la existencia de ciertos “modelos” satisfaciendo determinadas propiedades, sino por su
poder en el analisis de la expresabilidad de las teorfas matematicas.

A continuacién veremos un pequefio ejemplo de este analisis, sugerido por A.M.
Sette.

Sea x un cardinal infinito y consideremos la Iégica infinitaria L = L..{Q«) donde
(. es el cuantificador cardinal cuya interpretaciéon en una estructura 4 = < A,... >
es la siguiente: A | (Q.2)p(x) © |{e € AJA &= ¢[a}}] 2 & (Q« es denotado a veces
por (), siendo e el ordinal tal que « = N,}. L permite conjunciones, disyunciones y
cuantificaciones universales y existenciales de longitud < x (cf. [B-S] cap. 13 y 14).

En L puede ser expresado el hecho que un conjunto A tenga |A| < «; en efecto,
Al < & & A E -(Quz)(z = 2). Por otro lado, para cualquier A < &, puede ser
expresado también el hecho que |A| > A de la siguiente manera: sea 32 el enunciado
(Jwo)...(Fwy)... N\ (24 # xp) con p < A, entonces, se verifica que [A] 2 A & A = 322,

a<fB<a

Puede observarse facilmente que si A es un conjunto (ie. A € §t?, donde ¢ es el tipo
de similaridad vacio, o sea, el dnico simbolo de relacion permitido en las estructuras de
St? es la igualdad =), entonces, |A] > A para todo A < & implica |A| > &, lo que esta
virtualmente en contradiccidén con |A] < k. Sin embargo, mostrareinos que el conjunto
de enunciados ¥ = {32}/ A < &} U {-(@xz}{z = z)} es no-contradictorio del punto de
vista semantico, le. existe algiin modelo generalizado de }_. De hecho, la existencia queda
garantizada por la compacidad de CSt? pues todo subconjunto finito de ¥ tiene modelo
en St?. En lo que sigue construiremos un modelo concreto de ¥.

Consideremos el espacio St? y para cada A < & escojemos Ay € St? tal que |Axl = A
Sea K = {A\/} < &} (se observa que |I{| = k). Obviamente, para cualquier ultrafiltro
U sobre K tencmos que (I, U} |--(Qux)(z = ) pues {A € K/A |E ~(Qux){z = z)} =
{Ae K/|A| <k} =K eU.

Construiremos aliora un ultraliliro U sobre K tal que para todo A < %, (K, U) |[-32*.

Para cada A < &, sea M, = {A € K/|A| > A}, entonces, la familia { M)}, tiene la
propiedad de interseccion finita, pues si Ay,..., Ay < &, tenemos que A € My, N...NM,, &
|A] > max (A1, ..., An), ¥y como méx (M., A) < &, exisle A€ My, N...0 M.

Es mas, si & es regular, je. para toda {amilia de cardinales {a,},<) con A < &k y cada
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ay < K se tiene que sup, ., a, < K, entonces, la familia {M,} <k tiene la propiedad de

x-interseccidn, ie. {| M., # 4 para toda familia de cardinales {a,} < como la descrita
<A
antes. En este caso, el filtro generado por la familia es x-completo.

Sea U un ultrafiltro que contiene la familia {M)} <« (de hecho U es no-principal),
entonces para todo A < &, (K,U) [F32* pues {A € K/A |z 32} = {A € K/]A| =2 )} =
M,el.

Luego, (i, U) es el modelo generalizado que hace compatibles los conceplos de “tener
cardinalidad > A para todo A < k" y “tener cardinalidad < x”. En el caso particular de
ser & = Mg, son compatibles los conceptos de “ser arbitrariamente grande” y “ser finito”.

DISCUSION SOBRE LA COMPACIDAD DE CSt"

Ya hemos visto que la coleccién { Mod*(p)/¢ € L7} es una base de clopens para
el espacio C'St", por lo tanto, podeinos adaptar la definicidn de limy en su versién cero-
dimensional, al espacio C'St7, y definir para una familia {{K;, ;) }ier y un ulirafiliro U
sobre I : (M, W) € limy{ K, U;) sl y solo si para todo ¢ € L7,

(M, W) € Mod*(p) & {i € I/(K:,U:) € Mod™(¢)} € U,
" (AcM/AEoleW s {icI/[{Ac K /A o} e U]} e,

o aln, escrita en términos de las familias M = {A;};es, Ki = {Ai;};eu, con ultrafiltros
Wen J y U; en J; tespectivamente, tenemos

jeJlAkeleW8lic/{jehfA;=v) el el

Ahora, la proposicion 2.2.8, adaptada al caso del espacio C.5t7, junto con la pro-
posicion 3.3.2, tienen como consecuencia para cualquier Jogica I que, para cada fa-
milia {{(K:,Ui)}bier on CSt™ y cada ultrafiltro U sobre I, limy(f;, Ui} # ¢, ie. existe
(M, W) € CSt" satisfaciendo la equivalencia (x). Isto puede ser considerado como el
correspondiente Teorema de L os para los espacios CSt". El problema de fa construccion
del par (M, W) para cualquier légica L queda aqui sugerido.

3.3.4 Proposicidén. Si L es compacta, entonces, para todo 7, toda fanilia {(K;, U:) }ier
en CSt", con K; = {A;;};ey, y Ui ultrafiliro sobre J;, existe A € St7 tal que para todo
pel

AR e {icl/{jedi/A;=elel;])el.
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Demonstracién. Es consecuencia inmediata de la discusién anterior y de la proposicién
333 o

En L., esta estructura A puede ser realizada explicitamente como e} ultraproducto

Ho (T Asg).

3.3.5 Observaciéon. 5Si (K,U) € CSt", entonces considerando K como una familia
en CSt" cuyos elementos estan parametrizados por ellos mismos, es facil probar que
limy K = ¢l{(K,U)} (cl denota la clausura en C'St7). En particular, (K,U) € limy K, lo

que refuerza la interpretacion de (K, U) como un ultraproducto generalizado de K médulo

U.
PROPIEDAD DE EXTENSION

Sean < X,B > y < Y,C > dos espacios cero-dimensionales con B y € bascs de
clopens de X e Y respectivamenle, cerradas para intersecciones finitas y complementos.
Sea f : X — Y una funcion, recordemos que f es s-continua (strongly continuous) si para
todo W € C, f~'[IW] € B. Obviamente toda funcién s-continua es continua. También, f
es s-ablerta si para todo V € B, f[V] e C.

Son ejemplos de funciones s-continuas los siguientes:

1. h: St™ — CSt" es s-continua ya que para todo ¢ € L7 tenemos hA~'[Mod*(p)] =
- Mod*(p) N St™ = Mod{p).

2. 8i Ly € Ly (ie. para cada o € L] existe ¢ € L] tal que Mody, () = Modg, ()
entonces, la identidad { : St7(Lg) — St7( Ly} es s-continua. En particular, si L; < I,
y L2 € L, entonces la identidad I mencionada es un homeomorfismo ¢ue preserva
las bases. Un tal homeomorfismo, je. una funcion biyectiva s-continua y s-abierta, es
llamado “s-homeomorfismo”,

3.3.6 Proposicion. Sean < X, > un espacio cero-dimensional compacto con B una
base de clopens cerrada para intersecciones finitas y complementos, y f: 51" — X una

funcidn s-continua (St7 es considerado con la base dada anterionmente),entonces existe
F:CSt" = X s-continua tal que F[St" = f. '

Demonstraciéon. Sea (J,U) € CSt" y consideremos la coleccion M = {V € B/
KnfYv]eU}.

Afirmacidén 1. M es una coleccién de cerrados de X con la propiedad de interseccidn
finita.
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En efecto, obviamente M consta de cerrados pues B es una base de clopens. Ahora,
si Viy..., Vu € M, entonces, KO f~HW], ..., KN f~UV,} € U, luego, KN f1{ViN..NV,] =
(KnfHvhn.n(Enf~1 Vi) € U, en partticular, f~[ViN...0V,] # ¢, ie. ViN..NV, # 4.

En consecuencia, como X es compacto, para cada (K,U) ¢ CSI7 tenemos que
NV eB/EN fYV]eU)} #é.

Definimos F(K,U) € N{V € B/K n f~1{V] € U} en forma arbitraria con la
unica siguiente restriccidén: si (K,U} = ({A},{{A}}) con A € 5t se observa que
MV e B/IKn f~'[V] € U} = T{V € B/ f(A) € V} = {f(A)}, luego, exigiendo que
F({A}, {{4}}) = f(A) tenemos que F[St™ = f.

Afirmacién 2. Para todo V € B, F=1{V] = (f~1[V])".

Observemos primero que como f es s-continua, para cada V € B existe ¢ € L7 tal
que f~1[V] = Mod(yp), lucgo, (/~'[V])* significa Mod*(y).

Sea (K,U) € F-[V], entonces, F{K,U) € V, por otro lado, F'(J,U) € N{W €
B/K n f-1[W} € U}. Supongamos que (K,U)} € (f/~![V])" = Mod(y), entonces,
(K,U) € Mod*(~), ie. K N Mod(-~p) € U, pero Mod(=¢) = f~'[V] y V¢ ¢ B,
luego, K M f~1[V°] = K N Mod(~¢) € U, ie. para W = V¢ tenemos que (K,U) € W,
una contradiccidn, por lo tanto, (K,U} € (f~'[V])".

Sea (K,U) € (f~'[V])* = Mod*(¢), entonces, AN Mod(yp) € U,le. KNf~'[V] e U,
luego, como F(K,U) € N{W € B/K n f~'[W] € U} tenemos que F(K,U) € V, ie.
(K,U) e F-1[V].

En consecuencia, I es s-continua g

3.3.7 Corolario. Sean L; < L, con L, compacta, entonces, para todo tipo r,5t"(L,) es
un retracto s-continuo de CSt7(Ls), ie. existe F': CSt7(Ly) — St7(L,) s-continuo tal que
F[St7(L;) = I (la identidad). [ es llamado también un retracto.

Demonstracién. Cousideremos la identidad 7 : St7(Lg) — St7(Ly) que, como ya vimos,
es s-continua. DEntonces, como St7(L;) es compacto cero-dimensional, por la propie-
dad de extension (proposicion 3.3.6) existe £ : CSt7(L,;) — St7(L;) s-continua tal que
F{8t7(Ly) = 1, ie. St7(Ly) es trivialmente un retracto s-continuo de CSt™(L,)

3.3.8 Observacién. La s-continuidad de la I construida en ¢l corolario anterior se puede
expresar, siguiendo la afirmacién (2) de la proposicidn 3.3.6, de la siguiente manera: para

todo ¢ € L] existc ¢ € L tal que F~1{Mody,(¢)] = Mod}, ().

Desde el punto de vista légico, y en el caso de L; = L, podemos obtener adn una
mejor descripcion de la relacién entre CSt™ y St” en el caso compacto. Primero observemos
que la propiedad: F~'[Mod(p)] = Mod* () para todo , dada en la afirmacidn (2) de
la proposicion 3.3.6, expresa lo siguiente: para todo ¢ € L7,(K,U) € Mod*(p) &
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F(K,U) € Mod(yp); y dado que F' es sobre tenemos que: para todo ¢ € L7

(K,U} € Mod*(p) & F(K,U) € F[Mod™{y)].
Esto motiva la siguiente definicién de Quasi-Homeomorfismo.

QUASI-HOMEOMORFISMOS

Consideremos estructuras topoldgicas < X,B8 > y < Y,C > siendo B y C bases de
abiertos, y una aplicacién f : X — Y sobreyectiva, s-continua y s-abierta tal que para
todo a € X y para todo A € B:

aecAY fa) € fA]

Se observa facilmente que la condicién (A) exigida, es equivalente a: para todo A €
B, A= f~1[f[A]}, ie. cada A € B es saturado con respecto a f. Una funcidén f satisfaciendo
las condiciones dadas en el parralo anterior serad llamada “q-homeomorfismo” (je. quasi-
homeomoifismo, ya que f seria inyectiva si y solo si para lodo B C X, 3 = f*l[f[B]])
(cl. [Ci2] parag. 1.4.4).

El retracto 7« CSt"(L) — St7(L) es un ¢-homeomorfismo. s maés, se puede
demostrar facilmentle, adaplando la demostracion de la proposicion 3.2.5, que todo g-
homeomorfismo cumple las propiedades enunciadas en dicha proposicién.

Para todo par de cardinales & > A > w, sea L, el lenguaje formal que tiene como
simbolos primitivos: variables zo, 7y, ..., Za, ..., < &, para elementos de X (respectiva-
mente Y), Vo, Wi,..., V., ..., < &, para elemenlos de B (respectivamente C), el simbolo
de pertenencia “€” que relaciona elementos de X con elementos de B (ie. z; € V}), y el
simbolo de igualdad “=" entre elementos de B {ie. V; = V}). Esle lenguaje permite con-
junciones y disyunciones infinitas de longitud < &, y cuantificacion universal y existencial
infinita de longitud < A, pero no permite la igualdad entre elementos de X.

En este lenguaje podemos expresar, por ejemplo, el hecho de ser B base de una
topologia, asi como el hecho de ser X un espacio con base enumerable, o de ser un espacio
normal o regular. Sin embargo, la propicdad de ser lausdoril no es expresable porque
involucra la igualdad entre elementos de X.

En la siguiente proposicion & y V denotan secuencias finitas o infinitas de variables.

3.3.9 Proposicién. Sea f :< X,8 > — < Y,C > un g-homeormorfismo. Si (7, 17) es

-
una formula de L7, entonces para toda secuencia & de elementos de X y A de elementos
de B tenemos:

< X,B >k p[d, A) & < Y,C >k o[/(3), [l
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en particular, < X, B > =, - <Y,C >.

Demonstracién. La demostracién es por induccién sobre la complejidad de la férmula
®.

Caso 1. Si ¢ es atomica de la forma z; € V;:
< X,B >E= (x; € V})[a,A] & a € A & (por la condicion (A))f(a) € fIA] &
<Y,C >k (m € V;)[Fa), JIALL

Caso 2. Si ¢ es atémica de la forma Vi =V :
< X,B >k (V; = V){A,B] & A =B & f[A] = f[B] (ya que para todo
A€B, A= fTfA]]) & <Y,C>E (Vi = V;)[f[A], f1B]].

Caso 3. Siwes p o Nigywi con |I| < &2 es trivial.

Caso 4.  Si (7, V) es (3D)¢(7, & VY
< X,B >k (3)9[d, A] & existe be X tal que < X,B >k 11)[ @, A] & (por
hipbtesis inductiva} existe b€ X tal que < ¥,C >l= lf F(B), (&), f [A]] &
(por ser f sobre) existe ¢ (= 7)) €Y tal que < Y,C >E d)[c, (@), fIA] &
<Y,C >k (@), J1A]).

Caso 5. Si @(F, V) es (EIW)w(:c V,W):
< X,B >k (3W)[d, A] ¢ existe B € B tal que < X,B >|= ld, A B]
(por lllp()t.ESiS inductiva) existe B e Bial que < V,C >}= 1,[)[ ), flA], f1B]) &
existe C(= [B]) € C tal que < Y,C >k ¢[f(d), flA], C] & < Y,C >k
(3W)(f (@), F1A]] m

Una consecuencia inmediata de la proposicién anterior es que, si f: X — Y es un
g-homeomorfismo, entonces, X es compaclo (normal, regular) si y solo si Y es compacto
(normal, regular).

Un ejemplo genérico de g-homeomorfisinos se da en la siguiente proposicidn.
3.3.10 Proposicién. Sea X un espacio topoldgico. Definimos sobre X la siguiente re-
lacion de equivalencia: ¢ = y & {x} = {y}, donde la barra denota la clausura en X.
Entonces, si X/ = es el espacio cocienle respectivo (llamado “espacio de Kolmogoroff de

X7}, la proyeccion candnica m : X — X/ = es un g-homcomorfisino.

Demeonstracién. Obviamente, considerando los espacios con sus topologias totales como
bases, = es sobre y s-continua. Si probamos que todo abierto A de X es saturado con
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respecto a 7, ie. 7 [x[A]] = A, serd inmediato que 7 es s-abierta y ademds satisface la
condicién {A).

Basta probar que 7~ ![x[
existe z € A tal que m{z) =
cerrado}, luego, {z} = {z} C
tanto, z € A g

All € A. Sea z € 77" [x{A]], entonces, m(z) € 7[A], luego
E) ie. { }={ }. Siz &€ A, entonces, z € A° (que es
Ac = A z € A%, lo cual es una contradiccion, por lo

En teoria de modelos tenemos que, si 4,8 € St"(L) entonces, con respecto a la
topologia elemental, {A} = {B} & A = B, por lo tanto, la proyeccion = : St™(L) —
St™(L)/ =t es un g-homeomorfismo; es mds, es un g-homeomorfismo con respecto a las
bases elementales. En particular, St"(L) es compacto si y solo st Si"(L)/ =y, es compacto.

Analoga descripcion puede hacerse con respecto al espacio CSt7(L). Aqui, (K,U) =,
(M, W) significa que para todo p € L7, (K,U) |~¢ & (M, W) I¢. Luego, la proyeccién
7: CSt"(L) — CSt"(L)/ =L es un g-homeomorfismo (con respecio a las bases elementa-
les). En este caso, ambos espacios son compactos.

Debemos observar que si £ no es una logica compacta, entonces, en general, CSU7/ =
no es homeomorfo a St"/ =. Sin embargo, si L es compacta, entonces, proharemos en la
proposicion 3.3.12 siguiente que, para todo tipo 7,CSt"/ = es homeomorfo a St7/ =. Es
mas, el homeomorfismo construido sera un s-homeomorfismo.

3.3.11 Lema. Si St es compacto, entonces, con respecto al retracto [ : CSt7 — St7
tenemos lo siguiente: (K,U) = (M, W) & F(K,U)= F(M,W).

Demonstracion.

Supongamos (K,U) = (M, W), entonces, para todo ¢ € L7, (K,U) |y & (M, W)
|-, ie. KN Mod{¢) € U & MN Mod(p) € W.

Probaremos que F(K,U) = F(M,W). Sea ¢ € L7 tal que F{(K,U) E ¢,
ie. F(K,U) € Mod(g), entonces, & N Mod(p) € U, pues si no, tendriamos que
K 1 Mod(~¢p) € U, luego I'(K,U) € Mod(~¢) ya que, por construccién, F(K,U) €
M{ Mod(%)/ K N Mod() € U}, una contradiccién. Tenemos entonces que M N Mod(y) €
W, por lo tanto, como F(M, W) € N{ Mod()/M N Mod(3p) € W}, F(M, W) € Mod(yp),
ie. F(M,W)E .

Analogamente se prueba que F(M, W} k= ¢ implica F(K,U) E o.

Supongamos que I'{N, U} = (M, W), enlonces, para todo ¢ € L7, F(K,U} €
Mod(p) < F(M, W) e Mod(y).

Probaremos que (K,U) = (M,W). Sea ¢ € L7 tal que (K, /) || -y, ie
K N Mod(yp) € U, entonces, F(K,U) € Mod(p) pues, por constriccion, F(K,U) €
N Mod(¥)/ KN Mod(4) € U}, luego, F(M, W) € Mod(y), de ahi AN Mod(p) € W pues
si no tendriamos que AN Mod(—yp) € W,y como F'(M, W) € N{ Mod(s5)/MN Mod(¢) €



W}, tendriamos que F{M, W) € Mod(~¢), una contradiccién. Por lo tanto, (M, W) |-¢.
Analogamente se prueba que (M, W) | implica (K, U) [-¢ g

3.3.12 Proposicién, Para cualquier l6gica L y cualquier tipo 7 tenemos: para ser St™
compacto es necesario y suficiente que C'S¢"/ = sea homeomorlo a. St7/ =.

Demonstracion.

Suficiencia. Si C'St7/ = es homeomorfo a 5t"/ =, entonces 5¢7/ = es compacto, luego,
como la proyeccion 7 1 St7 — St"/ = es un q-homeomorfismo, también es compacto St".

Necesidad. Supongamos Si™ compacto, y consideremos el retracto F': CSt™ — St" y la
proyeccion m ¢ 57 — St7/ =.

F induce la aplicacién F'; CSt7/ = — St7/ = dada por F'([K,U]) = »(F(K,U)),
donde {K, U] denota la clase de equivalencia de (&, /) en C5t7).

Es fécil ver que F” estd bien definida pues, por el lema anterior, (K, U) = (M, W) =
F(K,U) = F(M,W). Por otro lado, la otra implicacién dada por el lema, ie. F{K,U) =
F(M,W) = (K,U) = (M, W), garantiza que F” es inyectiva. Por lo tanto, F’ es una
biyeccidn ya que es obviamente sobreyectiva.

Afirmacién. F' es continua y abierta.

En realidad probaremos que IV es s-continua y s-abierta. Para esto tenemos que
explicitar las bases de C'5t™/ = y St™/ = respectivamente.

Consideremos las proyccciones candnicas my @ ST — St7/ =y 7, « C517 —
CSt™/ = ; como ellas son g-homeomorfismos, es facil de verificar que las colecciones

{mi[Mod(p)l/w € L™} y {m2[Mod"(w)]/¢ € L7} son bases (de clopens) de 5t/ =y
CSt7 ] = respectivamente.
A partir de ahi es de rutina demostrar que para todo p € L7,

(#)7 [ Mod(@)]] = o[ Mod*(¢)]

y
(F)[ma[Mod™()]] = mi| Mod(y)]

(siendo ambas equivalenles por ser F una biyeccion), Esto termina la demostracion g
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34 COMPLETAMENTO DE CAUCHY DE UMA LOGICA A PARTIR DA
UNIFORMIDADE DE FRAISSE

Nesta secio estudamos o completamento de Cauchy dos espagos de estruturas St™(L)
usando a uniformidade de Fraissé, quando esta é definivel, Para tal efeito escolhemos,
como um exemplo tipico, a logica L == L,,(G1,...,Qx), onde cada §; € um quantificador
(monddico por simplicidade} cuja interpretagio numa estrutura A =< A,... > ¢ dada
por uma colegdo ¢i(A) C P(A) tal que,

A (Qix)e(z) & {a € AJA = ¢la]} € ¢:(A),

e 7 ¢ um tipo relacional finito.

Neste caso, a lopologia clementar gerada por L7 é definivel a parlir da seguinie
uniformidade de l'raissé: {2} mew, onde U, = {(A,B)/ A =,, B} e =, é a equivaléncia
elementar com relagio as sentencas ¢ € L™ com grau quantificacional gr(p) < m. gr(y)
é definido (de modo usual) como segue:

1} qr(p) =0 se ¢ é atdimica,

i) gr(-p) = qr(e),

iii) gr(e1 A w2) = max(gr(y1), qr(2)),
iv) qr{(3z)p) = gr((Qiz)e) = ar(e) + 1.

Neste caso, a proposicao 1.3.2 é também valida mostrando que a uniformidade de
Fraissé é uniformemente equivalente & uniformidade natural. Isto significa, entre outras
coisas, que ambas as uniformidades definem as mesmas sequéncias de Cauchy e, portanto,
os completamenlos sdo cquivalentes.

Como a topologia dos espagos St7(L) tem base enumerdvel, bastam sequéncias para
o estudo da convergéncia nestes espagos. |

Estenderemos a no¢do usual de modejo (como uma  estrutura
< A,q1(A),...,q.(A) >, que abreviaremos apenas por A) a nogio mais geral de sequéncia
de Cauchy de estruturas, da mesma maneira como os racionals sao estendidos aos reais
mediante sequéncias de Cauchy de racionais.

3.4.1 Estrutura Métrica de St"(L).
] 1
Dados A, B € 5t7(L) definimos d( A, B) = (Fsmpimeo/ A=, %

Como o numero de [6rmulas ¢ de L" com ¢r(y) < n é finito, a menos de equivaléncia
légica, segue-se que o espago pseudo-mélrico < St7(L), d > é totalmente limitado (uma
vez que dado s, o conjunto das bolas b,(A) = {B € St"(L) / d(A, B) < s} que cobrem
St7(L) é finito), portanto, o espago < St7(L), d > ¢ compaclo se e somente se cle for
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completo (cf. [Ke] pag. 198). Ui argumento conhecido mostra que a compacidade to-
poldgica coincide, neste caso, com a compacidade logica de L™ (supondo que os “modelos”
sdo os objetos de St7(L)).

Por exemplo, como é sabido (cf. {B - 8] pag. 263) L = L[ (Qy), onde A = Qorp(z)
significa “existe um numero infinito de elementos ¢ € A tais que A k= p[a]”, ndo é
compacto, portanto, o espaco correspondente < St7(L), d > nédo é completo.

No que segue consideraremos o completamento usual de < St7(L), d > (cf. [Ke]
pag. 195).

Por FSt™ designamos a classe de todas as sequéncias de Cauchy de St"(L) e por
< FSt7, d* > o completamento de < St"(L), d >, onde dadas as sequéncias
{A.}, {B,} € FSt" define-se:

d.({An}r {Bn}) - kl_lfglo d(Akv Bk)

Com esta definicio temos que i : St7(L) — FSt™ deflinida por 1{A) = {A,} com
A, = A para todo n, é uma imersio isoméirica, {[S¢"(L)] ¢ denso em FSt7 e FSt™ é
completo (cf. {Ke] pag. 1906).

Observemos que a construgao de < F'St™, d* > é puramente Lopoldgica {geométrica)
e, em principio, nada tem a ver com a légica (a nao ser através da métrica inicial d).
Veremos a seguir que exisle uma maneira candnica de se introduzir uma nova métrica d'
em F'St7 derivada da logica L e equivalente a d".

3.4.2 Estrutura Légica de F'Si7,

Dado {A,} € FSt" € uma sentenga ¢ € L7, dizemos que a sequéncia {A,} satisfaz
0, em simbolos {A,}E ¢, se existe ky € w tal que Ax = ¢ (0o sentido usual) para todo
k> ko

Observemos que:

1. Dados {A.} € FSt" e £ € w existe ky € w tal que para todo k, &' > ko, Ay =, Ap;
portanto, se ¢ é uma sentenga de L™ com qr{p) < ¢ temos que {A,}|= ¢ ou
{A.}I= —¢ (e ndo ocorre ambos os casos), i.e. {A,}|= ¢ estd bem definida e

{AL)E - see {Aa) # .
2. {AJE ¢ Avaseo (AR e e (AE ¢2

3. A semdintica dada por [= é uma extensdo da semantica usual j= uma vez que A = ¢
see i(A)[E ¢, qualquer que seja a sentenga p € L”.

Com estes preliminares definimos entéo para {A,}, {B.} € FSt7

1
1+sup{m € w/ {An} =m {Ba}}’

d({Ad}; {Ba}) =
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onde, neste caso, {A,} =,, {B.} tem o significado da m-equivaléncia correspondente &
nova semantica.

Verifica-se facilmente que d ¢ uma pseado-méirica em FSIT, que o espago uniforme
definido é totalinente limitado, pela mesma razio que no caso de d, e que a topologia
gerada ¢ definida tomando-se como base as classes elementares de sequéncias de Cauchy.

Portanto, no caso de ser o espago < F'5t7, d' > topologicamente compacto, a ldgica
L7 serd logicamente compacia no seguinte sentido: seja 3 um conjunto de sentengas de
L7, entdo Y. tem modelo (generalizado) em F.St™ se e somente se todo subconjunto finito
de ¥ tem modelo em FS17.

3.4.3 Proposigao. A identidade I :< F'St", d' > — < FSt7, d* > € uma isometria.

Demonstragio. Basta provar que sup{m € w / {A,} =. {B.}} = klim sup{m € w/
'Ak =m Bk]‘

1. Suponhamos que sup{mn [/ {A.} =m {B.}} = € € w, enldo tem-se que

a) {Aa} =¢ {Bn} e b) {An} Fey1 {Ba}-

Afirmagfo. Existe ky tal que para todo k 2> ko, Ay =¢ By e Ay #F¢yq By, isto impli-
card que para k 2 ko, sup{m / Ay =, By} =4, L.e., kl'lm sup{m [ Ay = B} = ¢

Com efeito, por (a}, para toda sentenga ¢ com ¢r(p} < £ tem-se que { A, } [ ¢
see {B.}E . Seja e = A{p [ qr(p) < L e {An}E ¢}, entdo {An}lE ¢ € portanto,
[B.}E @¢, logo, existem k; e kg tais que se k > k) entdo Ax |= @e e se k > &y entéo
By k= ¢, tomando &’ = max(k;, k3) temos que para k > k', Ai | s e Bi |= oy,
i.e. Ak =y Bk.

Por (b) existe ¢ com ¢r(yp) = £+ 1 tal que {A,.}i= ¥ e {B.}|= ¥, logo,
existe k” tal que para todo k > k" temos que Ay |= v e By =, ie. Ay #opy By
Finalmente, tomando &y = max(k’, ¥} segue-se a afirmacio.

2.  Suponhamos agora que JcIim sup{m |/ Ay =m By} = £ € w, entdo existe &’ tal
—00

que para todo & > &, sup{m [ Ay = Bi} = ¢, i.e. para & > k' tem-se que
A =¢ B e Ay #441 By, Dai scgue-se que {A,} =, {B.} e {A.} #11 {B.]), ie
sup{m [ {Aw} = {Ba}} =L

De (1) e (2) scgue-se que sup{m/{A4,} =m {B.}} = oo see klim
—00
sup{m / Ax =m B} = 0o. Isto completa a demostragdo. g
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Demonstramos entdo a seguinte proposigéo:

3.2.4 Proposigdo. Para toda logica L = L] (Q;,...,Qn) com 7 finito existe uma
extensio F'St7 da semantica usual St7(L), com relagio a uniformidade de Fraiss¢, tal

que:

1.

FSt™ é um espago Lopoidgico unilorme cuja lopologia é gerada pelas classes ele-
menlares correspondentes.

St7(L) é denso em F'S{",
FStT é totalmente limitado.
FSt7 é complelo e, em consequéncia, compacto.

LI (G1y...,Qn) é compacta com relagdo a semantica estendida. g

Existe uma outra forma de se introduzir uma ldgica subjacente a F'5t" que é equi-

valente & dada por [E. Observe-se que a equivaléncia mencionada ¢ dada, na proposicao
3.4.5 a seguir, na forma de um teorema ded:08 para F'St” e é consequéncia da proposigdo
2.2.7, pois o espago I'5t7 € zero-dimensional cotnpacto. Aqui sera dada uma outra de-
monstracdo, ja que a uniformidade considerada é a de Fraissé.

Sejain { A, } uma sequéncia de estruturas em St¢7(L}, U um ulirafiltro ndo-principal

em w e  wma sentenga de L7. Dizemos que {A,} U-satisfaz ¢, em simbolos {4, } Evu ¢,

se {kew/ Ao} el.

3.4.5 Proposigao. Se {A,} € F5t" e U é um ultrafiltro ndo-principal em w, entdo, para
toda sentenca ¢ € L™ temos

{A.}E » see {A.} Ev .

Demonstragio.

1.

Suponhamos {A,}[E ¢, entio existe kg tal que para k > ky, A = ¢, porlanto, o
conjunto X = {k € w / Ax | ¢} é cofinito, i.e, X € U por ser I/ ndo-principal,
logo, {An} v ¢

.- Se {A.} v w, entao o conjunto X = {k € w / Ax | ¢} € U, logo, como U é

ndo-principal, X ¢ infinito, portanto, cofinal, i.e. para todo k € w existe } > k tal
que j € X,
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Afirmacao. Existe ky tal que para k > ky, Ay = ¢.

Com efeito, como {A,} ¢é de Cauchy, para ¢ = ¢qr(y) existe k; tal que para todo
t, j 2 ki, A; =¢ Aj, em particular para ¢, A; = @ see A; E ¢.

Pela cofinalidade de X, para &y existe kg > k; tal que ko € X, i.e. Ai, | @, logo, se
k > ko(> k) temos que A, |= ; portanto, {A}JEY m

3.4.8 Corolario. Se {A,} é uma sequéncia convergente em St"(L) e A € lim, A,, entdo
para toda sentenga ¢ € L7:

Ak see {A)Eue.

Demonstragdo. Basta provar que {A,} = I(A) no sentido de [g. Seja € L7, e & tal
que para todo k > &', Ar = A, sendo £ = gr(p).

1. Se {A.} = ¢ cnldo exisle Ay tal que para lodo k > kg, Ar E . Logo,
tomando & > max(&', &y} temos que A = ¢, L.e. I(A)E .

2. Se I(A) ¢, ie. A= @, entio, para todo & 2 k', Ay = ¢, logo, {Au}EY

A proposigao 3.4.5 e o coroldrio 3.4.6 s outra forma de dizer que {A,} € limy i{A4,}
para todo ultrafiltro nao-principal U sobre w, no sentido da topologia de FSt".

Analoga construgdo pode ser feita em qualquer espago z-d X com hase de clopens
enumeravel B, Se B = {VH]HEMJ ¢ uma enumeragio da bhase, entio, pode ser definida a
seguinte uniformidade de Fraissé: para cada n € w, U, = {(z,y) € X x X/ para todo

k<n,z€Ve ®y€ Vi) = (U, Para esta uniformidade é igualmente valida a pro-
k<n
posicao 1.3.2 e, portanto, todos os desenvolvimentos desta segho. A construgio de uma

uniformidade de TFrajssé para o caso de uma base nio-enumerivel pode resultar numa
estrutura uniforme nio totalmente limitada e, portanto, o completamento correspondente
nao daria uma compactificagio do espago. Este caso serd analizado brevemente na. segio
4.2. Al serd levantado o problema de extender o método de Fraissé, exposto na segio
1.5, para logicas que admitem uma caraterizagio tipo back-and-forth para a relagdo de
equivaléncia elementar correspondente. Uma caraclerizagio deste lipo permitira traduzir
as redes de Cauchy, usualmente definidas a partir da uniformidade de Fraissé determi-
nada pela equivaléncia elementar, em sistemas dirigidos, por Isomorfismos parcials, de tal
maneira que o limite indutivo de tais sistemas seja o limite de Cauchy procurado.
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3.5 APENDICE DO CAPITULO 3:
A TECNICA DE QUASE-HOMEOMORFISMOS NUM CONTEXTO
GERAL

Na se¢io 3.3 introduzimos a nogio de quase-homeomorf(ismo para estruturas de um
tipo muito especial: espagos topoldgicos < X,B > com uma base distinguida. Neste
apéndice estenderemos esta nogio para espagos lopoldgicos em senlido amplo (s.a.), i.e.
estruburas << X, > onde X # ¢ é uma classe qualquer e 7 qualquer colegio (pequena)
de subclasses de X. Neste caso, os conceitos de funcdo continua, aberta ou fechada, de
homeomorfismo, fecho ou compacidade, etc. serdo os usuais da topologia considerando os
elementos de T como “abertos” em sentido amplo.

Muitas das proposicOes desta seqdo serdo apenas enunciadas sem demonstracio, por-
que os argumentos envolvidos sio triviais (pode-se ver tamhém {Ci2] pardg. 1.4.4).

3.5.1 Definicho. Sejam < X,7 > e < ¥,0 > espagos s.a. Um quase-homeomorfismo
(ghyde< X, >em < V,o > éumpar defungbes < fig>,onde f: X = VYeg:ir—a
salisfazendo: para lodo a € X clodo A € 7,

e A® fa) e g(A)

3.5.2 Definicao, Sejam < X,7 > e < Y,0 > espagoss.a., [: X 5V eg:7 > 0.

i) f é dita T-saturada se todo A € T é salurado com relagdo a f, i.e. para todo
A€ 1, A= f7Yf|A]} (os colchetes denotam imagem direta ou inversa segundo o
caso).

if) gédita T—co;npatfvel com [ se para todo A € 7, f]A] = g(A) N fLX].

3.5.3 Proposigao. Sio equivalentes:
i) O par < f,g > éun g-h.
i) Paratodo Agr, A= f-lg(A)].

iii) f € r-saturada e g é T-compativel com f g

Observar que (ii) da proposigdo acima garanie que g é sempre injetora. De fato,
os casos interessantes sao quando ¢ é também sobrejetora. Neste caso, além de termos
|7| = |o}, temos que f € continua s.a.; e se f for injetora e g(¢) = ¢ (no caso de ¢ € 7),
entdo X € imerso mediante f em Y como um subespago denso s.a.. Alids, o fato de ser
g T-compativel com f (e termos g{$} = ¢ no caso de ¢ € 7) diz que f[X] é um subespago
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denso s.a. em Y. Daqui em diante sé consideraremos ¢ sobrejetora.

3.5.4 Proposigio. Se f é sobrejetora (sendo g também sobrejetora), sdo equivalentes:
i) O par < f,g > é um q-h.

i) f é continua, aberta, T-saturada e g estd dada por g(A) = f[A] para todo A € Ty

Baseados na proposicio anterior podemos adotar a convengio de chamar de g-h
de 1* espécie (ou simplesmente q-h se n&o houver confusdo), uma fungio f : X — Y
sobrejetora, continua, aberta e r-saturada. Observa-se que um g-h de 1* espécie f, na
medida que é T-saturado, nfo esta longe de ser um homeomorfismo s.a., pois o fato de ser
injetora equivale a que toda subclasse de X é saturada a respeito da f.

O fato de ser f :< X, 7 >—< Y,0 > um g-h de 1* espécie é uma relagdo muito forte
entre os espagos X e Y. Por exemplo, verifica-se facilmente que, neste caso, 7 ¢ o 880 as
topologias s.a. induzida e co-induzida por f em X e Y respeclivamente. Em particular,
o quociente X/ f, do espaco X pela relagio z ~ y se e 50 se f(z} = f(y), é homeomorfo
s.a. ay.

Mais ainda, se L, € a linguagem infinitaria descrita na se¢do 3.3, entdo, é valida a
proposicao 3.3.9 para um quase-homeomorfismo [ < X,7 >« Y, > qualquer. Em
particular, < X, >= - < Y,o >.

Se Ly? denota a sublinguagem de Ly, consistindo das [drmulas setn quantificadores
sobre varidveis individuais, e < f,g >:< X, 7 >—< ¥, ¢ > é um ¢-h (ndo necessariamente
de 1% espécie), entdo, temos o seguinte transfer.

3.5.5 Proposigdo. Se (&, V) ¢ uma formula de L2, enlio, para toda sequéncia d de
elementos de X ¢ A de elemenios de 7 temos:

-

< X,7 >k ¢ld, A] © < Y, 0 >k o[ [(d), g(A));

em particular, < X, 7 >=p-2< Yo > n

Observe que a compacidade (pela sua condigio de cobrimento), embora possa ser
expressa em L, nio o é em L.

A seguir daremos alguns exemplos que ilustrein a generalidade do conceito de quase-
homeomorfismo.

Exemplo 1. O seguinte é um exemplo genérico de quase-homeomorfismos de 1 espécie
{ver proposicdo 3.3.10): seja X um espago s.a. e X/ = o espago de Kolmogorofl de X,
Le. o quocienie de X pela relagho 2 = y & {z]} = {y}; enlao, a projegao candnica
X = X/ =¢éum gl
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Em teoria de modelos, como ja vimos na se¢do 3.3, temos como casos particulares
as projegdes St(L) — St™(L)/ =p e CSt"(L) — CSt™(L)/ =1 com relagdo as bases
elementares. Ou, em forma mais geral, se X é um espago topoldgico, entdo a projegdo
X—>X/=éumqgh,ondez=yseeséseparatodo VeB:zeV &yeV,queno
caso zero-dimensional equivale a (z,y) € {|Uy.

Vel
O processo, descrito acima para um espago z-d, pode ser aplicado a qualquer espaco

uniforme < X,U >, sendo U uma estrutura uniforme sobre X (cf. [Ke] pag. 176); o
espago separado (i.e. Hausdorff) correspondente < XU > obtém-se quocientando pela
relagio * ~ y & (z,y) € N U. Pode-se verificar facilmente que X ¢ o espago de Kol-
mogoroff de X, portanto, a projegio 7 : X — X é um g-h {com relagdo as topologias
respectivas e nao as uniformidades).

Seja < X,U > um espago unilorine separacdo. Sabe-se que se < X{,Uy > e
< X,,Uz > sdo dois completamentos de Cauchy de < X,U >, entdo, eles sdo unifor-
memente homeomorfos (cf. [Ke] pag. 197); no entanto, se < X, > nao é separado, nao
hé um resultado andlogo. Na seguinte proposicio estabeleceremos a relagdo intima entre
dois tais completamentos no caso nio-separado.

3.5.6 Proposigio. Sejam < X,U > um espago uniforme nao-separado, e < Xi,U; >,
< Xa,U; > dois completamentos. Entdo, se m; e 72 sfo as topologias correspondentes,
temos que < X, >=p- < Xa, T3 >

Demonstragdo. Basta observar o seguinte diagrama:

™ ~ ~
< XUy > —— <X U >

i I

/ e
<XU> ——= <X U>

N N

l2 72

< JXIZ‘MQ > —_— < J\’Q,MQ >

T2

Demonstra-se que < X, > e < X,,i{; > sdo completamentos de < X, > (que
1,44 2,7 | ) |

é um espago separade) mediante j; e jp definidas de tal maneira que o diagrama comute.

Neste caso tetnos:

< X1, n >=p- < Xi,711 >2< Xg, 7y >=p- < X, > m

Exemplo 2. Seja I uina logica abstrata regular e seja 7 um tipo de similaridade com
¢ € 7, consideremos a aplicagio f : St"(L) — St™HL) dada por < 4,a >— A. Entio,
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pela propriedade de particularizagio (ver nota 1.2.3) podemos definir g ; B™ ~ B\
dada por Mod{p) — Mod(), de tal maneira que o par < f,g > é um q-h. Observa-se
que f e g sdo ambas sobrejetoras, portanto, pela proposi¢io 3.5.4, g fica determinada por
f da seguinte maneira: Mod(#) = g( Mod(ip)) = f[Mod(p)] = {A € St™M<}/ para algum
a€ A, < Aja >F ¢}. Logo, f é um g-h de 1* espécie.

Este exemplo é particularmente importante para nossa pesquisa, porque a proprie-
dade de particularizagio, que permite definir o quantificador existencial na 16gica L, ndo
pode ser extendida em forma natural aos espagos C'St”, principal problema na defini¢do
da nogdo de satisfagdo na nova semantica.

Como a f definida é s-continua a respeito das bases elementares, talvez um passo
adiante possa ser dado mediante a andlise da aplicagio do funtor * (ver definigao 3.2.1)

no seguinte diagrama:

s I s

! !
CStT — C 5l
Como f* é s-continua (lambém a respeito das bases elementares que sdo definidas
a partir da mesma linguagem L), o diagrama antertor permite {ormular a propriedade
de particularizacio para os espacos CSt™ da seguinte maneira {comparar com a nota
1.2.3): para toda ¢ € L” existe ¥ € L™} tal que para todo (M, W) € CSt™ temos,
(M, W)l & existe (K,U) € (f*) (M, W) tal que (K,U)F .

Exemplo 3. Na nossa teoria de compactificacio lemos os dois seguintes exemplos de
quase-homeomorfismos: o par < @,h > onde ¢ ; X — X é o mergulho dado por
o(z) = ({z},{{z}}H eV s V*; observa-se que h é sobrejetora por definigio, no entanto,
¢ ndo €, portanto, pela propriedade z € V & ¢(z) € V*, temos que o par < @, h > é
um q-h ndo de 1* espécie. Para este caso, X =2 vX. Um outro exemplo é dado pela
retragio g : vX — X (ver proposicdo 3.2.5) no caso de X ser um espago z-d compacto.
Neste caso, a respeito das bases B* e B respectivamente, g é sobrejetora, s-continua,
s-aberta e B*-saturada, portanto, € um q-h de 1* espécie, em particular, vX = X
(ver também corolario 3.2.6). Os nossos argumentos nao nos permitem concluir 0 mesmo
resullado no caso de ser X um espaco compacto qualquer (nfo necessariamente z-d).

Ainda, na nossa leoria de compactificagio podemos construir o seguinte exemplo de
quase-homeomorfismo de 1% espécie: consideretnos o espago v.X (X qualquer) e definamos
a seguinte relagfio de equivaléncia (A, /) ~ (B,W)seesése A= BeBsNU =B, NW,
onde By = {ANV/V € B} ¢ a base relativa ao subespaco A. PPodemos entender By N U
como o trago de U na topologia de A, ou U como um ultraliltro sobre A que contém a

base de filtro B4. Portanto, a relagdo ~ idenlifica todos os ultrafiltros sobre A que contém
B,



Consideremos 7X/ ~ com a topologia quociente € a projecdo 7 : vX — 17X/ ~.
3.5.7 Proposigao. Para todo V € B e todo (4,U) € vX:
(A, U) e V* & n((4,0)) € [V,
portanto, 7 € um q-h de 1% espécie.

Demonstragao.
(=) Obvio.

(<) Se m((A,U)) € =#[V*], entdo, existe (B,W) € V* tal que (A U) ~ (B,W),
iee. BNV e W, A= BeB,nNU = BynNnW, logo, ANV € W, ie.
AnveB,NW =B,NnU, portarlo, ANV e U, ie (A,UYeV" g

Este exemplo € interessante porque fornece uma outra compactificagio do espago X
que é Ly, -equivalente a vX, j4 que X/ ~ é compacto e 7[X é injetora {basta observar

que se (4,0) ~ ({c}, {{2}}), entdo A = {z} ¢ U = {{}}).
Os dois tiltimos exemplos seguintes sio tomados da Algebra.

Exemplo 4. Seja f : A — B um epimorfismo de anéis (comutatives com identidade),
T a cole¢io de ideais proprios de A (resp. ideais primos, primarios ou maximais} que
contém Kerf, e ¢ a colegio de ideais proprios de B (resp. 1deais primos, primdrios ou
maximais). Entdo f é um q-h de 1* espécie. Em particular, se [ é um ideal préprio
de A, entio A = A/I com relagao as coleges 7 € o mencionadas (basta considerar a
projegdo m : A — A/I).

Exemplo 5. Seja A um anel comutative com identidade e 5 um sistema multiplicativo
a
de Acoin 1 € 8, Sejam f: A — As o homomorfismo candnico a — —, 7 = {P C A/P

é um ideal primo e PNS = ¢} co = {Q C As/Q ¢ um ideal primo } (As, denotado

também por S7'A, é o anel de fragdes de A maédulo S; ¢f. [A-M] pags. 11 ss.).
Definindo g : 7 — o por g(f) = P° (a extensio de P em Ag) temos que g € sobre-

jetora, ja que todo ideal (primo) de Ag é um ideal extendido {cf. [A-M] pag. 47).

3.5.8 Proposigao. Para todo a € A ¢ todo PP € 7,
ae P& fla) € Pr,

portanto, o par < f,g > é um g-h.
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Demonstragao.

(=) Se a € P entio, f(a)= % € flP| C P-.

(<=) Suponhamos % € P, entio a € fP?] = P = | J(P:3),l.e existes € S tal

4€8
quea € (P:3s) = {z € Afxs € P}, logo, as € P, portanto, como P é primo, a € P
ous€ P massg Ppois PNS=¢,logo,a € P 4 '

Em particular, se P ¢ um ideal primo de A, temos que A =g Ap.

Terminaremos este apéndice dando algumas propriedades adicionais dos quase-

homeomorfismos de 1% espécie, todas elas de verificacio rotineira.

3.5.9 Proposigio. Se f :< X,7 >—=< Y 0 > é um q-h de 1* espécic ¢ {A;}ier C 7,
denotando com F{A;} uma combinagio booleana arbitraria dos A; (incluindo unides e
interse¢des infinitas), temos:

i)

i)
iif)

iv)

vi)

fIB{A}] = B{S[A]]}, em particular, a fungdo ¢ : 7 — o dada por g{(A) = f[A] é

um isomorfismo com relagdo a operagao .
7 é fechada para a operagdo § se e somente se ¢ o é.
B{A;} € saturada com relagéo a f.

Se 7P e 0% sio os fechos de T e o com relagio A operagio B, entdo, f:< X, 7P >—
< Y,0° > é un g-h; em particular, se 7, é a colegao de subclasses de X saturados
com relagio a f, entdo 7,4, € uma topologia (no sentido usual) z-d sobre X maximal,
para a qual f é um q-h.

f é uma aplicagdo prépria s.a., 1.e. f é fechada s.a. e para todo K C Y compacto
s.a., f [ K] é compacto s.a. em X.

Para todo z € X, f[{z}] = {f(z)}, em particular, se X é um espago Ty s.a., i.e,
x # y implica {x} # {y}, entdo f e un homeomorflismo s.a. g
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CAPITULO 4

UMA SEMANTICA COMPACTA MINIMA
PARA LOGICAS COM MODELOS FRACOS

Este dltimo capitulo pretende colocar, devidamente [undamentados, basicamente
trés problemas relacionados com a pesquisa que nos ocupa. Para o autor desta tese, estes
problemas deveriam ter sido suficientemente analisados para ser apresentados aqui em
forma mais completa, entretanto, a sua importancia, que pretendemos destacar, nos exige
coloca-los em forma de problemas em aberto para pesquisas fuluras.

De fato, o titulo deste capitulo refere-se ao primeiro destes problemas que, numa
opinido pessoal, consideramos, sen&o o mais importante, talvez o mais interessante. Este
sera descrito no paragrafo 4.1 analisando, como um exemplo de destaque, o caso da lgica
de 2* ordem monadica. A importancia deste problema, veremos, reside nas suas conexdes
com o teorema de incompletude de Godel.

No parigrafo 4.2 analisaremos a possibilidade de aplicar o método de Fraissé a algu-
mas logicas cuja equivaléncia elementar admite uma caracterizagio {ipo back-and-forth.
Um exemplo de destaque é a logica infinitaria Lo,,. Uma solugio positiva deste pro-
blema forneceria exemplos de 16gicas Cauchy-completas que ndo sdo compactas, dado que
a uniformidade de Fraissé motivada pelo back-and-forth mencionado, em geral ndo é to-
talmente limitada.

O terceiro problema considerado é o completamento de uma estrutura a respeito da
légica de 1* ordem. Ele é apresentado no paragralo 4.3 e pretende analisar a possibilidade
de “construir” extensbes elementares de uma estrutura que simultaneamente sejam o seu
completamento de Cauchy com relagio a uma determinada uniformidade.

Muitos outros problemas tém sido sugeridos e esbogados ao longo destas paginas.
Faremos um pequeno resumo deles. Em primeiro lugar, e o mais importante, é a definigao
de satisfa¢do para os modelos generalizados, problema que, como é sugerido no exemplo 2
da segdo 3.5, estd intimamente relacionado com o comportamento do quantificador exis-
tencial nos novos modelos. Um outro problema estreitamente relacionado com aquele é
o das definigdes de isomorfismo, subestrutura e subestrutura elementar na nova calegoria
de modelos. Tails definigdes permitiriam a descrigio “adequada” dos novos objetos e o
desenvolvimento da teoria de modelos das diferentes compactificagdes estudadas (cadceias
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elementares, teoremas de Lowenheim-Skolem, omisséo de tipos, teorema da ultrapoténcia
de Keisler, etc).

Um outro problema que também se apresenta urgente, do ponto de vista topoldgico,
é o estudo detalhado da dependéncia da base na construgao do espago compactificado
~X, assim como sua relagdo com as diferentes compactificagbes conhecidas: Wallman,
Stone—éech, etc, relagdo que foi apenas esbogada no capitulo 3. Ligado a este problema,
e de profundo interesse para a teoria de modelos, € o estudo de outros tipos de compaci-
dade, como a [, A]-compacidade, qual o teorema de Lod que estd por trds deste tipo de
compacidade, e a [%, A]-compactificagdo correspondente. Um primeiro estudo, e motivado
pelos nossos interesses comuns, foi feito por X. Caicedo durante sua permanéncia como
Professor Visitante junto ao IMECC, no segundo semestre de 1992 (cf. [Ca3]).

Finalmente, devemos mencionar novamente o problema da “constru¢ao”, no caso
das 16gicas compactas, para cada familia {A;}ier e cada ultrafiltro U sobre I, de um
representante canonico de limy A;. No caso da logica de 1* ordem € o ultraproduto

[y Ai = lim H.A;. Para o caso de outras logicas talvez deva-se substituir o produto
Vies

carlesiano por algum oulro “produto generalizado” do eslilo de Felerman-Vaught, por

exemplo,

4.1 UMA SEMANTICA COMPACTA MINIMA PARA A LOGICA DE
SEGUNDA ORDEM

Existem dois métodos gerais de completar um espaco uniforme: (a) mergulhar o
espago como um subespac¢o denso no espago de todas as redes de Cauchy do referido
espago, como feito na segao 3.4, e (b) mergulhar o espago num outro espago que seja
completo e tomar o fecho respectivo. Nesta secio aplicaremos o segundo método para
compactificar uma logica.

Para tal efeito consideraremos légicas cuja semantica admite modelos fracos, i.e.
modelos onde a interpretagio de alguns dos seus simbolos, usualmente quantificadores ,
ndo é a standard. Tal é o caso das I6gicas de 2* ordem e ordem superior, e das 18gicas
com quantificadores generalizados (ver se¢io 3.4).

Nesta secfio analisaremos o caso da 1dgica de 2% ordem {monadica por simplicidade)
e transladaremos a problemitica levantada, para o caso de 1égicas com outros quantifica-
dOl‘CS.

Denotamos com S¢], a classe de todos os pares < A4,¢ > onde A =< A,... > St7

e ¢ # q C P(A). St} serd o ambiente natural para definir uma semintica compacta
tanto para a légica de 2* ordem monadica L%, como para légicas com quantificadores
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monadicos L(Q).
A linguagem de L%, tem dois tipos de variaveis:
- varidveis de 1% ordem (para elementos): xg,@1,...,&n,...

- variaveis de 2% ordem (para subconjuntos): Xg, X1,..., Xny. 1,
e a relagdo de pertinéncia € que liga uma com a outra;

no entanto, a linguagem de L(Q) apenas precisa do primeiro tipo.

As clausulas para a relagio de satisfagio fraca dos novos quantificadores sdo respec-
tivamente:

1. Para L%,

<A, g>E=(OX)p(X) ©  existe Seq lalque <A q>FE [9],
<A qg>E (VX)p(X) & paratodo S€q, <A q>FE 5

2. Para L(Q),
<Aq>E (Qr)e(z) & {a€ A/ <Aq>Foldleq,

e se ¢ € uma classe mondtona, i.e. S} € ¢ ¢ 52 2 5; implicam 53 € ¢, entdo, esta dltima
é equivalente a: existe S € ¢ tal que para todo a € 5, < A, ¢ > wla]. No caso de ser g
uma classe monétona, < A, ¢ > é chamada de estrutura monétona,

O espago St7,(L3;), também chamado de “semdiintica de Henkin”, tem um subespago
distinguido: aquele dos modelos standard da légica de 2% ordem, onde < A, ¢ > é dito
standard se ¢ = P(A). Este subespago serd denotado por St3{L3,). Analogamente, se @
€ um quantificador {monédico) e a sua “interpretacio standard” esta dada pela aplicagéo
Fg que a cada conjunto A associa uma determinada colecio Fp(A) C P(A), entdo o
subespaco Stf(L{Q)) dos modelos standard de L(Q) é a subcolegio de St7(L(Q)) que
consta das estruturas < A, Fp(A) >.

Neste contexto, um quantificador @) é dito mondieno se para todo conjunto A, Fy(A)
é uma colegdo mondtona de subconjuntos de A. Por exemplo, os quantificadores cardinais
(), sio mondtenos, pois para cada conjunto A, Fo_(A) = {X C A/|X| = R,} é uma classe
monotona.

Alguns autores restringem a classe St7, no caso da Iégica L((QQ), & subclasse das

w?

estruluras monétonas (cf. [M-T]), e no caso da légica L3,, & subclasse das estruturas
< A,q > que salisfazem o exquema de compreensio e o axioma da exiensionalidade,
sendo esles os seguintes:

a) FEsquema de compreensdo: Dada @(zy, ..., 2z, 2}, temos

(Va1) ... (Vo) (3X)(Ya)(p(zhs -y 2y z) > 7 € X).
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b} Azioma de extensionalidade: (Vz)(z € X w2 eY) 2 X =Y.

Noq adotaremos estas restrigdes se for necessirio. .

E conveniente mencionar neste ponto que a delerminagio exala de St], e StJ, tanto
para a légica L%, como para L((}), depende fortemente da teoria de conjuntos subja-
cente & nossa metat.eoria.. Por exemplo, se assumimos ou ndc a Hipotese Generalizada
do Continuo, o conjunto poténcia P{A) terd propriedades diferentes. Uma andlise da
1 » . » . L a ’ 1
influéncia da teoria de conjuntos na logica de 2% ordem ¢ leila, por exemplo, em [lla] e

[H-0].

A seguir esbogaremos brevemente a demonstracio de que os espagos St7(Li/) e
StT(L(Q)) sdo (zero-dimensionais) compactos.

4.1.1 Proposigao. §i7{L3,) é compacto.

Demonstragdo. Basta traduzir a linguagem L%, na linguagem de 1% ordem de tal
maneira que os modelos se correspondam.
A tradugdo se {az mediante a seguinle operagio:

sendo P um predicado bindrio que traduz a “pertinéncia”. E introduzindo os predicados
V(z) para “z € um elemento”, ¢ {/(z) para “z é um predicado unario”, temos que:

((Vz)e

(z)
((Fz)p()
(VX ) (X)
)

(AX)p(X

A correspondéncia entre os modelos se consegue mediante os seguintes axiomas que
governam os simbolos introduzidos:

i) (Vv (V) AU(y) = = # ),
i) (Vo) (YY) (P(z,y) = V(z) AU(y)),

z)) (V") V(") = ¢*(«"))
)= (3F)(VET) AeT ()
o= ‘)(U(X)—*w(X )
) EXT)U(X) AL (X7)) .

*

ax-

i) (Vz1) ... (V2,)(32)(Vy )21y - oy 2on i) & Py, z)) (esta € a versdo em primeira

ordem do esquema de compreensiao),
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iv) (V2)(P(z,2) & P(z,y)) = = = y (esta é a versao em primeira ordem do axioma
de extensionalidade).

Finalizaremos mencionando que, em particular, o axioma de extensionalidade é im-
portante pelo seguinte: se < A, S > é um modelo de 1% ordem oblido, sendo P a relagao
de “pertinéncia” entre elementos de A e elementos de 5, entdo, podemos obter 0 modelo de
2% ordem correspondente < A, ¢ > definindo ¢ = {Z/2 € S}, onde Z = {z € A/ P(z,2)}.
Prova-se, usando extensionalidade, que < A,S > e < A, ¢ > sdo isomorfos como esirutu-
ras de espécie dupla

4.1.2 Proposigido. St7(L(Q)) é compacto.

Demonstragio. A compacidade deste espago sera estabelecida pela determinagio de
um eleinento candnico de limy < A;, ¢; >, onde {< Ai, ¢; > }ier é uma familia qualquer e
U é um ultrafiltro sobre I (ver proposigao 2.2.8), i.c. construiremos um ultraproduto da
familia que satisfaga o teorema de L os.

Sejam {< A;, ¢ > }ies uma familia ¢ U um ultrafiliro sobre I, entio, o ultraproduto
da familia médulo U é dado por [[y < Ai,qi >=<[]y Ai,q > onde ¢(C P([ly Ai}) é
construido da seguinte maneira: consideremos as projegdes m; : [[A; — A; e extendamos
a ;i : P(ITA;) — P(A;) mediante a fungdo “imagem direta”, i.e. #;(C) = m{C]; entio,
podemos definir § = | J {#7[¢:] € P([1A:). Finalmente, considerando a projegio
teJ
p: 1A = Iy Ai e sua,Ji[:itgnsﬁo P P(I1A;) — P(Ily Ai), definimos ¢ = p{g].

Neste caso temos que : se *fiy...,* fu € [y Aiy < Ty Aisg >k (@)l fuy ..o ]
Aad {“g € HUAI'/ < HUAI'&Q >k: So[.fh”')*fﬂ!*g]} € ¢« existe C' € (;] tal que
(g € Ty A/ < Ty Aig oF @[fir.o fordl) = HC) = #l0), ie. C = {g €
MA/ < My 4 g >F= of*fi,.. . fugl} € § © existe J € U tal que para todo
i € J,C € 77l te. #(C) = m[C] € ¢ & {i € I/m[C] € ¢} € U, mas,
w0l = {ai € A < [y Aig > o f1,..-)" fa,* 9]} sendo g definida por g(i) = &
{para os i pertinentes); além disso, por hipétese induliva terfamos < [y A;q >k
el gl se e 56 se {i € T < Ani > plfi(i),. .. fuli), ()]} € U, por-
tanto, se 7 é tal que =;[C] € ¢, temos que < A, ¢ >F o[fi(i),..., fa(i),q;], logo,
{t € I/mfC) € g} e U & {ielf{e € Af < A,q >k olhi(i),..., f.(1),al]} €
Q’i} el « '[t € I/ < A;‘,‘}’i >': (Qr)@[fl(?): :fn(l)” el o

Demonstragdes analogas desle fato sio feilas em [Br) ¢ [M-T].

Com a exposigéo precedente criamos o ambicnte para colocar o nosso problema cen-
tral: sob que condi¢des o subespago Stf dos modelos standard (em qualquer uma das
i6gicas consideradas) é denso ou nédo no espago compacto St7 dos modelos fracos. Aqui
analisaremos com detalhe o caso da l6gica L3, explicitando sua conexio com o teorema
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de incompletude de Godel. Veremos que o teorema de Godel permite demonstrar que a
semantica de Henkin é “grande demais”, e os métodos topoldgicos permitirdo estudar a
minima semantica compacta contida naquela e que contém aos modelos standard. Deno-
taremos, em qualquer caso com St, o fecho de S5t7 em St7. O espago Sty é um subespaco
z-d compacto de S, e é a minima seménlica compacta que contém StJ.

Pode-se ver facilmente que a classe St; (como subclasse de St7) é axiomalizdvel pela
colegdo de todas as sentengas de L™ (L3, ou L(Q)) que sio satisfeitas por todos os modelos
standard: com efeito, Sty = Modz{Thi(St)). Por outro lado, é claro que Th(St7) nao
¢ uma colecao recursiva de sentengas de L7,

Seja 3 qualquer subcolegio recursiva de Th{St]) e St} = Mod,(X). E claro que
Sty C StL C Str.

4.1.3 Proposigao. Se L = L}, entdo, para todo Y recursivo como acima, temos que
Sty # St§, i.e. Stj é essencialmente nio denso em St7.

Demonstragio (Esta demonstragio foi sugerida por X. Caicedo). Seja 1y o tipo de
similaridade dos nimeros naturais IV (na linguagem da aritmética de Peano AP') e
T 2 To. Seja ¢ € L™ uma sentenga da aritmética que seja verdadeira em IV mas nio
demonstravel em AP (i.e. ¢ é uma sentenga de Godel).

Sejam ¢ o axioma de indugio completa (i.e. de 2* ordem) e I' = AP U U{s}.

Afirmacgo 1. T [=q ¢ (o ¢ a relagio de satisfagio a respeito dos modelos standard),

Com efeito, se < A,¢ >€ Stf e < A,q >E T, entao, pela categoricidade de IV
(em 2* ordem) temos que < A,q > = < IN,P(IN) >, mas < IN,P(IN} >[= ¢, logo,
<A qg>Fe

Afirmagao 2. Existe uma sentenga 8 € L7 tal que Modz(—-0) N St} # ¢ e Modp(-0) N
St§ = ¢. Isto estabelece a ndo-densidade de St} em Sif.

Consideremos *IV »y__ IN um modelo nio-standard de AP! em que seja falsa ¢, e
g4 © P("IV) a colegio dos subconjuntos definiveis de *IV. Neste caso, < "IV,qs > ¢
pois o, referido aos conjuntos definiveis, coincide com o esquema de inducio de 1% ordem.
Além disso, obviamente < *IV,qa >k APLUY, logo, < *IV,q; >l= I, em particular,
< *IN,qq >€ StE\St).

Seja I'o = AP} U qU{o} onde AP} é a axiomatica de Peano de 1% ordem sem o
esquema de indugdo (de 1% ordem)', e »o € Y linito qualquer contendo os axiomas de
extensionalidade e compreenséo, e seja # = ATy — . Obviamente, < *IV,qq4 >k 8,
portanto, Mod.,(=8) N St} £ ¢. Por outro lado, se existisse algum modelo standard
< A, q > 8, entdo < A,q >F Al'y A ~p, logo, novamente pela categoricidade de
N, < Ajqg > = < IN,P(IN) >, uma contradicdo, pois ¢ é verdadeira em IV, em con-
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sequencia, Mod (~0) NSy =¢ n

Para o caso das logicas L((}), o problema de determinar a densidade ou ndo de Stj
em St;, obviamente depende do quantificador ] e de sua fungéo de interpretagio stan-
dard Fy. Talvez os quantificadores ¢} para os quais ndo haja densidade escondam algum
“teorema tipo Godel” para L(Q). Observar que na demonstragio da proposigio 4.1.3, o
fato de exislir um ntmero finito de sentengas que definam calegoricamente uma estrutura,
parece ser essencial.

4.2. APLICACAO DO METODO DE FRAISSE A LOGICA L.,

Nesta secao faremos somenie a proposta de dois problemas relacionados com o
método de Fraissé, exposto na se¢iio 1.5 para o caso de L. O primeiro deles ligado &
possivel extensio deste método ao caso da légica Lo, € 0 segundo ligado a uma possivel
interpretacio desse método do ponto de vista dos feixes de estruturas.

Em primeiro lugar, devemos mencionar que a légica L, nio € uma légica pequena,
mas este fato nao é importanle para eleitos do mélodo de Fraissé.

A nossa suposigio de que o método de Fralssé funciona para este caso baseia-se no
fato que a relagio de equivaléncia elementar =, admite uma caracterizagio tipo back-
and-forth como no caso da légica L. Definindo o grau quantificacional e a relagio =2,
onde a é um ordinal, como em [Bal] tem-se o seguinte (cf. [Bal] pag. 17): para todo
A,B € St" e para todo ordinal @, sho equivalentes,

a) A=, B

b) Existe uma sequéncia fp 2 I) 2 ... 2 1, tal que para todo g < a,Is é um
conjunto ndo-vazio de isomorlismos parciats entre subesiruturas de A e B, ¢ se
B+1 <o, f €Jgraea€ Afresp. b€ ), enldo, existe g € Igcom f Cge
a € dom g (resp. b € 1m g).

Os elementos de I3 serdo chamados de f-iso.
Nés conjecturamos que a construcgdo de Fraisse¢ dada na proposicio 1.5.2 € possivel
de ser adaptada ao caso de L, na seguinte versao:

4.2.1 Proposigao. Seja {A;}icp uma rede de Cauchy em St7. Entdo, existe um sistema
dirigido < {Ba}, {fa} >a<p| associado a {A;}:ep satisfazendo as seguintes condigdes:

1. {Ba}a<|p| é uma subrede lincarmente ordenada de {Ai}ien.

2. Paratodo a < |D|, fo : Boy = Boy1 é um a-iso com im [, C dom foyy.

3. Se A(< |D|} ¢ um ordinal limite, entio By = lim Bsldom Jp.
A<

84



4. Paratodo a € B, existem b € dom foy1 € f.. 2 fa tal que f, ¢ um B-iso para todo
B<ael()=b w

Neste caso, ]ig{n B, [dom [, daria o limite de Cauchy da rede, e portanto, estabele-
a<|D

ceria a completude de Cauchy de 5t"( L) com relagio a uniformidade de Fraissé, a qual
é dada por {U, }acon onde para cada ordinal o, U, = {(A4,B)/ A =, B}.
De fato, a uniformidade de Fraissé gera a topologia elementar de St7 pois U,[A] =

(B/A =2, B} = {B/ para toda ¢ com gr{p) < a : A € Mod(p) & B € Mod(p)} =
N wid = N f Nod e 4B = Mol A (ol kol (e

gr(p)<a ar{v)<a gr(@)<a
tltima igualdade devido a que gr(—yp) = qr{p)).

Portanto, se a nossa conjectura € valida terfamos um exemplo de uma légica Cauchy-
completa que nio é compacta (alids, L..., ndo é compacta, pois a uniformidade de Fraissé
dada acima nio é totalmente limitada).

Por oulro lado, a respeito do método de Iraissé existe uma outra linha de pesquisa
iniciada por Caicedo e Setle em [Ca-S).

Sem entrar em delallies podemos dizer que, no caso de L, eles associam a sequéncia
< {B,},{f.} > construida na proposigdo 1.5.2, um feixe de estruturas definido sobre a
compactificacio de Alexandroff w U {00} (do espago w com a topologia discreta}, de tal
maneira que a fibra sobre co € genérica, i.e. 0 “forcing” e a “verdade” coincidem. Logo,
existe uma estrutura “real” (no oo) que é o limite de Cauchy da sequéncia.

Neste contexto podemos propor a seguinte conjectura: se L é uma logica cuja
equivaléncia elementar é caracterizavel por um back-and-forth, ¢ se St"(L} tem base
enumeravel, entdo, St"(L) é compacto se e somente se para toda sequéncia de Cauchy
{As}new C St7(L), a fibra sobre oo do feixe construido (como em [Ca-S]) sobre w U {oo}
é genérica.

Para concluir esta segdo, também conjecturamos, junto com Caicedo e Sette, que
o espago de feixes Sh (w U {oo}) com a topologia natural dada pelas classes da forma
O, = {9 € Sh,(wU {o0})/SIF ¢} é compacto.

Neste caso, Sh,(w U {oco}) forneceria uma compactificagdo de St7(L) jé que este
ultimo espago pode ser mergulhado continuamente naquele mediante a identificagdo de
uma estrutura A com o feixe constante A sobre w U {o0}.
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4.3 SOBRE O COMPLETAMENTO DE UMA ESTRUTURA

Sejal = L,, e A=< A,... >€ 5" que por simplicidade consideraremos relacional.
Seja Y C A e consideremos L7
de < A,y > yeY -

Definimos sobre A a §egtli11te topologia: para cada p{z) em L™, seja V) = {a €
Al < Ay >pevE pla]}. B claro que { Vi) }pim)errvy € uma base de clopens sobre A.

Seja = a relagdo de equivaléncia sobre A definida por: a = b se ¢ 56 se para toda
wlz) € L™V < Ay >pevF ¢lo] & < A,y >perf ¢lb], Le. os 1-tipos p, e py gerados
por a e b respectivamente (na teoria Th(< A,y >.ev)) sdo iguais. Entdo, o quociente
A/ = com a topologia quociente pode ser mergulhado densamente no espago compacto {e

Hausdorff} S\7 = S\ TA{< A,y > ,ev).

a linguagem de A com parinelros em Y i.e. alinguagem

O problema que propomos é o de encontrar uma extensio elementar 4 = A tal que
feche o seguinte diagrama:

A —= A
= | 1l =
A/ = ey Slj‘
1-1

A tem a seguinte topologia induzida pela de A: para cada p(x) € L™, os abertos
basicos sio dados por V() = {@ € A/ < A,y >yev|= ¢[d]}. Nesse caso, A serd chamado
o “completamento de A7, se a topologia definida acitia ¢ compacta.

De falo, A estd mergulhado densamente em qualquer extensio clementar sua, pois
se T/-w(r_) £ ¢, entio, existe @ € A tal que < A,y >yer F [d@], mas, como A < A, existe
a € A tal que < A,y >yey = la), logo, a € Vo) (= V) N A). _

Um candidato para A esta dado em [S] pag. 73, Prop. 15.1 (2), sendo ai A uma
extensdo elementar de A que realiza todos os 1-tipos de Th(< A,y > ey ).

A seguir propomos a seguinte construcio para um completamento A de A no caso de
T ser um tipo de similaridade (relacional) no maximo enumeravel e Y um subconjunto de
A no maximo enumeravel. Neste caso, a topologia definida sobre A tem base enumeravel
e, para o estudo da convergéncia em A sfo suficientes as sequéncias.

Seja {a,} uma sequéncia em A, entdo, {a,} ¢ de Cauchy se para toda ¢{z) € L™V
existe n € w tal que para todo 7] > n, < A,y > v vla;] @< A1 >pev = lg;].

Sejam A" a colecio de todas as sequéncias de Cauchy de A ¢ D um ultrafiltro
nao-principal sobre w. Entdo, definimos A = A*/D, subcolegio da ultrapoténcia A%l D.
Denotaremos a classe de equivaléncia de {a,} médulo D por < a, >.

Se Rere<a >,..,< a > A definimos R(< al >,..., <« af >) &

T

{n/R(al,...,a!)} € D. Entdo, a nova estrutura A é subestrutura de A“/D e satisfaz
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o teorema de L o$ seguinte: para toda @(zy,...,zx) em L™ e < al >,...,<a* > 4
temos que,

Alyl<al >,...,<af > e (/A plal,...,dt]} e D.

O passo critico na demonstragao deste {ato é para ¢ = (3z)1) e na diregio “<=".

Suponhamos que {n/A }= (z)¢[al,...,ak]} € D. Entdo, {n/ existe b, € A com
A Ylat,... a5, 8]} € D; como a topologia sobre A é z-d e, porlanlo, tolalmente
limitada, entdo, a sequéncia {b,} tem uma subsequéncia {b,, } de Cauchy. Verifica-se

facilmente que {r/A |= ¢lal ,...,a* ,b,]} € D, portanto, por hipdtese indutiva, A |=
Pl< al >, <k > < by, >] logo .A }: (E]:x:) (< al >,...,< at >]; finalmente,
como D é nao- plmclpal temos que < a!, >=< a > para i =1,...,k, portanto, A k=

(Fe)dl< e >, .., <ay >

0 argun‘lento anterior implica que A < A e portanto, A4 esta mergullado densamente
em A como j& vimos,

Observa-se que a construgio da cxtensio elementar A > A depende da ldgica; no
entanto, a construcao da extensio elementar A%/ D = A é puramente algébrica.

Provaremos que A com a topologia z-d proveniente da linguagem L™ é um espago
compacto e que realiza todos os 1-tipos de < A,y >cv- |

Para provar a compacidade provaremos que A satisfaz o teorema absirato de L o3,
i.e. para toda familia {< af >}ic. e todo ultrafiltro U sobre w,limy < aX ># ¢.

Seja {< a* >}, uma familia em A e U um ultrafiltro sobre w, Coustruiremos um
< b, >€ limy < @® > (sendo {b,} de Cauchy). < b, > deve satisflazer o seguinte: para
toda w(z) € LY,

< b, >€ V{p(r) < {k] < aﬁ >E Vw(r]} el

- Ak pl< b, >) o (kA Epl<at >] e U

ou seja, pelo teorema de L os,

{nf A= b} € Do [k {n/AE ¢ldf]} e D} e U

Um argumento diagonal permite escolhe1 uma sequéncia {b,} satisfazendo esta
ultlma equivaléncia.

E consequéncia imediata da compacidade que A realiza todos os 1-tipos de
< A,y >,ev: seja p € SiTh(< A,y >,ev), entdo, por deflinigio, todo subconjunto fi-
nito de p é realizado em < A,y >,cy, i.e. a colegdo {Vq,(,,)/cp € p} € uma familia de
fechados (basicos) com a PIF, logo, como A é compacto, existe < a, >€ ﬂ{th(I)/t,o € p},
i.e. para todo ¢ € p, A k& ¢[< a, >], portanto, < a, > realiza p em A. Alids, pode-se
provar facilmente que se B > A, entio, a topologia sobre B induzida pela de A é compacta
se e somente se B realiza todos os 1-tipos de A.
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Concluimos colocando o problema de generalizar este método de construgio, do
completamento de uma estrutura, cuja motivagio é consequéncia do trabalho conjunto
com A. M. Sette e W. A. Carnielli, aos casos nao-enumeriveis, assim como o estudo das
suas consequéncias nas teorias de omissio de tipos e modelos saturados.
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