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Abstract

In this work, we approach issues regarding weak solutions existences and nonlinear stability
for the incompressible Euler equations. More precisely, we analyze two distinct issues within these
topics. At first, we consider the Euler equations with helical symmetry and with no swirl. Then,
we use the reduction through symmetry to extend the stability techniques developed by Burton
and by Wan and Pulvirenti to the helical case. Consequently, for a simply connected, bounded
in horizontal planes and smooth helical domain, we prove that the strict maximiser of kinetic
energy relative to all rearrangement of an arbitrary helical function in L? is a steady and LP-stable
helical vorticity. Furthermore, in a cylindrical domain, we also prove that there exists a steady
and L'-stable helical vorticity which can be seen as an extension of the circular vortex patch. On
the second issue, we consider the two-dimensional Euler equations in the domain R? and with
initial data that do not decay at infinity. We show that initial vortex patches covered by Serfati
Existence of Solutions Theorem (that is, solutions with bounded velocities and vorticities) cannot
contain arbitrarily large balls. In addition, we construct a counterexample of a vortex patch for
which there exists an associated bounded velocity and such that there exists a subset in which the
vortex patch does not have any associated bounded velocity.

Keywords: Incompressible Euler equations, Fluid dynamics, stability.

Resumo

Neste trabalho, abordamos questoes de existéncia de solugoes fracas e de estabilidade nao-linear
para as equagoes de Euler incompressiveis. Mais precisamente, analisamos dois tépicos distintos
dentro destes assuntos. No primeiro, consideramos as equagoes de Euler sob a simetria helicoidal e
com a restricdo geométrica de ser livre de rodopio. Assim, utilizando as redugdes provenientes da
simetria, estendemos as técnicas de estabilidade desenvolvidas por Burton e por Wan e Pulvirenti
para o caso helicoidal. Consequentemente, para um dominio helicoidal, simplesmente conexo,
suave e limitado nos planos horizontais, demonstramos que o ponto de maximo estrito da energia
cinética restrito a classe de rearranjos de uma funcao helicoidal qualquer em LP é uma vorticidade
helicoidal estacionaria e LP-estavel num sentido nao-linear. Além disto, em um dominio cilindrico,
mostramos também que h4 uma vorticidade helicoidal estaciondria e L'-estavel que pode ser vista

vii



como uma extensao do vortex patch circular. No segundo tépico, consideramos as equagoes de Euler
bidimensionais em R? e com dados iniciais que ndo decaem no infinito. Demonstramos que os vortex
patches iniciais abrangidos pelo Teorema de Existéncia de Solugoes de Serfati (isto é, solugoes com
velocidades e vorticidades limitadas) nao podem conter bolas arbitrariamente grandes. Além disto,
construimos um contra exemplo de um wvortex patch com velocidade associada limitada e tal que
existe um subconjunto cujo vorter patch nao possui uma velocidade associada limitada.

Palavras-chave: Equacgoes de Euler incompressiveis, Dinamina dos fluidos, estabilidade.
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Dedico esta tese ao meu Senhor Jesus Cristo
como um singelo reconhecimento a sua preciosa e perfeita obra restauradora,
que foi revelada, por amor a criagdo, no tempo em que se fez homem e maldicao na cruz,
para poder receber béncgdos e a salvacdo todo aquele que nEle crer.
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"...0O rei de Aram estava em guerra contra Israel. Tomou conselho com seus oficiais e disse-
lhes: "Fareis uma incursao contra tal lugar."Mas Eliseu mandou dizer ao rei de Israel: "Cuidado
com tal lugar, pois os arameus descem para 14" e o rei de Israel mandou seus homens para o lugar
onde Eliseu lhe havia indicado. Ele o advertia e o rei ficava de sobreaviso; e isso se deu nao apenas
uma ou duas vezes.

O coragao do rei de Aram ficou perplexo com a coisa e ele convocou seus oficiais para perguntar-
lhes: "Nao me poderieis descobrir quem é que esta nos traindo junto do rei de Israel?" Um dos
seus oficiais respondeu: "Ninguém, senhor meu rei; é Eliseu, profeta de Israel, que revela ao rei de
Israel até mesmo as palavras que dizes no teu quarto de dormir." Ordenou ele: "Ide, vede onde ele
estd e mandarei prendé-lo." E foi-lhe anunciado: "Eis que ele estd em Dota." Entao o rei mandou
para la cavalos, carros e uma poderosa tropa; chegaram de noite e cercaram o lugar.

No dia seguinte, Eliseu levantou-se bem cedo e saiu. E eis que um batalhdo cercava a cidade
com cavalos e carros! Seu servo lhe disse: "Ai, meu senhor, como vamos fazer?" "Nao tenhas
medo", respondeu, "pois sd0 mais numerosos os que estao conosco que os que estdo com eles."
Eliseu orou dizendo: '"lahweh abre seus olhos para que veja!'lahweh abriu os olhos do servo e ele
viu a montanha coberta de cavalos e carros de fogo em torno de Eliseu!

E quando os arameus desciam contra ele, Eliseu orou assim a lahweh: "Digna-te ferir essa gente
de belida." Entao Eliseu lhes disse: "Nao é este o caminho, nem é esta a cidade. Segui-me, que vos
conduzirei ao homem que procurais." Mas ele os conduziu a Samaria. Ao entrarem em Samaria,
Eliseu disse: "lahweh, abre os olhos dessa gente, para que veja." Iahweh abriu seus olhos e eles
viram: estavam no centro de Samaria!

Quando os viu, o rei de Israel disse a Eliseu: "Devo mata-los, meu pai?" Mas ele respondeu:
"Nao! Tiras a vida aqueles que tua espada e teu arco fizeram prisioneiros? Da-lhes pao e agua,
para que comam e bebam e depois voltem para seu senhor." O rei lhes serviu um grande banquete;
depois de terem comido e bebido, despediu-os e eles voltaram para o seu senhor. Os bandos
arameus nao fizeram mais incursoes no territorio de Israel .. ."

IT Reis 6, 8-23

"...Assim disse Iahweh: Que o sabio nao se glorie de sua sabedoria, que o valente nao se glorie de
sua valentia, que o rico nao se glorie de sua riqueza!

Mas aquele que quer gloriar-se glorie-se disto: Que ele tenha inteligéncia e me conhega, porque eu
sou lahweh que pratico o amor, o direito e a justica na terra. Porque, ¢ disto que eu gosto,
oraculo de Iahweh!..."

Jeremias 9, 22-23
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Introducao

Neste trabalho, tratamos as equacoes de Euler que modelam fluidos ideais e incompressiveis.
Mais precisamente, pesquisamos dois tépicos distintos dentro deste assunto. No primeiro, abor-
damos as equagdes de Euler 3-D com simetria helicoidal e analisamos questoes relacionadas a
existéncia de solugoes e estabilidade nao-linear. No segundo, consideramos as equagoes de Euler
2-D e lidamos com propriedades para dados iniciais que nao decaem no infinito.

As equacoes que modelam o movimento de fluidos incompressiveis e nao-viscosos foram deriva-
das por Leonard Euler em 1757 ([28]). Embora haja mais de dois séculos e meio de contribuigoes
académicas sobre o tema, muitas questoes envolvendo estas equacoes ainda continuam em aberto.
Mesmo a existéncia de solu¢oes globalmente definidas no tempo é um desafio corrente para a co-
munidade cientifica (veja [5], [19], [45] e [47] para detalhes). A fim de evidenciar a atualidade
do assunto, lembramos que no contexto analogo de Navier-Stokes, a obtengao de solucoes globais
e suaves para dados iniciais suaves é um dos famosos problemas do milénio proposto pelo Clay
Institute.

Casos particulares em que ha melhores resultados sao os escoamentos com simetria. Uma
simetria amplamente estudada na literatura é a bidimensional. Nesta, o campo de velocidades é
paralelo ao plano 3 = 0 e independente de x3. Para estes escoamentos, teoremas de boa colocagao
global e de comportamento para tempos longos tém sido obtidos desde décadas passadas (veja
[41], [45] e [47]). Uma das razoes para o bom tratamentos de fluxos bidimensionais é o fato
que a vorticidade satisfaz uma equacao do transporte escalar, e portanto pode ser estimada mais
facilmente. Outra simetria frequentemente considerada na literatura é a axial e estudos deste caso
podem ser encontrados em [45].

A simetria que consideramos na primeira parte deste trabalho é a helicoidal. Nesta, o campo
de velocidades, quando escrito em coordenadas cilindricas, depende da combinacao (r, 0 + z). Em
[13], [24], [27], [35], [43] e [44] encontramos teoremas de existéncia de solugoes globais e de limites
evanescentes para as equagoes de Euler e de Navier-Stokes helicoidais. Na primeira parte deste
trabalho, temos como resultado principal a existéncia de solugoes estacionarias e estaveis para as
equacgoes de Euler helicoidais. Notamos que apenas recentemente fluxos helicoidais tém atraido a
atencao da comunidade cientifica de forma mais recorrente. Uma possivel razao é a falta de um
sistema de coordenadas adequado para a simetria.

Uma condicao geométrica adicional pode ser considerada no caso Euler helicoidal. Chamamos
de escoamentos sem rodopio aos campos de velocidades que também sao ortogonais as hélices
verticais 6 + z = cte. Apesar de fisicamente restritiva, esta condi¢do torna os fluxos, em certo
sentido, semelhantes aos bidimensionais, e portanto matematicamente mais trataveis.



Escoamentos helicoidais sem rodopio tém o campo de vorticidades da forma (x2, —z1, 1)ws, com
ws constante sobre as hélices 0 4 z = cte (veja Proposicao 2.5). Portanto, para um escoamento em
uma regidao Q C R?, a vorticidade est4 completamente definida pela restricao de w3 ao subconjunto
Q,, para Q, = QN{z =0} . A esta restricio chamamos £. Além disso, para v uma transformacao
linear adequada das duas primeiras componentes do campo de velocidades, e para a notacao v.V =
010z, + 120,,, temos que a equacdo da vorticidade é reduzida a seguinte equagao do transporte
escalar (veja a Proposicao 2.10):

aat§+ (v.V)§ = 0 em §, x [0,00). (0.0.1)

Ademais, para 1 a normal unitdria exterior a 0f),, temos que £ e v estdo relacionados pelo
seguinte sistema:

div{lll—i_x% _x1x2][ UQ]} = ¢ em Q,x[0,00),

1+ gj% —+ gj% —T1T9 1+ CL’% —U1
dive = 0 em Q,x[0,00),
vy = 0 em 09, x[0,00).

(0.0.2)

Em suma, (0.0.1)-(0.0.2) é a reducao por simetria da equagao da vorticidade para Euler heli-
coidal sem rodopio.

O sistema acima é semelhante ao caso bidimensional (veja se¢ao 1.1 do primeiro capitulo
deste trabalho). A diferenca estd na primeira igualdade de (0.0.2). Enquanto no bidimensional a
expressao € 0,,v2 — O0,,v1 = &, aqui temos uma espécie de rotacional torcido.

Uma questdao que naturalmente surge é saber se os resultados bem estabelecidos de Euler
bidimensional podem ser estendidos para o caso helicoidal sem rodopio. Como uma primeira
resposta no sentido positivo, temos que se €2, é aberto, limitado e suave, em [27] é estabelecido
existéncia e unicidade de solugoes para dados iniciais §, € L>(€),). A demonstracao da unicidade
segue as ideias do Teorema de Yudovich ([52]).

Neste trabalho, estendemos o teorema de existéncia de solugoes acima para dados iniciais em

& € LP(Q,), com p > 3 Mais precisamente, temos o seguinte resultado:

4
Teorema 0.1. Sejam p > —, Q, C R? aberto, limitado, suave e simplesmente conexo e & €

LP(Q,). Entdo, existe uma & € L*([0,00), LP(§,)) solugio fraca de (0.0.1)-(0.0.2) com dado
inicial &.

No teorema acima, a unicidade de solugoes nao ¢ demonstrada. Este resultado estd em concor-
dancia com o caso bidimensinal, que igualmente tem a questao da unicidade em L”, com p < oo,
como um problema em aberto (veja segdao 1.1 do primeiro capitulo deste trabalho).

Além disso, investigamos também a existéncia de vorticidades estaciondrias e estaveis. Em [51],
Wan e Pulvirenti demonstraram a estabilidade L' do vortez patch circular para Euler bidimensi-
onal. Neste trabalho, mostramos que hd uma vorticidade estacionaria helicoidal que ¢ igualmente
L' estével. Com efeito, considerando o sistema reduzido acima e a notacao de funcio caracteristica
de um conjunto A, C R™ por Xa,, temos o seguinte teorema:

2



Teorema 0.2. Sejam R > 1 e €, = Br2(0, R). Entdo, § = Xp_,(0,1) € uma solugio estaciondria
de (0.0.1)-(0.0.2) e L'-estdvel sob a perturbacao de outros dados iniciais que sdo fungdes caracte-
risticas. Mais precisamente, para cada € > 0, existe § > 0 tal que se Ag C Qy, A € R, £(0) = AXa,,
1£(0) — X0l )< 0 e & € L([0,00), L®()) € a solugio do sistema (0.0.1)-(0.0.2) com
condicdo inicial £(0), entdo [|§(t) — Xp_,0.1)llL1(@,)< € para todo t > 0.

Como (0.0.1)-(0.0.2) é a redugao por simetria da equagao da vorticidade, o resultado acima
pode ser visto como a estabilidade L}mm , da vorticidade estaciondria w = (22, —71,1)Xp_,(0,1)xR
para Euler helicoidal sem rodopio. A esta vorticidade chamamos vortex patch helicoidal.

Para o préximo resultado, precisamos da seguinte nogao de energia associada ao sistema (0.0.1)-
4
(0.0.2): fixado p > 3© ¢ € LP(9,), mostramos que existe tnica G[¢] € WP(Q,) N W, 7(,) tal

que v = V1G[€] é a solugao de (0.0.2), para V+ = (9,,, —0,, ). Entao, definimos a energia como a
quantidade

_1
2 Ja,

€l¢] §()G¢] (z)d. (0.0.3)

Em [15], [16] e [17], Burton desenvolveu uma teoria sobre rearranjos de fungoes e aplicou os
resultados ao funcional energia para obter solugdes estacionérias e estaveis das equagoes de Euler
bidimensionais. Usamos esta teoria de rearranjos de func¢oes para obtermos a seguinte extensao do
Teorema de Burton:

4
Teorema 0.3. Sejam — < p < oo, Q, C R? aberto, limitado, suave e simplesmente conexo,

f € LP(,) e R o conjunto de todos os rearranjos de f em Q,. Munimos R com a topologia
induzida de LP(Q,). Entao, sio verdadeiras as sequintes afirmagoes:

1. O funcional energia restrito a R (isto é, € : R 1— R) atinge o supremo. Além disso, se
& € R € um ponto de mdzximo, entio & é uma solugio estaciondria do sistema (0.0.1)-

(0.0.2);

2. Se& € R é um ponto de maximo local de £ : R 1— R, entdo & € uma solucao estaciondria
do sistema (0.0.1)-(0.0.2);

3. Se2<p<ooef éum ponto de marimo estrito de £ : R 1— R, entdo & é uma solugdo
estaciondria e LP-estavel. Mais precisamente, para cada € > 0, existe 0 > 0, tal que se £(0) €
LP($,), |£(0) = &l Lrn < 0 € & € L™([0,00), LP(€,)) € a solugio do sistema (0.0.1)-(0.0.2)
dada pelo Teorema 0.1 e com condicio inicial £(0), entdo temos que ||(t) — &ollzr) < €
para todo t > 0.

Novamente, como (0.0.1)-(0.0.2) é a reducao por simetria da equagao da vorticidade, o resultado
acima pode ser visto como a estabilidade L, . da vorticidade estaciondria w = (zg, =21, 1)ws
associada a &y, para Euler 3-D helicoidal e sem rodopio.

Além do teorema acima, temos também o seguinte resultado:



Teorema 0.4. Sejam 2 < p < oo, R > 1, Q, = Bgz(0, R), g € L*(0, R*) mondtona e & = g(] . |*).
Entao, & € uma solugao estaciondria e LP-estavel. Mais precisamente, para cada € > 0, existe
6 >0, tal que se £(0) € LP(Q,), [lg(| - 1*) —£(0)]| Lr(,) < 6 €& € a solugdo do sistema (0.0.1)-(0.0.2)
dada pelo Teorema 0.1 com condigio inicial £(0), entao temos que ||g(|.[*) — &(t)| v < €, para
todo t > 0.

Na segunda parte deste trabalho, consideramos as equacoes de Euler 2-D no dominio R? e
lidamos com propriedades para dados iniciais que nao decaem no infinito.

Com efeito, pelo classico Teorema de Yudovich, temos garantida a existéncia e unicidade de
solugdes para Euler bidimensional com vorticidade w € L*([0, T); L*(R?) N L>=(R?)) (veja [45] e
[52]). Devido a integrabilidade, os dados iniciais abrangidas por este resultado, em certo sentido,
decaem no infinito. Além deste, outros teoremas de existéncia de solugoes para condi¢oes iniciais
wo € LP(R?) podem ser encontrados em [7], [8], [31] e [45].

Por outro lado, do ponto de vista fisico, as vorticidades em escoamentos pouco viscosos tendem
a ser geradas perto da fronteira (veja [2] e [41] para maiores detalhes). Levando em conta que
os modelos com o dominio R? podem ser vistos como aproximacoes para fluxos longe da margem
delimitadora, temos que dados iniciais que nao decaem no infinito sdo fisicamente relevantes. Nesta
direcao, Serfati em [48] demonstrou a boa colocagao das equagoes de Euler bidimensionais no espago
S ={u € (L®(R?))?% divu=0 e w=rotu € L¥(R?)} (veja [2] e [49] para melhorias e extensoes
do resultado).

Uma questao interessante e ainda pouco explorada neste tema é caracterizar os dados iniciais
abrangidos pelo Teorema de Serfati. Neste trabalho, mostramos a seguinte propriedade para os
vortex patches de S, isto é, para os elementos de S cujo w sao fungoes caracteristicas:

Teorema 0.5. Sejam u € L™(R?) e Q C R? tal que

divu = 0,
rotu = Xgq.

Entao, para todo x € R? e r > 25||ul| 00 (r2), temos que
|B(x,r) Q> 0,
para B(x,r) ={y e R* |z —y|<r}, Q°=R?/Q e| .| a medida de Lebesgue em R

Como consequéncia do teorema acima, temos que uma condi¢do necessaria para X, ser uma
vorticidade em S é que §2 nao pode conter bolas arbitrariamente grandes. Portanto, muitos vortex
patches iniciais nao sao abrangidos pelo Teorema de Serfati. Citamos Are2 e Xq,, para €, =
{(z1,22) € R* 1z >0 ez >0}

Além desta questao, ainda nao sado conhecidos exemplos explicitos de vorticidades iniciais em
S que nao estao em LP(R?) e nio sao periédicos. Neste trabalho, obtemos o seguinte vortex patch
inicial em S com &rea infinita:

Exemplo 0.1. Sejam Q = {(z1,22) € R?, (x1,13) ER x (=1,1)} e u = (uy,0) dado por

2 se 19 < —1,
Ul(Il,ZEQ) = 1—29 se —1<x9< 1,
0 se To > 1.



Entao, ue S ew = X, .

Dado X, uma vorticidade inicial de Serfati, uma indagacao que naturalmente surge é saber se
para todo 2* C €, Xo+ também é de Serfati. Com o exemplo anterior e o seguinte, temos que a
resposta ¢ negativa.

Exemplo 0.2. Seja Qy = {(z1,72) € R? (z1,79) € (0,00) x (—=1,1)}. Entdo, ndo existe u € S
tal que w = X, .

Durante o desenvolvimento da tese, procuramos por uma familia de exemplos de vortex patches
iniciais em S com drea infinita. Conjecturamos que Xo,, para —1 < 8 < 0 e Q5 = {(7,y) €
R% 2z > 1e0 < y < 27}, poderia ser esta familia. Porém, ndo conseguimos comprovar esta
conjectura e nem a refutar. Apesar disto, mostramos que ha um decaimento suficiente em Xo,
para a lei de Biot-Savart estar bem definida. Portanto, demonstramos que estes vortex patches sao
condigoes iniciais abrangidas pelo Teorema de Existéncia de Solugdes de Brunelli (veja [14]).

Este trabalho esta organizado da seguinte forma: No capitulo 1, fazemos uma introducao as
equacoes de Euler, incluindo a deducao do modelo e o enunciado de alguns teoremas de existéncia
de solugoes e estabilidade nao-linear conhecidos na literatura. Além disso, fazemos uma introducao
a teoria de rearranjos de fungoes, com os enunciados do resultados que sao usados neste trabalho.
No capitulo 2, demonstramos um teorema de existéncia de solugdes para as equagoes de Euler
helicoidais sem rodopio. Na primeira se¢ao, apresentamos a definicdo de simetria helicoidal, suas
propriedades e a relagao com as equagoes de Euler. Além disso, reescrevemos a equacgao da vortici-
dade para Euler helicoidal sem rodopio na forma (0.0.1)-(0.0.2). Na segunda se¢ao, demonstramos
o Teorema 0.1. No capitulo 3, apresentamos algumas solugoes estaciondrias e estaveis (no sentido
nao-linear) para as equagoes de Euler helicoidais sem rodopio. Mais especificamente, demostramos
os Teoremas 0.2, 0.3 e 0.4. No capitulo 4, consideramos as equacoes de Euler bidimensionais no
dominio R? e sem hipéteses de decaimento no infinito. Na primeira secdo, definimos solucoes de
Brunelli e demonstramos que os vorter patches Xo, como acima sao dados iniciais de Brunelli com
area infinita. Na segunda secao, definimos solugdes de Serfati, apresentamos os Exemplos 0.1 e 0.2
e demonstramos o Teorema 0.5






Capitulo 1

Preliminares

Nosso objetivo neste capitulo é facilitar a leitura do texto, incluindo notagoes e pré-requisitos de
teoria matematica da dindmica dos fluidos e de equagoes diferenciais parciais, assim como também
situar este trabalho, de uma forma mais clara, dentro do estado da arte do tema. Na primeira
se¢do, versamos sobre as equacoes de Fuler. Comecamos pela dedugdo do modelo e vamos até
resultados sobre existéncia de solugoes e estabilidade nao-linear. Na segunda secéo, introduzimos
a teoria de rearranjos de funcgoes, fixando notagoes e resultados relevantes para o desenvolvimento
deste trabalho.

1.1 Introducao as equacoes de Euler

Nesta secao, fazemos uma introducao a teoria das equagoes de Euler incompressiveis. Na
primeira subsecao, enunciamos as hipdteses fisicas do modelo e, em seguida, deduzimos as equagoes
de Euler em termos da velocidade. Na segunda subse¢ao, enunciamos resultados sobre existéncia de
solucoes e formagao de singularidades. Além disso, introduzimos a noc¢ao de simetria bidimensional
e apresentamos teoremas de existéncia de solugoes globais (classicas e fracas) para as equagoes de
FEuler bidimensionais. Na terceira subsecao, expomos resultados sobre estabilidade nao-linear de
solugoes.

1.1.1 Deducao das equagoes de Euler incompressiveis

Nesta subsecao, seguimos [18] e [41] e deduzimos as equagdes de Euler que modelam um esco-
amento incompressivel nao-viscoso. Essas equagoes sdo obtidas a partir dos principios fisicos da
conservacao da massa e do balan¢o do momento, juntamente com a hipdtese do continuo. Primeiro,
assumimos o principio da conservacao da massa e usamos a descricao Euleriana para deduzirmos
a equagao da continuidade (ou equacdo da conservagdo da massa). Apoés isto, supomos que o
escoamento é nao-viscoso (ideal), assumimos o principio do balango do momento (segunda lei de
Newton) e usamos a descricao Lagrangiana para deduzirmos a equagao do momento. Finalmente,
impomos as hipoteses adicionais e restritivas de escoamentos homogéneos e incompressiveis para
obtermos as equacoes de Euler incompressiveis.



Conservagao da massa

Seja 2 C R? uma regido limitada, suave e preenchida com um fluido que esteja em um determi-
nado regime de escoamento. Supomos que seja valida a hipétese do continuo (veja [41] para deta-
lhes). Diante disto, consideramos p : 2 x [0, 00) 1— R a funcao densidade e u : Q x [0, 00) 1— R3
o campo vetorial de velocidades para este escoamento. Supomos também que as funcoes p e u, as-
sim como as demais varidveis que surgirem, sao suficientemente suaves para justificar as passagens
que seguem.

Se W C € é mensuravel, a massa do fluido em W no tempo ¢ é definida por

m(W,t) = / p(x,t)dx.
w
Considerando o principio da conservagao da massa (massa nao pode ser criada e nem destruida),

temos que a taxa de crescimento de massa em W é igual a taxa de massa que atravessa 0W na
direcao do interior de W, isto é, para n a normal unitaria exterior a OW, temos

gt [ ptetyde == [ platyula, )n(w)ds (@)

Aplicando o Teorema da Divergéncia de Gauss na equacao acima, temos que

0
— ' =0. 1.1.1
[ ( 9 1) + div <p<x,t>u<x,t>>) dr =0 (1)
Pela arbitrariedade de W, temos que (1.1.1) é equivalente & equagao
0 .
ap—i—dw (pu) = 0. (1.1.2)

Estas sdo chamadas equagao da continuidade ou equacao da conservagao da massa (na formu-
lacdo integral e diferencial respectivamente).

Balan¢co do momento

Para qualquer meio continuo, as forcas atuando em um pedago de material sdo de dois tipos. O
primeiro ¢ a tensao, que sao forgas atuando através das superficies devido a propriedades mecanicas
do meio. O segundo sao as forcas a distancia, como, por exemplo, gravidade e campo magnético.

Um escoamento é chamado ideal (nao-viscoso) se existe uma funcao p = p(z,t) (chamada
pressao) tal que se S é uma superficie no fluido com uma dada normal unitaria 7, entao a tensao
exercida através da superficie S por unidade de drea no ponto x € S e no tempo ¢ é dada por
p(x,t)n(x). Para escoamentos viscosos (ndo-ideais), tem-se que a tensdo é do tipo p(z,t)n(x) +
o(x,t)n(z), para ¢ um tensor adequado.

Viscosidade é a propriedade associada a resisténcia que o fluido oferece a deformagoes por cisa-
lhamento. Esta resisténcia corresponde ao atrito interno do fluido devido basicamente & interagoes
intermoleculares. O escoamento de fluidos com valores baixos de viscosidade é bem aproximado
por modelos de escoamentos inviscidos, exceto perto da fronteira, onde a camada limite (camada
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de fluido nas imediagoes de uma superficie delimitadora) desempenha um papel importante nos
efeitos difusivos e na dissipagao da energia mecanica (veja [41] para maiores detalhes).
Definimos X : © x [0, 00) 1— € como a soluc¢do do seguinte problema de valor inicial:

d
{th(x’t) = u(X(z,1),1), (1.1.3)
X(z,0) = =

Esta aplica¢ao é chamada mapa Lagrangeano e X (z,.) pode ser interpretado como a evolugao
de uma "particula de fluido" que no instante inicial encontrava-se no ponto x.
Dado W C 2 mensuravel, definimos o dominio material referente a W por

Para um dominio material W;, definimos o vetor momento por
P(W,) = / o(z, tyu(z, t)dz.
Wi

Considerando o principio do balango do momento (segunda lei de Newton), temos que a taxa
de variacao do momento em um dominio material é igual a forca resultante agindo sobre este
dominio. Supondo que o fluido seja ideal, que b(z,t) seja a forga a distdncia por unidade de massa
e que 7(z,t) seja a normal unitéria exterior & 9W; no ponto x, temos

d

& e p(z, t)u(z, t)dx = —/ plx, t)n(x, t)dS(x) + | plx,t)b(z, t)dz. (1.1.4)

8Wt Wt

Usaremos o Teorema do Transporte para reescrevermos o lado esquerdo da igualdade acima.
Porém, necessitamos antes do seguinte Lema:

Lema 1.1. Seja X : Q x[0,00) +— Q 0 mapa Lagrangeano de um escoamento. Entao, temos que

d .
£|VX(1:, )= VX (x,t)| (divw)|(x (.- (1.1.5)

A demonstracao deste Lema pode ser encontrada em [18].

Teorema 1.2 (Teorema do Transporte). Seja f : Q x [0,00) 1— R uma fungdo escalar suave.
Entao, para todo dominio material Wy, temos que

( Fl,t) + div(u(z, 1) f(m,t))) dz. (1.1.6)

fz, t)dx = / o

% Wt Wt

Demonstracao do Teorema 1.2.



Usando o Teorema da Mudanca de Varidvel e o Lema 1.1, obtemos
jt [ et dt/ 1) |V X ()| do
- [ (g{( (=, ),t)+(Vf)(X(x,t),t)th(x,t)) VX ()] da
+ /Wf(X(x,t),t)thX(x,tﬂdx
- /W (%;(X(x,t),t)+(Vf)(X(x,t),t)u(X(x,t),t)) VX (x,1)] do
+ [ (X (0,0 div ) (X, 1),8) VX (@,0)] da
- /. (jtf(x t) + div(u (m,t)f(m,t))) da.
.

Voltemos a deduc¢ao da equagao do momento. Com efeito, aplicando o Teorema do Transporte
e o Teorema da Divergéncia de Gauss em (1.1.4), obtemos as seguintes equagoes:

/ (CZ (p(x, t)u;(z,t)) + div (u(z, t)p(z, t)u;(x, b)) + aiip(:ﬁ, t) — p(x, t)b;(x, t)> dr =0,

para i = 1,2,3. Pela arbitrariedade de W e pelo fato que X (.,t) : Q 1— € é uma bije¢ao, temos
que

o) + div (wpu) =

para i = 1,2,3. Usando a equagao da continuidade (1.1.2), obtemos

d
(dtu + (u.V) ) = —Vp + pb. (1.1.7)
Esta é chamada equacao do momento.

Escoamentos incompressiveis e as equacgoes de Euler

Dizemos que um escoamento é incompressivel se o volume de todo dominio material permanece
constante no tempo. Temos o seguinte Lema que caracteriza escoamentos incompressiveis:

Lema 1.3. Sdo equivalentes as sequintes afirmacoes:
1. O escoamento é incompressivel;

2. divu = 0;
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3. VX (2, t)= 1.

Demonstracao do Lema 1.3.

Como X(x,0) = z (veja igualdade (1.1.3)), temos que |VX(z,0)|]= 1. Portanto, usando a
equagao (1.1.5), isto é,

Zt‘vx@,t)\: VX (2, 8)|(divu) (X (2, 1), 1),

temos que 2 e 3 sao equivalentes. Por outro lado, usando o Teorema do Transporte, temos que

d .
&, dx = i divu(zx,t)dx.

Pela arbitrariedade de W e pelo fato que X(.,t) : Q 1+— Q é uma bije¢do, temos que 1 e 2 sdo
equivalentes.

Dizemos que um escoamento é homogéneo se, para cada instante de tempo, a densidade p é
constante no espago, isto é, se p(z,t) = p(t). Usando a equagdo da continuidade (1.1.2), temos
que um escoamento homogéneo satisfaz

d
£p+pdivu: 0.

Consideremos um escoamento homogéneo. Entao, pela caracterizacao de escoamentos incom-
pressiveis dada pelo item 2 do Lema 1.3 acima (isto é, divu = 0), temos que o escoamento é
incompressivel se, e somente se, a densidade p ¢ constante no espaco e no tempo. Portanto, para
um escoamento ideal, homogéneo e incompressivel (com p = 1), temos as chamadas equagoes de
Euler incompressiveis

{du+(u_V)u = —Vp+0, (1.1.8)

dt »
divu = 0.
Se a forga a distdncia b for um campo potencial (isto é, se b é gradiente), entdo podemos
incorporé-la ao termo da pressao.

Para um escoamento com o campo de velocidades u, definimos a derivada material gt €omo o
operador dado por
Df _ df
Dt dt
Portanto, supondo que a forga a distancia é potencial e usando a derivada material, podemos
escrever as equacoes de Euler incompressiveis na forma

Du
Dr — VP (1.1.9)
divu = 0.

+ (u.V)f.
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Para as condigoes de contorno destas equagoes, supomos que a fronteira é um corpo rigido, o
qual forma uma barreira estacionaria que determina o dominio do escoamento. Neste caso, uma
condi¢ao de contorno natural é a de ndo-penetracao, isto é, para n(z) a normal unitéria exterior &
x em 02, temos a seguinte restrigao:

u(z,t).n(x) =0, Vo € . (1.1.10)

Intuitivamente, esta condicao de fronteira de ndo-penetracao permite que o fluido deslize livre-
mente nos pontos de contato com o corpo rigido que delimita o dominio, nao havendo interacoes
tangenciais entre o escoamento e esta fronteira (veja [42]).

Para dominios ilimitados, pode-se mostrar que as equagdes de Euler permanecem validas (veja
[47]). No entanto, além das condigoes de fronteira, é preciso especificar o comportamento da
velocidade u(z) quando |z|— oco. Condigoes de periodicidade podem ser consideradas.

Para além destes dominios, as equacgoes de Euler também tém sido estudadas sobre variedades
Riemannianas (veja [26]).

1.1.2 Existéncia de solucoes e estabilidade nao-linear

Nesta subsecao, enunciamos alguns resultados da literatura sobre existéncia de solugoes e esta-
bilidade nao-linear para as equacoes de Euler. Primeiro, tratamos a existéncia de solugoes locais
classicas e a conexao entre a formacao de singularidades e estimativas para a vorticidade. Em se-
guida, abordamos as equacgoes de Euler com simetria bidimensional e seus teoremas de existéncia
de solucoes globais. Finalmente, lidamos com a estabilidade nao-linear para as equagoes de Euler
bidimensionais. Nesta parte, enunciamos o Teorema de Estabilidade de Arnold para solugoes es-
tacionarias e suaves, o Teorema de Estabilidade Wan e Pulvirenti para o vorter patch circular e o
Teorema de Estabilidade de Burton para pontos de maximos estritos do funcional energia restrito
a superficies isovorticais.

Observamos que estes dois tultimos resultados de estabilidade nao-linear sao estendidos no
capitulo 3 para as equacoes de Fuler helicoidais sem rodopio.

Solugoes classicas locais

Em escoamentos incompressiveis, o termo de pressao Vp estd completamente determinado pelo
campo de velocidades u. Com efeito, se H™ denota o espago de Sobolev usual (como em Evans
[29]), temos o seguinte resultado de decomposigao:

Proposigao 1.4 (Decomposi¢do de Hodge). Seja (M, 0M) uma variedade Riemanniana de di-
mensao n, suave e compacta. Para m € N e m > 1, definimos os conjuntos

H,(M) = {we (H™M))"; divw =0 ew € pararelo a OM},
Gu(M) = {Vqg g€ H" (M)}

Entao, temos a sequinte decomposicao:

(H"(M))" = Hp(M) & G (M).
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A demonstragao desta Proposi¢ao pode ser encontrada em [26].

Definigao 1.5 (Projetor de Leray). Definimos o projetor de Leray P : (H™(M))" 1— H,,(M)
por

Plv] = w,
para v = w + Vq a decomposicao de Hodge de v.

Em um dominio Q@ C R? aberto, limitado e regular, o resultado acima pode também ser
encontrado em [11]. Além disso, para 7 a norma unitaria exterior a J2, temos que sao validas as
seguintes afirmacoes:

Plv] =v  se, e somente se, divv =0 e v.n|ga= 0,
=0 se, e somente se, v ¢é gradiente.

Se aplicarmos o projetor de Leray em (1.1.9) e usarmos a condi¢ao de contorno (1.1.10), obtemos
a seguinte formulacao para as equagoes de Euler sem o termo de pressao:

d
{dtum[(u.wu] = 0, (1.1.11)
Plu] = wu.

Usando técnicas de geometria Riemanniana, Ebin e Marsden em [26] demonstraram o seguinte
teorema de existéncia e unicidade de solugoes suaves e locais no tempo:

Teorema 1.6 (Ebin e Marsden 1970). Seja (M, 0M) uma variedade Riemanniana n-dimensional,
suave e compacta. Sejam m > 5 +1 ewu € Hp(M). Entao, existe T > 0 e uma tnica
we C((-T,T),H,(M)) e C' como fungio de (z,t), solugio cldssica para as equagoes (1.1.11)
e com dado inicial u(0) = ug. Além disso, se ug € C*(M), entdo u € C*(M x (=T.T)). Fi-
nalmente, a solugdo é globalmente definida no tempo se, e somente se, VO < T < oo, temos que
sup ||u(t)||gm< oc.

T<t<T

Em um dominio  C R? aberto, limitado e regular, demonstracoes alternativas podem ser
encontradas em [11], [25], [38] e [50]. Em particular, Kato e Lai em [38] demonstraram o resultado
usando o método de Galerkin.

Em [36], Kato demonstrou existéncia e unicidade de solugoes locais no tempo para dados iniciais
em H,,(R?) = {u € H™(R?)3; divu = 0}.

Seja 2 C R? um conjunto aberto, regular e tal que Q@ = Q + 2mez e QN {0 < 23 < 27} é
limitado. Para este dominio, consideramos as equagoes de Euler com a condi¢ao de periodicidade
em xs3, isto é, consideramos o sistema:

d
pr + (u.V)u = —=Vp em Qx][0,7),
divu = 0 em Qx1[0,7),
un = 0 em 0 x1[0,7), (1.1.12)
u(z,t) = u(x+2mes,t) em Qx[0,7),
p(x,t) = p(x+2mez,t) em Qx[0,7).
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Aplicando uma compactificagdo adequada em Q N {0 < z3 < 27}, o sistema acima pode ser
visto como as equacoes de Euler sobre uma variedade compacta.

Portanto, usando o Teorema 1.6, temos que se ug € (C™(Q))? é um campo periddico no eixo
xg com divug = 0 e ug.n|sgo= 0, obtemos existéncia e unicidade de solugoes classicas e locais no
tempo para (1.1.12) e com dado inicial ug.

Formacao de singularidades

A questao sobre a existéncia de solucoes cldssicas e globais no tempo para dados iniciais suaves
¢ um assunto ainda mal compreendido. De fato, até o momento, nao sabemos se sempre é possivel
construir solugoes classicas em todo o tempo ou se em algum caso ha formacao de singularidades
em tempo finito (veja [5], [19] e [45] para maiores detalhes).

Uma quantidade conectada com a existéncia de solugoes globais ¢é a vorticidade. Para qualquer
campo de velocidades u, definimos a vorticidade como

w = rot u. (1.1.13)

Este é um campo que mede a rotagao infinitesimal do escoamento e aponta na dire¢ao do eixo
de rotagao do fluido (veja [47]). A conexao entre a vorticidade e a formagao de singularidades é
obtida através do seguinte resultado:

Teorema 1.7 (Beale, Kato e Majda 1984, Ferrari 1992). Sejam Q C R? aberto, limitado, reqular
e simplesmente conexo e m > 3. Seu € C([0,T), H,,()) é uma solugao classica para as equagioes
de Fuler com T maximal e T' < oo, entdo temos que

t
tli}r%/o e (8] o (0 s = 0. (1.1.14)

Este teorema foi originalmente obtido por Beale, Kato e Majda em [6] no contexto de H,,(R?).
Posteriormente, Ferrari em [30] estendeu o resultado para dominios limitados como enunciamos
acima. Além disso, em [13], [24] e [27], ele é aplicado ao sistema periddico (1.1.12). A demonstragao
da validade do resultado no contexto de periodicidade, segundo os autores de [27], segue a mesma
linha de demonstracao dos casos ja estabelecidos.

A seguir apresentamos a estratégia basica para a demonstracao do Teorema 1.7. Os detalhes
sao encontrados em [30]. Com efeito, o resultado segue de duas estimativas para o campo de
velocidades. A primeira é uma desigualdade do tipo energia e tem a seguinte forma (veja [30] para
a deducao):

¢
In(|lu(t) || gm@)+e) < In(||uol| mm)+e) + C'/O () [|wee()ds. (1.1.15)

A segunda é um estimativa eliptica para o acoplamento entre vorticidade e a velocidade. De
fato, a vorticidade e a velocidade estao conectadas via o seguinte sistema:

rotu = w em €,
divu = 0em , (1.1.16)
u.nlag = 0.
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Neste caso, é possivel demonstrar que existe uma matriz de fung¢oes Kq e uma constante C' > 0,
independentes de w, tal que a tnica solugdo do sistema (1.1.16) em H'(() satisfaz

u(@) = | Kow,y)w(y)dy. (1.1.17)

e é verdadeira a propriedade |D?Kq(z,y)|< Clz — y|727?, para todo 8 multi-indice. Usando
(1.1.17), em [30] é demonstrado a seguinte estimativa:

lu() lwoe o< C [l (®)ll o=@l m @ +e) + 1] - (1.1.18)

Agora, supomos, por contradigdo, que o limite em (1.1.14) é finito para T < oo maximal.
Entao, combinando as desigualdades (1.1.15) e (1.1.18) juntamente com o Lema de Gronwall,
obtemos uma limitacao uniforme para ||u(t)|| gm @) em [0,7). Este fato contraria a hipétese de
maximalidade de 7. Logo, temos (1.1.14).

Como uma consequéncia do Teorema de Ferrari, a questao sobre a existéncia global de solucoes
cléssicas pode ser vista com uma questao sobre estimativas para a norma L;L%° da vorticidade.
Por outro lado, a dificuldade de estimar a vorticidade pode ser melhor entendida considerando sua
dinamica dada pela equacao da vorticidade:

d
e + (u.V)w — (w.V)u = 0. (1.1.19)
Para a dedugao desta equagao, aplicamos 7ot na primeira igualdade de (1.1.9) e usamos a condicao
de incompressibilidade divu = 0.

O termo (w.V)u, chamado termo de estiramento, é fundamental nas estimativas para a vorti-
cidade. De fato, considerando o mapa Lagrangeano (1.1.3), facilmente verificamos que

d
Sw(X(2,),1) = [(w.V)ullxg,.-

Logo, vemos que o termo de estiramento influencia de maneira decisiva o comportamento da
vorticidade.

Lembremos que a vorticidade e a velocidade estao conectadas pela formula (1.1.17) (chamada
lei de Biot-Savart). Como (1.1.17) é um operador linear nao-local, podemos dizer que o termo de
estiramento tem uma estrutura quadratica nao-local. Se considerarmos como analogia a equacao de

d
Ricatti %y = 4%, que explode em tempo finito, podemos conjecturar a formacao de singularidades

em tempo finito para as equagoes de Euler (veja [41] para detalhes). Porém, a determinagao de
que se isto de fato ocorre ou nao ainda é um problema em aberto.

Simetria bidimensional

Casos particulares em que sao possiveis melhores estimativas para a vorticidade sao os escoa-
mentos com simetria. Uma simetria bastante considerada na literatura é a bidimensional. Nela,
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o campo de velocidades é paralelo ao plano x3 = 0 e independente de x3. Mais precisamente, a
velocidade é do tipo

u = (uy (1, 22), us(z1, 22),0).

Neste caso, a vorticidade é normal ao plano z3 = 0 e tem a forma

0 0
w=rotu = (0,0, a—xluQ — —uy).

812

Portanto, o termo de estiramento é nulo. De fato, temos
(w.V)u = ((0,0,ws3).V)(u1,us,0) = 0.

Para este tipo de simetria, usamos o abuso de notacao u = u(z) = (uy(z1,x2), uz(x1,x2)),
w = w(x) = ws(z1,22) € Totu = Oy ,us — Opyu;. Entdo, a equagdo da vorticidade é reduzida a
seguinte equagao de transporte escalar:

jtw—f—(u.V)w = 0. (1.1.20)

Considerando o mapa Lagrangeano como feito anteriormente, temos que a igualdade acima
implica na conservacao da norma L*° da vorticidade. Portanto, as solu¢des bidimensionais sao
globalmente definidas no tempo:

Teorema 1.8. Seja Q C R? aberto, limitado, reqular e simplesmente conezo. Se ug € H,,(Q2),
entdo existe unica u € C([0,00), Hp,(Q)) solugao cldssica para as equagies de Euler bidimensionais
e com condigao inicial u(0) = ug.

A demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [37].

Solugoes fracas bidimensionais

Como escoamentos incompressiveis tém divergente nulo, em um dominio bidimensional sim-
plesmente conexo, podemos considerar uma funcio escalar ¥ tal que u = V+W¥, para V+ =
(Opy, =0z, )T. Aplicando o rotacional bidimensional, obtemos —AW = w. Além disso, se usarmos a
condicao de contorno de nao-penetragao para o campo de velocidades, temos que, na fronteira do
dominio, V¥ é um campo paralelo a normal exterior. Portanto, podemos escolher ¥ tal que seja
nula nesta fronteira.

Mais precisamente, seja €2 C R? aberto, limitado, regular e simplesmente conexo. Consideramos
G : LP(Q) 1— W?P(Q) o operador definido da seguinte forma: Para cada w € LP(Q), Gw] €
Wy P(Q)NW?P(Q) é a tnica solucio do sistema

—AGw] = wem
’ 1.1.21
{ G[WHaQ = 0 ( )
Entao, a lei de Biot-Savart é dada por
u = V+Gw). (1.1.22)

Diante disto, temos a seguinte definicao de solucao fraca para a equagao da vorticidade bidi-
mensional:
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Definigao 1.9 (Solugoes fracas). Seja Q C R? aberto, limitado, reqular e simplesmente conezo,
3 <P < o0 ewy € LP(Q). Dizemos que uma fungio w € L>((0,00), LP(Q2)) é uma solugio fraca

para a equagao da vorticidade bidimensional (1.1.20) com condig¢do inicial wy se

/ o(z, 0)wo (2)dx + / h / (i, ) (ule, ). V), )dedt + / h / (o, t) 2 o, ) dudt = 0.
Q 0o Jo 0o Jo ot
para toda ¢ € C([0,00) x Q), para u e w relacionadas pela lei de Biot-Savart (1.1.22).

4 /
Como 3 < p < oo, usando as imersoes de Sobolev, temos que u € (LP (Q))?. Portanto, as

integrais acima sao finitas.
Yudovich em [52] demonstrou o seguinte teorema de existéncia e unicidade de solugoes:

Teorema 1.10 (Yudovich 1963). Dado wy € L*®(Q2), existe uma tunica solu¢io fraca para as
equacao da vorticidade com condigdo inicial wy.

Para estas solu¢oes de Yudovich, é possivel demonstrar que esta bem definido o mapa Lagran-
geano (1.1.3) e que a dindmica de vorticidade é da forma (veja [47]):

w(X(x,t),t) = wo(x). (1.1.23)

O resultado acima é igualmente valido no contexto do dominio R? (veja [45]). Além disso, outros
teoremas de existéncia de solugoes globais com vorticidades bidimensionais iniciais em LP podem
ser encontrados em [7], [17], [22] e [31]. Porém, nestes casos, a questao de unicidade permanece em
aberto. Resultados de existéncia também podem ser obtidos em dominios periédicos (veja [47]).

Observamos que no capitulo 2, estendemos o teorema de existéncia de solugbes fracas com
vorticidades iniciais em LP(Q) para as equagoes de Euler helicoidais sem rodopio.

Vortex patch

Vortex patches sao escoamentos bidimensionais cujas vorticidades iniciais sao fungdes caracte-
risticas de conjuntos, isto €,

Wy = XDO,

para algum Dy C R?. Usando (1.1.23), temos que um vortez patch permanece como uma funcio
caracteristica no decorrer do tempo. Mais precisamente, para cada instante de tempo ¢, existe um
conjunto D; C R? (com a medida de Lebesgue |Dy|= |Dy|) e tal que

(.«.)(t) = XDt-

Um caso particular importante é o vortex patch circular, isto é, Dy = Bg2(0,1). Se o dominio
Q2 for da forma Bg2(0, R), para algum R > 1, entao

W= XBR2(0,1)
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é uma solucao estacionaria para a equacao da vorticidade bidimensional e com a velocidade dada
por

Z'J‘

u(r) = —W

||
/ sX(0.1)(s)ds, para - = (19, —11).
0
Observamos que no capitulo 3, mostramos que w = (22, =1, 1)XB_,01)xr, chamado vortex

patch helicoidal, é uma vorticidade estacionaria para as equacoes de Euler helicoidais sem rodopio
em dominios Bgz(0, R) x R.

Estabilidade nao-linear de solugoes

O estudo de estabilidade surge a partir da seguinte questao: dada uma equacgao de evolucao,
queremos saber se pequenas perturbacoes dos dados iniciais produzem efeitos de perturbacgoes
uniformemente pequenos no tempo. Notemos que a continuidade de solugbes com respeito as
condicoes iniciais assegura pequenos efeitos de perturbacoes apenas para tempo finito.

Para as equagoes de Euler bidimensionais, alguns resultados de estabilidade tém sido obtidos
usando técnicas nao-lineares. Mais precisamente, considerando as solugoes das equagoes de Euler
como um sistema dinamico, é possivel demonstrar estabilidade para algumas solugées no seguinte
sentido:

Definicao 1.11 (Estabilidade). Sejam (B, d) uma espago métrico e h : B x [0,00) i— B um
sistema dindmico. Supomos que xo € B seja um ponto estaciondrio, isto €, h(xg,t) = xg, para
todo t > 0. Dizemos que xo € d-estdvel se, para cada € > 0, existe § > 0, tal que se v € B e

d(x,zq) <9,
entao, temos que
d(h(x,t),x0) <€, Vt>0.
Um resultado pioneiro nesta dire¢do é o Teorema de Estabilidade de Arnold ([3] e [4]):

Teorema 1.12 (Arnold 1965). Seja Q C R? aberto, limitado, reqular e simplesmente conexo. Su-
ponha u* € (C3(Q))? uma velocidade suave e estaciondria para as equagoes de Euler bidimensionais
e w* a respectiva vorticidade. Se existem constantes c1, co > 0 tais que

*

C1<—

< ¢, (1.1.24)
W

entdo, para cada € > 0, existe 6 > 0 tal que se w € L*>([0,00), L>®°(2)) é uma solugcao dada pelo
Teorema 1.10 e

||u(0) — u*||L2(Q)+Hw(O) — W*||L2(Q)< (5,
temos que

u(t) — u*|| 2+ |w(t) — w||L2@< €, Yt > 0.
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Notemos que se u* é uma solucio estacionaria, entdo (u*.V)w* = 0. Portanto, u* e V+tw* sdo
colineares e o quociente (1.1.24) estd bem definido.

Para o vortez patch circular, usando a conservagao do momento de inércia [go|z|*w(z)dz, Wan
e Pulvirenti em [51] demonstraram seguinte teorema de estabilidade:

Teorema 1.13 (Wan e Pulvirenti 1985). Sejam Q = Bg2(0, R) e € > 0. Entdo, existe 6 > 0 tal
que, se Xp, € um vortex patch com dado inicial Xp, e || Xp_, 1) — Xp,llL1(@)< 9, temos que

|XB,.01) — Xp,llLr@)< e V> 0.

Este resultado ¢ estendido no capitulo 3 para as equagoes de Euler helicoidais sem rodopio e
para o vortex patch helicoidal (w2, —21,1)Xp_,(0,1)xR-

A seguir, enunciamos o Teorema de Estabilidade de Burton. Porém, primeiro fixamos a seguinte
defini¢do de energia para uma vorticidade w € LP(Q2) (veja defini¢do de G em (1.1.21)):

Elw] = ;/Qw(x)G[w](x)dx. (1.1.25)

Além disso, dado f € LP(Q)), dizemos que uma funcao g € LP({2) é um rearranjo de f se
|73, 00)|= lg7[B,00)|, VB € R. Por superficie isovortical de f entendemos como o conjunto de
todos os rearranjos de f.

Usando teoria de rearranjos de fungoes, Burton em [17] demonstrou o seguinte teorema de
existéncia de vorticidades estacionarias e estaveis:

Teorema 1.14 (Burton 2005). Sejam Q C R? aberto, limitado, suave e simplemente conezo,
2<p<ooefelP(Q). Sewy éum ponto de maximo estrito para o funcional energia € restrito da
superficie isovortical de f, entdo wy € uma vorticidade estaciondria e para cada € > 0, existe 6 > 0

tal que se w € C([0,00), LP(R2)) € uma solugdo fraca para a equagio da vorticidade bidimensional
(1.1.20) com

[w(0) = wol| ey < 4,
temos que
|w(t) — wollzry< € Yt > 0.

Este resultado é estendido no capitulo 3 para as equagoes de Euler helicoidais sem rodopio.

1.2 Rearranjos de funcoes

Nesta se¢ao, apresentamos uma teoria de otimizagao de funcionais convexos sobre classes de
rearranjos que foi desenvolvidas por Burton em [15] e [16] e utilizada na demonstragao do Teorema
1.14. No capitulo 3, usamos estas ferramentas para estendermos o Teorema de Estabilidade de
Burton para as equagoes de Euler helicoidais sem rodopio. Nosso objetivo aqui é apresentar estes
resultados, bem como fixar as notacoes.
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Esta secao esta organizada da seguinte forma: primeiro, definimos a no¢ao de rearranjos de
uma funcao Lebesgue mensuravel e demonstramos alguns resultados béasicos. Em seguida, enun-
ciamos propriedades de otimizacao para funcionais lineares continuos sobre classes de rearranjos.
Finalmente, obtemos propriedades de otimizacao para funcionais convexos.

Alguns teoremas, cujas demonstragoes exigem estimativas delicadas, sao apenas enunciados. No
entanto, para tornar o conceito mais compreensivel, demonstramos as propriedades mais imediatas.
Os resultados desta se¢do podem ser encontrados em [15], [16] e [23].

Definigao 1.15 (Rearranjo). Sejam Q2 C R™ limitado e Lebesque mensurdvel e f: Q1— R uma
funcao Lebesgque mensurdvel. Dizemos que uma funcdo Lebesque mensurdvel g : € 1— R € um
rearranjo de f em § se

|f7H B, 00) = 1978, 00)], VB € R.

Proposicao 1.16. Sejam 2 C R™ um conjunto limitado e Lebesque mensurdvel e f, g : Q21— R
fungoes Lebesgue mensurdveis tais que uma € um rearranjo da outra. Entdo, sao verdadeiras as
sequintes afirmacoes:

1. Se B C R ¢ um conjunto Borel mensurdvel, entio |f~*(B)|=|g ' (B)|;

)

2. Se ¢ : Ri— R é uma fungdo Borel mensurdvel, entao ¢(f) é um rearranjo de ¢(g);
3. Se f € L'(Q), entio g € L'(Q) e
dr = / da:
[ f@r = [ ga)ds
4. Sel<p<ooefelP(Q),entioge LP(Q) e | fllrr=ll9llrr-

Demonstracao da Proposicao 1.16.

Notemos que o subconjunto B da o-algebra de Borel na reta que satisfaz |f~(B)|= |g~'(B)],
V B € B, é fechado por complemento e uniao disjunta contdvel. Como os intervalos estao contidos
em B, entao B é igual a o-algebra de Borel. Logo, demonstramos o item 1.

Se B € R, entdo (¢ o f)71B,00) = f7Hp7[B,0)) e 7[5, 0) é Borel mensurdvel. Portanto,
pelo item 1, obtemos o item 2.

Suponha que f € L'(Q). Para s > 0, definimos os conjuntos Fi(s) = {z € Q; f(z) > s},
Foy(s)={x € Q; f(z) < —s}, Gi(s) = {z € Q; g(x) > s} e Go(s) = {z € Q; g(x) < —s}. Usando

o Teorema de Fubini, temos que

/Qf(x)dx = /Qmax{f(:v),()}dx—/Qmax{—f(x),O}dx

max{f(z),0} max{—f(z),0}

= // dsd:v—// dsdx
0 Jo 2 Jo

= / / d:cds—/ / dxds
0 Fi(s) 0 F(s)

_ /0 |F1(s)|ds—/0 |Fy(s)|ds

= / |G1(s)|ds—/ |G2(s)|ds:/g(x)dx.
0 0 Q
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Portanto, temos o item 3.
Se 1 < p < o0, entdo o item 4 segue dos itens 2 e 3 para a escolha ¢(t) = |t|’. Se p = 0o, entao
o item 4 segue de imediato da definicao.

Proposigao 1.17 (Caracterizacdo de rearranjo). Sejam 2 C R™ um conjunto limitado e Lebesque
mensurdvel, 1 <p < oo e f, g€ LP(Q). Entao, f é um rearranjo de g se, e somente se, para cada
h € C}(R), temos que

/Qh(f(x))dx:/h(g(x))dx. (1.2.1)

Q

Demonstracao da Proposicao 1.17.

Supomos que f é um rearranjo de g. Logo, se h : R1— R é uma fungao simples, entao (1.2.1)
é obviamente verdadeiro. Seja h € C3(R). Consideramos sequéncias (¢} )nen € (¢2)nen de fungoes
simples tais que 0 < ¢!, < ¢}, parai = 1, 2, ¢} "3 h™ = max{h,0} e 92 "= h~ = max{—h,0}
pontualmente. Usando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos

[ atande = [ B (f@)de = [ B (f@)de = lim [ 6(F@))da = [ 62(F(x)de
= lim [ Ol (g(@)de — [ $2g(@)de = [ B (g(@))de — [ h™(g(x))da

n—oo

= [ hly(@))da.

Portanto, concluimos (1.2.1).

Supomos agora que a igualdade (1.2.1) seja vélida para toda h € C3(R). Seja € R. Con-
sideramos uma sequéncia (0, )neny em C(R) tal que 0 < 0, < 1e o, sy X|g,00) POntualmente.
Logo,

B = [ X (F(@))da = lim [ ou(f(@))do

n—oo Q
= Jin [ ou(g(e)de = [ Xipooy(gle))da
= [g7'[B,00)|-

Portanto, f é um rearranjo de g.
]

Corolario 1.18. Se 1 < p < 00, (fu)nen € uma sequéncia de rearranjos de uma fungao f € LP())
e fn =% g em LP(Q), entio g é um rearrango de f.
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Demonstragao do Corolario 1.18 :
Seja h € C}(R). Entao, temos que

| {a(F @) = h(g(x))}da

Portanto, pela proposi¢ao anterior, obtemos que g é um rearranjo de f.

= | [ {A(Fu@) = ha@))de| < CIOP £ = gllney=F 0.

Como consequéncia do corolario acima, se R é a classe dos rearranjos de uma funcao f € LP(Q),
entdo R é fechado e limitado em LP(€).
Adaptando a demonstracao da proposicao anterior, temos o seguinte resultado:

Proposigao 1.19. Sejam Q2 C R™ um conjunto aberto e limitado, 1 < p < oo e f € L>((0,T), LP(R2)).
Supomos que para cada h € Cj(R) e ¥ € C*(0,T), temos que

/OTatﬁ(t)/Qh(f(x,t))dxdt:O. (1.2.2)

Entao, f é um rearranjo no tempo q.s. em (0,T), isto €, f(.,t1) é um rearranjo de f( ., t3), para
quase todo ty, to € (0,T)

Demonstracao da Proposicao 1.19.
Supomos que a igualdade (1.2.2) seja valida para toda h € C3(R) e 9 € C5°(0,T). Seja 8 € Q.

Consideramos uma sequéncia (02 ),ey em C3(R) tal que 0 < o < 1 e 0 "3 X5 o) pontualmente.
Usando (1.2.2), facilmente vemos que existe um conjunto de medida nula I C (0,7") tal que

/chg(f(m,tg))dx - /Qag(f(a;,tl))dx,wl, tye (0,T)/,neNe e Q.

Como na demonstragao da Proposigao 1.17, temos que [{f( ., 1)} ' [B,00)|= [{f(.,t2)} 3, )],
para todo tq, to € (0,7)/I e 5 € Q. Usando a continuidade da medida, temos que o resultado é
valido para todo 3 € R. Portanto, obtemos que f é um rearranjo no tempo q.s. em (0,7).

Mostramos no capitulo 2 que as vorticidades helicoidais safisfazem (1.2.2), e portanto sao
rearranjos no tempo. Isto implica que a dindmica de uma vorticidade helicoidal ocorre dentro do
conjunto dos rearranjos do dado inicial.

A seguir, definimos a no¢ao de rearranjo decrescente.

Defini¢ao 1.20 (Rearranjo decrescente). Sejam € C R"™ um conjunto aberto e limitado e f :
Q11— R um fungio Lebesgue mensurdvel. A fungdo f*: (0,|Q]) 1— R definida por

A1) = max{o; A\j(@) > t}, para Af(a) = |{z € Q; f(x) > a}|,

¢ chamada rearranjo decrescente de f.
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Acima cometemos um abuso de notacdo ao chamar f* rearranjo decrescente de f. De fato, f*
nao é um rearranjo de f como na definicdo utilizada neste trabalho, mas sim num sentido mais
amplo (veja [16] para maiores detalhes).

Em [16], temos o seguinte resultado de otimizac¢do de funcionais lineares continuos sobre con-
juntos de rearranjos:

Teorema 1.21 (Burton 1987). Sejam 2 C R™ um conjunto aberto, limitado e Lebesque mensurd-
vel, 1 < p < oo, p' o expoente conjugado de p, f € LP(Q) e g € LP(Q). Entdo, para R o conjunto
dos rearranjos de f, temos que o funcional

fPeR I—s /glfo(x)g(x)da: (1.2.3)

atinge o supremo. Além disso, se f° € R € um ponto de mdxzimo para este funcional, entdo

12|
| @)z = [ fi(s)gi(s)ds.
0
A demonstracdo deste teorema pode ser encontrada em [16].

Corolério 1.22. Sejam f € LP(Q2), g € L”/(Q) e R o conjunto dos rearranjos de f. Supomos que
exista uma fun¢io ¢ : R 1— R mondtona crescente tal que ¢(g) € R. Entdo ¢(g) é um ponto de
mdzimo para o funcional (1.2.3).

Demonstracao do Corolario 1.22.

Primeiro observamos que, com uma demonstragao analoga ao item 3 da Proposicao 1.16, temos
a seguinte propriedade:

/Qh(:z:)d:z: - /0QI K (s)ds, Yh e L(Q).

Seja ¥ (s) = s¢(s). Novamente, de forma similar & demonstragao da Proposi¢ao 1.16, temos
que 1 (g*) é um rearranjo de v(g)*. Além disso, como ¢ é monétona crescente, ¢(g*) é o rearranjo
decrescente de ¢(g). Entao, para f° = ¢(g) € R, temos que

/Qfo(:c)g(x)dx = /Qqﬁ(g( dx—/w dw—/Q¢(gﬁ(3))d3Z/Oﬂd)(gﬁ(s))gﬂ(s)ds
= [ olar () s)s = [ (7 )gts)ids.

Logo, pelo Teorema 1.21, obtemos o resultado.

Para o fecho fraco de R em LP({), temos as seguintes propriedades:

Proposigao 1.23. Seja 1 < p < oo, Q@ C R™ um conjunto aberto e limitado, f € LP(2) e M o
fecho fraco em LP(QY) de R. Entdo, sio verdadeiras as sequintes afirmagées:
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1. M ¢ convexo;

2. M é metrizdvel e sequencialmente compacto com a topologia fraca de LP(S).

A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em [15].
Sejam f € LP(Q) e M como acima. Entdo, para g € L (Q), aplicando a Proposicao 1.23 e
argumentos de densidade, temos que o funcional

ffeMi— / fo(z)g(x)dx, (1.2.4)
Q
atinge o supremo em algum elemento f° € R.

Para a questao de unicidade do ponto de maximo, temos o seguinte resultado:

Teorema 1.24 (Burton 1987). Sejam Q C R™ um conjunto aberto, limitado e Lebesque men-
surdvel, 1 < p < oo, P’ o expoente conjugado de p, f € LP(Q), g € L (Q) e R o conjunto dos
rearranjos de f. Entdo, f° € R é um ponto de maximo estrito para o funcional (1.2.4) (isto é, f° é
0 unico ponto de mdzximo do funcional em M) se, e somente se, se existe uma fungio ¢ : R1— R
mondtona crescente tal que f° = ¢(g).

A demonstracdo deste teorema pode ser encontrada em [16].

Usando as propriedades acima, em [16] é obtido resultados de otimizagdo para funcionais con-
vexos sobre conjuntos de rearranjos. A seguir, apresentamos um caso particular que é usado neste
trabalho. Para isto, precisamos da definicdo de operador simétrico e positivo.

Definigao 1.25 (Operador simétrico e positivo). Sejam 1 < p, < oo, Q C R™ um conjunto limitado
e Lebesque mensurdvel e G : LP(Q) 1— L (Q) wm operador linear e limitado. Dizemos que G ¢
simétrico se

| F@Glal@)dr = [ g@)Glf)(@)da, V1, g € L7(2).

Dizemos que G € positivo se

/Qf(a:)G[f}(x)dx >0,V f € LP(Q). (1.2.5)

Dizemos que G € estritamente positivo se a desiqualdade em (1.2.5) € estrita, ¥V f # 0.

Teorema 1.26. Sejam 1 < p < 0o, @ C R™ um conjunto aberto e limitado e G : LP(Q) 1— L¥ ()
um operador linear, compacto, simétrico e estritamente positivo. Para f € LP(Q) e R o conjunto
dos rearranjos de f, definimos o funcional ¥ : LP(Q2) +— R por

wlg) = 5 [ o(r)Glg)(x)d (126)
Entao, existe f* € R tal que
Ulg] < O[], Vg € M. (1.2.7)

Além disso, se f* € R e satisfaz (1.2.7), entdo existe um funcio mondtona crescente ¢ : R 1— R

tal que f* = $(G[f*]).
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Demonstracao do Teorema 1.26.

Como G é compacto, o funcional ¥ é fracamente sequencialmente continuo em LP(£2). Por outro
lado, usando a Proposicao 1.23, temos que M ¢ fracamente sequencialmente compacto. Portanto,
existe f; € M que é maximo de W|y,.

Usando o Teorema 1.21, temos que existe f* € R tal que

/ £ (@)Glf](2)de < / £ ()G (x)de, Y € M.
Entao, pela simetria e positividade de G, obtemos a seguinte estimativa:
v = A+ / NG+ 5 [ (@)~ AE)CI - fil()ds
>

Portanto, f* € R e satisfaz (1.2.7).
Agora, supomos que f* € R é qualquer que satisfaz (1.2.7). Seja g € M, com g # f*. Entao,
usando a positividade estrita de GG, temos que

Vi = g = Vi) + [ (9(0) — £ @)GI ) e)de
+ 5 |6 = F@)Glo - @)

Logo,
/ g(z) d:v</f x)dx,¥g € M com g # f*.

Aplicando o Teorema 1.24, obtemos que existe uma funcdo monétona crescente ¢ : R 1— R

tal que f* = ¢(G[f7]).
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Capitulo 2

Solucoes fracas para as equacoes de
Euler helicoidais sem rodopio

Neste capitulo, temos como objetivo principal a demonstragao de um novo teorema de existéncia
de solugoes fracas e globais no tempo para as equagoes de Euler com dados iniciais helicoidais e
sem rodopio e cujas vorticidades sdo p-integraveis. Mais especificamente, consideramos a redugao
por simetria proposta em [27] para reescrevermos formalmente a equacao da vorticidade como uma
equacao do transporte escalar bidimensional. Entao, adaptamos as técnicas conhecidas do caso
Euler bidimensional e obtemos existéncia de solug¢oes globais no tempo para este sistema reduzido

4
e no contexto LP, com p > —. Este resultado pode ser visto como uma extensao de [27], que

demonstra existéncia e unicidade de solu¢oes em L°°.

Neste trabalho, consideramos dominios helicoidais €2 tais que © N {z3 = 0} s@o limitados. Em
[13], um resultado similar de existéncia de solugoes é obtido para o dominio R3. L4, é considerada
uma formulagao periddica e é usado transformada de Fourier para obter a féormula explicita da lei
de Biot-Savart. Ja aqui, seguindo [27], obtemos a lei de Biot-Savart via um teorema abstrato de
existéncia de solugoes para equacoes elipticas em dominios limitados.

Este capitulo esta organizado da seguinte forma: Na primeira se¢ao, reproduzimos a reducao
por simetria feita em [27]. Na segunda se¢ao, demonstramos um novo teorema de existéncia de
solucoes com vorticidades iniciais reduzidas em LP.

2.1 Simetria helicoidal e as equacoes de Euler

Nesta secao, tratamos a simetria helicoidal e suas relagoes com as equagoes de Euler como
conhecidas na literatura. Primeiro, enunciamos o conceito da simetria e suas propriedades. Em
seguida, mostramos que as equagoes de Euler sao invariantes por esta simetria. Depois, apresenta-
mos um teorema de existéncia de solugoes classicas e globais no tempo demonstrado por Dutrifoy
em [24] e para dados iniciais suaves, helicoidais e sem rodopio. Finalmente, seguindo [27], usamos
reducdo por simetria e uma transformacao no campo de velocidades para reescrevermos a equacao
da vorticidade numa forma adequada. Observamos que os resultados desta secao nao sao novos e
podem ser encontrados em [24] e [27]. No entanto, para tornar os conceitos mais compreensiveis e
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o trabalho mais completo, as demonstragoes sao apresentadas.

2.1.1 Simetria helicoidal e suas propriedades

Fixado = € R?, consideramos

cosp senp 0 0
Sp(x)=| —senp cosp 0 |z+ | 0 (2.1.1)
0 0 1 p

ep€Ri— S,(z) € R a parametrizacio de uma hélice vertical de perfodo 2w que passa por .
Entao, fixamos as defini¢bes que seguem.

Definigao 2.1 (Dominio helicoidal). Um dominio Q C R? € dito helicoidal (de periodo 27) se,
Sy(r) e Q, Ve e Q, VpeR.
Segue da defini¢do acima que 2 é helicoidal se, e somente se, S,(Q2) =Q, Vp € R.

Definigao 2.2 (Funcao helicoidal). Seja Q@ C R um dominio helicoidal. Uma funcgio escalar
f:Q1— R é dita helicoidal se

f(S,(x)) = f(x), Ve e Q, VpeR. (2.1.2)
Analogamente, uma funcio vetorial F : Q1— R3 € dita helicoidal se
F(S,(z)) = Ry(F(x)),Vx € Q,Vp eR, (2.1.3)
para

cosp senp 0
R,(x)=| —senp cosp 0 |uw. (2.1.4)
0 0 1

Se uma funcao escalar é helicoidal, entao ela é constante sobre as hélices verticais parametri-
zadas por S,.

Por outro lado, seja F' um campo vetorial helicoidal. Se reescrevermos F' em coordenadas
cilindricas (7,0, z) e escolhermos p = —z na igualdade (2.1.3), vemos que as componentes de F
dependem apenas da combinagao (r, 6+ z). Mais especificamente, fun¢oes vetoriais helicoidais, em
coordenadas cilindricas, sao da forma

F=F(r,0+2)e +F(r,0+42)e + F*(r,0 + 2)e?,

para e = (cosf,sinf,0), ¢! = (—siné,cosd,0) e et = (0,0,1). Como 0 + 2z = cte é também
uma parametrizacao da hélice vertical, entdo as componentes de uma funcao vetorial helicoidal,
em coordenadas cilindricas, sao constantes sobre as hélices.

A préxima proposicao caracteriza estas funcgoes:
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Proposicao 2.3. Seja Q C R? aberto e helicoidal. Entdo, sio verdadeiras as sequintes afirmacoes:

1. Uma funcgao escalar f: Q1— R continuamente diferencidvel é helicoidal se, e somente se,

290y, [ — 0105, f + 0u f =0,V € Q; (2.1.5)

2. Uma funcao vetorial F : Q 1— R? continuamente diferencidvel é helicoidal se, e somente
se, Vo € Q,

090y, F1 — 1100, F1 + Oy 1 = I,
$28m1F2—$18w2F2+8m3F2 == —Fl, (216)

I28$1F3—$18I2F3+8$3F3 = 0.

Demonstracao da Proposicao 2.3.

Vamos demonstrar apenas o item 2. O item 1 segue de forma analoga. Com efeito, supomos
F : Q11— R3 diferencidvel e helicoidal. Entdo, para p € R e x € Q, temos

—senp cosp 0 d d d
—cosp —senp 0 | F(z) = —R,F(x)=——F(S,x) = (V.F)|(s,2)- 55T
dp dp dp
0 0 0
—senp cosp O 0
= (VoF)|(s,0)- —cosp —senp 0 |z+1] 0
0 0 0 1

Escolhendo p = 0, obtemos (2.1.6). Agora, supomos F : Q11— R? continuamente diferencidvel e
tal que verifica (2.1.6). Seja G : 2 x R1— R? definida por G(z, p) = R_,F(S,z). Entdo, usando
(2.1.6) e efetuando calculos algébricos, temos que

9 9 —senp —cosp 0
—G(z,p) = —R_,F(S,x)=| cosp —senp 0 | F(S,x)
Op Op 0 0 0
—senp cosp 0 0
+ R_,(VoF)|(s,0) —cosp —senp 0 |z+| 0
0 0 0 1

Portanto, para cada = € ( fixo, temos que G(z,.) : R i— R é uma fun¢do continuamente
diferenciavel e satisfaz a EDO

d
%G(x7p) - 07
G(z,0) = F(x).
Logo, R_,F(S,z) = G(z,p) = G(2,0) = F(x), Vp € Rez € Q. Portanto, F' é uma funcio vetorial
helicoidal.
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Fixado = € Q, vemos que dilpSp(x)|p:0: (9, —x1,1). Entdo, temos a seguinte defini¢ao:

Definigao 2.4 (Ortogonalidade as hélices). Uma funcio vetorial F : Q 1— R? helicoidal é dita
ortogonal as hélices se

oy —xFy+ F3=0,Vz € Q.
A seguir, apresentamos algumas propriedades para fungoes helicoidais e ortogonais as hélices.

Proposigao 2.5. Seja Q C R® um dominio helicoidal. Entdo, sdo verdadeiras as sequintes pro-
priedades:

1. Se uma funcio vetorial F: Q1— R3 € helicoidal, entio Fy é uma funcdo escalar helicoidal;

2. Uma fungao escalar f: 21— R € helicoidal se, e somente se, a fun¢do vetorial definida por
F = (x9,—x1,1)f
¢ helicoidal;
3. Se uma fungio vetorial F : Q11— R3 € de classe C?, helicoidal e ortogonal ds hélices, entdo
rot F = (xq, —1x1,1)g, (2.1.7)

oFy, OF
para g = —2_ 1 Além disso, g € uma funcao escalar helicoidal.

c%l 8x2

Demonstracao da Proposicao 2.5.

Se F' é uma funcgao vetorial helicoidal, entao, analisando a terceira componente da igualdade
R,F(z) = F(S,x), temos que F3(z) = F5(S,(x)). Portanto, F3 é uma funcao escalar helicoidal.
Logo, temos o item 1.

Se um funcao vetorial F' = (x9, —z1,1)f é helicoidal, entdao, pelo item 1, temos que f é uma
fungao escalar helicoidal. Seja f uma funcdo escalar helicoidal e F' = (x9, —x1, 1) f. Entao,

R_,F(S,x) = R_,f(S,x)(—x1senp+ xocosp, —x1c08 p — xa5€n p, 1)
= (22, —21,1)f(2) = F(2).

Portanto, F' é uma func¢ao vetorial helicoidal. Logo, temos o item 2.
Seja F' = (Fy, Fy, F3) uma fungao vetorial helicoidal e ortogonal as hélices. Entao, usando as
relagoes (2.1.6), temos
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rot ' = (0p,F3 — 03y Fo, Oy Fy — Oy, F3, 00 Fo — 00y 1)
(Opo F3 — (=220, Fo + 2105, F> — F1),
— 290, Iy + 0100, F1 + Fy) — Oy, Fy, Oy [y — O, 1)
= (w9, —x1,1) (0y, Fo — 0, F1)
(02 5 — 21045, Fo + Fy + 2904, F1, =203, F1 + Fo — 0y, F3 + 210, F5, 0)
(x9, —21,1) (0, Fy — Op, FY) .

Logo, temos (2.1.7). Além disso, aplicando div em (2.1.7), obtemos que

dg dg
3:02 + 8x3 .

dg
0=di —x1,1)g =
iv (z2, —21,1)g Tag

Usando a Proposicao 2.3, temos que g é uma funcgao escalar helicoidal. Portanto, temos o item 3.

Supomos u : 2 x [0,00) +— R3 um campo de velocidades suaves tal que u(.,t) ¢ helicoidal e
ortogonal as hélices, V¢ > 0. Entao, usando a proposicao acima, temos que a vorticidade w tem a
seguinte forma:

w=rotu = (r, —x1, 1)ws. (2.1.8)

Além disso, w3 é uma funcao escalar helicoidal. Portanto, esta vorticidade estd completamente de-
finida pela terceira componente wz. Mais adiante, mostramos que, sob estas condicoes, a terceira
componente do termo de estiramento ¢ nula. Como consequéncia, assim como no caso bidimensi-
onal, obtemos que a terceira componente da equacao da vorticidade é uma equacao do transporte
escalar.

2.1.2 Equacoes de Euler helicoidais

Nesta subsecao, mostramos primeiro que as equacoes de Euler sao invariantes por simetria
helicoidal. Em seguida, apresentamos um teorema de existéncia de solugoes classicas e globais no
tempo demonstrado por Dutrifoy em [24] e para dados iniciais suaves, helicoidais e sem rodopio.
Finalmente, usamos propriedades da simetria e aplicamos uma transformacao no campo de ve-
locidades para reduzirmos formalmente a terceira componente da equagao da vorticidade a uma
equacao do transporte escalar bidimensional. Como ja mencionamos, na se¢ao 2.2 demonstraremos
para esta formulacao reduzida um novo teorema de existéncia de solugoes fracas com vorticidades
iniciais reduzidas em LP. Adiantamos que, na demonstracao deste novo resultado, o Teorema de
Dutrifoy é usado durante o processo de aproximacao por solugoes suaves.
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Invariancia das equacoes de Euler por simetria helicoidal

Fixamos a seguinte definicao de soluc¢oes helicoidais:

Definigao 2.6 (Solugoes helicoidais e sem rodopio). Seja (u,p) uma solugao suave para as equa-
coes de Fuler 3-D (1.1.9). Dizemos que esta solugao é helicoidal se u(.,t) é uma fungdo vetorial
helicoidal e p(.,t) € uma fungao escalar helicoidal, para todo t. Além disso, se, para todo t, u(.,t)
¢ ortogonal as hélices, dizemos que a solucao € helicoidal sem rodopio.

Temos o seguinte resultado de invariancia das equacoes de Euler pela simetria helicoidal:

Lema 2.7. Seja (u,p) uma solugio suave para as equagoes de Euler em um dominio helicoidal.
Para v,(x,t) = R_,u(S,(z),t) e q,(x,t) = p(S,(x),t), temos que (v,,q,) € solugio suave para as
equagoes de Euler, ¥V p € R. Além disso, para ( = xouq — T1us + uz, temos que

o )
otV =g s — s o (2.1.9)

Demonstracao do Lema 2.7.

Seja v,(x,t) e g,(x,t) como no enunciado do Lema. Entao, aplicando a regra da cadeia e
efetuando calculos algébricos, temos que div v, = (divu)|(s,@)H=0 e

0 0
ot e + (- Vv, = R—p@t (5@ H{ B=ptt](5,2).0)- VIR pu(Sp (), 1)

0
= R_p§u|(Sp(l‘)7t)+R_p(u'v>u|(Sﬂ( ):t)

= R_,Vpls,@n= V.

Portanto, (v,, q,) é solucao classica para as equacoes de Euler, V p € R. Novamente, como u é uma
solugao para as equacoes de Euler, obtemos

0 op

&“1 + (u.V)uy 703:17 (2.1.10)
0 dp

Ot @y = 2 (2111)
0 8p
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Somando (2.1.12), (2.1.10) multiplicado por z5 e (2.1.11) multiplicado por —z;, temos

T aafl — 1 08.52 + gfg = xQ;ul — xlaatm + gtu3 + 2o (u.Vuy — 21 (u.V)ug + (u.V)uz
0 0 0 0
= ac + 29 <U1 87_171“1 + UQTQTZUI + Ugax3U1>
0 0 0
— I <u1 87%“2 + UzaiszQ + U3%U2>

+ uiu +uiu +uiu
18:171 3 28x2 3 38953 3

0
Logo, obtemos (2.1.9).
]

Usamos o lema acima para mostrar que as equagoes de Euler satisfazem a seguinte propriedade
em um dominio conexo: seja ug um dado inicial suave helicoidal e sem rodopio. Se existir uma
tnica solu¢do suave u para este dado inicial, entdo o par (u,p) é solucao helicoidal sem rodopio
como na Defini¢do 2.6. Com efeito, aplicando o Lema 2.7, temos que o par ((R_,u(S,),p(S,))
¢ solugao para o dado inicial R_,uo(S,). Como uy = R_,uo(S,) (pois ug ¢ helicoidal) e temos
unicidade de solugoes, entao u = R_,u(S,), V p € R. Portanto, u é um campo vetorial helicoidal.

Além disso, temos a igualdade Vp = Vp(S,), Vp € R. Como o dominio é conexo e dispomos da
propriedade S,4, = 5,5, podemos verificar que existe uma constante C' tal que p = p(S,) + pC,
Vp € R. Usando que a pressao p é limitada, temos que C' = 0. Entao, p é uma fun¢ao escalar
helicoidal. Portanto, (u,p) é uma soluc¢ao helicoidal como na Definigao 2.6.

Finalmente, pela caracterizacao de fungoes escalares helicoidais dada na Proposicao 2.3, temos
que o lado direito da equagao (2.1.9) é nulo. Ent@o, como o dado inicial é sem rodopio, temos
que ¢ = xouj; — Tjup + ug satisfaz uma equagdo do transporte com a condicao inicial ¢(0) = 0.
Logo, rauy — z1us +uz = 0 em todo o instante de tempo. Portanto, (u,p) é solucao helicoidal sem
rodopio como na Defini¢ao 2.6.

A seguir, obtemos a forma da equacao da vorticidade para as equagoes de Euler helicoidais sem
rodopio.

Lema 2.8 (Vorticidade para Euler helicoidais sem rodopio). Seja (u,p) uma solugio clissica,
helicoidal e sem rodopio para as equagoes de Euler. Entao, w = (x9, —x1,1)ws e

%“f’ 4 (w.V)ws = 0. (2.1.13)

Demonstracao do Lema 2.8.
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Ja vimos que w = (x9, —z1, 1)ws. Agora, usando a Proposi¢ao 2.3, obtemos

0 = gw + (u.Vw — (w.V)u = gw + (u.V)w — ws((xg, —21,1).V)u

ot ot
= gtw + (u.V)w — ws(ug, —ug,0)" = (v, —x1,1)" (85;3 + (u.V)w3> :

Considerando a terceira componente da equagao acima, temos o lema.
[ ]

De forma andloga, verificamos a reciproca do lema acima, isto é, ws satisfaz (2.1.13) se, e
somente se, w = (3, —x1, 1)ws é solugdo da equacao da vorticidade.

Existéncia de solugoes suaves e globais para Euler helicoidal sem rodopio

Seja 2 C R3 aberto, helicoidal, regular, simplesmente conexo e com N {z3 = 0} limitado.
Como dados iniciais helicoidais sdo periddicos no eixo x3, consideramos o sistema periédico (1.1.12).
Entao, pelo que foi visto no capitulo 1, temos existéncia e unicidade de solugoes suaves e locais no
tempo para dados iniciais suaves e helicoidais. Usando este fato e o Teorema de Beale-Kato-Majda,
Dutrifoy em [24] demonstrou o seguinte resultado de existéncia e unicidade de solugdes suaves e
globais no tempo para dados iniciais suaves helicoidais e sem rodopio:

Teorema 2.9 (Dutrifoy 1999). Seja Q aberto, helicoidal, suave, simplesmente conexo e tal que
QN {zs =0} éum conjunto limitado. Seja ug € (C*°(Q))? tal que divug = 0, ug.n|yq =0 € up €
helicoidal e sem rodopio. Entdo, existe tinica u € C*°(]0,00) x Q) solugdo suave, helicoidal e sem
rodopio para as equacoes de Euler com dado inicial ug.

Demonstracao do Teorema 2.9.

Usando as observagoes acima, existe 7' > (0 maximal e uma tinica u € C*([0,T) x Q) solugao
suave e periddica para as equacoes de Euler. Como o dado inicial é helicoidal e sem rodopio,
usamos as observagoes feitas ap6s o Lema 2.7 e concluimos que (u,p) é uma solucao helicoidal e
sem rodopio. Aplicando o Lema 2.8, temos que a vorticidade é da forma w = (23, —x1, 1)ws € ws
satisfaz a seguinte equacao do transporte escalar:

0
% + (U.V)w;g =0.
Entao, temos que ws(X(x,t),t) = ws(z,0), para X o mapa Lagrangeano como definido em
(1.1.3). Portanto, a norma L>™ de ws é conservada no tempo. Como 2 ¢ helicoidal e QN {z3 =0}

é limitado, obtemos
T T T
/0 lw(s)||Leeyds = /0 | (22, =21, D)ws(s)]| Lo ()ds < 01/0 |(x2, =21, 1)|| Lo () ds
< TCs.
Portanto, usando o Teorema de Beale-Kato-Majda, temos que a solucao ¢ global no tempo, isto ¢,

u € C™([0,00) x Q).
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Caracterizacao de funcoes helicoidais

A seguir, mostramos que funcoes helicoidais estao completamente definidas pelo seus valores no
conjunto Q N {z3 = 0}. Em seguida, usamos esta propriedade e aplicamos uma transformagao no
campo de velocidades para reescrevermos a equagao da vorticidade helicoidal sem rodopio (2.1.13)
como uma equacao do transporte bidimensional.

Para Q C R? um dominio helicoidal, definimos 2, = {(x1, 72,0) € R3; (z1,79,0) € Q}. Usando
a igualdade

U Sp(Qo) =,

pER
temos que 2 estd completamente definido por €2,. De forma andloga, para f : 0 i— R uma
funcao escalar helicoidal e F' : Q 1— R? uma funcao vetorial helicoidal, temos que

{ f(I) = f(S—m(x))? Ve,
F() = ReyF(S_y(x)), ¥reQ,

e S_,,xv € Q, Portanto, f e F' estao completamente definidas pelos seus valores em €2,. Além
disso, se F é ortogonal as hélices, como

.flngl - .Z'lFQ + F3 == O,

temos que F estd definida pelos valores de suas duas primeiras componentes em (2,. Neste sentido,
fungoes helicoidais podem ser vistas como func¢odes bidimensionais.

Formulacao para as equacoes de Euler helicoidais sem rodopio como uma equacao
escalar bidimensional

Vamos usar as caracterizagoes acima e uma transformacao no campo de velocidades para re-
escrevermos a equacao da vorticidade. O resultado ¢é o sistema (2.1.21) (que estd mais adiante).
Esse sistema é obtido através das proposicoes que seguem:

Proposicao 2.10 (Equagoes de Euler helicoidais restritas ao plano). Seja Q aberto, helicoidal,
suave, simplesmente conexo e tal que QN {x3 = 0} € limitado. Supomos u solugdo helicoidal e sem
rodopio para equagoes de Fuler:

0

pra i (u.Vws = 0 em €,

divu = 0 em (), (2.1.14)

unlyy = 0.

Consideramos as reducoes Q, = {(v1,72) € R?; (21,72,0) € Q}, £ : Qi— R ev: Q, 1— R?
dadas por

§($1,$2) = W3($1,$270)7

1+3§'% —X1X2 Ul(xl,fﬂg,O) <2115>
—x129 1+ a7 ug(21,%2,0) )

-

35



Além disto, seja n° a normal unitdria exterior a 0S),. Entdo, temos que

0
aé + (v.V)§ = 0 em Q,,
divv = 0 em €,,
v1]50, = 0.

(2.1.16)

Demonstracao da Proposicao 2.10.

Comegamos demonstrando a segunda igualdade de (2.1.16). Com efeito, aplicando v em (x1, 3)
e u em (x1,2,0), obtemos

0

dive = —uv;+ —v
8%1 ! a$2 2

= a—xl((l + 22Uy — 1129U9) + 8—@((1 + 22 uy — 2129Uy)
0
= —u + —us + xo—(Tous — T1Ug) + 11— (T1U2 — TUy).
0xq 0xs 0y 0z

Como u ¢ helicoidal e ortogonal as hélices, temos x50, u3 — 10, u3 + O us = 0 € Touy — Tu +
ug = 0. Usando estas e a segunda igualdade de (2.1.14), obtemos

dive = iu +iu +xi(—u)+xi( )—i +iu +iu
wee = 3x1 ! 8(132 2 281’1 5 laxg b —8I1UI 83:2 2 8953 3

= divu =

Portanto, demonstramos a segunda igualdade de (2.1.16). Analogamente,

0 0 0 0
ag + (v.V)¢ = aw;; +((1+ x%)ul — xlxqu)a—xlwg +((1+ xf)uz — 351:B2u1)6—]:2w;;
= gw —i—uiw +uiw —l—x(xu—xu)iw
= s 19z, 3 25,3 2(Tauq 1z) g ws

+ z(rius — xgul)%wg.
2

Novamente, como u é helicoidal e ortogonal as hélices, temos que ws € helicoidal e satisfaz
T90y, w3 — T10,,ws + Or,ws = 0. Entdo, usando a primeira igualdade de (2.1.14), temos

0 0 0 0 0 0
af + (v.V)§ = —ws+uj=——ws+ ug—ws + us (—mgwg + :Ulcug)

ot 0x; 0xs 0x4 0wy
= gw +uiw +uiw +uiw
oot 0w T 0wy 0 Py

0
= &wg—F(U.V)wg:O-
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Logo, demonstramos a primeira igualdade de (2.1.16). Vamos demonstrar a terceira igualdade de
(2.1.16). Comegamos verificando que

n(x).(zq, —x1,1) =0, V2 € 0. (2.1.17)

De fato, se z € 012, entao S,(z) € 99, Vp € R. Como —S,(x) = (w9, —1,1) e n(x) é normal

dp
p=0
ao plano tangente de 9 em x, obtemos (2.1.17). Agora, usando (2.1.17), temos que

n = (M, M2, T172 — Ta11) , V& € 0.

Entao, pela igualdade acima e pela condicao de ortogonalidade as hélices para u, temos a seguinte
sequéncia de igualdades:

wn = un + uane + ug(—xamn + x17)2)
= wm + UMz + T2 (auy — Tyu2)m + 21 (T1U — ToUy )Mo
(14 x%)ul — zyzug)m + ((1+ x%)m — T1Touq )N, YV € OSL. (2.1.18)

Por outro lado, como 092, x {0} C 99, entao n°(z') e (n1(2’,0),m2(2’,0)) sdo vetores paralelos,
Va' € 09, Logo, usando o fato acima e (2.1.18), temos as seguintes igualdades (para algum
A e R):

v’ = vi(n%)1 4 v2(n°)2 = (14 23)uy — z1z2us) Ay + (1 + 27)ug — z129u1) A
= Au.n) =0.

Portanto, obtemos a proposicao.

De forma anéloga, verificamos a reciproca da proposicao acima, isto é, se o par (v,§) satisfaz
(2.1.16) em €, e se aplicarmos ao processo inverso para obtermos as extensoes helicoidais, entao o
par (u,ws) satisfaz (2.1.14) em (.

Para fecharmos o sistema (2.1.16) acima, temos a seguinte relagao entre v e &:

Proposigao 2.11 (Relagdo entre v e ). Sejam v e £ como na Proposi¢io 2.10. Entado,

=& (2.1.19)
para
L£l.] = div{K(z,2)[.]},
K(x1,22) % [ 1+ 23 —:clxg} (2.1.20)
1+a2+22 | —may 1+ a3

37



Demonstracao da Proposicao 2.11.

Invertendo (2.1.15), temos

ur(e,2,0) \ L (14a] mm v(z1, 1)
Us (1, 2,0) 1+t +a3 \ mizp 1423 nr

Logo, obtemos as seguintes igualdades:

§ = w 9 iu
T 0y Oy
9 1
B 0xq <1 + 22 + 2 ((1+ $%)Uz + xlxwl))
9 1
_ axQ <1 —|—$% —|—l’%((1 +ZB%)’01 +$11‘2U2)>
= L[t

Usando as condi¢oes de incompressibilidade e de contorno, podemos considerar uma funcao
escalar ¢ tal que v = —V+¢Y em €, e ¥|pq,= 0. Adiante usaremos esta fungdo corrente para
obtermos a lei de Biot-Savart.

Desta forma, temos a seguinte formulagao para as equagoes de Euler helicoidais sem rodopio
no dominio 2, = {z’ € R? («/,0) € Q}:

;§+(U.V)f =0 em €,
vt = V¢ em  Q, (2.1.21)
¢ = LIVY] em Q,
v = 0 em 02,

para £ o operador (2.1.20) e v+ = (vy, —v1).

2.2 Solucoes fracas

Nesta se¢ao, demonstramos um novo teorema de existéncia de solugoes para o sistema (2.1.21)
o 4 : .
com condigoes iniciais {, € LP(£,), para p > —. Este resultado pode ser visto como uma extensao

de [27], que demonstra existéncia e unicidade de solugoes em L>(€2,).

Esta secao esta organizada da seguinte forma: Na primeira subsegao, obtemos a lei de Biot-
Savart para o sistema. Em seguida, definimos a nogao de solugao fraca e enunciamos o Teorema de
Existéncia de Solugoes a ser demonstrado. Na segunda subsecdo, apresentamos resultados auxili-
ares para a demonstracao do teorema. Na terceira subse¢dao, demonstramos o teorema enunciado.
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2.2.1 Formulacgao do problema e enunciado do Teorema de Existéncia
de Solucoes

Adiante, usamos sucessivas vezes algumas propriedades bem conhecidas na literatura para
espacos de Sobolev e para convergéncia fraca. Com o objetivo de facilitar a leitura do texto,
enunciamos estes resultados a seguir:

Lema 2.12. Seja (X, | .||) um espago de Banach, X' dual topolégico, (2n)nen C X € (fo)nen C X
sequéncias. Entdo, sao verdadeiras as sequintes afirmagoes:

1. Se x, =% x na topologia fraca de X, entdo ||z|< lirggglfonH;

n—oo n—oo

2. Se x, =% x na topologia fraca de X e se f, == f na topologia de X', entdo (fr, Tn) —

{f.x);

3. Se (X, .|) € uniformemente convexo, x,, — x na topologia fraca de X e limsup||z,||< ||z,
n—o0

entio =, "— = na topologia de X .
Lema 2.13. Seja 1 < p < oo. Entao, LP é uniformemente convezo.

Proposigao 2.14 (Imersdes de Sobolev). Seja U C R? um conjunto aberto, limitado e de classe
Cl. Entao, temos as sequintes inclusoes continuas:

1. Se 1 <p<2, entago WP(U) — LP"(U), para p* = ——;

2. Sep=2, entao WHP(U) — LI(U), para 2 < q < oo,
3. Sep> 2, entao WHP(U) — L*>(U).

Proposigao 2.15 (Imersoes de Rellich-Kondrakov). Seja U C R? um conjunto aberto, limitado e
de classe C'. Entdo, temos as sequintes inclusoes compactas:

2
1. Sel <p<2, entago WHP(U) — LY(U), para q < 27]9;

2. Sep=2, entao W' (U) — LI(U), para 2 < q < oo,
3. Sep>2, entao WHP(U) — L*>(U).

Proposicao 2.16 (Banach-Alaoglu). Seja (X, ||.||) um espago de Banach reflexivo. Entao, con-
juntos fechados e limitados sao compactos com a topologia fraca.

As demonstragoes dos resultados acima podem ser encontradas em [33] e [39]. Precisamos
também do seguinte teorema de existéncia e regularidade de solugoes para equagoes elipticas em
dominios limitados:
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Teorema 2.17 (Regularidade eliptica). Sejam U C R? aberto, limitado e de classe C*. Supomos
L um operador diferencial parcial linear, de sequnda ordem, uniformemente eliptico (como em
[29]) e com coeficientes Hélder continuos. Fizamos p > 1. Se existe m > 0 tal que L satisfaz a
desigualdade

/ uLfuldz > ml|ulZag, Yu € W2P(U) N WE (), (2.2.1)
U

entdo, V f € LP(U), existe g € W*P(U) solugdo do sistema
Lig] = f emU,
glov = 0.

Além disso, existe uma constante C' > 0, independente de f, tal que

lgllw2e@)< CPIf | o) (2.2.2)

O teorema acima pode ser encontrado em [52]. A seguir, aplicamos este resultado no operador
L definido em (2.1.20):

Proposigao 2.18 (Fungio corrente). Sejam Q, C R? aberto, limitado e suave, p > 1 e £ € LP(£,).
Entdo, existe tinica ¥ € W*P(Q,) tal que

—L[VyY] = & em Q
’ 2.2.3
{ Ylog, = 0. (22:3)
Além disso, existe uma constante C' > 0, independente de &, tal que
[¥llw2r (00 < CpIIENLr ). (2.2.4)

Demonstracao da Proposicao 2.18.

Se x € §,, a matriz K(z1,22) dada em (2.1.20) é positiva definida. Com efeito, seja R > 0 tal
que Q, C Bg2(0, R). Entao, temos as seguintes desigualdades:

1
tK 1 2\ 2 1 2\ 2 2
'K (21, 22)s [ (( +x5)st + (14 27)%; :L‘lxzclcz)
1 2 2
> 15’2 (|§| +(G172 — G121) )
1
> 2 Vs e R
T 14+ R? I Ve

Logo, o operador —L[V(.)] = —div{K(x1,x9)V][.]} é uniformemente eliptico. Agora, vamos
demonstrar a desigualdade (2.2.1). Com efeito, seja f € W2P(U) N W,y P(U). Entdo, temos que

J L = = [ div (K (e, 2) V()
= | (K(@,2) V(@)}V f(2)da

1
> Tz /Qo Vf(x).Vf(x)de.

40



Como estamos no dominio limitado €,, usando a desigualdade de Poincaré (veja [29]), existe
uma constante C' > 0 tal que

| (L) fde = Ol e,

Portanto, usando o Teorema 2.17, obtemos a proposicao.

4
Defini¢ao 2.19 (Funcional energia). Sejam 3 <P < oo e L como em (2.1.20). Definimos a

funcao
G : LP(Q,) 1 — W?P(Q,) (2.2.5)
como o operador linear solucao do sequinte sistema:
—LIVG[fl] = [ em Q,,
2.2.6
{ Glflon, = O. (2.26)
Além disso, definimos o funcional energia
E:LP(Q,) 1 — R, (2.2.7)
por
1
Elfl =3 |, f@)Glfl(x)dz. (2.2.8)

Usando a desigualdade (2.2.4), as imersoes de Rellich-Kondrakov e o fato que p > 3 temos

que o operador
G LP(Q,) 1— W' (Q,) (2.2.9)

é linear e compacto, para p’ o expoente conjugado de p. Além disso, o funcional energia é sequen-
cialmente continuo com a topologia fraca de LP(f),) e uniformemente continuo com a topologia
forte sobre conjuntos limitados de LP(£2,).

O funcional energia desempenha um papel importante nos resultados obtidos sobre estabilidade.
De fato, no capitulo 3 demonstramos que pontos de méximos de £ (com o dominio restrito a uma
classe de rearranjos) sao solucoes estacionérias para o sistema (2.1.21). Além disso, mostramos
que, se um ponto de maximo for estrito, entdao a solugao é estavel.

A seguir, apresentamos a defini¢do de solucao fraca:

4
Defini¢ao 2.20 (Solugao fraca). Sejam 3 <p< o0 ey e LP(,). Dizemos que uma fungio & €

L ([0,00), LP(2,)) é uma solugio do sistema (2.1.21) com dado inicial &, se, para v = V+G[¢],
temos

/OOO /Q f(wyt)cbt(w,t)dxdﬂr/ooo /Q E(z,t)u(x, t)Vo(x, t)dedt = —/QO &o(x)d(z,0)dx, (2.2.10)

para toda ¢ € C§°(]0,00) X €,).
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Pelas observacoes feitas anteriormente, obtemos que a lei de Biot-Savart
e LP(Q,) 1 — ve L7 (Q) (2.2.11)

é linear e compacta, para p’ o expoente conjugado de p. Portanto, as integrais em (2.2.10) sao
finitas.

Temos que p = 3 ¢ o caso limite no sentido que, para valores p < 3’ as integrais acima podem

nao ser finitas.
Para o préximo teorema, usamos a seguinte definicdo: Dizemos que uma fungdo estd em
Cw([0,00), LP(2,)) se ela é sequencialmente continua no tempo com a topologia fraca em LP(€2,).
Como resultado principal deste capitulo, temos o seguinte teorema de existéncia de solugoes
globais:

4
Teorema 2.21 (Existéncia de solugoes em LP). Sejam p > =, Q, C R? um conjunto aberto,

limitado, suave e simplesmente conexo e § € LP(),). Entao, existe £ € L>([0,00), LP(,)), com
€ € Cu([0,00), LP(Q,)), solucao fraca do sistema (2.1.21) com dado inicial &. Além disso, para o
funcional energia € definido em (2.2.8), temos que E[{(t)] = E[&], VE > 0. Se p > 2, entdo, para
quase todo t € [0,00), temos que £(t) € um rearranjo de &.

Neste trabalho, ndo demonstramos unicidade de solugbes. A unicidade para o caso p = oo é
demonstrada em [27] e segue as idéais de Yudovich para Euler bidimensional (veja [52]). Como

observamos no capitulo 1, a unicidade para FEuler bidimensional com 3 < p < oo também é um

problema em aberto (veja [7], [17] e [31]).

Se p > 2, entao, pela dltima afirmacao do teorema acima, temos que a dinamica da solucao
ao longo do tempo ocorre dentro do conjunto dos rearranjos do dado inicial. Como veremos na
subsecao 2.2.2, a restricao p > 2 aparece basicamente devido as condic¢oes técnicas advindas da
teoria de Diperna-Lions para a equagao do transporte (veja [10] e [21] para maiores detalhes).

A demonstragdo do Teorema 2.21 é feita na subsegao 2.2.3. Porém, a seguir, apresentamos
a estratégia bésica para a sua demonstragao: primeiro, aproximamos o dado inicial & por uma
sequéncia de fungoes suave (£)nen em LP(€2,). Entao, usamos o Teorema de Dutrifoy (Teorema
2.9) para obtermos existéncia de solugoes globais no tempo e suaves (£"),en para o sistema (2.1.21)
e para estes dados iniciais (£),en. Em seguida, obtemos estimativas para estas solugoes e, usando
compacidade do tipo Aubin-Lions, extraimos uma subsequéncia convergente para uma candidata
a solucao. Finalmente, aplicamos limites fracos e mostramos que esta candidata é de fato uma
solugao e tem as propriedades desejadas.

2.2.2 Resultados auxiliares

Nesta subsec¢ao, por questoes didaticas, apresentamos separadamente alguns resultados e esti-
mativas auxiliares para a demonstracao do teorema acima. Estes estao organizados da seguinte
forma: Primeiro, mostramos a conservacao da energia para solugoes suaves do sistema (2.1.21).
Em seguida, apresentamos alguns lemas sobre convergéncia e imersoes. Finalmente, obtemos pro-
priedades de rearranjos para as solugoes das equagoes do transporte escalar.
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Solucgoes globais e suaves

Como consequéncia do Teorema de Dutrifoy (Teorema 2.9) e dos resultados da se¢ao anterior
que reduzem as equagoes de FEuler helicoidais sem rodopio ao sistema (2.1.21), temos a seguinte
proposicao:

Proposigao 2.22. Sejam Q, C R? aberto, limitado, suave e simplesmente conezo e & € C®(Q,).
Entao, existe & € C*(]0,00) X §,) solugao suave para o sistema (2.1.21) e com dado inicial &.

Seja (£ )neny uma sequéncia de fungoes suaves que aproximam &, em LP(€,). Pela proposicao
acima, obtemos existéncia de solugoes globais e suaves (£™),en para o sistema (2.1.21) e com dados
iniciais £"(0) = &J. A seguir, mostramos que estas solugoes aproximadas conservam a energia ao
longo do tempo.

Lema 2.23 (Conservacao da energia e da norma LP). Sejam Q, e & € C*([0,00) x Q,) uma
solugio de (2.1.21) dada pela Proposicao 2.22. Entao, a energia E[E(t)] € conservada ao longo do
tempo. Além disso, se 1 < p < oo, entao ||£(t)||rr(q,) € igualmente conservada ao longo do tempo.

Demonstracao do Lema 2.23.

Seja 2 o dominio helicoidal associado a €, isto ¢, Q = U,er S,(€2 x {0}). Consideramos u o
campo suave de velocidades helicoidais sem rodopio que é solugao para as equagoes de Euler 3-D
em §) e é associado a vorticidade inicial reduzida &,. Entao, sdo validas as relagoes rotu = w,
w= (22, —x1, Nws € {(x1, x3) = ws(x1, 22,0).

Para Q(7) = QN (-7 < x3 < ), temos as seguintes igualdades:

10 5 0
_c dr = [ wfude=— [ w{@Vulde— [ uVpdr,
20t Q(7r)|U| ’ Q(w)uﬁtu v Q(rr)U{(u Vjupde Q(W)UVP ’

Como divu = 0, u.n|y,, =0 e u e p sdo periddicas (periodo 2m) no eixo x3, usamos integragao por
partes nas igualdades acima para obtermos

/ u.Vpdr = 0,
Q(n)

ud(u.Vuldr = —/ uf{(u.V)u}dr.
(7) Q(m)
Portanto,
10 5
oY Q(7r)|u| dx = 0. (2.2.12)
Por outro lado, sejam Q,, = {(x1,22); (21,29, 23) € Q}, @’ = (z1,22) e S e R as matrizes

(2.1.1) e (2.1.4) respectivamente. Entao, usando a simetria helicoidal para u, temos também as
seguintes igualdades:

[ = [ [ aiatins= [ [ .ot e

= / / R_.,(z/,0))|*da'dvs = / / lu(2’, 0)|*da’dxs
—a3(Qa3)
= / / |ux,0|dxdx3:27r/ lu(z’,0)|?da’". (2.2.13)
—7 JQ Qo
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Logo, usando (2.2.12) e (2.2.13), temos que
/hwﬂmJWm' (2.2.14)
Qo

é conservado ao longo do tempo.
Agora, usando integracao por partes, obtemos

eld = 3 [, €oclawds = [ (o0~ (e 0) Gl
1

_ 2/xm@ﬁxw@ﬁ»vﬂemx@w
= 5 [, (@ 0) (e 0) (0o )

Finalmente, pela a defini¢do de v em (2.1.15), temos que

1

€l = 5 J, (@ 0),ua(2,0)).(v1(2), va(2))du

1
= 5 /Qo uy(z,0) {(1 + 23)uy (7, 0) — 21 79us (7, O)}
+ wug(x,0) {(1 + 27)uz(z,0) — 217904 (2, O)} dr.
Como u é ortogonal as hélices, temos
1
g[g] - 5 /Q u%(l‘7 0) + Ug(l’, O) + xQul(‘ra O) {—Ug(l’, 0)} + JfllLQ(ZL‘, O) {U3(5E7 0)} dx

1
- &LM@ﬁWm.

Usando a igualdade acima juntamente com a convervagiao no tempo de (2.2.14), obtemos a con-
servacao de E[£(t)] no tempo.

Agora, vamos demonstrar a conservagao no tempo das normas LP(£),) de £&. Com efeito, mul-
tiplicando ambos os lados da primeira igualdade de (2.1.21) por p&|£[P~2, temos

a p p_
P+ .9)[r=0.

Integrando a igualdade acima em (),, usando integragao por partes e os fatos que divv = 0 e
v.1°] 5, = 0, obtemos

& lepds =~ [ @@ 9)letpdr =0

o

Portanto, demonstramos o lema.
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Convergéncia e imersoes

Seja 1 < s < 00, s 0 expoente conjugado de s ¢ W=5(U) o dual de W (U). Entéo, usamos
o Teorema de Rellich-Kondrakov para demonstrarmos a seguinte imersao compacta:

Lema 2.24. Seja U C R? aberto, limitado e de classe C*. Supomos que o par (p,s) satisfaz uma
das alternativas:

2
. 1<p<2el<s<27p;

-D
e 2<p<ooel<s<oo.
Entao, temos a sequinte inclusao compacta:
LP(U) — WHs(U). (2.2.15)
Demonstracao do Lema 2.24.

Sejam p’ e s’ os expoentes conjugados de p e s respectivamente. Vamos primeiro demonstrar
que a seguinte inclusao é compacta:

Wt (U) — LY (U). (2.2.16)

Com efeito, se o par (p,s) satisfaz 2 <p < ocoel <s<ooousesatisfaz l <p<2el<s<2,

entao o Teorema de Rellich-Kondrakov pode ser aplicado de imediato. Portanto, nestes casos,

2
obtemos que (2.2.16) é uma inclusdo compacta. Seja (p,s) tal que 1 < p <2e2 < s < 27]9

-D
/
Para aplicarmos Rellich-Kondrakov, devemos mostrar que p’ < SR Temos que
—s
2¢' 22 s 2 2 2 — 2
P < = L < S P e=1-tc2- e P2
2—4 p—172-> p—1 5 —2 S P P S
2
— s< 7])
2—-p

Logo, obtemos que (2.2.16) é uma inclusao compacta em todos os casos considerados. Agora, como
o operador adjunto herda a compacidade (veja [40]), temos que (2.2.15) é compacto para todos os
casos considerados. Além disso, usando densidade, temos (2.2.15) que é uma inclusdo. Portanto,
demonstramos o lema.

[ |
Corolério 2.25. Seja U C R? aberto, limitado e de classe C*. Supomos que o par (p,s) satisfaz
as hipoteses do Lema 2.24. Além disso, consideramos (fn)nen uma sequéncia limitada em LP(U)

e tal que f, =% f em W=Y5(U). Entdo, f € LP(U) e f, =% f fraco em LP(U).
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Demonstragao do Corolario 2.25.

Como (fn)nen ¢ limitada em LP(U), usando o Teorema de Banach-Alaoglu, temos que existe
uma subsequéncia que converge fraco em LP(U). Pela imersao compacta (2.2.15), este limite deve
necessariamente ser f. Portanto, f € LP(U). Agora, supomos por contradicao que (f,)nen nao
converge fracamente para f em LP(U). Entdo, existe uma funcio g € L” (U), uma constante C' > 0
e uma subsequéncia (f,, )ken tais que

| ot - [ #6206 v

Por outro lado, seguindo a primeira etapa acima, podemos extrair uma subsequéncia de ( f,, Jken
que converge fraco para f em LP(U). Logo, isto contradiz a desigualdade acima. Portanto,
fo =% f fraco em LP(U).

Adiante, utilizamos o seguinte critério de compacidade para obtermos uma subsequéncia con-
vergente da sequéncia das solugoes suaves aproximadas:

Teorema 2.26 (Aubin-Lions). Sejam X <— B < Y trés espacos de Banach, com a inclusao
X < B compacta. Consideremos (f™)nen uma sequéncia limitada em W ((T1,T3),Y) e limitada
em L>®((T1,T,), X). Entao, (f")nen € pré-compacta em C([T, T3], B).

A demonstragao do teorema acima pode ser encontrada em [12]. Fazemos uso do Lema 2.24 e
usamos o Teorema de Aubin-Lions na seguinte forma:

Proposigao 2.27. Seja U C R? aberto e limitado de classe C*. Consideramos (p,s) um par que

ou satisfaz 2 < p < oo el < s<oo. Seja (f")nen uma sequén-

2
satisfazl<p<2el<s<2 P

cia de fungoes que estd contida e é limitada em L ((T1,T3), LP(U)) e tal que (Opf™)nen estd contida
e € limitada em L>®((Ty,Ty), W=15(U)). Entdo, (f")nen € pré-compacto em C([Ty, Ty], W=15(U)).

Aplicamos a proposi¢ao acima na sequéncia das solugoes suaves aproximadas (£"),en considera-
das anteriormente. Com efeito, pelo Lema 2.23, estas solug¢oes conservam a norma LP(€2,). Entao,
uma simples estimativa para os dados iniciais aproximados mostra que ("),ey é limitada em
L>((Ty,Ty), LP(U)). J4 para estimar (9,£™)nen em L®((Ty, Tz), W=15(U)), utilizamos o seguinte
lema:

. o . 4
Lema 2.28. Seja U C R? aberto, limitado, suave e simplesmente conexo. Suponha 3 <p< e

€ e ¢ fungoes em LP(U). Entdo, para v = V+G[£], sdo verdadeiras as sequintes afirmagoes:

4 2
1. Se§<p<263247p, entao

|div (v) [lw-1sn < (|IVG[|l@ll oan 1€l ey

para | VG| a norma do operador ¢ € LP(U)1— VG € LF(U) e k= ———.
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2. Sep>2el<s<p, entdo
[div (o) |[w-1sn < VGl ey €l e @y,

para | VG| a norma do operador € € LP(U)1— VG| € LF(U) ek =

Demonstragao do Lema 2.28.

Sabemos que a aplicacao
G : LP(Q,) 1 — WZP(Q,),

é continua. Entao, usando as imersoes de Sobolev, temos que o operador £ € LP(Q,) 11— VG(&) €
L*(9,) estd bem definido e é continuo em ambos os casos 1 e 2 acima.

2p
— ek =
(2—p)s 2-p

Seja 3 < p < 2. Entao, para a = E, b= , usando a desigualdade de
S

Holder, obtemos que
/U|s0vlsd$ < NIl vl zeny= Nl Zon 1ol 2k -

p ok — ps
p—s p—3s

, usando novamente a desigualdade

Agora, seja p > 2. Entao, paraa = ]2, b=
S

de Holder, obtemos que
| levlds < e llze el lesan= Il olls o

Seja ¢ € C§°(U). Entao, para s’ o expoente conjugado de s, temos

‘/UQDUVCdSU < Mevllles @ IVl o @ = el oy ol IKlyer gy
< el IVGIEN @ Iy oy
Logo,
‘/Q div (pv)Cdz| < [l [VEIEl @) €l iy ¥ € € GO (V).

Usando dualidade e densidade, obtemos o lema.

Aplicando a lema acima para ¢ = £", com (£"),eny uma sequéncia de solugoes suaves aproxi-
madas como considerada anteriormente, e para s tal que (p, s) satisfaz a hipotese do lema, temos
que

10" lw-1.2n = lldiv ("™ lw-rs) < ClIE™ o), (2.2.17)

com C' > 0 uma constante independente de ({")en. Em particular, estamos sob as hipéteses do
Teorema de Aubin-Lions.
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Rearranjos de fungoes e a equagao do transporte

A seguir, mostramos que se p > 2, entdo qualquer solu¢ao do sistema (2.1.21) no conjunto

> ([0,00); LP(€2,)) é um rearranjo no tempo q.s.. Em [17], um resultado analogo é obtido para as

equagoes de Euler bidimensionais. Seguindo essencialmente a mesma demonstragao de [17], temos
a seguinte proposicao que abrange estes dois casos:

Proposicao 2.29. Sejam U C R? um conjunto aberto, limitado e suave, 2 < p < oo, f €
%,(10,00), W22(U) A Wi (U)) ¢ < € L ([0, 00), LU)). Supomos que, para F = V-,

verdadeira a sequinte iqualdade:

SN

Ois + div (Fs) =0 em D'(U x (0,00)).
Entao, ¢ € um rearranjo no tempo q.s..

Para demonstrarmos a proposi¢ao acima, usamos os seguintes lemas auxiliares:

Lema 2.30 (Diperna e Lions 1989, Bouchut 2001). Sejam U C R? aberto e limitado, 1 < p < oo
e p' o expoente conjugado de p. Supomos que ¢ € L=((0,T), LP(U)), F € L'((0,T), (W' (U))?),
div F =0 e € verdadeira a sequinte iqualdade:

s + div (Fs) =0 em D'(U x (0,00)).
Entao, ¥ g € C3(R), temos
9:9(s) + div (Fg(s)) =0 em D'(U x (0,0)).

A demonstra¢do do lema acima é encontrada em [10]. Este lema pode ser visto como uma
extensao de um caso particular da teoria de Diperna-Lions de [21] para dominios limitados. Como
veremos, a aplicacao deste resultado em nosso contexto somente é possivel com a restricao p > 2.

Lema 2.31. Sejam U C R? aberto, limitado e suave, 1 < p < oo, p' 0 expoente conjugado de p, f €
L2 ([0,00), W2P(U) N Wy P(U)), F=V'f, d(z) = dist(z,0U), € > 0 e o.(z) = min{l,e 'd(z)}.
Entao, existem constantes €, > 0 e C' > 0, dependendo apenas de U e p, tais que se 0 < € < €,
entio 0. € Wo' (U) e ¢ verdadeira a sequinte desigualdade:

1
/U‘F(x,t)VJE(xﬂdx S Ce? HfHLOO((O,T),W2’p(U))7 V0 <t< T.
A demonstragao do lema acima pode ser encontrada em [17].
Demonstracao da Proposicao 2.29.

Como estamos no caso p > 2, temos que p’ < p. Além disso, como U é limitado, temos a
desigualdade

IF 1o )< ClIF lwio@y= ClIVfllwirw).-
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Portanto, podemos aplicar o Lema 2.30. Entdo, para ¢ € C}(R) qualquer, temos que
9:9(<) + div (Fg(¢)) = 0 em D'(U x (0, 00)).

Sejam o.(z) como no Lema 2.31 e (07)neny C C3°(U) uma sequéncia aproximante para o.(x)
em Wy (U). Entao, para 7 € C5°(0,T), temos

/ / Oy (t) s(x,t)) dxdt—l—/ / z,t)g9(s(z,t))7(t) Vol (z)dxdt = 0.

Vamos aplicar o limite em n tendendo para infinito na equacao acima. Com efeito, notamos que
F € L3 .([0,00), LP(U)) e g(s) ¢ limitada. Entao, por dualidade, temos as seguintes convergéncias:

/Uag<x)g(g(x,t>>dx noo /Uae(x)g(g(:c,t))dx, Vi >0 qs.,
/UF(ac,t)g(g(a:,t))Vag(x)dx =¥ /UF(x,t)g(q(x,t))VUE(x)dx, Vit >0 q.s..

Além disso, existem constantes C; > 0 tais que, para todon € Ne 0 <t < T, temos

’/UU?(l’)g(c(x,t))dx

[ P g(sla. )Vl @)da| < Call Vol @)l o IF@ Ol < Ci

< Cillo]l e )< Co,

Entao, aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada, obtemos

//ag oo(2)g(s(z, 1)) dxdt+// (2, )g(s(z, 1)) () Vo (z)dzdt = 0. (2.2.18)

Agora, aplicando o Lema 2.31, temos que

[ee] T 1 1
/0 (t) /U F(x,t)g(g(m,t))Vae(x)dxdt' < /0 (1) Cse# || Fll oo w2yt < Coe?

Portanto, usando (2.2.18), obtemos a seguinte estimativa:

oo/ atT(t)Ue(l')g<§(I,t))dl’dt‘ < Cye?
0 U

e—0 ~ A . .
Como o, — Xy ponto a ponto, entao, usando novamente o Teorema da Convergéncia Domi-
nada, temos

/ooo /U ot (t)g(s(z,t))dxdt = 0.

Observamos que g € C3(R) e 7 € C5°(0, 00) sdo escolhidas arbitrariamente no inicio da demons-
tragio. Portanto, temos que a igualdade acima é verdadeira para quaisquer fungdes g € C}(R) e
T € C§°(0,00). Entdo, aplicando a Proposigao 1.19, temos que ¢ é um rearranjo no tempo q.s..
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2.2.3 Demonstracao do Teorema de Existéncia de Solucoes

4
Fixamos - < p < 00 e & € LP(§2,). Vamos demonstrar a existéncia de solugdes para este

dado inicial. Com efeito, usando molificadores, podemos considerar uma familia de aproximacao

(&8 )nen C C(£2,) tal que satisfaz as seguintes propriedades (veja [1]):

{ & "2¥ gy em LP(9Q,),
1€ lrey < lléollzr(a,), V1 € N.

Sejam (" )peny € C([0,00) x €,) as solugbes suaves para dados iniciais £"(0) = & como
obtidas na Proposi¢ao 2.22. Pelo Lema 2.23, temos que [|€"(¢)||rr )= 1601 2r(c2,)- L0gO, (§")nen é
uma sequéncia limitada em L>([0, 00), LP(£2,)). Agora, consideramos s tal que o par (p, s) satisfaz
as hipoteses do Lema 2.28. Entao, temos que

10" lw-1.000)= ldiv (0"E") lw 10 @) < IVGIIE 120 (0)-

Portanto, (9,£")nen ¢ limitada em L>([0, 00), W~14(€,)).

Aplicando o Teorema de Aubin-Lions, temos que a sequéncia (£"),en € pré-compacta em
C([0,T], W=15(Q,)), VT > 0. Portanto, usando o processo de diagonalizacio de Cantor, ex-
traindo subsequéncias e reenumerando os indices se necessario, existe £ € C([0, 00), W1%(Q,)) tal
que

&% ¢ em C([0,T], WH4(9Q,)).
Como (£"),n ¢ uniformemente limitada em L>°([0, 00), LP(€2,)), pelo Corolario 2.25, temos que
(1) =3 &(t) fraco em LP(Q,), Vit > 0. (2.2.19)
Além disso, considerando também a compacidade da aplicagao (2.2.11), obtemos
v"™(t) "= w(t) em LP(Q,), Yt > 0. (2.2.20)
Com as propriedades de convergéncia acima, vamos demonstrar que a funcao limite £ €

L>([0,00), LP(2,)) N Cyw ([0, 00), LP(,)) é uma solugdo do sistema (2.1.21) para a condigao ini-
cial &. De fato, seja ¢ € C§°([0, 00) x Q,). Pela suavidade da solugao £", temos que

/Q & (@)ola, 0)da + /0 h /Q €, )0 ) + /0 - /Q € " (. )V, )t = 0,

Vamos aplicar o limite na igualdade acima. Primeiro, usando dualidade, obtemos

1
3

l

/Qo & (x)o(z,0)dx g /Qo &o(z)p(z,0)dz,

/Q (a, Dop(x, )de "0 /Q £, 1)y (x, )dz, Y > 0,
/Q &z, (2, )V (a, de "F /Q £z, t)o(z, )V é(x, t)dz, Y > 0.
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Por outro lado, usando a imersao continua (2.2.11), temos que

10" |20 ) < ClIE™ |00 < Clloll £r)-

Entao, aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada, obtemos
/Q £o(2)d(x, 0)dar + / /Q £(a, ) n(, ) daedt + / /Q £(a, D)o (, )V () dwdt = 0.
0 0 0 0 0

Portanto, £ é uma solugao do sistema (2.1.21) com condi¢ao inicial &.
Agora, vamos demonstrar a conservagao de £[£(t)] no tempo. De fato, usando a aplicagao
n—oo n—oo

compacta (2.2.9) e a convergéncia £"(t) — £(t) fraca em LP(£,), temos que G[£"(t)] — G[£(t)]
forte em L¥ (€,). Logo, por dualidade, temos

€l =5 [ €@CIE@in =3 5 [ @Gl ~ €l

Usando a conservacao de £[¢"] dada pelo Lema 2.23, temos a conservagao de £[¢] ao longo do
tempo.

Seja p > 2. Usando a Proposicao 2.29, temos que £ é um rearranjo no tempo q.s.. Logo, existe
um conjunto Z C (0, 00) com medida nula e tal que se t1, to € (0,00)/Z, entao £(¢;) ¢ um rearranjo
de &(t2). Devemos mostrar que se t € (0,00)/Z, entdo £(t) é um rearranjo de &. Com efeito,
seja (te)ren C (0,00)/Z tal que t, "=F 0. Como & € Cy ([0, 00), LP(€,)), temos que &(t;) "= &
fraco em LP(€2,). Além disso, usando a convergéncia (2.2.19) e o item 1 do Lema 2.12, obtemos a
seguinte estimativa:

1€ | o (o) < M inf || €% (4[| Lo () = Hm inf[[€5'| o () < [1€0]l 2o (@) -

n—oo

Entao, pelo o item 3 do Lema 2.12, temos que () oo & em LP(Q,). Portanto, usando o
Coroléario 1.18, temos que para todo t € (0,00)/Z, £(t) é um rearranjo de &.
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Capitulo 3

Solucoes estacionarias e estabilidade
nao-linear para as equacoes de Euler
helicoidais sem rodopio

Neste capitulo, temos como resultado principal a obtencao de algumas solugoes estacionarias e
estaveis (no sentido nao-linear) para as equagoes de Euler helicoidais sem rodopio.

Como vimos no capitulo anterior, se um campo de velocidades em um dominio €2 é helicoidal
e sem rodopio, entdo a vorticidade tem a forma w = (x9, —21,1)ws. Além disso, como ws ¢é
uma funcao escalar helicoidal, ela esta completamente definida pela sua restricdo £ ao conjunto
Q, = QN {z3 =0}. Ademais, £ é solucao do sistema (2.1.21). Portanto, temos que a estabilidade
nio-linear de w no espago periédico Lb_ .. (§2) e sob a perturbacio de outras solugdes helicoidais
e sem rodopio para as equagoes de Euler, pode ser vista como a estabilidade nao-linear de £ em
LP(Q),) para o sistema (2.1.21). Utilizamos esta tltima formulacao e obtemos existéncia de solugoes

estaciondria e estaveis para (2.1.21).

Mais especificamente, neste capitulo temos os seguintes resultados: Para um dominio circular
Q, = Bg2(0, R), mostramos que a fungdo § = Xp_,(0,1) ¢ uma solucio estaciondria de (2.1.21) e
LY(9Q,)-estavel sob a perturbagio de outros dados iniciais que igualmente sdao fungoes caracters-
ticas. Ainda sob a condi¢do de dominio circular, mostramos que dada g € L?(0, R*) mondtona,
a fungao definida por & = g(|z|?) é uma solucdo estaciondria e LP(,)-estdvel. Para o caso de
um dominio mais geral €2, aberto, limitado, suave e simplesmente conexo, mostramos que dada
[ € LP(€,), o funcional energia & restrito a classe de rearranjos R de f (isto é, £|g) atinge o
supremo. Além disso, se uma func¢ao em R é um ponto de maximo deste funcional, entao é também
uma solugdo estaciondria do sistema (2.1.21). Finalmente, se o supremo é atingido em um tnico
ponto de R, entdo esta solugdo estacionaria é LP(£,)-estével.

Estes resultados podem ser vistos como extensoes dos Teoremas de Estabilidade de Wan e Pul-
virenti ([51]) e de Burton ([17]), onde hé afirmagoes semelhantes para o caso Euler bidimensional.
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3.1 Solucoes estacionarias para as equacoes de Euler heli-
coidais sem rodopio

Nesta secao, apresentamos um teorema de existéncia de solugdes estacionarias para o sistema
(2.1.21). A estabilidade destas solugbes sao estudadas nas proximas segoes.

3.1.1 Enunciado do Teorema de Existéncia de Solucgoes Estacionarias

Temos como resultado principal desta secao o seguinte teorema:

4
Teorema 3.1 (Solugbes estaciondrias). Let 3 < p < 00, Q, C R? aberto, limitado, suave e

simplesmente conezo, f € LP(Q,) e R o conjunto de todos os rearranjos de f em §,. Munimos R
com a topologia induzida de LP(S),). Entdo, sio verdadeiras as sequintes afirmagoes:

1. O funcional energia (2.2.8) restrito a R (isto €, £ : R 1— R) atinge o supremo. Além disso,
se £ € R € um ponto de mdzximo, entdo & é uma solugao estaciondria do sistema (2.1.21);

2. Se £ € R € um ponto de maximo local de £ : R 1— R, entdo £ é uma solugdo estaciondria
do sistema (2.1.21);

3. Sejam R > 1, Q, = Bg2(0, R) e g € LP(0, R?) mondtona. Entdo, para & = g(|.|?), temos
que € € LP(§,) e é uma solugio estaciondria do sistema (2.1.21).

Seja & uma solugao estacionaria como em um dos itens do teorema acima. Lembremos que
as extensoes helicoidais de €, e § sao respectivamente Q = U,cg S,(€2) e w = (22, —71, 1)ws,
com ws(x) = &(S_4,(z)) e S dado em (2.1.1). Entéo, como vimos no capitulo anterior, w é uma
vorticidade estacionéria para as equagoes de Euler no dominio helicoidal 2. Em particular, decorre
do item 3 que a funcao w = (w9, —x1, 1) X Byo (0,1)xR é uma vorticidade estacionaria para as equacoes
de Euler no dominio Bg2(0, R) x R. A esta tltima chamamos de vortez patch helicoidal.

A demonstragdo do Teorema 3.1 ¢é feita na subsecao 3.1.3.

3.1.2 Resultados auxiliares

Nesta subsecao, enunciamos alguns resultados auxiliares para a demonstracao do Teorema 3.1.
Comecgamos com o seguinte critério para obtermos solugoes estacionarias:

Proposicao 3.2. Sejam Q, C R? aberto, limitado, suave e simplesmente conezo, 3 < p < o0,

€€ LP(Q) e ¢: Ri— R mondtona tais que & = ¢(G[€]), para G definido em (2.2.5). Entdo,
para v = VXGIE], temos que

div (v€) =0 em D'(Q,).
Para a demonstracao da proposi¢ao acima, usamos o seguinte lema:
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Lema 3.3. Se f € T/Vllocl(U), entio Vf = 0 q.s. em qualquer subconjunto de U tal que f €
constante.

A demonstracao do lema acima pode ser encontrada em [32].
Demonstracao da Proposicao 3.2.

Usando truncamento e molificadores, podemos considerar uma sequéncia (¢, )nen C CJ°(R)
que satisfaz as seguintes propriedades: (i) |¢n(2)|< |0(2)], Vo € R; (ii) ¢n(s) == ¢(s) em todos
os pontos s onde ¢ é continua. Além disso, podemos supor também que ¢, (s) "= ¢(s) em todos
os pontos s tais que ¢(s) = 0. Com efeito, como ¢ é mondtona, entdo ¢~'(0) é um intervalo. Seja
(gn)nen uma sequéncia de fungoes suaves tais que 0 < g, < 1, gu(s) = 0se s € $1(0) e n grande
e gn(s) = 1se s ¢ ¢ 1(0) e n grande. Entao, substituindo ¢, por ¢,g, e renomeando as funcoes,
obtemos esta tltima propriedade.

Como divv = 0 e ¢, é suave, usando as regras do produto e da cadeia (veja [29]), temos que

div{vgn(GlE])} = (divv)d,(G[E]) + (v.V)on(G[E])
= v{¢,(GIEYVGE]} = VIGIE {4, (G VG
= 0 em D'(Q,).

Logo, obtemos a seguinte igualdade:

. 0@)6.(CIE) )} Vpla)dr = 0, ¥ p € CF(S). (3.1.1)

Vamos aplicar o limite em n na equacao acima. Para isto, devemos verificar que estamos sob
as hipdteses do Teorema da Convergéncia Dominada. De fato, usando a propriedade (i) para ¢y,
temos que |¢, (G[E])v]< |o(GIED||v|= |€]|v] a.s. em Q,. Além disso, como v € L (Q,) e £ € LP(9,),
temos que |¢||v| é integravel.

Por outro lado, usando as outras propriedades listadas para ¢, e definindo o conjunto A =
{s € R; ¢ ndo é continua em s e ¢(s) # 0}, temos que ¢,(G[¢]) =3 #(G[¢]) = € qs. em
0,/(Gl€])"H(A). Precisamos mostrar que (G[¢])7'(A) possui medida nula. Com efeito, como
¢ € mondtona, temos primeiramente que A é contavel.

Se s € A, usando o Lema 3.3, temos a seguinte igualdade em (G[£])~!(s):

07 ¢(GlE]) = & = —LIVG[E]] =0 as. em (G[¢])7(s).

Logo, (G[¢])~!(s) possui medida nula. Portanto, (G[¢])(A) tem medida nula. Entao, usando o
Teorema da Convergéncia Dominada em (3.1.1), demonstramos o lema.

Precisamos também das seguintes propriedades para o operador G:

4 /
Lema 3.4. Se 3 <P <o entao G : LP(Q,) 1— LP (Q,) (definido em (2.2.5)) é um operador

linear compacto, simétrico e estritamente positivo.
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Demonstracao do Lema 3.4.
A compacidade ja foi verificada no capitulo 2 usando as imersoes de Rellich-Kondrakov. Temos

que a matriz K dada em (2.1.20) é simétrica. Além disso, se R > 0 tal que Q, C B(0, R), entao
vimos também que

l2P< TK(2,9), Vi€ R?, z, y € Q.

1
1+ R?
Portanto, se f, g € LP(2,) e {.,.) é o produto interno em L?*(),), usando integracio por partes,
temos

(f,Glgl) = (=LIVGIS]], Glgl) = (=div{KVG[f]}, G[g])
= (VGIf], KVGg]) = = (G[f], div {KVG[g]})
]

]
= (Glf], =L(Glg])) = (Glfl. 9) -

Logo, G é simétrico. Além disso, pela desigualdades de Sobolev e Poincaré (veja [29]), temos

1
(9.Glgh = (VGlg) KVGlgl) > - IVGlgll3a,
> ClGH)IE0, 2 OGS o,

Entao, (g,Glg])) > 0 e (g,Glg]) = 0 se, e somente se, g = 0. Portanto, G é estritamente positivo.
n

Para a demonstragao do item 3 do Teorema 3.1, precisamos do seguinte resultado:

Lema 3.5. Se ¢ = ¢(|z|) é uma funcio escalar e L é o operador (2.1.20), entdo temos a sequinte
formula em coordenadas polares:

B o L( oy
c[v¢]_ar<1+r2>+r<1+r2>. (3.1.2)

Demonstracao do Lema 3.5.

Seja x1 = rcosf e xo = rsinf. Entao, temos que
Vo = 0,(r) (0,7, Op,7)t = 0p1h(r)(cos 0, sin 0)".
Por outro lado, em coordenadas polares, a matriz (2.1.20) tem a forma

1 1+7r?sin?f —r?cosfsind
1472 | —r?cosfsinf 1+r’cos’f |’

K@,r) =
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Op
1+ r2

Portanto, K.V = ( > (cosf,sinf)". Entao,

LIVY] = div{K(Vy)} =0, (% oS 9) + O, (1(‘1@02 sin 9)

r

_ O . 1) .
= 0, (1 +r2> ((Oz,7) cos O + (Op,r) sin0) + (1 —l—r2> (Op, cosf + 0y, sinh)
_ oY 2 .9 o x T

= 0, <1+T2>(COS 6 + sin 0)+<1+r2> <(«):L,1 <r>+a“ <r>)

— aﬂﬂ 1 ar¢

o) ()

Logo, obtemos o lema.

3.1.3 Demonstracao do Teorema de Existéncia de Solugoes Estaciona-
rias

Seja f € LP(Q,) e R o conjunto de todos os rearranjos de f em €2,. Munimos R com a topologia
induzida de LP(f),). Vamos demonstrar o item 1. Com efeito, usando as propriedades obtidas no
Lema 3.4 para o operador GG, temos que o funcional energia esta sob as hipéteses do Teorema 1.26.
Pontanto, £ : R +— R atinge o supremo. Além disso, ainda como consequéncia do Teorema
1.26, se £ € R é um ponto de maximo, entdao & = ¢(G[¢]) q.s., para alguma fungdo ¢ mondtona
crescente. Usando a Proposi¢ao 3.2, obtemos que £ é uma solugao estaciondria do sistema (2.1.21).
Portanto, demonstramos o item 1.

De forma andloga, vamos demonstrar o item 2. Supomos que £ € R é um ponto de maximo
local para £ : R +— R. Vamos demonstrar que £ = ¢(G[¢]) g.s., para alguma funcdo ¢ monétona
crescente.

Como ¢ € R é um ponto de maximo local para £ : R +— R, existe um conjunto aberto B de
LP(£,) tal que £ é um ponto de maximo do funcional energia em R N B. Como R é metrizavel
com a topologia fraca (veja Proposi¢ao 1.23), LP é uniformemente convexo e a norma LP(f,) das
fungoes em R sdo constantes, temos que a topologia forte e fraca em R coincidem (veja Lema
2.12). Portanto, podemos considerar um aberto fraco U de LP(€2,) tal que UNR = BN R.

Seja M o fecho fraco de R em LP(f),). Vamos mostrar primeiro que £ é um ponto de maximo
do funcional energia restrito ao dominio U N M. De fato, seja ¢ € U N M. Entao, podemos
considerar uma sequéncia (§")nen C R tal que g" =3 g fraco em LP(€2,). Como &£ é fracamente
sequencialmente continuo, ¢" € U N R para n grande e £ ¢ maximo de £ em U N R, temos que
Elg] < E[¢]. Portanto, £ é méximo para & em U N M.

Agora, como uma segunda etapa, vamos mostrar que £ é um maximo estrito para o funcional

heM —s /Q h(z)G€] (x)da. (3.1.3)
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De fato, seja h € M com h # £. Como M é convexo (veja Proposicao 1.23), se A € (0,1) é
suficientemente pequeno, temos que (1 —A)§+ Ah € UNM e é verdadeira a desigualdade (usamos
aqui que G é simétrico e estritamente positivo)

Ele] > €10 - NE+ M) = E6)+ A [ (hla) — £()ClE)(w)dr + NE[h ¢
> Ele A (k@) - €@ ()

Portanto,
|, (b@) = ()Gl (@)dr < 0.

Logo, obtemos que ¢ é um maximo estrito para o funcional (3.1.3).

Finalmente, aplicando o Teorema 1.24, temos que £ = ¢(G[{]) q.s., para alguma fungdo ¢ mo-
noétona crescente. Como antes, usando a Proposicao 3.2, obtemos que £ é uma solugao estacionaria
do sistema (2.1.21). Portanto, demonstramos o item 2.

Vamos demonstrar o item 3. Sejam €, = Bg2(0, R), g € LP(0, R?) mondtona e & € LP(,)
definida por € = g(|z|?). Vamos demonstrar primeiro que a velocidade v = V+G[¢] tem a seguinte
forma:

z- (1 +|zf)

-~ /O'x g(s)ds. (3.1.4)

Usando coordenadas polares e o Lema 3.5, temos que se uma funcao escalar ) = ¢ (r) satisfaz

LIV(r)] = g(r?),

&( v ) =rg(r’).

-
1+ 72

entao também satisfaz

Integrando a igualdade acima em r, obtemos

2
00 =T [ sg(s?)as
rJo
Como VGI[¢] = =V, obtemos (3.1.4).
Agora, vamos mostrar que
div (v€) = 0 em D'(Bg2(0, R)). (3.1.5)

Consideramos (g, )neny uma sequéncia de fungoes em C§°(R) tal que |g,(2)|< |g(z)], Vz € R, e
gn(s) ™= g(s) em todos os pontos s onde g é continua. Como divv = 0, aplicando as regras do
produto e da cadeia, temos

div (vga(l2]*)) = (divv)ga(lz*) + (v.V)ga(|2]*) = (v.V)gn(|z|)
= v{gn(|2[)V ]z} =0 em D'(Q).
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Logo,
| @l Vo(e)de =0, ¥ p € C(20).

Como |gn(|z[)v|< [g(Jz[P)||v|= [€]|v] q.5. em Q,, [£]Jv] é integravel (pois v € L' (Q,) e € €
L7 (Q,)) e gn =% g q.s., aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada, obtemos que

Lfﬂ@ﬂ@}VM@¢V=QVP€C?MJ-

Portanto, temos que £ é uma solugao estaciondaria do sistema (2.1.21).

3.2 Estabilidade L' para o vortezx patch helicoidal

Nesta se¢ao, mostramos que em um dominio circular, § = Xp_, (0,1) € uma solugao LY(92,)-estavel
de (2.1.21) sob a perturbagao de outros dados iniciais que igualmente sao fungoes caracteristicas.

Este resultado pode ser visto como uma extensao do Teorema de Estabilidade de Wan e Pul-
virenti para as equacgoes de Euler helicoidais sem rodopio.

3.2.1 Enunciado do Teorema de Estabilidade

Temos como resultado principal desta secao o seguinte teorema:

Teorema 3.6 (Estabilidade para o vortex patch helicoidal). Sejam R > 1 e Q, o dominio Q, =
Bgr2(0, R). Entao, para cada € > 0, existe § > 0 tal que se Ag C Q,, A € R, & = AXa,,
10 — XBs01)llL1(0,)< 0 € § € L=([0,00), L>(€2,)) € a solugdo do sistema (2.1.21) com condigdo
inicial &, entdo ||(t) — Xp_,0.1)llL1(0,)< €, para todo t > 0.

Seja Q C R? um dominio helicoidal e ws uma funcao escalar helicoidal definida em €. Entao,
para £ a redugdo por simetria de ws ao conjunto Q, = QN {x3 = 0}, procedendo como em (2.2.13),
facilmente verificamos que

1
lwsllzz,, .. @@= 2m)7 €]l 0.,)- (3.2.1)

Entao, para 2 = Bg2(0, R) x R o cilindro infinito, decorre do teorema acima que o vortex patch
helicoidal (zq, —x1,1)X By (0,1)xR € L;erm(ﬁ)—estéwel para as equacoes de Euler sob a perturbacao
de outras vorticidades iniciais da forma A(zg, —x1,1)Xa, com A C  um conjunto helicoidal.

A demonstragdo do Teorema 3.6 ¢é feita na subsecao 3.2.3.
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3.2.2 Resultados auxiliares

Para a demonstracao do teorema anterior, precisamos de algumas integrais primeiras. A seguir,
mostramos que as solugdes do sistema (2.1.21) dadas pelo Teorema 2.21 conservam a massa e o
momento de inércia ao longo do tempo:

Lema 3.7 (Conservagao da massa e do momento de inércia). Sejam R > 1, £, o dominio Q, =
Br2(0,R), p > 2, & € LP(Q,) e & € L™([0,00), LP(£2,)) a solugio do sistema (2.1.21) dada pelo
Teorema 2.21 com condicao inicial &. Entao, temos que

/ E(z,t)dr = / &o(x)dx, YVt >0, gq.s., (3.2.2)
By2 (0,R) By2 (0,R)

/ |z|?¢(z, t)dr = / |z|*éo(x)dw, V>0 g.s.. (3.2.3)
B2 (0,R) Bg2 (0,R)

Demonstracao do Lema 3.7.

Como as solugoes do Teorema 2.21 sao rearranjos no tempo da condigao inicial q.s., temos que
(3.2.2) segue de imediato da Proposicao 1.16.

Vamos demonstrar (3.2.3). Lembremos que as solu¢oes do Teorema 2.21 sdo obtidas como
limite de sequéncias de solugoes suaves. Mais precisamente, existe uma sequéncia de solugoes
suaves (£")nen tal que £7(t) "=5° £(t) fraco em LP(€),). Portanto, aplicando o limite fraco, vemos
que ¢ suficiente demonstrarmos (3.2.3) para as solugdes suaves.

Seja & uma solugao suave para o sistema (2.1.21) e com condigao inicial &. Definimos Q =
Bg2(0, R) x R o cilindro infinito. Consideramos u o campo suave de velocidades helicoidais sem
rodopio que é solugao para as equagoes de Euler 3-D em (2 e associado a vorticidade inicial reduzida
&. Entdo sao vélidas as relagoes rotu = w, w = (2, —x1, L)ws e &(x1, x2) = w3(x1, x2,0).

Para Q(m) = QN {—7 < 23 < 7} e 2/ = (x1,29) e procedendo como em (2.2.13), temos a
igualdade

[ o Pes@yde = 2 [ @) (3.2.4)

Portanto, para obtermos (3.2.3), é suficiente demonstrarmos a seguinte propriedade:

Pug(e, e = [ [ Pun(e, 0)dz, Vi 2 0. 3.2.5
Jo 7 Psstar e = [ o' Py, 0)dr, ¥t > (3.2:5)

Vamos demonstrar a igualdade acima. Usando a equagao (2.1.13), integragao por parte e as
propriedades de u, obtemos

&5/ 22wy (2)dr = —/ 12')?(u.V)wsdx = 2/ (x1u1 + Tou)wsdx
Q(m) Q(m) Q()
= 2/9( ) ((L’lul + IEQUQ) (&CluQ — zeul) dflf
= 2/( | (xou90y, Us — XUy Op,uq ) d
Q(mw

+ 2 . (X1U1 04, U — Touz0,,uy ) dx.
Q(mw
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Definimos I; e Iy como a peniltima e tltima integral acima respectivamente. Entado, para
S={zeR3 [2'|= R}N{—7 < x3 < 7}, temos

X2

L = [S <x2(u2)2é}’—xl(ul)2|> dS(z),

i

_ (z1)” (z2)°
[2 = 2 Ui Uo — U Ul dS(.T) + 2 (-$1U2arlul -+ xgul(?muz) dzx.
S || || Q(r)

Seja Jo a ultima integral acima. Entao, usando a incompressibilidade para u, temos que

J2 = 2 o ){x1u2 (alela + 8m3u3) — x2u1(8m1u1 + 0x3u3)} dx

2 L2 2 11
= r1(u — — T2lU
[ (02 =t

|2/]

) dS(z) + Z/Q( )(:Elu2 — Ty ) Oy usd.

Como u é periédica em x3 e u3 = —xouy + x1us (devido a ortogonalidade as hélices), obtemos que
a ultima integral acima é nula.
Agora, usando os calculos acima e a condi¢ao de contorno para u, temos

1
at /Q(Tr)|$’|2003($,t)dl‘ = 2/5 m(ljUQ — .’L’QUl)(fL‘lul -+ l’QUg)dS(ZL‘) =0.
Logo, (3.2.5) esta demonstrado.

Aplicando a conservagao da massa (3.2.2) e o fato que as solugdes sao rearranjos no tempo,
temos que se Ag C Q,, A € R, &y = A, € £ € L®([0,00), L>(€,)) ¢ a solugdo do sistema (2.1.21)
com condi¢ao inicial &y, entao, para cada instante de tempo ¢, existe Ay C €2, tal que |Ag|=|A¢| e
5 (t) = AXAt'

A seguir, temos uma estimativa para o momento de inércia de funcoes caracteristicas. Esta
desigualdade foi demonstrada originalmente em [51]. Para tornar o trabalho mais completo, apre-
sentamos a sua demonstracao.

Lema 3.8. Sejam R > 1, Q, o dominio Q, = Bg2(0, R) e A, C §, mensurdvel. Entdo, parar >0
tal que |Bgz2(0,7)|= |A,|, temos que

1
18 = ol < [ lePdr = [ laPdr < B2, = X0 @

r2(U,7

Demonstracao do Lema 3.8.

A estimativa do lado direito segue de imediato do fato de estarmos no dominio €, = Bg2(0, R).
Vamos demonstrar a estimativa do lado esquerdo. Com efeito, sejam k > r nimeros tais que
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|Bes (0,k)/Bea (0,7) = |8/ Ba(0,7)] € 0 < s < 1 tal que |Bea(0,7)/Bya (0, )|= [Bra(0,7)/A, .

Entao, como | . |2 ¢ uma funcao circularmente simétrica e crescente com o raio, temos que

/ |x]2dx—/ |z|?dr = / |I|2dx—/ |z|*dx
A, B2 (0,r) Ao/Bg2(0,r) Bg2(0,7)/ Ao

R

= v - | le[2dz
Bya (0,k)/Bya (0,1) By2 (0,7)/Byz (0,9)
E(k‘l + st —2rh).
2
Por outro lado, como |A,|= mr? = | Bg2(0,7)|, temos que
XA, = XBponllzi) = 1B 0mL1 @) T XBL 008,121 0)

= 2|A,/Bgz2(0,7)|= 2|Brz(0,7)/A,|.

Portando, usando a definicdo de k e s acima, facilmente verificamos que

1
st =2t = o | X, = s 200y

Logo, demonstramos o lema.

3.2.3 Demonstracao do Teorema de Estabilidade

Fixamos € > 0 e consideramos R > 0 como no enunciado do teorema, isto é, Q, = Bg2(0, R).
Entao, escolhemos 0 < § < 7 pequeno suficiente para satisfazer a desigualdade

ARV 40 < e. (3.2.6)

Sejam A € R e Ay C €, tais que, para {; = AXxa,, temos

10 — XBo 0,121 (0,) < 6. (3.2.7)

Seja £ € L*>([0,00), L>(£,)) a solucao do sistema (2.1.21) com a condic¢ao inicial . Como
vimos anteriormente, para cada instante de tempo t, existe um conjunto A; C 2, que satisfaz
Bof= A e £(t) = A,

Consideramos r > 0 tal que | Bg2(0,7)|= |Ag|. Vamos obter a estabilidade via estimativas para
os termos do lado direito da seguinte desigualdade:

1€() — X010 S () — AXB s 0.m 2100 TIAX B (0) — XBon) 1@, (3:2.8)

Comecamos com a tultima norma acima. Com efeito, interpretando a integral como a noc¢ao
volume e usando a igualdade | Bgz(0,7)|= ||, vemos facilmente que

IAXB500) — XLt < IAXAy — X0 L1 @0)-
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Portanto, pela hipétese (3.2.7) sobre a condigao inicial & = AXa,, temos

A X500 = XBya00) [l (00 < 0 (3.2.9)

Além disso, como § < m, a desigualdade acima implica na restricao 0 < A < 2.
Agora, vamos estimar a peniltima norma de (3.2.8). De fato, usando o Lema 3.8, é verdadeira
a seguinte estimativa:

1€() = AXpp0ml Ty = 1AXa = AXs, 00 1710,

4 \? (/ |z|2dx —/ ].tz:\zdx> :
At BRQ(O,T')

Como as solugdes conservam o momento de inércia ao longo do tempo (veja Lema 3.7), temos que

IN

/ |z|?dr = / |z|*dx, Yt > 0.
Ay Ao

Entao, usando novamente o Lema 3.8, obtemos

4 \? (/ |z|*dx —/ |x|2dx>
Ao Bpa (0,7)

AT N R?(| Xa, — Xpo (0.1 L1 (20)
8T R*||€0 — AXB_y 0121 (20)-

Finalmente, pelas estimativas (3.2.7) e (3.2.9), temos que

1€(t) = A8, 001710

IN

<
<

160 = AXB 00100 < 1160 — Xnpaonlli@n I XB,201) — AXB0m 21 00)
< 20.
Portanto,
||£(t) - )\XBRQ(O,T) ”Ll(Qo) S 4RV 0. (3210)

Juntando as estimativas (3.2.6), (3.2.8), (3.2.9) e (3.2.10), obtemos
Hf(t) - XBR2(0,1)HL1(QO)§ 4Rv T + 0 < €, Vi Z 0.

Logo, concluimos a estabilidade como enunciado no teorema.

3.3 Estabilidade L? para vorticidades helicoidais da forma
f(zf?)

Nesta se¢do, mostramos que em um dominio circular 2, = Bg2(0, R), fungoes da forma f(|z|?),
com f € LP(0, R?) e mondtona, sio solugdes estaveis para o sistema (2.1.21).
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3.3.1 Enunciado do Teorema de Estabilidade

Temos como resultado principal desta secao o seguinte teorema:

Teorema 3.9 (Estabilidade L? para vorticidades helicoidais f(|z|?)). Sejam R > 1, Q, = Bg:2(0, R),
2 < p< ooef e LP0,R?) mondtona. Entdio, para cada ¢ > 0, existe & > 0, tal que se
£(0) € LP(2,), || £(1-1?) = £(0) || o) < 6 € € € L*([0,00), LP(£2,)) € a solugio do sistema (2.1.21)
dada pelo Teorema 2.21 com condi¢do inicial £(0), temos que ||f(|.[*) — &(8)|| Lo, < €, para todo
t>0.

De forma andloga as observagoes feitas ap6s o enunciado do Teorema 3.6 e para 2 = Bgz(0, R) X
R, podemos interpretar este resultado como a Lp_  (€2)-estabilidade da vorticidade estaciondria
(xa, —x1, 1) f(]2'|?) sob a perturbagdo de outras vorticidades helicoidais.

Se escolhermos a fungao f = Xp_,(0,1), obtemos a L? (Q)-estabilidade do vortex patch helicoidal

(33'2, —, 1)XBR2 (0,1)xR-
4
O Teorema 3.9 nao é demonstrado para os casos p = co e = < p < 2. O primeiro ¢é devido

a falta da convexidade uniforme para L e o segundo é devido a restricao técnica da teoria de
Diperna-Lions que impede a verificacao de que as solugoes do Teorema 2.21 sao rearranjos ao longo
do tempo da condicao inicial.

A demonstragido do teorema acima é feita na subsegao 3.3.3.

3.3.2 Resultados auxiliares

Na demonstragao do Teorema 3.9, precisamos transportar a solucao estacionaria ao longo do
campo de velocidades associado a perturbagao. Neste caso, de forma semelhante ao Teorema 2.21,
temos o seguinte resultado de existéncia de solugoes:

Proposicao 3.10. Sejam Q, C R? aberto, limitado, suave e simplesmente conero, 2 < p < 00
e & € L™([0,00), LP(,)) uma solucao de (2.1.21) dada pelo Teorema 2.21. Entao, para v =
V1G] eco € LP(Q,), existes € L°(]0,00), LP(2,)) N Cw ([0, 00), LP(Q,)) solugio fraca do sequinte
sistema:

0 .

{ 5 Tdiw(vs) =0, (3.3.1)
s(0) = <.

Além disso, s é um rearranjo no tempo q.s. de gy e satisfaz a sequinte desigualdade:

1€(t) = <(B)ll o) < 116(0) = <0ll Loy, V= 0. (3.3.2)

Demonstracao da Proposicao 3.10.

Usando molificadores, podemos considerar uma familia de aproximacio (¢f)nen C C*(2) tal
n—oo

que satisfaz as seguintes propriedades: (i) ¢ == ¢ em LP(Q,); (ii) [t zrn) < llsollzo(e)-
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Seja & € L>([0,00), LP(£2,)) uma solucao do sistema (2.1.21) dada pelo Teorema 2.21. Entao,
como podemos observar na demonstragao do Teorema 2.21, existe uma sequéncia (£"),en de solu-
¢Oes suaves tais que £"(t) =3 £(t) fraco em LP(Q,), [1€" ()] o)< [1€(0) || Loy, € v™(t) == v(t)
em L (€,).

Consideramos o mapa Lagrangeano associado a v™:

{atan(x,t) = v"(0"(x,1),1),

o"(z,0) = =x.

Para cada (z,t) € 2, x [0,00), seja y € €, tal que 0" (y,t) = x. Entao, definimos a aplicagao
¢" 1 2y x [0,00) 1—> R por ¢"(z,t) = ¢;'(y). Como divv™ =0 e ¢"(c™(x,t),t) = ¢'(x), obtemos
que ¢™ é uma solugao suave para a seguinte equacao:

)
{&+muwa)=0, (3.3.3)

ot
(0) = -

Se procedermos exatamente como na demonstragao do Teorema 2.21 para a sequéncia (¢"),en;,
obtemos uma funcao ¢ € L>([0,00), LP(£2,)) N Cyw ([0, 00), LP(£2,)) tal que ¢™(t) "= ¢(t) fraco em
LP(€,). Além disso, passando o limite na formulagao fraca de (3.3.3), obtemos que ¢ é solucao para
o sistema (3.3.1). A demonstragao de que ¢ é um rearranjo no tempo ¢.s. é novamente anéloga a

do Teorema 2.21.
Resta demonstrarmos a desigualdade (3.3.2). Com efeito, notemos que

{gt@”—g”)mw{wg"—gn)} _ 0.
§M0) —=<"(0) = & —<5-

Usando a suavidade e procedendo de forma andloga ao Lema 2.23, obtemos que ||£"(t) —
()| zr )= 1€ — <l zr(0,)- Portanto, considerando as convergéncias fracas para £™(t) e ¢"(t) e
as fortes para £"(0) e ¢<"(0), podemos aplicar o limite neste igualdade e obtermos (3.3.2).

Seja & € LP(),) uma solucao estacionaria do sistema (2.1.21). Para uma perturbagio & €
L>=([0,00), LP(£2,)) com condicao inicial £(0) e v = V+G[£], consideramos a solucio da equacio

0 .
{af+m“g;:27 (3.3.4)
s(0) = &.

Entao, temos a seguinte estimativa:

1€(8) = Lol e (o) 1€(8) = (D)l Lo (o) FlIs () = Eoll Lo ()

<
< 1€00) = ollzrin) HIs(t) = ollzr)-
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Portanto, para obtermos estabilidade da solugdo estacionaria &y, é suficiente estimarmos o
ultimo termo da desigualdade acima.

No Teorema 3.9, consideramos a solucio estaciondria & = f(|.|*). Entao, a estratégia bésica
para a demonstracao deste teorema consiste nas seguintes etapas: Primeiro, mostramos que &, ¢é
um ponto de maximo estrito do momento de inércia restrito ao fecho fraco em LP(£,) do conjunto
dos rearranjos de & em ),. Em seguida, usando este fato e a conservacao no tempo para o
momento de inércia das solugbes de (2.1.21), obtemos a estimativa desejada para o tltimo termo
da desigualdade acima.

Durante a segunda etapa, utilizamos o seguinte resultado, que também é utilizado por Burton
em [17]:

Lema 3.11. Sejam ), C R", aberto e limitado, 1 < p < oo, f € LP(Q,), R o conjunto dos
rearranjos de f e M o fecho fraco de R em LP(£),). Consideramos um funcional J : M 1+— R
fracamente sequencialmente continuo em LP(S),). Supomos que existe f© € R ponto de mdzimo
estrito deste funcional, isto €, supomos que

Jlgl < J[f°], Yge M eg # f°.

Entao, Vo > 0, existe > 0 tal que

sup {J1g); g € M) [Broy (12,6} < J117] - 8. (3.3.5)

Demonstracao do Lema 3.11.

A demonstragao deste resultado segue por contradigao. Com efeito, supomos que nao exista este
S. Entao, existe uma sequéncia de fungoes (g, )neny € MN {BLP(QO)(fO, 6)]C tal que J[g,] == J[f°].
Usando o Teorema de Banach-Alaoglu e extraindo subsequéncia se necessario, podemos supor que
existe g* € M tal que g, == ¢* fraco em LP(£,).

Por outro lado, desde que J é um operador fracamente sequencialmente continuo, temos que
Jg'] = J[f°]. Como f° é um ponto de miximo estrito para o funcional J, obtemos a igualdade
g = f°

Visto que g, € M e f° € R, temos ||gnllLr,)< 1fllzr@n)= 19" |r(,). Portanto, usando a

convexidade uniforme dos espagos LP(f),) e o Lema 2.12, temos que a convergéncia g, TR gl 6

forte em LP(£2,).
Como || gn — ¢l r)= llgn — f°llLr(2,)> 9, Obtemos uma contradi¢do. Logo, demonstramos a
existéncia de [3.

3.3.3 Demonstracao do Teorema de Estabilidade

Para facilitar a notacio, definimos & (z) = f(|z]?) e Q, = Bgr2(0, R). Seja R o conjunto dos
rearranjos de £y e M o fecho fraco de R em L?(,).
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Se a fung¢ao f é mondtona crescente, consideramos o funcional J : M +— R dado por

Tlol = [ laPa(a)de.

De forma analoga, se a funcao f é monoétona decrescente, consideramos o funcional J : M +— R
dado por

Tlol =~ [ laPg(x)da.

Aplicando o Teorema 1.24, temos que &, é um ponto maximo estrito para .J em ambos os casos.
€
Sejam e >0e 0 < < 3 Entao, pelo Lema 3.11, existe > 0 tal que

sup {Jg); g € M[[Broa, (&, 0] } < Jlx] = 5.

Como J é uniformemente continuo, seja 0 < § < d; tal que se ||g1 — g2|lrr(,)< 0, entdo

Tlo1) ~ Jlgall< 5.

Seja & € L*([0,00), LP(Q,)) uma solugdo de (2.1.21) dada pelo Teorema 2.21 e tal que a
condicao inicial £(0) satisfaz ||£(0) — &l zr(a,)< 9.

Para v = V+G[¢], usamos a Proposicio 3.10 para considerar ¢ € L>([0,00), LP(€,)) solugao
da equacao

{ gtg—i-div (vs) = 0,
s(0) = &.
Entao, temos a seguinte desigualdade:
[(t) = €D zr2) < [[$(0) = €(0) | Le)= €0 — £(0)[| Lo (0,) < 6.

Desde que £ é J-conservativo (veja Lema 3.7), usando a desigualdade acima e a continuidade
uniforme de J, temos que

+o=p,vt>0.

N
@

[ JIs(®)] = J&lI< [J[s(®)] = JIED]+]T[E(0)] = J[&o]|<
Logo,
JIs(t)] = J[&] = B, Vi = 0.

Como ¢(t) € M, segue que ¢(t) ¢ [BLp(QO)(fg, 61)}6. Entao, <(t) € Brra,)(§o,01), Vt > 0. Logo,
concluimos que

1€(8) = Lol e () 1€(8) = (D)oo s () = Coll o)

<
< 546, <e Vt>0.

Portanto, obtemos a estabilidade.
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3.4 Estabilidade L? para pontos de maximo de energia so-
bre superficies isovorticais helicoidais

Nesta secao, mostramos a LP-estabilidade para pontos de méaximo estrito do funcional energia
sobre classes de rearranjos. Este resultado pode ser visto como uma extensao do Teorema de
Estabilidade de Burton para as equacoes de Euler helicoidais sem rodopio.

3.4.1 Enunciado do Teorema de Estabilidade
Temos como resultado principal desta se¢ao o seguinte teorema:

Teorema 3.12 (Solugdes LP-estaveis). Sejam 2 < p < oo, Q, C R? aberto, limitado, suave e
simplesmente conezo, [ € LP(Q,) e R o conjunto dos rearranjos de f em Q,. Se & é um ponto
de mdximo estrito do funcional energia £ definido em (2.2.8) e restrito a R (isto €, ponto de
mdzimo estrito de E|g), entdo & € uma solugio estaciondria estivel. Mais precisamente, para
cada € > 0, existe § > 0, tal que se £(0) € LP(£,), [|£(0) — &ollzrae)< d € £ € L([0,00), LP(£2,))
¢ a solugao do sistema (2.1.21) dada pelo Teorema 2.21 e com condigao inicial £(0), entdo temos
que |E(t) — &ollLr (o)< € para todo t > 0.

De forma similar as observacoes feitas apés o enunciado dos Teoremas 3.1 e 3.6, para ) =
Uper Sp(§2), w3 = &(S—s37), w = (w2, —11,1)ws e S dado em (2.1.1), podemos interpretar este
resultado como a L, (€)-estabilidade da vorticidade w sob a perturbagao de outras vorticidades
helicoidais.

3.4.2 Demonstracao do Teorema de Estabilidade

Seja & um ponto de maximo estrito de £ : R +— R. Definimos M como o fecho fraco de
R em LP(Q,). Primeiro, vamos mostrar que & é um ponto de maximo estrito de £ : M 1— R.
Com efeito, como & é fracamente sequencialmente continuo e M ¢é fracamente sequencialmente
compacto em LP(f),), temos que £ : M 1— R atinge o supremo. Seja & € M um ponto de
maximo. Vamos mostrar que & = &;. Usando as observacoes feitas na se¢ao 1.2, temos que existe
& € R um ponto de maximo de

geEMi— /Qo 9(2)G[&](x)dx.

Supomos, por contradi¢ao, que & ¢ R. Entao, temos que & # &. Logo, usando a simetria e a
positividade estrita de G, obtemos

fled) = €l + [ (@) ~a@)0la)@dr + [ (@) - 6 @)Cl - &)(@)d
> Ela) + [ (@) - &@)Cll@)dr > el

Como & € R e & é um ponto de maximo estrito de £ em R, temos uma contradi¢do. Entao, £ € R
e consequentemente & = . Como conclusao, & é ponto de méximo estrito de £ : M +— R.
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Agora, vamos demonstrar a estabilidade de &;. Sejam € > 0e 0 < §; < % Entao, pelo Lema
3.11, existe 8 > 0 tal que

sup {5[9] ; g€ M) [BLP(QO)(§0,51)T} < &[] - B.

Como & ¢é uniformemente continuo sobre conjuntos limitados, seja 0 < § < min{d;, 1} tal que

se &1, & € Brr,)(0, [[&ol|zrn)+1) € [[&1 — &llzr,) < 0, entao |E[&1] — E[&]|< g
Seja £ € L*°([0,00), LP(€),)) uma solugao de (2.1.21) dada pelo Teorema 2.21 e tal que ||£(0) —

€0||LIU(QO)< 0.
Para v = V¢, usamos a Proposigao 3.10 para considerar ¢ € L>([0, 00), LP(£2,)) a solucio da
equacao

{;C—l—div(?}g) = 0,
s(0) = &.

Entao, temos a seguinte desigualdade:

[s(t) = E@) [l e (20)< 15 (0) = £(0)]Lr ()= [1€0 = £(0) ]| o) < 0.

Como & é E-conservativo, usando a desigualdade acima juntamente com continuidade uni-
forme de &£ sobre conjuntos limitados e as estimativas |<(¢)||r,)< [€ollr@n), 1E@)] zr@0)<
1€00) ][ £r(@0) < ll€oll Lr(2) +1, temos que

€1c(t)] = El&o]I< [E[<(X)] — E[E@]IHIEE0)] — E[&][<

+2 =8, vit>o0.

N

Logo,
Els(t)] = El&] — B, YVt > 0.

Como ¢(t) € M, segue que ¢(t) ¢ [BLP(QO)(&), 51)}0. Entéo, <(t) € Brra,)(§o,01), Vt > 0. Logo,
concluimos que

1€) = Colleeny < 11E(E) = sl o) +Is(t) = ollra)
< 0+6; <e VE>0.

Portanto, obtemos a estabilidade.
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Capitulo 4

Solucoes bidimensionais que nao decaem
no infinito

Neste capitulo, consideramos as equacoes de Euler 2-D no dominio R? e lidamos com proprie-
dades para dados iniciais que nao decaem no infinito.

Devido & integrabilidade, os dados iniciais wy € L'(R?*) N L>(R?) abrangidos pelo cldssico
Teorema de Yudovich, em certo sentido, decaem no infinito. Varios outros teoremas de existéncia
de solugoes, como os encontrados em [7], [8], [31] e [45], também confinam as condigbes iniciais
wo em subconjuntos de LP(R?), para p # oo. Estas restrigdes estao relacionadas com a lei de
Biot-Savart, visto que a validade desta féormula esta condicionada a integrabilidade da vorticidade.

Por outro lado, solugoes sem decaimento no infinito sao fisicamente relevantes. Nesta direcao,
Serfati em [48] utilizou uma identidade alternativa para a lei de Biot-Savart e demonstrou a boa
colocagao das equagoes de Euler bidimensionais no espaco S = {u € (L*(R?))?; divu =0 ew €
L>(R?)}.

Uma questao interessante e ainda pouco explorada neste tema ¢é caracterizar os dados inicias
abrangidos pelo Teorema de Serfati. Neste capitulo, mostramos que se u € § e w = Xy, entao
2 nao pode conter bolas arbitrariamente grandes. Como consequéncia, temos que muitos vortex
patches iniciais com area infinita nao sao contemplados pelo Teorema de Serfati.

Além disso, nao sao conhecidos exemplos explicitos de vorticidades iniciais em S que nao
estdo em LP(R?) e nao sdo periddicos. Neste capitulo, mostramos que, para €y = {(xy,15) €
R?, (71,75) € R x (=1,1)}, existe uma velocidade u € S tal que w = Xg,.

Dado Xn uma vorticidade inicial de Serfati, uma questao que naturalmente surge é saber se
para todo Q* C Q, Xo« é também de Serfati. Afirmamos que a resposta é negativa usando o
exemplo acima e demonstrando que, para Qy = {(x1,22) € R?, (z1,29) € (0,00) X (—1,1)}, ndo
existe uma velocidade u em S tal que w = Xy, .

Durante o desenvolvimento deste trabalho, procuramos por uma familia de wvortexr patches
iniciais de Serfati com area infinita. Conjecturamos que, para —1 < f < 0 e Q3 = {(z,y) €
Rz >1e0 <y < 2%}, Xo, poderia ser esta familia. Porém, nao conseguimos comprovar a
conjectura e nem refutar. Apesar disto, mostramos que ha um decaimento suficiente em Xq, para
a lei de Biot-Savart estar bem definida. Portanto, demonstramos que estes vortex patches iniciais
sao abrangidos pelo Teorema de Existéncia de Brunelli.
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Este capitulo estd organizado da seguinte forma: Na primeira se¢do, definimos soluc¢oes de
Brunelli como em [14] e demonstramos que as fungoes caracteristicas Xq, acima sao dados iniciais
de Brunelli com area infinita. Na segunda secdo, definimos solugdes de Serfati como em [2],
demonstramos que Xg, é dado inicial de Serfati e que X, nao ¢ dado inicial de Serfati. Em seguida,
mostramos que se Xo é dado inicial de Serfati, entdao {2 nao pode conter bolas arbitrariamente
grandes.

4.1 Solucoes de Brunelli

Nesta secao, tratamos as solugoes de Brunelli para as equagoes de Euler bidimensionais. Mais
especificamente, primeiro enunciamos alguns resultados que fornecem condig¢oes para lei de Biot-
Savart estar bem definida. Em seguida, apresentamos o Teorema de Existéncia de Solugoes de
Brunelli. Finalmente, mostramos que se —1 < 3 < 0, entdo o vortez patch do conjunto {(x,y) €
R? 2 >1e0<y<2”} édado inicial de Brunelli com 4rea infinita.

Solugoes bidimensionais e a lei de Biot-Savart

Lembremos da subsecao 1.1.2 que a formulacao para as equagoes de Euler bidimensionais em
termos da vorticidade é reduzida a seguinte equacao do transporte escalar:

d
—w+ (u.V)w = 0. (4.1.1)
dt
Além disso, com a notagao rot u = —uy — ——uq, temos o acoplamento
8;1:1 81’2
rotu = w,
{ divu = 0. (4.12)

No caso em que w e u decaem quando |z|— oo, temos o seguinte resultado de inversido do
sistema acima:

Proposigao 4.1 (Lei de Biot-Savart em R?). Sejam 1 < ¢ <2 < p < oo tais que g~ =p~ 1 +27!
e w € L1(R?). Definimos K e u por

1 ot

2 [

(4.1.3)
u@) = [ K(@—ywly)dy.

Entio, u € (LP(R?))? e € a tnica solugio de (4.1.2) em (LP(R?))2. Além disso, temos a sequinte
estimativa:

[ullzr2) < ClI K || 2200 @2y [|w]| Lo (r2),
para C uma constante positiva, independente de w e u, e || K| 2.0@2)y= sup M{z € R?; |K(z)|>
A>0

A}z < 0.
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A demonstragao da proposigao acima pode ser encontrada em [31].

No Teorema de Yudovich é usado a lei de Biot-Savart (4.1.3) para demonstrar existéncia
e unicidade de solugoes globais no tempo da equagao (4.1.1) e com vorticidade inicial wy €
LY(R?*) N L™ (R?) (veja [45] e [52]). Em [7], encontramos existéncia de solugdes (sem unicidade)
com vorticidade inicial wy € L'(R?) N LY(R?) e 2 < ¢ < 00.

Sel<qg< 3 ew € LI(R?), entdo nao temos garantia que wu é localmente integravel. Portanto,

a no¢ao usual de solugoes fracas para (4.1.1) nao é aplicavel. No entanto, Giga, Miyakawa e Osada
em [31] usaram as equagoes da velocidade (1.1.9) e demostraram existéncia de solugoes globais no
tempo com vorticidade inicial wy € LI(R?) e 1 < ¢ < 2.

Um questao natural que surge é saber quais as hipdteses minimas para a lei de Biot-Savart
permanecer valida. Em [14], é demonstrado o seguinte resultado:

Proposigao 4.2. Seja w € L>(R?) tal que

w(®)]
/]R2 W dy < 0. (4.1.4)

Entdo, (4.1.3) estd bem definida no sentido de convergéncia absoluta. Analogamente, se a integral
(4.1.83) estd bem definida no sentido de convergéncia absoluta, entdo a integral (4.1.4) é finita.
Solugoes de Brunelli

Se aplicarmos o Lema 1.3 em um campo de velocidades suaves, obtemos que o mapa Lagran-
geano

d
X(0,z) = =,

é um fluxo que preserva medida. Além disso, a vorticidade tem a seguinte dinamica:
w(X(z,t),t) = w(z,0). (4.1.6)

Podemos definir uma nogao de solugao como uma tripla (u,w, X) que satisfaz (4.1.3), (4.1.5),
(4.1.6) e tal que X(.,t) : R* i— R? preserva a medida. Usando esta nogao, em [14] temos o
seguinte teorema de existéncia e unicidade de solugoes:

Teorema 4.3 (Brunelli 2010). Seja wo € L*°(R?) tal que a integral (4.1.4) é finita. Entdo, existe
uma unica solu¢io (u,w, X) com condigio inicial w(0) = wy e tal que

ﬂltl) € L®(R?) e w(t) € L°(R2), V¢ > 0.

Notemos que os resultados sobre existéncia de solugoes enunciados anteriormente produzem
algum tipo de decaimento sobre a velocidade quando |z| tende ao infinito (pois u € LP(R?)). J&
no teorema acima, a velocidade nao tem necessariamente um decaimento no infinito.
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Exemplos de dados iniciais de Brunelli

A seguir, apresentamos uma familia de exemplos de wvorter patches iniciais que satisfazem as
hipéteses do Teorema de Existéncia de Brunelli, mas nao satisfazem as hipdteses dos resultados de
existéncia expostos anteriormente, isto é, estas vorticidades iniciais nao estao contidas em L?(R?),
para todo 1 < ¢ < oo.

Proposigao 4.4. Sejam —1 < 3 <0, Q = {(z1,20) € R%, 21 > 1 e0 < 15 < xf} e wyg = Xo.
Entao, temos que wy satisfaz as hipoteses do Teorema 4.3, isto é

wo € L(R?) e / oWl g0 < oo, (4.1.7)
R [yl
Por outro lado, temos que
wo ¢ LY(R?), V1 < ¢ < oo. (4.1.8)

Demonstracao da Proposicao 4.4.

Comegamos calculando a integral em (4.1.7). Com efeito,

w X, ooyl 1
r |yl R |yl toJoo (yf +y3)2
B8

- /100 {Inlys + Wi + 9321}
= /100 {inly! + W} +47")2] = infys] } dys

o0 _ EEANGE
- /1 Infyd ™ + (1+ 417 7V)3]dy,.

dy,

Vamos demonstrar que
In[t + (14 1%)2] < 2t, ¥t > 0. (4.1.9)
De fato, seja f(t) = 2t — In[t + (1 4 12)z]. Entéo, f(0) =0 e

1
4 t)=2— ——. <1+t1> >0,Vt>0.
dt t+ (1+1¢2)2 (1+1¢2)2

Portanto, obtemos (4.1.9).
Fazendo t = yf ~! ¢ voltando na integral, temos

[y = [Tyt 0 2 i < [T 2

||
B g,@ y1=OO:_g
- {ﬁyl} 2 <o

y1=1
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Como claramente wy € L>(R?), obtemos (4.1.7).
Agora, para —1 < 8 < 0, temos que

Y1=00

/RJWo( |pdy—/ / dyady = /y1dy1 {B ﬂ“} = 0.

y1=1

Analogamente, se § = —1, temos

Loty = [y tdys = {inl ]} = oo.
R2 1

Portanto, obtemos (4.1.8).

4.2 Solucoes de Serfati

Nesta secao, tratamos as solugoes de Serfati para as equacoes de Euler bidimensionais. Mais
especificamente, primeiro enunciamos o Teorema de Existéncia e Unicidade de Solugoes de Serfati.
Em seguida, demonstramos algumas propriedades para os vorter patches iniciais abrangidos por
este teorema. De fato, para Q; = {(z1,72) € R? (z1,72) € R x (=1,1)} e Qo = {(z1,72) €
R?, (z1,79) € (0,00) x (—1, 1)}, mostramos que Xq, é dado inicial de Serfati e que Xq, ndo ¢ dado
inicial de Serfati. Além disso, demonstramos que se Xo é dado inicial de Serfati, entao {2 nao pode
conter bolas arbitrariamente grandes.

Identidade de Serfati

Nos teoremas de existéncia de solu¢oes enunciados na se¢ao anterior, é exigido condigoes de
integrabilidade sobre a vorticidade inicial. Além disso, nas demonstragoes destes resultados, a lei
de Biot-Savart (4.1.3) é essencial para algumas estimativas (veja [41] e [45] para maiores detalhes).

Por outro lado, do ponto de vista fisico, as vorticidades em escoamentos pouco viscosos tendem
a ser geradas perto da fronteira (veja [2] e [41] para maiores detalhes). Levando em conta que
os modelos com o dominio R? podem ser vistos como aproximacoes para fluxos longe da margem
delimitadora, temos que dados iniciais que nao decaem no infinito sao fisicamente relevantes.

Nesta diregao, Serfati em [48] demonstrou a boa colocagao das equagoes de Euler bidimensionais
no espaco S = {u € (L*(R?))?; divu =0 e w € L*(R?)}. Na demonstracio, Serfati utilizou uma
identidade alternativa para a lei de Biot-Savart.

A seguir, apresentamos esta identidade como feito [2]. De fato, seja a € C5°(R?) tal que

0 <a <1 ea éidenticamente unitdria numa vizinhanga da origem. Entéo, para a.(.) = a (> e
€

w uma solugao suave da equagao da vorticidade, reescrevemos (4.1.3) na seguinte forma:
u@) = [ ar—ypK@—ye@y+ [ {1-ale—yphKE—yo@)dy.  (@21)
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A primeira integral acima ¢ finita se w € L>°(R?). No entanto, a segunda integral pode nao
estar bem definida neste caso. Portanto, necessitamos modificar a expressao. Derivando (4.2.1)
no tempo, temos

Buus(z) = &, / a(z — y)Ki(z — y)w(y)dy
o [ —ade =)} Ki(e = y)dw(y)dy, i=1,2. (4.2.2)

Por outro lado, usando integragoes por partes e algebrismos, é possivel obter a seguinte igual-
dade para o dltimo termo acima (veja [2] para detalhes):

ez )i Ki(e —y)0wdy = — | {1 —adz —y) (e —y){(w.V)wldy

= [, @V~ ale = ylKi(z = y)}Hudy.

Entao, substituindo a expressao acima em (4.2.2) e integrando em ¢, temos a identidade de
Serfati:

+ / / V)V - ale - y)]Ki(z — y)}huly, )dyds.  (4.2.3)
O seguinte resultado garante que esta identidade estda bem definida em S:

Proposi¢ao 4.5. Para i = 1,2, temos que V{V*+{[l —a]K;}}, a.K; € L'(R?) e existe uma
constante C' > 0, independente de €, tal que sdo verdadeiras as sequintes desigualdades:

A
|

IV{VH{[1 —a]K}}H @) < —,
||a€KZ-||L1(R2) < (.

A demonstragao da proposigao acima pode ser encontrada em [2].

Se usarmos a conservagao da norma L*(R?) para a vorticidade, a proposigao acima e escolher-
1

mos € = (fotHu(s)H%oo(W)ds) ?, obtemos

1
t 2
la@llems < Ju(0)llwqway+C ( [ ) 3w ey )
Aplicando o Lema de Gronwall na desigualdade acima, temos a estimativa

() ey < (O ey (1 Cte) (1.2.4
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Solucgoes de Serfati

A seguir, apresentamos a definigdo de uma solugao de Serfati como em [2]:
Definigdo 4.6 (Solugoes de Serfati). Sejam S = {u € (L*(R?)? divu = 0 ew = rotu €
L>°(R?*)} munido com a norma ||u|perz)+||w]|Lom®e) € u® € S. Dizemos que u € L>([0,T],S) é
uma solugao de Serfati para as equagoes de Fuler bidimensionais (1.1.9) e com dado inicial u®, se

temos as sequintes condigoes:

1. Vv e C§£((0,T); V), temos que

/ /R2 (”“+ (u.Vv). )da:dtzo,

para V = {v € C°(R?); divv = 0};

2. Para cada fungio de corte a € C§°(R?) radialmente simétrica, tal que 0 < a < 1 ea ¢
identicamente unitdaria numa vizinhanca da origem, w = rotu e w® = rotu°, temos

uie,t) = uile) + / (e = y)Kilx = ) ((y. 1) — o (y)) dy
+ / / V) {VH{L ~ ale — )] K@ = y)}} uly, s)dyds,
comi1=1,2;
3. Eziste um fluro X : R? x (0,T) — R? que preserva a medida e tal que

w3(X (z,1),t) = w’(z).

Usando as estimativas obtidas pela identidade de Serfati, temos o seguinte resultado de exis-
téncia e unicidade de solugoes para as equagoes de Euler bidimensionais:

Teorema 4.7 (Serfati 1995). Seja u® € S. Entdo, existe uma tunica solugio de Serfati globalmente
definida no tempo e com dado inicial u°.

Este teorema é feito originalmente em [48]. Ambrose et al. em [2] apresentaram uma de-
monstracdo mais completa e compreensivel. Além disso, estenderam o teorema para dominios

exteriores. Taniuchi em [49] melhorou o resultado de existéncia de solugoes para dados iniciais em
{u € (L*(R?))?; divu =0 e w € bmo}.

Dados iniciais de Serfati

Uma questao interessante e em aberto é caracterizar as vorticidades iniciais de Serfati. Seja
1 <q<2ewye LI(R?*) N L>®(R?). Entdo, para ug dado pela lei de Biot-Savart (4.1.3), temos que
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ug € S. De fato, usando a desigualdade de Holder, temos

1 1
= || K(z- d <7/ B d
wo@) = | [ K=oy < o [l

1 1
— e d
2 /B(x,l)c |z — y| [wo(y)ldy

(¢")7!
1 2
< lwollzeemay+5— " [lwoll La(r2)-

2 -2

Em particular, os dados iniciais abrangidos pelo Teorema de Yudovich também sdao abrangidos
pelo Teorema de Serfati.

Ainda nao sao conhecidos exemplos explicitos de vorticidades iniciais em S que nao estao em
LP(R?) e nao sdo periédicos. A seguir, apresentamos um exemplo de um wvortex patch inicial de
Serfati com area infinita:

Proposigao 4.8. Sejam Q1 = {(z1,72) € R?, (71, 22) € R x (=1,1)} e u = (uy,0) dado por

2 se To < —1,
U1($1,$2) = l—29 se —1<zy< 1,
0 se To > 1.

Entao, ue S ew = A, .

Demonstragao da Proposicao 4.8.
Claramente temos que divu = 0, rotu = Xo, e u € L>°(R?). Logo, obtemos a proposigao.
[ |

Seja Xo uma vorticidade inicial de Serfati. Uma questdao que surge naturalmente é saber se
para todo Q* C 2, Xo+ é também Serfati. Com o exemplo anterior e o seguinte, temos que a
resposta é negativa.

Proposigao 4.9. Seja Qy = {(z1,22) € R?, (21,22) € (0,00) X (—1,1)}. Entdo, Xq, nio é dado
inicial de Serfati, isto €, nao existe u em S tal que w = Xy, .

Para a demonstracao da proposi¢ao acima, usamos o seguinte resultado:

Lema 4.10. Seja w € L'(R?*) N L>(R?) e u dado pela lei de Biot-Savart (4.1.3). Entdo, u é uma
funcao continua.

A demonstracao deste lema pode ser encontrada em [45].

Demonstracao da Proposicao 4.9.
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A demonstracao deste resultado segue por contradi¢ao. Com efeito, supomos que exista uma
velocidade u € (L*°(R?))? tal que divu = 0 e rot u = Xg,.

Consideramos os conjuntos Q) = {(x1,z2) € R?, (z1,22) € (i,00) x (=1,1)}, Vi € N. Entao,
vemos que X é um dado inicial de Serfati com velocidade u'(z1, 2) = u(x1 — 4, 2).

Consideramos também os conjuntos Bj = {(z1,72) € R?, (z1,z2) € (0,1] x (—1 ,1)}. Entao,
usando os resultados acima, temos que X B; ¢ dado inicial de Serfati com velocidade v* = u — u'.

Além disso, a sequéncia (v*);ey é unlformemente limitada em L>(R?), isto ¢, existe uma constante
d > 0 tal que

[0 || oo g2y < d, Vi € N. (4.2.5)

Por outro lado, usando a lei de Biot-Savart (4.1.3), temos que a fungao
@) = [ K@= y)s )y

¢ continua, limitada, divz' = 0 e rotz' = X B - Como no caso bidimensional temos a identidade
A = (0p,div — Op,r0t, Oy, div + Oy, T0t), obtemos o seguinte sistema:

Alzt =] = 0,
Zi—ot e L™(R?).

Aplicando o Teorema de Liouville para fung¢oes harménicas (veja [29]), temos que existem cons-
tantes C} e C} tais que

v =2+ (C},C4) q.s. em R% (4.2.6)

Agora, vamos calcular explicitamente a segunda componente de z°. De fato, temos a seguinte
forma para as componentes de z2":

Fix) = AZK(x—y)XBg(y)dyz —1/1, :

2 0$—y’2
1 Y2 — T2 r1— W
- d,/ dy) .
2w<ésx—m2yz%m—ywy

Entao, para x = (%, O), temos a igualdade:

i (1 _ )
22<2’0> N 27r// T—pe g

K
2

-1y H o )]}

= 0.

(T2 — y2,y1 — x1)dy

Portanto, usando (4.2.5) e (4.2.6), juntamente com a continuidade de z’, temos que

|Ci|< d, VieN. (4.2.7)
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Por outro lado, para = (0,0) temos a igualdade

5(0,0) = / s
0 yi +

1=1

= {ln[y2+y1]} o

_ 1 1 2, 2 2
= T an /_1 {ln[y2 +i] - ln[?b]}dyz

1 2 2 2 L1 [ye] v
= i {ygln[z + y5| — yalnlys] + 2itg [”

v y2=—1

Portanto, novamente usando (4.2.5) e (4.2.6), juntamente com a continuidade de z’, obtemos

|| = (4.2.8)

Temos que (4.2.7) e (4.2.8) formam uma contradi¢ao. Logo, ndo existe um campo de velocidade
uem S tal que w = Xg,.

A seguir, mostramos uma condi¢do necessaria para um vortex patch ser dado inicial de Serfati.
Mais especificamente, demonstramos que se uma vorticidade inicial X, estd em S, entao {2 nao
pode conter bolas arbitrariamente grandes.

Teorema 4.11. Sejam u € L™(R?) e Q C R? tal que

divu = 0,
rotu = Xq.

Entao, para cada x € R? e r > 2°||ul| 0 g2), temos que
|B(x,r) NQ°> 0,
para B(x,r) ={y e R* |z —y|<r}, Q°=R?/Q e| .| a medida de Lebesgue em R

Como consequéncia deste resultado, muitos vortex patches iniciais nao sao abrangidos pelo
Teorema de Serfati. Citamos como exemplo X2 e X, , para Q, = {(z1,12) € R*;x; > 0 e z3 > 0},
Na demonstracao do teorema acima, usamos a seguinte estimativa para fun¢ées harmonicas.

Lema 4.12. Seja f harmonica sobre Q C R2. Entdo, é verdadeira a sequinte desigualdade:

24 '
10:f (2)|< EHNU( @s)s ¥V B(x,8) CCQ, i=1,2.
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A demonstracao do lema acima pode ser encontrada em [29].
Demonstracao do Teorema 4.11.

A demonstracao deste resultado segue por contradigdo. Com efeito, supomos que existam
€ R? e r > 2°|ul| L (r2) tais que |B(z,7) N Q°|= 0. Entdo, redefinindo  em um conjunto de
medida nula se necessério, temos que B(x,r) C €.

Por outro lado, pelas propriedades de u, temos que divu = 0 e rotu = 1 em B(z,r). Entao,
usando a identidade A = (9,,div — O,,rot, O,,div + 0., rot), obtemos a seguinte igualdade:

Au=0 em B(z,r).

Portanto, u é harménica em B(z,r). Usando o Lema 4.12 e a hipétese sobre 7, obtemos a seguinte
estimativas:

O )] < —2—lul < Jullimmer< L as ye B (x 1)
—U; —||U T — U oo — .S. T, — .
8@» GJ\Y)| > 7(5)3 LY (B(y,5)> , Lo (R2) 5 q.s. Yy '3

Logo,
r
l=rotu<1qs. em B (x, 3) ,

o que é uma contradi¢ao. Entao, demonstramos o teorema.
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Capitulo 5

Conclusoes e consideracoes finais

Como visto neste trabalho, escoamentos sob o regime de simetria helicoidal tém, em certo
sentido, caracteristicas de escoamentos bidimensionais (veja [35], [43] e [44] para outros detalhes).
Se, por um lado, pesquisas com fluxos bidimensionais podem ser abundantemente encontradas
na literatura desde décadas passadas, em contrapartida, apenas recentemente alguns resultados
com fluxos helicoidais tém sido apresentados na comunidade cientifica. Consequentemente, muitas
questoes bem conhecidas para o caso bidimensional ainda estao em aberto para o regime helicoidal.

Como um avango nesta dire¢ao, mostramos na primeira parte desta tese que, em dominios
limitados e sob a restricdo geométrica de ser livre de rodopio, algumas técnicas de existéncia
de solugoes e também de estabilidade nao-linear desenvolvidas no caso bidimensional podem ser
adaptadas. De fato, para o sistema reduzido (0.0.2) (veja introdugdo), obtemos o Teorema 0.1,
que garante existéncia de solugdes com dados iniciais em LP. Além disso, obtemos também os
Teoremas 0.2, 0.3 e 0.4, que garantem a estabilidade de algumas solucoes estacionarias. Estes
ultimos resultados comprovam que as técnicas desenvolvidas por Wan e Pulvirenti e por Burton
podem ser estendidas para casos mais gerais. Nesta mesma direcao, apresentamos a seguir alguns
possiveis temas de pesquisas futuras envolvendo as equagoes de Euler helicoidais:

» Apesar do Teorema de Wan e Pulvirenti (Teorema 1.13 do capitulo 1) garantir a estabilidade
L' do wortex patch circular, em [20] é mostrado numericamente que certas perturbacoes
podem desenvolver longos e finos filamentos se movendo para relativamente longe da condi¢ao
inicial. Isto indica uma instabilidade com relagao a norma dada pela distancia maxima
entre os pontos das fronteiras dos vortex patches. Um estudo numérico semelhante pode ser
investigado para Euler helicoidal.

o Em [34] e [46] é estimado a evolugdo no tempo do suporte de vortex patches. Nas demons-
tragoes destes resultados é usada a lei de Biot-Savart para estimar a componente radial da
velocidade. Uma investigagao similar pode ser realizada no caso helicoidal. Uma dificuldade
a ser superada é a diferenca entre as leis de Biot-Savart bidimensional e helicoidal.

» A velocidade associada a um vortex patch Xp, pode ser escrita como uma integral de fronteira
sobre 0D, (veja [41] para maiores detalhes). Entdo, informagdes sobre a evolugdo de dD;
garantem propriedades de comportamento da solu¢ao Xp,. Em [9] é demonstrado que a
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fronteira de um wvorter patch preserva a suavidade inicial. Um estudo na mesma direcao
também pode ser realizado para Euler helicoidal.

o A condicao de ser livre de rodopio, apesar de fisicamente restritiva, garante que o termo de
estiramento seja nulo. Ao nao exigir esta restricao, um termo de estiramento ainda se faz
presente. Uma questao relevante e mais realista é encontrar solugoes estacionarias e estaveis
para Euler helicoidal com rodopio. A dificuldade deste caso reside no fato que a equagao da
vorticidade nao torna-se uma equacao de transporte, necessitando portanto desenvolver uma
técnica mais apurada.

Na segunda parte desta tese, fazemos um estudo sobre os vorter patches iniciais abrangidos
pelo Teorema de Serfati. Mostramos no Teorema 0.5 que se 2 C R? é um conjunto tal que X, é
um vortexr patch inicial de Serfati, entao €2 nao pode conter bolas arbitrariamente grandes. Além
disso, mostramos, via os exemplos 0.1 e 0.2, que dado Xy uma condigao inicial de Serfati, entao
nao é necessariamente verdadeiro que para qualquer Q* C Q, X+ é condicao inicial de Serfati.

Como mencionado, uma questao ainda em aberto é achar uma familia de dados iniciais de
Serfati cujas vorticidades nao sejam L? integravel. Vimos que a familia Xq,, para —1 < 5 < 0

e Q= {(r,13) ER? 2y >1e0 <2y < xf}, ¢ abrangida pelo Teorema de Brunelli, porém a
verificacao de que se é de Serfati continua sendo um problema em aberto e podera ser explorado
em topicos futuros de pesquisa.

Além disso, temos que para dados iniciais de Serfati, a lei de Biot-Savart (4.1.3) nao é vélida
como convergéncia absoluta, no entanto, em alguns casos, ela possivelmente pode ser verdadeira
num sentido de valor principal (veja [8]). Um estudo mais aprofundado nesta dire¢do poderd
também resultar em alguns outros exemplos de dados iniciais de Serfati.
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