ALGORITMOS DE PONTOS
INTERIORES APLICADOS A FLUXO
EM REDES !

Leonardo Nogucira Matos *

Departamento de Matematica Aplicada
IMECC - UNICAMP

Banca Examinadora :

Prof. Dr. Clovis Perin Filho ®
Prof. Dr. Antonio Carlos Moretti *
Prof. Dr. Fernando Augusto Silva Marins °

Profa. Dra. Maria Aparecida Diniz Ehrhardt ©

! Dissertacao submelida ao lnstituto de Matematica, Estalistica e Ciencia da Com-
putacac da Umniversidade Estadual de Campinas, para preenchimento dos pré-requisitos
parcials para obiengao do Titulo de Mestre em Matemdsica Aplicada.

20 auior é Bacharel em Ciencia da Computacao pela Universidade Federal do Ceara.

3Prolessor do Departamento de Matlemditica Apiicada do IMECC - UNICAMP.

1Professor do Departamento de Matemitica Aplicada do IMECC - HNICAMP.
5Professor do Departamento de Engenharia de Produgao da Faculdade de Engenharia

da UNESP - GUARATINGUETA.
SProfessora do Departamento de Matematica Aplicada do IMECC - UNICAMP.



ALGORITMOS DE PONTOS
INTERIORES APLICADOS
A FLUXO EM REDES

Este cxemplar corresponde a
redacao Tinal da tese devida-
mente corrigida e defendida pelo
Sr. Leonardo Nogueira Matos e
aprovado pela Comissiao Julga-
dora

Campinas, 1 de dezembro de 1993

//r I /’

Prof. Dr. Clovis Perin Filho = -

e, B \. o
Ters b £ D S H e

Dissertacao submetida ao Insii-
tuto de Matematica, Estatislica
e Ciéncia da Computacao da
Universidade Estadual de Cam-
pinas, para preenchimento dos
pré-requisilos parciais para ob-
tencao do Titulo de Mesire em
Matematica Aplicada.

LNICAMS®
WRLIO VS Ch CENTRAL




Aos meus pais

¢ in memoriam de

Luis, Ticiano e Inah.



Agradecimentos

Durante a escrita desta Lese, contel com o apoio de muitas pessoas. (1os-
taria de Jembrar algumas delas.

Fm priuneiro lugar, devo meus agradecimentos ao prof. Clovis pela sua
orieniacao ¢ paciéncia.

Agradego também & minha mae, meu pai ¢ irmaos; o apoio de minha
familia, mesmo estando distante, foi indispensavel a conclusao deste trabalho.
Neste sentido, lembro também os nomes dos tios Eduardo e Everardo e dos
amigos Sidney e IFrancisco, pela acolhida em Sio Paulo e ajuda prestada
duranie todo este periodo.

Aos professores da arca pelas sugestoes e ajuda com o material bibli-
ogréfico.

As pessoas com quem convivi nesta universidade, em especial a Patricia
e aos amigos da repiiblica, um grande abrago!

Ao Prof. Dr. Paulo Franca e ao funcionario Walcir, pela concessao de
uma area na rede local de um dos laboratérios da Faculdade de Engenharia
Elétrica.

As instituicoes Coordenacio de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Su-
perior - CAPES e 4 fundacao de Amparo & Pesquisa do Estado de Sao Paulo
- FAPESP, pelo apoio financeiro.



Conteluido

1 Introdugio 1
1.1 Apresentagdo do Problema . . . . .. ... . ... ... 1
1.2 Histérico . . . . .. . o e 2
1.3 Objetivosdo Trabalho . . . . . ... .. ... . ... ... . 6
1.4 Glossdriode Notagbes . . . . . ... ... ..., 6

2 Algoritmos de Pontos Interiores _ 8
21 Introducgdo . . . . . ... ... 8
2.2 Algoritmo Primal Afim . . . .. ... _ ... ... ....... 8

2.2.1 Imicializacao . . . . . . . . . . . . ... ... .. .._... 11
222 CritériodeParada . . . . ... ... ... .. ... .. 12
23 A Trajetona Central . . . . . . _ . . . ... ... ... 13
231 Definigoes . . . .. ... 13
232 FungaodeMérito . . . . ... ... oL L. 15
2.3.3 Propriedades da Trajetoria Central . . ... .. .. .. 18
2.4 Algoritmo de Barreira de Passos Curtos . . . . . .. ... ... 23
24.1 Imicitalizacao . . . . . .. . .. . ... .. ... ... 30
242 Criiériode Parada . . . ... .. ... ..., .... 35
24.3 Complexidade . . . . . . .. .. ... ... ... 37
2.5 O Algoritmo de Barreira de Passos Longos . . . . . . W 40
2.5.1 Imicializagao . . . . . . . ... .. ... ... ... 42
2.5.2 TamanhodoPasso ... . ................ 42
253 Complexidade . . . ... . ... ... ... .... 42
2.6 Algoritmos Primais Duais . . . . ... . ... ....._ ... 19
2.6.1 Inicializacdo . . . . . .. . .. . ... .. D2
27 Conclusdes . . . . .. . .. L 54



3 Resolugao de Sistemas Lineares

3.1 Imtroducdo . .. .. ... . ... ...

3.2 Cilculos preliminares

3.2.1  Calculo da Projegao sobre N{AY . . . . . ... ... ..
3.2.2  Célculo da Direcio An(z, e} . . . o . . .o oL

3.3 A Matriz de Projegao

3.3.1 O Posto da Malriz de Incidéncia (Bazaraa [5]) . . . . .

3.3.2 Operag¢des com a Matriz de Incidéncia . . . . . .. ..
3.4  Técnicas de Resolugao de Sistemas Lincares . . . . . . .. ..
3.4.1 Mélodo do Gradiente Conjugado . . . . .. . ... ..

3.4.2 Gradiente Conjugado Pré-Condicionado . . . . . . ..

3.4.3 Fatoracdo de Cholesky
3.44  Decomposicao QR

35 Conclusdes . . . .. .. L e
4 Resultados Computacionais .

41 Introducdo . . . . . . . . . ..

4.2 Sobre a Decomposicdo QR . . . . ... .. ... L. ..

4.3 Sobre o Algoritmo de Barreira de Passos Curtos . . . . .. ..

4.4 Sobre o Algoritmo de Passos Lougos . . . ... . ... .. ..

4.4.1 A Busca Linear
4.4.2  Parametro v
4.5 Resultados Gerais

4.6 Conciusoes . . . . . o o .o

5 Conclusoes
5.1 Contribuigoes

5.2 SugesiGes para Desenvolvimentos Futures . . . . . . . . .. ..

Bibliografia

55
Ho
56
26
A
61
61
64
66
£i6
68
70
71
73

75
75
76
77
79
82
83
84
86

88
88
89

91



Lista de Figuras

1.1

2.1
2.2
2.3
2.4
2.5

3.1
3.2
3.3

4.1
4.2
4.3
4.4

Exemplo de um grafo e sua matriz de tncidencia. . . . . . ..

[teracio do Mélodo Afim . . . . . .. ... .. ... .. ...
Trajetoria Central . . . . . . .. . .. . ... ... . ....
Curvas de nivel da funcgao barreira. . . . . . . ... ...
lteracio do algoritmo de passos curtos . . . . .. . ... ..
Iteracao do algoritmo de passos longos . . . . . ... .. ..

Exemplos de um caminho, cicloe arvore . . . . .. ... ..
Representacido da matriz de incidéncia . . . . . . . .. ...
Decomposi¢do QR simbolica . . . . . . .. .. ... L.

Trajetoria do algoritmo de passos curtos . . . .. ... ...
Iteracoes do algoritmo de passos lopgos . . . . . . .. L
Tempos de CPU ao longo de cada ileracao . . . . . .. ...

Desempenho das técnicas com relagao ao tempo de CPU

11



Lista de Tabelas

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6
4.7
4.8

Tempo médiode CPU . . . . L 0 oo oo 76
Percentual desucesso . . . .. . . .. . ... Lo L. 77
Variagao percentual media . . . . . .. oo oL 77
Valores médios de CPU e No. iteragbes . . .. . ... ... .. 78
Implementagbes do algoritmo de passos curtos . . . .. .. .. 78
Tempo médiode CPU . . . .. . . .. ... ... ... .. 82
Percentual de CPU consumido pela busca lincar . . . . . . .. 83
Tempos médiode CPU . . . . . . . .. ... ... ... 86

v



Lista de Simbolos

e

Py

Il 1601 Roos IF - fix
In, lg

3,80

A

TAy

zVy

Vetores em R ou ™

Vetor cujos elementos sao todos iguais a 1
Supra-indices indicam o numero da iteragao
e subindices a coordenada do vetor

Vetor {ormado pelo inverso das componentes
Ltgeony Ty

Solucdo 6tima do problema primal.

Matriz diagonal cujos elementos sdo zy,...,Zn
Matriz

Projecao sobre AM(A)

norma euclideana, norma-oo € norma-1
Logaritmo neperiano e logaritmo na base 2
Regiao factivel e seu interior

Vetores nao negativos e positivos de R™
Vetor de coordenadas (min{z.,¥.}).

Vetor de coordenadas (max{z,,v.})



Capitulo 1

Introducao

1.1 Apresentacao do Problema |

Nos anos subsequenties a Segunda Guerra Mundial ocorreu um grande avango
no campo cientifico com o desenvolvimento de diversos trabalhos iniciados
durante o periodo de guerra. Estes trabalhos diziam respeito a um problema
muito comum em nossas vidas: como fazer um melhor aproveitamento de
rECUrsos que sio escassos.

Este pode ser considerado o marco do surgimento de uma importante
ciéncia dos dias atuais: a Pesquisa Operacional. A Pesquisa Operacional
(PO) compde um conjunto de ferramentas cientificas que auxiliam em pro-
blemas de tomada de decisao. Entre estas ferramentas se encontram a Pro-
gramagao Linear (PL) e a Programacao de Fluxo em Redes, que como vere-
mos adiante, trata-se de um caso particular da PL.

A palavra rede a que nos relerimos diz respeito a uma representacac
de qualquer entidade caracterizada por possulr pontos de oferta e demanda
de produlos e meios de transmissao destes produtos. ksta represeniacao
pode ser 1ao abrangente quanto se gueira pols pode representar desde uma
rede de telecomunicagoes aié um chio de fabrica. QQuanto a palavra fiuxo,
obviamente, ela diz respeito a circulagido do produto na rede.

Diversos problemas da vida pratica podem ser enquadrados como proble-
mas de fluxo em redes, tais como: escalonamento de tarefas em maquinas,
planejamento de circuitos VLS, roteamento de veiculos no transporie de car-
gas, planejamento e gerenciamento de redes elétricas, hidraulicas, gasodutos



e redes de telecomunicagdes ¢ muilos outros.
Sob o ponto-de-vista académico estes problemas recebem nomes classicos
na literatura, dentre os quais podemos destacar

e Problema de Fluxo Maximo - quando se descja saber o maior Huxo
possivel que pode ser enviado de um nd a outro da rede.

o 'roblema do Caminho Minimo ~ quando se deseja saber o menor ca-
minho entre dois nés distinios da rede.

e Problema de Fiuxo de Custo Minimo - quando se descja descobrir o
fluxo de menor custo na rede, com este fluxo atendendo as restrigdes de
oferta e demanda nos nés. No caso particular em que a rede é um grafo
bipartido em conjunios de nds de demanda e nés de oferta, o problema
de fluxo de custo minimo recebe a denominacao especial de problema
de transporie.

s Problema de Designagio - Trata-se de um caso particular do problema
de transporte. A formulagao do problema de designacao € semelhante a
do problema de transporte, diferindo apenas no fato de que a demanda
e oferta em cada no é sempre igual a um.

e Problema de Circulagio ~ E um caso particular do problema de fluxo
de custo minimo. QOcorre quando a demanda e oferta em cada no é
sempre igual a zero.

Existem na literatura diversos algoritmos especificos para resolver cada
um dos problemas acima. Nesie trabalho nos propomos a estudar o problema
de fluxo de custo minimo usando algoritmos nio tradicionais. A abordagem
que adotamos para resolver este problema é alravés de algoritmos de pontos
interiores.

1.2 Histérico

O problema de fluxo de custo minimo, consiste em determinar um vetor
z* € R solucao 6tima de:

Q]



min cx
sa. Ar = b (P)
0<z<u,

onde A € R™*" ¢é a matriz de incidéncia da rede, ¢,u.¢ z sdo velores em
R que representam o custo, capacidade e intensidade do fluxo nos arcos,
respectivamente, e b € ™ é o vetor de nds. A mairiz de incidéncia obedece

a seguinie regra de formacgéao

1  seo arco jestd saindo do né 1,
a,, = —1 se o arco j esta chegando ao né g,
0 seo arco 7 nao incide sobre o né ».

Na Figura 1.1 ilustramos uma rede com 4 nds e 5 arcos e uma matriz de

incidéncia correspondente ao mesmo.

2
4
®
1 1 0 9 ¢
-1 9 1 1 ¢
Azﬁ—1—101
6 0 ¢ —1 —1

Figura 1.1: Exemplo de um grafo e sua matriz de incidéncia.

Por tratar-se de um problema de programacao hnear com uma matriz
de restrigbes com uma estrutura especial, este problema é resolvido pelo
método simplex especializado para redes [22]; extremamente rapido, eficiente
e preciso pois executa apenas operagoes de somna, subtracio e comparagao.



Analogamentie, existe uma versao do simplex dual [2] para redes, também
construido de modo a aproveitar as caracleristicas da matrz de incidéncia.
Ambos os métodos possuem complexidade exponencial, o que é considerado
nao clicicnte do ponto de vista tedrico.

sm 1961 Fulkerson desenvolveu um método primal dual denominado o
méiodo out-of-kilter [22]. O método out-of-kilter tornou-se conhecido por
ser especifico para o problema de Auxo de custo minimo e por lograr bons
resultados priticos. Diversos trabalhos foram feitos comparando o método
simplex e out-of-kilicr sem que ainda se tenha uma definicio de qual dos
dois é o mais eficiente.O método out-of-kilter, assim como o simplex, tambem
possui compiexidade exponencial.

(s primeiros algoritmos com complexidade polinomial surgiram nos anos
70 com a idéia de aproximagdes sucessivas ou “scaling”, proposta por lud-
monds e Karp [9]. Métodos de aproximagoes sucessivas sao métodos em que
a cada iteragao ¢ resolvido um problema com um critério de otimalidade
relaxado o qual se torna mais rigido 4 medida que as itera¢bes se sucedem,
até que na ultima iteracdo obiém-se uma solugao Stima para o problema
original. A abordagem utilizada para resolver o problema dentro de cada
iteracao classifica os diversos mélodos de aproximacdes sucessivas; em todos
estes métodos, cada etapa € resolvida em tempo polinomial. Diversos algorit-
mos com aproximagoes sucessivas foram desenvolvidos nestes iltimos vinte
anos; atualmente os trabalhos mais evoluidos devem-se a Goldberg e Tarjan
[15] e [16] e Orlin [31], entre outros, que propuseram na segunda metade da
decada passada algoritmos fortemente polinomiais.

Paralelamenie, nos tltimos anos, o estudo de pontos interiores para a pro-
gramagao linear tomou um grande impulso. Algoritmos de pontos interiores
para a programacao linear surgiram com o esforco cientifico de desenvolver al-
goritmos polinomiais para a Programagao Linear (PL). O primeiro algoritmo
polinomial deve-se a Khachiyan [23], 1978. Ele provou que a complexidade
do método dos elipsdides de Shor [34] para a PL é de O(n*L), onde L é o
numero de bits usados para armazenar os dados do problema. Apesar de
ler boas propriedades teéricas, este método na pratica é irremediavelmente
lento e, portanto, ndo se mostra competitivo frente ao simplex. Em 1984,
Karmarkar publicou seu método projetivo [21] com complexidade O(n3°L)
para o numero de operagdes e J(nf) para o nimero de iteracdes. Ao mesmo
tempo, anunciou resultados superiores aos do método simplex para problemas
com alguns milhares de varidveis. Este fato motivou muitos pesquisadores



ao estudo de pontos interiores. Em 1985 foram apresentados melhoramentos
ao algorttmo de Karmarkar que originalmente utilizava um formato muito
complicado e dificil. Uma simplificacio radical deste algoritmo resullou no
método primal afim, um mélodo proposto em 1967 por Dikin [8] e que alé
aquele momento permaneccra desconhiecido, sendo redescoberto independen-
temente por Barnes {3] e Vanderbei, Mckcton e Freedman {38]. Um estudo
da complexidade deste método foi feito por Megiddo € Shub em [29] gue
concluiram que o método primal afim muito provavelmente nao é polinomial.
Novos resultados foram obtidos a partir do estudo de trajetéria central.
A trajeloria central foi inicialmente estudada por Bayer e Lagarias [4] e por
Megiddo [28]. Renegar [32] publicou um algoritmo de trajetdria central com
complexidade de O(n®**L) para o ndimero de operagdes e O{y/n L) para o
mimero de ileracdes, reduzindo assim a complexidade em relacao ao algo-
ritmo de Karmarkar. Vaidya [36], seguindo a metodologia de Renegar, redu-
ziu a complexidade do niimero de operagdes para O(n°L)}. Gonzaga [18], sem
utilizar a mctodologia de Renegar, publicou um algoritmo de trajetoria cen-
tral com mesma complexidade que o de Vaidya. Em 1988 Gonzaga [18] [20]
publicou um segundo algoritmo de trajetoria central: algoritmo de barreira
de passos longos, cuja complexidade é a mesma que a do anterior mas que
permite que o tamanho dos passos enire iteracoes conseculivas seja maior.
Em 1989 foram publicados os primeiros algoritmos primais duais de pon-
tos interiores. Inicialmente Megiddo em [28] fez um estudo relacionando
condicoes de folgas complementares com a resolucao simultanea do problema
primal e dual através do uso de uma fungao barreira logaritmica. Baseado
no trabalho de Megiddo, Kojima et al. [24] publicaram um primeiro algo-
ritmo primal dual com complexidade da ordern O{n*L) operacdes aritméticas
e O{nl) iteragées. Um melhoramento a este algoritino foi proposto por
Monteiro e Adier [30] que conseguiram reduzir a complexidade para O(n*L)
operagoes e O(+/n L) iteragdes. O algoritmo de Monteiro e Adler valia-se da
proximidade a irajetdria central para assegurar a convergéncia em Lempo po-
linomial; para isto, o tamanho do passo a cada iteragao era mantido sempre
dentro de um intervalo muito pequeno, o que resultava num baixo desem-
penho computacional. Resultados mais expressivos foram conseguidos por
Lustig, Marsten e Shanno [27] com um algoritmo primal dual de passos lon-

£Os.



1.3 Objetivos do Trabalho

Neste trabalho, estudaremos em detalhes os algoritmos de passos curlos e de
passos longos de Gonzaga [20], [18]. Estudaremos com menor rigor o algo-
ritmo primal afim [3] ¢ [38] ¢ primal dual de Lustig, Marsten ¢ Shanno [27).
No capitulo 3 veremos as t¢cnicas de resolugao de sistemas lincares usadas
¢ a adaptacio que fizemos do problema de fuxo em tedes a teoria desen-
volvida por Gonzaga. O capitulo 4 consiste na apresentacdo dos resultados
computacionais resultantes da implementacao dos algorilmos estudados, e da
apresentacao de um algoritmo de pontos interiores baseado em modificagdes
que fizemos ao algorilmo de passos longos de Gonzaga. Por fim, no iltimo
capitulo serdo feitas conclusdes gerais sobre o assunto tratado, citando linhas
de pesquisa, contribuicées e os aspectos bons e ruins da 2bordagem de pontos
interiores ao problema de fluxo em redes.

1.4 Glossario de Notagoes

Ao longo deste trabalho nds utilizamos uma relagdo de notagoes semelhante
a usada em [20]. As letras mimisculas em italico representam vetores em ™
ou R*, com dimensao dada conforme o contexto. Particuiarmente, o vetor
e corresponde ao vetor com todos os elementos iguais a um. O supra-indice
nos vetores representam o mimero das iteragbes, o passo que os subindices ao
nimero da coordenada. Os vetores com expoente negativo, por exemplo, z 7%,
representam vetores de coordenadas (z7',...,z;!). O vetor z* represenia
a solucdo 6tima do problema primal (P). As lelras manisculas em itahico
indicam malrizes, em particular a matriz X representa a matriz diagonal
cujos elementos s&o £i,...,%n. Usaremos o simbolo diag para denotar os
elementos de uma matriz diagonal. A matriz P4 representa a matriz de
projecio sobre o nicleo de A, isto é, Py = I — A AA’)"'A. O simboio
[| - || indica a norma euclideana ou norma-2 de um vetor ou matriz. Usamos
além da norma-2 a norma-o0, || : ||ce, € a norma-1, || - ||;, onde sao validas as
seguintes relagoes

oo = W= < -l
fzll =gl < llz—wll < ll=ll+ i

Na definicao da fungdo barreira fazemos uso de uma funcio logaritmica.

6



Neste trabalho usamos o logaritmo neperiano que denotaremos por in e o
logaritmo na base 2 que denotaremos por lIg.
O conjunio de pontos factiveis serd representado por S, isto &,

S = {z|Az = 6,0 < z < uj,

e seu interior por S°. Supomos que 5° # § ao longe de todo o trabalho, bem
como, consideraremos também que o programa linear (P) é factivel, limitado
e possul apenas uma unica solugdo otirna.

Os conjuntos X7 e R}, sdo os subconjuntos de %™ dos vetores nao nega-
tivos e postlivos, respectivamente.

Nas manipulages algébricas com vetores consideramos que z > y significa
que todos os elementos de = sao majores ou iguais aos de y, coordenada a
coordenada. O sentido de ¢ <y, T > y e © < y € obvio e deriva da refagdo
T 2 y. A operacao z Ay corresponde a um vetor cujas componentes sao
(z Ay). = min{z,,%}. Analogamente, temos que z V y corresponde ao velor

(zVy), = max{z,¥.}-



Capitulo 2

Algoritmos de Pontos
Interiores

2.1 Introducao

Neste capitulo faremos a apresentacdo dos algoritmos de pontos interiores.
O foco principal de nossa atencio esta voltado para os algoritmos de barreira
de passos longos e algoritmo de barreira de passos curtos de Gonzaga. Para
estes algoritmos faremos além da apresentaczo formal, uma analise completa
da convergéncia e da complexidade de cada um.

Na se¢io 2.2 veremos o algoritmo primal afim segundo [20], [3] e [38]. Na
secao 2.3 introduziremos o conceito de trajetoria central e os fundamecntos
malematicos bdsicos utilizados nas provas de convergéncia e complexidade
dos algoriimos de Gonzaga. A segoes 2.4 e 2.5 compdem, respectivamente, a
apresentacao do algoritmo de passos curtos e de passos longos de Gonzaga.
Por fim, na segao 2.6 veremos um algoritmo primal dual de pontos interiores
implementado em {27].

2.2 Algoritmo Primal Afim

Segundo Barnes [3] e Gonzaga [20], o algoritmo primal afim para a pro-
gramagcao hinear



min e

sa. Ar = b ()
0<e<u,

consiste em minimizar a funcio 'z em um elipséide em 5%, isto ¢, procura-se
minimizar f(z) = ¢'z em uma regiio menor, no caso um elipséide contido
no hiperplano Az = b Exislem duas grandes vantagens em se trabalhar
com lals regides de confianga. Primeiro, a direcao de descida aponta para
“préximo” do 6limo, uma vez que o clipsdide é consirutdo de modo que tende
a assumir a forma da regido factivel. Segundo, os calculos empregados na
~ minimizagao nesta regiao de confianga sdo relalivamente simples e rapidos.
O problema, entio, a cada iteragao, k, torna-se '

min 'z
s.a. Az = b (PA)
D~ - 2)i* < R?,

com I < 1e D= diag(d,) com d, > 0, para que o elipsdide esleja contido

em S° Em [38] Vanderbei et al. definem a matriz D como

:-.."k

— : 1 (u‘ - ‘Tf) )
D = dia .
! (\/((:rfP T (o

Para resolver (PA), fazemos uma mudanca de escala que levaz ay = D'z
e transforma o elipsdide numa bola, o que equivale ao problema modificado

min {D'c)y
sa. ADy = b (PA")
fly — D™ 2|* < R*.

A dire¢do que minimiza ¢’z em uma bola é a propria direcdo de maximo de-
clive, —e. No problema modificado, a direcdo que minimiza { PA’) é a direcao
de maximo declive feita uma mudanca de escala, isto é, —Dc. Como esta
dire¢ao deve pertencer ao niicleo de A, para que o proximo ponto permaneca
factivel, a direcao de descida, &, ¢ entao calculada como A = —DPapDe,
com Pap a matriz de projecao sobre o nucleo de AD.



A Figura 2.1 ilustra a razdo de trabalharmos com este elipséide. Abaixo
descrevemos o programa linear associado a esta figura.

min 2z, 4+ 3z,
s 0<z< (8,4),

a aproximagao inicial é o ponto z° = (6,1). Observe que o elipséide tende
a assumir a forma da regiao factivel na vizinhanga de z°, o que favorece a
geragao de diregbes que apontam para “proximo do 6timo”.

Uma vez obtida a diregao de descida, h, define-se o ponto seguinile como

T = 2 4 An, Ae R
Para asscgurar que 51 € 59 temos que definir A de modo que
0<(z + A} <u, |
o que equivale ao teste da razdo
A = min{min{z./h, : h <0}, min{(u, —z,)/h : b >0}}.

O valor de A assim defimido exprime o quanio podemos nos “afastar” dc
t* pa direcao h até que encontremos a primeira fronteira. Como 5+ deve
pertencer ao interior de 5, fazemos A = §éX, § € (0,1). Neste trabalho o

valor de § foi fixado empiricamente como 0.995.

Algoritmo 2.1 Algoritme Primal Afim
Dados z € 59, 6 € (0,1)

repita
D = diag(z,(u, — 2.}/ /22 + (v, — ,)? )
Resolver (AD?Al)yy = AD%c '
h = —D(c— Aly)
M = min{z,/h, : h, <0}
e = min{(u, —z,)/h. : h, > 0}
5\: o min{)«;,/\g}
T = I + Ah
até convergir
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z2

" xl

Figura 2.1: lteraciao do Método Afim

2.2.1 Inicializa’géo

O ponto inicial é encontrado segundo a metodologia de Vanderbei[37]. Con-
sideramos o problema

min (
T
s.a. [Ap] [C] = b (PI)
0 <z <u,
onde

e £ é um vetor que satisfaz 0 < £ < u. Vanderbei fez as seguintes observagoes:

(a} { é uma variavel irrestrita.

(b) O ponto 2 = £, ( = 1 é factivel para (PI}).

(c) Qualquer ponto factivel para (PI) com { = 0 também saiisfaz Az = b.
(d) Se o minimo de { € positivo, entac (P) é infactivel.

Ele utilizou (b) e (c) para justificar o emprego deste método. O algoritmo
proposto por Vanderbei é:

11



Algoritmo 2.2 Algoritmo Fase 1
Dado z que satisfaz 0 < z < u

repita
Yy = u—=
D, = diag{z A y)
p = b— Az
z = —=D2A'Bpcom B = (AD2AY)!

¥ = max (f: V —3)
§ = —min{EZA~5%)
M = max(zAy) .
se v+ Mé < fefnonde B = p'Bp
Pare! Probiecma Infactivel
se v 2> o
r=zx— 2%z
fim_processo = Falso
senao
T =zxz—2z
fim_processo = Verdade
até fim _processo

2.2.2 Critério de Parada

Em [38] Vanderbei et al. utilizaram o seguinte critério de parada para provar
a convergéncia do algoritmo.
Dado uma tolerancia € > 0, defina

rn(z) = c— DAYAD*AY'AD’c,
y(z) = max ar(z),
8(z) = —min r(z},

M(z) = (1/n)e's,

entio o algoritmo para na primeira iteracio em que
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(=) + 6(zMM(z) < (/n.

2.3 A Trajetoria Central

Na sec¢do sobre o Método Afim trabalhamos com o problema na forma padrao
canalizada (P). Nesta se¢do e nas se¢bes 2.4 ¢ 2.5, para melhor explicar o
[uncionamento dos algoritmos de passos longos ¢ de passos curtos, trabalha-
remos com o problema considerando a canalizacao como parle integrante das

restrigdes. O problema, portanto, lorna-se

i

min c'z

s.a. Ar = b
r+s = u
r,s >0,

o que simplificaremos considerando o problema abaixo

23

min &2
s.a. Az = b (P
& >0, :

onde

i-[1a]a-[t]e-[5)- 2]

Assim, definimos o conjunto das solucbes associadas a restricao

como S e seu interior como qo

2.3.1 Defini¢oes

Az = b

Alguns conceitos importantes devem ser introduzidos antes de apresentar a
definicao de trajetdria central. Um dos mais relevantes é o da fungao bar-
reira, a qual faremos referéncia durante todo o resto deste trabalho. Vimos
anteriormente que o método afim gera pontos interiores por meio de um con-
irole no tamanho do passo, isto €, fixando um parametro é que indica uma

13



percentagem do deslocamento maximo permitido. Esta ¢ uma técnica bas-
tante rudimentar de se evitar a fronteira, pots o valor de § é fixado de modo
heuristico, sem garantia de que esta seja a melhor técnica a ser ulilizada.
Além disto, ha fortes indicios de que o método afim nio seja polinomial.
O uso da funcao barrcira surge, pois, como uma alternativa que garante a
geracao de pontos inicriores de modo rmais eficienle, assegurando a comple-
xidade em tempo polinomial do método. Fsta fungéo & definida como:

2n
P(:f:) = — Z In .’E'J.
=1

A 1déia dos métodos de barreira é trabalhar minimizando conjuntamente
a fungao objetivo e a funcdo barreira. Observe que para pontos préximos da
fronteira o valor de p{Z) cresce indefinidamente. O algoritmo entao é for¢ado
a evitd-la, gerando uma sequéncia de ponlos interiores.

O uso de métodos de barreira foi inicialmente proposte em 1955 por Frisch
[14] e estudado posteriormente em [12] em 1967 para problemas genéricos de
otimizagdo. O emprego do mesmo para a PL deu-se somente em 1984 quando
Karmarkar publicou seu algoritmo. Este algoritmo, como sabemos, logrou
nao 56 boas propriedades tedricas, como também, bons resultados praticos.
A ngor, acredita-se que o algoritmo de Karmarkar opera melbor por que
gera pontos mais distantes da {ronteira, ao contrario do método afim, cujas
iteracdes estdo bem préximas dos limites da regido factivel. Atualmente o
conceito de uma “boa regiao” onde processar-se as iteragdes tornou-se mais
preciso com a definicio de trajetoria central. Resultados superiores aos apre-
sentados por Karmarkar foram obtidos usando algoritmos de trajetoria cen-
tral.

A trajetoria central € uma curva suave e continua no interior de .S“, for-
mada por uma sequéncia de pontos centrais. A defini¢ao de centro a qual
nos referimos € devida a Sonnevend {35] que introduziu o conceito de centro
analitico de um politopo. Outros conceitos de centro tais como: centro do
elipsdide de menor volume que contém 5 e ceniro volumétrico, foram utili-
zados anteriormente sem éxito computacional por Khachyian [23] e Vaidya
[36], respectivamente.

Definigao 2.1 O centro analitico de um politopo € o 1inico ponto definido
por

& = argmin {p(2) | &€ 5°).
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Os ponlos centrais sao definidos por uma modificagao do problema original
pelo acréscimo de uma igualdade do lipo ¢'2 = constante, o que equivale
ao subconjunto de § formado pelos ponios com custo constante ¢ igual a P,
que serd representado como

~ il

(

c'r — cle

trajetdria central
Figura 2.2: Trajeidria Central

Sp = {tes | ¢t = P}

Os pontos centrais, z(P), sdo, portanto, centros analiticos dos subcon-
juntos Sp C S com interior ndo vazio, Figura 2.2.

2.3.2 Funcao de Mérito

Como foi meuncionado na segao anterior, a funcao barreira é combinada com a
funcao objetivo de modo a gerar a sequéncia de ponios interiores convergente
para 2*, solucéo otima de (P'). Esta {uncao resultanie é conhecida como
funcao de mérito. Diversas destas funcoes foram propostas na literatura, a
principio para emprego em PNL {(programacao nao linear) e agora utilizadas
em PL. A funcdo de mérito que usaremos neste trabalho é:

f(2) = 'z + p(2),

proposta por Frisch e conhecida por fungio penalizada.
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Relacao entre Trajetéria Central e Funcao Penalizada

Vimos anleriormente que os ponlos centrais sao definidos come minimiza-
dores de &' nos subconjuntos S, Sp # 0. Veremos agora uma mancira
equivalente de definir pontos centrats, através da fungio penalizada, o que
para nossos {ins ¢ mais atracnte.

Lema 2.1 (Gonzaga [20]) Dado ¢ € R,¢ > 0, o ponto z(¢) definido como
z(¢) = argmin{ /[ () € §°}, (2.1)
é um ponto central.

O problema, portanlo, a cada iteraciao torna-se resolver o problcma de
cenlralizacdo,

min [(2)
s.a. Az = b (PC)
z>0.

Observe que & medida que ¢ tende a infinito, a solugdo de (PC) tende a
£*, pois a fungao de mérito com valores grandes de ¢ prioriza a minimizacao
do custo, ao passo que para pequenos valores de ¢ a solugio de (PC) tende
a ¥ (centro analitico do politopo), pois prioriza-se a minimizacao da fungao
barreira.

Propriedades da Fungao Barreira e Penalizada

A fungao barreira goza de propriedades matematicas muito importantes; por
conseguinte, as propriedades da funcdo barreira sao extensivers a fungao pe-
nalizada, salvo pequenas modificacées, uma vez que estas diferem entre si
apenas por um termo linear. Ac longo desta secdo faremos a apresentacao
de algumas destas propriedades da funcao barreira e penalizada. Optamos
em nao apresentar a demonstragao das mesmas, visto que estas propriedades
sao simples de serem deduzidas e que pode-se encontrar as provas delas na
referéncia citada.

Lema 2.2 (Gonzaga [20]) Considere um nimero real A tal que | A |< 1.

Entao
AQ
> = — " - 9.
In(l4+ 1) =2 A 5T =) (2.2)
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A Funcao Barreira e Penalizada no Ponto ¢

A funcéo barreira definida por

in
p(z) = Z]n I,.
=1

Possui gradiente e hessiana iguais a

VP(L%) = ‘*%_Ia
(3) = X7,
onde 374 = (£7%,... &) e X2 = diag(£7%,...,%572)
No ponto ¢ = (l,..., 1)! estes valoreb 580
ple) =
Vple) = -
Viple) = 1.

Devido a esta caracieristica, por assumir tais valores em e, estudaremos
o comportamento da fungao barreira e penalizada neste ponto, o que facilita
a evolucao dos calculos e deducdes. Ademais, como veremos adiante, os
resultados obtidos sao extensiveis aos demais pontos através de uma mudanca
de escala conveniente.

Lema 2.3 (Gonzaga [20]) Dados A €¢ Re h € R, onde A € [0,1) e

2|} = 1, é valida a seguinte relacio:

(e43h) > aeths o]
4 [ —_
P = 21—

(2.3)

Lema 2.4 (Gonzaga {20]) Considere um vetor d € %", ||d|lo < 1. Tem-
se que

Vple+d) = Vple)+ d + od), (2.4)

onde o(d) € k" é tal que

R
1O = 7= jap.
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Como a [ungao barreira difere da fungio penalizada apenas por um termo
lincar, as mesmas propricdades vistas aqui para a fungao barreira sio cx-
tensiveis também & fungio penalizada. Assim, de (2.3} e (2.4) derivam as

scguintes relagoes, com Al = 1, [dll« <1, e A€ {0,1):
U

Jde +Ah) < fle) + AV /[(e)'h + T (2.5)

Vfletd) = Vile)+d+old) (26)

2.3.3 Propriedades da Trajetéria Central

Sabemos que os algoritmos de irajetoria central geram minimizadores da
funcdo f.(z) para dilerentes valores de e. Uma vez que é impossivel determi-
nar exalamente estes minimigadores em um computador digital, estudaremos -
nesta secao algumas propriedades da trajetdria central que nos permitem
resolver aproximadamenie o problema de centralizagao. Esta aproximacao
envolve um critério de distancia a trajetoria central que sera defimido pos-
teriormente. Estudarernos a principio apenas as propriedades dos pontos
proximos ao centro analftico do politopo, pols as conclusoes tiradas podem
ser naturalmente estendidas aos demais pontos centrais.

Suponha inicialmente que o centro analitico do politopo seja 2 = e.
Temos que o valor da funcdo barreira em torno de e pode ser escrita como

pleth) = ple) + Vplel'h + hViplelh + ofh),

em e temos que

ple) = 0,
vp(e) = —4
Viple) = I.
Portanio |
plet+h) = Vp(e)'h + SlIAl* + o(h).
Como # = ¢ entao Vp(e)'h = 0, assim

pleth) = SIBI? + ofh) (2.7)
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Obscrve, pela equagio acima, que para pequenos valores de ki as curvas
de nivel da fungao barreira devem ser aproximadamente esféricas, pois o(h)
¢ pequeno. Isto implica que a aproximacao quadratica ¢ muito boa perto
do centro. Na Figura 2.3 ilustramos as curvas de nivel de p(z) préximo ae

ceniro analitico.

Mudanga de ponto-de-vista

O problema como nos ¢ apresentado é bem mais complexo que o do inicio
desta exposicdo, o centro € desconhecido e certamente ndo ¢ o ponto ¢. Ade-
mais, uma mudanga de escala que leve  a e nao poderia ser efetuada por
que, obviamente, T ¢ desconhecido. Para sanar esta dificuldade, observemos
o problema sob um ponto-de-vista diferente; suponha que desejamos saber
sc o ponto ¢ estda ou ndo na vizinhanga de Z. Os resultados deste estudo
poderédo ser naturalmente estendidos para os demais pontos; isto €, scra sem-
pre possivel deferminar se um ponio, x, € ou nao aproximadamente central
dado que, feito uma mudanca de escala que leve z a e, ¢ também é ou nao
aproximadamente central.

Pela equagao (2.7) pode-se observar, intuitivamente, que uma boa esti-
mativa da proximidade de ¢ a0 centro pode ser dada pela norma da diregao
de Newton, hy, quando o ceptro é e. Da mesma forma que quando e esta
proximo do centro, a norma da direcao de Newion continua sendo um bom
parametro para esiimar quao perto e esta do centro, dado ae bom compor-
tamento da funcao barreira proximo a e. Nas seg0es seguinies provaremos
gque a proximidade realmente pode ser expressa desta forma. Mostraremos
que existe uma relacio entre o modulo de Ay e a distancia enire e e Z que
nos assegura que para pequenos valores de ||yl temos que |je — Z|| também
¢ pequeno.

Direcao de Newton e Proximidade .

Nesta segao veremos como é determinada a direcio de Newton-Raphson para
o problema de centralizagdo. Estaremos, portanto, tratando aqui de quais-
quer pontos centrais € nac apenas do ceniro analitico do politopo original
€OINO Na exXposicao anterior.

Denotaremos por hy(Z,¢) a direcio de Newton-Raphson gerada a partir
do ponto & € S0 para o problema {min f.(z) | 2 € §°, ¢ > 0}.
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Figura 2.3; Curvas de nivel da fung¢ao barreira

- Lema 2.5 (Gonzaga [20]) Considere o problema de centralizacao. A direcao
de Newton-Raphson é dada por:

(1) hwn(,e) = . —PAijf(C) = ) —P(:Eé — e),
(12) hn(Z,e) = —XP;3XVf{Z) = —XPjz(eX¢ — ¢),

com X = diag(,)
Demonstragao. (i) A aproximagéao linear de V f, no ponto e € dada por:

Vile + h) =~ Vidfe) + (Vfde))'h = Vffe) + Ih.

O ponto que corresponde ao minimo da aproximacao quadratica de f sobre
o niicleo de A anula a projecdo de Vf.(e + AR} portante

P;Vfi(e)+h =0 = h = —P;Vfle),
poish € N‘(,&) Como V f.(e) = ec— e, segue-se hy(e,e) = —Plec—e).
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(11) Constdere

fle) = (Xé&)e + ple),

com
V/ile) = Xée—e = XVL_(:J:) e A = AX.

Da primeira parte do lema temos que, a direcao de Newlon-Raphson apos a

mudanca de escala ¢ -

hnle, €) = —f’,‘;Vﬂ({:),

0 que equivale a

hale, ) = =Pz XV (%)
Voliando a escala original, tem-se
hn(#,¢) = Xhy(e o)

= —XP XV/i(X)
= ~XPj(eXc — e).

Vejamos agora a definicio formal de proximidade que, como vimos, esta
intimamente relacionada com a norma do vetor hAn{(%, €).

Definicao 2.2 Dados € > 0 e # € 8°, a prozimidade de & em relagio a z(e)
sera dada por

5(2.6) = I1X " ha(z, )],
com X = diag(%,).

Lema 2.6 (Gonzaga [20]) Considere um ponto & € 5% Sed(i,e) = a<
0.1 entao || X! (z — z(€))|| < L.15c.

Demonstragao. Inicialmente, suponha que £ = e. Assim temos que por
hipétese (e, ¢} = a < 0.1. Seja k = {z(€) — e}/|lz(¢) — €]}, a diregao norma-
lizada entre e e z(¢). Seja z{e) = ¢ + Ak, queremos provar que A < 1.15a.

Considerando que ||[Ak]| < 1.15¢ e a < 0.1, entao temos que |AR|| <1, 0
que implica em |[Ak|l < 1. Portanto, temos pela equagao (2.6) que

Vile+Ah) = Vfe)+ A+ o(Ah),
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Com

[[AR])?

ol < 2

o qune implica que

JARIZ A2
fold)ll < m R

pois || - [l < || - {f € {[AR]| = A.
Temos entao que

W f(e+Ah) = RV de) + Mih+ hlo(AR),

como fi € .N'(/:i), entao h'V f(e) = h'P;V f{c), assim

KV f(e) = hP;V/(e)
2 =ikl [[en(e €]
= -a.

O termo Al|A||? é obviamente igual a A, 0 termo h'o{ Ak) pode ser minorado
observando que

hlo(Ak) = —|l&fl flo(Ak)]|
)“2
1— X

v

Assim, temos que

)‘2
1 — A

MV f{e+ k) > —a+i-—
Por definicdo, P;V f(z(e)} = 0, o que 1mplica que
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RV fo(z()) = K PV f(2(c)) = 0,
pois h € N(A). Assim

/\‘2
1—X

0=hP;Vifz(e) =hVfle+ ) = —atr-

Dai segue-se que

0> -2 +{a-Ar—-a. (2.8)
Plotando a luncio para os valores de a € [0,0.1] pode-se observar que

A < 1.1ba.

Como queriamos provar.

Parii provar que para um ponto gqualquer, T, no interior de 5', o(x,¢) =
a < || XYz - z{€))|| < 1.15, basta que se observe que a2 mudanga de de
escala que leva 7 a € nao afeta os valores de é(e,¢) e I[)A{'_l(:f —z{e))]]- B

Este lema prova o que havia sido dito informalmente na se¢ao 2.3.3. Pro-
vamos que a direcao de Newion-Raphson, que deriva a proximidade, ¢ de
fato uma boa medida para determinar se um ponto esta ou nao proximo a
trajetoria central.

2.4 Algoritmo de Barreira de Passos Curtos

Este algoritmo consiste na geragao de uma sequéncia de pontos {2*), e de
parametros de penalidade (¢,) tais que os pontos #* sejam aproximadamente
centrais. A sequéncia () é gerada de tal modo que os pontos consecutivos
2% e %! estejam préximos entre si, dai o nome algoritmo de passos curtos.
A razao de se executar passos curtos é assegurar a proximidade a trajetoria
central; uma vez que, sendo ¥ aproximadamente central, o ponto seguinte,
#5*1 também serd, desde que, distanciando-se apropriadamente em uma
determinada direcdo, o tamanho do passo seja pequeno. O lema 2.8, como
veremos a seguir, indica que direcao deve ser tomada.
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Lema 2.7 (Gonzaga [20]) Dado um ponto z € R, . Tem-se que se,
flz ~ ello < @ £ 1, entdo para qualquer y € R”

. 1
27 < ——|d),
83

onde 27! = diag(z,',...,2]").

Demonstragao. Tem-se que || Z71d]| = ||[‘:—‘]|[, cotiio ||z — e]|l < @ entao.

|z,-1|

1A
R

logo

o que implica que

d.
< M2

< 2=

1
= T—_a”d”'

127l

Completando assim a demonstragao. O

Lema 2.8 {Gonzaga [20}) Dado um ponto £ € 5° ¢ um parametro de
penalidade ¢ > 0, tal que @ = (%, ¢) < 0.1, e seja
¥ = %4+ hn(Z,€). Entao

6(g.¢) < 1.120°%.



Demonstragio. Assuma sem perda de generalidade que £ = ¢, conse-
quentemente, § = ¢ + hy(e,e). Pelo lema 2.5

hnle,¢) = =PV /[le) e
linte, Ol = IV

a = &e, )
Da equacao (2.6) temos que

Vi) = Vide+hnie,)) = Vide)+hnie, )+ o(hn(e )
onde

k .8 2 02
lo(hn(e, N} < el — oo

Projetando V [.(§) sobre o nicleo de A, temos

P;Vf(g) = P;Vf(e)+hn(e,€)+ Pio(hn(e,e)
= PAO(}ZN(E,C)),

como |Pzolknie, €))]] < |lo{kn{e, €))| entdao

0.'2

1PsV (@)l <

l—a

Agora, tendo que |7 — e]lo. = lhn(e, €)llee < Hhn(e,€)ll < 0.1, usamos o
lema 2.7 para obter

53, = IV BVIGI < 7 NPV

H a?
<
T l-al—a
< 021—!-0_
- l —a
< 0.012%,

como queriamos provar. U



A imporiancia deste lema, como veremos a seguir, é fundamental no
estudo do algoritmo de passos curtos, pois, dele deriva a idéia central do
algoritmo.

Para obiermios as sequéneias (%) e (¢4) o algoritmo vaje-se de duas prer-

rogativas basicas:
o 5(2%,¢,) < 0.015
o 5(2% e541) <01

Essencialmente estas prerrogativas siao os resultados derivados do lema
2.8 quando a direcao de descida € a dire¢io de Newton-Raphson. Torna-se
mais claro, entao, a idéia do funcionamento do algoritmo, veja Figura 2.4. A
cada iteracio, temos 2* e ¢; tais que §(2%, €x) < 0.015,-definindo em seguida
o préximo parametro de penalidade ex41, de tal modo que 8(2*, eryn) =
0.1, e definindo o ponto seguinte como £t = 2% + An(Z* €4y,), pelo lema
2.8, #**! também serd aproximadamente central, e §(2**!,¢xy,) < 0.015.
Este processo repete-se sucessivamente até que se obtenha 2* suficientemnente
proximo de z*. Resta-nos agora enunciar um meio de definir €44, e provar
que a sequéncia (%) gera custos decrescentes.

O proximo parametro de penalidade é obtido simplesmente pela resolucéo
de uma equacio do segundo grau. E facil ver que 6(£* ex41) = 0.1 é na
verdade uma equacio do segundo grau em €xy;, pois é deriva da norma
euclideana.

0.1 = 6(5%k: €1 )
= ||hN(-’5ka€k+1)||
llexs1ép — epl|
2 a2 ~t 2
€t NG |I° + €k+1Cpep + fleatl”

I

COTR ép =P,xXce ep = Paxee X = drag{ X,).
Dentre as raizes da equacao acima escolhe-se, obviamente, a de maior
valor, pois a sequéncia (ex) deve ser estritamente crescente. Provemos agora

que a sequéncia (£*) gera custos decrescentes.
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A (Tgseegr)

Figura 2.4: lteracdo do algoritmo de passos curtos
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Lema 2.9 (Gonzaga {20]} Considere a trajetdria central € > 00— z(() €
59, A fungdo ¢ > 0 v &'2(c¢) é estritamente decrescente, e a fungao e > 0 —
v(c) = éx(c) — £, é eslritamente crescente.

Demonstragao. Usando as condi¢oes necessirias e suficientes de otimali-
dade de primeira ordern para o problema de centralizagao tem-se em z(¢)

que

PiVidz(c)) = 0,

o quc implica que

Pilee—z(e)™") = 0. (2.9)
Diferenciando em relacao a ¢, temos que
. d _
Pi(e— T((e)™) = 0.

Quando z(e) = e, tem-se

O gue imphca em

Litz(e) = —&Pie = )Pl < o

Provamos, assim, que a fungao &'#(¢) possui sempre derivada negativa cm
relagio a e para € > 0, logo a fungao ¢ > 0 »+ &'%(¢) é sempre decrescente em
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e, p : 8 s ; iderando = = ¢, observe
5%, Para provar que v(c} é sempre crescente, considerando = = ¢, observe

que
d d n
ol = Hetalg -2,
segue-se entao que )
wul) = féx(+2 = —|Pe*+ 5.

Resta-nos agora provar que || P4¢||* < 2. Considerando (2.9} temos que

. Pielf?
”PAC”2 — ” .42 ” \
€
logo
. 2n
125l < =
€
pois, uma vez que ¢ ¢ AN(A), entao |Psell < |lell = 2n. Assim, provamos

que a derivada de v(e) em relacdo a ¢ é sempre posiiiva, completando a
demonstracdo. O

Algoritmo 2.3 Algoritmo de Passos Curtos
Dados z € 5%, ¢ > 0, tal que §(2,¢€) < 0.015

repita
X = diag(%,)
Resolver (AX2AY)y = AX?%
¢y = Xe— X’A‘y
Resolver (/15(2.«:1‘)3; = AX?c
€ = Xe - XAﬁiy
Resolver equagao do segundo grau em e:

e)l&ll* — 2ecyep + |leplf* = 0.01

hy = —et+ e,
& = &+ Xhn

até convergir
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2.4.1 Inicializacao

A inicializacho sera feila em duas etapas. Primeiro encontramos um ponto
interior faciivel pelo algoritmo 2.2, em scguida, nsamos o algoritmo de cen-
tralizagdo, que sera apresentado nesta secao, para encontrar o ponto inicial

Y.

O Algoritmo de Centralizagao

Este algoritmo compoe o procedimento utilizado para resolver o problema de
centralizacao

min f(2)

s.a. &€ 8%

onde o valor de ¢ é um parametro dado e deve ser maior do que zero. Por
tratar-se de um problema com nimeros reais, nao possui solucio exata calcu-
lada no computador. Resolveremos este problema aproximadamente dentro
de uma tolerancia estabelecida. O algoritmo nada mais € do que a aplicacao
do método de Newton-Raphson para minimizar a funcao penalizada; parte
dc um ponto interior factivel dado, e segue iterativamente até que se encontre
um ponto suficientemente préximo de z(€) para a tolerancia considerada.

Algoritmo 2.4 Algoritmo de Centralizacio
Dados £ € §% ¢ > 0

repita
X = diag(z,)
Resolver (AX?AY)y = AX(cXé—e)
h = —X(eXé—e— XA'y)
a = || XA
Resolver aproximadamente A = arg min{ f.(z + AR} | A > 0}
z = x4+ M
até a < 2L
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Tamanho do Passo A determinagao do tamanho do passo ¢ um procedi-
mento simples, de complexidade O(1), para resolver: A = arg min{ [ (z+Ah) |
A > 0}. Gonzaga em [20] valeu-se de uma propriedade da fungio penalizada
apresentada no lema a seguir que garante o decréscimo da mesma para valo-
res apropriados de um escalar A. A idédia aqui ¢é fazer X igual a estes valores,
pois estarcmos asssim seguros do decréscimo da fungao penalizada.

Lema 2.10 (Gonzaga [20]) Dado um ponlo # € $% um parametro de
penalidade € e, sendo b = hn(Z,¢)/||hn(E, €]}, entio.

(i) Se (3 ¢) > L, entdo f.(% + 0.58) < (%) — 0.256(2,¢).
(i) Se0.1 <6(z,¢) <1, entio f(& +058(z,c)h) < fild) — 0.25(6(z,¢))?.
(iii) Se 8(2, ¢) < 0.1, entao fu(& + 8(2, €)h) € [u(3) — 0.A(8(2, €))%

Demonstragao. Suponha sem perda dc generalidade que 2 = e. De (2.5)
femos que
L)
fele+ Ak} < fde) + AV Sle))h + ?i—_—!/\—la (2.10)

como k € N(A) entio

AT
AR} < fdle)— Ad AT —
ff(e_l_ ] — f(e) (616) 91 "'l}ti
pois (Vfc(€))h = (P;V f{e))th = —&(e, €).
Para oblermos os resultados de (2} a (¢22), basta escolher valores apropri-
ados para o tamanho do passo, de modo a termos satisfeita a relacdo acima.

(2) No primeiro caso temos que, fazendo A = (.5,
fdle+05h) < f.(e)—0.56(e )*l—E :
e+ 05h) < Jule) —0.50(e,€) + =15

= fde}—0.56(c,c}+0.25
fe(e) — 0.25(26(e, e) — 1),
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como 28(e,¢) — 1 > 8(e, ¢), entdo

(e +05k) < f{e) ~0.25(c, ).

(i1} No caso cm que 0.1 < §(e,¢) < I, subsiituindo A por 0.56{¢, €) Lemos

o g (058(e, ) !
Jie+ 056, h) < file) — 08(8(e, ) + =

donde scgue-se que

0.5(6(e, €))%,

-
fle+0.58(e,)h) < Jile) + (‘1 - 0-56tc-f)J)

o que implica em

i 1
— <& -
M 0 —0s8(e ) = %

logo

ble,e) < 1,

como &{(e, ¢) < | entao fica provado o decréscimo da funcao penalizada para

esle valor de A.
(i11) No caso em que §(e, ¢} < 0.1, lemos que, substituindo o valor de A por

&{e, ¢} encontramos

(e, :
Jde+b(e, k) < Jule) = (6le. )’ + Eu%%?ﬁ

o que mnplica em

et dleh)) < L)+ (=14 gr—ios ) e
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entao, devemos ter

L
+
A
|
| 3

21 =6(e,e)) — 5

o que implica que

dle,q) < =
(e < g

o que se verifica pois 8(e, ¢) < 0.1. Complcta-se assim a demonstragio. O

A maior importancia deste lema estd em assegurar garantidamente o
decréscimo da fun¢ido penalizada fazendo-se uma escolha adequada do ta-
manho do passo, A. Assim a busca linear torna-s¢ um problema simples, o
valor de A é determinado como

(0

(3)

(z22)

Esta é uma maneira barata e segura de determinar o tamanbo do passo.

Certamente outras alternativas podem ser tomadas, pois o valor de A sugerido
por Gonzaga [20] nao necessariamente representa o 6timo.

= 0.5 se (&, e} > 1.
0.56{Z,e}) se 0.1 <§(z,e}< 1.
&(%,c) se 6(Z,¢} < 0.L

ar | | S|
I

Critério de Parada do Algoritmo de Centralizacao O critério de
parada e satisleito quando a proximidade ao ponto central é menor do que
a tolerancia estabelecida. Neste trabalho a tolerincia é dada por 272" 3
gual estudaremos mais detalhadamente na secao 2.4.2.

Complexidade do Algoritmo de Centralizacio A anélise de comple-
xidade seré feita observando duas situagoes. Primeiro, quando o ponto 2*
esta distante do minimizador, z(¢); nos referimos aqui a situacbes em que
8(i* ¢} > 0.1. Segundo, quando z* estd préximo do minimizador, isto é,
quando é(&,¢) < 0.1. Faremos uma analise de complexidade separadamente
para estas duas situacoes. A complexidade global sera a soma. dos resultados
obtidos em cada uma delas.
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Lema 2.11 (Gonzaga [20]) Considere o algoritmo 2.3. Dados £° € §9 ¢
¢ > 0, tais que §(2Y ¢) < 1, o algoritmo para no maximo em 400( [, (2"} —
f(z{))) +1g (L) ileragoes.

Demonstracao. Dado o ponto 2 € 5%, o algoritmo de centralizagio operara
de modo diferente conlorme a distancia ao minimizador, z{e). De acordo com
o lema 2.10, poderao ocorrer trés situagoes distintas. =

Temos pelo lema 2.10 que o decréscimo da funcao penalizada pode ser

(i) f(z¥") < J(2F) —0.25 se §(i%,¢) > L.
(i) f(z**) < f(2F) - 00025 se 0.1 <6(2*, ¢} < L.

Assim, na pior situagao, teriamos em todo ponto em que §(2,¢) > 0.1

S(2"y < f(2*) - 0.0025.

Apos K ileragbes, teriamos

i 0 K
JleF) S JAE) - s

O que implica que para K = 400(f.(2°) — fc(z(¢€))) o algoritmo para, pois,

para este valor de K teriamos f.(£%) < f.(z(e)).
A segunda parte recai na situacio em que §(z*,¢) < 0.1. Pelo lema 2.8

temos que

§(2%t1 ¢) < 1.12(8(2%, €))%

Supondo que a scgunda [ase do algoritmo inicia-se na [-ésima ileracao,
temos que apos K2 iteragdes

§(352 &) < (1.128(2%2, ))*" 7,

o que implica que

3



lg 6(2%2%,¢) < 2K2g(0.112) < 2k

umpa vez que lg (0.112}) < —1.

Fazendo K2 — 1 > ig L oblém-se §(z%%,¢) < 27" Desta forma es-
tabelecemos o nimero maximo de ilera¢des na segunda parte como lg L.
Somando os resultados obtidos encontramos o mimero maximeo de iteracoes

(400(/.(5%) = [(z(e))) +1g L). O

2.4.2 Critério de Parada

Estudaremos nesta secdo um critério de parada mais rigoroso. Este critério
esta intrinsecamente relacionado com L, o ntimero de bils necessarios para
armazcnar o problema. O algoritmo deve parar quando a dilerenca entre
o custo da selucao otima e o cuslo da iltima iteracdo for menor do que
2=L. Em Gonzaga [20] e Karmarkar [21] pode-se obter uma prova de que
z* é encontrado a partir desta ltima iteraciio sem que se gaste mats do que
O(n?®) operagdes, usando um algoritmo de “purificagdo”. Esta prova f{oge ao
objetivo principal deste trabalho ¢, portanto, nao sera incorporada ao mesmo.
Serao deixadas como sugestao para o leitor mais interessado as relerencias
acima, que abordam mais detalhadamente o problema de purificacio.

Lema 2.12 (Gonzaga [20]) Considere z € 5% e ¢ € R tais que 6(z,¢) =
a < 0.1, entao

Von

ez — &z(e)] < 1.1&—:. (2.11)

Lema 2.13 (Gonzaga [20]) Considere ¢ > 0 um parametro de penalidade
e z(¢) o ponto ceniral correspondenie. Entdo

2n

| F IS TRET R




ao. Suponha gue ° = ¢. Entao
Demonstragao. Suponha g 2

PiViie) = 0,

dal segue-se que

logo, temos que

ele —2*)Pic = (c—3")Pjse.

Como {e — z(e)) € N(A) entao

efc—z(e))e = (e—z{e))e
)

IA

pois (¢} > 0, donde segue-se que e'z(¢}) > 0. O

Tendo em vista que o crilério de parada adotado baseia-se na variacdo
do valor das solugbes nas iteracdes em relacao ao valor da solugao otima e,
como nao dispomeos a priori deste valor étimo, necessitamos entao de uma
estimativa do valor da solugdo otima. O lema acima fornece esta estimativa.
Assim, podemos agora defimir o critério de parada.

Por hipiiese queremos que ¢'#F — &2 < 271, entdo, se fizermos ¢ >
(2r)2F, por exemplo, ¢ > 2(2n)2Y teremos ézk — &3 < 27X, pois pelos
lemas 2.12 e 2.13 teremos ’

2n 0.1
at sk at nw
&rt - < —f1l4+ —
< 6k( r—%)
< 1-2(27;,)
€L
< 0.6 27L.



Podemos entdo estabelocer ¢ > 4n2% commo critério de parada dos algo-
rilmos de trajetoria central de Gonzaga.

2.4.3 Complexidade

A analise de complexidade serd [eita tendo em vista o critério de parada de-
finido na segdo anterior. Apresentaremos nesta secao dois lemas que provam
¢ue o algoritmo pdra em um numero polinomial de ileragdoes. A complexi-
dade do nimero de operagdes é obtida por uma analise simples que faremos

no final da secio.

Lema 2.14 (Gonzaga [20]) Considere uma aplicagao do algoritmo 2.3; a
variagao no parameiro de penalidade ¢; ¢ tal que

€
Me = € — ¢ > 0.08 ]
RS =TT o

Demonstracao. A idéia é provar que ao fixar o proximo valor de ¢ de modo
que 6(2%, €,41) = 0.1, deveremos ter ¢iy1 tal que Ae > 0.08¢,/v2n .
Por hipotese temos que
§(3% ¢) < 0015,
o que implica que
fhn(E5, el = WPix XV (2" = I1PaxX(ec— (3%)71) < 0.015.

Chamando ¢, = P;,¢ e e, = FP; e, lemos que

lecr —ep]] < 0.015. (2.12)

Como 6(2*, ex41) = 0.1, por hipétese, entao

0.1 = |lers1cp — &
||fk+1c,, — €iCyp + €xCp — 'P”

I

R N
< Aecl+ fieres — .
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Substituindo (2.12) na expressao acima temos

JAc,| > 0.1—0.015 = 0.085,

o que implica que

0.085

lico || '

Ac (2.13)

Resta-nos agora encontrar uma cxpressao que cslabeleca um limitante supe-
rior para |jc,||. Observe que de (2.12) podemos ter que

lfeccll = llesf < 0.015,

como |cplf < ||e]| = V2n entao

0.015+ v2n
epl] € ————.
€k
Substituindo em (2.13) temos
0.085¢,

- S
0015+ 2

como v/2n > |, entao

S 0.085¢;
= 0.015v2n +V2n'

o que implica que

como queriamos provar. O
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Lema 2.15 (Gonzaga [20]) Considere uma aplicagdo do algoritmo de pas-
sos curtos. A parlir de 2% € 5% e ¢ > 2% tais que 8(2% ) < 0.015, o
algoritmo termina no maximo em O(y/n ) Herages.

Demonstracao. Pelo Lema 2.14 Leinos que

0.08
€ry1 = Ek(l-{-\/‘z—n).

Apds K iteracoes Lercmos

0.08 .
2 eoll + _‘\/‘ﬁ)}(’
donde segue-se que

0.08 .
lgex 2 lgﬁo(lJrﬁ)h

0.08
= lgeg+ Klg(l + —). 2.14
g¢o 8 m) (2.14)
Considere agora o lema 2.2. Para valores de A € [0,1] vale a seguinte ex-
pressao

g (14+4) > 0.9

Fixando A = 0.08//2n < 1, pois /2n > 1, segue-se que
0.08 S 0.07

Substituindo a expressao acima em (2.14) tem-se que

0.07
lgﬁ,l( > lg &+ Eh’,
o que implica que
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lgex > *L-;-U—'Eih',

V2n

pois, por hipblese ¢ 2 2-L. Fazendo

K = Y¥22L+141g(2m)) = O(Jal),

007

SCguc-s¢ qUe

lgex = L+1g{2n)+1,

o que implica que

4% 2 Z(QR)ZL.
Completando a demonstracdo. O

A complexidade do ndmero de operagoes € obtida observando que a
operacao de maior ordem de complexidade, a cada itcragao, corresponde a
resolugdo de um sisterna linear, que no caso geral é feito em O(m?) operagoes.
Como sao executadas O{y/n L) ileracdes, conclui-se que o algoritmo ¢ da or-
dem de O(m®n®*L) operagoes. Para o problema de fluxo em redes é possivel
reduzir a compiexidade do ndmero de operagdes usando o método do gradi-
ente conjugado na resolugao do sistema linear. Veremos no capitulo seguinte
gue ¢ sistema linear € resolvido em O{mn) operagdes, portanto, a complexi-
dade do algoritmo para o problema que estamos lidando ¢ de

s Complexidade de O(1/n L) iteracoes.

e Complexidade de O(mn'®L) operagdes.

2.5 O Algoritmo de Barreira de Passos Lon-
gos

A 1déia deste algoritmo € semelhante a do algoritmo de passos curlos; a cada
iteracao é fixado um novo valor para o parametro de penalidade e em seguida
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aplica-sc 0 método de Newlon-Raphson para minimizar a funciao penalizada
definida pelo novo €. Essencialmente este algoritmo difere do anterior por
permitir variagoes grandes no pardmetro ¢, de modo que §(z*, (441 ) ultrapasse
o valor 0.1. Isto faz com que sejam aplicadas varias HPrachs de Newton-
Raphson até que se encontre $*%' ~ arg min{fi1(3)|2 € S'”} Figura 2.5.

Figura 2.5: Iteragao do algoritmo de passos longos

Em [20], Gonzaga define que a variacao de Ae € proporcional ao valor de
¢x, onde a constante de proporcionalidade é fixada no inicio do algoritmo.
Definimos A¢ como

I

N

Como veremos a seguir esta formulagao para Ae serda muito uiil no estudo
da complexidade do algoritmo. Em [20] o valor de v € constante e deve estar
no intervalo (1,2n}).

O algoritmo de passos longos é entio definido como:

Ac

Algoritmo 2.5 Algoritmo de Passos Longos
Dados 2 € $°,¢ > 0, tal que &{Z,¢) < 0.015 e v € R, tal que1<u<‘7n
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repita
¢ = el + \/Z—n)
enquanto &(z,¢) > 0.1

X = diag(,)

Resolver (/iX Aty ( X2 - )

hy = —(Y2c—$~X2 Aty)

Resolver aproximadamente A = arg min{f (2 + ,\h]|,\ > 0}

i = &4 Ay
até convergir

2.5.1 Iniclalizacao

A inicializagao € [eita conforme a apresentada no algoritmo de passos curtos.
Usa-se o algoritmo de Vanderbei para encontrar um ponto inicial factivel e em
seguida aplica-se o algoritmo 2.4 para encontrar £° tal que §(2°, &) < 0.015.

2.5.2 Tamanho do Passo

Assim como no algoritmo de centralizagao, a determinacao do tamanho do
passo é um procedimento de O(1). Nos valemos aqui das mesmas propri-
edades do lema 2.10 usadas no algoritmo 2.4. De modo que A é definido

como

0.5 se &(z,e} > 1.
0.56(z,¢) se 0.1 <8z, )<L
é(z,€) se é(z,¢) < 0.1

R I W
[

2.5.3 Complexidade

A analise da complexidade sera feita observando o decréscimo da funcéio
penalizada a cada ileragao do leop maior, isto é, a cada vez que se obtém &*
tal que 6(*, €x) < 0.1. Para tanto faz-se necessario provar que o nimero de
iteracoes do loop interno € limitado por uma constante.

O lema 2.10 apresenta uma condicdo necessaria para a prova de que a
variacao de f.(-) entre os pontos #* e 7%+ estd contida em um limiic conhe-

cido. O proximo lema deduz esta variacio, o que serd utilizado na prova do
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resultado mais importante deste estudo de complexidade, anunciade no lema

2.17.

Lema 2.16 (Gonzaga [20]) Scjam z e 2 € R*", pontos gerados pelo algo-
ritmo 2.5 ¢ € e ¢ € R pardmetros de penalidade tals que §(z,¢) = a < 0.1 ¢
8(z,¢) < 0.1, sendo € = (1 + ﬁ)r_, e 1 < v < 2n. Temos que

felz) < [fdz(e)) +0.150. (2.15)

Demonstragao. Suponha sem perda de generalidade que £ = e. A demons-
tracao ¢ feita usando o fato de que [ (-) é convexa, pois a matriz Hessiana
de f{-) é definida positiva. Temos que

fd={e)) 2 fe(e)+ V/e(e)'(z(e) —€)

Jele) + ;%ea*(w(e) — )+ VSe)(z(c) — ¢),

pois V fe) = Ame+ V fe(e).

I[solando f:(e) segue-se que

1y

fde) < fel=zle)) — \/Q—Heét(:c(e) — e} = Vfle)(z(e) —e). (2.16)

Usando o lema 2.10

fde) € fulz(e)) ~ Vel (z(e) — e) + -\/%1.1;1\/2?
= fz()} — VSe(e){z{e) —€) + 0.11w.

Como por hipétese || P;V fe(e)|| = é(e,c) < 0.1, ¢, pelo lema 2.12 |jz(e} —e|} <
(0.119, entao,

—(P;Vi(e))(z(e) — €]
=PV (el flz(e) — el
0.115 x 0.1 = 0.0115.

~(VJe(e))(z(e) —e)

IA A
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Assim, concluimos que

Je) < fdz(¢)) +0.0115 +0.11,

¢ como v 2 1 scgue-se que

fie) < fdz(e)) + 0.150.
Como queriamos provar, O

Lema 2.17 (Gonzaga [20]) Seja .J o mimero de passos do loop inierno do
algoritmo 2.5. Entao '

J £ 400pv(v + 1)

Demonstragao. Chamemos de y? os pontos gerados pelo loop interno do
algoritmo 2.5 a partir da iteracao k, portanto, pontos em que §(y7, €x41) > 0.1

com excecao do uitimo.
Como usamos o procedimento de busca linear descrito no lema 2.10 entao,

fﬁk+1(yj+1) S fck+1 (yj) - A!

com A = 0.0025, pois por hipétese 8(y’, x4} > 0.1. Na J-ésima iteracio,
quando finaliza-se o loop inlerno, teremos

f£k+1(£k+1) 5 fck+1(“::k)—JAa )

com #F+! = 7. Usando (2.15) segue-se que

ffk.}{(ik—'_l) < fek_',;(:r(fk)) _JA‘FU]SV,

mas, por defini¢do, f(Z) > f.(z(¢)), entdo, sublraindo esta desigualdade da
anterior, segue-se que
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f‘k-{u!( k—H) f!k Ak+l) < f[k+1(x((k+l))#f(k( ( ))_'}A+U‘15V7

dai segue-se que

y .
\/Q_Rfk(‘rk“ < \/‘;_nf_,,afm(c)—.m+o.15u, (2.17)
pois fo., (2) — f.,.(2) = C(‘ z, para Vz € R2% . Multiplicando {2.17) por

@, chegamos a

! s k] - Vin

éké z S tkCtI(Ek) —
v

(JA —0.150),

Pelo lema 2.9,

v(6k+1) > U(Ek),

com v(e) = étz(e) — 22, entdo
(B —v(err)) < el(z{er) — vier)) — \/Q;(JA —0.15v0)

2n Von

= (x(ek ——cx(ek)—!-—)————(JA 0.150)

S

= 20~ Y2 (A 0150
1’

= (1 — (JA —0.150)).

1
vv2n

Multiplicando por % = (1 + %), obtemos

€k

N 1
e (3 — v(egr)) <€ 2n(1 + \/?za)




Observe que ¢gyq (E'25! —v{tkt1)) = ck+1(6£§:k—é‘§?k(ék+1)+%) = ey (G-

& x(eppr)) + 2n, daf segue-se que

Lk+t(ﬁfi"k+z - ati'(fk+l)) <

1
(1 + \/%)(1 ~ —=(JA = 0.150)) ~ 2n.

Usando o lema 2.12, segue-se que

_Ollvgﬂ S Chyl ((‘:'E‘fik-i.l —étﬁ?(ﬁk.{.]))

< I (1 + 73__;) (1 - 7\/12—_H(JA - 0.l5u)) — 9,

portanto

o —~0.11V2n < 2n(1+ ‘;)(1_(;{’3_“%1_51)),
YV AT i )

segue-se entao que

p_ ol (1+ v (JA-0.15V]__(JA—U.I5U)V)
- V2n v 2n v2n ’

o que implica que

v2n —0.11vv/2n
< 2n 4 3V2n — (JA —0.150)(v2n + »),

logo

v/In (v + 0.11}

\/2_n+r/

= JA—-0.150 <
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Como 2n + v > /2n, entao

vy 2n (v +0.11)

JA—Q.15r <
- Vi2n

o que implica que
J < : (v +1}
—uv{v i
- A
Substituindo A por 0.0025 chegamos a

J < 400v(3 + ),
como queriamos provar. O

Por fim, a prova da complexidade geral do algoritmo é feita de forma
semelhante a do algoritmo de passos curtos.

Lema 2.18 (Gonzaga [20]} Considere uma aplicacao do algoritmo de pas-
sos longos a partir de uma aproximacao inicial 2° € 5% e ¢¢ > 27% tais que
8(2°,¢0) < 0.015, e um pardmetro, v, 1 < v < 2n. O algoritmo termina em

O{\/n L) iteragoes.

Demonstracao. Por hipotese temos

4

. E'k"‘l 2 tk(]- + \/2—7-1—)~

apos kA iteragoes do loop externo teremos

v
Van

Tirande o logaritmo em ambos os lados leremos

ex 2 ol + ——).

14

lg e = g f_0+h"lg(l+m).

47



> aryrey 5 F ey - ¥ "
Pelo lema 2.2, fazendo A = o lemos que

Assim

pois ¢q > 27F.
Se fizermos

teremos

portanto,

v v

0.91
g ex 2 g eg+ K
& & com B

3.9
> —L+ K \
> I =

K =

2
Q(QL + 1 +1g 2n),

g e 2 L+lg 2n+1,

e > 4n2b

completando assim a demonstracao. O

O lema acima prova a complexidade polinomial do nimero de iteracoes
e, conseqiientemente, a complexidade polinomial do nimero de operagoes,
tendo em vista que o loop interno est3 limitado por uma constante, o que im-
plica que, como no caso do algoritmo de passos curtos, o nimero de operagoces
arilméiicas € da ordem de O{mn) a cada ileracdo, e um nimero total de

Of{mn'® L) operagoes em todo algoritmo.
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2.6 Algoritmos Primais Duais

Nesta segao estudaremos um algoritmo primal implementado por Lustig,
Marsten ¢ Shanno [27] para o programa linear (P), cujo dual é

max by — wlu
saa. Ay —wt+z =¢ (D)~
z,w > 0.

As condi¢oes de nao-negatividade sao eliminadas pelo uso de uma fungao
barreira logaritmica, que em [27] € definida como

plz} = —p) In f:—#zln 8
=1 =1

onde j € um parametro de centralizagdo. Nosso problema entéo torna-se
min c'z — p(z)
s.a. Az = b
Tg+s = u

z,s > (.

O lagrangeano deste problema €
L{z,s,y,w) = = —len xj—len 8, (2.18)
=1 =1
—y'{Az — b) —w'{z 4 s — u).

Assim, as condi¢oes de otimalidade de primeira ordemn de (2.18) sdo.

Az —b = 0,
T+s—u = 0,
c-Aly—w+pX e = 0, (2.19)
uS~le — w = 0,

onde X = diag(z,,...,2,) ¢ S = diag(si,...,s:). A partir de {2.19), defini-
mos uma fungdo F{z,s,y,w,z), descrita como
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Az — b

T+ s—u
Flz,s,y,w,z) = Ay—w+z~—c |,

XZec — e

SWe — pe

onde W = diag{w,,...,ws) e Z = diag(zy,. .., za).

O algoritmo que apresentamos busca encontrar os zeros da fungao F
usando o mélodo de Newton, o que equivale a igualar o gradicnte de (2.18)
a zero e portanto obter as condigoes de otimalidade de primeira ordem. Este
algoritmo parte de uma solu¢do inicial (z°, 5%, y°, w°, z°) interior primal e dual
factivel, isto é, (2°, s, y%, w?, 2°) satisfazem a (P) e (D) e (2%, 8%, 4*, w?, 2%) >
0. A cada iteracdo determina-se um novo valor para o pardmetro g e aplica-se
o método de Newton para F' definida a partir deste novo valor.

0 passo de Newton definido para resolver F é dado por

J(F(z,s,y,w,2)})A(z,s5,y,w,2) = —F(z,s5¥,w,2),

onde J(F(z,s,y,w, z)) é a matriz Jacobiana da funcio F(z, s, y,w, z). Temos

entao o seguinte sistema

[A 0 0 0 o0][ Az ] i b— Azx
I I o0 0 0 As U—T —§
0 0 A —T I Ay = —Alyt+tw—z+c
Z 0 0 0 X Aw we — XZc
0w 0 5 0| Az | pe — WSe
O que equivale ao sistema
AAz = b Az,

Ar+As = u—ax—s,

AtAy — Aw+ Az = ~Aly +w—z+c,
ZAz 4+ XAz = pe— XUZe,

WAs+ SAw = pe — WSe.

Feitas algumas manipulagoes algébricas chegamos aos seguintes valores para
Az, As, Ay, Aw e Az.
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Ay = (AOAY'AGp(p),

Az = O(A'Ay — p(p)),

Az = pX'e—Ze— X""JAx,
Aw = pS'te—We+ STTWAL,

As = —Ax, i
onde @ = (STWW 4+ X712y eplp) = p(STT=X"Ne— (W~ Z)e.

Nesie algoritmo primal dual define-se um escalar of para determinar o
tamanho do passo a cada iteracdo, a fim de garantir que =€t continue no

interior da regido factivel. Em [27] Lustig et. al. definem o* como

of = min(1,0.99956%),
—1
min(( X5}~ YAzk, (SH)1Ask (W) -1 Awk, (ZF)-1AZR)

O Parametro g O parametro de penalizagdo, p, é usado para forgar as
variaveis primais e duais para valores positivos, corrigindo a direcao de des-
cida para uma combinacao linear entre a direcao afim e de centralizacao.
A escolha adequada deste parametro a cada iteracao assegura a complexi-
dade em tempo polinomial do método. Primeiramente, os resultados da
convergéncia em tempo polinomial em funcao de u foram provados para al-
goritmos primais e em seguida estendidos para algoritmos primais duails por
Monteiro e Adler {30]. Neste tltimo artigo, o valor de p decresce de uma
quantidade muito pequena a cada iteracdo, o que torna o algortmo ine-
ficienie do ponto-de-vista pratico. Bons resullados computacionais foram
obtidos guando a sequéncia {u*) tende a zero rapidamente. Em 27] Lustig
et.al. escolheram u como

po= (dz—by)/e(n),

onde

n? n < 5000,
ny'n n > 5000.
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Algoritmo 2.6 Algoritmo Primal Dual
Dados: 0 <z <u,w>0,2>0eyc R™, taisque Az = b, e Aly—w+z =¢,

Se n < 5000 Entao ¢(n) = n? Sendo o(n) = nyn
Repita

X = diag(z,)

4 = diag(z)
- W = diag(w,)

S = diag(u, — z,)
0 = (WS4 ZX- 1!
= (c:.:—b‘ )/ o(n )
() p(S71 = X"Ne— (W - Z)e
Resolver (AGA' ) Ay = AOp(p)
Az = O(A'Ay — p(p))
Az = pX7le—Ze— X' ZAz
Aw = pS5 e —We + §7'WAg
& = 1/min {X'Az, W 'Aw, Z7' Az, -5 Az}
of = min {1,0.99954%}

T = r+ofAz
y = y+a*Ay
z = z4afAz
w o= w—i—a"Aw

Até convergir

Critério de Parada Em [27] Lustig et. al. estabelecemn como criiério de
parada o tamanho do gap dual relaiivo. O algoritmo para quando

cr — by + v'w
1+ bty — vt

2.6.1 Inmicializacao

A idéia aqui € acrescentar a0 problema original variaveis artificiais com um
peso elevado na funcado objetivo, como se faz no método tradicionalmente
conhecido como big-M. O problema, com o acréscimo destas variaveis, torna-
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min cz+ Mpzayy

s/a Ar 4 (b— Az Ty = b
45 = u (P)
(Ay+ 2 —w® — ezt 2oy = Mp
3"1 S,In+[,$ﬂ+2 Z 0‘}
e seu respectivo dual
min by — u'w + Mpyma

sfa Aty-k(A‘y0+zu——wu—c)ym+l-|-z—w — ¢
(b— A2y + 2n1s Mp (D)
Ym41 + Zns2 0

I

H

:

v

Zy zn+1 E zﬂ.-}-21 w

onde z°, 5%, 3%, 2%, w® representam a aproximacio inicial € 2,11, Tnt2,Yme1, %04t

e 2o42 € R sdo varidveis artificiais. E f4cil notar que para valores muito gran-
des de Mp ¢ Mp a solugao 6tima de (P') e (D'} € a mesma de (P} e (D).

Para efeito de simplicidade, denotaremos por dp e dp os vetores b— Az% e
Aly? — w4+ 20 — ¢, respectivamente. Também, vamos nos referir a Mp e Mp
genericamente por M. Em [26], Lustig provou que as direcoes de descida
existern e podem ser calculadas quando o limite de M € infinito, com os
seguintes valores para estas diregoes

Ay = (ABAY)[AO(p() — zns2dp) + Turrdp),

Ax = O[A'Ay— plp) + yado)
Az = pX 'e~-Ze— X'ZAr,
Aw = pS'e~We- S WAz,
As = ~Az,

COM Tpyy = (b— Az)/dp € 249 = (Aly+w—2z—c)/dp.

O Parametro g A escolha do parametro p para o caso emi que nao ha
factibilidade ¢ definida segundo Lustig [26] como

po= (Cz+ Mzoy — by — Mynii)/o(n),
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com {n) delinido como no algoritmo anterior ¢

M = pp{n)max{max{|c,|}, max{[h|}}],

e p ¢ um cscalar que faz variar a aproximagao inicial do valor de pu. Pode-se
ver intuitivamente que quanto menor o valor de p, consegiientemente menor
¢ o valor inicial de g, o que faz a diregio de descida se aproximar mais da
dire¢ao de maximo declive.

2.7 Conclusoes

Neste capitulo fizemos a apresentagio dos algoritmos como eles se encontram
na literatura. Nesta apresentacdo, o aspecto mais importante que mencio-
namos diz respeito a ordem de complexidade; dissemos que, por tratar-se de
um problema de fluxo em redes, o mimero de operagbes aritméticas envol-
vidas é da ordem O{mn' L) operacdes, o que representa um ganho sensivel
em relacido 4 compiexidade dos mesmos algoritmos para PL, que € da ordem
O(m*n*°L). Detalharemos no capitulo seguinte os pontos que podem ser
melhorados nestes algoritmos e que conduzem a este resultade.
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Capitulo 3

Resolucao de Sistemas
Lineares

3.1 Introducao

Neste capitulo detalharemos alguns pontos em aberto deixados no capitulo
anterior. Nos deteremos na resolucio do sistema linear A¥?A'y = z, comum
em todos os algoritmos de pontos interiores, apenas com o vetor z e a matriz
¥ variando conforme o método. Estudaremos aqui técnicas de resolugao de
sisternas lineares com as caracteristicas da matriz AW2A

Na secao 3.2 veremos um modo de simplificar os calculos envolvidos na
resolugio do sistema AXAly = : que aparece nos algoritmos de passos
longos e passos curtos. Este é um sistema de ordem m + n para problemas
de fluxo em redes. Veremos nesta secio que é possivel reduzir o volume de
contas envolvidas na resolugao do mesmo, reduzindo-o a um sistema de ordem
m. Também veremos que nos algoritmos de Gonzaga € possivel tratarmos
as iteragdes, =¥, fazendo manipulacoes com vetores em R ou R™. Na segao
3.3 estudaremos algumas particularidades da matriz de projecido que sao
de fundamental importincia na resclucio deste sistema. Os algoritmos de
resolucao de sistemas lineares sdo descritos na segiao 3.4 onde é feita uma
breve descri¢do do fundamento tedrico e sdo tragados comentdrios citando
vantagens e desvantagens de cada um.
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3.2 Calculos preliminares

3.2.1 Cilculo da Projecgao sobre N(A)

Em geral, as técnicas de resolucdo de um sistema lincar de ordem m tém
complexidade O(m®). Nos algoritmos 2.3, 2.4 € 2.5 o sistema AX?Aly = =z,
como nos ¢ apresentado, é de ordem m + n, onde m € o nimero de nés ¢ n
o nimero de arcos do grafo associado. Mostraremos que é possivel obter a
mesma solugao resolvendo um sisterna menor, cuja matriz ¢ da ordem apenas
do numero de noés, m. Isto representa um ganho significative, além do que
pode ser feito de forma bastante simples.

Nos algoritmos apreseniados no capitulo 2 existem trés tipos de sistema

de ordem m + n:

) AXZAYy = AX7% algoritmo de passos curtos.
ia-ay 1A g P
i) AX2A%Y = AXe algoritmo de passos curtos.
i) AX2A%Y = AX?%(e¢t—e) algoritmo de passos longos
e de centralizacao.

Py

i) Dividindo o sistema AX? A y = AX"¢ em blocos obtemos

A D X? 0 X2 0 c
I I 0 S 0 52 g1’
onde S € a matriz diagonal S = diag(s,) = diag(u, — z,). Assim {emos que
AX2AY Ax? 1w ] [ AX2 0 ][
X240 x24 52| w| T F X2 Silel’
o que implica no sistema

AX?Aly, + AXYy, = AXic, (3.1)
XA+ (X2 + 8%y, = X’c '

Tirando o valor de y; na segunda equagao encontramos

2 = (X7 457 X%~ X2Aly), (3.2)
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pois (X? + 5%) ¢ uma matriz diagonal com todos os elementos da diagonal

principal nao nulos, portanto, inversivel.
Substituindo {3.2) em (3.1) temos

AXP Ay + AXHXP 4 537X — X2A'y) = AXPe,

daf segue-se que

AXQAIyl _ Ax2(X2 + S’z)_leAty; -
AX%e— AXEH X+ 531 X2,

o que implica em

ALX? — XY (X + §7)" XAy, =

A[X? - X3(X2+ 591 X2 Ale. (3.3)

Observe que X? — X?(X? + 5%)7'X? ¢ uma matriz diagonal cujos ele-
mentos da diagonal sao z2s2/(z? + s?), para 1 = 1...n, assim temos que

XP-X¥ X+ 89X = D (3.4)

onde [ é a mairiz diagonal usada no método afim. Substituindo (3.4) em
(3.3} temos

AD*A'y, = AD%.

A segunda parte do velor y € encontrada fazendo os cdlculos expressos

m (3.2). O esforgo computacional envolvido no cémputo de y; € de O{mn}

visto que j& se possui o vetor y; € a inversao de (X? + 5?) é imediata pois X

e S sdo matrizes diagonais. Assim as Unicas operagoes envolvidas sao soma
de vetores e multiplicacdo de malrizes por vetores.

it} Para resolver AX?A'y = AXe usamos o mesmo raciocinio. Dividimos as
matrizes em blocos e efetuando operacdes semelhantes chegamos ao sistema
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AX?Ay + AX%y, = AXe,
XA + (X 4+ 5%y = (X + )¢, (3.5)

onde ¥; e y2 s@0, assim como no caso anlerior, os sub-vetores de m coorde-
nadas que compoe o vetor y. Tirando os valores de y;.e y3 do sistema acima
chegamos a

i (ADZANYALX — X2( X2 + 527X + 8)]e,
y2 = (X24SH7(X + S)e — X2 Aly ],

ou simplificadamentie

y = (AD*AYTADe,
Yz = (X2+Sz)_l[(X+S)G—XQAIyI],

com D definida do mesmo modo queem (ii) e D a matriz diagonal D' = X —
XUX2+ SHHX 4+ S) = diag((z?s. — z,87)/(z? + s2)).

Assim como no caso anterior necessitamos resolver um sistema linear de
ordem m para encontrar o valor de y;. A segunda parte do vetor y é obtida
substituinde y; em (3.5} e efetuando as operagdes da formula, o que requer
um esforco computacional da ordem de O(mn).

(iit) No dltimo caso, para resolver o sistema AX?A* = AX(Xc¢—e), fazemos
operagoes semelhantes as dos casos anteriores chegando ao segunte sistema

yn = (AD*AYVeAD*c— AD'e], (3.6)
Y2 = (.X2+¢g2)_1{£X2C_(X+S)G—X:Zz’ity;], i

com D? = diag(z}s?/(z} +s2)}, e D' = diag((z]s, — z,82)/(z} +s7))e yi
e y, os dois subvetores resultantes da divisio do sistema original em blocos.
Em resumo, o esforgo total envolvido no computo de y nos ‘casos (i), (i) e
(iit) é da ordem de O(m® + mn) = O(m?®).

3.2.2 Cilculo da Direcio hy(z,¢€)

Mencionamos anteriormenie que € possivel considerar os pontos gerados pelos
algoritmos de Gonzaga como vetores em ™. De fato o vetor  que lidamos
deriva de z € " por um cdlculo simples ¢ imediato, pois
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Observe também que

. Az Az
Az = = .
As —Azx
Isto nos motiva a determinar um meio de calcular apenas a direcio Az no
vetor Az, visto que islo implicarta numa reducio significativa do volume de
calculos ¢ do espago de memdria alocado, pois passarfamos a tratar apenas

com vetores em £".
Temos que

At = Xhy(z,e) = —XPigXJ(%)
= —(X¥ee—37") - XHAXTA)TAR (et - 27")).

Como vimos na secio anterior, o resultado de (AX2AY) 1AX2(e¢ — £7)
pode ser calculado como

(A2 AR (e 5 = l a } |
2

com ¥ e y2 € R” definidos como em (3.6). Assim temos que
. Az X 0
Am:[As]‘"[ﬂ 5] _
X 0 ec—x~! X 0 Al T h
0 S —s571 - 0 5 0 I Y2 ’
o que implica em

Ad = [ Am] _ [ —eX%c+ Xe+ X2 Aly1 + X%y, }

As Se + S%ys
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Como 56 nos interessa calcular Az, visto que As = —Axz, entao, substituindo
o valor de y, de (3.6} oblemos

Az = - X%+ Xe + XzAIyl
+X*X? 4+ 54! [eX%c— (X + S)e— XAy,

doude scgue-se que

Az = =X =X (X*+ 597X
+(x2 _X2(X2 _I_SZ)—IX"Z]A!yI
X - XHX 4+ SV X + S)e.

De (3.4}, substituindo X? — X%(X? 4 §?)~'X? por D?, e como X — XX +
SITHX +85) = D, entio temos
Az = —eD%c+ D'e+ D*Aly,
—eD?c+ D'e+ D*AAD?AY YD — D'e).

Se pusermos D* em evidéncia chegamos a

Az = D*(—ec+ D'(D*)7e)+ D*A(AD*AY) ' D*(ec — D'(D*)7'e),
efetuando algumas manipulacgtes algébricas simples podemos escrever o termo
D'(D*)7'e como

DD e = st —z,

assim, podemos simplificar a expressao que fornece Az como

Az = D¥—ecc—z7 '+ + DIA(AD*AY ' D¥Hec+ 27" —571).

Isto prova que Az pode ser calculado apenas em fungéo de vetores em R”™ e

da matriz A.
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3.3 A Matriz de Projecao

-

Como vimos, todos os métodos resolvemn um sistema do tipe A%?A'y = =z,
sendo ¥ = D ou ¥ = © a matriz diagonal definida nos algoritmos do capitulo
anterior, e z o velor a scr projetado sobre o nucleo de AW. E importantc,
entao, explorar as propricdades da matriz AU?A! que vcnham a ser titeis na
resolucao deste sistema.

3.3.1 O Posto da Matriz de Incidéncia (Bazaraa [5])

Sabemos que cada linha da matriz de incidéncia de um grafo estd associada
a um noé e cada coluna a um arco. Os elementos de A4 sdo 0, —-1 e 1 dispostos
conforme a composicao do gralo, como ilustrado na Figura 1.1. Observe
que o posto desta matriz é claramente menor do que m pois ¢4 = 0.
Isto vale para toda matriz de incidéncia pois cada coluna possui exatamente
dois elementos nao nulos: +1, —1. Nesta segido provaremos, conforme o
estudo desenvolvido em Bazaraa [5], que a matriz de incidéncia de vm grafo
conectado possui m — 1 vetores linearmente independentes, o que implicara
que A tem posto m — 1. Para isto sera preciso introduzir alguns conceitos de
teoria dos grafos que facilitardo a apresentaciao desta prova.

Definigao 3.1 Um caminho ou cadeia de um no 2o para ¢, € um arco ou uma
sequencia de arcos que une % a 1, passando por nos intermediarios distintos
{21:.-.,2p-1} como ilustra a Figura 3.1 (a).

Definicdo 3.2 Um cicle é um caminho com dois ou mais arcos de um né 2o
a 1, Mal$ UM arco que une i, a ip, o que estd ilustrado na Figura 3.1(b).

Definigao 3.3 Dizemos que um grafo é conectado quando existe um cami-
nho para qualquer par de nés. Para o problema.que estamos considerando
todos os grafos sdo conectados.

Definicao 3.4 Um grafo conectado é dito ser proprio se possui cardinali-
dades [N] > 2 e |A| > 1. Consideraremos também que no problema que
eslamos abordando os grafos sejam proprios.

Definicao 3.5 A definicao mais immportante que apresentaremos neste con-
texto é a definicao de arvore. Uma drvore € um grafo conectado sem nenhum
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ciclo, Figura 3.1(c}. dizemos que nma drvore T ¢ geradora de um grafo G,
se¢ T' for uma arvore contendo todos os nos de (G, isto é, T é um subgrafo
gerador de (¢ que ndo possui ciclos.

Definicao 3.6 Dizemos que um né é {erminal quando ba apcnas um ou
nenhum arco incidenie sobre este nd.

(&) (b)

\
O()O

c

Figura 3.1: Exemplos de um caminho, ciclo e arvore

Proposi¢do 3.1 Seja T uma drvore propria com m > 2 nos e (2, 3) um arco
de T. Entao, desconectando (z,3) de T, isto é, removendo o arco (z,3) de T
mas deixando os dois nés ¢ e 3 em T, decompoimos T' em duas arvores T3 e

1.

Demonstragdo. Como 7' é uma arvore, 20 remover o arco (2, 7), desconecta-
se T em duas partes T e 75, pois T nao possui ciclos. Os grafos resultantes
Ty e T; sao arvores pois como 7 originalmente nao possuia ciclos, T e T3,
que sao subgrafos conectados de 7', também nao possuirao. O

Proposicao 3.2 Uma drvore propria tem pelo menos dois nds terminais.
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Demonstragao. Para uma arvore com apenas dots nds a proposigao é obvi-
amente valida. Por indugdo, suponha que seja valido para uma érvore com
m — I nos. Provaremos que a proposicao vale para uma arvore 7' com m nds
(rn 2 3). Suponha que seja removido um arco (2, 7) de 7', Isto resultaria, pela
proposi¢ao 3.1, na formacao de duas arvores menores com no maximo m — |
nds. Pela hipétese de inducio o somatério dos nds terminais das arvores re-
sultanies seria igual a m, m > 3. No caso em que m = 3, quando uma das
arvores é imprépria, ao colocar de volta o arco (7,7), perderia-se um dos nos
terminais, o que implica que T possuiria no minimo 2 nés terminais. Quando
m > 3, caso em que nenhuma das drvores resultantes seriam impréprias, ao
restabelecer o arco (1,7}, no maximo dois nés terminais seriam perdidos, o
que também implica que T possuiria ne minimo 2 nds terminais. 0

Proposigio 3.3 Uma arvore com m nés tem m — 1 arcos.

Demonstragao. Para uma arvore prépria com 2 nos a proposicio € obvia-
mente valida. Provaremos por indugao que o mesmo vale para arvores com
mais de 2 nds. Assuma que seja valido para uma arvore com m — 1 nés.
Considerando T' uma arvore com m nds, temos que, pela proposicao 3.2, T
possui um né terminal. Desconectando de T' o unico arco incidente sobre
este no, teremos duas arvores 1) e T3, uma com um 1inico né e nenhum arco
e outra com m —~ 1 nds e, pela hipdtese de inducdo, m — 2 arcos. Assim o
somatério dos arcos de T ém —2+1 = m — 1, como queriamos provar. O

Proposi¢ao 3.4 Toda matnz de incidéncia associada a um grafo conectado
proprio possui pelo menos m — 1 colunas linearmente independentes.

Demonstragao. Para provar que A possui m — | colunas linearmenie inde-
pendentes, consideraremos 1" uma drvore geradora do grafo G, o'que é sempre
possivel encontrar removendo de GG os arcos que formam ciclos. Chamando
Ar a submatriz de A associada & arvore geradora, tem-se pela proposicio 3.3
que Ay é uma matriz de dimensio m x (m —1), pois T € uma arvore com m
nos e, por ser uma arvore, possui m — 1 arcos. Como T possui pelo menos
um no terminal, entdo existe uma linha em A7 em que todos os elementos
sao nulos, exceto aguele associado ao né terminal. Fazendo uma permutagao
em Ar de modo a deixar este elemento na primeira posi¢ao, lemos
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-
p 41 @
r =]z :
P Ap
Onde A, é uma submatriz de Ar associada a arvore resultante da remocao

de um 16 terminal de 7' ¢ o seu arco incidente. Repetindo o mesmo processo
para Ay Leremos

41 0 0
Ar = | 7 41 0
§ Ag

Com cleito, repetindo este processo rn — 1 vezes teremos no final uma matriz
triangular inferior com diagonal unitaria, portanto, uma matriz nao singular.
Completando assim a demounstracdo. O

Conclusao: Como a matriz A tem posto m — 1, portanto incompleto, a
matriz AD?A! é semipositiva definida. A solugao encontrada para o sistema
AD*A'y = =z é [eita fixando ¥y = 0 e resolvendo um sistema menor,
ADA'y = Z, onde a matriz A é composta pelas m — 1 primeiras linhas de
A, assim como os vetores § e Z sao vetores com os primeiros m — 1 elementos

de y e z, respectivamente. A matriz A tem posto m — 1, logo AD*Aj = 3
é um sistema simétrico positive definido e, portanto, pode ser resolvido com
as técnicas que serdo exibidas a seguir.

3.3.2 Operagoes com a Matriz de Incidéncia

O fato de trabalharmos com a matriz de incidéncia de um grafo favorece a
geracao de rotinas mais eficientes para efetuar operacgoes de muliiplicagdo
com as matrizes A e A'. Nesta secio descreveremos como sao [eitas estas
operagoes.

Em nosso trabalho, o armazenamento desta matriz foi feito usando dois
vetores de n elementos inteiros. Sio os vetores h {head) e t (lail) associa-
dos respectivamente 3 cabeca e a cauda dos arcos do grafo. Assim, se um
elemento da matriz A, ou A, associado a um nd : do grafo, possui valor
diferente de zero, havera um arco j que chega ou sal deste nd, logo, a y-ésima.
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1 -1 0
A=1 0 -1

0 1 1

h[2] 3] 31

tfi] 1] 2|

[igura 3.2: Representacdo da matriz de incidéncia

coordenada do vetor & ou do vetor {, ira conter o valor 2. A Figura 3.2 Hlusira
esta siluagao para um grafo com 3 nods e 3 arcos.

Por manipular a matriz apenas com vetores, as operagdes de multiplicacdo
tornam-se mais simples. Assim, para efetuar a multiplicacio com a matriz
A, por exemplo, u = Az, fazemos

para:=1,...,m
ufg] = 0
paraj=1,...,n

uftls]] = ut[s]) + x[3]
uthly]] = ulhfs]} - x{s]

De modo andlogo, para calcular z = A'y, basta que se faca

paraj;=1,...,n
23] = ylhs]] - ¥lelsl}

Assim, quando precisamos calcular o produto da matriz de projegao por
um vetor, isto ¢, calcular z = AW Aty como ¥ = diag(y.), fazemos

para:=1,...,m
zfz] = 0
paraj=1,..,n

2[t[3]] = 2[t[p]] + »[] * (YD) - y[R[]] )
z[hfs]] = z[b[g]] + #[] * (y[hiod] - y[t[s] )
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Fstas operacoes com as matrizes A e A’ sao significativamenie mais
rapidas do que com matrizes cheias, além do que, usamos apenas um loop, o
que reduz a complexidade destas operagoes para O(n), contra o que no caso
geral é [eito em O(m?).

3.4 Técnicas de Resolugao de Sistemas Li-
' neares

Nesla secio apresentaremos as técnicas de resolucao de sistemas lincares es-
tudadas. Optamos em mostrar apenas a idéia de cada uma delas, sem nos
deler em provas nem demonstracdes, visto que este nao € o foco principal
deste trabalho, e que na literatura pode-se encontrar exaustivas publicagoes
abordando este assunto. Em cada uma das secoes colocamos as referéncias
bibliograficas aonde pode-se encontrar uma abordagem mais completa tra-
tando do assunto.

3.4.1 Método do Gradiente Conjugado

Consideramos o seguinte sistema

Hr = b, (3.7)

onde z,b € R™ e H € ®™*™ sendo H simétrica e positiva definida. Resolver
(3.7) € equivalente a resolver o problema de minimizagao irrestriia

. 1
min f(z} = Ezin ~ bz, (3.8)
pois V f(zx) = Hz—b, portanto, z* que minimiza (3.8) satisfaz V f(z*} = 0,
0 que implicaem Hz*—b = 0. A idéia aqui é resolver o sistema linear {3.7)
por um processo iterativo que minimiza (3.8), pois tratam-se de problemas
equivalentes.

Defini¢ao 3.7 Dado uma matriz H, dois vetores d; e d; sao ditos H-ortogonais

ou conjugados em relagio a H se & Hdz = 0.
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A idéia bdsica dos métodos de dircgbes conjugadas parte do principio
de que z* pode ser oblido como uma combinacao lincar de m vetores H-

conjugados, 1sto é

¥ = agdy + ...+ apdy.

O método de gradientes conjugados é apresentado comio um processo itera-
tivo que determina estas direcdes, di e os respectivos coeficienies, ag, por-
tando, minimiza f{z) = %x‘H:{: — bz em, no maximo, m iteragdes. Uma
prova detalbada da idéia que apresentamos pode-se encontrar em varias pu-
blicacdes, sugerimos o capttulo 8 de Lucnberger [25] para uma demonstragao
malis simples e completa.

Em Luenberger [25} as direcbes conjugadas sao definidas como

diyr = —gitr + Brds,
COom
i
b 9k
ﬁk — gk-:-l ,
GGk
o gi.9x
diHdy’
g = Hr*—b

Desta forma o método de gradientes conjugados é apresentado como

Algoritmo 3.1 Gradiente Conjugado
Dados z € R*, definad = —g = b—Hxe B = 1

repita
td
@ = —¥Hd
r = I—!—O.'d
d = —g+pd
tHd
B = &5y
g = Hzx—b
até g = Jouk = m
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Comentdrio: A complexidade do algoritmo acima é da ordem O(m?) para
o caso geral, uma vez que para matrizes cheias os cdlculos de o e f requerem
O(m?)} operagdes aritméticas. Para o problema de fluxo em redes a complexi-
dade ¢ reduzida para O{mn), pots o calculo de a e /# pode ser feilo em O(n)
operagoes, se as multiplicagoes envolvendo A ¢ A! forem feitas conforme o
cxposto na secao 3.3.2.

A scgunda grande vantagem desta técnica reside nofato de que necessita-
se apenas do armazenamento da matriz de incidéncia, ou seja, o processa-
mento desta rotina nao requer o cdmputo de outras matrizes, o que é caro do
ponto-de-vista de armazenamento. Como vimos anieriormenie a matriz de
incidéncia pode ser armazcenada em apenas dois velores, desta forma, a im-
plementagao desta rotina nao requer mais do que O(n) bytes para armazenar
os resultados processados. :

3.4.2 Gradiente Conjugado Pré-Condicionado

O algoritmo de gradiente conjugado pré-condicionado apresenta alguns me-
lhoramentos ao algorilmo anterior, no sentido de acelerar a taxa de con-
vergéncia e prover resultados mais seguros, isto é, reduzir o nimero de
iteragboes necessdrias para obter a convergéncia. [Embora teoricamente o
método de gradiente conjugado convirja em no maximo m iteragoes, se a
matriz H for muito mal condicionada, o acimulo de erros de arredonda-
mento pode fazer com que na pratica isto nao ocorra. O pré-condicionamento
surge, pois, como um artificio que minimiza o efeito do mal condicionamento
da matriz acelerando a convergéncia.

A idéia ¢ fazer uma modificacao no sistema original multiplicandoa matriz
H por uma matriz simétrica nao singular ¢!, resultando no seguinte sistema

Hz = b, .
onde H = C'HC ' = Creb = C~lb. A pariir desta modificagao,
que serve para corrigir o numero de condigao de H, aplica-se 0 método do

gradiente conjugado. O algoritmo resultante segundo Cunha {6] torna-se

Algoritmo 3.2 Gradiente conjugado pré-condicionado



Resolva Mz = &

a = b/
r = az
$ = b
T o= 5 —qaffz
I = 2
k=1
enquanto r # 0 e k < m faga
Resolva Mz = r
f = Z'rftts
p=z+8p
a = rip*Hp
r = r+ap
s =1
r = s—allz
t = =
k= k+1

A matriz M chamada pré-condicionador, é definida como M = (2
Bons pré-condicionadores podem conseguir convergéncia muito rapida, mui-

tas vezes na ordem de O{,/m) iteracoes.
Observe que o pré-condicionamento exige a cada iteragio a resolucao do

sistema linear

Mzzr.

Por esta razao, alguma simphcidade é exigida na matriz M. Neste traba-
lho, segundo € sugerido em Golub [17], usamos como pré-condicionador a ma-
triz formada pelos elementos da diagonal de H, isto é, fazemos M = diag(h,).

Comentario: O uso do pré-condicionamento torna-se obrigatdrio, pois o
condicionamento da matriz AV A® vai-se deteriorando gradativamente a me-
dida que os iteratos aproximam-se do vértice otimo. O mal condicionamento
de AVA' deve-se ao fato dc que alguns dos elementos da diagonal de ¥
aproximain-se de zero, a0 passo que oulros tendem a valores positivos con-
forme as coordenadas de £* v&o se aproximando das varidveis basicas ou nao
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basicas. Ademais; a complexidade desta rotina é também da erdem O(mn)
operagoes aritméticas, e a memoria alocada é da ordem de O(n) bytes. Isto
faz com que o uso do gradientle conjugado pré-condicionado seja a melhor
dentre as téenicas estudadas, pots fornece resultados scguros com um baixo
custo de meméria e de tempo de proccssamento.

3.4.3 Fatoracao de Cholesky

A fatoragao de Cholesky é um caso particular da decomposicio LU para
matrizes sunétricas e posiliva definidas. A decomposicao LU consiste em de-
compor uma matriz quadrada H em duas matrizes triangulares L e U, sendo
L triangular inferior com diagonal unitaria e U triangular superior. Pariicu-
larmente, se f{ é simétrica e positiva definida entdo A pode ser decomposta
em A = GG, sendo (G triangular inferior. Para este caso particular termos a
decomposi¢ao de Cholesky. Em Golub [17] e Forsythe e Mooler [13] pode-se
encontrar a demonstragio da existéncia da decomposicao de Cholesky para
maltrizes simétricas e positivas definidas.
Para resolver o sistema Hz = b entao fazemos

H = GG,
z = Gl
r = (GY 'z

Os cédlculos dos vetores z e z, no sistema acima, sao relativamente bara-
tos pois a resolugdo de um sistema, linear triangular requer apenas O(m?*)
operagoes aritmélicas. A etapa mais cara é a decomposicao de H em GG
que requer O(m?) operagoes.

Algoritmo 3.3 Fatoracao de Cholesky

(; = H
Parak=1,...,m
Gk = (Gex — Tpmy 902
Para:=%k+1,...,m
gir = (i — 42} Giogen)] g
Resolver z = G~ 16
Resolver z = (G*)™ 1z
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Comentario: Dentre todas as léenicas testadas a que apresentou melhores
resuitados com relagio a precisdo foi a fatoragdo de Cholesky. Como podera
ser visto nas tabelas do capitulo seguinte, o uso da fatoragao de Cholesky
oferece resnltados mirito precisos na resolucdo do sistema linear independen-
temente de quio mal condicionada seja a matriz associada a este sistema.
Uma grande desvantagem da fatoragéo de Cholesky csta no fato de que
é necessario armazenar a matriz triangular & que, mesmo sendo triangular,
ehvolve uma alocagio da ordemn de O(m?) bytes. A fatoragdo de Cholesky
torna-se pior em relacio ao método do gradiente conjugado e do gradientc
conjugado pré-condicionado por ndo tirar maiores provettos da estrutura da
matriz de incidéncia. A complexidade do algoritmo 3.3 é da ordem O(m?®).

3.4.4 Decomposicao QR

A decomposicao QR consiste em decompor a mairiz em duas outras com
estruturas cspeciais. Seja H € R™*™, podemos escrever H como

H = @R,
onde ) € R™*™ ¢ ortogonal e R € R™*™ & triangular superior. Uma vez
tendo a decomposicao QR, o sistema Hz = b reduz-se a

Rz = @', (3.9)

que é relativamente simples, pois envolve apenas a multiplicacao de uma ma-
{riz por um vetor e a resolugdo de um sistema linear triangular. O esforco
total para encontrar a solucao de (3.9) é da ordem de O(m?), que & relativa-
mentie baralo comparado com o esfor¢o prévio de decompor a matriz # em
QR, O(m®). :

Do ponto-de-vista de armazenamento, nao ha um ganho significativo por
que é necessario ter o conhecimento explicito da matriz R, o que € bastante
caro, pois envolve uma alocacio da ordem O{m?). Isto indica que nao tira-
mos grande proveito da esparsidade do problema com a implementacao que
fizemos desta técnica de resolucao de sistemas lineares.

A decomposicao QR pode ser conseguida de diversas {ormas, em geral
se usam iransformacdes especiais como Givens ou Householder, sugerimos
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Golub [17] para maiores detalhes sobre estas transformacoes. Ism nosso tra-
balho, usamos as transformagoes de Givens. A matriz ¢ ¢ na verdade uma
série de transformagoes que operam sobre a malriz M. A figura abaixo ilus-
tra como ocorre cste processo para uma maleiz H € R, Na figura 3.3,
os clementos ndo nulos da matriz /1 sao simbolizados com a letra = e as
transformacoes de Givens usadas para zerar o elemento h,, pelas matrizes

G .

tg

T r I I z I T X
H=1z z 2z )Gyl 2z = z - Ga |0z oz
r I z T T T T T a

T T I T r zx

— (3210 z z | =10 z =z

0 | 0 0 z

Figura 3.3: Decomposigio QR simbdlica

Para uma matriz quadrada qualquer de ordem n, @}* é definido como

i
Q = Gnn—la-Aanla---aGSIG‘El-

Para efetio de notacdo denotemos por G{p,q,c,s) as matrizes de Givens
usadas para zerar os elementos h,, de H, sendo c e 5 uma solugéo do sistema

e+ &? = 1,
0.

1l

Clpq — Slpp

Observe que nao ¢ necessario o conhecimente explicito da matriz . E
suficiente que se facam as transformacées de Givens simultaneamente no lado
direito e na matriz A. Em Golub [17], o algoritmo é apresentado como

Algoritmo 3.4 Decomposigao QR
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R =H
b ="b
parag = 2,...,n
parap = 1,...,¢—1
se h,, # 0 entao

¢ = hgf hgq +hy,
= hpo/\Jheg +h3y
= Gp.g,c, )R
= G(p,q,c, s)b
Resolver Re = b

3
R
b

Comentario: Do ponto-de-vista tedrico. a decomposicao QR é:a menos .
atraente das técnicas estudadas. ' Assim como a fatoracao de Cholesky, € -
necessario o armazenamenio de uma matriz triangular, ‘a-matriz 'R, o‘que ; -
a torna cara do ponto-de-vista de armazenamento. Ademais, com relacao a
convergéncia, esta técnica apresenta resultados muito ruins. O teste hpy # 0

é feito sob uma tolerincia estabelecida, isto é, lestamos de fato se {hy,] > e
Ocorre que 3 medida’que o algoritmo evolui alguns, elementos:da matriz. -
¥ aproximam-se rapidamente de zéro, isto léva o algorltmd a nao efetuar
algumas operaches, que seriam:necessarias, em virtude dé tér 0 <Ay l/< & <,
o quedorna oralgoritmo impreqiso: ‘No éapitulo’ séguinte mostramos algurhas s
tabelasique Jlustram este-fatol ..

- 3.5 “Conclusoes - :

Neste capitulo descrevemos dots aspectos importantes na:implementacio.das «..-
rotinas estudadas: - a ordemide cbmplexidade eia ordem'da quantidade de
memnaria secessaria para o processamento das mesmas.:Considerando estes -
dois ‘aspectos podemos-coneluir ique o :método do-gradiente conjugado:é'do-
gradiente conjugado pré-condicionado compodm as mmelhores técnicasipara-a - .
resolugao do sistemna linear de interesse; De fato, como veremos no proximo’
capitulo, o gradiente conjugado pré-condicionado [ornece resultados muito-
bons e na maijoria dos casos superiores aos das demais técnicas:. Entretanto,
se nesta anilise também considerarmos a precisio veremos que os métodos

de gradiente conjugado tendem a se igualar aos demais. A rigor, o método
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do gradiente conjugado sem pré-condicionamento é demasiado inpreciso nas
iltimas iteragdes e, por isto, pode ser considerada a menos atraente das
téenicas estudadas. Veremos no capitulo seguinte que, com base em resulta-
dos observados, a melhor maneira de resolver o sistema linear ¢ através do
uso da fatoragdo de Cholesky ou do gradiente conjugado pré-condicionado,
pois estas rotinas fornecem em tempo habil os resultados maits precisos.



Capitulo 4

Resultados Computacionais

4.1 Introducao

Neste capitulo tentaremos verificar empiricamente, com base em resuliados
observados, quais dos métodos de pontos interiores e técnicas de resolugio de
sistemas lineares estudados sfo mais eficienies para o problema de fluxo de
custo minimo. Os algoritmos foram implementados em Pascal e executados
em uma estac¢io de trabalho SUN, modelo SPARC 14-, com 12.5 Mips, 1.4
Mflops, 8Mbytes de meméria principal e 2 extensées de meméria principal
de 4Mbytes. O sistema operacional usado foi o sistema SunQOS versio 4.1.
Nos capitulos anteriores estudamos quatro algoritmos de pontos interio-
res que combinados com as quatro técnicas de resolugao de sistemas lincares
abordadas geram dezesseis implementagtes diferentes. A fim de elaborar
um estudo organizado evitando expor resultados irrelevantes, os testes foram
sendo feitos de forma seletiva, fazendo gradualmente a exclusao dos métodos
e técnicas que apresentavam pror desempenho. Por esta razdo, o foco princi-
pal deste estudo esta concentrado sobre os algoritmos: primal afim e passos
longos, da fatoragio de Cholesky e do método do gradiente conjugado pré-
condicionado. O algoritmo primal dual apresentou resultados intermediarios
e, portanto, os testes com 0s mesmos nao {oram exaustlvos como com os Cl-
tados acima. O algoritmo de barreira de passos curtos e a decomposicao QR,
como veremos a seguir, mostraram-se irremediavelmente lentos, e a resolucio
do sistema linear por gradiente conjugado imprecisa, o que fez com que nosso
interesse sobre os mesmos ficasse restrito apenas ac campo da teoria.



4.2 Sobre a Decomposicao QR

Usando a Decomposigio QR excculamos ao todo 10 redes distintas de 300
nos ¢ 4000 arcos para os algoritmos primal afim ¢ passos longos. Para a
geragdo das redes usamos um gerador de redes desenvolvido pelo grupe de
estudo de fluxo em redes do Laboratdrio de Matemaltica Aplicada do IMECC
- UNICAMP. Com relagdo ao tempo de CPU, podemos ver pela Tabela
4.1, que os resultados oblidos pela decomposicio QR sao muito ruins se
comparados as demails técnicas. lsto nos motivou a abandona-la nos testes
com redes maiores.

Na construgiao das tabelas usamos para denotar o método do gradienie
conjugado as iniciais GC, bem como denotamos o método do gradiente conju-
gado pre-condicionado por GCPC. As lacunas contendo um trago horizental
{ — ) indicam que nao houve convergéncia do algoritmo e da técnica para
a massa de lesles utilizada; onde ndo convergir significa tor o processo ite-
rativo interrompido por erro de arredondamento, pelo estouro no nimero de
iteracées ou a convergéncia para um ponio diferente do 6timo. Para obter
a solucdo otima destes problemas usamos uma implementacao do método
simplex desenvolvido no Laboratdrio de Matematica Aplicada do IMECC -
UNICAMP.

Algoritmos
Técnicas Primal afim | Passos longos
GCPC — 4
GC — g
Cholesky 11 16
Decompaosicao QR 36’ 46’ )

Tabela 4.1: Tempo médio de CPU

Outro fato importante na analise que estamos fazendo diz respeito a pre-
cisao dos resultados. Na Tabela 4.2 podemos ver o percentual de sucesso
na execug¢io dos algoritmos primal afim e de passos longos, onde sucesso
neste caso significa atingir aproximadamente uma solucio 6tima obtida pelo
meélodo simplex. Nesta tabela constatamos o quio impreciso € o uso do
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Algoritmos
Tcenicas Primal aﬁrTL, Passos longos |
- GCPC 0% 90%
GC 0% 40%
Cholesky 90% 90%
Decomposicao QR 60% 90%

Tabela 4.2: Percentual de sucesso

gradiente conjugado sem o pré-condicionamento. O mesmo fato pode ser
observado na Tabela 4.3, onde exibimos a variacao percentual média entre o
valor da solugao étima obtida pelo método simplex e da solugdo obtida pelos

métodos de pontos interiores.

Algoritmos
Técnicas Primal afim [Passos longos |
GCPC —
GC —
Cholesky 0.04%
Decomposicao QR 0.05%

Tabela 4.3: Variagao percentual média

4.3 Sobre o Algoritmo de Barreira de Passos
Curtos '

A fim de controlar a duragao maxima dos testes, foi imposto o limite de
200 iteracoes como o maximo de iteragoes permitidas, evitando assim que
determinado algoritmo dispendesse um lempo excessivo de processamento.
Na Tabela 4.4 ilustramos o desempenho dos algoritmos de pontos interiores
com redes de 300 nés e 4000 arcos, usando como técnica de resolugio do
sistema linear a fatoracao de Cholesky. Para esta tabela foram rodadas 10
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redes, observamos entao que em nenhuma destas execugdes o algoritmo de
passos curtos chegou a uma solucdo o6tima, Lendo em todos os casos o processo
finalizado pelo estouro no nimero de iteracoes permilidas. Usando outra
téenica para resolver o sistema linear, o resultado é igualmente desanimador.
Na Tabela 4.5 lustramos o desempenho do algoritmo de passos curios testado
com as demais técnicas de resolugao de sistemas lincares; em nenhum dos
casos o algoritimo convergiu, tendo interrompido o processamento ou pelo
eslouro no mimero de iteragdes ou por erro de arredondamento.

I_A]goril.mos | CPU |ltera,g6(:s[

!

Primal afim 10 30
Passos longos | 16’ 31
Primal dual 26 67
Passos curtos | 2h 55 200

Tabela 4.4: Valores médios de CPU e No. iteracoes

| Algoritmos | CPU | lteragéesJ
GCPC 39’ 200
GC — —
Decomposicao QR | — —
Cholesky 2h 39’ 200

Tabela 4.5: Implementagoes do algoritmo de passos curtos

A razio pela qual o algoritmo de passos curtos possut um elevado mimero
de iteragdes pode ser entendida através da visualizacao geoméirica da ira-
jetdria deste algoritmo.Na Figura 4.1 ilustramos a trajetéria do algoritmo
para um problema de PL com 2 variaveis e 3 restrigoes de desigualdade. Po-
demos ver que o algoritmo de passos curfos acompanha a propria trajetoria
central desde o primeiro ponto z° em que &(x° ¢} < 0.0015 até a solugao
6tima, . Para manter-se sempre na regiao central o algoriimo requer que
sejam dados passos muito pequenocs, conseqlientemente ocorre um grande
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aumento no nimero de iteracoes, o que o deixa excessivamente lento. Deste
modo um estudo computacional deste algoritmo para redes matores Lorna-se
impraticavel.

Figura 4.1: Trajetoria do algoritmo de passos curtos

4.4 Sobre o Algoritmo de Passos Longos

O algoritmo de passos longos que implementamos difere um pouco do apre-
sentado no capitulo 2. Fizemos algumas modificagdes que o tornaram mais
rapido. Estas modificactes foram feitas na tentativa de corrigit dois proble-
mas que constatamos no algoritmo original.

I. O tamanho do passo no algoritmo de passos longos € geraimente
“pequeno”.

2. O crilério que estabelece g proximidade a trajetéria central (8(z, €) <
0.1) é muito rigido; pode ser relaxado.
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Cormn basc nestas observagoes, fizemos as alteracoes que buscam corrigir de
imedialo estas duas himitagoes tentando conservar as demais caracterfsticas
do algoritmo original.

Para aumentar o tamanho do passo, implementamos uma rotina de busca
lincar cxata. Com isto permite-se dar passos maiores. O tamanho do passo
torna-se ainda muito maior se &(z* exyy) > 0.1. Daf a nccessidade de re-
Jaxarmos o crilério de proximidade & trajetdria ceniral. Uma vez que com
a busca linear exata, o algoritmo caminha a passos largos em dire¢do ao
otimo, consideramos entao que todos os pontos gerados pelo algoritmo desde
a aproximagao inicial 2%, tal que 8(z% ¢g) < 0.1, sejam pontos centrais.

A figura 4.2 ilustra o comportamento do algoritmo modificado, com busca
lincar exata e critério de proximidade relaxado, contra o algoritmo original,
com o tamanho do passo definido pelo lema 2.10 e com o controle rigido da
proximidade a trajetdria central. Observe que os tamanhos dos passos do
algoritmo modificado sdo muito maiores que os do algoritmo original, e que
cada iteragdo do mesmo compoe muitas itera¢des do segundo.

O algoritmo modificado ¢ descrito como segue abaixo

Algoritmo 4.1 Algoritmo de Passos Longos Modificado
Dados & € 59 ¢ > 0, tal que 6(2,¢) <0.lcv e R

repita
e = ¢e(l+ 7%)
X = ding(#,)
Res*o]ver ( )E'Z/;i‘)g} = A{eX?% - %)
(X% -3 - X*A%)
Rﬁsolver “exatamenie” A = arg min{f.(Z + AR)|A > 0}
$ = 24 Ahn

até convergir

A Tabela 4.6 mostra um quadro comparativo enire os dois algoritmos
de passos longos. Nesta tabela, nas colunas onde mostramos o mimero de
iteracoes do algoritmo de passos longos original, ilustramos, além do numero
de iteragbes do loop mais externo do algoritmo, o nimero total de iteracoes, o
que envolve as iteragées intermediarias do loop mais interno. Observe que na
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pratica o algoritmo original exccuta muitas iteragdes a mais que o algoritmo
modificado, 0 que o torna mais lento. Rodamos neste exermplo redes de 300
nés e 4000 arcos e 500 nds e H000 arcos. Estes resultados nos motivaram a
abandonar o algoritmo de passos longos original nos testes com as demnais
redes.

300,/41000 500/5000
) Algoritmos | CPU | lteragdes CPU | lteragdes
Original 12h29" | 21/1706 | 2dias 13k | 22/1858
Modificado | 16’ 30 146’ 42

Tabela 4.6: Tempo médio de CPU

4.4.1 A Busca Linear

Na segao 2.5.2 apresentamos um algoritmo que usa um procedimento de
O(1) para determinar o tarnanho do passo a cada iteragio. Para tanto faz-se
uma, busca linear inexata com a iunica garantia de que o tamanho do passo
faz decrescer o valor da funcao penalizada. Na implementacao que fizemos
empregammos uma busca linear que fornece o valor exato do tamanho do passo

que rminimiza

fc(;%) = fét:f:—f—:p(fr),

na direcdo Az, dentro de uma tolerancia estabelecida. Estas modificagoes, o
emprego da busca linear e a relaxacio da proximidade & trajetoria central,
devem alterar a complexidade do algoritmo fazendo-o perder a’complexidade
de tempo polinomial.

Baseado em testes realizados, constatamos que o custo da rotina de busca
linear é relativamente barato, na Tabela 4.7 ilustramos o percentual de tempo
de CPU que esta rotina consome no computo de cada iteracio. Para resolver
o sistema empregamos o método do gradiente conjugado pré-condicionado,
uma vez que esle € o método que apresenta melhores resultados com relagio
ao tempo de CPU. Empregando oulras técnicas, certamente o percentual de
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tempo consumido na resoligdo do sistcma seria maior, o que scria pouco
ilustrativo para csta tabela.

Para implementar a busca lincar exata usamos uma idéia sugerida em
Gonzaga [20]). Obscrvamos que a {un¢do f, () ¢ convexa, continua ¢ com va-
lores tendendo a infinito nos pontos proximos a {ronleira, logo, o unico ponto
que minimiza f(-) na reta Az pode ser encontrado com o emprego do método
da bissecgdo. Como a derivada de f (-} é mais barata de ser calculada pois
ndo envolve cdlculo com logaritmo, usamos 0 método da bissecgao aphicado
a funcao derivada de f{-) na reta Az,

d
E—fc(ﬂ‘: + XAz} = (Vf{z +IAz)) Az
A :
Que é calculada como

1 1
T, + Mz, t u, — T, — Az,

-d—fc(x + Az) = iAmj(ch — ). (4.1)

d

O valor de A retornado por esta busca linear é tal que o valor de (V f{z +

AAZ))'A caleulado por (4.1) seja suficientemente proximo de zero para uma
tolerancia estabelecida.

Redes{nds/arcos)
Rotinas 300/4000 | 400/4000 | 700079000 | 1500/15000 |
Resolucéo sistema 85.1% 90.4% 90.6% 91.5%
Busca linear i1.1% 7.1% 8.0% 7.9%
Outiros processamentos 3.6% 2.3% 1.2% 0.4%

Tabela 4.7: Percentual de CPU consumide pela busca linear

4.4.2 O Parametro v

A escolha do parametro v fol feita com base em resultados de testes obser-
vados. Constatamos que, usando a fatoragio de Cholesky, quando e; ~ 10°
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o algoritmo 2.5 pédra, também vimos que o algoritio primal afim reaiizou
ctn média pouco mais de trinta iteragoes na maioria dos problemas testados
e, em todos eles, o valor relornado era muito préximo do étimo. Estas ob-
scrvagdes nos levou a estipular o parametro v de tal modo que ¢ &~ 10°,
uma vez que com isto estariamos fixando um limitante para o numero de
tteragdes que muito provavelmente faria o algoritimo Lonvergn para um valor
confiavel. Fizemos, entdo, o scguinie calculo -

1

_\/2___;)30 — 105,

(;0(1 ‘i’

o que implica que
v =~ (.6883v2n.

4.5 Resultados Gérais

Nesta secao fazemos mais algumas comparagoes entre as técnicas de resolugao
do sistema linear estudadas e comparamos o algoritmo de passos longos ao
método simplex e out-of-kilier, desenvolvidos ne Laboratorio de Matematica
Aplicada do IMECC - UNICAMP, no processamento de redes com até 1500
nos.

No grifico da Figura 4.3 mostramos o tempo de CPU de cada técnica
ao longo das iteragdes no processamento de uma rede com 500 nés e 5000
arcos. Na construgao desta figura, da Tablea 4.8 e da Figura 4.4 usamos o
algoritio de passos longos modificado. O grafico da Figura 4.3 € bastante
ilustrativo no sentido de mostrar o efeito do mal-condicionamento da matriz
sobre a resolucdo do sistema por cada técnica em particular. Observe como
evoluemn os métodos de gradienie conjugado e cormo é significativo o ganho
em tempo de CPU quando se usa o pré-condicionamento.

Resultados mais expressivos podem ser observados na Tabela 4.8 onde
mostramos a média dos tempos de processamento de cada uma das técnicas
para redes de diversos tamanhos. A partir desta tabela construimos o grafico
da Figura 4.4. Esta figura oferece uma perspectiva dos tempos de CPU
das técnicas para diversos exemplos de problemas de fluxo de cusio minimo.
Observe que no caso médio a faloracio de Cholesky e a decomposicao QR
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Lendemn a aproximar-se de uma curva com inclinagao superior a dos métodos
de gradiente. Isto justifica o melhor desempenho dos mmétodos de gradiente
conjugado, quando comparamos o tempo de CPU.

500 j I ] T 1 | — — i

450 p. Decomposicao QR O

1o Cholesky +— _
GC —

300 GCPC — 7

0 5 10 15 200 25 30 35 40 45 50
IteragGes

Figura 4.3: Tempos de CPU ao longo de cada iteragao
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Niimero de nos/arcos
Técnicas 1007600 | 150/1500 | 300/1600 | 400/1000 | 500/5000
GCPC 0.4 0.8 5 6 9"
GC 0.5" 1" 8" 12" 2%"
Cholesky 0.6" 2" 16" 39" 104"
Decomposicho QR | 17 1" 500 | 103 281"

Tabela 4.8: Tempos médio de CPU

350 T i i T T
, Decomposicao QR — |
300 - Cholesky —
GC —
250 GCPC &~ 7|
Tempo 200 ]
em
seg. 150 _
100 -
50 i
0 = . 1 I 1 J
400 800 1200 1600 2000 2400

Tamanho do problema (nds + {arcos/10))

Figura 4.4: Desempenho das lécnicas com relagao ao tempo. de CPU

4.6 Conclusoes

Este capitulo fornece subsidios para tirarmos vérias conclusbes. Como {ora
mencionado na introdugdo, podemos comprovar que de fato a decomposicao
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QR e 0 método do gradienle conjugado sem pré-condicionamento nao sdo
recomenddveis na resolugao do sistema lincar para nenhum dos algoritmos.
Também podemos concluir que o algoritmo de passos curlos ¢ demasiada-
mente lento, independentemente da técnica usada para resolver o sistema e,
portanto, n&o possul tnteresse pratico.

Com relagdo ao algoritmo primal dual, com base no que traz a literatura
a seu respeilo, podemos concluir que é possivel melhoré-lo ainda bastante.
O mesmo pode-se dizer do método do gradiente conjugado pré-condicionado,
pois muito provavelmente existemn pré-condicionadores mats eficientes para o
problema de fluxo em redes.

Também podemos observar outros aspectos positivos resultantes deste
trabatho. Estes resultados dizem respeito ao algoritmo de passos longos
modificado e o primal afim. Acreditamos que quando aplicados a problemas
genéricos de programacdo linear de grande porte estes algoritmos devam
lograr grande éxito computacional. Para os exemplos de problemas de fluxo
de custo minimo que abordamos, estes algoritmos foram pouco eficientes,
em alguns testes que fizemos comparando-os ao método simplex e out-of-
kilter, os algoritmos tradicionais chegam em média a ser trinta vezes mats
velozes. Isto deve-se ao fato de que o problema de fluxo de custo minimo
possui uma estrutura muito simplificada e ja exaustivamente estudada na
literatura. A aplicacdo mais adequada dos métodos que estudamos seria,
entdo, para problemas de grande porte de programagao linear, como cita
a literatura a este respeito, ou aié mesmo para problemas de grande porte
de fluxo de custo minimo para redes generalizadas, pois este problema ndo
possui uma estrutura tao simplificada quanto a do problema de fluxo de custo

minime.



Capitulo 5

Conclusoes

Diversas conclusdes podem ser liradas sobre tdpicos’especfﬁcos dentro de
cada capitulo. Como achamos que ndo seria conveniente incorpora-las to-
das nesta dnica se¢do, optamos em colocar no final de cada capitulo uma
secao onde tecemos tais conclusdes. Deixamos para este capitulo apcnas as
conclusoes mais gerals. '

Com base nos testes que fizemos, podemos concluir que os métodos de
pontos interiores, tal como implementamos, nio consistem numa boa opgao
para resolver problemas de fluxo de custo minimo. Para termos algoritmos de
pontos interiores competitivos frente ao simplex e ao método out-of-kilter,
seria necessario tentar aperfei¢oa-los ainda mais, em especial, aperfeigoar
as rotinas de resolugdo de sistemas lineares, de modo que se assegurasse
resultados mais precisos sob um custo mais reduzido de memoria e de tempo
de processamento. Algumas sugestdes neste sentide sdo apresentadas na

secao 5.2

5.1 Contribuigoes

Podemos destacar trés contribuigbes principals resuitantes desie estudo.

» A principal destas é a apresentacao do algoritmo de passos longos modi-
ficado. Este algoritmo, conforme visto no capitulo 4, fornece resultados
muito bons chegando muitas vezes a superar o algoriimo primal afim ¢
os algoritmos primais duais.
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e Também podemos citar como contribui¢do a abordagem que usamos
para adaptar os algoritmos de irajetoria central de Gonzaga para pro-

¢ blemas canalizados, pois as referéncias bibliograficas que utilizamos nao
tratam diretamente o problema canalizado.

e [or fim, devemos citar também a analise comparativa que fizemos entre
métodos de pontos interiores; o que foi uma motivagao inicial para cste
trabalho.

5.2 Sugéstées para Desenvolvimentos Futu-
ros

Constderamos a resolucao do sisiema linear como o principal ponto a ser
aperfeicoado nos algoritmos. Nossos esforcos entao devem se voltar especi-
almente no sentido de como construir rotinas mais precisas, rapidas e que
tenham baixo custo de armazenamento. _

Com relacdo a precisao podemos ver pela Tabela 4.2 que, exceto a fa-
toracao de Cholesky, todas as outras rotinas apresentam resultados impre-
cisos, especialimente para o algoritmo primal afim. O estudo de melhores
pré-condicionadores, entdo, surge como uma primeira sugestao para desen-
volvirnentos futuros, pois o uso do gradiente conjugado pré-condicionado for-
nece bons resultados com relacdo ao tempo de processamento € pode ainda
ser aprimorado para gerar resultados mais precisos. Em [33], Rezende e Veiga
sugerem o uso de um pré-condicionador diferente cujo desempenho, segundo
eles, € melhor que o usado neste trabalbo.

Em se tratando da fatoracae de Cholesky, pode-se aprimorar a rotina que
trabathamos, usando a fatoracdo simbdlica apresentada em [1] e [10]. Com o
uso da fatoracao simbolica é possivel reduzir o tempo de CPU e o espaco de
memoria alocado sem com isto perder a precisio da rotina original.

Por fim, também podemos usar, para aumentar a velocidade de con-
vergéncia, indicadores de variaveis nulas como sugerem Tapia et al. [11].
Indicadores de variaveis nulas s3o funcoes que, baseados em iteragoes anieri-
ores, indicam se uma variavel tornar-se-a ou nao nula ao lérmino do processo
iterativo. lIsto é feito de modo seguro e eficiente, pois € possivel {azer esta
identificacao muitas iteragoes antes do término do algoritmo. Isto permite
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anlecipar a convergeéncia pois sabendo de antemao se uma variavel sc anulara,
em alguns casos, ¢ possivel reduzir o nidmero de iteragoes.



Bibliografia

(1]

[2]

[3]

(8}

9]

[. Adler, N. Karmarkar, M. Resende, and G. Veiga. Data structures and
programming lechniques for the implementation of Karmarkar's algo-

rithm. ORSA Journal on Compuling, 1:84 - 106, 1989.

A. 1. Ali, R. Padman, and H. Thiagarajan. Dua:i algorithm for pure
network problem. Operafions Research, 37(1):159 - 171, 1989.

D.A. Barnes. A variation on Karmarkar’s algorithm for solving linear
programming problems. Mathematical Programming, 36(2):174 - 182,
1986.

D. A. Bayer and J. C. Lagarias. The non-linear geometry of linear
programming 1. Affine and projective scaling trajectories. Transactions
of the American Mathemalical Society, 314(2):499 — 526, 1989.

M. S. Bazaraa and J. J. Jarvis. Linear Programming and Network Flows.
The John Wiley and Sons, 1977.

C. Cunha. Métodos numéricos para as engenharies e ciencius aplicades.

Editora da UNICAMP, Campinas, 5.P., 1993.

D. den Hertog and C. Roos. A survey of search direclions in inte-
rior point methods for linear programming. Mathematicel Programiming,

52(3):481 - 509, 1991.

I. I. Dikin. Iterative solution of problems of linear and quadratic pro-

gramming. Seviet Mathematics Doklady, 8(3):674 — 675, 1967.

J. Edmonds and R. M. Karp. Theoretical improvement in algorithmic
efficiency for network flow problems. Journal of the ACM, 19(2):248 -
264, 1979.

91



[10] S. C. Finsat and M. H. Schuftz. Algorithms and data structures for

[11]

[12)

(13]

sparsc and symetric gausian elimination, SIAM J. Sei. and Stat. Com-
put., 2(2):225 - 237, 1981.

A. S. El-Bakry, R. A. Tapia, and Y. Zhang. A study of indicators for
identifying zero variables in interior point methods. Technical report,
Rice University, Huston, Texas 77252 - 1892, December 1992.

A. Ilacco and G. McCormick. Nonlinear Programming: Sequential Un-
conslrained Mintmization Technigues. John Wiley and Sons, New York,

N.Y., 1968.

G. E. Forsythe and C. B. Mooler. Computer Solulwn of Linear Algebraie
System. Prentice-Hall, Inc, 1967. ;

[14] K. R. Frisch. The logarithmic potential method of convex programming.

[15]

[16]

[17]

[18]

Memorandum, University Institute of Economics, Oslo, Norway, 1955.

A. V. Goldberg and R. E. Tarjan. Finding mintmum-cost circulation by
canceling negative cicles. Journal of the ACM, 36(4):873 - 886, 1989.

A. V. Goldberg and R. E. Tarjan. Finding minimum-cost circulation
problems by successive approximation. Mathemalics of Operalions Re-
search, 15(3):430 - 466, 1990.

G. H. Golub and C. F. Van Loan. Mairiz Computations. The John
Hopkins University Press, Baltimore, Maryland, 1983.

C. C. Gonzaga. An algorithm for solving linear programming problems
in O(n3L) operations. In Progress in Mathemalical Programming - In-
lertor Point and Related Methods, chapter 1. Springer Verlag, Berlin,
1989.

C. C. Gonzaga. Path following methods for iinear programining. SIAM
REVIEW, 34(2):167 - 224, 1992.

C.C. Gonzaga. Algoritmos de ponlos inleriores para programacgdo linear.
XVII Coloquio Brasileiro de Matematica - IMPA, Rio de Janeiro, Brasil,
1988.



(21
(22
(23]

24]

[25]
[26]

[27]

[28]

[29]

[30]

[31]

[32]

N. Karmarkar. A new polynomial time algorithm for lincar program-
ming. Combinatorica, 4:373 - 395, 1984.

J. Kenninglon and R. Helgason. Algorithms for network programming.
John Wiley & Sons, New York, 1978.

L. G. Khachtyan. A polynomial algorithm in lincar programming. Soviel
Mathemalics Doklady, 20(1):191 - 194, 1979.  ~

M. Kojima, S. Mizuno, and A. Yoshise. A primal-dual interior point
algorithm for linear programming. In Progress in Mathemalical Pro-
gramming - I[nlerior Point and Relaied Methods, chapter 2. Springer
Verlag, Berlin, 1989.

D. G. Luenberger. Introduction (o Linear and Nonlinear Programming.
Addison Wesley, 1984.

I. J. Lustig. Feasihility issues in a primal-dual interior-point method for
hinear programming. Mathematical Programming, 49(2):145 - 162, 1991,

[. J. Lustig, R. E. Marsten, and D. F. Shanno. Computational experience
with a primal-dual interior-point method for linear programming. Linear
Algebra and its Applications, 152:191 - 222, 1989.

N. Megiddo. Pathways to the optimal set in linear programming. In
Progress in Mathematical Programming - Interior Point and Related
Methods, chapter 8. Springer Verlag, Berlin, 1989.

N. Megiddo and M. Shub. Boundary behaviour of interior point al-
gorithms in hinear programming. Mathematics of Operations Research,
14{1}:97 - 146, 1989.

R. D. C. Monteiro and I. Adler. Interior path following primal-dual
algorithms. Part I linear programming. Mathematical Programming,
44(1):27 — 41, 1989.

J. B. Othin. A fasler strongly polinomial minimum cost flow algorithm.
Operations Research, 41{2):338 - 350, 1993.

J. Renegar. A polynomial-time algorithm based on Newton’s meihod for
linear programming. Mathematical Programming, 40(1):59 — 94, 1988.

93



[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

M. Resende and G. Veiga. An implementation of the dual affine scaling
algorithm for minimum cost flow on bipariite uncapacitated networks.

‘Fechnical report, AT&T Bell Laboratories, Murray Ifill, NJ, 1990.

N. Shor. Utilization of the operation of space dilatation in the minimiza-
tion of convex functions. Kibernetika, 1:6 - 12, 1970, English translation:
Cybernetics 6(1), 7 - 15. -

G. Sonnevend. An analytical centre for polyhedrons and new classes of
global algorithms for linear (smooth, convex) programming. In Leclure
Notes in Conlrol and Information Sciences 84, pages 866-876. Springer
Verlag, New York, NY, 1985.

P. M. Vaidya. Am algorithm for linear programming wich requires
O(((m 4+ n)n? + (m + n)"*n)L) arithmetic operations. Mathematical
Programming, 47(2}:175 - 202, 1990.

R. J. Vanderbet. 'Aﬁne—sca.ling for linear programs with free variables.
Mathematical Programming, 43(1):31 ~ 44, 1989.

R. J. Vanderbei, M. 5. Meketon, and B. A. Freedman. A modification
of Karmarkar’s linear programming algorithm. Algorithmica, 1(4):395 -
407, 1986.

94



