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Abstract

The purpose of this note is to study dynamical systems (with continuous
and discrete time) that display time reversal symmetry. These systems have the
characterizing property that knowing a solution mmplies in knowing another
solution simply by seting the first and running it in reverse direction of time. A
simple example of such a system 1s Newton's equation for a particle with unit
mass under the action of the potential V, i.e,

X=-VV(x) ©)

In this case, it is easy to see that, if x(t) is a solution of (0), then x(-t) is also
a solution of (0). A system as (0), or a system that has time reversal symmetry is
called a reversible system. Reversible dynamical systems appear in many
branches of Physics (for example see Roberts [Ro1]).

In this note, we start with an introductory presentation of reversible
systems. Next, we study a model of a reversible discrete dynamical system
represented by a 2-parameter family of diffeomorphisms of the cylinder. We are
interested in analysing the local bifurcations of this family, that is, the structural
changes of the orbit space of a small neighborhood of the fixed points. This
family presents rich dynamics, in the sense that, conservative and dissipative

behaviors can coexist in the same phase porirait.



Resumo

Estas notas dedicam-se ao estudo de uma classe particular de sistemas
dindmicos (a’tempo continuo e discreto) que se caracterizam por exibir simetria
de reversibilidade de tempo, 1sto é, num tal sistema ao se determinar uma
solugio, automaticamente se conhecera uma outra, a saber, € a anterior percorrida
no sentido inverso do tempo. Um exemplo de tal sistema, € a equagio de Newton
para uma particula de massa unitaria sujeita a um potencial V(x), isto é,

X=-VV(x) (0)
onde claramente, se x(t) € uma solugéo de (0) entdo x(-t) é ainda uma solugio de
(0). Denominaremos por sistemas reversiveis, aqueles que possuem simetria de
reversibilidade de tempo. Sistemas reversiveis sio abundantes em Fisica (veja
Roberts [Ro1}), dai a imporidncia do estudo de tais sistemas.

Nestas notas introduziremos o objeto de estudo (sistemas reversiveis)
definindo-o e dando suas propriedades basicas. Em seguida estudaremos um caso
particular de sistema dindmico reversivel a tempo discreto, a saber, uma familia a
2-parametros de difeomorfismos reversiveis do ponto de vista de bifurcagdes
locais, ou seja, mudangas estruturais locais do espago de Orbitas quando os
parimetros siio deixados variar. Tal familia exibe dindmica bastante rica,
contendo regides do espago de fase com comportamentos dindmicos conservativo

e dissipativo coexistindo.

vi



Capitulo 1  Sistemas Reversiveis.
Definicoes e Propriedades
Basicas

1.1 Sistemas Hamiltonianos

A principal motivagio para a definigio de sistema reversivel provém da
Mecénica Classica. Por exemplo, se considerarmos o sistema potencial para uma
particula de massa unitaria sujeita a um potencial V(x), temos:

X=-VV(x) (1.1)

E facil ver que, se x(t) ¢ uma solugfo de (1.1), entdio x(-t) é ainda uma solugio de
(1.1). Dizemos neste caso que o sistema (1.1) possut simetria de reversibilidade
de tempo. O sisttma de primeira ordem associado a (1.1) € o sistema

hamiltoniano dado por:

X = E—H(x,y)
oy 5 (1.2)
y= —-&H(x,y)

onde H(x,y) = K(y)*+V(x), sendo K a energia cinética da particula. Como ao in-
verter a dire¢io do tempo em x(t) se inverte também o sinal da velocidade y(t),
temos que a simetria de reversibilidade de tempo de (1.1), implica na invaridncia
da equagdo (1.2) com relagfo as transformagdes t—-t e R(x,y) = (x,-y). Tal fato é
valido para qualquer sistema hamiltoniano par na segunda varidvel, como

YCICHIOS.



Proposigio 1.1.1. Considere o sistema hamiltomano (1.2) sobre R com fungiio
hamiltoniana de classe C® e par na segunda variavel, isto é, H: R?" > R, H(x,y)
= H(x,-y). Entio, o sistema (1.2) ¢ mvanante sob as transformagdes combinadas:
s: R—>R e R: R¥n 5 Rn  dadas por s(t) = -t € R(X,y) = (u(x),v(y)) = (x.-y).

Prova: |

Suponhamos que (x(1),y(1)) seja uma solucio de (1.2), 1.,€,

o
x =—H(x(1),y(t
X o (x(1),y(t}))

0
y = -7 Hx(1),y(1) (1.3)

Mostremos que (u(s),v(s)) = (x(-t),-y(-t)) ¢ também uma solugfo de (1.2).

Com efeito,

d d I B

a;u(s)__au(_t)_ dtx( t) = —%(~t) (1.4)
d d I

a;v(s)—wav(—t)— dt( y(-t))=y(-1) (1.5)

Por outro lado,

H(u,v) = H{x(u),~-y(v)) = H(x(u),y(v)), pois H ¢ par na segunda variavel.

—::H(u,v) =§;H(x(u),y(v))% - %H(u,-ﬁv) (1.6)
2 H(u,v) =%H(x(u),y(v))% - —%H(u,—v) (1.7)
Sendo x(t) = u(-t) = u(s(t)) & y(t) = -v(-t) = -v(s(D)), temos

KO =u(s(0) § =~ u) (1.8)
()=~ L V((0) 5 = $vO) (1.9)

(1.8), (1.9) ,(1.6) € (1.7) em (1.3) resulta

‘":_s“(s) =§§H(x(t),y(t)) =§H(u(s),—v(s))= —%H(u_(s),v(sn



d _“(3?_
El;u(s)_ 8VH(u(s),V(S))

Ed;v(s) _ ~§ H(x(),y(1)) = —;;—H(u(s),—v(s)) - —%H(u(s),v(s))

Assim, fica provada a invanancia de (1.2) sob as transformagdes s e R.

Observacio 1.1.2. Fica também provado que a simetria de reversibilidade de
tempo do sistema potencial (1.1), é equivalente 4 invaridncia do sistema hamil-
tomiano associado, com relagao as transformagdes combinadas, t — -t e R(x,y) =
(x,-y). Este € um importante passo para a generalizagiio do conceito de re-

versibilidade.

Observacio 1.1.3. Seja X :R2n - R20 ¢ campo hamiltoniano associado ao sistema

(1.2), isto &,

X(x,y)= (%H(X»Y)=*§ H(x,y)]

e seja R: R— R2n dada por R(xy) = (x,-y) como na Prop. 1.1.1. Entdo

DR(x,y)[X(x,y)]= RIX(x,y)] = (:%H(x,y),gH(x,Y)]

sendo H par na segunda varidvel temos que

R[X(x,y)]=[——%H(x,—y),§H(x,—y)J=—X(R(x,y))

logo,
DR, y)X(xy)] = -X e R(xy). (1.10)

A igualdade (1.10) € as vezes expressa dizendo-se que a aplicagio R reverte

o campo X, ou ainda que, X € R-reversivel.



Observagao 1.1.4. Sejam X, a aplicagdo fluxo no tempo t associada ao campo
hamiltoniano X do sistema (1.2), R como na Prop. 1.1.1. e (x,y) € R E claro
que, t = X(xy) ¢ a curva integral de X por (xy). Entdo, temos que
t — R o X{x,y) € a curva integral de -X por R(x,y) = {x,-y).

De fato, _

gR(X(X,y)) = DR[?%X(X,Y)} =R{X(X(x,y))}= -X(R(X(x,y)))

Mas t & R o X(x,y) é a curva integral de X por R(x,y) = (x,-y) percorrida no

sentido inverso do tempo, logo,
Ro X=X 1oR (1.11)

A igualdade (1.11) é, as vezes expressa dizendo-se que a aplicagiio X, é R-

reversivel.

Assim, vemos que a transformagdo R desempenha um papel crucial na
analise qualitativa de um sistema hamiltoniano com fungfio de Hamilton par na
segunda variavel. R age como uma "anti-simetria” de X no seguinte sentido: R
leva orbitas de X sobre orbitas de X, mas revertendo a orientagdo. Além disso, R
¢ uma involugfo, isto é, R2 = R o R =1d e o conjunto de seus pontos fixos é um
subespago de R?" de dimens@o n, a saber, y = 0. Denotamos por F(R) este
conjunto. A aplicagdo R neste caso particular, ¢ uma refiex@o de R?» com relagéo
ao subespago F(R).

Classicamente, um sistema dinfmico (a tempo continno ou discreto) é dito
reversivel se existir uma involugdo R, ndo necessariamente a mesma do caso
antenior, tal que dim F(R) vale metade da dimenséio do espago de fase. Se o
sistema for a tempo real, o campo de vetores X assoctado, satisfaz a relagdo
(1.10), e se o sistema for a tempo discreto, a aplicago satisfaz a mesma relagdo

satisfeita pela aplicagdo fluxo no tempo t (1.11). Devaney [Del] baseado nas



propriedades essenciais da reversibilidade dos sistemas hamiltonianos, estendeu o

conceito de reversibilidade a sistemas dindmicos mais gerais.

1.2 Sistemas Reversiveis

Nesta segio M denotara uma variedade diferenciavel de dimensdo n e classe
C>®, Diff{M) o espago dos difeomorfismos de classe C® de M e x(M) o espago

dos campos de vetores de classe C® de M.

Definicio 1.2.1. Um difeomorfismo R € Diff(M), chama-se uma involucdo se

R2=R o R =1id, onde 1d € Diff{M) é a aplicagio identidade.

Definicao 1.2.2. Um campo de vetores X € (M), ou a equagio diferencial
ordinaria
X = X(x),

¢ dito reversivel se exastir wrna mvolugdo R € Diff(M) tal que

DR[X(x)}]=—-XoR(x), VxeM.

Dizemos também que o campo de vetores X € R-reversivel , ou ainda que, R

reverte a direciio do tempo.

Observacio 1.2.3. O motivo de dizer que R reverte a dire¢iio do tempo na Def.
1.2.2 € a seguinte:
Se x(t) ¢ uma solucio de
X = X(x)
entdo também sera R o x(-t), a qual ¢ a reflexdo por R da trajetéria x(t), per-

corrida no sentido inverso do tempo.



Definicéio 1.2.4. Um difeomorfismo T € Diff{M) chama-se reversivel se existir

uma involugéc R € Diff(M) tal que

" ToRoT(x)=R(x), VxeM

Dizemos tabém que o difeomorfismo T € R-reversivel, ou ainda que R reverte a

diregdo do tempo.

Observagio 1.2,5. A justificativa acerca da afirmagio acima de que R reverte a
direcdo do tempo ¢ a seguinte: Se x;,; = T(x;), entdo

ToR(x;,1) =R(x;)=Ro T (Xi41)

se yir = R(x;41) entdio T(y;,) =y, . ou seja, a agdo de T em y; retorna no tempo

(discreto).

Os sistemas Hamiltonianos da seg#io anterior, so agora um caso particular
de sistemas reversiveis, onde M = R2n e R € Diff(M) e R(x,y) = (X,-y).

Dado que as aplicagdes (difeomorfismos) reversiveis sdo os principais
objetos de estudo nestas notas, voltaremos muito mais atengfio para estes casos,
do que para campos vetoriais, além disso, todos os resultados obtidos para

aplicagbes podem ser convenientemente convertidos para campos vetoriais.

Propesicio 1.2.6. Um difeomorfismo T e Diff{M) € reversivel se, e somente se,
¢ a composigio de duas involugoes.
Prova:

Suponhamos que T seja R-reversivel, entdo R o T=T-1 ¢ R, com R? = id.
Entfio, R; =R ¢ T é uma involugdo. Com efeito,
R)P=RoTHo(RoT1)=(RoTToRoTI})=Ro(ReT)o Tt =RoR=1d.
E claro que, T=Ro (T-1o R)=RcR, .



Reciprocamente, se T=R; o R, , onde R;2 = R,2 = id, entio,
R, o T=(R;o(RyoR))! = (Ryo Ry o Ri1 =T oR,,
ou seja, T € R-reversivel, e portanto reversivel. De forma inteiramente analoga,

obtemos que T é R,-reversivel, assim temos o:

Corolario 1.2.7. Sejam R, e R, € Diff(M) involugdes, entdo T =R, o R, se, e

somente se. T € Ri-reversivel (7=1,2).

E comum classificar os sistemas dinimicos em sistemas conservativos e
sistemas dissipativos. Os sistemas conservativos sdo caracterizados pela
existéncia de uma fungfo real, continua e ndo constante, a qual é constante ao
longo das érbitas do sistema, tal fungéio € comumente chamada de uma integral
primeira. Por exemplo os sistemas mecéanicos conservativos séo deste tipo, tendo
a energia total como uma integral primeira. Foi sobre tais sistemas que originou-
se o conceito de reversibilidade, e eles formam a classe mais importante dos
sistemas reversiveis.

Quanto aos sistemas dissipativos, estes caracterizam-se por contrair e/on
expandir volumes do espago de fase, tais sistemas exibem atratores (repulsores)
e portanto estabilidade (instabilidade) assintotica, fendmeno que ndo ocorre em
sistemas conservativos. O seguinte diagrama de Venn mostra a interrelagio entre

sistemas reversiveis (R) e conservativos (C).



C: Sistemmas Conservativos
R: Sistemas Reversiveis

I; Sistemas Reversiveis nao-Conservativos
II: Sistemas Reversiveis e Conservativos
IIT: Sistemas Conservativos nao-Reversiveis

FIG. 1.1

Na regido I, citamos como exemplos os sistemas da forma

% = F(x,%%)
com F: R? — R? diferenciavel, os quais, por exemplo modelam movimentos com
atrito quadratico. Neste caso temos a simetria de reversibilidade de tempo, mas
tal sistema nfo é conservativo.

A regifo Il possui os sistemas hamiltonianos mais conhecidos, isto ¢, a
fungio de Hamilton € par na segunda variavel.

A regio I € bem mais sutil, mas um exemplo de sistema conservativo ndo
reversivel foi dado por Seviyuk {Sel}: Um sistema hamiltoniano cuja fungdo

hamiltomana € dada por

H(x,y)=1i(aix+biy).

Para parametros gerais a; ,b; , o fluxo gerado por um sistema hamiltoniano com a
funciio de Hamilton acima, ndo € reversivel.

E apesar de sistemas reversivels terem se onginado do caso hamiltoniano,
com dimensdo par do espago de fase, citamos um exemplo devido a Arecchi

[Arl], de uma equagio diferencial ordinania que modela experimentos com lasers



de CO, , onde a dimensdo do espago de fase € 1gual a 3, e é reversivel com a

mvolugéio R: R? — R3 dada por, R(x,y,z) = (-X,y,-2)

X =2X+y+¢
§=zy-x
2

2=02*x2—-y .

1.3 Sistemas Reversiveis Bidimensionais

Para os sistemas bidimensionais se chegou nas tltimas duas décadas, a um
conhecimento bastante razoavel de svas propriedades dindmicas, o que ndo
ocorreu em geral para sistemas em dimensdes superiores. Isto deve-se em parte, a
complexidade dindmica da estrutura de orbitas crescente com a dimens#o.
Voltaremos nossa atengio nesta segdio, principalmente para as aplicagBes
reversivels bidimensionais, dado que nos préximos capitulos lidaremos com um
exemplo especifico de sistema dindmico reversivel a tempo discreto, a saber, uma
familia a 2-pardmetros de difeomorfismos do cilindro §7 x R. Investigaremos
mais de perto o caso da reversibilidade classica em dimensdo dois, onde exige-se
que as involugdes sejam tais que, o conjunto de scus pontos fixos formem uma
curva diferenciavel. A familia de aplicagBes que desejamos estudar, assim como

muitas outras modelando processos fisicos, sdo da classe anteriormente descrita

(veja Roberts [Rol]).

Proposicio 1.3.1. (Involugdes lineares do plano). Seja L: 82 — R?2 um isomor-
fismo tal gque L o L = id, isto é, L é uma involugfo linear. Entdo, numa base

conveniente de k2, a matriz de L € de uma das seguintes formas:

10 o
a) (0 l]ou[o _1),sedet(L)=1.



05 L Jmaten-
) com o +By =1, se det(L)=—~1.
Y —a

Prover

Represente L pela matriz

o

assim,

a« BY' 1 (& -B
vy &) det(L)l-y «

e como L = L}, o resultado segue-se imediatamente comparando-se as duas

matrizes.

Observacio 1.3.2. A importancia da Prop. 1.3.1 reside no fato de que, a parte
linear de gualquer involugdo avaliada sobre um de seus pontos fixos, é uma in-

volugdo hinear.

Observacio 1.3.3. Um importante resultado é: Qualquer involugéo é conjugada
em torno de seus pontos fixos, a sua parte linear. (Este resultado vale para

qualquer dimens3o: Teorema de Bochner, veja Montgomery ¢ Zippin [Mo1]).

Observagio 1.3.4. Finn [Fil] mostrou que o conjunto dos pontos fixos de uma
Cl-involugdo do plano, € niio vazio. E no caso da involugdo reverter orientagéo,
ele mostrou que o conjunto de seus pontos fixos ¢ uma curva no plano, ilimitada
¢ sem auto-intersegdes. No caso da involugdo ser analitica, ele demonstrou que a

curva de pontos fixos é também analitica.

O caso mais comumente encontrado de involugdes sdo as que revertem a

oricntacédo, ¢ sera neste caso que concentraremos a atengo de agora em diante.

10



Ou seja, sempre que considerarmos uma aplicacfio reversivel bidimensional T,
entio T = R; o R,, onde R, e R; revertem a onentagio, € portanto o conjunto dos
pontos fixos de tais involugbes sdo curvas planas como as dadas na Obs. 1.3.4.
Uma orbita tipica de uma aplicacdo reversivel bidimensional € ilustrada na FIG.

1.2 abaixo:

%
\ %3
.Rx_l Pl
\J.RXEI -x
N
/N FAR)

F1G. 1.2

Defini¢do 1.3.5. Seja T = R, o R, uma aplicagéio reversivel do plano. Um ponto
fixo simultineo x, para R; e R,, 1st0 €, x; € F(R;) N F(R,), chama-se um ponto
fixo simétrico de T. Se x, é um ponto fixo de T que ndo € simétrico, entdio x; €
chamado um ponto fixo assimétrico de T. Analogamente se x, é um ponto pe-
riddico de T, de periodo k, isto é, T¥(xg) = x, (k =min {n ; To(x,) = x, }), tal
que x, € F(R;) N F(R,), entdo %, € chamado um ponto periddico siméirico de T.
A érbita de um ponto periddico stmétrico de T, chama-se uma érbita periédica
simétrica de T. Se x; for um ponto peridédico de T ndo simétrico, entdo x, ¢ dito

ser um ponlo periddico assimétrico de T.

11



Proposi¢ao 1.3.6. Seja T = R, o R, uma aphcaglo reversivel e x; um ponto fixo
(periddico) assimetrico de T, entdo R;(x,) € um ponto fixo (periddico) assimétrico
de T, j=1,2. Além disso, R](i{,) = Ry(xg). Ou seja, os pontos fixos (periddicos)
assimeétricos de T, ocorrem sempre aos pares.
Prova:

xg € F(R)) MF(Ry), e T(xg) = x.
T o Ry(xg) = Rj o Ry o Ry(x0) = Ry o Ryt o Ryxg) =Ry o T1(xp) = Ry (x¢)-
Tt o Ry(xp) = (Ry o Ry} o Ry(xg) = Ry 0 Ry 0 Ry(x0) = R; 0 T(xg) = Rofxy).
Além disso,
Ry(xg) = T o Ry(%g) = Ry o T-1(xg) = Ry(xy).

O caso de x, ser ponto periddico assimétrico € similar.

Definicio 1.3.7. Seja R: R? — R? uma involugdo que reverte a orientagdo. O
conjunto F(R) formado pelos pontos fixos de R, chama-se a curva de simeiria

associada a involugio R.

Seja T R-reversivel para alguma involugdo R, entdo as intersegdes F(R) M
TXF(R)). quando ndo vazias, determinam pontos periédicos simétricos de T, de

periodo 2k, ou seja:

Proposiciao 1.3.8. Seja T R-reversivel, x, € F(R) e suponhamos que Tkx,) €
F(R). Entdo T2X(x,) = x,.
Prova:
TH(x,) = R o Th(xg) = T* o R(xg) = T*(xo),
logo, T?(xg) = xy.

Assim, podemos determinar geometricamente os pontos periddicos

simétricos de T.

12



Vejamos agora como comporiam-se as variedades invanantes associadas a
pontos fixos hiperbolicos sob a agdo de uma involugio R, de uma aplicagiio R-

reversivel. (Sobre vanedades invariantes e hiperbolicidade veja Palis [Pal]).

Proposicio 1.3.9. Séjam T uma aplicagdo R-reversivel, x, um ponto fixo
hiperbdlico simétrico de T e W(X,), W¥(x,) as variedades estavel e instavel de T
associadas a x,. Entdo,

R(W¥(xg)) = Wi(xg)} € RIWXx0)) = W(x,).
Prova:

Seja x € Wu(x,), entdo

lim T {x)=x,.

n-»a
%o = R( lm T7"(x))= lim RoT"(x)= lHm T" cR(x)

PP >+ A—>-+oc
logo, R(x) € Wi(xy), ou seja’, R(Wi(xy)) <« Wi(xy). De maneira inteiramente
analoga prova-se que R(W5(x,))  Wi(x,), e portanto R(Wu(x,)) = W5(x,).
Da mesma forma, prova-se que R(W5(x,)) = Wu(x,).

Proposi¢do 1.3.10. Sejam T como na Prop. 1.3.9, x; um ponto fixo hiperbélico
assimétrico de T, W5(x;;) ¢ Wi(xg) as variedades estavel ¢ instavel associadas a x,,.
Entéo,

R(W*{x0)) = WH(R(x,)) e R(HW(xo)) = WHR(Xo)).
Prova.

Seja x € WU(X), entdo

lim T™"(x)=x,,dai lim RoT "(x)= lim T" oR(x)=R(x,)
n—+o0 n—>»+o0

n—y+oo

isto €, R(x) € Ws(R(xy)), ou seja, R(IW(xy)) © WSR(x,))., de maneira inteira-
mente analoga, mostra-se que W3R(xg)) < R(W(xy)), e portanto, R(W¥(x,)) =

W5(R(xg)). O outro caso € interramente analogo.
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Nao lidaremos nestas notas com bifurcagbes globais de sistemas reversiveis,
mas observamos que, a Prop. 1.3.9 fornece um método geoméfrico para
determinar pontos de intersegdo da variedade instavel, com a variedade estavel
associadas a um ponto fixo hiperbélico. Tais pontos, ditos homociinicos, estdo
associados a presenga de comportamento cadtico (sensibitidade com respeito as
condigdes iniciais e existéncia de ferraduras) na aplicagdo que os contém.
Devaney [De2] é uma boa exposi¢do sobre este assunto, com uma aplicagdo

pratica ao sistema de Hénon.
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Capitulo2 Uma familia a 2-parimetros
de difeomorfismos reversiveis
do clindro S1 x R

2.1 Introducgio

Iniciaremos este capitulo apresentando uma familia a 2-parametros de di-
feomorfismos do cilindro $1 x R, demonstraremos sua reversibilidade exibindo
sua decomposigio como composigio de involugdes. Em seguida exibiremos seus
pontos fixos simétricos e assimétricos € na ultima se¢do calcularemos a matriz
jacobiana destas aplicagdes (familia de transformagbes lineares) que sera util na
determinagdo do tipo topoldgico local de muitos pontos fixos (néo de todos). Tal
familia, como veremos nos dois proximos capitulos, apresenta dindmica Jocal
bastante diversificada, com comportamentos dissipativo € conservativo
coexistindo no mesmo espago de fase. Por exemplo, no desdobramento de uma
bifurcagio de Rimmer, podem ocorrer curvas KAM envolvendo um par atrator-
fonte (veja Rimmer [Ril}).

O interesse no estudo desta familia particular dé sistemas dindmicos reside
em Fisica, pois familias deste tipo modelam uma série de ferdmenos em Fisica
do Plasma e Fisica Nuclear, onde é comum se¢ fazerem experimentos com
particulas carregadas, confinadas numa regido sob a agio de campos elétricos,
magnéticos, etc. As aplicagdes em estudo diio o movimento das particulas,
sujeitas as condigdes descritas anteriormente. B. V. Chirikov [Chl] e J. A. G.
Roberts and G. R. W. Quispel fRol] sdo excelentes exposigdes sobre este

assunto.
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2.2 A familia a 2-parametros de difeomorfismos.
Reversibilidade

A familia a 2-pardmetros que propomo-nos a estudar, € a seguinte (veja Post

fPol]):

x;=x+o(y)(mod1)
T, p(X.y)= y = y+oag(x)) 2.1
1-Byh(x,)

onde w, g e h sdo fungdes analiticas reais, sendo g e h fungSes periddicas de
periodo 1, isto €, g(x+1) = g(x) e h(x+1) = h(x), para qualquer x € R. Com as
escolhas, @(y) = vy, g(x) = sen(x) ¢ B = 0, entdo T, ¢ a aplica¢io "standard” de

Chirikov-Taylor (veja Chinkov [Chl]).

Proposi¢io 2.2.1 Se o € uma fungio impar (o(-y) = -o(y)), entdo para cada par
(a,B), a aplicagdo T, g € reversivel com a seguinte decomposigio como produto

de involugdes:

Ta,ﬁ =Lol
com
x;=x(mod 1)
=1, 5(x,y)=4,, _=y+og(x) @.1
1+Pyh(x)
Iz(x,y)={x] ix+m(y)(mod 1) 2.3)
Yi=-Yy

Prova:

Denotaremos por id: ' x R = S x R a identidade de Diff(S7 x R) .
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a) I, é uma involugdo. Com efeito,

x;(mod1)
Iy =l (% y)=4 Z¥ +og(x)
1+ By,h(x,)

[ (x(mod 1))(mod 1)
[ —y+ag(x(mod1))
= 1+ Byh(x)

—y +oag(x)
1+ B( L+ Byh(x) ]h(x(mod 1))

]+ag(x(mod}))

x(mod 1)
=2 y(i+aPg(x)h(x))
1+ aBg(x)h(x)

={x(mod 1)=id.
y

Logo, I; ¢ uma mmvolugio.
b)Paral, temosque Lo L, (x,y) =

_{x} +o(y,;)(mod 1)
- 4!

_{(x +@(y)(mod 1) + o(-y))(mod 1)
RS
sendd o impar temos

d1
1,° ={X(m0 )=id.
y

Logo, 1, ¢ uma involugdo.

OLelxy)=

17



x; =x +w(y){(mod 1)
=1y, = y+og(x)
1-Byh(x;)

= Tot,ﬂ .

Portanto T, g € reversivel.

Proposi¢do 2.2.2. Se g e h sdio ambas fungdes impares, entdo para cada (o,B), a

aplicagio T, € reversivel, com a seguinte decomposi¢do em produto de in-

volugdes:
TU.,B = Jl o) .12 5
com
x; = —%x(mod 1)
1= ()=, _ Y- 98(X) (2.4)
' 14+ Byh(x) |
X;=—Xx-—-o(y)(mod1)
Jz(x,y)={ a 2.5)
1=y
Prova:
a)J o), (x,y)=1 ¥; —ag(x)
1+ By;h(x;)

(—(—x(mod 1)) (mod 1)

y+ag(x(modB))}

y—og(x) },
+ 5[] " Byh(x)]h( x{mod 1))
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x(mod1)
=< y(1+aBg(x)h(x))
1+ afg{x)h(x)

={X(m0d1):id.
y

Logo, J, é uma involugéo.
b)Jye Lxy)=
_ {(xm(y)(modl)—m(y))(mod )
y

={x(m0d1)=id'
y

Logo J, é nma involugdo.
c)Jjo hixy)=
X; =X +o(y)(mod1)

=4y, =N+ o+ o(y)(mod1))
' 14 B(=y)h(x + o(y){mod 1))

X, =x+o(y)(mod 1)
=ty _ytog(xy)
' 1-Byh(x,)

= Ta,[:l .

Logo, T, g como definida anteriormente, € reversivel,

Observacdo 2.2.3. Se R ¢ uma mnvolugdo, F(R) denotara o conjunto de seus
pontos fixos, como dito na segio 1.3 ¢ serd uma curva diferenciavel em ST x R,

chamada de curva de simetria associada a involugiio R.
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Proposi¢iio 2.2.4. Sejam I; e 1, as involugoes dadas na Prop. 2.2.1. Entdo as

curvas de simetna associadas a I; e I, , sfo respectivamente:

F(I):  Bh(x)y2+2y-ug(x) =0 (2.6)
F(1,): y=0. (2.7)
Prova:
F(I,) = {(xy); L(xy) = (x.y)]
Resolvendo

Lix,y)={ -y tag(x)) =
1+ By h(x;) y

obtemos a relagio (2.6).

X; (mod 1) {x(mod 1)

E resolvendo

x;=x+o(y)(modl) [x(modl)
L{(x, ):{ _ Z{
1=y y

obtemos a relagdo (2.7).

Proposi¢io 2.2.5. Sejam J, e ], as involugdes da Prop. 2.2.2. Entao, as curvas de

simetnia associadas a J; e J, sfo respectivamente:

F(J,): 2xe Z (2.8)
F({J,). 2x+e(y) e Z (2.9)
Prova:

Da mesma forma que a Prop. anterior com J; e J,no lugarde [, e 1, .

2.3 Pontos Fixos

Proposicio 2.3.1. Seja T, g = I, o I, a decomposigdo dada na Prop. 2.2.1. Entio,

os pontos fixos simétricos de T, 5 sfo:
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SIP1= {(xna)’n);ag(xn)=0}

Enquanto que os pontos fixos assimétricos de T, 4 sio:

AFP1=AFP11UAFP12,onde

AFP11={(x,,y0):08(xo)=Bh(x()=0,y, # Oew(y,) €Z]

h o
AFP12={(X0,y0);ag(xo);ﬁO,Bh(xg)#O,yo #0,0(y;) EZCgEXO;:"EYU-Z}
X

Prova:
a) Para os pontos fixos simétricos, basta determinar a intersego
F(,) n F(I;) em (2.6) e (2.7).
b) Os pontos fixos assimétricos s&o obtidos resotvendo T, g(Xo.y0) = (Xo.¥0),

¢ decartando os pontos fixos simétricos.

Proposicio 2.3.2. Seja T, g = J; o J, como na Prop. 2.2.2. Entio, os pontos fixos

simétricos de T, g s3o:

SFP2= {(x0 ,¥0):2xy €Zem(y,) eZ}

Enquanto que os pontos fixos assimétricos sio:

AFP2=AFP21JAFP22 onde

AFP21={(x¢.y,):08(xo)=Ph(x()=0,2x, ¢Zew(y,) €Z}
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AFP22={(xu,yo);ag(xa)sto,ah(xo)io,yuio,w(yo)eZezg";=—%y0’2}
_ 0

Prova,

Os mesmos argumentos da Prop. anterior.

Nos préximos capitulos, investigaremos a dindmica de T, 3 numa pequena
vizinhanga dos pontos fixos dados nas Proposigbes 2.3.1 e 232, ¢ suas

mudangas estruturais (bifurcagdes), quando os pardmetros sdo deixados variar.

2.4 A matriz jacobiana de T, p e a estabilidade dos pontos

fixos

O tipo topologico local numa pequena vizinhanga de um ponto fixo (x,,y,)

de T, 5, muitas vezes pode ser determinado pela parte linear de T, g em (x,,yy),
DT, g(x-¥o). Uma condigio suficiente para que isto ocorra, € que (Xg,yo) seja um

ponto fixo hiperbélico (Teorema de Grobman-Hartman, veja Palis [Pal]). Mas,

mesmo 1no caso onde (Xy,y) ndo ¢ hiperbélico, a parte lincar de T, g em (x;,Yp)

ainda é fundamental na determinagdo do tipo topoldgico local.

Definicio 2.4.1, Sejam T: RZ — R? um difeomorfismo, (xg,y,) um ponto fixo de
T e A, A, os autovalores de DT, 5(xg,¥,). Dizemos que o ponto fixo (x,,y,) é do
tipo:

i) Atratorse {2 [ <1e 1n1<1.

i) Repulsor ou fonte se | A, [>1e [a,>1.

ji) Selase 0 < [ l<1< Il ouo< | n,l<1< i, ].

iv) Elftico ou centro se | 1 1= |2, 1= 1com Ay, A, e {-1,1}.
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Citaremos um Lema que sera util na anélise da estabilidade local dos pontos

fixos de T p.

Lema 2.4.2. Seja L: R? = R? um isomorfismo, com tr{L) = trago(L) e det(L) =
determmante(L). Entdo 0 € R2 € um ponto fixo do tipo: _

i) Atrator se |det(L) <1, |tr(L) | < 1+det(L).

i) Repulsor se |det(L) |> 1, lr(L)!< 1+det(L).

iii) Sela se {tr(L) | > 1+det(L).

iv) Elitico se |det(L) I=1e |tr(L) | = 1+det(L).
Prova:

A equagdo caracteristica de L, ¢ dada por

22 —tr(L)A +det{L)=0

donde os autovalores sdo dados por

_ tr(L)++/tr>(L) - 4det(L)
> ,

_tr(L) —y/tr? (L) —4det(L)
2

A

Ay

o resultado segue-se considerando A, € A, como na Def. 2.4.1.

Proposi¢io 2.4.3. A matriz jacobiana da aplicagiio T, 5 num ponto (x,y) ¢ dada

por.
0
%x](x,y):l gxl(?ﬁ,)’ﬁ@)'()’)
%) _ag'(x1)+l3)’y1h’(x1) ﬁ _ _?_, '
1 eY)=——7 Byh(x) ayyl(x,y)-—J(x,yH Y1 Y)e'(y)
onde
=l+aBg(x)h(x)

S | By’
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é o determinante jacobiano em (x.y).
Prova:

Simples derivagdo das fungdes componentes de T,, s com relagioaxey.

Observagio 2.4.4. Para usos futuros, convém escrever o determinante jacobiano

3(x,y) como:

H(x y):1+BYIh(X1)=£ y; —og(x;)
T i-Byh(xy)  y | y+ag(x) )

Convém agora considerarmos os resultados anteriores aplicados a um ponto

fixo (x0,¥o) de T, p, para determinarmos a estabilidade dos pontos fixos.

Assim, se (xg,y,) € um ponto fixo de T, g, temos que DT, 5(xy.y,) vale:

- =

¢ o

—x,(Xg,¥¢)=1 —X;{Xq,¥9)=0"(yg)

X Oy

& ag'(%0) + Byg h'(xy) & | 3

J = _ :3 — I
EXYI(X{MYG) 1—PByoh(xg) ale(xos)’o) (x07YO)+aXYI(XOsYO)(’3 (¥o)
onde

S(X,y)_nﬁyoh(xo)z[yn—ag(xo)

T 1-Byoh(xo) o +cmg(x@)]z‘de'[(mm’[j Gro-Ye)

~ o B
tr(DT, p(X0,¥9))=1+3(xy,y¢) +® (YU)g)’]-

Proposi¢io 2.4.5. Seja (xy,yy) um ponto fixo de T, ; de qualquer um dos tipos
SFP1, SFP2, AFP11 ou AFP21. Entdo o determinante jacobiano de T, g em

(Xg:Yo) vale J(xg,yp) = 1. Além disso, (xg,y,) €:
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1) Uma sela se
o )9 o )2
® (y@)ayl(x{nynb 0 ou '(yy)—=¥1(xq.¥p) <=4,
11) Um ponto elitico se
Y
—4 <o (Yo)gh(xoe)’o)<0-

Prova:

Basta aplicar 0 Lema 2.4.2 a L = DT, (x,y0).

Proposigio 2.4.6. Seja (xg,yp) um ponto fixo de T, de qualquer um dos tipos

AFP12 ou AFP22, Entao 3(x,y,) #1, € (Xg,¥o) &
1) Um atrator se 3{x,,y) <1e

s ! a
—2(1+3(x4.Yo)) <o (yo)gyl(xo,yokﬂ
it) Um repulsor se J(x,,y,) >1e
L L] a
—2(1+3(xy,Yp)) <o (YO)&'YI(XOJO)‘(O
111) Uma sela se
, e ~ , o
o (YU)gx*Yl(KOa}’o)(_z(] +3(xy,¥p)) ou ® (3’0)5;)’1("0:)’0)> 0

Prova:

Aplicagiio do Lema 2.4.2 a L = DT, p(x¢,y0).

Observacio 2.4.7. Afim de utilizagdo nos capitulos posteriores, se (X;,¥,) € um
ponto fixo de T, 5 dos tipos AFP12 ou AFP22 podemos escrever

2 _ Byo’g'(x) [h'(xo)_h(xu)]
ax 100 YO T o) B0)  8(%0) )
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Capitulo 3 Bifurcacdes Locais dos pontos
fixos simétricos de T, g

3.1 Introducio

Nosso principal objetivo neste capitulo, € descrever um método

eficiente, que permita investigar as bifurca¢des locais dos pontos fixos simétricos

de T,p. Tal método ndo serd util na investigacio de todas as possiveis bi-
furcagdes, mas apenas daquelas decorrentes da perda de hiperbolicidade de T,
em (x,,Yo). O motivo disto ¢ mais ou menos o seguinte: Veremos adiante que sob
condigdes bem gerais satisfeitas por T, g em (xp,y,), o diagrama de bifurcagéo de
Top em (X,yp), apresenta regides abertas no espago dos parimetros of,
consistindo de valores (c,B) para os guais (X,,y;) € um ponto fixo hiperbolico
para T,z , € regides abertas com valores (a,B) para os quais (xo,yq) € um ponto
fixo elitico. Nas regides hiperbolicas a dindmica local de T,z em (x,,y,) €
completamente determinada pela dinfmica da sua parte lincar (Teorema de
Grobman-Hartman), enquanto que na regifio elitica, o estudo das bifurcacdes ai,
conduz ao estudo das bifurcagdes de familias parametrizadas de difeomorfismos
do circulo, objeto com o qual ndo hidaremos nestas notas. Assim, nosso método
consistira em descrever o tipo topologico local de T, g em (X;,y,) quando (o,p)
pertence & fronteira da regido de lﬁperbolicidade dita acima. Nosso método de-
rivara das investigagdes independentes de F. Takens [Tal) e R.1. Bogdanov [Bot]

sobre as singularidades nilpotentes de campos de vetores.
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3.2 Diagramas de bifurcacao dos pontos fixos simétricos de
Top

O nome diagrama de bifurcagio em nosso contexto ¢ um abuso de
linguagem, pois ndo se trata de um desdobramento universal do ponto fixo

(Xg,Yo), mas apenas um dispositivo grafico de descreve as regides onde

DT, p(%o.¥0) € hiperbolica ou néo.

Proposicio 3.2.1. Sejam T, 3 =1, o I, como na Prop. 2.2.1 € (x,0) um ponto fixo
stmétrico do tipo SFP1 com na Prop. 2.3.1. Entdo a matriz jacobiana de T, 5 em

(x,,0) € dada por:

%, %
gx](xo,(})ﬂ g&(xo,o):w'()(o)

%y;(xo,omg'(xo) %yl(xo,mﬂ+ag'(xo)m'(yn)'

Proposicio 3.2.2. Sejam T, 3 € (x;,0) como na Prop. anterior. Suponhamos que
T, p satisfaga a condigdo genérica g'(xg) # 0 ¢ ©'(0) # 0. Entdo para

'(0)g (%) >0, (%0,0) &:

1) Uma sela se

a>0oua<

g'(x0)'(0)

11} Um ponto elitico se
——————<a<0
g'(x)»'(0)

O caso ©'(0)g'(x,) <0, é similar.

Prova:
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Consequéncia imediata da Prop. 2.4.5.

Corolario 3.2.3. O diagrama de bifurcagdo do ponto fixo (x,,0) € | SFP1 ¢ o dado

pela FIG. 2.1 abaixo, com as retas r; e r, dadas por:

1 a=0
-4
L o=——————
g'(xg)w’(0)

p
I I I
P
oty 0 o
ry Iy
I: Regiio Hiperbaolica
II: Regido Elitica

FIG. 3.1
Proposicdo 3.2.4. Seja T, s = ]|  J, como na Prop. 2.2.2 € (x,,y,) um ponto fixo

simétrico do tipo SFP2, com dado na Prop. 2.3.2. Entfio, a matriz jacobiana de
T, €m (Xo,¥0), € dada por:
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-~ -

¢ ¢} ,
- %1(x4,¥p)=1 —X1(Xg,¥p)=® (}'(})

é%}.l(xo’yo):ag'(xo]+By02h'(x0) E;_yi(xo,yu)r—l'f((Ig'()(g)+By02h’(x0))ﬁ)'(YG) .

Proposicdo 3.2.5. Sejam T, 5 e (x4,yp) como na Prop. 3.2.4. Suponhamos tam-
bém que T, p satisfaga a condigdo genérica, y, # 0, h'(xy) # 0 € w'(y,) # 0, entdo

para h'(xg)o'(ye) > 0, (xq,¥0) €:

1) Uma sela se

_ —4 3 %(XU) o ou B>— 82'(7(0) o
Yo h'(x9)o'(yo) vyo h'(xp) Yo h'(xq)

1) Um ponto elitico se

B<

" —4 _ gz(x{]) a<P<— gz(xo) o
yo h'(xp)o'(yg) yo h'(xp) Yo M (xq)
O caso h'(xp)o'(yy) <0, é similar.
Prova:

Consequéncia imediata da Prop. 2.4.5.

Corolario 3.2.6. O diagrama de bifurcagéo do ponto fixo (x,,y,) € SFP2, é o

dado pela FIG. 3.2 abaixo, onde as retas r, € r, s80 as retas no espaco off dadas

por:
I B=—#a.
Yo h'(x¢)
£ Pem g'(Xg) . 4

YUzh'(Xo) yozh’(xo)m’(yo)'
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I: Regido Hiperbolica
II: Regido Elitica

FI1G. 3.2

Observacéo 3.2.7. Como vimos nos Corol. 3.2.3 € 3.2.6 figuras 3.1 ¢ 3.2, para
T

s 3

s satisfazendo condigbes genéricas bem razodveis, as regies | e II sdo abertos

no espago dos pardmetros of3 com uma fronteira comum, a saber, as retas r; e 1.

Nosso objetivo central neste capitulo, € obter um método que permita determinar

a dindmica local de T, ; no ponto fixo simétrico (Xy.y,), quando

(a.p)erou(a,B)er,.

3.3 Bifurca¢oes decorrentes da perda de hiperbolicidade de
Tqo,p num ponto fixo simétrico (Xo,yo)

Analisaremos aqui a aplicagdo T,  num ponto fixo simémico (X,.y,) quando

os parimetros (a3} estido sobre as retas r; e r, dos diagramas de bifurcagio dados
nas figuras 3.1 € 3.2.
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Proposigio 3.3.1. Sejam T, =1, o I, ¢ (x,,0) € SFPI1.Suponhamos que T,y

satisfaga a condigéo genérica em (x,.0) dada por: g'(xg) # 0 e ®'(0) # 0. Entdo se

(o,P) pertence & reta 1y, isto €, a = 0, entdo a parte linear de T, € dada por:

r

1 1 1
DTy (x(,,O):(O )], aqual ¢ semelhantea SZ[O 1].

E se (o,p) pertence 4 reta r,, isto €,

4 _ _
=q=— ————, entloapartelincarde T, 5 em(x,,0)¢édadapor
A, =a o' (xg)@'(0) p B (%9,0) p

1 »'(0) 1
DT, p(xy.0)=| __ 4 3 ,aqualésemelhanteaQ=(O _1].
®'(0)
Prova:

Simples substituicdo dos valores (o,3) pertencentes a r; ¢ 1, na matriz

jacobiana.

Proposi¢ao 3.3.2. Sejam T, 3 = J; ¢ J; e (x,¥) € SFP2 um ponto fixo simétrico.

Suponhamos que T, g satisfaga a condigdo genérica em (X,.y,) dada por: y, # 0,

h'(x,) # 0 e ©'(yp) # 0. Enmtiio, se (a,B) pertence a reta r;, isto €,

B =— g'(Xo)

Thr( )al entdoa partelinearde T, 5 em(x,,y,)¢édadapor
Yo iXxg

1 w'(ys)

0 1

DTOH,ﬂ'] (XOaYU)=( 0 1

11
], aqual ésemelhantea S=[ )
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E se (o, ) pertence a reta ry, 1sto €,

B, =— 4 _ g(o)

3 o, entdoapartelineardeT, |
o h'(x0)0'(0)  yo*h'(x;)

1 ©'(yg)
em(x,,yo)édadapor DT, 5(xp,y0)=| __ 4

®'(yy)

-1 1
aqualésemelhanteaQ= [0 1].

Prova:
Simples substituigdo dos valores (o,3) pertencentes a r; ou 1, na matriz ja-

cobiana.

Os pontos fixos com parte linear semethante 4 matriz S acima, foram
estudados, no caso de campos de vetores, independentemente por Bogdanov
[Bol] e Takens {Tal], onde neste caso, a parte linear do campo de vetores cor-

respondente ¢ semelhante a

00
S = .
o)

Bogdanov ¢ Takens deram um desdobramento universal para este tipo de
singularidade de campos de vetores, dita nilpotente. Tal bifurca¢io chamada de
Bogdanov-Takens ¢ de codimenséo 2, no sentido que, ocorre genericamente em
familias a 2-parimetros de campos de vetores (difeomorfismos) cuja parte linear

passa por autovalores tguais a zero (um) de multiplicidade dois.

Defini¢iio 3.3.3. Seja @, 50 2 — R? uma familia a 2-parimetros de difeomor-

fismos bidimensionais. Sejam (xy,y,) um ponto fixo de @q, g, , diremos que
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(ct,By) € um valor de bifurcagio de Bogdanov-Takens (BT) para ¢, 5 em (x.,Yo),

s¢ a parte linear D@y, p, (X4.y,) for semelhante 4 matriz

11
S= :
01
Diremos também que ocorre uma bifurcacdo de Bogdanov-Takens (BT) de ¢, 4

em (Xg,Yo) para . = ag € B = By,

Defini¢iio 3.3.4. Seja X, p: R? — K? uma familia a 2-pardmetros de campos de
vetores bidimensionais. Sejam (o,y,) uma singularidade de X,,, g, , diremos que (
oty,B¢) € um valor de bifurcagio de Bogdanov-Takens (BT) para X, g em (xg,yo),

se a parte linear DX, g, (%g.yo) for semelhante 4 matriz

0 O
s~y 1)
0 1

Diremos também que ocorre uma bifurcagdo de Bogdanov-Takens (BT) de
Xop €M (Xo,¥0) para = ag € f = PBy.

Proposiciio 3.3.5. Sejam (x,,y,) um ponto fixo simétrico de T, g de qualquer um

dos tipos SFP1 ou SFP2, (0,,3;) valores dos pardmetros pertencentes a reta r; de
qualquer um dos diagramas de bifurcagio (FIG. 3.1 ou 3.2). Entdo (a,,,) é um
valor de bifurcagio (BT) para T, s em (Xg,yq)-

Prova:

Consequéncia imediata da Def. 3.3.3 ¢ das Prop. 3.3.1¢3.3.2.

Proposigiio 3.3.6. Sejam T, € (xg,yp) como na Prop. anterior. Seja (o,p,)

valores dos pardmetros pertencentes 4 reta r, dos diagramas de bifurcagiio dados
nas FIG. 3.1 e 3.2. Entdo (a,,;) ¢ um valor de bifurcagdo BT para T, 32 =T 5 ©

Te,p €M (Xo,Y0).

Prova:
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HPara T, =1, o I; € (x,,0) € SFP1 temos que

1 ®'(0)
DT (x0.0)=| __4 4
®'(0)
-3 20'(0)
onde (DT, p, (x0.0))°=| _8 5
w’(0)

11
aqual é semelhantea S=[0 J.

ii) Para T, g = J1 0 J2 € (x,,y,) € SFP2 vale 0 mesmo resultado, ja que
DTa;B:(XOeO) = DTaz,Bz(x{hYO)-

Observaciio 3.3.7. Vale observar que os pontos fixos simétricos (x,,0) € SFPI1
ou (x.y,) € SFP2 sdo fixados pela familia Ty, g, isto €, T, 5(%0,0) = (%4,0) €

Ty p(X0-¥e) = (Xo.Yo) para todos (o,B), considerando T,p com as involugBes
convenientes. Mas a estabilidade destes pontos fixos mudam, de acordo com os

digramas de bifurcagdo dados anteriormente.

Encontramo-nos na seguinte sitwagio: Fixado um ponto fixo simétrico
(X0.yo) de Typ, a0 deixarmos os parmetros variarem temos que, se (o.B)
pertence & regido I do plano of, entdo o comportamento dindmico local de T, g
em (X.Yq) ¢ hiperbélico, mais especificamente do tipo sela. Quando (o, pB) avanga
na diregdo da regifio II passando pela reta ), (FIG. 3.1 € 3.2), T, 5 passa por uma
bifurcagdo BT, ¢ logo depois (genericamente), (xg.y,) torma-se um ponto fixo
elitico. Por outro lado, se (a,B) pertence a regido I e avanga na diregio da regifio

I, passando pela reta r,, entdo T, g2 passa por uma bifurcagdo BT em (x,,y).

Assim, como estamos interessados nas bifurcagbes decorrentes da perda de

hiperbolicidade de T, 5 em (x,y(), € suficiente para nés determinar a dindmica
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local de T, . quando {a,B) ests sobre as retas | e r, dos diagramas de bifurcagio

anteriores.

3.4 Elementos de analise local

Do ponto de vista da analise local, podemos considerar o nosso problema
situado num aberto de RZ, e nossos pontos fixos, situados na origem. Com isto em

mente, podemos considerar os seguintes conjuntos:

V(2): O espago dos C®-germes de fungdes reais f: U c R2 - R, onde U é
alguma vizinhanga de 0 € R2..

Diff(2): O espago dos C*®-germes de difeomorfismos em 0 € R2, tendo 0
como ponto fixo.

%(2): O espago dos C®-germes de campos de vetores em 0 € R2, tendo 0
como singulandade.

1,k (bk): O grupo (espago) dos k-jatos de germes de difeomorfismos

(campos de vetores) tendo 0 como ponto fixo (singularidade).

Ji: Diff(2) - 3% U, 2(2) = %% denota a projegdo natural.

Definigie 3.4.1. Seja ¢ € Diff(2) um difeomorfismo. Dizemos que ¢ Ct-mer-
gulha em fluxo (r e N U {0} U {oo} U {w}), se exastir um campo de vetores X €

x(2) e um Cr-difeomorfismo g: U < R?2 —» R?2, U uma vizinhanca de 0 € R2, tal
que, g o 9 o gl =X, onde X, denota a aplicagio fluxo no tempo t associada ao

campo de vetores X.

Enunciaremos um resultado devido a Takens [Tal], que afirma que, uma
certa classe de difeomorfismos, que engloba os que tém parte linear semelhante &

matriz semistmples S dada na Def. 3.3.3, tém a propriedade de mergulhar em
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fluxo. Portanto a dindmica local em O do difeomorfismo em estudo, fica
completamente determinada pela dindmica local de um campo de vetores

associado a ele, pela Definigido acima.

Teorema 3.4.2. (Takeﬁs [Tal]). Seja ¢ € Diff(2) tal que, os autovalores de
Deo(0) séo da forma:

n

A =h,=¢ ™ ,commneNem.d.c{m,n)=1,
(se m = 1 ou 2, Dgp(0) sera suposta ser ndo diagonalizavel). Entfio existem,
g € J,¥ e um campo de vetores X € %(2), invariante sob a rotagdo R, de um 4n-
gulo 2mm/n, tais que

Jk(gooeg! =i (X oR)
onde X, denota a aplicagio fluxo no tempo 1 do campo de vetores X. Além
disso, se m=1, ¢ ¢ cumpre a condigdo C,, isto €, no desenvolvimento em série de
Taylor de ¢ em torno de 0, os coeficientes de y? so ndo nulos. Entdio, g e X
acima, podem ser escolhidos de forma a satisfazer também a condigéo C,. Isto é,

o 2-jato de campo de vetores X, ¢ da forma:

X(x,y):ay2 % +(x +by2)%, coma#0eb=0.

Prova:

Veja Takens [Tal].

Observagio 3.4.3. Observemos que a condigdo C; dada anteriormente, ¢ ge-
nérica, isto é, se I'(2) < Diff(2) € o conjunto dos difeomorfismos satisfazendo a
hipotese inicial do Teorema 3.4.2, entdio, o subconjunto I';(2) < I'(2) formado

pelos difeomorfismos que satisfazem C, € residual em I'(2).
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Teorema 3.4.4. (Takens [Ta2]). Seja ¢ € Diff{2) com parte linear semelhante a

matriz

e satisfazendo a condigfio genérica C; acima. Entdo, o 2-jato de ¢ em O, de-
termina o tipo topologico local de ¢ em 0.
Prova:

Veja Takens [Ta2].

Takens [Ta2] provou este resultado, utilizando a técnica do Blowing-up de
singularidades, isto é, mudangas de coordenadas singulares em torno da

singutanidade em estudo. (Veja também Guckenheimer e Holmes [Gul]).

Observacio 3.4.5. Se ¢ € Diff(2) é como no Teorema 3.4.2., mas ndo satisfaz a
condi¢do genérica C;, ndo podemos garantir que o 2-jato de ¢ determine o tipo

topologico tocal de @ em 0. Mas neste caso, vale ainda um resultado mats fraco.

Proposicio 3.4.6. (Dumortier [Dul]). Seja ¢ e Diff(2) analitico (C*), tendo 0
como ponto fixo tsolado. Entdo existe k < oo, tal que, j{¢) determina o tipo to-
pologico Iocal de @ em O.

Prova:

Veja Dumortier [Dul].

Dumortier [Dul] mostrou para campos de vetores X que, se numa
singularidade degenerada, a parte linear de X satisfaz uma condi¢io chamada de
desigualdade de Lojaciewicz, que para campos analiticos equivale & isolamento
da singularidade, entdo existe uma sequéncia finita de Blowing-ups que aplicados
ao campo "aniquilam todas as degenerecéncias" produzindo determindncia finita

(isto €, tipo topoldgico local determinado por um k-jato, k < o0).
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Voltando & nossa aplicagdo T, 4, temos que, (x4y,) € um ponto fixo

simétrico de qualquer um dos tipos SFP1 ou SFP2, para T, g,, onde (a;,B;) sfo

valores dos pardmetros sobre a reta rj dos diagramas de bifurcagdo dados nas
FIGs. 3.1 e 3.2, 1sto &, (0,,B,) sfo valores de bifurcacdo BT. Neste caso, para
determinar a dindmica local de T, 5, em (X4.y,), basta determinar o campo de
vetores dado pelo Teorema de Takens 3.4.2.

Agora se (0,,p3,) sio valores dos pardmetros sobre a reta 1, dos diagramas

de bifurcagdo, temos que para a aplicagio T, .2 = Ty,p, © Ty, p, OCOTTE UMA

bifurcagdo BT, € o Teorema de Takens produz um campo de vetores que

"contém” a dindmica local de T, 5.2 em (Xp.¥o). O seguinte resultado afirma que

este campo tambem descreve a dinamica local de T, 5, .

Lema 3.4.7. Sejam ¢ € Diff(2) e X € y(2) tais que, ¢? = X,. Entdo a orbita
positiva de x por ¢ é reunidio de duas orbitas de X, a saber, a 6rbita de x por X, e
a Orbita de @(x) por X.
Prova.
Denotemos por O*¢(x) a orbita positiva de x por ¢.
0p(x) = %, ¢ (), $(x), $1(X).04C0), 0%}
O (%) = {x, @*(x), p*(x),...,0?(x),...} = O*X,(X), por hipoétese.
O*X,(9() = £, X,(@()), X,2AQ(X), . Xy2(9(x)), ...} =
= {x, 3(%),03(%), ..., @M'1(x),... }.
Portanto, Otp(x) = O'X;(x) v O*X (p(x)).

Assim, podemos tratar da mesma forma o estudo das bifurcagdes locais de

Top €M (X0.Yp), quando os parametros (o, f3) passam pela retas r; ou 1.
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O . ultimo resultado importante desta segdo, ¢ um Lema devido a Takens
[Tal), que fornece um candidato natural a campo de vetores satisfazendo as

condigdes do Teorema 3.4.2,

Lema 3.4.8. (Takens [Tal]). Seja G c J,* um subgrupo de Lie tal que,

G, =J;(Q), consiste apenas de elementos @, tal que (@ - id) é nilpotente.

Entdo Exp: £G) — G, é um difeomorfismo, onde £(G) denota a dlgebra de Lie
de G.

Prova:

Veja Takens [Tal].

Em particular, dado um k-jato de difeomorfismo ¢ com parte linear

semelhante a

(]

entdio podemos obter um k-jato de campo de vetores X, tendo ¢ como fluxo no
tempo 1. A saber pela relacio, ¢ = Exp(X), onde

n

Exp(X)= 3.

n=4 n!
Sendo que, na expressdo acima, as iteradas de X devem ser interpretadas, como
sendo as iteradas de X, visto como um operador diferencial sobre o conjunto dos

C®-germes de fungdes reais em 0 € R2. Isto €,

0 5]
SeX(x,y)=a(x,y)—+b(x,y)—:a,b,f V(2
(x,y) a(XY)ax ( Y)ﬁy (2)

entdo, X(f )(x,y)za(x,y)-é«i—f (x,y)+ b(x,y)% f(x,y).
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Capitulo4 Bifurcacoes locais dos pontos fixos
assimétricos de Ty g

4.1 Introducao

Descreveremos aqui a dinamica local da aplicagdo T, g na vizinhanga de um
ponto fixo assimétrico (X,,y,). Como ja vimos no Cap. 1, tais pontos fixos
ocorrem sempre aos pares. No que se segue, dividiremos o estudo dos pontos
fixos assimétricos em duas classes: Pontos fixos assimétricos com determinante

jacobiano igual a um, e pontos fixos assimétricos com determinante jacobiano

diferente de um.

4.2 Pontos fixos assimétricos

De acordo com o Cap. 2, se¢. 2.3, os pontos fixos assimétricos de Ty p com

a decomposigio T, s =1, o I, sdo:

AFP11={(x,,y0);08(xo)=Bh(x4)=0,y, # Oew(y,) €Z}

AFPIZ:{(xO,yO );ag(xo)aco,ﬁh(xo)ato,yo¢o,m(yo)ezeh("“)=~9yo_2}
g(xo) B

Enquanto que, os pontos fixos assimétricos de T, 5 = J, o J, sdo:

AFP21={(x),y0):08(x0) =Bh(%0)=0,2%, €Zew(y,) €Z}

40




h ~
AFP22=JL(X(),)’0);ag(xu)#O,Bh(xo)iO:YU iﬂ,m(y(,)eZeEE—EQ%:— %Y(n 2}
4]

Proposicio 4.2.1. Os pontos fixos assimétricos dos tipos AFP11 e AFP21 tém
determinante jacobiano igual a um, enquanto que, os pontos fixos assimétricos
dos tipos AFP12 e AFP22 tém determinante jacobiano diferente de um.
Prova.

Basta observar que o determinante jacobiano de T, g € dado por
1+ Bych(xo)
1-Byoh(x)

e fazer as respectivas substituigdes.

S(X()t'y())2

De agora em diante nos referiremos ao determinante jacobiano de T,p €m
(Xg,¥p) por determinante de (X,yo)-
4.3 Pontos fixos assimétricos com determinante igual a um

Proposi¢io 4.3.1. Seja (x,,y,) um ponto fixo assimétrico de qualquer um dos

tipos AFP11 ou AFP21. Ento a matriz jacobiana de T, g em (xo.y,) € dada por:

a 0

_&XI(XG:YO)zl “éy‘“xl(xo:YO):m'(Yo)

3 0

-E:;{"h (x,¥g)=0g'(xp) + B)’ozh'(xo) Eynyl (%0,¥0)=1+(ag'(xy) + ﬁyezh'(xo No'(vo)
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Proposicio 4.3.2 Seja (X,,y,)-um ponto fixo assimétrico de qualquer um dos tipos

AFP11 ou AFP21. Suponhamos que T j satisfaga a condigdo gencrica em (x,,y)
dada por: g'(xg) # 0, h'(xg) # 0 e ©'(xg) # 0. Entéo (x,,¥,) &

1) Uma scla se

A N ) RPN 1 I
Yo b'(x0)0'(Yo) yo B'(xp) Yo h'(xq)
ii) Um ponto fixo elitico se
. —4 . 82(30) a<fB<— f:;(xt}) a
Yo M'{(Xg)o'(¥o)  yo h'(Xg) Yo (%)

Prova:

Consequéncia mmediata da Prop. 2.4.5.

Corolario 4.3.3. Seja (xg,y,) como na Prop. 4.3.2, entdo o diagrama de bifur-
cagiio de (x,,y,) € 0 dado pela FIG. 4.1 abaixo, onde r, e 1, sd0 retas no espago
af} dadas por:

—g'(x¢)
:[3=——g
E }’{12}1'("0)0L
—4 g'(xy)
1, B= - o
? YOzh'(xo)f’)’(YO) Y(}zh’(xo)
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T\ T

1: Regido Hiperbolica 1
II : Regido Elitica

F1G. 4.1

Proposi¢ao 4.3.4. Sejam (x;,y) um ponto fixo assimétrico dos tipos AFP!1 ou
AFP21 e (o,,B,) valores dos pardmetros sobre a reta r; do diagrama de bifurcagéo

FIG. 4.1. Entdo, (a;,B,) € um valor de bifurcagdo BT para T, g em (xg,yo).

Prova:

Calculando a matriz jacobiana de T, 5 em (x,y,), obtemos

1 ®'(y,)

0 1

11
J, aqual ésemelhanteaS= [0 J.

DT, g, (xosY0)=[

Proposi¢io 4.3.5. Sejam (x,,y;) como na Prop. antenior e (o,,B,) valores dos
pardmetros sobre a reta ry do diagrama de bifurcagdo da FIG. 4.1. Entdo

(0t3.B,) é um valor de bifurcagio BT para T, 2 = T, go T, g €m (Xg,y0).

Prova:

DT, g2 (x0,¥0) = DTy 5(X0,¥0)o DT p(%0.¥0)
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1 o'(y,) -1 1
onde DT%’B2 (X0,Yg)= 4 3 ] aCWa]ésemelhante&Q:[ 0 _1].
®'(¥p)

1
Logo, (DT, g, (%o, )) ésemelhantea S:[0 1],

Concluimos portanto que, a dindmica local de T, na vizinhanga de um

ponto fixo assimétrico com determinante um, ¢ semelhante a2 dindmica local em
torno dos pontos fixos simétricos estudados no Cap. anterior, ro sentido de terem

diagramas de bifurcagdo semelthantes. Assim, podemos aplicar os métodos

desenvolvidos no Cap. anterior, pra determinar a dindmica local de T, 3 em torno

de um tal ponto fixo.

4.4 Pontos fixos assimétricos com determinante diferente de
de um

Estudaremos agora as bifurcages locais de Ty, g que ocorrem na vizinhanga

de um ponto fixo assimétrico (xg,yg) dos tipos AFP12 ou AFP22. Como as
definigdes de AFP12 e AFP22 sdo idénticas, designaremos um tal ponto fixo

apenas por AFP, 1sto €,

AFP:{(XOaYO);ag(xo)¢0,ﬁh(xo)¢0,YO*ﬁO,(’)(YO)EZGM:_E)’O_E}
_g(xo) B

A definigéo de ponto fixo AFP, for¢a-nos a estudar a fungéo
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e suas intersegdes com as retas horizontais

- %yoz , paracada y fixado, tal que o (y, ) €Z.

Tal analise é consistente, ja que, a condigdo w(y,) € Z,s6 é satisfeita para

um conjunto discreto de y;,.

Proposicao 4.4.1 (Bifurcagfo Sela-nd). Sejam y, # 0 fixado tal que w(y,) € Z, x,,
um ponto de maximo local de z(x) = h(x)/g(x) tal que g(x,) # 0 e h(x,)) # 0,
(ag.Bo) valores dos parametros para os quais

o -
z(xm)z_JY{] 2'

Bo
Suponhamos, além disso que, Dsz,BO(xO,yO) #0.

Entéio para (a,B) = (a,B,) ocorre uma bifurcagiio sela-né para T, 5 em (x,,y).
Prova:

Nas hipdteses da Prop. 4.4.1, temos a FIG. 4.2 abaixo
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(a) o -2
[[2 //' \ TVB

FI1G. 4.2

onde destacam-se trés situagdes:

(a)—%yo_2> Z(Xy );
(b)—%ye"* =2(x,,); nestecaso (o, B)=(00,Bo);

(c)—%yﬁ <z(Xp )

Em (a), a condigfio de ponto fixo AFP nio € safisfeita, e portanto T, g ndo possui
ponto fixo. Em (b), existe um inico ponto fixo AFP (x,,,y,). Em (c), existem dois

pontos fixos AFP (x;,¥5) € (X5,¥0), com X; < x, € Xy > X,. Devemos portanto

estabelecer a estabilidade dos pontos fixos (X1,¥,) € (X2,¥0)-

Usando a Prop.2.4.6, ¢ o fato que podemos escrever para (x,,yo) € AFP

2
_a...yl(xo’yo)mr(yo)=mr(y0){ BYO g(x(]) )i(h(x))

ox 1-Byoh(x,) Jdx\ g(x)
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vemnos que a expressdo acima, muda de sinal (genericamentc) para X = Xy

Portanto, na situagio (¢), lembrando que o determinantc jacobiano de T,z em
(x.¥o) € denotado por 3, temos para (x,,Y,) € (X5.Yo):

1) Um no atrator e uma sela com 3 < 1, se Bygh(x,) <0.

11) Um no repulsor e uma sela com 3 > 1, se Byh(x,) > 0.

Quando (a,B) em (c) tende para (o) na situagio (b), o par atrator-sela
(repulsor-sela) colide em (x4,y,) para (o,B) = (ag.Bg). DTy polXp,¥0) POssui um

unico autovalor igual a um, somando-se a isto a condigdo D2T5,(Xg.yy) # O,

entdo a bifurcagdo sela-nod toma lugar.
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FI1G. 4.3

A FIG. 4.3 acima ilustra uma bifurcagfio sela-nd para a aplicagéo

x; =x+y(mod 1)
Tep(X.¥)=4, _ y + 0 c0s2 X,
1-Bycosdnx,

onde na parte de cima ndo hd pontos fixos. Na parte de baixo, imediatamente
ap6s um valor de bifurcagio satisfazendo a Prop. anterior, temos uma sela ¢ um

atrator,

Para o que se segue, convém denotar por FP1 os scguihtcs pontos fixos
FP1={(xo,¥0):08(xo)=Bh(xo)=0ew(y,) €Z}
os quais, como ja vimos, podem ser pontos fixos simétricos on assimétricos,
dependendo das fungdes g e h. Além disso, tais pontos fixos, sdo fixados por
todos os elementos da familia, isto €, T, 5(Xo.¥o) = (Xo.Yo). para todo (a.B). E o

determinante jacobiano de T, 5 em (xg.yo) vale sempre um.
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Proposi¢io 4.4.2 (Bifurcagio Trancritica). Sejam y, # 0 fixado tal que w(y,) €
Z, (x3,¥o) um ponto fixo tipo FP1, o qual ndo é maximo nem minimo de

z{x) = h{x)/p(x) e (0;,B,) valores dos pardmetros satisfazéndo

g -
Z(Xp)=— 1y, 2.

Bo

Entdo, s¢ (o,B) = (%,B;J) ocorre uma bifurcagdo transcritica para T, y em (x¢,y().
Prova. |

Nas hipéteses da Prop. temos a figura 4.3 abaixo:

zbd
[a) - -
(b) } %
] ;
z[x5)
zb‘u]
z[x¢]
FIG. 4.3
z(X) =~h(—x—), com h(x,)=g(x,)=0;
g(x)

L h()_P(xp)
1080, 7%0) = () &%)’

Na FIG. 4.3 destacam-se tr€s sttuagdes:
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?) _E)“ g’(xo);
by -2y, P = h'(x(,); nestecaso(a, B)=(ay,B¢);
B g'(x0)
a2 _h'(xg)
©) Byo g'(xg)

Na situagdo (a) temos um ponto fixo AFP (x_,y}, com x, > x;, € o ponto fixo FP}
(X0.¥o)- Na situagdio (b), temos apenas o ponto fixo FP1 (x,,y,). E na situagio (c),
temos wm ponto fixo AFP (x;y,) com x. < x; Determinemos portanto, a
estabilidade dos pontos fixos nas situagdes (a), (b) e (¢). Como ja observamos no

capitulo 2, a estabilidade de um ponto fixo FP1 (x,,y,) € dada por:

: %, , %,
1)Sela,se (D'(Yo)g)h (xg,¥g)>0ouo (Yo)gx"'h (Xg,¥o)<—4;
1 ) Elitico, se —4<m'(y0)§yl(x0,y0)<0.

Donde a matriz jacobiana de T, g no ponto fixo FP1 (x4,y,) €:

15} 15}

axl(xo,)’o)ﬂ E"](X(JJ(]):CD'(YO)

P! , , o Io} ,

&}’J(XUJU):U«% (xo)+l3Y02h (xo)_ g}’l(xm}’o):l*g)’](xoa)’o)m (Yo)
Assim,

w'(yo)f—xy](xn,yo):m'(yoxag'(x@)+By02h’(x0));

Podemos escrever

Y
m*(yo)ﬁyl(xosyo)=“w'(yo)ﬁy°2g'("°)+[_%y° z‘gﬁﬂi

) 4.2)
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E claro que, no valor de bifurcagio (ay,B,) por (4.1), a expressio acima (4.2),
muda de sinal (genericamente). Logo, o ponto fixo FP1 muda de sela para ponto
elitico (ou vice-versa), por uma bifurcagdo BT. Enquanto que, para o ponto fixo

AFP (x,,y,) ou (x.y,) temos que

=2 olbyo e () +[-9—y . h'(")] (43)

@' (¥0) -y, (%,
Yo o I T T By hixo) B¢ g(x)

sendo X =X, Ou X = X,.

Agora, para (o,B) préxiino de (0,B), podemos escrever (4.3) como

o W
(D'(YU)%Y](xo»YU)=®'(Y0)BYO28'(XO)+[_9'Y0 ‘- (XO)] (4.4)

B g'(Xo)

A expressio anterior (4.4) € obtida por expandir z(x) em torno de x,, e substitu-
indo em em (4.3). Observemos que a expressdo (4.4) € (4.2) com o sinal inver-
tido. Além disso, o determinante jacobiano de (x,y,;) € AFP, onde

X = X, Ou X = X, vale:

14+ Byoh(x)
1-Byoh(x)’
I(x—Xg,¥o)=1+2Byh"(Xg }{(x —xg)+...

3(x,yp)= o qual expandido em torno de x; produz

3 portanto muda do valor 3 <1 para J > 1 no valor de bifurcagdo. Portanto ao
passarmos da siuagio (a), para a situagio (c) na FIG. 4.3, temos:

i) Um ponto elitico ¢ uma sela com J > 1 transformam-se numa selacom I =1 ¢
um atrator, ou vice-versa.

i) Um ponto elitico ¢ uma scla com J < 1 transformam-se numa sela com J =1 ¢
um repulsor, ou vice-versa.

Portanto na situagdo (b), a bifurcagio transcritica toma lugar.
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FI1G. 4.4

A FIG. 4.4 ilustra uma bifurcagfio transcritica para a aplicagio:
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Xy =x+y(modl)
Top(x,¥)=1, _ y +tasen2nx, ~1/2
1-PBysen2n(x, —1/2)

onde na parte superior, temos wmn ponto fixo elitico e uma sela com I3 > 1. Em
seguida, na parte inferior, apds uma bifurcag@o transcritica temos uma sela com

3 = 1 e um atrator. Nesse caso, o ponto fixo FP1 é: x, = 1/12 e_yU =1

Uma situagiio diferente das duas anteriores, ¢ quando temos um ponto fixo
simétrico (Xy,y,) € FP1l. Entio numa situagdo estavel (vide diagrama de
bifurcagio FIG. 3.1 e 3.2), (x;,y,) € uma sela ou um ponto elitico, digamos que
seja um ponto elitico. Entdo quando os parametros sdo deixados varar, pode
ocorrer que (X4y,) transforme-se numa sela através de uma bifurcagdo BT, ¢
imediatamente também ocorra o nascimento de um par atrator-repulsor. Tal

bifurcagdo ¢ chamada uma bifurcag¢do de Rimmer (veja Rimmer [Ril]).

Proposi¢io 4.4.3 (Bifurcagdo de Rimmer) Sejam y, # 0 fixado tal que o(y;) <
Z, (Xp,¥p) wm ponto fixo simétrico do tipo FP1 tal que x; é um ponto de maximo

ou minimo da fungio z(x) = h(x)/g(x) e (cty,Py) valores dos pardmetros tais que

o _
——Oyo 2 =7z(Xg)-

Bo
Entio, para («,B) = (0, By), ocorre uma bifurcacio de Rimmer de T, 3 em (x,¥q).

Prova:

Com as hipoteses da Prop. temos a FIG. 4.5 abaixo
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(2] } .
{b) —Yg
(9 - F

zfxy) z[x3)

z[xp)

FIG. 4.5

Temos que, se (X,,¥o) € FP1, entdo g(x,) = h(x,) = 0, logo

_ h(x) W (xg)
=] = )
o) o o0 2(x0)

Trés situagdes na FIG. 4.5, merecem destaque:

o h’(X[,).
2 B 7o g'}(xo)’
b) i 0‘2 =h (%) ; nestecaso(a, B)=(cy.By):
B g'(xp
) - Eyo—z h'(xo).
B g'(Xp)

Na situagdo (a) a condigdo de ponto fixo AFP nfio ¢ satisfeita, portanto
temos um unico ponto fixo, a saber o ponto fixo simétrico FP1 (xg,y,). Na situ-

a¢do (b) ainda temos o unico ponto fixo (X,,y,). Na situagdo (¢) temos o ponto
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fixo FP1 (x,.y,) mais dois pontos fixos AFP recém nascidos, a saber (x,,y,) €
(%9,¥y)- Determinemos a estabilidade dos pontos fixos destas configuragdes.
Como ja& notamos na situagdo anterior, a estabilidade do ponto fixo

simétrico FP1 (x,,y,) € regida por:

. ' 0 , 0

i)Sela,se o'(yy)—Y;(X0,¥0)>0 00 o' (yo) —y1(Xg,¥¢)<—4:
ox ox

i1) Elitico, se —4<0)'(y0)%y1(x0,y0)<0.

Temos que

2 h
03'()’0)%)’1(x()s)’o):—ﬂ)’(YO)BYozg’(xo)+[‘%Yﬁ ’ —g,gz;] (4.5)

Enquanto que, para o ponto fixo AFP (x,yp) com x = X, ou x = X;, temos

s _
® (Yo)ax}’l(X=Y0) 1-Byoh(x,)

com X = X; OU X = X,.

m’(Yo)Byozg'(X)Jr(_E 2 B g6
B7Y  g(x))

Para (a,B) proximo de (oy),B,) podemos escrever (4.5) como

o 2
mr(yo)_é;y] (xosyo)=2(D’(y0)By02g'(xU)+['%Y@ 2 géig;

Que € a mesma expressdo (4.5) multiplicada por -2.

] A4.7)

A expressdo (4.7) € obtida por expandir h(x)/g(x) em torno de x( até termos de
ordem dois, e substituindo em (4.6). Podemos também usar o jacobiano ex-
pandido da Prop. anterior, isto &,

J(x—x%g,y0)=1+2Pyoh" (%o }(x — %) +...

Em x = x, 3 muda de valor, I <1 para 3 > 1. Assim, levando em conta as ob-
servagdes anteriores, temos da situagéio (a) para a situagfo (¢):

1) Um ponto elitico transforma-se numa sela com 3 = 1, dando origem ao nas-

cimento de um par atrator-repulsor.
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1) Uma scla com 3 = 1 transforma-se num ponto fixo elitico, dando onigem ao
nascimento de duas selas com respectivamente, 3 <l e 3 > 1.

Na si!uac}ﬁo (b), a bifurcagdo de Rimmer toma lugar.

FiG. 4.6
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A FIG. 4.6 anterior, 1lustra uma bifurcagdo de Rimmer para a aplicagdo:

Xy =X+y{mod1)
Tep(%¥)=3, _ y +ocos2nx;
1-Pycosdnx,

onde na parte superior temos o ponto fixo elitico FP1 x, = 0 e y; = 1 e nevhum
ponto fixo AFP. Na parte inferior (x,,y,) transformou-se numa sela com 3 =1 ¢

a0 mesmo tempo nasceram um par atrator-repulsor.

Bifurcagoes de Rimmer podem ocorrer em aplicagbes nao-reversiveis,

bastando exigir apenas reversibilidade local (veja Rimmer {Ri1]).
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