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Introducgao

O objetivo principal deste trabalho é estudar uma familia (local) a trés

parametros de campos vetoriais dada por

(1) X(ere20)(2,¥) = (¥, 61T + €2y + €32°y + 02 — 2y + y o{|z,¥]°) (n* =1)

a qual é o desdobramento universal do campo X(,00). Note ainda que (1) é uma familia
de campos de vetores simétricos, os quais sao invariantes sob rotagao de .

Observe que o campo X(o0,0) apresenta uma singularidade de codimenséo 3 na
origem, e pretendemos descrevé-la qualitativamente através do conjunto de bifurcagao de
(1).

Em nosso estudo focalizaremos nossa atengdo ao surgimento dos ciclos limites,
onde nos restringiremos ao caso 7 = —1. O trabalho estd ordenado da seguinte maneira:

No capitulo 0, apresentaremos algumas definigdes e alguns resultados basicos
envolvendo o desdobramento universal do campo Xy, os quais ndo demonstraremos aqui,
e que serao usadas no decorrer da dissertagao.

No capitulo 1, faremos um estudo preliminar de bifurcagbes do tipo Hopf de
ordem 1 e 2 que ocorrem para (1). Em seguida, exibiremos o diagrama de bifurcacio para
(1) com bloco de Jordan de ordem 1 nilpotente, a qual corresponde quando &; = €2 =0
e ¢3 # 0. (Singularidade de Bogdanov-Takens na origem) (Ver [J,H]).

Apresentaremos o Método de Melnikov juntamente com alguns resultados en-
volvendo o surgimento dos ciclos limites para o sistema (1), o qual sera estudado através
de perturbagées de um sistema Hamiltoniano; e logo apds, introduziremos as integrais
elipticas onde veremos algumas relagoes existentes entre elas.

No capitulo 2, estudaremos o comportamento de uma aplicagao P associada
a um sistema Hamiltoniano perturbado. Tal estudo sera desenvolvido através de uma
conveniente equagao diferencial de Riccati para o caso €, > 0, dentro de uma vizinhanga
de ey =0.

No capitulo 3, analisaremos: o diagrama de bifurcagio tipo duplo lago ho-
moclinico simétrico de ordem 2 numa vizinhanga do lago; o diagrama de bifurcagao para
(1), de cada um dos seguintes casos £, > 0;€; = 0;¢; < 0; e finalizando ilustraremos o

diagrama de bifurcagio para (1).



Capitulo 0

Preliminares

0.1. Introducao

Este capitulo tem por objetivo principal, introduzir a notagao que sera usada

neste trabalho, bem como a apresentagio de alguns resultados basicos na teoria.

0.2. Definigoes e Notagoes

(0.2.1) Uma familia de campos vetoriais X, sobre IR", a k parimetros, onde yu € IRF

denota o parametro, é definido por
0 0
X, = M) =— N Pl R
w=p(m, p) o+ g(m ”)ay m €

onde as fungdes coeficientes p e ¢ sio C*™ com respeito a (m,u) € IR" x IR.

(0.2.2) Dentro do conjunto de todos os campos vetoriais sobre IR" de classe C™ (para
algum 1 < r < oo fixo), denotado por X,(IR"), consideraremos a topologia C*, ou seja,
diremos que dois campos vetoriais X e Y estdo proximos se para qualquer conjunto
compacto K C IR", todas as derivadas até ordem s de X e Y estao uniformemente

proximas, ou dito de outra maneira, isto €,

VXeXx (R), VKCIR" compactoe Ve >0 definimos
Uk (X) ={Y € X.(R") | 10 X(p) ~ &Y (p)l < €,

V0<j=) ji<s;0<j,e N, Vpe K}
i=j
) FX D= .
onde 6’X(p)=ajlxl.“(g.n:c para j = ji.

=1

A colegio de todas Uk (X ), K compacto e € > 0, forma uma base para a
topologia C* em X, (R").



(0.2.3) No conjunto de todos os campos vetoriais sobre IR", introduzimos a nogao equi-
valéncia topoldgicaou C°. Dizemos que dois campos X e Y em X,(R") sao C° equivalente
se existe um homeomorfismo h sobre IR" levando 6rbitas de X sobre érbitas de Y preser-

vando a orientacao.
(0.2.4) De (0.2.3) decorre a definigao de campos estruturalmente estdveis em X,(IR").

(0.2.5) Denotemos por Y, o conjunto dos campos estruturalmente estiveis em X,(IR").
O conjunto de bifurcagdo serd dado por X,.(R") — ¥,.

(0.2.6) Consideremos X : (IR*,0) — IR" campo vetorial de classe C™ (r > 0). Um
desdobramento X, de classe C™ (r > 0) de X com ¢ € R* tal que X,|.—0o = X, é um
desdobramento universal de X se e somente se, dado qualquer perturbagéo Y, de classe
C” com p € IR™ tal que Y,|,,—o = X, tem-se:

i) Existem vizinhangas U de O em IR*, V de O em IR™, W de O em IR" ;

ii) Existe uma fungéo ¢:V — U ;

iii) Existe uma aplicagdo H : W x V — W tal que para u fixo, H, = H(—,pu) é
um homeomorfismo, e além disso, para cada u, Y, é topologicamente equivalente a X4,

através de H,,.
(0.2.6.1) Obs. No desdobramento universal o nimero k é unicamente definido.
(0.2.7) A constante k é a codimensdo (ou ordem) de uma singularidade.

(0.2.8) Seja ¢ : U — U difeomorfismo definido em U abertode R*, ev : U — U campo

vetorial. Dizemos que ¢ é uma simetria de v se dp.v(z) =vp(z) VzelU.

(0.2.8.1) Obs. E imediato da defini¢io que se z(t) é uma solucio da equagao £ = v(z) e

¢ € uma simetria, entdo p(z(t)) também é uma solugao.

(0.2.9) Por uma forma normal de um campo vetorial X, C*, local em 0 € IR" dizemos ser

alguma forma mais simplificada do campo vetorial X, a qual serd obtida por apropriada



mudanga de coordenadas C*°. Mais informagGes podem ser encontradas em |G, H]; [Re2];
[Tal].

Alguns Resultados

0.3. Método das Constantes de Lyapunov

(0.3.0) Consideremos uma familia genérica a k-parametros de campos de vetores (k > 1).
Uma bifurcacio de Hopf de ordem k é um desdobramento de uma singularidade cuja parte
linear tem um par de autovalores imaginarios, e cuja componente radial da forma normal

em coordenadas polares comega com termos de ordem 2k + 1.

Considere o sistema:

=M —y+ P(z,y) _4d
(03.1) {y=x+M+Q@w) (‘dJ

onde

n k o
P(z,y) = Y Xi(z,y) ; Xi(z,9) =D anz*y'
par

k=2
- k - -
Q(z,y) = E )/k(x’ y) ) Y;c(x,y) = Zbk;z""y'
k=2 1=0

Assim sendo, o Método das constantes de Lyapunov diz o seguinte:

(0.3.2) (Lema de Lyapunov). Se A = 0 entdo existe uma série de poténcias

3 1
F(z,y) = 2_Fp onde  Fy=(z +¢%);

p=2

Fo=) fpuz®y' (p>2)

=0

tal que F =Y —Vi(z2+4?)'* (p>2)

=0



(0.3.2.1) Obs. Os coeficientes V; sao chamados de coeficientes de Lyapunov do sistema
(0.3.1).

Para maiores detalhes o leitor podera consultar [S].

A seguir daremos uma relagao entre os coeficientes de Lyapunov e as bifurcagdes
de Hopf que ocorrem no sistema (0.3.1). |

Consideremos o sistema (0.3.1). Assim, temos o resultado:

(0.3.3) Proposigao. i) O sistema (0.3.1) tem uma bifurcacio de Hopf de ordem
ked=V=---=Vi,1=0 e Vi#£0.

ii) Além disso, podemos escolher perturbagoes arbitrariamente pe-
quenas do sistema (0.3.1) com k ciclos limites, quando produzimos V;,...,V; com sinais

alternados e de modo que |V;| << |V| << :-- << |Vi|. (Consultar [B,L]).

0.4. Forma Normal de um campo vetorial com dois autovalores
nulos.

Alguns exemplos

1) De inicio, em se estudando a dinamica linear do sistema

(0.4.1) { : _ g

é facil verificar que o seu retrato de fase é dado pela Figura 0.4.1. Podemos observar

ainda que o sistema (0.4.1) apresenta infinitas singularidades.
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Figura 0.4.1: Retrato de fase do sistema (0.4.1)

2) Consideremos agora o campo

T=y
y=1z2.

Observemos que a tunica singularidade de (0.4.2) é a origem, a qual pode-se
verificar ser uma ciuspide.

(0.4.2)

Neste exemplo, o campo dado em (0.4.2) é Hamiltoniano, cuja integral primeira
2 3
é dada por H(z,y) = y_Z

O retrato de fase de (0.4.2) é dada pela Figura 0.4.2, o qual vemos apresentar
uma cuspide na origem



o

Figura 0.4.2: Retrato de fase do sistema (0.4.2)

3) Considerando o campo

rT=y
y=z3.

(0.4.3) {

podemos observar ser um campo Hamiltoniano, cuja fungio de Hamilton H é dada por
2 4

H(z,y) = ‘% —Z . Temos ainda que a origem é uma dupla cispide do sistema (0.4.3).
(Ver Figura 0.4.3). '
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Figura 0.4.3: Retrato de fase do sistema (0.4.3)

4) Em se finalizando o quadro de nossos exemplos, temos um campo Hamilto-

niano dado por

(0.4.4) { T=y

- — 3
y=-—-x,

4 2
cuja fungido de Hamilton é dada por H(z,y) = % + y? A origem é uma singularidade
do tipo centro para (0.4.4). (Ver Figura 0.4.4).
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Figura 0.4.4. O conjunto das 6rbitas para o sistema (0.4.4).

(0.4.4.1) Obs. Vimos anteriormente exemplos de quatro campos que apresentam singu-
laridades nao hiperbélicas (isto é, a matriz da derivada dos respectivos campos apresenta
autovalores sobre o eixo imaginario), os quais podem ser interpretados como uma per-

turbagdo do sistema (0.4.1) em torno da origem.

(0.4.4.2) Obs. Pretendemos estudar a dindmica em torno da origem de um campo X tal

que sua parte linear seja seja nilpotente, isto é, seja dada por DX, = ( g (1) )

A motivagdo em se estudar a dinamica de um tal campo nasceu em se querer

estudar a dindmica de uma familia local de difeomorfismos f, em IR? cuja parte linear

seja dada por D fo(0,0) = ( _(1) _i )

Neste caso, tomando f? vemos que sua parte linear é dada por Df3(0) =
( 11 ) = Id+ N onde

01
10 01 ..
Id = ( 01 ) s N= ( 0 0 ) (matriz nilpotente)

Em [Tal], Takens provou que a aplicagio f2 pode ser mergulthado em fluxo no

tempo 1 de um campo simétrico (com uma simetria de 7) cuja parte linear é dada por N.



Consideremos assim todas as perturbagdes invariantes por uma simetria de 7
z = . . . .
do campo { g = g ou seja, consideremos o campo vetorial escrito por
- 9

z=y+ofz,y])
0.4.5 .
(049 it
Apresentamos a seguir uma forma mais simples para (0.4.5), da qual conside-

rando o seu desdobramento universal, e mediante uso de idéias e técnicas contidas em

[R,L] foi desenvolvido o nosso trabalho.

Forma normal do sistema simétrico (0.4.5)

Estamos considerando que o sistema (0.4.5) seja invariante por

-1 0
(7 2).

(0.4.5.1) Obs. Notemos agora que a simetria por 7 a qual temos para (0.4.5) nos diz que

2k+1

somente os monomios de grau impar z***'y contribuem para o estudo da sua dinamica.

Para isso, consideremos a equagao
p=Jf(p) ;5 p=(zy) ; e=(e1,€2¢63)

tal que o campo f tem a simetria dada por R,(z,y) = (—z,-y).
Escrevendo f,.(p) = a,(p)é-z— + be(p)(% segue do uso da simetria de f que

* ae(p) = —ac(_p)
) {h@=—Mﬂ0

Através da expansao de uma série de poténcias das fungdes a., b, em torno da

origem, ou seja, escrevendo

a.(z,y) = aroz + any + ax0z? + anzy + aoy® + - -
b,(:c, y) = bjor + bny + byoz? + bnzy + b02y2 4.

segue de (*) que

ap=0ay; =ap='=ayo="""=aou=0="---
bo=b1=bpp=--=byo=--=bpar=0="---



o que conclui nossa observagio.

Agora, usando a forma normal dada por Takens a um campo cuja parte linear é

1
dada por ( g 0 ) (Ver [Tal]), juntamente com a Obs. (0.4.5.1) segue que forma normal

para (0.4.5) é dada por

=y

y' = ‘11333 + 02175 +--- 4 blxzy + b21,4y + 0(|$,y|6) com ay # 0.

(0.4.6) {
(0.4.7) Obs. Sem perda de generalidade consideraremos a; > 0.
Com o objetivo de colocar (0.4.6) numa forma ainda mais simples, facamos a

seguinte mudanga de coordenadas (0.4.8), a qual foi inspirada em [Ral].

X zt z6 z8
(0'4°8) alT=01?+02-6—+03§+--- .

Agora derivando (0.4.9) ambos os lados ao longo das érbitas de (0.4.6) com

respeito ao tempo seguira

(0.4.9) a: X% X = (a:2° + az° + azz’ +-- )z .
Usando que z = y em (0.4.9) teremos que

(0.4.10) a X3 X = 2Pp(z)y

onde ¢(z) = a; + ar?+ azz* + - -- é uma fungdo positiva e simétrica (¢(z) = p(—z)).
Logo por continuidade de ¢, existe uma vizinhanga V da origem tal que
e(z)#0 VzeV.
Dividindo ambos os lados de (0.4.10) pela fungao ¢, ficaremos com

3 .
(0.4.11) (“‘X )-X=z3-y VzeV.
p(z)
- , . . ~ 01X3 . .
E de facil verificacdo que o(z) e z3 tem a mesma ordem na vizinhanga V da

aX?
v(z)

z3
Portanto X =y.

origem, isto €&, — 1 quando z — 0.

Agora de (0.4.8) segue que as funcbes X e z tem a mesma ordem numa vizi-

nhanca de 0.

10



Assim sendo, voltando a segunda equagao de (0.4.6) obtemos
(0.4.12) V=aX®+aXy+ X'y +y o(|X,yl*)

Logo, vemos que em torno da origem o sistema (0.4.6) é topologicamente equi-

valente ao sistema

T=y
0.4.13 .
( ) { V= a1 X?+ X+ X' +y o|X,yl°)

Agora observemos que o conjunto

= {(2):(2): (2):(5)- () (o)

é uma base para o espago de vetores em IR? que sio invariantes por R,, e cujas funcdes
coordenadas sido polinémios homogéneos de grau < 5. Denotemos tal espago por S3.

Dai, em se considerando

NCS; onde
N={Xe€S;/ DX énilpotente}

pode-se verificar através de (0.4.13) que a singularidade na origem tem codimensio 2 =
cod N (resp. codimensio 3 = cod N) se ¢; # 0 (resp. ¢; = 0; ¢; # 0).
Sob novo reescalonamento, no caso ¢; = 0, n? = 1 obtemos parac, = —1; X =

z o seguinte sistema:

T=y

0.4.14 . '
( ) {y=nﬁ—zW+y0¢&m5, ”=1,

cujo desdobramento universal é dado por

WAM){i=y

¥ =672+ ey + e’y +nz —zly +y o(lz,yl®) com p?=1. =u

Seja X(eye5.65) = (¥, €17 + €2y + €32’y + 92 — 2y + y o(|z, y|°).

11



(0.4.15.1) Obs. Notemos que iremos estudar uma familia de campos de vetores os quais
sdo invariantes sob a rotagio dada por IR,, ou seja, estudaremos a familia X, com

€ = (€1,€2,€3) a qual tem uma simetria dada pelo difeomorfismo

R,: R?—- R?
(xvy) - (—.’E, _y) .

Como ja dissemos inicialmente, sé nos interessera o caso 7 = —1. O cason =1

é mais simples, e as idéias usadas para este sdo as mesmas usadas por [D, R, §].

12



Capitulo 1
Bifurcagoes de Hopf e Bogdanov-Takens

1.1. Introducao

Neste capitulo, faremos um estudo preliminar das bifurcagoes do tipo Hopf de
ordem 1 e 2 que ocorrem nos pontos criticos do sistema (0.4.16). Em seguida, exibiremos
o diagrama de bifurcacdo para a bifurcacio Bogdanov-Takens, ou seja, para quando temos
€1 = €2 = 0;e3 # 0.

Por meio de uma mudanga de escala estudaremos o sistema (0.4.16) através das
perturbagoes de um sistema Hamiltoniano.

Apresentaremos o Método de Melnikov juntamente com alguns resultados, e
logo apds introduziremos as integrais elipticas, onde veremos algumas relagoes existentes

entre elas.

1.2. Bifurcagao de Hopf

Notemos que as singularidades associadas ao campo (0.4.16) sao dadas por:

{ g : 0 2 =0 ou seja, sao dadas por:
) — VU,

a) (0,0); (£4/21,0) nocaso & > 0.

b) (0,0) no caso &; < 0.

Fagamos inicialmente uma analise da natureza das singularidades do campo
(0.4.16):

Pode-se verificar que

0 1
DX(ex'ez.C.a)(zay) =
€1+ 2637y — 322 — 423y + y o(|z,ylY) €3 +e32? — '+ of|z,y|%)
(1.2.1)

Primeiramente, estudaremos a natureza do ponto (0,0).

13



Assim sendo, de (1.2.1) seque que

(1.2.2) A= DX, e;,5)(0,0) =
&1 &2

Agora, a equagio dos autovalores de A é dada por

A2—€2)\—-€1=0

%) + \/6% + 461

2

donde segue que A =

Assim, podemos ver que:

1) No caso €, > 0, a origem é uma sela, uma vez que o produto dos autovalores
€ negativo.

2) Para €; < 0 a origem serd um né ou um foco, uma vez que o produto dos
autovalores serd positivo; sendo que a sua natureza (pogo ou fonte) dependera somente
do sinal do tr A.

Desta forma, note que por (1.2.2) segue que tr A = ¢&,; logo a origem serd estavel
se €9 < 0 e sera instavel se g5 > 0.

Quando tr A = 0 faremos um estudo dado posteriormente em (1.2.6.a).

Passemos a estudar agora os pontos (+4/€1,0) quanto a sua natureza (quando
e, > 0).

Por (1.2.1) segue que

0 1
(1.2.3) B = DX(¢; £3.e3)(£/E1,0) =
' —&; €3+ €361 —€2 4 o(ed) .

Assim sendo, obtemos os autovalores de B a partir da equagao

o’ —tr Ba+detB=0.

Logo, pode-se verificar que:
1) o ponto (+./€1,0) sera um né ou foco uma vez que o produto dos dois autovalores de
B sera positivo, os quais serao poco ou fonte dependendo do sinal do tr B (> 0 ou < 0).

Assim, note que de (1.2.3) segue que

tr B =€, 4+ €361 — €2 + of€d) .

14



Portanto, os pontos (%./€;,0) serdo instiveis caso tr B > 0; e serao estaveis
caso tr B < 0.

Agora, quando tr B = 0, posteriormente o estudaremos em (1.2.6.b).

(1.2.4) Obs. Assim concluimos que teremos:

a) trés singularidades do campo (0.4.16)' sendo que a origem é uma sela e as
outras duas, ou seja, (£/€7,0), serao nés ou focos (quando ¢; > 0).

b) uma unica singularidade (a origem) quando ¢; < 0, a qual serd um né ou

um foco.

(1.2.5) Obs. Notemos por (1.2.4) que ao passarmos da regiao £; > 0 para a regiao
€1 < 0, ocorre uma colisao das trés singularidades em uma tnica (a origem) no plano
€1 = 0 (Bifurcagdo do tipo Pitchfork (P)).

Para a bifurcagio tipo (P) consultar [H, GJ.

Localizagao da Bifurcagao de Hopf de Ordem 1 e 2 para o Sistema (0.4.16)

(1.2.6) Temos que ocorre uma bifurcagio de Hopf:
a) na origem do tipo:
i) (H) quando €; = 0;¢; < 0;63 # 0 ;
i1) (H;) quando €; = 0;¢&; < 0;e3 =0 ;

b) nos pontos (+/€;,0) do tipo:
i) (H) quando (g2 + €163 — €2 + 0(e?)) = 0;¢, > 0;e3 #0 ;
ii) (H;) quando (2 + €163 — €2 + o(e3)) = 0;6; > 0;e3 =0 .

Prova de (1.2.6.a.i).
Note que para €; =0 ; €3 # 0, o sistema (0.4.16) tornar-se-a

T=y
(1.2.7) {

¥ =&z + e’y — 23 — 2y + y o[z, y]?)
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Podemos considerar o sistema truncado

=y
(1.2.8) {

Y =¢&zr+esr’y—1°

- I‘y )
uma vez que
o(lz,yI*)
(=, v)|
Agora, usando o Método das Constantes de Lyapunov dado em (0.3) pode-se

-0 quando (z,y)]—0.

verificar que o primeiro coeficiente de Lyaponov V; é dado por

E1€3
V= 77—
173 -2 +3¢2
2 2 5
Noteque3—-2€1+3€§=(\/§61—-%§-) +§>0.

Assim sendo, se €3 # 0;6; < 0 = V; # 0 donde por (0.3.3) segue o que
queriamos. =

Prova de (1.2.6.a.ii).
Agora, novamente usando o Método das constantes de Lyapunov ao sistema que
resulta de (0.4.16) quando fazemos ¢; = €3 = 0;¢€; < 0, obteremos que
—&
3c2 —28¢;+5
Note que 32 — 28¢; +5 > 0 se ¢, < 0.
Logo se ¢ < 06 = 0 = e3 = V, # 0, donde por (0.3.3) resulta o que

queriamos. =

i=0; V2=

Prova de (1.2.6.b.1).
Linearizando o campo (0.4.16) em (—,/21,0), e em seguida fazendo a seguinte

mudanca de coordenadas X = z + ,/¢; veremos que o mesmo tornar-se-a em:

T=y
(1.2.9) ¥ =e(X — &) + ey + &3(X — Ve)ly — (X — &)+
(X = ey +y o(|X,y[°) .
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Assim, por alguns calculos efetuados em (1.2.9), teremos o seguinte sistema:
(X =y

¥y=-2X + (e2+ €163 — €2 + oe?))y+

(1.2.10) 1
+(—2e3+/€1 + 461/E1) Xy + 3/E1 X2 + (63 — 661) Xy +

| = X3~ X'y +4/6: X% +y o(| X, y)°) .

(1.2.11) Obs. Para o estudo do campo (0.4.16) em torno dos pontos (/21,0); (—/€1,0)

sao analogos.

Agora, com a finalidade de aplicar o Método das constantes de Lyapunov dada
em (0.3), facamos y = —+/2¢,Y, e dai, ap6s alguns calculos veremos que (1.2.10) tornar-

se-a no sistema:
A
X = —\/61)

3
(1.212) { Y =v2X+(tr B)Y +(-2e3/61 + 4e1/E1)XY — —— ‘/_

X3
—661)X?Y
| (o 00X+ I

— XY +4/5:X3Y +Y o(|X,Y]%),

onde
tr B= (e, + €163 — €2 + o(€d)) .
Logo, o sistema (0.4.16) é topologicamente equivamente ao sistema (1.2.12).
Agora, fazendo tr B = 0;¢; > 0;¢3 # 0 em (1.2.12) obteremos o sistema:
-V 2€1Y
V2.,
(1.213) < = V26X + (tr B-Y 4 (—2¢e3,/61 + 461/E1) XY — —X
X3
‘ +(e3 — 66;)X?Y + Jor XY +4,/6:X°%Y +Y o(|X,Y %),
onde

tr B = (e2+ €163 — €3 + o(€}))
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Logo, o sistema (0.4.16) é topologicamente equivalente ao sistema (1.2.13).

Agora, fazendo tr B = 0;¢, > 0; €3 # 0 em (1.2.13) obteremos o sistema:

( X = —\/261}/

3v2

(1.2.14) ¢ Y = 26X + (—2ea/E1 + 4e1/E1) XY — _2_X2+

X3
+(63 - 661)X2Y + \/2?
\ 1

— XY +4,/6:X3 +Y o(|X,Y[),

onde
tr B = (e24 €163 — €2 + o(€?))
donde segue por (0.3.1) que o primeiro coeficiente de Lyapunov serd dado por
2¢,

Vi= —1
17 5432,

Comoe; >0=V; #0 donde por (0.3.3) resulta o que queriamos. =m

Prova de (1.2.6.b.ii).
Agora, novamente usando o Método das Constantes de Lyapunov ao sistema

que resulta de (0.4.16) quando fazemos tr B = 0; e3 = 0;¢, > 0, obteremos

_Vi-§-He)
B 16

onde H(e;) é uma fungdo continua em ¢, tal que H(e;) =+ 0 quando & — 0.

i=0 ; W,

Assim notemos que V; — /2 — 1 > 0 quando €; > 0 donde segue por continui-

dade de V, que V(&) = V2 - 2 + o(&1) > 0 Ve; > 0, com €; préximo de zero.

Logo por (0.3.3) segue o que queriamos. =

(1.2.15) Obs. a) Pode-se verificar que na regiao €, > 0 surgird um ciclo limite atrator e
que na regiao €; < 0; €3 > 0 surgirad dois ciclos limites, sendo o mais interno atrator e o
outro repulsor.

b) Ainda pode-se verificar que na regido tr B < 0; (resp. tr B >;e3 >

0) surge um ciclo limite (resp. 2 ciclos limites).

18



A seguir exibiremos a diagrama de bifurcagao para (0.4.16) quando ¢; = ¢€; =

0; €3 # 0.

1.3. O diagrama de bifurcacao para a bifurcagao tipo Bogdanov-
Takens

Consideremos (0.4.16) com parte linear dada por ( :) el ), além disso €3 # 0.
1 €2

Como ji observamos na Introdugado, a bifurcagio Bogdanov-Takens (B.T.) en-
contra (1) quando temos os valores parametros €1 = €2 = 0 ; €3 # 0. O seu estudo
é feito por meio de perturbagbes de um sistema Hamiltoniano, o qual é obtido quando
introduzimos em (1) os parametros fig, fi;, as variaveis de escala 4, % e um novo tempo {,
ou seja, quando introduzimos a seguinte relagao:

—1|1/2 :

(13&) l—ll = lela €q9 = |0|1/2ﬂ0ﬁ1 y T = ﬂlﬁ

y = iflal?o; t= o™ E"
ik
onde a= ng(0,0), (f2 segunda componente do campo (0.4.16)).
T

Obtemos o sistema

a_;
di
dv ) o g o
Z'i}Zi = sinal(e1)# + fiod — ©° + fl1y#*0 + 39 (jio, fia, D) ,
onde 7= Blal? com B= o £(0,0); e glin,fizd) = —ne~ S +a il
0z20y ’

o qual estudamos como uma perturbagao do sistema Hamiltoniano

i
(]|

—‘té = sinal(e;) + jiod — @° ,
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com fungdo de Hamilton dada por

52

o ﬁ? 4
H(u,v) =1, 5~ sinal(e;)-z— +

v
7

O estudo da bifurcagio (B.T.) consiste do uso sistematico de mudanga de es-
calas e do teorema da fungdo implicita. Um detalhado estudo dessa bifurcacao pode ser
encontrado em [Ta2); [C].

No que segue daremos as ilustragdes do diagrama de bifurcagéo para a bifurcagao

tipo (B. T.).
(1.3.1) Temos dois casos a considerar:
i) e3<0 (ver Figura 1.3.1)

ii) e3>0 (ver Figura 1.3.2).

Caso 1.3.1 i:) Quando 3 < 0:

Figura 1.3.1. Diagrama de bifurcagio quando £3 < 0 e £1,€2 préximos numa pequena

vizinhanga de origem.
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Caso 1.3.1 ii:) Quando €3 > 0:
E de facil verificagao que o conjunto de bifurcagido para o caso €3 > 0 é obtido
através do uso da mudanca de varidveis
y— -y, €2— —€2 ¢ t—’—t’

donde poder-se-4 concluir a Figura 1.3.2.
€.

¥ &
2 é
< (L(exf)
3 \M
(HL)
(H)

Figura 1.3.2. Diagrama de bifurcagio para o sistema (0.4.16), quando €3 > 0 e €;1,€2 préximos

da origem.

(1.3.1.1) Obs. O diagrama de bifurcagdo para o caso €3 > 0 apresenta as mesmas ca-
racteristicas quanto ao diagrama de bifurcagido para o caso €3 < 0, exceto o sentido

movimento das orbitas.

(1.3.1.2) Obs. Se v(t) é a curva solugio de um campo F = (—t) é curva solugdo do

campo —F.

No que segue ilustraremos as respectivas linhas e regies citadas em 1.3.1. Ob-
servemos que para o caso £3 > 0 tem-se a mesma estrutura quanto ao caso €3 < 0, o que
muda é apenas o sentido de movimentagdo das 6rbitas.

Consideremos as Figuras associadas a (1.3.1).
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b)

Regido 1 sobre o eixo {(£;,0)/e; < 0} Regido 2
Figura 1.3.3. Bifurcagao do tipo Hopf de ordem 1
N~———
Regido 2 sobre o eixo {(0,£2)/e2 > 0} Regido 3
Figura 1.3.4. Bifurcagio do tipo Pitchfork
Regido 3 sobre a linha (H) Regido 4

©

Figura 1.3.5. Bifurcacdo do tipo Hopf de ordem 1
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T

o (X

Regido 4 sobre a linha (HL) Regido 5

Figura 1.3.6. Bifurcacio do tipo duplo lago homoclinica simétrica

‘

Regido 5 sobre 2Ccz; Regido 6

Figura 1.3.7. Bifurcagdo do tipo duplo ciclo limite externo

1.4. Sistema Hamiltoniano Perturbado

Considere a mudanga de coordenadas, de parametros e do tempo em (0.4.16)

z = bu &1 = 8o
(1.4.1) y=bv g2 = 6%y
T =6t €3 = 6%, .

Agora, usando (1.4.1) e o sistema (0.4.16) obtemos que:
du dt

e —_—=

du _ 1
at =Y dr '
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donde segue que
du du du di

— =7v uma vez

dr dr — dt dr-
Novamente, usando (1.4.1) e o sistema (0.4.16) resulta que

d

d_lt) = upbu — Su® + * (v + poudv — utv) + o(6°)
d 1

e —=3 donde segue que

dv 3, ¢3 2 4 4

oy = Hou—u + 6 (v + pauv — u'v) + o(6%) .

Logo, o sistema (0.4.16) é equivalente ao sistema

1.42) { o

v = pou — u? + E(pv + poutv — u'v) + o(6?)

onde ' denota a derivada com respeito a 7.

Observe que para § = 0 temos um sistema Hamiltoniano:

1.43) { e

v = pou — u®

com a fungdo Hamiltoniana dada por
2 4

v u
H(u,v) = 5~ %u2+ T

1.5. A dindmica do campo Hamiltoniano (1.4.3)
Estudaremos o sistema (1.4.3) em cada um dos seguintes casos:

i) po >0 (ver Figura 1.5.1) e
i1) po £ 0 (ver Figura 1.5.2).
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N
N\

‘

=

Figura 1.5.1. Retrato de fase do campo (1.4.3) quando pg = 1

=

N

)

—

Figura 1.5.2. Retrato de fase d

o campo (1.4.3) quando yo = 0



\(@y“

Figura 1.5.3. Retrato de fase do campo (1.4.3) quando g = —1

1.5.i) Caso uo >0
Podemos supor po = 1.

Assim sendo, segue de (1.4.3) o sistema

u=v
(1.5.1) 3 o
V=u—u com H(u,v)=—2———2—+—4—.

Daremos agora o espago de fase para o sistema (1.5.1), o qual sera feito através

do estudo das curvas de niveis de H.
Por um simples célculo pode-se verificar que os pontos singulares de (1.5.1) sao

dados por (0,0); (£1,0), os quais tem os seguintes tipos de estabilidade

(u,v) = (£1,0) — centros,
(u,v) =(0,0) — sela.
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2
v o g
Observemos que se pensarmos 5 = K(v) sendo a energia cinética e

u?  uft

-5 + 4= V(u) a energia potencial, o nivel H = h pode ser pensado como a ener-

gia total do sistema (1.5.1). Portanto, do estudo das curvas de niveis V resultard a

estrutura global do espago de fase para (1.5.1).

Arv

Figura 1.5.4. Grafico de V(u)

Primeiramente observemos a Figura 1.5.4.

Agora podemos olhar a fungao Hamiltoniana H como sendo

h=-4V(u) donde segue

vzi\/:?-\/h—V(u) .

Imaginemos que estamos posicionado no ponto (0,0) com k fixo no plano (u, V).

e

Agora em se movimentando para a diregio direita (isto €, no sentido de crescimento de
u) e observando a Figura 1.5.4 vemos que o grafico de V comeca a decrescer.

Por um momento, estudando v = v/2 Vb — V(u) com h fixo, observemos que
v devera crescer até o ponto de minimo da fungéo V ser atingido, e em seguida v devera
decrescer até a fronteira h = V ser atingida. (Ver Figura 1.5.4).

Lembramos agora que ainda temos o estudo para v = —/2 y/h — V(u), o qual

¢ simétrico com respeito ao eixo u. Logo podemos concluir a Figura 1.5.5.
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Observemos agora que por simetria (Ver Figura 1.5.3) existem outras orbitas

do lado esquerdo como na Figura 1.5.5, ou seja, conforme mostra a Figura 1.5.1.

\Y

\ /

(a) (b)

Figura 1.5.5. Movimento local das érbitas de (1.5.1)
Logo segue de nossa analise anterior que:
’ 1 ’ .
(1.5.2) O nivel h = ~1 contém somente os pontos (+1,0). (Ver Figura 1.5.6.a).

(1.5.3) O nivel h = 0 contém o duplo lago homoclinico simétrico. (Ver Figura 1.5.6.b).

1
(1.5.4) Para h €] — =, 0], o nivel h contém um par de curvas fechadas, cada uma ao redor

dos pontos (£1,0). (Ver Figura 1.5.6.c),

(1.5.5) Para h €]0,+0o] o nivel A contém uma curva fechada ao redor dos trés pontos
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singulares. (Ver Figura 1.5.6.d).

(a) (b)

T~
N

O

(c) (d)

Figura 1.5.6. Tipos diferentes das curvas de niveis de H

Logo podemos concluir a Figura 1.5.1.

Agora vejamos o segundo caso, ou seja,

ii) Caso x4 <0
Uma andlise andloga ao caso anterior o = 1 pode ser feita para o estudo do
retrato de fase de (1.4.3) quando pgo =0 ou g < 0.
E de simples verificagio que a origem é a tnica singularidade de ( 1.4.3) para
po=0 ou po<0O.

Observemos que para g = 0,

H(u,v) = K;(v)+ Vi(u)  onde

2 4
Ki(v) = 22— e Vi(u) = -t—;—-
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V¢

Figura 1.5.7. Grafico de Vj(u)

(1.5.6) Obs. As curvas de niveis de V; fornecem a estrutura global das érbitas para
(1.4.3) quando temos po = 0.
Por (1.5.6) é de facil verificagédo que cada nivel & > 0 contém uma curva fechada.

Donde segue a Figura 1.5.2.

Agora com as mesmas consideragoes acima temos para gp = —1 que
v? v? ol
H(u,0) = Ka(v) + Vo(u)  onde  Ky(v)=7 e W(u)=S+
ﬁf“vz"
7u

Figura 1.5.8. Grafico de V(u)

(1.5.7) Obs. As curvas de niveis de V; fornecem a estrutura global das o6rbitas para
(1.4.3) quando temos po < 0.
Observemos ainda que por (1.5.7) pode-se verificar que cada nivel A > 0 contém

uma curva fechada.
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Donde obtemos a Figura 1.5.3.

A seguir apresentaremos o Método de Melnikov, juntamente com alguns resul-

tados, os quais serdo importantes para o desenvolvimento de nosso trabalho.

1.6. Método de Melnikov e Alguns Resultados

A fungao de Melnikov é usada para aproximar os valores dos parametros para
os quais uma perturbagio de um sistema Hamiltoniano tem um lago homoclinico. Isto
€ mais geral ainda, uma vez que para cada lago fechado do sistema Hamiltoniano somos
informados sobre os valores de parametros para os quais este lago fechado é preservado
na perturbacdo do sistema.

Consideremos um sistema da forma

. OH
T = —a;+€f(z’y)

(1.6.1)

H
y= —-%; +eg(z,y)  onde

H:UCR?— R declasse C'; U aberto de IR?; f,g funcdes reais, € > 0 pequeno, tal
que (1.6.1) possa ter ou nao lagco homoclinico (heteroclinico).

Consideremos ainda em (1.6.1) (para € > 0 pequeno), a aplicacdo de Poincaré
P, sobre uma secao }_ transversal as curvas de niveis H = h ou também chamadas de
orbitas «, (inclusive quando tivermos lago homoclinico ou heteroclinico).

Observemos que quando ocorre uma bifurcagao tipo lago homoclinica, depen-
dendo da posigdo das separatrizes, pode acontecer que a aplicagio de Poincaré no sentido
positivo do fluxo nao esteja definida, e neste caso devemos considerar a aplicagao inversa.
Para maiores detalhes (Ver Proposigio 3.2.A).

Assim sendo, pode-se verificar que

(162) P(h)—h=¢ / gdz — fdy + o(e) (Ver [D, R, S); [D, R, S, ZJ; [Ra2))
(1.6.3) chamando de M(h) =/ gdr — fdy
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segue de (1.6.2) uma relagio entre a aplicagio de Poincaré (F,) e a fungao de Melnikov
(M) dada por

(1.6.4) Pc(h) —h=eM(h)+ o(e) .

(1.6.5) Obs. 1) Estudar os pontos fixos da aplicagio de Poincaré P, (k) equivale a estudar
as raizes de M(h) (fungao de Melnikov) pois note que:

o=P,(h)—h=eM(h)+o(e)@o=—P‘(’2——h

=M(h)+%)@

@o:M(h)+-o—(f—)¢>M(h)=0 quando ¢ — 0.
Suponhamos que 7, seja drbita periédica de (1.6.1).
Dizemos que ocorre uma bifurcagdo tipo k-ciclo limite (k > 2) se M(h) = --- =
ME=1D(h) = 0.

A equagio do conjunto de bifurcagao do tipo k-ciclo limite é dada por
MMR)=---=MYh)=0, M*h)#£0

Assim sendo, os conjuntos de bifurcacoées serdo caracterizados utilizando o

Método de Melnikov, como veremos a seguir.

(1.6.6) Alguns resultados envolvendo a fungio de Melnikov
1) Bifurcagao do tipo: i) duplo ciclo (triplo ciclo, ...)

ii) duplo ciclo limite externo ou interno (resp. triplo

ciclo limite externo ou interno, ...).

(1.6.6.1) Observagoes:
i) Quando o campo X; apresentar apenas uma singularidade diremos que ocorre

uma bifurcacdo tipo duplo ciclo (resp. triplo ciclo, ...) se k =2 (resp. se k = 3,...);
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il) Iremos denotar as curvas ou superficies de bifurcagdio (no espago de

parametros) tipo duplo ciclo (triplo ciclo,...) por (2C) (resp. (3C), ...).

ii) E quando temos trés singularidades (2 pontos singulares tipo centro, os quais
separam uma sela) conforme o caso (i), visto em (1.5.1); diremos neste caso que ocorre
uma bifurcagdo duplo ciclo limite erterno (resp. interno) se k = 2 com h > 0 (resp.

h < 0); triplo ciclo limite ezterno (resp. interno) se k =3 com k > 0 (resp. h < 0);...).

ii2) Por (2C.;t) (resp (3Ces), ...) denotaremos as curvas ou superficies de
bifurcagdo (no espago de parametros) tipo duplo ciclo limite externo (triplo ciclo limite

externo, ...).

i13) Ainda, denotaremos por (2C;y;) (resp (3Cin¢), ...) as curvas ou superficies
de bifurcacdo (no espago de parametros) tipo duplo ciclo limite interno (triplo ciclo limite

interno, ...).
2) Bifurcagao do tipo Hopf

Suponhamos que Xj; tem um ponto singular nao hiperbdlico p (isto é, os auto-
valores da matriz derivada do campo X; em p (DX, (p)) estdo sobre o eixo imagindrio);
e que a aplicagdo retorno P(h, i) esteja definida préximo de v = X N{p} = {p}.

Dizemos que ocorre uma bifurcagdo tipo Hopf de ordem k em p se
MRB)=MR)=-.-=MEDR)=0; MP(R)#£0.

Logo a equagdo do conjunto de bifurcagao do tipo Hopf de ordem k é dado por
M(B) = - = ME-D(R) = 0.

(1.6.6.2.1) Iremos denotar por (H) (resp. (Hz),...) as curvas ou superficies de bifurcagio
(no espago de parametros) tipo Hopf de ordem 1 (resp. 2, ...).

33



3) Bifurcagao tipo duplo lagco homoclinica

No caso onde «, € um duplo lago homoclinico simétrico, pode-se verificar que
temos uma bifurcagdo tipo duplo lago homoclinico simétrico de ordem:

i) 2k—1,se M(h) = M'(h) = --- = M-D(h) = 0, e MBI (R) = +o0.

ii) 2k, se M(k) = M'(k) = --- = ME=1D(h) = 0, e MW (R) # 0, com M®¥ ()
finito.

(1.6.6.3) Observagoes:
il) Denotaremos as curvas ou superficie de bifurcacdo (no espago de

parametros) tipo duplo lago homoclinico de codimenséao 1 (resp. 2, ...) por (HL); (resp.
(HL,),...).

i2) Quando necessario iremos escrever Sg para superficies de bifurcagoes, onde

B é uma determinada curva de bifurcagio de codimensao 2.

Tais bifurcagoes serao estudadas no capitulo 3. Mais informagées sobre tipos de
bifurcagdes apresentados em (1.6.6) e a fun¢do de Melnikov M(h) poderao ser encontradas
em [Ra2]; [D, R, S}; [D, R, S, Z].

A seguir introduziremos as integrais elipticas, as quais sao ferramentas impor-
tantes para o desenvolvimento do nosso trabalho (Ver [D, R, S, Z]), e em seguida algumas

relagbes existentes entre elas através das Proposicées (1.7.A); (1.7.B).
1.7. Integrais Elipticas

(1.7.1) Definigao. Considere o sistema Hamiltoniano dado por (1.4.3) com H(u,v) =

v2 u2 4

5 " hey + %— Definamos I;(h) = / u¥vdu para ¢ > 0 a integral de uma 1-forma
™

w; = u?'v ao longo de uma 6rbita v, do sistema Hamiltoniano associado.

(1.7.2) Obs. A integral I;(k) estd bem definida uma vez que a 6rbita 4, é compacta.
Uma tal integral I;(k) é chamada integral eliptica (Ver [P]). Estaremos integrando ao
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longo de 4;, tomando como orientagdo positiva o sentido horario.

Iremos agora dar uma relagdo entre as integrais I;(h); a qual nos diz que para

conhecermos qualquer I;(h), basta que conhecamos Iy e I,.

(1.7.A) Proposigao.
1) In=—4pola_y +4h(2n —3) ], 2,n > 2.
ii) Em particular I, = %poll + ;hlo.

Dem. de (1.7.A.1).
Seja v = {(u,v) € y4 | v > 0} o semi-circulo, o qual corta o eixo u nos pontos

c1{h) < e(h), raizes < 1 da equagdo 4¢c = —2pqu? + u'.

1
1.7.3) Note que da fungio Hamiltoniana dada em (1.4.2) segue que v = \/Qh + pou? — %

com v(¢;) = v(cz) = 0.

(1.7.4) Seja Ji(h) = [y+ u¥vdu = ﬁf—:—l—z (note que I;(h) =4 ” u?vdu)
h h
Assim sendo podemos escrever

J. = / u?"vdu =/ uPvdu — poJa_y + podn-1
. 3

h h

= /+(u2" — pou*™ Hvdu + pod,_; -
y

h

Usando a primeira equagao de (1.4.2) ficamos com

(1.7.5) Jn= [ W = pow)edr + podes -
v,

h
Voltando novamente em (1.4.2), donde através do uso da segunda equagao em

(1.7.5) obteremos:
(1.7.6) Jn = — [# u?3vldv + podn-y .

h

A seguir calculemos

(1.7.7) /+ u3v?dy .
7,

h
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Integrando por partes (1.7.7) segue que

cz2(h) -
(178) / u2n—3v2dv — (u2n—3v3) +(2n 3)/ u2n—4v3du
N e1(h) 3 N

A

o3
dy=v2du:'>y=?.

Mas por (1.7.3) temos v(c;) = v(cz) = 0, logo segue de (1.7.8) que

{ T =—u3= dr = —(2n — 3)u?*du

(1.7.9) / ¥ 3vidy = @2n-3)
v,

' / u?"3du .
(3 3 w

h

Logo substituindo (1.7.9) em (1.7.6) segue que

_(2n-3)

1.7.10 Jn
(1.7.10) -

/ u?v3du + poJ,_, -
'Y+

h

4
Notemos que por (1.7.3) vemos que v? = 2k + pou’® — 1‘_’ o qual usando em
p = 2

(1.7.10) segue que

_(2n-3)
(1.7.11) = [,

4
. u?™ 4 (2h + pou® — u?)v du ,
h

e logo ap6s mais alguns calculos efetuados em (1.7.11), e juntamente como o uso de (1.7.4)

resultara que J, = —4poJn-1 +4h(2n — 3)Jp—2 , n > 2.

Ainda recordando por (1.7.4) vemos que J;(k) = !'i—h) , donde segue (1.7.A.).

Dem. de (1.7.A.ii).

Isto é imediato do caso i).

(1.7.B) Proposigao. I, e I; satisfazem as igualdades:
i) Io= %h I+ %1;.
(-3
~ dh
L.

(4p2 + 12h)

.. 4
ll) I] = T-Ho I(’) + 15

15

Dem. de (1.7.B.i)
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Usando as mesmas notagdes que na Proposigao (1.7.A), temos que

Y w\ 1/2
(1.7.12)%(h) = /c,"’ ‘R(h,w)dw  onde R= R(h,w)= (2h + pow? — 7)
com R(¢))=R(c;)=0.

Derivando (1.7.12) com respeito a h temos que

e
(1.7.13) J'(h) = / S com we [a(h),ex(h)].
1
Agora integrando por partes, calculemos Jp.
Assim sendo,

ca(h) 2

Jo) = [° " R(w)dw = wR(w) "4

2 w
c1(h) a Ja R(w)

(w2 - [lo)d‘w )

ou seja, teremos que

(1.7.14) Jo(h) = / =
Usando (1.7.13) segue de (1.7.14) que

c2 w2
(w? — po)dw .

(1.7.15) Jo(h) = —poJ} + J .

Mas por outro lado, temos que

w4
1 (2h — < + pow?)
(1.7.16) Jo(h)=['+ Rdw=/1+(§)32dw=/1+ 2 dw .
h h h

Por um momento recordando de (1.7.12) que R = R(h,w) = (2h + pow?® —
wiy\1/2
—2—) , € usando em (1.7.16) segue

(1.7.17) Jo(h) = 2hJ., — %Jé + gl -

Donde, compararando as igualdades (1.7.15) e de (1.7.17) segue que Jo(h) =
4 B
hds + —3° Ji.

Lembrando agora por (1.7.4) que J;(h) = I‘ih), logo segue (1.7.B.i). =
Dem. de (1.7.B.ii).

c2(h)
(1.7.18) Temos Ji(h) = / " w?R(w)dw .

C1
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Integrando por partes J; obteremos
1 [uwS po [wt
1.7.19 =3 [Faw-2 [=
( ) Ji(R) 3] R dw 5 ) R dw
Usando (1.7.13) em (1.7.19) ficamos com
1 ! 1 ’
(1.7.20) Ji(h) = §J3 - '3'ﬂ0J2 3

mas por outro lado temos que

c2(h) c2(h) 2
1.7.21 Ji(h) = / 2 R(w)dw = / llf ¥
( ) 1 (R) o (w)dw o R
w? wl ,\/?
= /—R—(?h—7+pow) dw .

Agora, logo apés alguns cdlculos juntamente com o uso de (1.7.13) em (1.7.21)

podemos ver que
!

(1.7.22) Jy = 2hJ! — 1’5’: + ol -

Seguindo por meio do uso das igualdades (1.7.20) e (1.7.22) podemos eliminar

J3, ficando com uma igualdade envolvendo J; e J3, a saber:
(1.7.23) -;311 =2hJ{ + E20; .

Basta agora conhecermos J;. Note que podemos obter J; derivando a igualdade
(1.7.A.i1). Logo segue de (1.7.23) que

_ 4, (12h+44) o,
J] -_ 15h”0-]0+ 15 Jl ’
I; .
mas lembrando por (1.7.4) que J; = 1 donde segue (1.7.B.ii). =
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Capitulo 2
Aplicagcao P

2.1. Introdugao

Neste capitulo, introduziremos uma aplicacao P a qual seré itil na determinagao
do nimero de ciclos limites de (1.4.2). Em seguida veremos que P(h) satisfaz uma equagao
diferencial de Ricatti, e logo apés estudaremos o seu comportamento em cada um dos

seguintes casos: €, > 0;¢; = 0;¢; < 0.
2.2. Uma equagao diferencial para P(h)

Observemos que por (1.6.3) a funcdo de Melnikov associada ao sistema (1.4.2)

é dada por
M(h) = / (u,v + pauv — u'v)du
"

Por (1.7.1) temos que M (k) = pyIo(h) + I,(k) — I5(h); e ainda pela Proposicio

(1.7.A.ii) segue que:
4 8

(2.2.1) M(h) = (p — 7’1)10(’1) + (p2 — '7'/‘0)11(’2)

Agora, por (1.6.5) vimos que os ciclos limites sdo estudados como raizes de M.

Dai podemos notar que estudar as raizes de M equivale a estudar as raizes de
_ _ 4
M(h) = M(h), ou seja, equivale a estudar as raizes de M (k) = (u; — ;7-h)Io(h) + (p2 —

Io(h) L
—P(h),onde P(h) = I‘Eh;

A seguir iremos estudar propriedades para P(h), as quais serao iteis no capitulo

3 para completar a caracterizagio do diagrama de bifurcacio de (0.4.16).

Proposigdo (2.2.C) A aplicagdo P satisfaz uma equacao diferencial de Ricatti, dada por:
(2.2.2) 4h(4h + p2)P' = 5uoP? + 8hP — 442 P — 4poh.
De fato, recordando da proposigio (1.7.B) temos que

4 ’

I = 5hI{, + 5‘3911

(2.2.3) . )
! (4“0 + 12h 1

I] 15 oI + '15' Il .
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Usando o sistema (2.2.3), apés vérios cdlculos obtemos que

(—3[1310 - 12’1]0 - [l%]g + 5[10]1)

I' =

° 4h(—p3 — 4h)
(2.2.3)

I = (1‘010 - 511)

T T

Agora, temos que
4 _ '

(2.2.4) P'(h) = L (h)Io(h) — (h)Ig(h)

1(h)
Logo, usando (2.2.4) em (2.2.5) segue a proposigao (2.2.C).
(2.2.5.1) Obs. Notg que se P = P(h);h = h(t) e P = P(t), logo P(t) = P(h(t)) donde
P

segue que P'(h) = T

Assim sendo, podemos considerar P = P(h) como curva solugéo do sistema
{ h = —4h(pu? + 4h)

P = —5u0P? — 8hP + 4poh + 442 P

(2.2.5)

cujo campo vetorial associado é dado por
(2.2.6) Z(h, P) = (—4h(p2 + 4h), ~5puo P? — 8hP + 4poh + 42 P)

(2.2.8) Obs. Desta forma, estaremos estudando P como sendo uma aplicagio cujo

grafico é uma particular linha do fluxo do campo (2.2.7).

(2.2.9) Obs. Por (1.5) segue o dominio da aplicagdo P uma vez que P estd definida
ao longo dos niveis ou érbitas Hamiltonianas (Ver 2.2.1). Logo de (1.5.i) segue que
Dom(P) = {h/h > —%} quando o > 0; e por (1.5.ii) segue que Dom(P) = {h/h > 0}
quando po < 0.

A seguir, estudaremos o comportamento de P para o qual é estabelecida a
seguinte estratégia:

i) Caracterizacio do Retrato de fase do campo (2.2.7).

ii) Estudo das Propriedades de P.
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iii) Esbogo do gréfico de P.

2.3. Um Estudo da aplicagao P

Um tal estudo sera feito em cada um dos seguintes casos:

i) >0

i) po=0

iii) po <0 .

Assim sendo, iniciemos estudando a dinamica do campo (2.2.7) para g, > 0.
Proposigao (2.3.D) O retrato de fase do campo (2.2.7) quando temos po > 0 é dado
pela Figura 2.3.1.

<

I

3
7

AR IN—

Figura 2.3.1. Retrato de fase do campo (2.2.7) (caso uo > 0)
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Podemos supor po =1

(2.3.1) E de facil verificagio as seguintes observagoes:

a) As singularidades do campo Z sdo dadas por: a = (0,0);a; = (0, -:—);ag =

1 11
(_:1-’ 1),03 - (_Z’ g)
b) Sao singularidades do tipo sela: ag € a;.

Notemos que calculando DZ(h, p), obtemos que:

—4 - 32h 0
DZ(h,P) =
—8P+4 —10P —8h +4

Agora, estudando os autovalores da matriz DZ(ap) (resp. DZ(e;)) encontra-
mos que sdo dados por - 4, 4 (resp. - 4, 4).
Logo ag (resp. a;) sdo pontos do tipo sela uma vez que o poduto dos autova-

lores da matriz DZ(ayp) (resp. DZ(a;)) é negativo.

c¢) Os subespacos estaveis e instaveis associados a ag (resp. a2) sdo dados por
B2, = [(-2,1)] € B2, = [(0,1)] (resp. X, = [(0,1)] e EX, = [(~2,1)).
d) A singularidade a; (resp. az) é um né estivel (resp. né instivel).
Notemos que um calculo direto dos autovalores da matriz DZ(e;) (resp.
DZ(a3)) nos dao: autovalor duplo = —4 (resp. autovalor duplo =4).
e) O subespaco invariante estivel (resp. instavel) associado a a; (resp. a3) é
dado por EZ = [(0,1)] (resp. E¥, = [(0,1)], onde as solugdes
3(t) = (a(t),b(t)) = (cre™, cat + cste™) (resp.
B(t) = (c(t),d(t)) = (dye*, dyt + dste?) )
, b(t) d(t) ) . . _
é tal que —~ — Foo (resp. ——+ — +00), ou seja, as solugdes entrardo tangenciando

a(t) c(t)

E} com tangente Foo (resp. E}, com tangente +oo).

f) Das observagbes a) até e) segue a Figura 2.3.2.
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Figura 2.3.2. Esbogo local das érbitasde Z : yp = 1

No que foi visto, ou seja, nas observagoes de (a) até (e) estamos sempre nos
referindo ao campo do qual provém de (2.2.7) quando temos po = 1, o qual estamos e
continuaremos a chamar de Z até quando mencionarmos o contrario.

Ainda observemos que:

g) As linhas L; = {(—i—,P)/P € R} (resp. L, = {(0, P)/P € R}) é invariante
pelo fluxo do campo Z, uma vez que segue da equagdo (2.2.6) que h|h=_} = 0 (resp.
h|h=0 = 0).

h) A segunda componente do campo Z aponta para baixo (resp. para cima) em

P = oo (resp. em P = 5) uma vez que segue da equagio (2.2.6) que P|p=o = —0o (resp.

. 3
PlP:% = Z)'

1
i) Temos que P(h) > 2 Vh €] - i,O[. Note que ja observamos em (2.3.1.h) que
Plp=% = g > 0, donde segue (2.3.1.i).
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(2.3.2) Agora, notemos que a separatriz instavel néo sai da faixa B. Isto segue do uso
das observagoes (2.3.1.g; h; i) (Ver Figura 2.3.3) =

Y v ¢
L\ f
o¢

{4t

phe

Figura 2.3.3. Uma visdo geométrica da separatriz instivel () dentro da faixa B

(2.3.3) Obs. Logo concluimos que em particular existe uma 6rbita do campo Z saindo

do ponto (_Z’ 0), a qual nao sai da faixa B; além disso, é a 1nica érbita que sai desse

1 ,
ponto uma vez que o ponto (—4—, 0) é um ponto de sela.

Continuando, vejamos a seguinte afirmacao:
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(2.3.4) A separatriz instavel do ponto de sela (—i—,O) conecta-se ao ponto (0, %) .

De fato:

Seja v a curva solugdo do campo Z tal que v contém a separatriz instavel do
ponto de sela (_Z’ 1). Por (2.3.1.h) observamos que P|p=o = —00, donde segue que a
separatriz 7 ndo pode ir para o infinito, e juntando ainda (2.3.3), vemos que existird um
compacto K C B C IR? tal que v estd presa dentro de K.

Logo, segue pelo Teorema de Poincaré-Bendixson que w-limite de v, o qual
denotaremos por w(7) serd uma singularidade ou uma 6rbita periédica.

E facil ver que w(vy) ndo pode ser a3, j4 que a; é uma singularidade do tipo
sela.

Também vemos que o w(7y) nido pode ser uma érbita periddica, pois se isto
acontecesse, implicaria na existéncia de uma singularidade no inteior da faixa, o que é
uma contradi¢do, uma vez que o campo Z tem somente 4 singularidades.

Assim sendo, segue que o w(+y) sera a singularidade (0, <) .

Logo, existirda uma tnica érbita v de Z, situada no interior da faixa B tal que

~ une os pontos a; e «ap, donde segue o que queriamos.

(2.3.5) Obs. Sabemos que o grafico da aplicagio de Poincaré (ou Gr(P)) é uma linha do
fluxo do campo Z, cuja dinamica pode ser vista na Figura 2.3.1. A seguir iremos estudar
o comportamento de uma “tal linha” do fluxo, de onde podemos verificar que o Gr(P)

neste caso (po = 1) é dado pela Figura 2.3.4.
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1
ey

Figura 2.3.4. Gréfico da aplicacdo P para o caso yg = 1

Proposicao (2.3.E.) Quando po = 1 temos:
1
i) P(-=-)=1.
i) P(-7)
ii) O grafico da aplicagao P é uma curva solugao v do campo Z.

i) a) P(O)=§; b) P’(—i):—% ¢) P'(0) = —oo.

iv) A imagem de [—i,O] por P est4 contida em [%, 1], isto é, P[—%, 0] C [%, 1].

, . 1
v) P é estritamente decrescente em [—Z’ 0.

vi) P(h)> % Vi > 0.
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vii) P(h) — 400 quando h — +o00.
viii) Quando h — 400 temos P(k) =~ kv/k, onde k = cte > 0.
ix) P'(h) — 0 quando h — +o00.

x) P é estritamente decrescente em ]0, h*[; estritamente crescente em h > h*,

para um unico A* > 0.
. , 1
xi) P é convexa em | — T 0[.
xii) P"(h) > 0 quando A >0 e P'(h) <0.

xiii) 3k > h* tal que P"(h) = 0; P"(h) > 0se0 <h < h e P"(h) <0 se
h > h.

Vejamos a prova da Proposigio (2.3.E).

Estaremos considerando as mesmas notacdes; e as mesmas conveniéncias como

foi feito na proposicio (1.6.A).

Prova de 2.3.E.1.

(2.3.6) TemosqueIoh)—4/ \/ ——+2hdu>0]aque 2-———+2heuma

fungao continua e positiva.

1 1
(2.3.7) Segue ainda por (1.5.4) que u — +1 quando h — ~2 = u? — 1 quando h — ~1

4

(2.3.8) Também temos que v(u) = uz—%-+2h nao muda de sinal e é
, 2—V4+8h 2+v4+8h
continua em v € I = [~ — > ——-——2—-———], donde segue que

2+\/4+8h]
— -

/ uvdu = 4fu2v(u)du = 4(u?)* /Cv(u)du para algum (u?®)* € [0,
Th 0 0
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(2.3.9) Podemos concluir que (u?)* =1 quando h — —i— .

Logo pelas observagbes dadas por (2.3.6); (2.3.7); (2.3.8); (2.3.9) segue que

N . L)y [, vPvdu
F 4) B hl—l-rP} P(h) = hl-l.rfl} Io(h) — hl_l.r.r.ll [, vdu

4

lim (u?)” Jo v(u)du = lim (u*)*=1 =

h—-1  Jov(u)du h——1

Prova de 2.3.E.ii. .
Por (2.3.E.i) temos P(—Z) = 1 e pela Obs. (2.3.4) segue que o grafico de P

coincide com a orbita 4. =

Prova de 2.3.E.11.

Notemos que:
(2.3.10) o item (a) é imediato de (2.3.E.ii) pois o w-limite de v é igual a (0, %) )
(2.3.11) o item (b) segue de (2.3.1.c) ao observar que EX =[(-2,1)].

(2.3.12) o item (c) € concluido a partir de de (2.3.1.€) ao notar também que a; € atrator.

Prova de 2.3.E.iv. 1o
(2.3.13) Isto segue de (2.2.6) uma vez que P|P=% = —-—5—h >0 e Plpoi=—-1-4h<0;

1 . . .
se —7 < h <0, ou seja,em P = e componente vertical do campo Z aponta para cima

eem P =1 a componente vertical do campo Z aponta para baixo.

Note que por (2.3.11) temos P’ (—i) < 0 donde segue (pela continuidade de P’)

que P’(h) < 0 numa vizinhanga V de ——, ou seja, P é estritamente decrescente em V.
Logo a curva solugdo 4 = Gr(P) de (2.2.6), localmente estd abaixo da linha
P=1.
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Agora por (2.3.13), segue que v nao pode cortar a linha P = % e nem a linha

1
P=lpara—z<h<0.
Logo o grafico de P fica abaixo da linha P = 1, e notando ainda que P’'(0) = —o0
(Ver 2.3.12) segue que o grifico de P devera ficar acima da linha P = 5 tendo tangente

com coeficiente angular igual a —oo em (0, P(0)). Logo segue (2.3.E.iv). =

Prova de 2.3.E.v. )
Provemos que P' < 0 Vh €] — 7 0.

Consideremos a equagio P = 0, isto é, a equagio —5P2 — 8hP + 4h + 4P =0
a qual descreve os pontos onde o campo Z é horizontal.

Da equagao P=0, por alguns calculos diretos encontraremos

—4h+ 2+ V16h2 + 4h + 4
5

Pl(h)=

—4h 42 —/16h2 +4h + 4

Py(h) = 3 ,

tais que Py(h) > % e Py(h) < % Vh €] — -}1-,0[ .

E facil ver que parte do grifico de P, estd contida na faixa B, ou seja, é um
4P — 5P?

arco S o qual visto h em termos de P (ao longo de S) teremos que h = SP_1

(2.3.14) Por (2.2.7) segue que h = —4h(1 + 4h) > 0 Vh €] — %, 0[, donde segue que a

primeira componente do campo Z é horizontal para a direita.

(2.3.15) Observe que o campo Z é transversal sobre § uma vez que

4 (24 16h) 1
P{(h) = —< <0 Vhel—-, 0.
1(h) 5+5\ﬁ6h2+4h+4 €] 4 [
Notemos ainda que Pl,(_i_) = —1. Por outro lado P'(—%) = —-;— > P{(_%) =

—1, donde vemos que a reta tangente a S no ponto a, tem inclinagio igual a -1, cujo

valor é inferior a inclinagdo da reta tangente a 6rbita 4 = Gr(P), a qual é igual a ~3
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Logo (por continuidade de P’) segue que Gr(P) numa vizinhanca W de a, esta

acima da curva S em W.

(2.3.16) Como o campo Z é horizontal, direcionado para a direita em S (Ver 2.3.14) e
transversal a S (Ver 2.3.15) segue que 4 ndo pode cortar o arco S quando t — +o0, €
portanto, v esta inteiramente contida na faixa B, situada acima de S (Ver Figura 2.3.5).

Por outro lado temos que P’ (—i) = —-;— < 0, donde segue (pela continuidade

de P') que P'(h) < 0 numa vizinhanga V de h = —-‘li .

/

(2.3.17) Logo para h > ——% , com h € V teremos que P < 0 pois P = % (Ver Obs.
2.2.5.1) e P' < 0.

Agora em (2.3.16) vemos que a orbita v estd acima de S; e portanto por (2.3.17)
em algum ponto sobre o Gr(P) temos P < 0.

Logo, por continuidade de P temos que P < 0 na regiao acima de S, e em

particular sobre Gr(P).

/
Portanto, temos P <0 e h > 0 sobre o Gr(P); mas como P = T entao segue

que P'(h) < 0 Vh €] - :11-,0[, donde segue o que queriamos. =

50



onaco 9 é_af_/
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Figura 2.3.5. Uma partedo Gr(P) acima da curva §

Prova de 2.3.E.vi. 3

Podemos observar por (2.2.6) que P|P=% =7 0 Vh > 0, ou seja, a segunda
componente do campo Z em P = %, aponta para cima; donde segue que o Gr(P) fica

acimada linha P=-. =

2

Prova de 2.3.E.vii.
Temos que Jo(h)P(h) = I,(h) onde

‘ _ c 2 2__“11 )1/2
(2.3.18) J(w) = [ o (w > +2h)  dw

com c satisfazendo a equagio 4h = c¢* — 2¢* (Ver item (i) da Prop. (1.7.A).)
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4
Fazendo a substituigdo w = ¢z em (1) e usando que 2h = % — c? segue que:

c . X 4 1/2
Ji(h) = / Bt (czz2 - %z‘ + 2h) dz =
0

1 2 &2 1/2
_ 2 2if(,2_\_CS ,4,.C¢ _
—c-[)(cz) ((z 1) 57 + 2 1) dz
ou seja,

/2

(2.3.19) Ji(h) = cz-/‘)l(cz)zig(z) onde g¢(z)= ((z2 -1)- %2(1 - z‘))l

Por um instante vejamos as seguintes afirmagoes:

(2.3.20) a) Existe D, > 0 tal que Jo(h) < D,

b) Existe D, > 0 tal que ch(sh) > D,.
Prova de (2.3.20.a). E de facil verificagdo que g¢(z) < -—\;_—2 Vo<z<l1.
Logo
J(h)"02/1 (Z)dz<c"’/l -idz—i—Dc3 onde D—-l—
o= 'og - o V2 _—\/-2_._l l_\/i'.

Prova de (2.3.20.b).

1

Observemos que J;(h) = c“/ 2%g(2)dz (por 2.3.19).
0

Donde segue que

M:/()l igiﬁdz='[)lzz(22—l +(l—z4))1/2 &

s c c? 2
ou seja,
MO [ (T ) e
Agora, notemos que cliinm ch(sh) = [) 1 2? (_(_1___2_53)1/2 dz
De fato:

2__1 1_4
L=

Consideremos f.(z) = 422(2 2 )

1/2
) e notemos que:
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(23.201) lim f() = 22((—1:2—23)1/2 —f(z) V0<z<1.

2% — -2\
23202 1)< (0 CZEN T o g

(2.3.20.3) g é integravel em [0,1] pois g € continua em [0,1].

Logo, segue como consequéncia do Teorema da Convergéncia Dominada (Ver

F) aue 1
lim /fc(z)dzf:./o f(2)dz , ou seja,

c~++00

_n(k) p
(23.20.4) lim —l(cs—) - /0 f(z)dz=A>0. u
J](h) > 05D2

(2.3.20.5) Agora, usando (2.3.20.a) e (2.3.20.b) obteremos que P(h) = Joh) = @D, ~

¢D; D>0.

Logo, fazendo ¢ — +00 = ¢?D — 400 = P(h) — +o00, ou seja, segue o que
queriamos.

Voltando em (2.3.18) vemos que fazendo A — +00 = ¢ — +00 pois ¢ ~ h/4
quando A — 400 (Ver em 2.3.18 a equacgio que c satisfaz), donde segue por (2.3.20.5) que

P(h) — +o00. Portanto, segue o que queriamos.

Prova de 2.3.E.viii.
Veremos uma aproximagao para P quando h — +00.
Temos que I;(h) = 4J;(k) onde
4

c . w 1/2
Ji(h) = / w? (w2 -3 + 2h) dw com 4h=c'—22.
0

Analogamente ao que foi feito em (2.3.E.vii), fazendo a substituicio w = cz e
4

c
usando que 2k = — — ¢? obteremos que

2

. 1 . — o4 2 _
I,(h) = 4J,(h) = 4CZ'+3/ 22'\/17 22 + ; ; dz .
o —
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4
E novamente da equagido 2h = % — ¢? segue que ¢ ~ h'/4 quando h — +oo0.

Logo quando h — +00 = ¢ — +o0.
Agora,
W, R &

P(h) = Tolh) = c 0 \/I__;ZT:EEZ_: py
ou seja,
P(h) _ k25 + 55 de
¢ hVEE
J4 sabemos que ¢ ~ h'/? uma vez que ¢ ~ h'/4,
Donde segue usando o Teorema da Convergéncia Dominada como vimos em
2.3.E.vii que

P(k) ~ kv/h  quando h — 400 onde

1 — 24
12/ 4
k._

oo [1-2 )

Prova de 2.3.E.ix
Segue de (2.3.E.vii) juntamente com a propriedade de P ser convexa e estritamente cres-

cente para h > h, a qual sera vista posteriormente em (2.3.E.x) e (2.3.E.xii1).
Prova de 2.3.E.x

Veremos agora que 3'A* > 0 tal que P'(h*) = 0, P'(h) < 0 Vh < h* e
P'(h) >0 Vh>h* .

Por 2.3.E.vii e por 2.3.E.ix segue que 3b; > 0 tal que P'(d;) = 0. Assim sendo

basta mostrarmos que b; é um ponto de minimo, isto é, P“(b;) > 0.
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De (1.7.15) e (1.7.17) segue as equagoes

Jo=—J! +J.
(2.3.21) .
Jo= —2hJo— 2 +J;

e de (1.7.20) e (1.7.22) obtemos

_Js_ S
h=3-3
(2.3.22)
J1=2hJ1——%+J£
Agora, usando (2.3.21) e (2.3.22) temos as seguintes equacoes:
3Jo = 4hJ§ + J}
(2.3.23)
15J; = (4 + 12h)J, + 4hJ,

(2.3.24) Por um momento vejamos a seguinte afirmagao:

Se P'(hy) = 0= Jo(hy)P"(hy) =

(P2(hy) + 8hy P(hy) — 4hy)
4hy(1 + 4hy)

Jo(ha) -

De fato:

(2.3.24.1) Inicialmente, observemos ser de facil verificagao que:
se P,(hl) =0= Jo(hl)P”(hl) = I;I(h]) - P(hl)Jg(hl) .

Agora, derivando 2 vezes de ambos os lados das equagdes (2.3.23), obteremos

4hJ" + JV = —J}
(2.3.24.2)

3J, — 4J, = 4hJY + (4 + 12h)J"
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De (2.3.23) (resp. de (2.3.24.2)) segue que

44 l2h)Jo -5

|
Jo= 4h(1 + 4R)

(2.3.24.3)
('—JO + 5J1)

S = 4h(1 + 4h)

J! = _(J; + 4hJ6)
7 4h(1 4 4h)
(2.3.24.4) ( resp. )

(—4hJ, + 4hJ})
4h(1 + 4h)

Agora, calculando a derivada de ordem 2 da igualdade JoP = J;, obteremos

" o__
J =

que

(2.3.24.5) JoP" =

(J5do = DiJg) _ o (Hido = JJ8)
Jo J2 '

(2.3.24.6) Ainda pode-se verificar que se P'(hy) = 0 = Ij(h,) P(hy) = I(h,).
Logo, usando (2.3.24.6) em (2.3.24.5) obteremos que:

(Jo(h1)P(hy) + 4hyJg(hy))

"h.) = —
Jo (k) 4hy(1 + 4hy)
(2.3.24.7)
—4h,J! (R h !
J{’(hl) — 4 1']0( 1)+4 IP(hl)Jo(hl)

4hy(1 + 4hy)
Logo usando (2.3.24.3); (2.3.24.6); (2.3.24.7) obteremos que

(—4h1 + 8h P(h1) + P*(h1))
4hy(1 + 4hy)

(2.3.24.8) Jo(h1)P"(hy) = Jo(hy) .
Voltando agora em (2.3.24.1) e comparando com (2.3.24.8) segue (2.3.24).

Seguindo agora com o uso de (2.3.24) podemos ver que

(2.3.24.9) P"(h,y) tem o mesmo sinal que P?(hy) + 8h,P(h;) — 4h;, uma vez que
Jo(h1) > 0 ;
Jo(h1)

m>0 para h; >0,

56



e através do uso de (2.3.24.5) e (2.3.24.6) resultard a equagao

(2.3.24.10)  5P%*(h;) + 8hyP(hy) — 4P(hy) —4h; =0 com P(h;) >

B =

(Ver Prop. (2.3.E.vi)), da qual resulta que

b — =3P (k) +4P(hy)
7 8P(h) -4
1 1 4
Mas hy >0 com P(hy)> 5 segue que 5 < P(h) < £
Ainda de (2.3.24.9) obteremos a equagao
(2.3.24.11) P?(hy) + 8hy P(hy) — 4k = 4(P(hy) — P*(y))

a qual comparada com P%(hy)+8h; P(h;)—4h, (Ver (2.3.24.9)); podemos ver que P"(h;)
tem o mesmo sinal que P(h;) — P%(h,).

Como o sinal de P(h;) — P?*(h;) é positivo uma vez que 0 < P(h;) < 1 (Ver
2.3.24.10), entdo segue que P"(hy) > 0.

Agora, quanto a unicidade de k, isto segue pelo fato de que se P'(h) = 0
para h>0= P"(h)>0. =

Prova de 2.3.E.xi

Mostraremos que P”(h) <0 Vh €] — %, 0[.

Observemos que de (2.2.2) segue (2.3.25) e (2.3.26), isto é,
(2.3.25) 2h(4h +1)P" = P'(5P — 12h — 4) + 4P — 2

(2.3.26) 2h(4h + 1)P" = P"(5P — 28h — 6) + P'(5P' — 8)

(2.3.27) Usando (2.3.25) e os itens (2.3.E.i); (2.3.E.ii) podemos verificar que P”(—i) =

7

5 -
1
Dali, P”(_Z) < 0 = pela continuidade de P” que P"(h) < 0 numa vizinhanga
1
de h = —-.
© 1
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(2.3.28) Em diregio ao que queremos, suponhamos que 3k €] - i, 0[ tal que P"(h) =0

1 -
e que P’(h) < 0 para -3 < h < h.

Fazendo h = k em (2.3.26) obtemos:
2h(4h + 1)P"(h) = P'(h)(5P'(h) — 8)

donde segue que

A

_ 5P'(h) -8

Pmil Ll )
") = k1)

Note P"(h) < 0, uma vez que P'(h) <0< -2— (Ver 2.3.E.v); e que 2h(4h + 1) < 0 para

a

1
- < h<O.
4< <

Assim sendo, isto é, P’”(il) < 0 = P”" é estritamente decrescente numa vizi-
nhanga V de h.
Logo se b < h em V = P"(k) > P"(h) = 0, ou seja, 3k € V; P"(k) > 0.

)

Por outro lado sabemos que P”(_Z) < 0, entdo segue pela continuidade de P”
que 3h' € (—%, iz) tal que P”(h’') = 0, o que é uma contradi¢io pois por hipétese temos
P"(h) < 0 para —% < h < h (Ver 2.3.28).

Portanto P"(h) # 0 Vh €] - i, 0[. Mas por outro lado P"(—i) < 0; o que

logo (pela continuidade de P”) temos que P”(h) <0 Vh €] — i, O =
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Prova de 2.3.E. xii

Por (2.3.E.x) 3! h* > 0 tal que P'(h) < 0 quando 0 < h < h* e P'(h*) = 0.
Entdo segue que P é estritamente decrescente em ]0, h*[, donde obtemos que P(h) < %
em 0, h*[, ou seja que 5P — 4 < 0.

Recordando por 2.3.E.vi temos P(h) > % Vh > 0. Assim sendo, temos P"(h) >
0 VR >0 e P'(h) £0, uma vez que por (2.3.25) temos que

_ P'(5P—4—12h) +4P —2

P 2h(1 + 4h)

Prova de 2.3.E. xiii

Como P” é continua, segue por (2.3.E.viii) e (2.3.E.xii) e pela continuidade de
P" que 3h > 0 tal que P"(h) =0 com h > h*.

Unicidade de h.

Seja k o primeiro tal h. Portanto k > h*.

Assim sendo, necessariamente devemos ter P"(h) < 0.

De fato:

(2.3.29) Suponha que P"(h) > 0 = P"(h) é est. crescente numa vizinhanga
V=lh—e,h+¢[.

(2.3.30) Mas por hiptese  P"(h) >0 para h €]k —¢, k|

Agora, com maior razio, segue de (2.3.29) e (2.3.30) que P"(h) > 0 em

Jh — €,k + €], 0 que é um absurdo!, pois k é um ponto de inflexao!

Ainda, observemos que P"(k) = 0 nio poderi acontecer.
Facamos a prova disso por contradi¢ao.
Suponhamos que temos P"(k) = 0. Sabemos que P"(k) = 0, donde segue de

(2.3.26) que P'(h) = g :

Derivando ambos os lados da igualdade dada em (2.3.26), e usando que P'(h) =
8

'5? P"(il) = P"’(il) = 0, obtemos que P(“)(iz) =0.
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Logo, tomando as derivadas sucessivas calculadas em h = h, e através de (2.3.26)
podemos verificar que P®)(k) = P(G)(iz) =...=Ph)=---=0="--- .
Assim, podemos concluir que P é um polindomio, pois em torno de h temos:
P(h) = P(h) + P'(k)(h — k), ou seja,
. 8 -
P(h) = P(h) + g(h —h),
o que é um absurdo!, pois P é analitica mas nao é um polinémio, uma vez que P'(0) = —oo
(Ver 2.3.E.iii).
Logo devemos ter P"(h) < 0.

Agora, por um momento vejamos as seguintes observagoes:
Obs. (2.3.31) Os zeros de P'(h) ocorrem com P"(h) > 0. Isto segue de (2.3.25).

Obs. (2.3.32) P'(h) <

(SR Re o]

Usando (2.3.26) do item (xi) quando k = A ficaremos com
(2.3.32.1) 2h(4h + 1)P"(h) = P'(k)(5P'(h) — 8)

Por outro lado, temos que 2h(4h +1) > 0 ; P"(h) <0 e P'(k) > 0 pois
h > h* (Ver 2.3.E.x), donde segue (2.3.32).

(2.3.33) Vejamos agora através do uso de (2.3.31) e (2.3.32) que h é o iinico ponto de

inflexao.

De fato:

Suponhamos que 3h; > h tal que P"(h;) = 0.

Logo segue que P'(h;) < P'(k) < g (Ver 2.3.32). Por outro lado, usando
(2.3.31) obtemos que P’(h;) > 0.

Notemos ainda que segue de (2.3.26) P"(h;) < 0, uma vez que P'(hy) >
0; P'(hy)=0 e 0<P'(ly) < -2— .

Tendo P"'(h;) < 0 entdo segue pela continuidade de P que 3 uma vizinhanca
W de hy tal que P"(h) < 0 em W, ou seja, P" é estritamente decrescente em W. Logo
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pela continuidade de P” segue que 3 um ponto & €k, hy[ tal que P”(£o) = 0, 0 que é um
absurdo!, uma vez que temos por hipdtese P"(h) £ 0 Vh €]k, hy). =

A seguir estudaremos o caso go = 0, mostrando o retrato de fase e o grafico da
aplicacao P associado ao campo Z nesse caso.

Primeiramente veremos que o retrato de fase do campo Z sera dado pela Figura

(2.3.6).

Figura 2.3.6. Retrato de fase do campo Z quando po = 0

Proposigcao. (2.3.F) Quando po = 0, o retrato de fase do campo (2.2.7) é dado pela
Figura 2.3.6.

Prova: Segue de (2.2.6) que

h = —16h?
3.34 .
(2.3.34) {P:——ShP,
cujo sistema resolvendo diretamente obtém-se
1 C2
h(t)= ——— ; P(t) =
(t) 16(t + 1) (t) |t+c3|%
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donde segue que P(h) = A\\/|h| com X = cte.

(2.3.35) Obs. O campo Z(h,P) = (—16h? —8hP) definido em (2.3.34) tem o eixo P
como conjunto de singularidades, ou seja, tem infinitas singularidades.

Logo, concluimos que o retrato de fase do campo associado a (2.3.34) é dado
pela Figura (2.3.6).

Vejamos agora que o Gr(P) é dado pela Figura 2.3.7.

Figura 2.3.7. Grdfico da aplicagdo P quando yp =0

Proposigdo. (2.3.G) Quando po = 0, temos que P(h) = kv/h Vh > 0, onde k é uma
constante positiva dada no item viii) da Proposigao 2.3.E (Ver Figura 2.3.7).

Prova. Temos pelo item (viii) da Proposicio (2.3.E) que P(h) =~ kv/k quando h — 400,
ou seja
|P(h) — k\/l;| — 0 quando h — +oo.
Ainda pela Proposigao (2.3.F) temos que P(h) = A/|A|.
Agora,
|P(h) — kvVR| = |AVR — kVR| = |A — K|V,
ou seja, |\ —k|vk = 0 quando h — 400, donde segue que |A — k| — 0 quando

h — 4o00.
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Logo concluimos que A=k. =

(2.3.36) Obs. A aplicagio P no caso po = 0, estd definida para valores de h > 0 (Ver
1.5.3).

A seguir, estudaremos o caso po = —1, onde obteremos a Figura 2.3.8

L

A 4

Figura 2.3.8. Retrato de fase do campo Z : po = —1.

Proposigao. (2.3.H) Para po = —1, a dinamica do campo (2.2.7) é dado pela Figura
2.3.8.
Temos aqui, uma analogia & Proposigio (2.3.D). Assim sendo, segue de (2.2.7)
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o sistema

(2.3.37)

h = —4h(1 + 4h)
P =5P? —8hP —4h + 4P ,

o qual define aqui (quando go = —1) o campo Z dado por

Z(h, P) = (—4h(1 + 4h),5P% —8hP — 4h + 4P) .

Notamos ser de ficil verificagdo que:

(2.3.38) As singularidades do campo Z sdo dadas por S, = (0,0); B = (0, ——%); B2 =
1 1 1
(_Za'—l)a Ps = (—Z’ —5) .

(2.3.39) As singularidades fBo, B2 (resp. Bi; B3) sdo do tipo sela (é um né atrator; um né

repulsor).
(2.3.40) As retas R, = {(—i,P) / P € R} e R, = {(0,P) P € R} sao invariantes

pelo fluxo do campo Z.

Logo, na mesma diregio de estudo feito para po = 1, podemos ver que o retrato
de fase de Z (quando po = —1) é dado pela Figura 2.3.8.
Vejamos agora que o Gr(P) é dado pela Figura 2.3.9.
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Figura 2.3.9. Gréfico da aplicagao P quando pp = —1.
Proposicao. (2.3.1) Para pyo = —1 temos:
1
i) &) PO)=0 ; b) PO)=; ¢ PO)=-3 -

ii) O grifico de P(h) coincide com a separatriz estivel do ponto de sela

,BO = (OaO)
i) P'(h) >0 VA >0.
iv) P"(h) <0 Vh>0.

v) Quando h — 400; P(h) =~ kv/k com k > 0, onde k é dado na Proposigio
(2.3.E); item (viii) (Ver Figura 2.3.9).

Para a prova da Proposi¢ao (2.3.1) basta usar as mesmas idéias que foram usadas

na Proposigio (2.3.E), assim como faremos ligeiramente logo abaixo:
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Prova de 2.3.1L.i

Os itens a), b), ¢) sdo de faceis verificagio. =

Prova de 2.3.Lii
(2.3.41) Pode-se verificar que a linha R, é a variedade instavel do ponto f, = (0,0). Logo

existe uma unica curva do campo Z, a qual chega nesse ponto e que esta contida na regiao

{(/,P)/h>0 e P€ R).

(2.3.42) Seja T uma “tal curva solugao” dita em (2.3.41), tal que I" contém a separatriz
estdvel do ponto By. Por 2.3.1.i temos que P(0) = 0. Assim sendo, segue-se que o grafico

de P(h) coincide com a érbita T

Prova de 2.3.1.iii

(2.3.43) Considerando a equagao P= 0, iremos encontrar por alguns calculos diretos

~ 4h — 24 2V/16h2 + h +1 = 4h —2 —216h% + h + 1
Py(h) = 5 Py(h) = > _
. 73 ~ , I 4 . .
Pode-se verificar que P, ndo convém, uma vez que P,(0) = —g Assim iremos

considerar P, .
Notemos agora ser de facil verificagio as seguintes observagdes envolvendo P;:
(2.3.44) P (0)=0; P(h)>0 Yh>0.

(2.3.45) P!(h) >0 Vh > 0, donde que o campo Z é transversal sobre o grafico de
Py(R).

(2.3.46)  PJ(0) = 1. Logo observando o item b) de (2.3.1i), concluimos que a reta
tangente ao grafico de P;(k) no ponto (0,0) tem inclinagio superior a inclinagio da reta
tangente ao grafico de P(h); donde resulta pela continuidade P! que o grafico de P,(h)

estd acima do grafico de P(h), numa vizinhanga V de 0.
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(2.3.47) A drbita T nio corta o grafico de P(h). Para isto, notemos que o campo Z é
transversal sobre o grafico de P;(h) (Ver 2.3.45), além disso, sendo horizontal apontando
para & esquerda sobre o Gr(P,) pois temos h = —4h(1 +4h) <0 e P=0.

(2.3.48) De (2.3.47) segue que a 6rbita I', ou seja, o grafico de P(h) fica abaixo do grafico
de Py(h).

(2.3.49) Em algum ponto do Gr(P) temos P < 0. Nesta diregio, recordemos por (2.3.1.i)
que P'(0) = % > 0, donde segue (pela continuidade de P’) que P'(h) > 0 numa vizinhanga

W C V de 0. Assim vemos que em algum ponto do grifico de P(k) temos P(t) < 0 para
algum instante ¢, pois observe que P = P'(h)h com P'(h) >0 em W e h <0.
Logo, por (2.3.48); (2.3.49); e também pela continuidade de P<0e h<0

segue O que queriamos. m

Prova de 2.3.Liv a1

Pelo item i) da Proposi¢do (2.3.1) temos que P"(0) = ~5 < 0, donde segue
(por continuidade de P”) a existéncia de uma vizinhanga W de 0 tal que P"(h) < 0 em
w.

Agora, de (2.2.2) obtemos as igualdades abaixo (quando po = —1):
(2.3.50) 4h(4h + 1)P" = —10PP' — 24hP' —8P' + 8P + 4
(2.3.51) 2h(4h +1)P" = P"(—5P — 28h — 6) + P'(—5P' — 8)
Logo temos que P"(h) <0 Vh > 0. (Isto resulta do uso de (2.3.50) e (2.3.51)),

chegando numa contradicio em supor que 3k €]0,+oo| tal que P"(h) = 0 e P"(h) <
0 VO< h<h< 400 (Veritem (xi) da Prop. (2.3.E)).
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Capitulo 3

Diagramas de Bifurcagao

3.1. Introducgao

Neste capitulo, estudaremos: a) o diagrama de bifurcagao do sistema (0.4.16)
relativo ao surgimento de duplo lago homoclinico simétrico de ordem 2; b) o diagrama
de bifurcagdo para (0.4.16) quando €; > 0 (resp. €; = 0;&; < 0) o que corresponde ao
caso po = 1 (resp. po = 0; po = —1) e finalizando c¢) anélise qualitativa do diagrama de
bifurcagao de (0.4.16).

3.2. A bifurcacao laco homoclinico simétrico de ordem 2
(3.2.A) Proposigao. Se o sistema (0.4.16) tem uma bifurcagdo tipo duplo lago ho-

moclinico simétrico de ordem 2 (HL;), entdo o seu diagrama de bifurcagéo é dado pela
Figura 3.2.1

“L

Ln’_ % Lnn

Figura 3.2.1. Diagrama de bifurcagao tipo duplo lago homoclinica
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Algumas Observagoes

Nas respectivas regioes da Figura 3.2.1 temos as seguintes configuracoés:

(a) Regido I (b) sobre a linha Ly; (c) Regiao III

Figura 3.2.2. Bifurcagdo (2C,,:) sobre a linha Lj;

N

=9 =

(d) Regiao I' (e) sobre a linha Ly (f) Regiao 111’

Figura 3.2.3. Bifurcagio (2C;y¢) sobre a linha Lyp

(g) Regido I (h) sobre linha Ly (i) Regiao I

Figura 3.2.4. Bifurcagdo tipo (H L) sobre a linha Ly
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o GO

(j) Regido II1 (1) sobre a linha Ly (m) Regiao 11T’

Figura 3.2.5. Bifurcagao tipo (HL)

C MG

(n) sobre a linha Ly (o) sobre a linha Ly (p) sobre a linha Ly

Figura 3.2.6. Bifurcagdo tipo (H L2) (Colapso de dois lagos homoclinicos)

(3.2.1) Obs. Notemos que o duplo lago homoclinico simétrico surge quando €; > 0 (Ver
1.5.i).

Consideremos a Figura 3.2.7.
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Ox0O <O (<

(2) (b) (c)

Figura 3.2.7. Tlustragao dos zeros de P.(h) — h, juntamente com os correspondentes ciclos

limites.

(3.3.2) Na Figura 3.2.7a temos um par de ciclos limites internos; em 3.2.7.b apresenta

um duplo lago homoclinico simétrico; e na Figura 3.2.7.c temos um ciclo limite externo.

(3.2.3) Obs. J4 foi observado em (1.4) que sob uma nova mudanca de coordenadas (Ver
1.4.1) realizadas em (0.4.16), passamos a estudd-lo como uma perturbagao de um sistema
Hamiltoniano dado por (1.4.2).

Assim sendo, iremos dar o diagrama para a bifurcagio tipo (H L;) do sistema
Hamiltoniano (1.4.3), quando este apresenta um tal tipo de bifurcagao.

Observemos ainda que o duplo lago homoclinico simétrico ocorrendo para ¢; > 0
(Ver 3.2.2), é estudado através de (1.4.3) quando temos po > 0 (Ver 1.5; i).
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Prova da Proposigao (3.2.A).

A demonstragio da Proposicdo (3.2.A) decorre dos seguintes passos: (3.2.4) até
(3.2.15).

(3.2.4) Recordando por (1.5.9), temos que o nivel & = 0 corresponde ao lago duplo
homoclinico simétrico para o sistema (1.4.3) (ver Figura 3.2.3.b).
Vejamos que podemos definir a aplicagao de Poincaré numa vizinhanga do duplo

lago homoclinico simétrico.

Consideremos a Figura 3.2.8.

Figura 3.2.8. Aplicacdo de Poincaré numa vizinhanga do lago duplo homoclinico simétrico

Consideremos as segbes transversais como na Figura 3.2.8, onde as parame-
trizages: «a; : I; CIR — ¥; (1 = 1,2,3) sao dadas pelo nivel h, as quais sao zero sobre

o lago e crescente no sentido das selas.

Seja X; o fluxo do campo (1.4.3) no tempo t e as aplicagdes F3, G, F;, Gy como
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mostra a Figura 3.2.8, onde

Fo: 33—, ; Gp: - T

p— F(p) = Xy, (p) ; g — Ga(q) = X, (9)
Fr: -3, 7 Gy 22— 2

r— F(r)= X, (r) ; s = G1(s) = X4,(s)

com t, (resp. t,,t,,t,) sendo o tempo que o ponto p (resp. ¢,r,s) leva para chegar até

Y (resp. 4, 20, 200)-

Pode-se verificar que a aplicagdo de Poincaré numa vizinhanga do lago duplo
homoclinico simétrico é dada por:
Hy(h) = Gy0Fy(h) se h>0
H) =\ Hih)=G o Fi(h) se h<0

(3.2.5.) Assim sendo, notemos que um ponto fixo h > 0 (resp. h < 0) para a aplicagao
P, corresponde a um ciclo limite externo ao lago (resp. a um par de ciclos limites internos
ao lago). (Observe a Figura 3.2.2.c (resp 3.3.3.a)), e para h = 0 corresponde ao lago duplo

homoclinico simétrico. (Ver [Ra2]).

Obs: Por causa da simetria a aplicagio retorno do lado externo ao duplo lago é dada por
HZ. Além disso, desde que H; é monétona, é de ficil verificagdo que H? tem um ponto
fixo se e s6 se H; tem um ponto fixo.

Agora, a fun¢do de Melnikov associada ao sistema (1.4.2) é dada por

M(h) = -[’ (p1v + pauv — u'v)du .
h

Logo, o nimero de ciclos limites é dado pelo niimero de raizes de M(h) (Ver

1.6.5).
Assim, para a bifurcagido tipo (H L;) estamos interessados no numero de raizes
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da seguinte expansao assintotica:

(3.2.6) M(h) = co + crhln|h| + czh + o(h) (Ver [D, R, S, Z}; [R, Z]; [Ra2]).

Por (a) temos M(0) = 0, mas por outro lado, temos

(3.2.7) M(0) = ’lling)(co + ¢ hén|h| + c;h + o(h)) donde segue M(0) = ¢ .

Portanto ¢y =0 .

Agora, M'(h) = ¢1(1 + €n|h|) + c2 + 6(h) e dai resulta que

+o00 se ¢ #0

c; se ¢ =0.

0 -

Usando o item (2) de (1.6.6) segue que devemos ter ¢; = 0, pois por hipétese,
o sistema tem uma bifurcagao tipo (HL;).

Logo, teremos uma bifurcagdo tipo (HL;) quando ¢o =¢; =0 .

Ainda temos que M’(h) = c;; e pelo item (2) de (1.6.6) segue que devemos ter
M'(Rk) # 0, isto é, c; # 0, uma vez que nossa hipétese é satisfeita. (Ver 1.6.6).

Novamente, pelo item (2) de (1.6.6) segue que c; é finito pois se c; = o0,
entio deveriamos ter bifurcagao tipo (HL3), o que é impossivel pela nossa hipétese. Logo
c; # 0 e finito.

Consideremos a Figura 3.2.9.
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(e) (h) (i)

Figura 3.2.9. Alguns respectivos graficos para a fun¢ao M(h) dada em (3.2.6).
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)] (k) (1)

AN

\ "

(m)

Figura 3.2.9. Alguns respectivos grificos para a fungdo M(h) dada em (3.2.6).

(3.2.8) Obs. A seguir, por uma questio de orientagdo das segdes locais em torno do lago,
podemos escolher ¢; < 0. ﬁ

Assim sendo, podemos supor ¢; = —1 e determinar o diagrama de bifurcagao
para a bifurcagao tipo (HL), a qual serd descrita no espago de parametros (co,c;), onde
obteremos a Figura 3.2.9.

Logo, estudando o comportamento aproximado para o grafico de M(h) = 0 (Ver

Figura 3.2.9) pode-se observar que:

(3.2.8.1) Para ¢y < 0;¢y < 0 ocorrerd sempre uma raiz negativa para M; (Ver Figuras
3.2.9.a); b); ¢).
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(3.2.8.2) Para ¢¢ > 0;¢; < 0 temos sempre uma raiz positiva para M; (Ver Figuras
3.2.9.d); e); f).

(3.2.8.3) Naregiao ¢g < 0;¢; < 0 ocorrem duas raizes positivas para |co] << |¢;| << |y,

e desaparecemn quando |¢g| e |c;] crescem (Ver Figuras 3.2.9.a); b); c).

(3.2.8.4) Na regiao ¢¢ > 0;¢4 < 0 temos que ocorre duas raizes negativas para

lco| << |e1} << |c2], € desaparecem quando |co| € |ei] crescem (Ver Figuras 3.2.9.d); e);
f).

(3.2.8.5) Na linha ¢p = 0;¢; > 0 temos uma unica raiz h = 0 (Ver Figura 3.2.9.h).

(3.2.8.6) Na linha ¢p = 0;¢; < 0 temos trés raizes: uma positiva; igual a zero e a outra

negativa (Ver Figura 3.2.9.j).
(3.2.8.7) No ponto ¢y = ¢; = 0 temos uma unica raiz h = 0 (Ver Figura 3.2.9.k).

(3.2.8.8) Na regido ¢o > 0;¢; > 0 para valores proximos de zero, temos uma tnica raiz

positiva (Ver Figura 3.2.9.g).

(3.2.8.9) Na regido ¢o < 0;¢; > 0 para valores proximos de zero, temos uma unica raiz

negativa (Ver Figura 3.2.9.1).

(3.2.8.10) Para ¢o > 0;¢; = 0 temos uma tinica raiz positiva (Ver Figura 3.2.9.1).

(3.2.8.11) Para ¢g < 0;¢; = 0 temos uma tnica raiz negativa (Ver Figura 3.2.9.m).
Para o que segue, usamos (3.2.4) e (3.2.5).

(3.2.9) Observagoes:

(3.2.9.1) Segue de (3.2.8.1) (resp. de (3.2.8.2)) que teremos sempre um par de ciclos limi-
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tes internos (resp. um ciclo limite externo) quando ¢y < 0;¢; < 0 (resp. ¢ > 0;¢, < 0).
Ver Figura 3.2.2 (resp. Figura 3.2.3).

(3.2.9.2) Resulta de (3.2.8.3) (resp. de (3.2.8.4)) que dois ciclos limites externos apa-
recem e desaparecem (resp. 2 pares de ciclos limites internos aparecem e desaparecem)
na regidao ¢ < 0;¢; < 0 (resp. ¢ > 0;¢; < 0) quando e} << || << |cy| (resp.
lco| << |e1] << |eg|). Ver Figura 3.2.2 (resp. Figura 3.2.3).

Agora, usando o item (1) de (1.6.6) obteremos uma curva a (resp. ) de ciclos
limites com multiplicidade 2, aparecendo na regidao ¢y < 0;¢; < 0 (resp. ¢o > 0,¢; < 0)
a qual é definida por M(hz) = M'(h;) = 0; M"(hz) # 0 (resp. M(hy) = M'(ly) =
0; M"(hy) £ 0).

Assim sendo pode-se verificar que o trago a (resp. ) é dado pelo grafico da

1= 1=

funcao co(c1) = ¢ € a (resp. co(c;) = —¢; €9 quando |g| << |e;] << |eg| (resp.
leo| << |ea] << [e2)-

(3.2.10) Obs. A curva de a (resp. ) € representada pela linha Lj; := (2C.s) (resp.
Ly := (2C;yn)) dada na Figura 3.2.1.

(3.2.11) Obs. Note que se temos uma bifurcagio tipo (H L), entao ela devera ocorrer em
co=0; ¢ #0.

Vejamos isto. Recordemos por (3.2.4); (3.2.7) que M(0) = 0 ; M(0) = co,
respectivamente; donde segue que ¢y = 0.

Usando a expressdo assintética para M apresentada em (3.2.6), para ¢ = 0

teremos que

M'(O):{O se ¢ =0

—o00 se ¢ #0.

Logo, usando a hipétese, segue pelo item (2) de (1.6.6) que ¢; # 0, uma vez que
devemos ter M’(0) = too.

(3.2.12) Obs. Segue de (3.2.8.5) (resp. de (3.2.8.6)) que para ¢ = 0;¢; > 0 (resp.
¢o = 0; ¢; < 0) temos um duplo lago homoclinico simétrico (resp. um ciclo limite externo,

um duplo lago homoclinico simétrico; um par de ciclos limites internos). Ver Figura 3.2.5.1
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(resp. Figura 3.2.4.h).

(3.2.13) Obs. Resulta de (3.2.8.7) um unico duplo lago homoclinico simétrico no ponto
¢o = ¢; = 0. Ver Figura 3.2.6.0.

(3.2.14) Obs. Segue de (3.2.8.8) (resp. de (3.2.8.9)) que na regiao ¢y > 0;¢; > 0 (resp.
¢o < 0; ¢; > 0) temos um inico ciclo limite externo (resp. um tnico par de ciclos limites

internos). Ver Figura 3.2.2.c (resp. Figura 3.2.3.f).
(3.2.15) Resulta de (3.2.8.10) (resp. de (3.2.8.11)) um unico ciclo limite externo (resp.
um unico par de ciclos limites internos), quando ¢ > 0;¢; = 0 (resp. ¢ < 0;¢; = 0) para

valores préximos de zero. Ver Figura 3.2.2.c (resp. Figura 3.2.3.f).

Logo, concluimos o que queriamos. =

3.3. Diagrama de bifurcacao de (0.4.16) para os casos ¢; > 0
(resp. €1 = 0;e; < 0)

Consideremos as Figuras (3.3.1); (3.3.2) e (3.3.3). Na Figura (3.3.1) represen-

tamos somente os ciclos limites e omitimos as separatrizes de selas.
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(HL)

Figura 3.3.1. Diagrama de bifurcagdo para (1.4.2) quando yo = 1.
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GY

>
f

)

Figura 3.3.2. Diagrama de bifurcagio para (1.4.2) quando o = 0.

b'S

(4)

()

Figura 3.3.3. Diagrama de bifurcagio para (1.4.2) quando uo = —-1.
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A seguir, faremos uma analise global dos ciclos limites para o sistema (1.4.2),

onde veremos os seguintes resultados:

(3.3.A) Teorema. O diagrama de bifurcacdo do sistema (1.4.2) para yp =1 e 6 sufici-

entemente pequeno, é dado pela Figura 3.3.1.

(3.3.B) Teorema. O diagrama de bifurcagio do sistema (1.4.2) para o =0 e § sufici-

entemente pequeno, é dado pela Figura 3.3.2.

(3.3.C) Teorema. O diagrama de bifurcacdo do sistema (1.4.2) para pg = —1 e 6

suficientemente pequeno, é dado pela Figura 3.3.3.
Prova do Teorema (3.3.A)

A demonstragio do Teorema (3.3.A) obedece os seguintes passos (3.3.1) até
(3.3.16).

Por (1.6.5), vemos que basta dar o diagrama de bifurcacio das raizes de M(h).

Segue de (2.2.1) que a fungdo de Melnikov associada ao sistema (1.4.2) (no caso

po = 1) é dada por:

4 8
(3.3.1) M(B) = (= 5h)Tolh) + (42 = ) 1(h)
Podemos observar que estudar as raizes de M(h), equivale a estudar as raizes
de M(h) = —Ai(—h—)- Logo, iremos estudar as raizes de
Io(h)
_ 4 8
(3.3.2) M(h) = (m - §h) + (uz - 7)P(h)

(3.33) Obs. I(h)>0 Vh> —%

(3.3.4) Obs. As raizes de M (k) sio interpretadas como sendo os pontos de intersecgdes
de P(k) com a reta M (k) = 0.
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(3.3.5) No que segue, daremos algumas posigdes respectivas de P(k) e M(h) = 0, as quais
ilustrardo a dinamica de (1.4.2) quando g = 1 e § suficientemente pequeno através da
Figura 3.3.4. A linha pontilhada representa a reta M (k) = 0.

(d) (e) ()

Figura 3.3.4. Algumas posicoes respectivas de M(h) = 0 (dado pela linha pontilhada) e P(h),

dando posigdes diferentes de ciclos limites (o = 1).
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(m) (n) (o)

Figura 3.3.4. Algumas posigdes respectivas de M(h) = 0 (dado pela linha pontilhada) e P(h),

dando posicdes diferentes de ciclos limites (uo = 1).
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A seguir estabeleceremos uma estratégia para concluir a Figura 3.3.1.
Relativo ao diagrama de bifurcagdo do sistema (1.4.2) (caso po = 1) podemos

afirmar através do uso da Figura 2.3.4 que:

(3.3.6) Existe um nimero maximo de dois pares de ciclos limites internos (Ver Figura
3.3.4.a).
1
Note que da concavidade de P em [—Z’ 0] (ver Proposicao 2.3.E; item xi) e da

interpretacdo geométrica dada em (3.3.4), isto segue diretamente usando a Figura 2.3.4.

(3.3.6.1) A intersecgio da reta M(h) = 0 com o Gr(P) sao dois pontos com abscissas ne-

gativas (Ver Figura 3.3.4.a), as quais correspondem a dois pares de ciclos limites internos.

(3.3.7) Existe um nimero maximo de trés ciclos limites externos.
(Ver Figura 3.3.4.b).

Observe que da concavidade de P quando h > 0. e P’ < 0 (ver Proposigao
2.3.E, item xii); da convexidade de P em h > k (ver Proposicao 2.3.E, item xiii); e da

interpretagdo geométrica vista em Obs. (3.3.4), obteremos diretamente (3.3.7).

(3.3.7.1) A intersecgio da reta M(h) = 0 com o Gr(P) se realiza em trés pontos de abs-

cissas positivas (Ver Figura 3.3.4.b) as quais nos fornecem trés ciclos limites externos.

(3.3.8) No caso de dois pares de ciclos limites internos, necessariamente temos um ciclo
limite externo ao mesmo tempo (Ver Figura 3.3.4.a).
Isto segue de (3.3.8.1).

(3.3.8.1) Temos dois pontos com abscissas negativas aparecendo na intersecao da reta
M(k) = 0 com o Gr(P), juntamente com um ponto de abscissa positiva (Ver Figura

3.3.4.a). Correspondentemente, temos 2 pares de ciclos limites internos acompanhados de

um ciclo limite externo.

(3.3.9) No caso em que temos dois ciclos limites externos, necessariamente teremos um
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ou nenhum par de ciclos limites internos. Isto segue de (3.3.9.1) e (3.3.9.2) (Ver Figura
3.3.4.c; d).

(3.3.9.1) Temos dois pontos de abscissas positivas na intersecgdo do Gr(P) com a reta

M(h) = 0 (Ver Figura 3.3.4.c).

(3.3.9.2) A reta M(k) = 0 intercepta o Gr(P) em um ponto de abscissa negativa, e dois
abscissas positivas (Ver Figura 3.3.4.d).

(3.3.10) No caso de trés ciclos limites externos, necessariamente nio temos nenhum ciclo
limite interno (Ver Figura 3.3.4.b).

(3.3.10.1) Notemos que a reta M (k) = 0 intercepta o Gr(P) em apenas trés pontos com
abscissas positivas (Ver Figura 3.3.4.b), donde segue (3.3.10).

(3.3.11) Uma curva de bifurcagao do tipo:

i) (H) no espago de parametros (u1,u2) € dado pela reta py + p, = 1, exceto
para o ponto (g, #2) = (1,0) (Ver Figura 3.3.4.e).

i1) (H,) no espago (p, p2) € dada pelo ponto (1,0) (Ver Figura 3.3.4.f).

Prova de 3.3.11.i) Por (1.5.4) recordemos que a érbita 7-1 do sistema (1.4.3) é dada

pelos pontos (£1,0). Assim sendo, por (2) de (1.6.6), teremos uma bifurcacao do tipo
_ 1 _ 1 _ 4

(H) quando M(~7) =0 e M'(~7) # 0 onde FI(h) = (11 — 3 &)+ (12 - g)P(h) (Ver

3.3.2).

Logo de M(—i) =0 e M'(-—i) # 0 segue

| 1

P =0

(1 + 3)+ (2 = )P

! 4 8 ., 1
—zt(p—2)P(=7) #0 , doqual

!
1

5 (Ver Proposicao

usando que P(—%) =1 (Ver Proposigao (2.3.E), item i); P'(—i) =—
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(2.3.E), item iii) segue (3.3.11.i). =

Prova de 3.3.11. u) Temos definido uma bifurcagio tipo (H,) em (—1, 0) quando
M(—-) = 0; M'(——) 0; M”(——) # 0; donde ¢é facil verificar a afirmacéo (3.3.11.i1).

]
Observemos de (3.3.11) que:

(3.3.11.1) A Figura 3.3.4.e nos mostra uma ilustragdo geométrica no plano (&, P), de
quando temos uma bifurcagao tipo (H) no espago de parametros (u;, u2).

Assim vemos que a bifurcacio tipo (H) se faz corresponder a quase todas as

1
retas passando por (—4—, 1), com excegao da reta tangente ao Gr(P) neste ponto.

(3.3.11.2) Analogamente a (3.3.11.1), a Figura 3.3.4.f ilustra quando temos uma bi-
furcacao tipo (H,), a qual se faz corresponder a reta tangente ao Gr(P) (com coeficiente

angular igual a —5) no ponto (—Z, 1).

(3.3.11.3) Como a 6rbita 71 € dada pelos pontos (£1,0), logo tem sentido pesquisar os

tipos de bifurcacées de Hopf que ocorre sobre esses pontos.
Passemos a analisar agora, os surgimentos das bifurcagdes tipo (HL) e (HL,).

(3.3.12) Uma bifurcagao tipo:

4

i) (H L) ocorre nos pontos da reta p; + 5

(Ver Figura 3.3.4.g).
ii) (H L;) ocorre no ponto (0, g) (Ver Figura 3.3.4.h).

2—5, com excegao do ponto (0, g)

Prova de 3.3.12.i) Recordemos por (1.5.9) que a drbita q¢ corresponde ao duplo lago
homoclinico simétrico. Logo por (3) de (1.6.6) temos definido uma bifurcagao tipo (HL)
quando M(0) = 0; M’(0) = +oo, donde segue nossa afirmagio. m

Prova de 3.3.12.ii) Pelo item (3) de (1.6.6) temos definido uma bifurcagéo tipo (HL,)
quando M(0) = 0; M'(0) # 0 com M’(0) finito. Agora a conclusio é trivial. =
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(3.3.12.1) Do ponto de vista geométrico quando ocorre uma bifurcagao tipo (H L), temos
no plano (h, P) quase todas as retas M(h) = 0 (com excecdo da reta tangente ao Gr(P)

no ponto (0, 5—), com coeficiente angular igual a —oo) interceptando transversalmente o

Gr(P) no ponto (0, —;—) (Ver Figura 3.3.4.g).

(3.3.12.2) Analogamente a (3.3.12.1), quando ocorre uma bifurcacéo tipo (H L,), podemos
ver que no plano (h, P), corresponde a reta tangente M(0) = 0 (com coeficiente angular

igual a —00) ao Gr(P) no ponto (0, %) (Ver Figura 3.3.4.h).

(3.3.12.3) E de facil verificagio que as curvas de bifurcagio tipo (H);(HL) dadas em
(3.3.11.1); (3.3.12.i) respectivamente, interceptam transversalmente no ponto (5, 7), apa-
recendo nesse momento um ciclo limite externo (Ver Figura 3.3.4.1).

(3.3.13) Temos:

Uma curva de bifurcagio tipo (2C;n¢) tal que:

i) E dada por a(h) = (g1, p2,) = (;4]- (h— —g,((—h’%), g(l + 2P}(h)>) com

K2, <z

ii) E regular, convexa, ligando os pontos (H L,);(H,) dados em (3.3.11.ii);

(3.3.12.i1), respectivamente.

iii) E ainda, quando esta ao passar pelo ponto (HL;) tangenciara a curva de
bifurcagio tipo (HL).

Prova de 3.3.13.i) Recordando por (1.5.10) temos que =,,, para hy € (-—i,O), corres-
ponde a um par de ciclos limites internos.

Notemos ainda que P'(hg) < 0 Vhg € (—%, 0) (Ver Proposigao (2.3.E), item v).
Logo temos definido uma curva (2C;n:) quando M(ho) = M’'(ho) = 0; M"(hg) # 0 com

1
ho € (—Z,O) (Ver 1.6.6.1), donde segue o que queriamos. =
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Prova de 3.3.13.ii)

(3.3.13.1) Prova do item (a): a liga os pontos (HL,);(H;), pois note que usando
4
P(0) = 5 P'(0) = —oo (Ver Proposigao 2.3.E, item iii) no célculo de
. (4, 4PHR)y 8 4 1
0=t (442, $+ 170
O =lm (7t =75m) 7T 1P®m

veremos que a(0) = (0, 7) Analogamente, pode-se ver que 'a“(—%) = (1,0).

(3.3.13.2) Prova do item (b): @ é uma curva regular.
dum 4 P'(h)
dh ~  TP'(h)?
Proposi¢ao (2.3.E), item xi) e P’ < 0 em [—E,O] (Ver Proposicio (2.3.E), item v) segue

dpan 1
ih # 0 em [—4,0].

1
Notemos que donde usando que P” < 0 em [_Z’O] (Ver

que
(3.3.13.3) Prova do item (c): @ é uma curva convexa.

Notemos que de M(h) = 0 segue que

p2 = Qu1 + R onde Q:Q(h)=_P_(lh_); RzR(h)z%(Q‘l"ﬁ'?T))

Iremos mostrar agora que pz = py(u; ) € a transformacao de Legendre da fungao

(1) Observemos que @) € inversivel sobre
_ P'(h)
~ P(h)

Logo, podemos escolher os valores de Q(h) como parametros de modo que a

[- Za_l] , pois Q'(h) <0 Vhe [—3,0] .

curva « fique parametrizada por suas inclinagées Q € [——, —1].
Assim, seja h(Q) a fungdo inversa de Q(h). Logo, a curva parametrizada por h

dada por py = Q(h)u; + R(h) serd equivalente a curva parametrizada por @ dada por
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(2) = Q@+ R(h(Q)) , onde R(A(Q))= (2 Qh(Q)) -

Verifiquemos que —R(Q) é uma fungio convexa, ou seja,
sz( R)>0 VQe]|-1, ——]
Notemos que usando a Regra da Cadeia em (2) temos
dR dR dh
Q" dkh dQ - 7(h(Q)+Q Q)

Mas por (3.3.13.3.1) segue que:

dh
(@ =gy onde h=h(Q) e QW) =57

dQ 2 (k)
® dh P?(h)
Logo, -d—Q—(Q)= P(h) onde h=h(Q) .
Agora,
4
W d’R (25& d*h)
dQ2_ dQ QdQ2 )

Observando que
= w0(i0) = (%)
dQ? ~ dQ\dQ dQ \ &2
pode-se verificar por uso de (3.3.13.3.1); (3.3.13.3.2) e (3.3.13.3.3) que

(5)
@ho o 2P(R)(P(R) ~ PAR)P'(R)

Dai, substituindo (3.3.13.3.5) em (3.3.13.3.4) obteremos que

R 4(P3(h)P"(h) _
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Agora, usando que P"(h) < 0; P'(h) < 0 em ] — %,0[ (Ver Proposigao (2.3.E),

itemn (xi); (v), respectivamente) segue que

d2R 5
Portanto, sz( R(Q)) >0 VQ €] - -, —1], ou seja, ~R(Q) é uma funcao

convexa de Q.
Logo, a curva @ : pp = 1y @Q — (— R(Q)) parametrizada pelas suas inclinagoes @,
é sempre o grafico de uma fungio convexa pois g, = p(y;) é a transformagao de Legendre

da fungao —R (Ver [Al]). =

.. . , 8
Prova de 3.3.13.iii) Recordando por (3.3.12.i) a curva (H L) é dada por p, = —-§u1 + =
com (p1, p2) # (0, 8) Assim sendo, pode-se verificar que lim #a(h) = p2(0) = —-§, donde

hd gy (B) — m(0) 4

segue a nossa aﬁrmagao. [

(3.3.13.4) Notemos que geometricamente (3.3.13) nos diz que teremos retas tangentes

M(h) = 0 ao Gr(P) no plano (h, P), Vh €] — %,0[ (Ver Figura 3.3.4.j).

A seguir estudaremos as curvas de bifurcagao do tipo (2C.z¢).

Observemos antes que teremos dois casos a estudar, isto €, quando:

a) P'(h) <0 com P"(h) >0 e 0 < h < h*, onde h* é dado pela Proposicao
(2.3.E).

Neste caso denotaremos a curva obtida por (2C.._).

b) P'(k) > 0 quando P"(h) > 0 com h* < h < k; P'(k) > 0 quando P"(h) <0
com h > h, onde h*,k sio dados na Proposicio (2.3.E).

Denotaremos a curva obtida neste caso por (2Cesy, ).

(3.3.14) Temos que:
i) Surge uma curva de bifurcagio do tipo (2C.s:_).

91



i1) Essa curva, isto é, a curva tipo (2C.,.;_) é convexa. regular e se localiza abaixo

8
da reta u; = 7

i) Ainda, temos que (py(h), p2(h)) — (+00,—0oc) quando P'(h) — 0. com

h €]0,h*[, h — h*, onde y;, yt2 sdo coordenadas de uma curva (2C - ).

iv) Esta curva, ou seja, a curva (2C.._) intercepta transversalmente a curva

(H) dada em (3.3.11.i) em um tnico ponto.

Prova de 3.3.14.i) Note que pelo item (1) de (1.6.6), a obtencdo da curva (2C..:_)
segue de M(h) = M'(h) = 0; M"(h) # 0 quando 0 < h <k~ (P'(h) <0). =

Prova de 3.3.14.ii)

(3.3.14.1) a) Provemos a convexidade da curva de bifurcagao tipo (2C..:_).
1
Observemos que podemos aproximar o Gr(P) na regiao {(h, P) / -7 < h<0

com P’ < 0} por uma simetria local com relagao ao Gr(P) na regiao
{h,P) /] 0<h<h* e P'(h)<0}.

Logo, usando que a curva de bifurcagio do tipo (2Ci,;) dada em (3.3.13.ii), a
qual é convexa, segue que a curva do tipo (2C.,:_) apresenta simetria local com a curva
(2Cint)-

Ainda, notemos que a curva (2C;;_) esta no semiplano g, < -, uma vez que

7
P'(k) <0 Vh€)o,h[.

d
(3.3.14.2) b) Quanto a regularidade de (2C.,;_) é de facil verificagao que E#’TZ # 0 uma
vez que temos P"(h) # 0 em 0 < h < h*; e observando ainda que neste caso temos
P'(h) < 0 para h €]0, h*[, donde segue a localizacdo da curva (2C,.-).

Logo, segue o que queriamos. =

Prova de 3.3.14.1ii) Notemos que quando P’(k) — 0_ com h — hZ segue que
4
2 = pi(h)

+;?——»—oo quando h — A% .
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e também que

P
—— — 400 quando h — A* .

"T7 Pm)

=

ST
IS

Prova de 3.3.14.iv) Basta observar os itens i); ii); iil) de 3.3.14. =

(3.3.14.3) Obs. Observemos que (3.3.14) corresponde geometricamente as retas M (k) = 0
no plano (&, P) tangenciando negativamente o Gr(P) nos pontos (h, P(k)), com 0 < h <
h* (Ver Figura 3.3.4.k).

(3.3.15) Analogamente a (3.3.14) temos o surgimento de uma curva de bifurcagio do tipo
(2Cest, ), a qual é dada por €(h) = (p1,,p2,) tal que:
i) estd no semiplano p,, > §

7

i1) intercepta a curva (H L) transversalmente em um unico ponto (k’, P(h')) com

P'(h') > 0 e P"(h') > 0.

iil) intercepta a curva (H) transversalmente em um tunico ponto (h”, P(h")) com

P'(k") > 0 e P"(h") < 0.

iv) nao é uma curva regular no ponto (%, P(k)).

p2(h) — pa(h)

v) lim = - onde yu,, p, sdo as coordenadas da curva ¢.

hh g (h) = pa (R P(k)

vi) pi(h) — —oo (resp. pi1(h) — —oo0) quando h — +oo (resp. quando
h — h%).

oy
o)

pa2(h) — +oo (resp. pa(h) — +00) quando h — +o0o (resp. quando h — h3).
A prova de (3.3.15) segue através dos passos 3.3.15.1 a 3.3.15.5.

(3.3.15.1) A afirmagéo (3.3.15.i) é de facil verificagao.
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(3.3.15.2) Para verificar (3.3.15.ii) basta resolvermos o sistema
1+ p2 =1, (p,p2) # (1,0)  (curva tipo (H))
M(B) = M'(B) = 0; M"(R) #0, com
P'(R) > 0; P"(k) < 0;h >k (curva tipo (2Cez,))-
do qual se obtém

. _1(h+PR) . _1-8P(k)-%
BM=39°PR) © BT TP

(com P(h)>1).

(3.3.15.3) O item (3.3.15.i11) segue da resolugao do sistema

( 4

32 8 .
mtpur =g, () #(0,7)  (curva tipo (HL))

Y M(ho) = M'(ho) = 0; M"(ho) # 0, com

| P’'(hg) > 0; P"(ho) <0, para algum hy > h (curva tipo (2C..4, )).

donde se obtém

—16ho 2ho + 8P(ho) — 2

Hiwo = 35(P(ho) — 4) ' H2m Plho)— %

com py, < 0e B2,, > =

(3.3.15.4) Para verificar o item (3.3.15.iv) notemos que de M (h) = M’(k) = 0; M"(h) # 0
com P'(h) > 0, segue que a curva tipo (2C..:, ) é dada por

4, 4 P(h) 4 8)

o = (30 -3 py e tr)  com P()>0 para h> k.

Pode-se verificar que a curva diferenciavel £ deixa de ser regular em um tnico
ponto h = k, com k dado na Proposigio (2.3.E); item xiii, ou seja, 3!k = k tal que
|'(h)] = 0.
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(3.3.15.5) Os itens (3.3.15.v) e (3.3.13.vi) sdo de faceis verificagdes.

Observagoes

Relativo a (3.3.15) notemos que:
(3.3.15.6) O item (ii) de (3.3.15) nos diz as bifurcagdes tipo (H) e (2C..,) aparecem

simultaneamente em um tnico ponto (g;(h'), gz(h’)). (Ver Figura 3.3.4.1).

(3.3.15.7) No item (iii) de (3.3.15) temos o aparecimento simultaneo das bifurcagoes tipo
(HL) e (2Cest, ). (Ver Figura 3.3.4.m).

(3.3.15.8) Do ponto de vista geométrico a curva (2C..4+) dada em (3.3.15) corresponde a
todas retas tangentes M(h) = 0 ao Gr(P) no plano (k, P) Vh > h*. (Ver Figura 3.3.4.0).

(3.3.16) Existe um tnico ponto onde ocorre uma bifurcagio tipo (3C..;). (Ver Figura
3.3.4.n).

Prova de (3.3.16)
Isto segue das equagdes M(h) = M'(R) = M"(k) = 0; M"(k) # 0 onde h é

dado na Proposigio (2.3.E); item xiii). m

Assim sendo, de acordo com o que fizemos até aqui, podemos concluir a Figura

3.3.5, a qual sob um difeomorfismo segue a Figura (3.3.1).
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Figura 3.3.5. Diagrama de bifurcagao para (0.4.16) quando po = 1.

Prova do Teorema (3.3.B)
A demonstra¢io do Teorema (3.3.B) obedece os seguintes passos: (3.3.17) até

(3.3.18).

(3.3.17) Segue do diagrama de bifurcagao das raizes de M(h) = (u; — ;h) +p2 P(h), onde
M provém de (3.3.1) fazendo po = 0.

As observagdes que seguem sao de faceis verificagoes. Estas seguem da Pro-
posicao (2.3.G), da interpretacio geométrica para M(h) = 0 dada em (3.3.4), acompa-
nhando de idéias analogas aquelas usadas no Teorema (3.3.A).

Consideremos a Figura 3.3.6.
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(d) ()

Figura 3.3.6. Algumas respectivas posigdes de M(h) = 0 (dado pela linha pontilhada) e P(h),

dando diferentes posi¢bes para os ciclos limites (pg = 0).

Para concluir a Figura 3.3.2 estabelecemos o seguinte caminho dado por (3.3.18).

(3.3.18) Relativo ao diagrama de bifurcacio do sistema (1.4.2) (caso po = 0) podemos
dizer que:

i) Existe um niimero maximo de dois ciclos limites (Ver Figura 3.3.6.c).

ii) Uma bifurcagao tipo (H) é dada pelas retas secantes M(h) = 0 ao Gr(P) no

ponto (0,0), com inclinagio diferente de +o0o (Ver Figura 3.3.6.a), cuja curva correspon-
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dente no espago de parametros (py, uz) é dado por {(u1,p2) / 1 = 0; uy # 0}.

(3.3.18.1) Obs. Podemos ver que as retas M(h) = 0 (Vh > 0) transversais ao Gr(P)
que também passam pelo ponto (0,0) cujas inclinagdes m séo das por 0 < m < +oo (resp.
—o00 < m < 0), correspondem geometricamente ao aparecimento simultaneo da bifurcagao
tipo (H) com um tnico ciclo limite (Ver Figura 3.3.6.a) (resp. somente a bifurcagio tipo
H (Ver Figura 3.3.6.¢)).

iii) Existe uma curva de bifurcagdo tipo (2C) onde é dada pelo semi-arco da
2

parabola b —771—1:-55; com p; > 0; u; <0 e k = cte > 0 dada na Proposigéo (2.3.E);
item (viii)l.“Uma tal curva tipo (2C) segue de M (k) = M'(k) = 0; M"(h) # 0 com k > 0.
(Ver item (1) de 1.6.6).

Note que geometricamente vemos que a curva tipo (2C) é dada pelas retas tan-

gentes M(h) = 0 ao Gr(P) nos pontos (k, P(k)) com h > 0 (Ver Figura 3.3.6.b).

iv) Existe um 1nico ciclo limite para os valores dos parametros (u;, 2) tais que

y—%;aé —l—gcom >0p >0k=ce>0
i 7k? H2 1 y v — . A
Observe que geometricamente no plano (h, P) isto corresponde a retas M (k) =0

transversais ao Gr(P) nos pontos (k, P(h)) com h > 0 (Ver Figura 3.3.6.d).
Assim, podemos concluir a Figura (3.3.2). =

Prova do Teorema (3.3.C)
Analogamente ao Teorema (3.3.A); (3.3.B) a demonstragao do Teorema (3.3.C)
obedece os seguintes passos: (3.3.19) até (3.3.20)

(3.3.19) Novamente, segue do estudo do diagrama de bifurcacio das raizes de M(h) =
(11 — ;h) + (g2 + g)P(h), cuja fungdo M provém de (3.3.1) fazendo po = —1.
A seguir faremos algumas observagoes, as quais sdo simples de serem verificadas.
Tais observagdes seguem através do auxilio da Proposigao (2.3.I); da inter-
pretagio geométrica para M (k) = 0 (dada em (3.3.4)), juntamente com as mesmas idéias
usadas nos Teorema (3.3.A); (3.3.B).
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Agora, consideremos a Figura 3.3.7.

(d) ()

Figura 3.3.7. Algumas respectivas posi¢des de M(h) = 0 (dado pela linha pontilhada) e P(h),

dando diferentes posicoes para os ciclos limites (po = —1)
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Em (3.3.20) é estabelecido uma estratégia para concluirmos a Figura (3.3.3).

(3.3.20) Relativo ao diagrama de bifurcagao do sistema (1.4.2) (caso po = —1) podemos
verificar que:

i) Existe um nimero méximo de dois ciclos limites ao redor da origem (Ver
Figura 3.3.7.d).

ii) Uma curva de bifurcacdo do tipo (H) na origem é dada pela semi-reta
{(g1,2) [ 11 =0 e pg # 0}, a qual segue através das equagoes M(0) = 0, M'(0) #£ 0, o

que corresponde as retas transversais ao Gr(P) no ponto (0,0) (Ver Figura 3.3.7.a).

1i1) Ocorre uma bifurcagio tipo (Hz) no ponto (u;, ¢2) = (0,0), o qual geome-
tricamente é dado pela reta tangente M(h) = 0 ao Gr(P) no ponto (0,0), com inclinagio
igual a % (Ver Figura 3.3.7.b). Isto segue do estudo das equagdes M(0) = M'(0) =
0; M"(0) #£ 0.

iv) Temos uma curva de bifurcagao tipo (2C) dada pelas retas tangentes M (h) =
0 ao Gr(P) nos pontos (h,P(h)) Vh > 0 (Ver Figura 3.3.7.c). Pode-se verificar que
uma tal curva € definida por

4 4 P 4 8
7(h) = (1, I‘?,.) = (',?h‘*' 7 F , TZF — -'-{-)

Logo pela continuidade da curva 5 com relacio ao parametro g, temos que v
serd concava (Ver 3.3.18.iii). Ainda mais, a curva v interceptard a origem transversal-

mente, uma vez que nao € dificil de ver que 4'(0) = (a,b), coma #0 e b# 0.

v) Temos para as retas secantes M (k) = 0 ao Gr(P) na origem (com inclinagdes
m tais que 0 < m < 5), geometricamente corresponde ao aparecimento simultaneo da
bifurcagao tipo (H) (Ver 3.3.20.ii) com unico ciclo limite (Ver Figura 3.3.7.a). E de facil

verificagdo vermos que isto ocorre na semi-reta {(p1,u2) / p2 > 0; py = 0}.

vi) Analogamente a (3.3.20.v), podemos observar que retas secantes ao Gr(P)

na origem (com inclinagées m tais que 2 < m < 400 ou —00 < m < 0), corresponde
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somente a bifurcagio tipo (H) na semi-reta {(p,u2) / p2 < 0; 3 = 0}.(Ver Figura
3.3.7.e)
Logo, podemos concluir a Figura (3.3.3).

A seguir, iremos dar o diagrama de bifurcagio 3 de (0.4.16).

3.4. Diagrama de bifurcagao de (0.4.16)
Consideremos as Figuras 3.4.1; 3.4.2; 3.4.3.

(87”7 (8T)

Figura 3.4.1. Intersecgio do diagrama de bifurcagio de (0.4.16) com a semi-esfera ao redor da

origem, no semi-plano £; > 0
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«(H)
(¢

Figura 3.4.2. Interseccio do diagrama de bifurcagio de (0.4.16) com a semi-esfera ao redor da

origem, no semi-plano €1 = 0

@a<”

Figura 3.4.3. Intersec¢io do diagrama de bifurcagdo de (0.4.16) com a semi-esfera ao redor da

origem, no semi-plano £; < 0
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Vejamos agora o seguinte resultado:

(3.4.D) Teorema.
i) O diagrama de bifurcagao de (0.4.16) é ilustrado pelas Figuras (3.4.1); (3.4.2);
(3.4.3).

i) O diagrama de bifurcagao é um “cone” através da origem.

A primeira parte do Teorema (3.4.D) consta em se dizer quais os tipos de
bifurcagoes que consiste o diagrama de bifurcagao (0.4.16) em cada um dos seguintes casos:
€1 > 0;&, = 0;&; < 0. Na segunda parte do Teorema (3.4.D) nos preocupamos em dar o
diagrama de bifurcacio para (0.4.16) numa vizinhanga B., = {(€1, €2, €3)/e2+e2+€% < g0}
da origem (com ¢o suficientemente pequeno).

Para uma visualizagdo geométrica do diagrama de bifurcagio (0.4.16), inter-
sectamo-lo com a fronteira da vizinhanga B,, (ou 0B,,), podendo assim mostra-lo so-
bre as semi-esferas ¢; > 0,e; < 0 mediante identificagoes com uma bola fechada tendo
0B, = {(€2,€3)/€2 + €2 = €0} (€1 = 0). (Ver Figuras 3.4.1; 3.4.2; 3.4.3).

Prova de (3.4.D.i):
(3.4.1) Caso ¢; > 0

Para esse caso (¢; > 0) temos que o diagrama de bifurcagao de (0.4.16) consiste
de:

a) Um cone C sobre o diagrama de bifurcagdo de (1.4.2) na regido €, > 0.

b) Duas superficies de bifurcagdo do tipo (H), duas superficies de bifurcagio do
tipo (HL), e duas superficies de bifurcagdo do tipo (2C.y:).

A prova de (3.4.1.a) sera feita respeitando os seguintes passos: (3.4.1.1) até

(3.4.1.3).

Consideremos as Figuras 3.4.4 e 3.4.5.
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Ma,

A “(H
(W)

Figura 3.4.4. Vizinhanca compacta K do tridngulo curvado (HL2;(H; HL); Hy) no plano
(u1,p2) (Ver Figura 3.3.5).
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- - e g =~

Figura 3.4.5. Vizinhanga compacta 4 do disco singular {h < hg, ho > 0} N {u < v/2}

Para a construgdo do cone C seguiremos as mesmas idéias usadas por [D, R,
S].
Assim sendo, construamos o cone C ao redor do eixo og; a qual esta sobre a

vizinhanga compacta K sobre o diagrama de bifurcagio dado no Teorema (3.3.A). (Ver

Figura 3.4.4)

(3.4.1.1) Obs. Fixado um compacto K C IR? conforme mostra a Figura 3.4.4, e tomando
(t14, H2,) € K, fixado uma secdo pequena 3, sobre uma tragetéria 4o do campo Hamil-
toniano (1.4.3) (caso po = 1), vemos que existe uma aplicagdo de Poincaré associado ao

campo X(&uxo Jizg)? COM é suficientemente pequeno.
Note que isto segue da variagdo continua e diferenciavel das solugdes com res-

peito as condigbes iniciais. Logo V (y1, #2) € K temos que existe § = &, ,,) tal que estd
bem definida a aplicagao de Poincaré associada a X(s,,,,4,)> 20, 70-

Logo sobre K, existird § = 6(K) = min{max &(,, 4;), (t1,p2) € K} tal que I a
aplicagao de Poincaré associada a X Gz i)’ Y040
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Logo 3 6 = §(K) tal que em

[0,8) x K = {(p1,p2) | (m1,2) € K, 6 €10,8]}

o conjunto de bifurcagao de X
(6,p11,12)

pode ser descrito através do difeomorfismo dado

por

F: [0,8] x K — Im(F([0,8] x K))

' Vi (8, p2) se §#0
(8 b, i2) "{ identidade se & =0

com %5 a mudanga de parametros dada em (1.4.1).
(3.4.1.2) Assim sendo teremos:

i) Bifurcagoes de codimensao 1:

a) Uma superficie de bifurcagio do tipo (H) : Sy =]0,8(K)[x(H).
b) Uma superficie de bifurcagao do tipo (HL) : Sy, =]0,8(K)[x(HL).

¢) Uma superficie de bifurca¢io do tipo (2C;y.;) : Sac

int

=]0, E(K)[X(2C"u)
d) Uma superficie de bifurcagdo do tipo (2Cez:_) : Sac... =)0, 86(K)[X(2Cezt_)-

i1) Bifurcagoes de codimensio 2:

a) Uma curva de bifurcagao tipo (H;) :]0,6(K)[x {(H,)}.
b) Uma curva de bifurcagio tipo (H L) :)0,8(K)[x{(HL,)}.

c¢) Uma curva de bifurcagio do tipo Syc_,, NSy, onde temos simultaneamente
as bifurcagdes do tipo (2C..:_) e (H).

d) Uma curva de bifurcagao do tipo Sy¢c
as bifurcagées do tipo (2C;,) e (HL).

N H L, onde temos simultaneamente

int
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(3.4.1.2.1) Obs. Observe que a colegao das variedades acima definidas estratifica o “cone”
de tal modo que as curvas (Bifurcagdo de codimensio 2) estiao na fronteira da uniao das
superffcies (definidas através das bifurcagbes de codimensao 1). Cada variedade exprime

um tipo topologico da familia em questao.

Agora, notemos que a imagem de [0,8(K)] x K pela aplicagio F (dada em
(3.4.1.1) restringida a go = 1 é um cone C,,(K) numa vizinhamga do eixo oe; para

g1 > 0. Logo a superficie
Im(F([0,8(K)] x K)) = {(6%, 61,67 2)/6 €]0,8), 1, 2 € K}

é o cone produrado onde F' leva o conjunto de bifurcagao X(s,,4,)|, (0 qual esta contido
em [0,6(K)] x K com coordenadas (6, u1, 2)) sobre a Im(F([0,8(K)] x K)).

(3.4.1.2.2) Obs. O conjunto de bifurcagio em C, (K) sao imagens por F das cur-
vas e superficies de bifurcagao descritas em (3.4.1.2), e consequentemente homeomorfas
a cones quando restringimos F' as bifurcagdes do tipo (H);(H,); (HL); (HLz); (2Cez-);
(2Cezt, ); (2Cint); (2Cezs_NH); (2C.rs_ N HL) contidas em IR? (cones com curvas geradoras
dadas por:

6 — (8,116, p26%) ,

ou dito de outra maneira, dada por
&y — (51,5%#1,62#2) (quando &1 > 0)) .

cqd. =
Agora, a prova de (3.4.1.b) segue através dos passos (3.4.1.2.3) até (3.4.1.2.5).

(3.4.1.2.3) Obs. Temos o diagrama de bifurcagdo para a bifurcagdo tipo (B.T.) para
(e1,€2) numa vizinhanga da origem e €3 # 0 (Ver Figuras (1.3.1); (1.3.2)). Note que
deste diagrama ramifica-se (uma quando €3 > 0 e a outra quando €3 < 0) duas superficies
de bifurcagdo do tipo (H); duas superficies de bifurcagio do tipo (H L) e duas superficies
de bifurcagido do tipo (2Cz).
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(3.4.1.2.4) Obs. Por (3.4.1.2.3) e do Teorema 3.3.A segue que a superficie de bifurcagao
tipo (2C.r:_) necessariamente pertence a fronteira da superficie de bifurcagao tipo (2C).
Tal superficie de bifurcagao (2C) tem como fronteira uma curva de bifurca¢ao de Hopf de

ordem 2.

(3.4.1.2.5) Obs. Por (3.3.16) (Teorema 3.3.A) verifica-se a existéncia de um ponto de
bifurcagdo do tipo (3C.,¢). Podemos ver que uma ponta do ramo da curva do tipo (2C,:, )
dado no Teorema (3.3.A) ird morrer num dos ramos da bifurcagao do tipo (BT), e a outra
ponta devera atravessar a fronteira da esfera, a qual ira em diregdo a regiao £, < 0, onde
encontrara a fronteira da bifurcagdo do tipo (H;). Na regiao €; > 0, a intersecgao do dia-
grama de bifurcagio de (0.4.16) com um plano paralelo ao plano 7 : {(0,€,,€3)/€2,€3 € R}

donde projetada nesse plano (7), segue a Figura (3.4.1).

(34.2) Caso ¢, =0

Neste caso (g, = 0), o diagrama de bifurcacdo de (0.4.16) consiste de uma bi-
furcagao do tipo (P) (Ver 1.2.5); e as curvas de bifurcacio do tipo (2C) e (H). Isto
segue do Teorema (3.3.B) e (1.4.1).

(34.3) Caso &, <0

Temos para este caso (61 < 0) uma superficie de bifurcagao do tipo (H) em
€1 <0562 =0;e3£0; (H;) em ey < 0;e2 = €3 = 0; e do tipo (2C) dado em €; < 0;¢, <
0;e3 > 0.

Isto segue do uso da mudanga de parametros (1.4.1), e do Teorema (3.3.C).
(Ver estudo posterior em (3.4.7)).

Agora, veremos o item (ii) do Teorema (3.4.D), ou seja, que o diagrama de
bifurcagao de (0.4.16) é dado como unido de “cones”.

Para a construgio de tais cones seguiremos a técnica usada por [R]; [D, R, SJ;
[D, R, S, Z]. Construiremos trés cones: C,,C,,C3, onde o diagrama de bifurcagio de
(0.4.16) sera dado pela uniao C, U Cy U Cs.
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Assim sendo vejamos:

Prova de (3.4.D.ii)
1) Construgao do “cone” C;

O cone C, é construido ao redor do eixo o€, sobre um compacto K no espago
{1, 2}, isto é, Cy = C,, = {po = £1;(p1,p2) € K,, compacto artbitrario de IR? e
6 € (0,8,,], onde 8., = 6., (K) o menor possivel}. Para construgiao do “cone” C; estuda-

remos dois casos: fo =1 e po = —1.

i) Caso po = 1.

Ja construimos anteriormente (Ver Teorema 3.3.A) um cone C sobre o diagrama
de bifurcagao de (1.4.2) (caso po = 1).

Agora, consideremos o mesmo compacto K no espago {u;,p,} tal como na
Figura (3.4.4). Recordando do item i) do Teorema (3.4.D) vemos que os conjuntos de
bifurcagdo de X(,, ., 6, (onde A é dado na Figura 3.4.5) esta contido em [0,6(K)} x K,
o qual usando o difeomorfismo F dado em (3.4.1.1), vémo-lo estar contido na Im(F(]0, ] x
K)) = a um “cone” no espago (€1,€,€3).

Assim sendo, usando o item (i) do Teorema (3.4.D) segue o “cone” C} (K) (uma

vez que o compacto K pode ser pego arbitrariamente grande), onde

C:;(I{) = {(62’54ﬂ1’62/‘2) / (I‘la ﬂ2) €K ) é 610’661]} se € > 0.

- ii) Caso pp = —1
Analogamente a construgao do cone C} (K), podemos obter o “cone” C_ (K)
para o caso (€7 < 0) (Ver 3.3.3), ou seja, considerando o compacto K (resp. A) no espago

de parametros (resp. no espago de fase) conforme mostra a Figura (3.4.6) (resp. Figura

(3.4.7)).
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Figura 3.4.6. Vizinhanca compacta K (K fixo) do ponto de bifurcagio tipo (Hy)

Figura 3.4.7. Vizinhanca compacta A do ponto singular (0,0)

Logo o conjunto de bifurcagao de
X(unb)); estd contida em [-6(K),0] x K ,

que por sua vez (através do difeomorfismo F' (Ver 3.4.1.1)) esta contido num cone (sobre
K) dado por Im(F([-6(K),0] x K).

Portanto, estd caracterizado o cone C,, (K).
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(3.4.4) Neste cone C,; (K) estao contidas:
i) Bifurcagbes de codimensio 1:
a) Uma superficie de bifurcagao do tipo (2C) : S,c =] — 86(K), o[x{(2C)}

b) Uma superficie de bifurcacao do tipo (H) : Sy =] — 6(K), o[x{(H)}.

ii) Bifurcacoes de codimensao 2:
a) Uma curva de bifurcacio do tipo (H;) :] — 8(K), o[x{(H)}.
Analogamente ao que vimos em (3.4.2), temos que a imagem do conjunto de
bifurcagao em C, sao imagens por F' das curvas e superficies descritas em [—-6(K),0] x K,
e consequentemente homeomorfas a cones sobre (2C); (H;); (H) C IR? (cones cujas curvas

geradoras sao dadas por:
6 — (_62a64ﬂ1a62#2) ’
ou ainda, dadas por
po = (o, p3in, —popz) (o < 0) ) .

Como o compacto K pode ser pego arbitrariamente grande, segue o cone

Ce_l(j{’) = {(_62’64/‘1362/‘2) / (I‘lv I‘?) € f( L] 6 E] - 6(1;’)’0]}

(3.4.4.1) Observemos que fora do conjunto de bifurcagbes (contido no “cone” C.,,, o
campo vetorial X,, ,, 5) Possui somente elementos criticos hiperbélicos (pontos singulares
ou ciclos limites) em A, o que consequentemente sdo campos vetoriais de tipo topologico

localmente constante.

il) Construgdo do “cone” C

De maneira analoga ao “cone” Cj, um “cone” C; é construido ao redor do eixo
0€3, sobre um compacto arbitrario K., de o no espago {y,} multiplicado por uma pequena
vizinhanga F,, de o no espago {ug}, ou seja, é construido C, = C,, = {y; = £1; 42 € K,
e uo € F.,; 6 €lo,6,,).

(3.4.5) Para isto devemos estudar o sistema (0.4.16) no plano €, = 0, ou equivalentemente

no plano go = 0.

111



No que segue iremos dar o diagrama de bifurcagio numa vizinhanga da origem
dentro do plano ¢; = 0.
Com o objetivo de obter o cone C, fagamos por simplicidade p; = +1. Logo

ficaremos com os parametros (6, u2).

(3.4.5.1) Tomando p; € K,, temos que o sistema (1.4.2) (go = 0) ou equivalentemente
o sistema (0.4.16) (e; = 0) tem um tnico ciclo limite na regiao |0, é.,] x K., para y; =1
(Ver Teorema (3.3.B); Figura 3.3.2).

(3.4.5.2) Seguindo, temos uma regiao de 0 ou 2 ciclos limites (quando py = 0) para o
sistema (1.4.2); e uma curva de duplos ciclos limites entre essas duas regides (Ver Teorema
(3.3.B); Figura (3.3.2)). Isto segue quando y; = ~1.

Obs: As regides ditas em (3.4.5.2) estao contidas em {-4,,,0] x K,,, onde §é,, é o nimero
positivo para qual o sistema (1.4.2) tem aplicagao de Poincaré definida.

Neste plano (isto €, € = 0), podemos ver que o sistema (0.4.16) tem compor-
tamento estruturalmente estavel fora da origem, exceto sobre a curva (2C); (H); e para o
ponto tipo (H,) (Ver Teorema 3.3.B).

Assim sendo, considerando o Teorema (3.3.B); (3.3.C), o comportamento que
ocorre em (3.4.5.1); (3.4.5.2) sera equivalente para o suficientemente pequeno com po < 0.

Ainda para yg suficientemente pequeno (o > 0) o comportamento do sistema
(0.4.16) sera equivalente ao caso visto no Teorema (3.3.A).

Logo, usando a mudanga de coordenadas dada em (1.4.1) segue a vizinhanga

coénica dada pelo cone C; = C} UC_ onde

C = {(0,6% 6%us)/p2 € K., , po € Fo, e 6 €]0,6,,]}

C; = {(0,~6%,6%u2)/p2 € Ko, , po € Frye 6§ €] —6,,,0]}

lIl) Construgao do “Cone” Cs
O “cone” C5 é construido ao redor do eixo €5 sobre uma uena vizinhanca
3 3

compacta K,, de o no espago {(uo, 1)}, ou seja, é construido

C3=C,, = {p2 = x1; (po, 1) € K., e 6€J0,6.,], b, o pequeno suficiente} .

112



(3.4.6) Assim sendo, com a finalidade de obter o “cone” Cj, por simplicidade fixamos

p2 =1 em (1.4.2), e assim ficamos com (8, pto, f£1) como sendo os parametros.

(3.4.6.1) Notemos que para cada é # 0 (positivo), temos uma familia a dois parametros
X{uo.u)» @ qual encontra a bifurcagio tipo (B.T.) em po = p; =0 e p2 #0 como ja

foi observado no inicio do trabalho. (Ver 1.3)

(3.4.6.2) Agora, observemos que se pg = g3 =0 e p; # 0, entdo segue de (3.3.1) que
M(h) = —%h + uP(R).
(3.4.6.3) Ainda, notemos que M (k) = 0 é uma linha que passa através da origem com
inclinagao positiva se g3 = 2 e com inclinagdo negativa se pu, = —2.

Agora, pela Proposicao (2.3.G) temos que P(h) = kv/h, e é facil verificar usando
(3.4.6.2) e (3.4.6.3) que o sistema (1.4.2) tem um unico (nenhum) ciclo limite para p; = 2
(resp. p2 = —2) quando yo = y; = 0.

Logo, para po, p; suficientemente pequeno, po, p; € K., com py <0, p; < 0,0
comportamento do sistema (1.4.2) serd equivalente ao caso p; = —2) (como também para
p2 = 2. (Ver Figuras 1.3.1 e 1.3.2).

Logo, usando a mudanga de coordenadas dada em (1.4.1) segue o cone Cj.
Obs. Pequenas perturbagoes nao “criam” ciclos limites ao redor dos pontos singulares
(£+/21,0). Isto segue da universalidade do desdobramento da bifurcacao do tipo Pitchfork

(P).

Em [D, R, S}; D, R, S, Z)]; [R] pode-se encontrar maiores detalhes sobre esses

cones de bifurcagio, ou seja, sobre os cones C;, C,, C3 vistos anteriormente.
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