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RESUMO

A relacdo entre a teoria do elétron e o eletromagnetismo é discutida com base
no uso da dlgebra do espaco-tempo e do spinor de Dirac-Hestenes. Desta
relacdo surge uma equacao ndo-linear como uma alternativa, a principio mais
satisfatoria, a equagdo de Dirac. Este estudo é possivel uma vez formulada
a teoria do spinor de Dirac-Hestenes como uma classe de equivaléncia de ele-
mentos da sub-dlgebra par da dlgebra do espago-tempo.



ABSTRACT

The relationship between the theory of electron and electromagnetism is dis-
cussed by using the spacetime algebra and the Dirac-Hestenes spinor. From
this relationship it emerges a non-linear equation which seems to be more sat-
isfactory than Dirac equation. This study is possible once it is formulated the
theory of Dirac-Hestenes spinor as an equivalence class of elements of the even
subalgebra of the spacetime algebra.



AGRADECIMENTOS

Gostaria de expressar a minha gratidao ao Prof. Dr. Waldyr Alves Rodrigues
Jr. pela sua orientagao, pelo incentivo ao trabalho e a liberdade de pensamento e
agdo, e pela amizade. Agradeco também a todos os companheiros e professores do
grupo de Fisica-Matematica pelo excelente ambiente de trabalho e pelas importantes
discussoes; em particular gostaria de mencionar o Prof. Dr. Edmundo Capelas de
Oliveira, Prof. Dr. Erasmo Recami, Prof. Dr. Mércio Antonio de Faria-Rosa, Prof.
Dr. Quintino Augusto Gomes de Souza, Alexandre Luis Trovon de Carvalho, José
Emilio Maiorino e José Fernando Trevisan Giglio. Gostaria também de agradecer ao
Prof. Dr. Pertti Lounesto (Helsinki University) pelas discussées durante o periodo
de redagao final desta tese. Agradego ainda as secretarias do DMA, Bené e Fitima,
e 3 Lourdes, do SDE. Finalmente, agradeco 3 CAPES e a FAEP-UNICAMP pelo
apoio financeiro.

Jayme Vaz Jr.



Conteudo

Introdugao

1

Preliminares Matematicos

1.1 Algebrade Clifford . . . . . . . . . ottt
1.2 Exemplqs ........................................
1.2.1 Algebrade Pauli . .. ... ... ... ... ... i

1.2.2 é&lgebra do Espago-Tempo . . . . . .. .. . .. ... ... ... ...
1.2.3 Algebrade Dirac . . . . .. ... .. . e

1.3 O Fibrado de Clifford do Espago-Tempo . . . .. ... ... .. ... .......
Formalismos Lagrangeano e Hamiltoniano com Algebras de Clifford

2.1 Formalismo Lagrangeano . . . . . .. . ... . it
2.2 Formalismo Hamiltoniano . . ... ... ... .. ... ... . ...

Campos Spinoriais de Dirac-Hestenes

3.1 O Spinor de Dirac-Hestenes . . . . . . . . . . . i i i i i,
3.2 Campos Spinoriais de Dirac-Hestenes e Derivacdo Covariante . . . .. ... ...
3.3 A Relagdo entre Spinores de Dirac-Hestenes e Spinores Algébricos e Covariantes .

A Teoria de Dirac e a Algebra do Espaco-Tempo

4.1 A Equacdo de Dirac-Hestenes . . . . . . ... ... ... .. ... .. ... ...
4.2 Alguns Aspectos da Teoriade Dirac . . . .. .. ... ... ... ... .....
4.3 A Equagdo de Dirac-Hestenes em Espacos de Riemann-Cartan . ... ... ...
4.4 Zitterbewegung e a Interpretagao da Mecédnica Quantica . . . . . ... ... ...
4.5 Limite Classico: O Modelo de Barut-Zanghi . . . ... ... ............

Sobre a Relagao entre Eletromagnetismo e Mecinica Quantica

5.1 Representagdo Spinorial das Equagdes de Maxwell . . ... ... ... ......
5.2 Sobre a Relagio entre as Equagdes de Maxwell e de Dirac . . . . ... ... ...
5.3 Um Modelo “Eletromagnético” dos Léptons . . . . . . ... ... ... ......

Observagoes Finais



Introducao

A linguagem impde uma limitagdo natural no modo de expressarmos nossas idéias. Podemos
distinguir as linguagens em ordindrias e formais, onde as linguagens formais sao o resultado
de uma “matematizacio” coerente de certos conceitos. As linguagens formais constituem-se na
base da metodologia cientifica moderna, e gragas ao uso da matematica foram possiveis inimeros
avancos e descobertas na fisica. E claro que estas linguagens formais também apresentam uma
limitagdo, e a questao que precisa ser colocada refere-se a adequagao ou nao de uma particular
linguagem para expressarmos e formularmos uma teoria fisica. Em outras palavras, uma teoria
fisica pode ser formulada naturalmente em termos de uma estrutura matematica e nao de outra,
e o uso de uma estrutura matemdtica adequada permite nio apenas formularmos naturalmente
uma, teoria fisica, como também sugerir e permitir generalizagGes desta teoria.

O fato das &lgebras de Clifford terem sido “reinventadas” virias vezes na fisica moderna
sugere que elas sejam uma linguagem natural para a fisica. Como exemplo do uso de algebras
de Clifford na fisica moderna podemos citar as teorias de Pauli e de Dirac, formuladas em
termos de dlgebras de matrizes complexas 2 x 2 e 4 X 4, respectivamente, ou ainda a algebra
dos operadores de cria¢ido e aniquilacio de férmions. QOutro fato que sugere a “naturalidade”
das dlgebras de Clifford é a quantidade de nomes associados independentemente a sua invencio
(Parra 1993); além de Clifford, podemos citar os trabalhos de Euler, Rodrigues, Hamilton,
Grassmann e Lipschitz.

Uma das razoes de tantos nomes envolvidos por trds das algebras de Clifford é a sua estreita
relacdo com a geometria. De fato, a denominagdo original de Clifford (1878) para estas estruturas
era algebras geométricas. Os elementos de uma dlgebra de Clifford e as operagdes algébricas
possuem uma interpretacao natural como elementos geométricos e operagdes geométricas, o que
mostra a sua importancia tanto do ponto de vista matematico como fisico. Esse fato, entretanto,
passou desapercebido na fisica, salvo algumas exce¢des (Keller 1992), até o trabalho de Hestenes
(1966).

As algebras de Clifford aparecem tradicionalmente dentro da fisica como dlgebras de matrizes,
e nio hé qualquer significado geométrico aparente por tras de uma matriz. Por outro lado, estas
estruturas algébricas aparecem muitas vezes em problemas envolvendo spinores, e a defini¢io
abstrata usualmente empregada dentro da fisica para estes objetos também nao sugere qualquer
interpretagdo geométrica. Por outro lado, estudando a teoria das 4lgebras de Clifford vemos que
elas sdo isomorfas a certas dlgebras de matrizes, de modo que estas matrizes sdo representagdes
de elementos algébricos com um significado geométrico bem definido dentro de uma 3lgebra de
Clifford. Uma vez compreendido isto, Hestenes (1966) mostrou no livro “Space-Time Algebra”
que muitos aspectos abstratos da fisica moderna possuem uma interpretagio geométrica clara e



simples, antes escondida nas matrizes.

Os trabalhos posteriores de Hestenes mostraram o quanto o cdlculo desvinculado de matrizes,
além de interpretdvel geometricamente, é muito mais eficiente que o célculo tensorial e spinorial
usual — em certos casos, paginas de cdlculo com matrizes reduzem-se a linhas. Dentre muitas
contribui¢bes importantes, talvez a maior seja a nocao de spinores operatoriais introduzida por
Hestenes em 1967. Estes spinores operatoriais foram introduzidos em substitui¢do a nogao usual
de spinores, o que permitiu, por exemplo, uma completa reformulacdo da teoria de Dirac, e sua
consequente reinterpretacio em termos geométricos (Hestenes 1992), com o chamado spinor de
Dirac - Hestenes (SDH) — que é um exemplo de spinor operatorial — substituindo o spinor de
Dirac. O fato mais notdvel em relagio ao SDH, que pode ser representado por um biquaternion, é
que ele possui uma decomposi¢do que generaliza a decomposi¢ao polar de um nimero complexo,
decomposicio esta através de termos com uma interpretagdo geométrica clara.

A introducao do SDH nos parece um dos fatos mais importantes dos 1ltimos anos em fisica-
matematica. Apesar disso, ndo se encontra até hoje na literatura uma teoria completa do SDH.
Nesse sentido temos dois problemas fundamentais. O primeiro problema, na verdade, remonta
aos trabalhos do final da década de 20 de Ivanenko, Landau e Fock (Keller 1992) e posteriormente
de Kahler (1960). Ocorre que o SDH pode ser representado como uma soma de multiformas
nado-homogéneas ou uma soma de multivetores ndo-homogéneos. Entretanto, o grupo Spin age
sobre estes elementos através da a¢do adjunta, enquanto sobre spinores o grupo Spin age através
da multiplicacio pela esquerda. O primeiro problema, portanto, refere-se a como obter a correta
lei de transformacido do SDH dado que ele pode ser representado como soma de multiformas
ou multivetores. O segundo problema, cuja solu¢do depende da solugio do primeiro, refere-se a
defini¢do de campos spinoriais DH (CSDH). Nesse caso é preciso identificarmos o fibrado do qual
o CSDH serd uma secgido. Estes sdo os dois principais problemas do ponto de vista matematico
que pretendemos estudar.

Uma vez resolvidos os problemas acima teremos em maos um instrumento que, em func¢ao do
seu significado geométrico, apresenta grande interesse em fisica ndo apenas dentro da mecanica
quantica. Nesse ponto, se reformularmos a teoria de Dirac em termos do SDH teremos uma
interpretagdo geométrica desta teoria, e consequentemente a possibilidade de explorarmos outras
idéias envolvidas com os fundamentos da mecdnica quantica, em particular a relagdo entre
mecanica quantica e eletromagnetismo. Este é o principal problema do ponto de vista fisico que
pretendemos estudar.

O trabalho que apresentaremos estd organizado em 5 capitulos. No capitulo 1 apresentaremos
alguns preliminares matematicos onde discutiremos conceitos que usaremos neste trabalho. Nao
é nossa intengdo, entretanto, discutir em detalhes esses conceitos e os resultados relacionados.
O objetivo deste capitulo é apresentar as ferramentas que serdo utilizadas no restante deste
trabalho. Na sec@o 1.1 definiremos algebra de Clifford. Existem varias defini¢es diferentes de
algebra de Clifford, e a que usaremos € a mais imediata. Definiremos dlgebras de Clifford reais,
embora seja trivial a sua generaliza¢io para os complexos ou quaternions. Para outros corpos,
uma atengdo especial deve ser reservada para os casos onde a caracteristica do corpo é igual
a dois — a este respeito e sobre outras defini¢oes de dlgebra de Clifford, assim como para uma
breve introdugdo histdrica sobre o seu estudo, veja Lounesto (1993). Nossa definigdo de dlgebra
de Clifford corresponde a das chamadas algebras universais de Clifford, mas nio é necessario
discutirmos questdes acerca da universalidade de uma algebra de Clifford — a este respeito veja



Porteous (1969). De fato, todas as estruturas matematicas que utilizaremos serdo supostas “bem
comportadas”, uma vez que acreditamos que esta seja uma das caracteristicas das estruturas
fisicas que estudaremos. Mais ainda, nossa definicao de algebra de Clifford corresponde a de
uma algebra de Clifford ortogonal, em distin¢do as algebras de Clifford simpléticas (que também
néao serdo consideradas) — a este respeito veja Crumeyrole (1990). Na se¢do 1.2 apresentaremos
os principais exemplos de dlgebras de Clifford utilizados em fisica-matematica, a saber: algebra
de Pauli, dlgebra do espago-tempo (AET) e algebra de Dirac — destas, a AET serd largamente
utilizada. Finalmente, na secdao 1.3 definiremos o fibrado de Clifford, e em particular o fibrado
de Clifford do espago-tempo. Em particular, mostraremos como definir a derivagdo covariante
de nimeros de Clifford usando o fato que o fibrado de Clifford pode ser visto como um fibrado
associado ao fibrado principal dos referenciais ortonormais e introduziremos o chamado operador
de Dirac, que é de importancia fundamental.

No capitulo 2 iremos desenvolver os formalismos lagrangeano (se¢do 2.1) e hamiltoniano
(se¢do 2.2), os quais utilizaremos posteriormente neste trabalho. Uma das vantagens da for-
mulagdo lagrangeana que apresentaremos (para particulas e campos) é que os campos que
consideraremos sdo campos multivetoriais quaisquer, ndo necessariamente campos escalares —
e para lidarmos com estes campos usaremos o conceito de derivada multivetorial. Como vere-
mos, a equagdo de Euler-Lagrange assume uma forma muito elegante nesta formulacao. Como
exemplo, exibiremos as equagdes de Maxwell no fibrado de Clifford, onde elas sdo escritas na
forma de uma tnica equagdo. Apresentaremos também uma formulagio generalizada do teo-
rema de Noether, no sentido em que as transformacoes que consideraremos poderao apresentar
uma parametriza¢ao multivetorial. A seguir faremos a transi¢do para o formalismo hamiltoni-
ano, e mostraremos como definir uma estrutura simplética no espago de fase usando algebras
de Clifford. Consideraremos, entretanto, apenas o formalismo hamiltoniano para particulas,
pois é este o caso que estudaremos adiante. A consideragdo de campos envolve complicagdes
desnecessirias e sem interesse para este trabalho. E importante mencionarmos dois fatos em
relagdo a formulacdo lagrangeana: primeiro, uma formulagido, embora ndo tio geral como a
que apresentaremos, foi construida independentemente por Lasenby et al. (1993); segundo, os
rudimentos de uma formulagdo lagrangeana da teoria de campos com possiveis generaliza¢oes
com élgebras de Clifford aparecem originalmente em Faria-Rosa et al. (1986), onde usa-se uma
lagrangeana multivetorial para descrever o eletromagnetismo generalizado (incluindo monopdlos
magnéticos).

No capitulo 3 iremos estudar o CSDH, procurando responder as duas perguntas que for-
mulamos anteriormente. A resposta da primeira pergunta aparecera naturalmente da defini¢io
que dermos do SDH. Definiremos (se¢do 3.1) o SDH nio como uma soma de multivetores de
graduagdo par (isto é, um elemento da sub-dlgebra par da AET), como usualmente ocorre na
literatura, mas como uma classe de equivaléncia destes multivetores. Veremos que os elementos
desta classe de equivaléncia transformam-se de acordo com a regra usual para spinores. Deste
modo, um SDH ndo é uma soma de multivetores (ou de multiformas) pares, embora possa
ser representado por esta soma. Desta defini¢io do SDH seguird como consequéncia imediata.
o chamado teorema de Geroch (1968) acerca da existéncia de estruturas spinoriais em uma
variedade, como veremos na se¢io 3.2. Nesta mesma se¢io definiremos um CSDH como uma
secao do fibrado Spin-Clifford, que é o fibrado quociente do fibrado de Clifford pela relagio de
equivaléncia a qual nos referimos acima. Este fibrado Spin-Clifford também pode ser visto como



um fibrado associado ao fibrado principal dos referénciais ortonormais, e a partir da teoria das
conexoes em um fibrado principal e derivagdo covariante em um fibrado associado mostraremos
como definir a derivada covariante de um CSDH. Na secao 3.3 mostraremos que a nossa teoria
do SDH é equivalente a teoria usual do spinor de Dirac, a diferenca, insistimos, sendo que o
SDH possui uma clara interpretacio geométrica. Nosso procedimento nesse caso, entretanto, é
bem diferente do apresentado por Lounesto (1993); iremos partir do spinor de Dirac e construir
alguns isomorfismos de modo a concluir pela equivaléncia das nog¢des de spinor de Dirac e SDH,
e para isso usaremos em uma primeira instancia representagoes matriciais da AET e da élgebra
de Dirac (discutidas na secio 1.2) uma vez que a grande maioria dos fisicos e matematicos estao
acostumados a trabalhar com estas representagoes.

Uma vez formulada a teoria do SDH, no capitulo 4 reformularemos e discutiremos a teoria de
Dirac em termos da AET. Na secdo 4.1 escreveremos a equagdo DH (EDH), que € a representante
da equagio de Dirac neste formalismo, e para isso traduziremos a lagrangeana de Dirac para
a AET e usaremos a equagdo de Euler-Lagrange obtida na se¢ao 2.1 para deduzirmos a EDH.
Virios aspectos da teoria de Dirac serdo entido reformulados na se¢io 4.2. Uma vez que o nosso
interesse neste trabalho por esta reformulacdo visa o conteido do capitulo 5, nao discutiremos
todos os aspectos desta teoria, sendo que outros detalhes podem ser encontrados em Hestenes
(1992). Na secio 4.3 mostraremos como generalizar a EDH para um espago-tempo de Riemann-
Cartan, o que é importante para as chamadas teorias Uy ou de Einstein-Cartan da gravitacio.
Na sec¢do 4.4 mostraremos como esta reformulacao da teoria de Dirac permite reinterpretarmos
certos aspectos da mecdnica quantica, e alguns destes aspectos que serao repensados encontram
respaldo em um modelo cldssico da teoria de Dirac que é o modelo de Barut-Zanghi, devidamente
reformulado em termos da AET na se¢do 4.5. O problema mais delicado e polémico envolve a
questao da natureza da massa, e o resultado que discutiremos é fundamental dentro do capitulo 5.

Finalmente, no capitulo 5 discutiremos a relagio entre eletromagnetismo e mecanica quantica.
Primeiro, exibiremos na se¢ao 5.1 uma representagao spinorial das equagoes de Maxwell em ter-
mos do SDH. Depois mostraremos, usando uma hipdtese acerca da origem da massa (hipdtese
esta valida dentro da teoria de Dirac), que a referida representacdo spinorial das equacdes de
Maxwell livres reduz-se 4 equagdo de Dirac (igualmente livre). Na verdade, a equacio que
obteremos é uma equagdo nao-linear, mas que apresenta as mesmas solugoes e propriedades da
equacao de Dirac para as solucgbes do tipo particula. Esta equagido nio-linear foi proposta por
Daviau (1993), porém através de um raciocinio completamente diferente do nosso. As diferentes
propriedades desta equagdo nio-linear aparecem em relacio as solugdes do tipo anti-particula.
Estas diferencas sao, entretanto, desejiveis. De fato, as solugdes do tipo anti-particula apre-
sentam energia positiva dentro da teoria da equagido ndo-linear, ao contririo do que ocorre na
teoria de Dirac onde elas possuem energia negativa. Além disso, dentro da teoria nio-linear
temos uma regra de super-selecdo: o principio de superposi¢io permanece valido mas apenas
para particulas ou anti-particulas em separado. Qutro fato notdvel, que discutiremos na secao
5.3, é que usando apenas mais uma hipdtese, esta mesma equagao é capaz de descrever o miion,
prevendo para ele uma massa em bom acordo com os resultados experimentais. Discutiremos
também como obter o espectro de massa dos léptons.



Capitulo 1

Preliminares Matematicos

1.1 Algebra de Clifford

Seja V um espaco vetorial real e V* o seu dual. Denotemos o produto cartesiano V x --- XV de
q cbpias de V por V7 e o produto cartesiano V* X - -+ x V* de p c6pias de V* por (V*)?. Seja o
espago vetorial dos tensores do tipo (p,q) (ou g-covariante, p-contravariante), ou seja

TPUV)={T:(V*?xV? > R|T é(p+ q) — linear}

Note que T9Y(V) = V* e T1? = V. Agora, com a multiplicagdo usual de tensores podemos
definir uma estrutura algébrica. Em particular, estamos interessados na algebra dos tensores
contravariantes T(V') (ou na &lgebra dos tensores covariantes T*(V'), cuja definicdo € andloga a
que se segue).

Chamamos 4lgebra dos tensores contravariantes (ou algebra tensorial de V') ao par

T(V) = (952T7°(V), ®)

onde ®32,TP°(V') denota o espago vetorial constituido da soma direta fraca dos espagos TP°(V')
(p>0)e®:T(V)x T(V) - T(V) denota a extensdo linear do produto tensorial ® : TP° X
T%0 — TP+90(V) (p,q > 0) a0 espago ®32,TP°(V). Por soma direta fraca entendemos que cada
elemento do espaco EB;‘;OT”’O(V) tem projecdo ndo-nula somente em um nidmero finito de sub-
espagos TP°(V). Daf um elemento genérico de G52 TP%(V) é da forma A = Ao+ A1 +---+ A,
onde 4, € T*°(V), (p=0,1,...,7).

Denotaremos por “: T(V) — T(V) e chamaremos automorfismo principal ou involugio
graduada a aplicagio linear caracterizada por

(A By=AQ® B, VA,BeT(V)

com )
A=A, se A€ R,

A=-A4, sedeV.



Denotaremos por “: T(V) — T(V) e chamaremos antiautomorfismo principal ou reversao a
aplicagdo linear caracterizada por

(A By=B® A, YA,BeT(V)

com )
A=A, se A€ R,
A=A, se AeV.
Denotaremos por ~: T(V) — T(V) e chamaremos conjugagio a aplicagdo composta das

aplicacdes definidas acima, ou seja, B ) 3
A= (A= (Ay.
Chamamos de ideal & esquerda de uma dlgebra A qualquer sub-dlgebra Ig C A tal que
t€lg=>zielg,Ve €A,

e analogamente para um ideal 3 direita. Um ideal bilateral (ou simplesmente ideal) é uma
sub-algebra que é um ideal & esquerda e & direita.

Algebra Exterior : Seja I C T(V) oideal bilateral gerado pelos elementos da forma a®b+b®a,
a,beV Cc T(V). A élgebra exterior de V é a dlgebra quociente

A(V) =TV)/1.

Os elementos de A(V') sdo chamados multivetores.!

Se je : T(V) — A(V) denota a projegao canénica, temos que j.(a ® b+ b® a) = 0, ou seja:
Je(a ®b) = —j(b® a). Esta multiplicacio em A(V) é denotada por A : A(V) = A(V) e é
chamada produto exterior ou produto de Grassmann ou produto cunha:

aAb=j.(a®b), (1.1)
aAb=—-bAa. (1.2)
Pode-se mostrar que, se {e1,...,e,} é uma base para V, entdo 1 e os produtos je(e;, ®- - -Qe;, ) =

e, Ao Ae, (1 <4y <ig < -+ < i, < n) constituem uma base para A(V), que é portanto
um espago vetorial de dimensdo 2". Cada sub-espago de A\(V) expandido pelos (}) elementos
linearmente independentes e;, A --- A e;, serd denotado por A¥(V) = T*O(V)/I. Os elementos
de A*(V) sdo chamados k-vetores. Segue que A(V) = ®7_o A¥(V), e como dim A¥(V) = ()
entdo dim A(V) = Y50 (3) = 2™.

Note que, da definicdo do produto exterior, se A € A"(V) e B € A*(V) entdo

AANB = (-1)"B A A. (1.3)

Algebra de Grassmann : Seja A(V) a élgebra exterior, g : V x V — R uma métrica de assi-
natura (p,q) em V. Podemos construir um produto escalar ( , ): A(V)xA(V) — R sobre A(V)

INo caso de trabalharmos com T*(V') esses elementos sio chamados multiformas.



definindo
(i)Se Ae A"(V), Be A°(V) com r # s entdo

(A4,B) = 0;
(i) Se A, BEAN(V),A=e1AN--ANery, B= fi A--- A f;, entdo

(A, B) = det(g(ei, f;))-

Esse produto é estendido a todos 4, B € A(V) por linearidade. A algebra exterior munida deste
produto interno é chamada algebra de Grassmann.

Se o espago vetorial V' também estd munido de uma orientagdo, isto é, um n-vetor volume
T € N*(V) tal que (7,7) = (-1)?, entdo podemos introduzir um isomorfismo natural entre
AN (V) e A" 7 (V) chamado operador de dualidade de Hodge (ou operador estrela de Hodge),
denotado por x: A"(V) — A*7"(V), e definido por

AANXB = (A,B)r (1.4)
quaisquer que sejam A,B € A"(V). Este operador é naturalmente estendido a um isomorfismo
*: A(V) — A(V) por linearidade.

Algebra de Clifford : Seja J C T(V) o ideal bilateral gerado pelos elementos da forma
a®b+b®a—2g(a,b),onde a,b € Veg:V xV — R éuma métrica de assinatura (p,q) em
V. A 3lgebra de Clifford C(V, g) é a lgebra quociente

C(V,9)=T(V)/J.

Os elementos de C(V, ¢) sdo chamados niimeros de Clifford.

Se j. : T(V) — C(V, g) denota a projegao candnica, temos que j.(a®b+bQa—~2¢(a, b)) = 0, ou
seja: 2¢(a,b) = jo(a®b)+ j.(b®a). Esta multiplicacdo em C(V, g) é denotada por justaposi¢ao?
e é chamada produto de Clifford ou produto geométrico:

ab = j.(a®b). (1.5)

Temos entao que

g(a,b) = %(ab + ba). (1.6)

Lembremos que no caso A(V) = T(V)/I o ideal I é gerado pelos elementos da forma a ®
b+ b ® a, enquanto no caso C(V,g) = T(V)/J o ideal J é o gerado pelos elementos da forma
a®@b+b®a—2g9(a,b)=(a®b— g(a,b))+ (b® a — g(b,a)). Dai a proje¢io de a ® b — g(a,b)
em C(V, g) corresponde em A(V') ao produto exterior a A b, de onde definimos:

aAb:jC(a’®b_g(a’b)):a’b_g(a3b)7 (1.7)

2No caso de trabalharmos com 7" (V) este produto é is vezes denotado por V e a 4lgebra analogamente definida
é chamada dlgebra de Kihler-Atiyah (Graf 1978). Veja Lounesto (1993a).



ou, em func¢do da expressio (1.6),

ahb= —;—(ab—ba). (1.8)
Se definirmos o produto interior - : C(V, g) x C(V, g) — C(V, g) por

a-b= %(ab+ba) (1.9)

de modo que a - b = g(a,b), entio podemos escrever para o produto de Clifford:

ab=a-b+aAnb. (1.10)

Pode-se mostrar que, se {e1,---,€e,} é uma base para V, entdo 1 e os produtos j.(e; ®
e ®e) = €€, (1 <i <ip <---< i < n)constituem uma base para C(V,g), que é
um espago vetorial de dimensdo 2". Se {ej,:--,e,} é uma base ortogonal entdo da eq.(1.10)

temos que €;, -+ -€;, = €; A---Ae;,. Segue dai que C(V,g) e A(V) sdo isomorfos como espagos
vetoriais. Podemos portanto fazer a identificacdo C(V,g) = Y 7o A"(V), de modo que um
elemento genérico A € C(V,g) tem a forma

A=Ag+ A1 +---+A,, (1.11)

onde A, € A"(V) C C(V,g)(r =0,1,...,n). Dizemos que A, é a parte r-vetor de A. Se A = A,
para algum r dizemos que o multivetor é homogéneo de grau r ou um r-vetor (e ndo-homogéneo
caso contrario). E conveniente definirmos a projecdo ( ), de A em A"(V) C C(V,g):

(A), = A,. (1.12)

Vamos agora procurar uma generalizacdo dos produtos interior e exterior e uma expressao
geral para o produto de Clifford. Olhando a expressio (1.3) vemos que a A B = (—1)"B A a para
B € N'(V); dai generalizamos as expressoes (1.8 - 1.9) para os produtos exterior e interior:

aNB=(aB +(-1)Ba) = L(aB + Ba) (1.13)

a-B= %(aB — (~1YBa) = %(aB _ Ba), (1.14)
paraa € V,B e A" (V), de modo que
aB=a-B+aAB. (1.15)

Estas defini¢des de produto exterior e interior podem ser generalizadas para multivetores
arbitrarios (Hestenes e Sobczyk 1984). Definimos o produto exterior

A, AN Bs = (ArBs)rys, (1.16)
e o estendemos para C(V, g) por linearidade. O produto interior é definido por

Ay - By = (A Bs)jr—s), (52 7,5 > 0) (1.17)
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A, -Bs; =0, (ser =0o0us=0), (1.18)

e o estendemos a C(V, g) por linearidade.
Para o produto de Clifford temos a seguinte formula fundamental (Hestenes e Sobczyk 1984):

A'rBs = <ArBs)|r—s| + (ArBs)lr—sH-z +- 4 (ArBs>r+s =
_ ~hrs—lr=s))

= Zik=0 (A’I‘BS)I'I‘—S|+2k' (1.19)

E importante observarmos que, enquanto o produto de Clifford e o produto exterior sdo
associativos, o produto interior ndo é associativo. Nesse caso valem as identidades

A, (Bs-Ct)=(Ar ANBs)-Ct, (parar+s<t, r,s>0), (1.20)

A, - (Bs-Cy) = (Ar - Bg) - Cy, (parar+1t<s). (1.21)

Iremos convencionar, para simplificar a notacdo, que o produto exterior tem preferéncia sobre
o produto interior e estes sobre o produto de Clifford, ou seja: AABC = (AAB)C, A-BC =
(A-B)C,A-BANC=A-(BAC).

Notemos que os morfismos " e~ definidos em T'(V) sio tais que J = J e J = J, e portanto
passam ao quociente em 7'(V')/J induzindo morfismos em C(V, g) que serdo representados pelos
mesmos simbolos. Temos a reversdo (antiautomorfismo principal)

(ABY = BA, YA,B € C(V,9) (1.22)

com

A=A, se Ac R,
A=A, sedeV,
e 0 automorfismo principal .
(ABy= AB, VA,Be(C(V,g) (1.23)
com )
A=A, se A€ R,
A= —A, se A€V,
além da composiciao A = (A = (A).
Notemos também que o ideal J é ndo-homogéneo de grau par em T(V), o que induz uma
graduagdo Z3 em C(V,g). Temos

C(V,g)=Ct(V,g)®C™(V,9)

onde C*(V,g) = j. (Z?:o T2kv°(V)) e C°(V,g9) = je (E?:o T2’°+1’°(V)). Os elementos de
C*(V,g) sio os elementos pares de C(V,g) e formam uma sub-3lgebra chamada sub-4lgebra

par; por outro lado, os elementos de C~(V, g) (elementos impares) ndo formam uma sub-dlgebra.
Note que (C*(V, g)J=C*(V,g).



A seguir apresentaremos algumas importantes identidades que serdo utilizadas ao longo deste
trabalho; elas sao validas para quaisquer a,ay,---,a, € V C C(V,g), A, € N'(V) C C(V,9),
B, e N°(V) CC(V,g),r,s>0:

(A), = (A); = (-1)7(A4),
(A), = (A)7 = (~1yT=D/2(4),
B, = (=1)"¢-UB, - 4,, (r < s)

A, ANBs=(-1)"B; A A,
a-(A;Bs)=(a-A;)Bs+ (-1)"A(a-Bs;)=(a AN A,)Bs; — (-1)"A,(a A B,)  (1.24)
aA(A,Bs)=(aAA)Bs — (-1)A;(a- By)=(a-A;)Bs + (—1)Ar(a A By)

a-(ar---a;) = 4o (1) (a - ag)(ar- - G-10541 - -ay)

a-(ayA-Aay) =4 (- a-ap)(ar A+ Aak—1 Aaky1 A---Aay)
*(A), = (A),7 = (A),7

Outro produto que utilizaremos é o produto escalar * : C(V,g) x C(V,g9) — R C C(V,g),
definido por
A% B = (AB),. (1.25)

Note que A, * B; = 0, (r # s) e que A, * B, = B, * A,, e que o produto escalar da dlgebra de
Grassmann pode ser escrito como (4, B) = A * B.
Outro produto que também utilizaremos é o comutador [, ] : C(V,g9) x C(V,g9) — C(V,g)
definido por
[A,B] = AB — BA. (1.26)

Note que aA A, = L[a, A,] parar pare a-A, = }[a, A,] para r impar. Um fato muito importante
é que o comutador de um 2-vetor (bivetor) com um elemento arbitrdrio de C(V, g) preserva a
graduacgao deste elemento, ou seja:

[B,Ar] = ([B Ar] (B € /\(V)) (1-27)
Temos ainda as seguintes identidades:
[B,A-C]=[B,A]-C+ A-[B,(C], (1.28)

[B,AAC]=[B,A]AC + AN[B,C). (1.29)
Além disso, o produto de Clifford de dois bivetores A,B € A*(V) C C(V,g) pode ser escrito

como

AB=A- B+2[A B]+ AAB. (1.30)

Para finalizarmos esta se¢ao, fagamos uma breve discussdo (para detalhes veja Porteous
(1969)) do seguinte fato: todas as 4lgebras de Clifford reais possuem uma representagio explicita
como algebra de matrizes sobre o corpo dos reais R, complexos € ou quaternions H. Seja RP?
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o espago vetorial de dimensdo p + ¢ = n equipado com métrica g : R”? X R?? — R, e seja {e;}
a base candnica de RP? tal que

+1 i=j=1,2,...,p
gleiej) =gij = gleje) =gji=q -1 i=j=p+1,...,p+tg=n
0 #J
Denotemos R, ; = C(RP?, g). A representagao das algebras de Clifford reais R, , como élgebras
de matrizes se faz de acordo com a seguinte tabela ( [rn/2] denota a parte inteira de n/2):

p — g(mod8) |l 0 1 2 3
R, R(2MA) | R(2IV) @ R(21V/Y) R [ @207
p — g(mod8) | 4 5 6 7
R,, HWA-Ty [ H2WA-T) g H(2P2FT) | H(2FA-T) [ @er/m)

Agora, para acharmos a representagao matricial dos elementos de R, ; sdo necessarios alguns
outros resultados. Antes, porém, vamos definir alguns conceitos. Um ideal é dito minimal se
ele ndo contém nerhum outro ideal exceto si préprio e o zero. Um elemento e # 0 é dito um
idempotente se e = e. Um idempotente é primitivo se ele nio puder ser escrito como a soma
de dois idempotentes ortogonais nao-nulos, ou seja, se € # ¢’ + €” onde (¢')? = ¢, (e)? = €”
e e'e’ = e"¢’ = 0. Os nimeros de Radon-Hurwitz r; sdo os nimeros definidos pela formula de
recorréncia r;4g = r; + 4 e pela seguinte tabela:

t (01|23 |4(5|6]|7
1011127213 13133

Os resultados que precisamos sio (Porteous 1969, Lounesto e Wene 1987):

1Teorema: Um ideal minimal f‘L esquerda, Ip,q. dg .Rp,q é da forma I, = R, ep,, onde €pq =
3(1+eq,)--3(1+ eq,) é um idempotente primitivo de R, , e onde €4, , ..., €q, é um conjunto
de elementos da base canénica de RP? que comutam tais que (e4;)? = 1 (i = 1,...,k), que
geram um grupo de ordem 2%, k = ¢ — r,_,, onde 7; sdo os niimeros de Radon-Hurwitz.

Teorema: Se p+ q = n é par ou impar com p — ¢ = 1 (mod 4), entdo
Ry > Endp(Ip,) ~ F(m)

onde FF = R ou ou H, Endp(I,,) é a algebra das transformagdes lineares em I, , sobre o
corpo F', m = dimp(I,4) e F ~ eF(m)e, onde e é a representacio de e,, em F(m). Sep+qg=n
é impar com p— ¢ = 1 (mod 4) entdo R, , ~ Endr(fp4) >~ F(m)® F(m) e epgR,g€pg ~ RO R
ou HDH.
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Note que os isomorfismos acima permitem identificar os ideais minimais a esquerda com
as matrizes coluna de F(m), ou melhor, com as matrizes de F(m) com uma coluna nio nula
e as demais nulas. Para acharmos a representagao matricial dos elementos de R, , usamos o
isomorfismo R, , ~ Endp(Ip,) definido por ¢ : Ry, 3 ¢ — @(z) = L, € Endp(Ip,), sendo
Ly:1I,, — I,, arestrigio & I, , de L, : R, — Ry, definida por L.(y) = zy, Vz,y € R, ,.
Dal, para acharmos a representagdo matricial de z, tomamos uma base {E4} do ideal I, e
estudamos a agdo de z sobre esta base, ou seja, 2E4 = Y gzapEp, e {248} é a matriz que
representa x. Note que a representacio depende do idempotente escolhido. Na proxima segio
veremos exemplos especificos sobre a questdo da representacdo matricial.

O fato das dlgebras de Clifford reais R, ; poderem ser representadas por dlgebras de matrizes
nos permite concluir que todas as dlgebras de Clifford reais sdo algebras semi-simples. Primeiro,
as dlgebras de matrizes sido dlgebras simples (uma algebra é simples se ela ndo possue ideais
bilaterais, exceto ela prépria e o zero). Se olharmos para a tabela de classificagdo de R, 4 vemos
que: (i) se p+gq é par, R, ; é simples; (ii) se p+q é impar, p—q # 1 (mod 4), R, , é simples; (iii)
se p+ q é impar, p— ¢ = 1 (mod 4), R, , é a soma-direta de dlgebras simples (ou seja, é semi-
simples, o que significa que ela nio contém ideais bilaterais nilpotentes (um ideal é nilpotente se
I" = 0 para algum n, exceto o zero). Logo, R, 4 ou é simples ou é semi-simples, e no primeiro
caso vale o seguinte teorema (Graf 1978):

Teorema ( Noether-Skolen): Quando R, , é simples, os automorfismos algébricos sao dados por
seus automorfismos internos z +— uzu™!,z € Ry, euv € [(p,g) = {u € Ry |uv! = v lu =
1e Ad,(RP?) = RP, Ad,v = wvu™!, v € RP} (denominado grupo de Clifford-Lipschitz).

1.2 Exemplos

1.2.1 Algebra de Pauli

A dlgebra de Pauli é a dlgebra Rs3p, que é isomorfa a €'(2) (dlgebra das matrizes complexas
2 x 2). O interesse na algebra de Pauli se deve ao fato de que R>° pode ser identificado com o
espago euclidiano tridimensional.

Seja {01, 02,03} uma base ortonormal de R3Y, ou seja:

1
0, 0; = 5(0’,’0’]' + O'jO',') = 6,']’, (1.31)

onde §;; = 1sei=jed;; =0set# j(¢,j=1,2,3). Um elemento arbitririo z € R3p é da
forma

R30 9 ¢ = ap+ a101 + a202 + @303 + 6120102 + @130103 + a230903 + a123010203.  (1.32)

Em outras palavras, R3 o é gerada por {1, 01, 02,03}. Note que 0;0; = 0;A0; (i # j). Denotando
o elemento de volume por ¢, ou seja;

= 010203 = 01 Aoy A o3 (133)
temos

2= —-1. (1.34)
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A notagio i para o 3-vetor (elemento de volume) é sugestiva: além de termos i? = —1 temos

que ¢ comuta com todos os elementos de R3p, 0 que segue de o;i = io; (j = 1,2,3). Note que
o;0; = iok (4, ], k ciclicos). E comum nos referirmos dentro da dlgebra de Pauli ao 3-vetor como
pseudo-escalar e a um 2-vetor como um pseudo-vetor.

Vamos agora procurar uma representacao matricial explicita para os vetores oy, 09, 03. Para
iss0, note que e = %(1 + 03) é um idempotente primitivo de R3p. Um elemento arbitrario do
ideal I3,0 = R3,0€ é da forma

13,0 22X = 6(b1 + 'Lbz) + 0'16(b3 + ib4), (135)

onde estes b’s estdo relacionados com os a’s na eq.(1.32) por by = ag + as, by = a2 + ai23,
bs = a1 + a13, by = az + az3. Note que Rz pe ~ R{Oe, onde R;{,o é a sub-algebra par de R3p.
Da eq.(1.35) vemos que e{1,0,} formam uma base para o ideal I3, e que el3pe ~ € com
base e{1,¢}. Denotemos
1) = e, (1.36)

12) = ore. (1.37)
Definindo a base reciproca (A| por (A]= (| A)J, ou seja:

(1|=e, (1.38)
(2|= eo, (1.39)

temos
(A|B) = é6ape, (A,B=1,2). (1.40)

A representagdo matricial de o; é dada pelos niimeros (0;) g definidos por (A|o;| B) = (0:)aBe.
Por exemplo: para o7 temos (1|01 |1) =0, (1]|01]2) =e, (2]|01]1) =€, (2]|01|2) =0, e
analogamente para o, e g3. Os resultados sao:

01 0 — 1 0
0'1:(1 0)’02:(’1: 02),0'3:(0 _1>, (141)

que sio as matrizes de Pauli.® Note que

|1)=e=((1) g),|2>=ole=((1) 8), (1.42)

eparaz € Rzpge x € I3g:

o = (ao + a3) + i(a12 + a123) (@1 — a13) + #(—az + az3) _[an = (1.43)
(a1 + a13) + i(az + az3) (ao — a3) + i(—a12 + @123) 23 24 )’ )

X = by +1b; 0 _ z1 0 (144)

b3 + Zb4 0 z3 0 ’ )
3Note que estamos incorrendo em um abuso de notagio ao denotarmos a representacio matricial de o; pelo
mesmo simbolo; poderiamos usar um sfmbolo como ¢; nesse caso, mas a diferenga é ébvia e nao causa confusio.
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Como observagio final, é facil ver que a reversdo ~ corresponde em €(2) a conjugagio hermitiana.
De fato:

P (ao + a3) + i(—a12 — a123) (@1 + a13) +i(—az — azs) _[Aa =2 ) (1.45)
(a1 —a13) + i(az — az3) (a0 — a3) + (a2 — ai23) 23 2

1.2.2 Algebra do Espago-Tempo

A Algebra do Espago-Tempo (AET) é a élgebra Ry 3, que é isomorfa a H(2) (4lgebra das
matrizes quaternidnicas 2 x 2). O interesse pela AET se deve ao fato de que R! pode ser
identificado com o espa¢o de Minkowski; como veremos, a AET é naturalmente adequada a
formulagdo das teorias fisicas relativistas. Essa adequacdo se deve a varios motivos os quais
veremos ao longo deste trabalho, mas de inicio podemos adiantar que o formalismo da AET é
inteiramente covariante por nao fazer referéncia especifica as coordenadas.

Seja {70,71, 72,73} uma base ortonormal de R!3, ou seja (u,v = 0,1,2,3):

1
Yo=Y = 5(7;&71/ + 7117;4) = Nuv, (1'46)
onde ggp = —M11 = —N2z = —M33 = 1, N, = 0 para g # v. Um elemento arbitrario X € R; 3 é
da forma
Ri32X = a+aoy+ a171 + agy2 + a3y + ao1vo1 + @o2702 + 203703 + a12712 + @13713 +
+a23723 + ao127Y012 + Go137Y013 + @0237Y023 + @1237Y123 + Q0123701235 (1.47)

onde usamos a notagdo v, = Y%, (4 # v), ou seja, Yor = Y071, Yo12 = Y0Y172, €tc. Note que
podemos escrever Y, = YuYv = Yu A Yo, (1t # v). O 4-vetor (elemento de volume) é usualmente
denotado por 7vs, ou seja:

Y5 = YoN7273 =T AN A2 A3 (1.48)

e tal que
(75)% = -1 (1.49)
e anti-comuta com vetores, isto é, 7,75 = —7v57, (£ = 0,1,2,3). Segue dai que 75 comuta
com os elementos pares e anti-comuta com os elementos impares de R; 3. Note também que
(701)? = (702)> = (103)? = 1 e (112)? = (113)* = (723)* = —1. E comum nos referirmos a um
3-vetor da AET como pseudo-vetor uma vez que, por exemplo, vYo12 = Y375 = —7573, enquanto

nos referimos ao elemento de volume como pseudo-escalar.

Vamos agora procurar uma representa¢do matricial explicita para os vetores vg,71,7v2,73-
Observe que 1(1+ 7o), 3(1 + 730) € 3(1 + 7123) sdo idempotentes primitivos de Ry 3. Iremos
considerar, por motivos que ficardo claros depois, o idempotente %(1 + 70). O idempotente
2(1 4+ 730) é particularmente interessante (veja Figueiredo et al. 1990), mas o seu estudo nada
acrescenta a este trabalho. Um elemento arbitrario do ideal I; 3 = Ry 3e, onde

e=2(1+ %), (1.50)
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é da forma

L3> ® = e(by + bavas + baysr + bami2) + vse(bs + bey2s + brys1 + bsyi2), (1.51)

onde os b’s estdo relacionados com os a’s da eq.(1.47) por

b1y = a + ao, by = az3 + apas,

b3 = —ay3 — ap13, by = a1z + aor2, (1.52)
bs = —ay123 + ao123, be = a1 — aoy, )

b7 = a3 — aoz, bg = a3 — aps.

Note que R 3e ~ Ri'",3e, onde Rt3 é a sub-dlgebra par de Ry 3 ~ tal que Rt?, ~ R30 em fungao
da correspondéncia o; = —7y0; = Yi0, 0i0; = —%Vij € 1 = V5.

Da eq.(1.51) vemos que {1,7ys}e formam uma base para o ideal I; 3, e que ely 3¢ ~ H com
base e{1,723,¥31,712}. De fato, se denotarmos

1=723,7 =731, k = 712, (1.53)
tais que 15 = k, jk =1, ki = 7, 12 = j2 = k? = —1, podemos escrever
L3> ® = e(by + bai + b3y + bak) + vse(bs + bgz + brg + bsk), (1.54)
onde fica claro que el; 3¢ ~ H com base e{1,%, 3, k}. Denotemos
1) = e, (1.55)
12) = 756, (1.56)

e vamos definir a base reciproca (A | por (A |= (0 | A)) = |A)yo, ou seja (lembremos que
Yo€ = €):

(1]= e, (1.57)
(2|= evsv0 = —es, (1.58)

de modo que
(A|B) = 6ape, (A,B=1,2). (1.59)

Calculando (A|7y,|B) = (7.)aBe obtemos como representacdo matricial dos vetores 7,:

(1 0 {0 s (o0 j (0 &

Il)=e=<(1) g),|2)=756=((1) g) (1.61)

obtemos para X € Ry3e ® € I 3:

Usando

(¢ + ao) + (@23 + ag23)i+ (—a123 — @o123) + (a1 + ao1)i+
(—a13 — a013)7 + (@12 + ag12)k (ag + ao2)g + (as + ag3)k
X = - ( a1 R ) )
(—a123 + ao123) + (a1 — ag1)i+ (a — ao) + (az3 — apz3)i+ B
(a2 — ao2)7 + (as — ap3)k (—a13 + ao13)7 + (a12 — ao12)k
(1.62)
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b+ bgi + b3] + b4k 0 qQ1 0
= . . = . 1.63
( bs + bet + b77 +bsk 0 g 0 ( )

Finalmente, uma vez que a reversao ~ em R; 3 troca o sinal de 2-vetores e de 3-vetores, mas
mantém inalterado o sinal dos demais, temos que a reversido em termos de H(2) corresponde a:

(a+ ao) — (@23 + apz3)i— (@123 — ao123) + (a1 — ag1 )i+
(—a13 — ao13)7 — (@12 + aoi2)k (a2 — ap2)7 + (a3 — an3)k . .
X = - ( ql* _’qke, )
(@123 + ao123) + (a1 + a0 )i+ (a — ag) — (azz — agz3)i— ~9% 4
(a2 + ao2)3 + (a3 + ao3)k (—a13 + aq13)j — (a12 — ao12)k
(1.64)

onde x denota conjugagao quaternidnica.

O uso da AET permite escrever uma expressio particularmente conveniente para uma trans-
formagao de Lorentz. Uma transformacgdo de Lorentz £ mantém invariante a norma de um vetor
v € R C Ry 3, ou seja, (v')2 = v'-v' = v-v = 2% onde v' = L(v). Isto significa do ponto
de vista algébrico que £ é um automorfismo desta algebra, e uma vez que R; 3 é simples, entdo
vale o teorema de Noether-Skolen, ou seja:

L(v) = LvL ™1, (1.65)

onde L € I'(1,3), que é o grupo de Clifford-Lipschitz I'(1,3) = {L € Ry 3| LL™! = L7'L =
1, Adz(R'®) = R'"®}. Uma vez que £(v) é um vetor, devemos ter o/ = v’ e v/ = —v'. A
primeira condicdo implica que

L=+L71, (1.66)
enquanto a segunda condicdo implica em
I=4+L. (1.67)
Definindo
N(@)=%*xz = (z,z), Yz € Ry 3, (1.68)

vemos que a primeira condigao implica em
N(L) = £1. (1.69)

Em fungdo disso, definimos (Figueiredo et al. 1990):

Pin(1,3)= {L € I'(1,3) | N(L) = £1}, (1.70)
Piny(1,3)={L € I'(1,3) | N(L) = +1}. (1.71)
Por outro lado, a segunda condigdo implica que
L=I<«< LeR{,, (1.72)
L=-L< LeRg,. (1.73)
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Quando L=1La transformacao descrita por L é uma rotagio?, ao passo que se IL=-La
transformacio descrita por L é uma reflexdo (Hestenes 1966). Em fungdo disso, definimos os
grupos®

Spin(1,3) = {L € T7(1,3) | N(L) = £1}, (1.74)

Spin, (1,3) = {L e I'7(1,3) | N(L) = 1}. (1.75)

Note que Spin(1,3) = Pin(1,3) N I'*(1,3). Pode-se mostrar (Figueiredo et al. 1990) que os
grupos Pin(1,3) e Spin(1, 3) sdo os grupos de recobrimento duplo dos grupos ortogonal O(1,3)
e ortogonal especial SO(1,3), ou seja:

Pin(1,3)/{£1} ~ O(L,3), (1.76)

Spin(1,3)/{£1} =~ SO(1,3). (1.77)

Segue que a componente conexa a identidade SO4(1,3) de O(1,3) é recoberta por Spin, (1, 3),
ou seja:

Spin, (1,3)/{£1} ~ S04(1,3). (1.78)

O grupo SO,4(1,3) é o chamado grupo préprio ortocrono de Lorentz, ou grupo restrito de Lorentz.

Vemos portanto que uma rotagdo de Lorentz é descrita por R € Spin,(1,3), ou seja, R
satisfaz R = R™!, R = R. Pode-se mostrar (Hestenes 1966) que todo R € Spin_(1,3) pode ser
escrito na forma

R=1eP, (Be \*(R"®) C Ry3), (1.79)

onde B é um bivetor, e B pode ser escolhido de modo que o sinal na expressao acima seja positivo
exceto no caso particular em que B2 = 0 e R = —eP. Se B é um bivetor espacial (B = —1)
entdo R descreve uma rotagio espacial, enquanto se B é um bivetor temporal (B? = 1) entdo
R descreve uma rotagio temporal, ou seja, um boost. Como sabemos (Zeni e Rodrigues 1992),
sempre podemos decompor R em um produto de uma rotagao (espacial) e um boost:

R =RB, (1.80)
onde podemos escrever, por exemplo,
R = R(0,p,x) = eM2¥/2e¥18/2gM2x/2 (1.81)
onde (8, ¢, x) sdo os angulos de Euler, e
B = B(u) = e“/2, (u= uyo1 + uz702 + u3Y03), (1.82)

sendo a velocidade dada por v = e%yy (Zeni e Rodrigues 1992).

Existem outros aspectos especificos da AET que precisaremos considerar; entretanto, para
ndo nos desviarmos demais do assunto deste capitulo, os discutiremos apenas quando necessi-
tarmos.

*O termo rotagio é empregado nesse caso no sentido de rotacio no espago-tempo e nio rotagio espacial. De
qualquer forma, nao ha perigo de confusio.
5Note que o conjunto dos L que satisfaz (1.73) n3o forma um grupo.
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1.2.3 Algebra de Dirac

A dlgebra de Dirac é a élgebra R4, que é isomorfa a €'(4) (dlgebra das matrizes complexas
4 x 4). O interesse pela algebra de Dirac ficard claro adiante, mas ji nessa se¢do ficardo claros
os motivos deste interesse.

Seja {Ey, E1, E, E3, E4} uma base de R*! ordenada de tal maneira que (a,b=0,1,2,3,4):

1
E, - Eb = E(EaEb + EbEa) = Ca.bv (183)

onde —(oo = (11 = (22 = (33 = C4a = 1, (ub = 0 (a # b). Note que ordenamos a base de modo
que E2 = —1 e E} = E2 = E2 = E? = 1. Um elemento arbitririo Z € Ry, é da forma:
Rin37Z = A+ AcEo+ -+ A4FEs+ Ao By + - - -+ A34E34 + Aoz Forz + - -
+A234F934 + Av123F0123 + - - - + A1234E1234 + Ao1234F01234, (1.84)

onde usamos a mesma notacio do caso anterior, ou seja, Foy = FoFEy = Eg A Eq, etc.
Consideremos o elemento de volume, que denotaremos por z, ou seja:

it = EgF1FEyEsEy = Eg N Ey AN Ey AN Es A\ Ey. (185)

Note que
it =1, (1.86)

mas, ao contrario do que ocorre com o elemento de volume 75 na AET (comuta com os elementos
pares e anti-comuta com os elementos impares da AET), o elemento de volume (pseudo-escalar)
¢ comuta com todos os elementos de R4, ou seja:

Eqi = 1iE,, ((1, =0, 1’2’374)' (187)

Uma vez que ¢ comuta com todos os elementos desta algebra e 2

unidade imagindria.
De fato, se definirmos

= —1, entdo ¢ faz o papel da

Yo = E E4, (p=0,1,2,3), (1.88)

de modo que 72 = 1, v = 72 = v2 = —1, obtemos apés algumas manipulagdes usando identi-
dades do tipO Eg = —-i‘)’123, ey E01 = —%Y01, etc., que

Z = B+ Boyo+ Biv1 + Bav2 + B3ys + Boi1yor + Bo27Yoz + Bosvos + Biz2v12 + Bisyis +
+B33723 + Bo127012 + Boi3Y013 + Bo23Yoz3 + B1237123 + Bo12370123, (1.89)

onde definimos

B = A+ iAo1234,

By = Ayq — 1Apes,

B3 = A3q — iAo,
By = — Aoz + 1A134,
By = —Ay3 + 1 Agaa,
Bos = — A3+ iAoua,
Boiz = —Ag134 + 143,
Bi23 = ~Aj934 — 1Ay,

By = Agy — tA123,

By = Ayy + tAoia,
Boy = — Aoy — 1Aga4,
Boz = — Aoz — 1A124,
By3 = —A13 — iAoas,
Bo1z = —Ao124 — 143,
Bgzz = —Aogz34 — 1Ay,
Bo123 = Ao123 — Ay,

(1.90)



de modo que R4 é isomorfa a R, 3 complexificada:
R4'1 ~T ® R1,3. (191)

Notemos agora que o idempotente

1 ) 1 .
f= Z(l + Eoq)(1 ~ 1Ey2) = Z(l + 70)(1 + t712) (1.92)
é primitivo em Ry ;1 ~T ® R; 3. Uma vez que

Yf=f, yaf=if, (1.93)

vemos que 21 faz o papel de ¢ em R;3. Um elemento arbitrario do ideal I4; = Ry 1f ~

(@€ ® R13)f é da forma

Iy 5V = fC1 + 751 fC2 + 730fC3 + 710f C4,s (1.94)

onde definimos

Ci=CH+Cr, Co=CF+Cy,

Cs=CH+C;, Cy=Cf+Cy, (1.95)
sendo
C+ =B - iBlz, Cl— = BO - iBOlZ,
C; = — B3 — 1 B3, C2_ = —Bo13 — 1Bo23, (1 96)

CF = —Bos + iBoi2s, C; = B3 — iB23,
C{ = —Bo1 —iBy2, Cj = By +iB,.
Vemos da eq.(1.94) que {1,731,73,71}f formam uma base para o ideal I, e que ely1e ~@
com base f{1,:}. Denotando

[1) = f, |2) = ya1f, 13) = v30f; [4) = Mo/, (1.97)

e definindo a base reciproca (A|= (70 | A))* = IA)*')'O, (A=1,2,3,4),0onde * denota conjugacio
complexa:
(1= 1, 2= fns, 8l= frs0, (4]= fr0, (1.98)
de modo que
(A|B) = éaBf, (A,B=1,2,3,4), (1.99)
entdo ap6s calcularmos (A|v,|B) = (7,)aBf obtemos como representagio matricial dos vetores
Yut

(10 0 0 [0 0 0 -1)
o1 0 o oo -1 0
=100 -1 0 > o1 0o o |
\0 0 0 -1 \10 0 0 )
(0 0 0 i (00 -10) (1.100)
o 0o —io o 1 o 1
=10 i o0 0> 11 0 0 o}
Kz’ 0 0 0 ko -1 0 0
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ou em termos das matrizes de Pauli

_ 1 0 _ 0 —01 _ 0 —09 _ 0 —03
70—(0 _1),71—(01 0 ),72—(02 0 )’73_(0'3 0 ) (1.101)

Estas sdo as matrizes de Dirac na chamada representagdo padrio.
Nesta representagdo temos para Z € Ry1 ~ (C ® R13) e ¥ € Iy; = Ry f:

ct+c; -¢cHr-c;* ¢cf-c; cfr-cr
cr+c; ctr+cyr cl-cp -Ccir+C3

2=\ ct+cy cpr+cy ci-cp —CH+Cy (1.102)
ctr+c;y -crr-c3* ¢f-c; cfr-cr
CH+Cr 0 00
1 ¢cy+Cc; 000
¥= Cy+C; 0 0 0 (1.103)
cH+Ccy 000

1.3 O Fibrado de Clifford do Espaco-Tempo

Antes de definirmos o que denominaremos fibrado de Clifford do espago-tempo (FCET), em
termos dos quais formularemos os nossos resultados, vamos primeiro recordar, com objetivos
unicamente diddticos, as defini¢des de fibrado, fibrado principal e fibrado associado (para de-
talhes veja Choquet-Bruhat et al. 1982, von Westenholz 1978). Depois definiremos fibrados
de Clifford para dai particularizarmos este conceito para o FCET. Usando o FCET definiremos
os conceitos de derivada vetorial e derivada multivetorial, que sdo essenciais para os préximos
capitulos.

Seja F uma variedade diferencidvel de classe C*™ e R uma relagdo de equivaléncia em E
tal que: (i) o espago quociente M = E/R é uma variedade diferencidvel de dimensdo n; (ii) a
projecdo candnica 7 : F — M = E/R é uma aplicagdo diferenciivel de classe C*® e posto n. Seja
F uma variedade diferencidvel de classe C*® e G um grupo de Lie que age diferenciavelmente
e efetivamente (isto é, para ¢ € G temos que se gz = z, Yz € F entdo g = e, onde e é a
identidade de G) em F. O grupo G é identificado com um grupo de difeomorfismos de F, ou
seja, G C Diff(F).

Uma estrutura de fibrado diferenciavel em E é uma sextupla (E,7,M, F,%,G) onde ¢ =
(Ya)aer é uma familia de difeomorfismos satisfazendo os seguintes axiomas:

(i) Se (Ua)aer é uma cobertura aberta de M entdo Vz € M, JU,(z), I, € 9 tal que ¢, :
1Y Uy) = Uy X F e 1o tp;l(z,y) = = para qualquer par (z,y) € Uy X F. )

(ii) Dado Fpy = {y € E | n(y) = z} e Ya(y) = (7(y), Yaly)) temos que ¢o, = Vo |F,: Fr — F
¢ uma bije¢do para qualquer y € F; e ¢ € U,. Em particular, se z € U, N Up o difeomorfismo
"L,@,.z‘ o ¢;L : F — F coincide com a acao py : F' — F de um elemento g € G.

O par (Uqy, %) é chamado uma representacio coordenada ou uma trivializacio local para E.
M é o espago de base, F' é a fibra tipica, F, é a fibra sobre z, G é o grupo estrutural e ¥ é a
familia de difeomorfismos locais que definem a estrutura fibrada. Note que podemos pensar em
um fibrado como uma unido disjunta de fibras.
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Uma sec¢do local do fibrado F é uma aplicacdo diferencidvel de classe C*® ¢ : U — FE tal
quetoo(z)=z,Ye € UC M. Se U =M entdo o : M — E é uma sec¢do global.

Vamos definir também um fibrado principal. Seja M uma variedade diferencidvel e G um
grupo de Lie. Um fibrado principal diferencidvel sobre M com grupo G consiste de uma var-
iedade diferenciavel P e uma agdo de G em P tal que:

(i) G age diferenciavelmente em P pela direita sem ponto fixo (ou seja, livremente): (p,g) €
PxGrpg=Rp€eP,(pg=p=>g=ce)

(ii) M é o espago quociente de P pela relagio de equivaléncia induzida por G, ou seja, R =
{(p1,p2) € Px P | 3g : p1g = p2}. A projegio candnica 7 : P — M = P/G é diferencidvel e
mYz)={pg | g € G, 7(p) = z} é a fibra sobre z € M;

(iii) P é localmente trivial sobre M, ou seja, Vz € M possui uma vizinhanga U e um difeomor-
fismo ¢ : 77 Y(U) — U x G;p = 9(p) = (n(p), ¥(p)) tal que ¢(pg) = ¢(p)g para todo g € G,
¥(p) € G.

Dado um fibrado principal P(M,G) e uma variedade diferencidvel F na qual G age difer-
enciavelmente pela esquerda, ou seja, py : ' = F, f — f' = po(f) = p(g, f), nés podemos
construir um fibrado associado com P(M,G) com fibra tipica F. Considere a acdo pela direita
de G na variedade produto P x F' definida por ¢ : (P X F) x G — P x F, (p, f)g = (pg, pg-1f)-
Uma vez que G age diferenciavelmente em F e diferenciavelmente e livremente em P, G também
age diferenciavelmente e livremente em P X F’; logo G é o grupo de estrutura de P x F. Agora
tomamos o espaco quociente de P x F' pela relagdo de equivaléncia R induzida por G, ou seja,
R= {((pl’ fl),(p2af2)) € (P X F) X (P X F) l Hg €G: (Pl,fl)g = (P2, f2)} 0 espaco quociente
assim construido é um fibrado sobre M com fibra tipica F’ e grupo estrutural G, chamado fibrado
associado a P(M,G) e denotado por E = P xg F.

Vamos passar agora a definicido de fibrado de Clifford. Seja M uma variedade diferencidvel de
classe C* de dimensao n e seja T, M o espaco tangente a z € M. Suponha que M estd munido de
uma métrica g, ou seja, g, : T M XT; M — R, de assinatura (p,q). Logo T, M ~ RP". Segue que
em cada ponto z € M podemos definir uma algebra de Clifford C(T, M, g;) ~ C(RP%,¢;) = R, 4.
A unido disjunta destas dlgebras de Clifford locais constitui-se no chamado fibrado de Clifford
c(M),

C(M) = | C(T:M, gs). (1.104)
z€M
Identificamos portanto M como espaco de base, a dlgebra de Clifford R,, como fibra tipica
e o grupo Spin_ (p,q) como grupo estrutural, que age na fibra tipica através da representagio
adjunta.

Um campo de Clifford é uma seccio do fibrado de Clifford, ou seja, A : U — C(M), z — A(z)
é um campo de Clifford se ToA(z) = z,Vz € U C M,onde 7 : C(M) — M é a projecio candnica.
Se U = M temos um campo de Clifford global. Denotaremos o conjunto das sec¢des de C(M)
por secC(M).

Vamos definir agora o fibrado de Clifford do espago-tempo (FCET). Seja M a variedade
espago-tempo, ou seja, M é uma variedade de dimensio 4 que é Hausdorfl, para-compacta, classe
C*, conexa, orientada por um elemento de volume 7 € A"(T'M) e com orienta¢io temporal,
e seja g € T®%(M) uma métrica de assinatura (1,3). Nesse caso T,M ~ R'3 e C(T:M,g;) ~
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C(R'?,g,) = Ry 3, que é a AET. O FCET é o fibrado

Cer(M)= | C(T:M,g:) ~ | C(R'®, g.). (1.105)

zeM reEM
Note que a AET ¢ a fibra tipica do FCET e o seu grupo estrutural é Spin (1, 3). Restringire-
mos nossa atenc¢ao daqui em diante sobre o FCET, embora os resultados que apresentaremos,
particularmente os desta se¢do, possam ser generalizados para um fibrado de Clifford qualquer.

Seja agora Pso, (1,3) o fibrado principal dos referenciais ortonormais (tetradas). Pode-se
mostrar (Rodrigues e Figueiredo 1990) que Cer(M) pode ser identificado com o seguinte fibrado
associado:

Cer(M) = Pso,(1,3) Xaa’ R, (1.106)
onde Ad’ : 504(1,3) — Aut(R;3) é a representagio que descende de Ad : Spin (1,3) —
Aut(R; 3) em fun¢do do homomorfismo ¢ : Spin (1,3) — SO4+(1,3), e u — Ad, com Ad,(X) =
UXU,—I, VX € R1,3.

O uso do conceito de fibrado nos permite distinguir de uma maneira clara os conceitos de
transformagao ativa e passiva. Considere A € secCgr(M) e uma transformagéo T sobre a fibra
sobre € M, ou seja, T : 7= 1(z) — 7~ 1(z), A(z) = T(A(z)). Considere as imagens de A(z) e
de T(A(=)) na fibra tipica associadas com a trivializagio local (Us, %), 0U seja, Ay = Yoz (A(z))
e T(A)y = VYo =(T(A(z))), respectivamente. Podemos considerar uma outra trivializagdo local
tal que ¥5,:(A(2)) = Ya(T(A(2))), ou seja, tal que a imagem de A(z) através desta segunda
trivializagdo coincida com a imagem de T(A(z)) através da primeira trivializagdo. O ponto
de vista ativo corresponde a olharmos para 5 .(A(z)) e s z(T(A(z))) como originando de
diferentes pontos da fibra sobre z, enquanto o ponto de vista passivo corresponde a olharmos
para ¥, -(A(z)) e ¥p,z(A(z)) como duas trivializacdes diferentes do mesmo ponto da fibra sobre
z. Em outras palavras, uma transformacao na fibra sobre z é uma transformacao ativa, enquanto
uma transformacao na fibra tipica é uma transformacao passiva. Dai, a transformagio de Lorentz
A(z) — A'(z) = R(z)A(z)R™(z) deve ser interpretada no sentido ativo.

Um conceito fundamental que precisaremos introduzir é o de derivagio covariante de niimeros
de Clifford. Para isso é necessdrio introduzir a nogdo de conexdo em um fibrado de Clifford.
Uma vez que um fibrado de Clifford possui uma estrutura de fibrado vetorial, podemos introduzir
uma conexao neste fibrado a partir da teoria geral das conexdes em fibrados vetoriais (Hermann
1970). Entretanto, um outro procedimento possivel, o qual adotaremos neste trabalho, é o
apresentado em Choquet-Bruhat et al. (1982), no qual define-se derivagido covariante em um
fibrado vetorial associado a um fibrado principal no qual estd definida uma conexao. Podemos
aplicar este procedimento ao FCET Cgr(M) uma vez que Cgr(M) = Pso,(1,3) Xaa R1,3-

Considere um fibrado principal P(M,G) e uma curva C : R D I — M, t — C(t). Nosso
problema consiste em definir uma regra (a conexio) que nos permita comparar pontos em fibras
diferentes ao longo da curva C em M, para dai podermos definir a nogdo de transporte paralelo
ao longo desta curva. Essa nogdo de transporte paralelo, é claro, deve ser compativel com a
natureza da estrutura do fibrado principal.

Definigdo: Uma conexdo® em um fibrado principal P(M,G) é uma aplicagio Iy:TyM - T,P,
z = 7(p) para cada p € P tal que

6 Esta defini¢io de conexio corresponde & chamada conexio no sentido de Ehresmann. Existem outras definigoes
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(i) Tp é linear;

(ii) dr o T, = Id1,Mm, onde Idt,ar é a aplicagdo identidade em T, M e dr é a diferencial da
projecao candnica ;

(iii) A aplicagdo p +— T, é diferenciavel;

(iv) Tpyp = dRTp, g € G.

Considere a carva C : R D I — M, t — C(t), com 29 = C(0) € M e po € P tal que
zo = m(po). O transporte paralelo de py ao longo de C é dado pela curva € : R D I — P(M,G),
t = C(t) definida por

dC(t) _ o)
d P dt’
com C(0) = po, C(t) = py, 7(p) = = = C(1).

Considere agora o fibrado vetorial £ = P X, ¥ associado ao fibrado principal P(M, G)
através da representagio p do grupo G no espago vetorial F. Considere a trivializagdo local
Yo : 15 (Ua) = Us X G de P(M, G), ¥a(p) = (70(p), Pa(p)) com Pa(p) = Pao(p) : 75 (2) = G,
x € Uy C M e a trivializagio local ¥, : 7=1(U,) — U, X F do fibrado vetorial associado
E = P X, F, Yu(y) = (7(y), Ua(y)) com Uoly) = Vou(y) : 771 (z) — F. Nesse caso
devemos ter ¥g, 0 ¥3L = p(v5,0 0 1,[»;;). Em funcio disso definimos o transporte paralelo de

(1.107)

v € E, m(v) = o ao longo da curva C como o elemento v € E, 7(v)) = = tal que ‘ila,z('v”) =
p(%a,x(p“) o ﬁ;,go(po))\ila,zo(vo) onde p) é o transporte paralelo de po € P, n(py) = = = C(t),
ao longo da curva C.

Agora é possivel definirmos a derivada covariante de um nimero de Clifford. Seja A €
secCgr(M) e u € TyoM C C(Ty,M, gs,) um vetor tangente a curva C : t — ¢ = z(t) = C(t) no
ponto g = C(0) € M. A derivada covariante do nimero de Clifford A na dire¢do » no ponto

xo € por definicao
A)(2(2)) — A(zo)
t b

onde Aj(x(t)) é o nimero de Clifford A(z(t)) transportado paralelamente ao longo da curva C

(VuA)(@0) = (Vud)a, = lim (1.108)

do ponto z(t) = C(t) até o ponto zg. E claro que a defini¢do que demos de transporte paralelo
de um vetor aplica-se sem modifica¢oes no caso de um nimero de Clifford uma vez que estamos
explorando apenas a estrutura vetorial de um fibrado de Clifford.

Consideremos agora uma trivializagao (Uy, 1) do fibrado principal dos referenciais ortonor-
mais Pso,(1,3) e a trivializagio (Uy, ¥o) de Cer(M) = Pso,(1,3) Xad’ R1,3. Os representantes
de A(zo) e A(z(t)) na fibra tipica R;3 sdo, respectivamente, Ao = ¥, 2, (A(Z0)) e Ay =
Vo z0(A)(2(t))). Mas, da defini¢io de transporte paralelo, temos que A,y = p(g(0)g~1(t))A:,
onde A; = \ilayz(,)(A(a:(t))), 9(0) = Ya,z(Po) € g(t) = zﬁa,z(t)(pt’“) sdo os elementos de G =
Spin(1,3) que sdo os representantes de po € G, € Py € Go() transportado paralelamente ao
longo de C do ponto zp até o ponto z(t), e p é a representacdo de Spin  (1,3) em R, 3, ou seja,
p = Ad. Vamos escolher g(0) = 1 por simplicidade; logo A, = (g7 () A; = Ad(g71(1)As =

equivalentes de conexio no sentido de Ehresmann, assim como de conexio em outros sentidos (Koszul, Cartan).
A este respeito veja Choquet-Bruhat et al. (1982) e von Westenholz (1978).
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g~ 1(t)Asg(t), o que fornece

-1 _
(Vud)(z0) = lim (t)Attg(t) Ao (1.109)
Escrevendo 1
9) =g(0) +tg'(0) +- =1~ tw+--, (1.110)
onde definimos” w = —2¢'(t)¢g~(t) |:=0 e usamos a escolha g(0) = 1, obtemos
14+ 14 VA1 = Ly )= A
(V. A)(xo) :]jm[( falwd )ALl - glot ) O]z
t—0 t
e Ar — Ao 1 _
(A5 s oo -
dA; 1
= (W+§[W,At])t=0. (1111)

Consideremos agora uma base {7,} de T, M ~ R'?, de modo que u = u*y,. Uma vez que
devemos ter VyA = Vyuy, A = u#V, A = v*V A, segue da expressao (1.111) que

(VuA)(@0) = B + 5[ A, (1.112)

onde® 9,4 = 24, V, =V, e V,A = u'V, A Note que, de w, = —2(0,9)g™" = 2¢(dug7 ") e
usando o fato que § = g~ e § = g para g € Spin (1, 3), conclui-se que

Oy = ~wy, Oy =wy. (1.113)

Entretanto, os inicos elementos de R; 3 que satisfazem as condigdes (1.113) sdo os bivetores,®

de modo que
wy € sec \ }(M) C secCpr(M). (1.114)

Note, como era de se esperar, que a nossa definicio de derivada covariante preserva a graduagao
de um ntimero de Clifford, uma vez que esta é uma das propriedades do comutador de um
numero de Clifford com um bivetor.

Consideremos agora o caso particular em que o nimero de Clifford considerado é um vetor.
Para {7,} (@ = 0,1,2,3) uma base de R obtemos, usando o fato que %[wu,'ya] =Wy Yo =
—Yo Wy, que

ViYa = Whovs, (1.115)
onde os niimeros w%¥, chamados coeficientes de conexao (na base {y4}), sdo definidos por
1 s
Wp = 5wy (Yo A 78)- (1.116)

7O sinal negativo na definicio de w se deve apenas a uma questio de conveniéncia, de modo a obtermos
resultados em concordincia com as convengdes usuais.

8No caso de trabalharmos com uma base que nio seja coordenada devemos usar a derivada de Pfaff no lugar
da derivada parcial. Veja Choquet-Bruhat et al. (1982)

?No caso geral sio 2-vetores (mod 4).
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Segue que, para v = v#y,, obtemos
Vv = 9,0 + wz‘ﬁvﬁ. (1.117)

Expressoes analogas a (1.115) podem ser escritas para outros nimeros de Clifford. Por
exemplo, no caso de um bivetor y,3 = 74 A 73 Obtemos

ViYap = WiaVvp + s Tow- (1.118)

J4 para a base reciproca {y°}, em func¢io de y* - v = 63, obtemos
Vo = —wisys, (1.119)

com expressées analogas para outros elementos escritos em termos da base reciproca.
Definimos as operagdes de tor¢do 7(u A v) e de curvatura p(u A v) por:

T(u Av) = Vv — Vyu — [u, ], (1.120)

1
p(uAv) = Vyw, — Vywy, — E[wu,wu] —= Wiy (1.121)

onde [u,v] denota o colchete de Lie dado por [u,v] = u-0v — v- u com 9 = y#9,, enquanto
os tensores de tor¢do T'(z,u,v) e curvatura R(t, z, u,v) sdo dados por

T(z,u,v)=2z-T(uAv), (1.122)

R(t,z,u,v)=(tAz)-p(urv), (1.123)
onde u, v, 2z, sdo vetores. Vamos mostrar que estas defini¢bes correspondem de fato as defini¢oes
usuais dos tensores de torgao e de curvatura. Primeiro, notemos que a contracao de uma 1-forma
f? com um vetor e;, ou seja, ¢;] f/ = f?(e;) = 6! pode ser escrita em termos do produto interior
do vetor e; com o seu reciproco e/ = f7, ou seja, e’ - ¢; = 6{ , de modo que!? o produto interior -
faz o papel da contragdo |. Com esta observagdo segue imediatamente que a expressdo (1.122)
corresponde & definicdo usual do tensor de torgdo (Choquet-Bruhat et al. 1982). Tomando
U= u"q, v = vﬁ'm e z = z,7* temos

T(z,u,v) = 2,u®v" T(*,7a, 15) = 2,u"v°Thy, (1.124)
onde T}, é dado por
Thy = Whp — Why — Capo (1.125)
onde definimos os coeficientes de estrutura cgﬁ da base {7} por
[ 0] = g7 (1.126)

Para vermos que a definicdo (1.123) corresponde & definicdo usual do tensor de curvatura pre-
cisamos da relagdo

(and)-(end)=a-[b-(cAd). (1.127)

0Uma discussio detalhada acerca desta relacio entre multiformas e multivetores é feita em Hestenes e Sobczyk
(1984).
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Com isso podemos escrever (1.123) como

R(t,2,u,0)= —2-[t- pluAv)] = 2- (%[p(u A v),t]) . (1.128)
Usando a defini¢do de p(u A v) mais a identidade de Jacobi
[a,[b, el + [, [c, all + [¢, [a, b]] = O (1.129)
podemos escrever o comutador em (1.128) como
1 1 1 1
S0, = 2 [[Vawst+ Gl Loustll = Vi t] = 5l Lol = g, 8] =
= VoVt — V,Vut — Vit (1.130)

onde usamos V,t = %[wu, t], etc., e que é justamente a definigdo usual da operagido de curvatura
(Choquet-Bruhat et al. 1982). Tomando u = u®y,, v = vPyg, z = 2,7* e t = 7, temos

R(t, 2,u,v) = t*2,4°0° R(Yy, 7", Yoy ¥8) = t”zuu“vﬂRﬁaﬁ, (1.131)
onde R} ; é dado por
Ry 5 = 0awp, — Opwh, + wh,wf, — Wh,W3, ~ CopWh,- (1.132)

Novamente observamos que no caso da base {7,} néo ser coordenada (o que implica %5 # 0)
a derivada parcial deve ser substituida pela derivada de Pfaff (Choquet-Bruhat et al. 1982). Do
ponto de vista diddtico deveriamos usar indices diferentes nos diferentes casos, mas por enquanto
tal distincdo nido se faz necessaria. Entretanto, quando for necessirio fazer uma distin¢ido para
evitar confusGes, usaremos indices gregos para nos referirmos & uma base coordenada e indices
latinos para nos referirmos 3 uma base nio-coordenada.

Outra quantidade que interessa é o tensor de ametricidade, definido por

Q(z,u,v) = =V,g(u,v), (1.133)
onde g é o tensor métrico. Segue dai que
Q(z,u,v) = —2*u*vPV ,9(Ya, 18) = —2*u%0PV 100p = 2u%0PQ Lup, (1.134)

onde Q) o5 é dado por
Quop = —0ugap + Wingop + Wisdao- (1.135)

Na expressio acima usamos a definicdo da derivada covariante de um campo tensorial, ou seja,
(V.T)(a,b,--+)=V,(T(a,b,--)) -~ T(V,a,b,---) = T(a,V, b,--)—--- (1.136)

ou, em termos de componentes,
(VD)5 = QuT = haTEg — T8 = o+ TS + W T+ (1137)
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Dizemos que uma conexdo é compativel com a métrica se a ametricidade é nula, ou seja,
V .94 = 0. Se a conexdo é compativel com a métrica e a torgao é nula, esta conexao é chamada
Levi-Civita. Espacos com conexao Levi-Civita e curvatura ndo-nula sdo chamados riemannianos;
nesse caso, se a métrica apresenta assinatura (p, ¢) com p # 0 ou p # n é usual chama-los pseudo-
riemannianos, enquanto que se p = 1 ou p = n — 1 é usual chama-los lorentzianos. No caso da
conexao ser Levi-Civita e a tor¢io nula, e a curvatura também nula, o espaco é dito euclidiano;
também nesse caso, se a métrica apresenta assinatura (p, q) com p # 0 ou p # n é usual chama-
los peseudo-euclidianos. O espago pseudo-euclidiano de assinatura (1,3) é o chamado espago de
Minkowski. Por outro lado, se a tor¢do nao é nula, o espago é chamado espaco de Riemann-
Cartan, e se além disso a conexio nao for compativel com a métrica, o espago é chamado espago
de Riemann-Cartan-Weyl.

Um operador que desenvolverd um papel fundamental neste trabalho é o chamado operador
de Dirac. Definimos o operador de Dirac V tal que

YoV =V, (1.138)

A rigor deveriamos usar a notac¢do V, onde z = z#v,, mas convencionaremos que sempre que o
indice z for omitido estaremos nos referindo a V.

Uma vez que o operador V, é um operador escalar, o operador V possui as propriedades
algébricas de um vetor. Podemos, portanto, escrever

1
V= 7uvﬂ = 7u(aﬂ- + E[wuv ])7 (1139)
e usando a expressdo (1.15) para o produto de Clifford, escrevemos

VA=V-A+VAA (1.140)

Se A= A(z) e N"(M) C Cer(M),entao V-A € A" Y (M) C Cer(M)e VAAe€ NI (M) C
Cer(M). Se A é um escalar, em funcdo de (1.18) temos V - ¢ = 0, ou seja Vi = V A ¢ para
¢ € N°(M) C Cgr(M). Denominanos Vo = V A ¢ o gradiente de ¢. No caso de um vetor
temos Vo =V -v+ V Av,onde V-v éo divergente de v e V A v é o rotacional de v.

Uma vez que a maioria dos casos que consideraremos neste trabalho referem-se ao espaco
de Minkowski e que os casos em que o espago nao for Minkowski terao uma importancia funda-
mental, iremos denotar o operador de Dirac no espago de Minkowski por @, ou seja,

0 =~"0,, (1.141)

reservando deste modo a notacgio V para o operador de Dirac em espagos de Riemann-Cartan.

Até agora estavamos interessados na derivada em relagao a pontos ¢ € M. Outra situagdo de
interesse envolve a derivada de fungdes multivetoriais, ou seja, F' : secCgr(M) D sec A"(M) —
sec A’(M) C secCgr(M), X — F(X). Nesse caso, a generalizagdo do conceito de derivada
envolve a nog¢do da derivada de F(X) na diregdo do r-vetor A, que deve ter a mesma graduagio
de X. Definimos (Hestenes e Sobczyk 1984)

F(X + tA) — F(X)
t b

Ax0x F(X) = lim (1.142)
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onde A € sec A"(M) C secCgr(M), F : secCgr(M) D sec N"(M) — sec A°(M) C secCgr(M).
Note que, por defini¢do, o operador A * dx é um operador escalar,

Ax0x(F(X))s = (Ax 0x F(X))s, (1.143)

dai o uso do produto escalar *. Isso implica que o operador dx possui as propriedades algébricas
de um r-vetor. Da formula fundamental (1.19) para o produto de Clifford de multivetores
arbitririos temos que

Ox(F(X))s = (Ox F(X))jp—sf + (Ox FCO)) g + -+ Ox F(X))rss =
= 225 T Ox PO -z (1.144)
A expressao de dxy em uma base {,,..,. } de A"(M) C Cgr(M) é

0

e e
Ox =y 0y, =M XA

(1.145)
onde X = XH#ry, ., e usamos a notagdo Y,..u. = Yu; A+ A Yy, Notemos ainda que, se
A=Y (A, X = 3 (X),, entdo para F(X) = F((z)o,(X)1,.+-,{X)k,-..) temos

Ax0xF(X) =Y ((A), * 9y, ) F(X), (1.146)

T

ou seja, temos que A x9x = 3, ((A)T * 6<X)r), como era de se esperar em fungio das pro-
priedades do produto escalar.

Um caso particular muito importante é quando F(X) é escalar, ou seja, F : secCgr(M) —
R C secCgr(M). Nesse caso 0x (F(X))o = 32, 9(x), (F(X))o onde 9 x),(F (X))o € sec A"(M) C
secCET(M), ou seja, a derivada r-vetorial de uma fungédo com valores escalares é um r-vetor.

A derivada multivetorial é particularmente dtil para definirmos uma fung¢do adjunta. Se
X €sec A"(M) e F(X) € sec A°(M), entdo tomando Y € sec A*(M) podemos definir a funcio
adjunta F>4(Y), no caso F*4(Y) € sec A"(M), & partir de

F(X)*Y = X  F*4(Y). (1.147)

Tomando a derivada multivetorial em relagdo a X obtemos a seguinte expressido para a fungio
adjunta:
YY) = 0x[F(X)+Y]. (1.148)
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Capitulo 2

Formalismos Lagrangeano e
Hamiltoniano com Algebras de

Clifford

2.1 Formalismo Lagrangeano

Vamos inicialmente considerar uma particula descrita por um multivetor X = X (7), onde 7 é
um parametro que a principio identificaremos com o tempo préprio. Seja L = L(X,X) uma
lagrangeana, onde X = dX/dr, e seja

S[X] = / ? (X, X)dr 2.1)

o funcional de agdo. O principio de minima agdo requer que X seja estacionirio em relagao a
L, ou seja:

dS[X +tA]
WA TIA -, 2.2
dt o (2:2)
ou em termos da defini¢io de derivada multivetorial,
AxdxS[X]=0. (2.3)

Segue dai que

T2

A+ dxS[X] = / [A%0xL(X,X) + A x 0, L(X, X)ldr =

1

- / " A [aXL(X, X) - % (BXL(X,X))] dr + / * % [+ 93 L(X, X)] dr = 0,2.9)

1

e supondo como usual que A(71) = A(r3) = 0, segue da arbitrariedade de A que X = X(7) deve
satisfazer a equagao multivetorial de Euler-Lagrange (Doran et al. 1992):

OxL — 0. (0zL) =0. (2.5)
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Para X = (X), um r-vetor, as eq.(2.5) constituem-se em um conjunto de ('r‘) equacoes, Oou seja,
para X = X#1"#Hry, ., temos

8X#1"'"TL - 67- ((?X,‘l...,,rL) =0. (26)
E obvio também que no caso de k multivetores teremos

Ox,L -0 (9g,1) =0, (i=1,...,k), (2.7)

que constituem-se em um conjunto de D = % (::) = Y% | d; (onde r; é a graduagio de X;)
equagoes de Euler-Lagrange.

Um conceito que é conveniente recordarmos é o conceito de espago de configuragio. Note
que, uma vez que dim A" = (7) = d, as eq.(2.5) podem ser reescritas em termos de R®. De fato,
se {y1} é uma base de A", onde I = (u1,...,H, ), ordenada de tal modo que a cada I associamos
um a € N com a¢ = 1,2,...,d, temos um isomorfismo A" ~ R?, ou seja,

A>X =Xy — 2= Xiea € R? (2.8)

onde {e,} é uma base ortonormal de R? com e, - 5 = 645 € os escalares X, sdo os mesmos X!
para a «— I. Esse espaco R? é o chamado espaco de configuracio. No caso de k multivetores
Xi (i = 1,...,k) de graduacdo r;, temos d; = () e o espago de configuragdes é R4 o R2 @
@ R¥* = RP.

Vejamos agora uma versdo multivetorial do teorema de Noether. Seja uma transformagao
X - X' = X'(X, M), parametrizada por um multivetor arbitrario M. Definindo a lagrangeana
L' por I'(X,X) = L(X', X"') obtemos para a derivada multivetorial de L’ em relagio a M:

AxdyL'(X,X) = AxdpL(X'(X,M),X"(X,M)) =
= [(A* ) X'(X, M)] % [0x/ L(X', X') - 8:(0x, L(X', X'))] +
40, [(A * X' (X, M) * 85, L(X', X")]. (2.9)

Supondo que X' satisfaz a equacio multivetorial de Euler-Lagrange, segue, apds eliminarmos A
através de uma derivagdo multivetorial, que

OML(X', X') = 8, [(0m X' % 33 L(X', X")). (2.10)
Se A L(X',X') = 0 obtemos
0 [(OmX' * 05 L(X',X")] = 0, (2.11)

ou seja, a quantidade (Op X' * 0y, L(X' ,X") |M=0 é conservada — que é o teorema de Noether.
No caso em que M = T segue diretamente que

8-[X * 03 L(X,X) - L(X,X)| =0, (2.12)

que é a conservagdo da fungio de Hamilton (energia) H(X,X) = X * 0y L(X, X) - L(X,X).
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Consideremos agora campos de Clifford ¢ € secCgr(M). Uma dada fibra sobre z € M tem
coordenadas locais (z,¢(z)), ou, como ¢(z) = (#(z))o+ (#(2))1+ - - -+ (#(2))n, podemos tomar
como coordenadas locais(z, (¢(z))o, (¢(z))1,-..,(#(z))n). Em particular, esta seccdo pode ser
uma soma de um campo ¢ e de d A ¢ e de 0 - ¢, uma vez que dentro de uma algebra de
Clifford podemos somar estas quantidades (e dai ndo é necessirio usarmos o “jet bundle” nesta
formulacdo). Podemos, é claro, ser ainda mais gerais e tomar esta seccio como uma soma de
fun¢bes multivetoriais de ¢, @ A ¢ e de @ - 9. Entdo, voltando a notagio anterior, a secgio local
pode ser tal que tenhamos (z; ¢(z), dA ¢(x),0- ¢(z)) em termos das coordenadas locais da fibra
sobre z € M, sendo que usamos a notagdo (z;¢(z),0 A ¢(z),8 - ¢(z)) = (z, f(#(z)) + g(d A
&(z))+ h(9-¢(z))). Definiremos uma densidade lagrangeana £ como L : Cgr(M) — A"(M) tal
que

L= L(a;,¢>(m),6/\¢(x),6¢(x)), (2.13)

que escreveremos simplesmente £(¢,0 A ¢,0 - ¢). Em termos do elemento de volume (pseudo-
escalar) 7 € sec A\"(M) C secCgr(M) podemos escrever

‘C(¢’a/\¢aa¢) = L(¢7a/\¢’a'¢)7-, (2'14)

onde L(¢p,0N$,0-¢) = (L(¢, 0N, 3 ¢))o é um escalar, sendo a fung¢do L chamada lagrangeana.
Definimos o funcional de agdo do campo ¢ como

Sulél = [ £(6,006,0-¢) = /U L($,07 6,0 )1, (2.15)

onde U C M. O principio de minima acio requer que ¢ seja estacionirio em relagido a L, ou
seja:

d
goule +tn] = 0. (2.16)

Note que, se ¢ € sec A"(M) C secCgr(M) entdo devemos ter 17 € sec A\"(M) C secCgr(M).
Em termos da derivada multivetorial a condigdo de ¢ ser estaciondrio escreve-se

n* 0Su[é] = 0. (2.17)

Por outro lado, da definicdo de derivada multivetorial segue que
(1% 0g)F(O N ¢) = [(0 A n) +Dang] F(O A ¢), (2.18)
(7% 0)F( - ¢) = [(9 - ) * 05.4]F(3 - $). (2.19)

Usando eq.(2.18,2.19) e supondo que a variagdo ¢ — ¢+tn ndo envolva uma variagio do elemento
de volume, obtemos da condigdo (2.17) que

/U{(n *04)L($,0 N 6,0 8) + [(0 A n)* DanglL($,0 A 6,0 - $) +
+[(8-n) * 05.4]L(¢,0 N 6,8 - )} = 0, (2.20)

onde derivadas multivetoriais como (7 * 0y)L(¢,0 A ¢,0 - ¢) sdo entendidas como derivadas
multivetoriais em relagido ao primeiro argumento de L, etc. Calculemos agora em separado cada
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um dos termos da eq.(2.20). Iremos supor que ¢, € sec A"(M) C secCgr(M) e omitiremos os
argumentos de L para evitar uma notacao sobrecarregada, enquanto sempre que for conveniente
explicitaremos a graduagdo de um nimero de Clifford.

n*0pL = nx04(L)o = (ndyL)o = (n)r - (s L)r = n- (B L); (2:21)

[(O A ) * BanglL

(0 n) * Bp.4] L

= [(0 A 1)+ Dongl{Lo = (8 A M)snsL)o =

= {17 0u(n)e + (<17 017 ](BonsL)rs)o =

= S0l OsnsL)r411)0 — (7*(1rBuBansD)rs1)o +

HLY (70,(Bons D1 (1) Do = (1) (v*3,(BonsLr+1(m)r)o} =
= 516#0.) - (M) (OongT)rss + (<1 (GonsD)rsa (W] -
(=1 5 (D) + (70u(@ongLhrss + (=1 Bu(BonsL)rin7"),] =

=0 [(n)r - (BorgL)rta] = (=1)"(n)r - [0 - (BongL)r+1], =
=0-[(n) - (Bons L) — (—=1)"(n) - [0 - (BargL)]; (2:22)

=[(9-n)* 05.4(L)o = (8- n)a.4L)o =

N %([‘r‘%(n% — (=1)70u(m)r7*1(Bo.4L)r-1)0 =

= SO Bul(D)e(Bo.4L)s11)0 — (1*(1):D(Bo.6L)r—1)o —

(=1 (1*Bul(@s-6D)e-1(m) Do + (1) (10 (Bs-6L)r-1(n)s)o} =
= 3 ((#0,) - {(1)o(Pa.4L)es ~ (-1 (B4 L)es(m)] +
H=1)'5 (1) (1#0u(Bo g L)1 + (1) 0u(Ba o L) 17"} ] =

=8-[(n)r - (Ba.4L)r-1] + (=1)"(n)r - [0 A (D54 L)r1], =
=0-[(n) (9a-4L)] + (=1)"(n) - [0 A (85.4L)].- (2:23)

Usando as expressoes (2.21-2.23) a eq.(2.20) pode ser escrita como

J 1861 = (1770 (9ansL) + (~17O A (824 L))} 7 +

+ [ 0-[n- @anelL +B0sL)] T =0. (2:24)

Usando a versao multivetorial do teorema de Stokes — o chamado “teorema da fronteira” [Bound-
ary Theorem] (Hestenes 1966, Hestenes e Sobczyk 1984) — temos para a iltima integral:

/U 9[- (OsnsL + Oo.sL)] 7 = /3 [0 (BonsL + 054 L) 0 = 0, (2.25)
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onde o é o elemento de superficie e QU é a fronteira de U, e onde supomos 7 |sy= 0, como usual.
Segue da eq.(2.24), usando (2.25) e lembrando que 7 é arbitrario:

0L — (=1)70 - (0snpL) + (=1)"0@ A (05.4L) = 0, (2.26)

que é a equacao multivetorial de Euler-Lagrange para campos. Note que omitimos o indice r,
uma vez que a graduagdo r-vetor desta equacao é 6bvia em fungdo de L ser escalar e ¢ ser por
hip6tese um r-vetor.

Uma vez que a(E,(X)r)(F(X»O = 2 (0(x), F (X))o, entdo se ¢ = 3°,(¢),, generalizamos a

€q.(2.26) como

> [y B = (=1)78 (Boniay, L) + (=1)79 A (5.4, 1)] =0, (2.27)

T

que implica para cada uma das graduagdes de ¢:
gy, L — (-1)'9- (33A(¢)TL) +(=1)"9 A (33.(4,»[1) = 0. (2.28)

H4 uma forma mais condensada e elegante de escrevermos as equagdes multivetoriais de
Euler-Lagrange. Usando as propriedades dos produtos interior e exterior podemos escrever

9+ (9ongL) = - (DongL)rar = (—1) (FonsL)rsr 0= (=1)"(BongL)- 8,  (2.29)

AN (Bo.sL) = O A (Bo.L)r-1 = —(~1) (Do L)r—1A 8= —(=1)"(dpL)A 3, (2.30)

onde definimos - -
X:-0=(0,X) 7", XA 9= (0, X)A" (2.31)

Logo, a equagao de Euler-Lagrange pode ser escrita como
0L — (doasL)- 9 —(35.5L)A 9= 0. (2.32)

Notemos ainda que, no caso particular em que temos

L(¢,0N¢,0-¢) = L(¢,0N ¢+ 0 ¢) = L(¢,09), (2.33)

e como por defini¢ao
35.6L(,39) = (Bos L(99))r—1, (2.34)
Oonp L, 0¢) = (054 L(0))r41, (2.35)

entdo, a partir da eq.(2.32):

8sL — (Da4L)r41- @ —(BagL)r—1A D=
= (@sL — (9osL)- 3 ~(Bo4L)A B)r = 0, (2.36)

ou ainda, usando a defini¢do do produto de Clifford e omitindo o indice r,

8yL — (8p4L) 8= 0. (2.37)
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Esta expressio, obviamente um caso particular da eq.(2.32), foi também obtida por Lasenby et
al. (1993).

Note que, se tivessemos trabalhado com a densidade lagrangeana L, que tem valores pseudo-
escalares, em fun¢do das identidades (Hestenes e Sobczyk 1984):

(Cr - B)r = Cy A (Byr), (r < 3), (2.38)

(Cr A Bs)r =Cyp - (Bs1), (r<|s—nl), (2.39)

obterfamos a seguinte equagio de Euler-Lagrange:
0L — (=1)"0 A (OangL) + (—1)"0 - (03.4L) = 0. (2.40)
No caso de £ ndo depender de 3 - ¢ temos
0L — (—1) O N (0sa¢L) = 0, (2.41)
para £ = L(¢,0 A ¢) € A" (M).

Como exemplo, exibiremos as equag¢bes de Maxwell em Cgr(M) usando a formulagdo la-
grangeana desenvolvida. Considere a lagrangeana

L= <—%(a A AY + AdYo, (2.42)

onde A, J € sec A'(M) sio o potencial eletromagnético e a corrente elétrica, respectivamente, e
F=0AA (2.43)
é o campo eletromagnético (F € sec A*(M)). Uma vez que
Oopal = —ONA, 4L =J, (2.44)
a equagao de Euler-Lagrange (2.32) fornece
J+(dAA) 9=0, (2.45)
ou, uma vez que (0 A A)- 8= —-0-(0NA)=-0-F,
0-F=J. (2.46)

Da definicio de F segue que
OANF =0. (2.47)

Agora, usando o produto de Clifford, podemos escrever as eq.(2.46,2.47) na forma de uma inica
equacio, a saber:
OF = J, (2.48)

que é a equagdo de Maxwell em Cgr(M). Esta forma das equagdes de Maxwell é devida a Juvet
e Schidlof (1932) e Mercier (1935), e redescoberta por Riesz (1958).
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Finalmente, vamos considerar uma transformagio ¢ — ¢' = ¢'($, x) parametrizada por
um campo multivetorial arbitrdrio xy. Definindo a lagrangeana L’ por L'(¢,0 A ¢,0 - ¢) =
L(¢',0N¢,0-¢') obtemos para a derivada multivetorial de L’ em relagdo a x:

(Ex 0 )L = (£ % 0 )L(¢' (9, x), 0N ¢ (¢, %),0 - ¢'(4,X)) =
= {[E * axgl’)’] * 6¢I}L, + {[3 A (E * 6X¢’)] * 83A¢I}L, + {[(9 . (f * 6X¢)/)] * (93.¢:}L’. (2.49)

Uma vez que £ * 0, é um operador escalar, £ * 0, ¢’ possui a mesma graduagdo de ¢'; segue daf
que podemos aplicar os resultados (2.21-2.23) com £ * 3,4’ no lugar de 7 para calcularmos a
expressao acima. Logo:

(E* 0L = (£x0x¢) - [0y L' — (1) (OaaprL’) + (=1)"0 A (Op.9L')] +
+0 - {{(€ * 0x¢')(Oang L’ + 05.97 L'))1}- (2.50)

Supondo que ¢’ satisfaz a equagdo multivetorial de Euler-Lagrange (2.26) temos que
(f * (9X)Ll =0- ((f * 3X¢,)(83A¢/L’ + 63.¢AL’))1, (2.5].)

ou ainda:
OGL’ = 010 - (€ + 0 OongrL' + Do.gr L)l- (2.52)

Se x é um escalar, que denotaremos por ¢, segue que
O L' = 8- ((0:9')(Dongr L' + Bg.6n L' ))1. (2.53)
Se 9.L' = 0, entdo temos a conservagio da corrente de Noether J:
0-J =0, J={((04)Oonp'L’ + 0.0 L'))1 |e=o, (2.54)
que é o teorema de Noether. No caso em que L = L(¢, 0¢) temos (Lasenby et al. 1993):
0-J =0, J={(0:4)0¢ L)) le=0, (2.55)
Note que, mesmo que d.L’ # 0, podemos obter importantes conclusdes 3 partir de
0L |e=0= 0 - ((0e¢")(Oong' L’ + Bp.4n L)1 |e=o - (2.56)
ou de
OcL' |e=0= 0 - ((0e¢')(Oo¢'L'))1 le=o - (2.57)
2.2 Formalismo Hamiltoniano

Consideremos, como na se¢io anterior, uma particula descrita pelo multivetor X = X (7). Dada
uma lagrangeana L(X, X) definimos o momentum canonicamente conjugado a X por

P =0, L(X, X). (2.58)
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Uma vez que L(X,X) é um escalar, 0 momentum P possue a mesma graduagio de X. A
eq.(2.58) fornece P = P(X, X), e se a lagrangeana é padrdo (ou sem vinculos - Sudarshan e
Mukunda 1974) (ou seja, 8§L(X, X) = 0y P # 0) entdo podemos inverter P = P(X,X) para
obter ) .

X = X(X, P). (2.59)

Definimos o hamiltoniano H = H(X, P) como
H=(X%04L— L)y soxr - (2.60)

Note que H(X, P) é um escalar pois X * 0y preserva graduagdo. Calculemos agora Ox H e OpH;
temos:

nx0xH = (n+0x)[X(X,P)+P - L(X,X(X,P))=
[(n*0x)X(X,P)]* P~ n+dxL(X,X) - [(n*dx)X(X, P))* 03 L(X, X) =
= —n*[0,(84 L(X,X)] = —n * P, (2.61)

ou seja, )
P=-0xH. (2.62)

Por outro lado:

(n*8p)H = (n+ 9p)[X(X,P)x P — L(X,X(X, P)] =
=[n*8pX(X,P)]* P+ n* X — [nx3pX(X,P)]* 03 L(X,X) =

=n*X, (2.63)
ou se€ja, )
X =0pH. (2.64)
As equagdes multivetoriais )
X =0pH,
P = -0y, (2.65)

sao as equagoes de Hamilton. Para X € A"(M) temos um conjunto de 2d equagdes, onde d = (7:),
ou seja;

Xy = Opurwr H,
NCR 2.66
Py, = —Oxumur H, (2.66)

Por um procedimento andlogo ao feito na se¢io anterior, podemos definir o chamado espago
de momenta. E claro que este espago é R? no caso em que P € A"(M). Tomemos uma
base ortonormal {e’,} de R% com ¢/, - €, = &4 (a,b = 1,...,d), de modo que, em analogia ao
isomorfismo (2.8) temos o seguinte isomorfismo:

.
N> P=Ply—p =) Pe, e R, (2.67)
a
onde os P, sio os escalares P! dentro da correspondéncia a — 1.
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Tomemos agora o espago R = R? @ R?, chamado espaco de fases, dado pela soma direta
dos espagos de configuracdes e de momenta, com base {e,, €, } satisfazendo

€a € = Ogp, €, € =6, €-€,=0, (a,b=1,...,b). (2.68)
A estrutura simplética do espago de fases é definida introduzindo o bivetor simplético (Hestenes
1992a)
J=> Jo=) e, (2-69)
Note que
e =e,-J=—J e, (2.70)
ea =—€-J=J-¢€, (2.71)
e que
JI=-1. (2.72)
Um estado fisico é descrito por um ponto no espago de fases de acordo com
g=2z'+p= Z(Xae; + P.eq), (2.73)
a
ou ainda
d=—-24p = Z(—Xaea + P,el), (2.74)
onde ¢' = —J - ¢ e onde usamos (€},)’ = —e,. Analogamente, definimos
0y =0p + 0, =0, + 0y, (2.75)
ou ainda
0y = —0p + 0p = -0 + 0, (2.76)
onde & = —J - §,. No espago de fases as equaces de Hamilton (2.65) escrevem-se
=0, H
. ’ 2.
b= _617H3 ( 77)
que podem ser escritas como
¢=0,H. (2.78)

Antes de definirmos o colchete de Poisson, notemos que usando o bivetor simplético J pode-
mos definir uma forma bilinear anti-simétrica por

Zt=—t2=J-(tA2). (2.79)
Agora, dadas duas funcdes F(z,p) = F(q) e G(z,p) = G(q), definimos o colchete de Poisson por
{F,G} = (0,F) - (8,G) = J - (8,G A O, F). (2.80)

Finalmente, as equacoes de Hamilton podem ser reescritas em termos do colchete de Poisson
como

¢={H,q}. (2.81)
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Capitulo 3

Campos Spinoriais de
Dirac-Hestenes

3.1 O Spinor de Dirac-Hestenes

Considere a AET Ry 3 e um vetor v € R*® C R;3, que iremos supor inicialmente tal que
v2 = 1. A rotagio de Lorentz v — RvR™! = RvR = w define um novo vetor w tal que w? = 1.
Podemos, portanto, pensar em fixar um vetor v e obter todos os demais vetores unitarios tipo
tempo através da aplicacio bilinear v +> RvR. Esse mesmo procedimento pode, entretanto, ser
generalizado de modo a obtermos qualquer vetor tipo tempo a partir de um vetor unitario tipo
tempo v fixado, ou seja, podemos pensar em definir uma aplicagdo bilinear v > Yoy = z tal
que 22 = p? > 0. Uma vez que z pode ser escrito como z = pRvR onde p > 0, devemos ter

Yvih = z = pRuR, (3.1)

Isso implica que MvM = v para M = ipr, e a solucio mais geral é M = e"B/2_ Segue entdo
que ¥ é da forma

b = \/pe"P/2R. (3.2)
O objeto 1 consiste, portanto, de uma rotagdo de Lorentz R, uma dilatagdo ,/p e uma trans-
formagdo €"0/2 chamada transformagio de dualidade pelo angulo 8, chamado angulo de Tak-

abayasi (1957), por motivos que ficardo claros depois quando considerarmos a teoria de Dirac
da mecanica quéntica relativistica. Note que

¥ = pe™ = g + Y50, (3.3)
onde
o=pcosfB, w=psingf, (3.4)

e que Y1 # 0, caso em que vale a expressdo (3.2). Isso garante que o vetor z é da mesma
natureza de v, ou seja, se v é do tipo tempo entdo z também o é (o mesmo valendo, é claro, se
v for tipo luz ou tipo espago).

Por outro lado, uma vez que R € Spin,(1,3), que é o conjunto dos elementos inversiveis
da sub-algebra par RIS com norma unitdria, entdo 1 dado pela expressio (3.2) pertence ao
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conjunto dos elementos inversiveis da sub-algebra par R'1*3, isto é, I't(1,3), sendo ¥~1 dado

por ¥~ = (¢p9p)~14h. Entretanto, I+(1,3) é um grupo mas nio uma dlgebra de Clifford. Para
termos uma dlgebra de Clifford é preciso incluirmos os ¢ tais que ¥ = 0. Nesse caso a
aplicagao v — ¢v¢ determina um vetor tipo luz, e nio vale mais a expressido (3.2) para .
Dai, se tomarmos 9 € Rtg, entio dado v tal que v?> = 1 [v? = —1] a aplicagio v ¢mL =z
determina um vetor z tal que 22 > 0 [2? < 0], enquanto que se v = 0 o vetor z é tal que 22 = 0.
Logo, se tomarmos uma base ortonormal! {y,} (¢ = 0,1,2,3) para R® C Ry 3, a aplicacéo
Ya — PYa® = z, determina uma nova base {z,} no caso em que 1 é nao-singular (Y9 # 0),
enquanto para % singular teremos vetores 2, tipo-luz. De um modo geral, temos que dada uma
base {y,} o objeto ¥ € R1 3 determina novos vetores z, através da aplicagao vy, 1/)7,11/; = 2.
Nesse ponto é importante introduzirmos uma notagdo mais cuidadosa. Vamos denotar ¥ =
{74} € escrever a relagdo acima como 2z, = 1/’)3’)’:1’;): para indicar claramente que os vetores z,
sao determinados pela acido de ¥ na base X, sendo esta agao que define 9, dai a notagio ;.
Consideremos agora uma outra base ortonormal ¥’ = {0’}, sendo 7. = Ry,R. Podemos, de
acordo com a prescricio acima, tomar um outro elemento de R; 13 € definir um outro conjunto

de vetores, digamos z,, & partir da base X', ou seja, 2}, = 1/),3/7a¢,3:. Vamos exigir, entretanto,
que z, = z,. Isso d4, por assim dizer, um “significado absoluto” ao vetores determinados
pela prescricdo acima, e podemos pensar que estes vetores descrevem propriedades fisicas bem
definidas de certos objetos fisicos, enquanto as bases ¥ e ¥’ definem um ou outro sistema de
laboratério. Logo, queremos que

1/12%152 = ¢>:'7,,11/;):’ (3-5)

e, uma vez que vy, = Ryaf?,, segue que

Ve = Y R. (3.6)

Desse modo, uma vez que os objetos ¢y e ¥y determinam os mesmos vetores a partir das difer-
entes bases ortonormais ¥ e X', é natural pensarmos em 5 e 15, como diferentes representacoes
de um objeto 1. Esse objeto ¥ é o que chamaremos spinor de Dirac-Hestenes. Vamos agora
estabelecer a sua definicio de uma maneira rigorosa.

Definigdo: Duas bases ortonormais ¥ = {7,} e X’ = {7.} sdo geometricamente equivalentes se
existe R € Spin(1,3) tal que 7, = Rvy,R. Em outras palavras, temos a seguinte relagio de
equivaléncia:

R,: L ~X <=+, =Ry,R, (REe€Spin,(1,3)). (3.7)

Se {¥} denota o conjunto de todas as bases ortonormais, entdo o conjunto quociente X' =
{£}/R, é o conjunto das bases ortonormais geometricamente equivalentes.

Defini¢do: Dadas duas bases ortonormais geometricamente equivalentes ¥ e ¥’ com v/, = R7.R,
diremos que ¥y e Yyu € Ri‘:3 sdo equivalentes se Y5Y,¥5 = Yy, ¥y. Em outras palavras, temos

1 Usaremos indices latinos para nos referirmos & uma base ortonormal e indices gregos para nos referirmos i
uma base coordenada. E claro que, em geral, uma base ortonormal nio é uma base coordenada. Trabalharemos
a seguir com bases ortonormais de modo que nossa discussio seja vilida para espacos arbitririos (salvo algumas
condicdes que estudaremos).
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a seguinte relacdo de equivaléncia:

R: g ~ by <= Py = PR, para T~ X' (3.8)

Segue dessa definicdo que 9y e 1y sdo projetados em um mesmo elemento de RIS/ R, que
denotaremos por .

Definigdo: Um spinor de Dirac-Hestenes (SDH) é uma classe de equivaléncia de tripletos
(2, R,s), onde T é uma base ortonormal para R'?, R € Spin, (1,3), ¢5 € Ri",3, e

(3, R, ¥5) ~ (S0, Ro, s,) <= ¥ = ¥n, RoR, s(RoR) = A, ¥ =A%, (3.9)
onde ¢ : Spin, (1,3) — SO4(1,3). Em outras palavras,

(Z, R, ¥5) ~ (Zo, Ro, ¥s,) <= = ~ To, 95~ 5, para RRg € Spin,(1,3). (3.10)

O par (X, R) é chamado referencial spinorial. Note que a definicio do SDH depende da
escolha de um referencial spinorial (X, Rg). Por simplicidade tomaremos Ry = 1. A escolha
de Yo, que chamaremos base fiducial, permite representarmos 9 € R%/R por um elemento

Ps, € Ri",3. Observemos que, embora o SDH consiste do tripleto (X, R,s), por abuso de
linguagem iremos nos referir ao objeto ¥ como o SDH, enquanto %5 é o seu representante na
base ¥ escolhida.

Vamos agora discutir a questo da lei de transformacio de um SDH. Dado que z, = Y5V, ¥s,
para uma transformagdo ativa z, — 2, = Rz, R temos

7y = Ripsva¥s R = ¢pvahy = Ripsvaths R = hvitbly, (3.11)

donde conclufmos que
Py = Rips, (3.12)

que é a lei de transformagdo para um SDH em termos de seu representante na base ¥. Segue
que, para o SDH, a lei de transformagao é:

Y= ¢ = Ry. (3.13)
Note que, se quisermos trabalhar com o representante de ¥ na base transformada ¥’, teremos
WL = Ry R. (3.14)

Note ainda que, em func¢do da expressio (3.2) para o representante do SDH, que reescreveremos
como

¥z = v/pe™P/2 Ry, (3.15)

a transformagio ¥y — 9L = Riy corresponde a uma composi¢io de rotagdes de Lorentz, ou
seja,

PL = \/ﬁe%ﬁ/zR', onde R' = RR,. (3.16)
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Esta expressdo para o representante do SDH (ndo-singular) serd denominada decomposi¢io
canénica do SDH.?

Para finalizar, vamos exibir uma representacdo matricial para ¢. Usando os resultados do
cap.l, em particular a eq.(1.62), e uma vez que % é da forma geral

P =a+ apYo1 + -+ + 23723 + @01237s, (3.17)

obtemos para a representagdo matricial de :

P =
= 3.18
v ( V" (3.18)
onde
P1 = a+ a3t — a133 + a12k = (a + arz2k) + j(—a13 + azsk), (3.19)
Py = ap123 — ap1t — aozj —ap3k = (‘10123 - a02k) + j(—-aoz - a01lc). (3-20)

3.2 Campos Spinoriais de Dirac-Hestenes e Derivagao Covari-
ante

Nosso objetivo nesta segio é definir um campo spinorial DH (CSDH) ¢ : z — (), z € M.
Para isso precisamos definir um fibrado do qual este campo spinorial sera uma particular secgio.
Da discussao da se¢do anterior, nés concluimos que um SDH pertence a Ry 3/R, onde R é a
relagdo de equivaléncia definida por (3.8). Sendo assim, como R;3 € a fibra tipica do FCET
Crr(M), entdo se tomarmos o fibrado quociente Cgr(M)/R um CSDH serd uma sec¢io par deste
fibrado. Uma vez que Cgr(M) sempre existe, a existéncia do fibrado Cgr(M)/R depende da
possibilidade de definirmos a relagdo de equivaléncia R globalmente, ou seja, para todo z € M.

A relagio de equivaléncia R foi definida como ¥ ~ ¢/ <= 1y = PR para & ~ ¥, sendo
esta iltima relagio de equivaléncia definida por £ ~ ¥/ <= 7, = Ry, R (R € Spin,(1,3)).
Ora, uma vez que ¥y e ¥y sdo diferentes representantes de 1, e por isso Y5, Y5 € Rtg,, assim
como R, segue que podemos definir a relacdo de equivaléncia 5 ~ 1y globalmente desde
que a relagdo de equivaléncia ¥ ~ ¥’ possa ser definida globalmente. Por outro lado, para
definirmos ¥ ~ X' globalmente, é preciso que as bases ortonormais (tetradas) {y,} e {7.}
estejam definidas globalmente. Isso, por sua vez, implica que o fibrado principal dos referénciais
ortonormais Pgo  (1,3) deve possuir uma secgao global.® Note que esta afirmacio decorre apenas

de defini¢oes, sendo, portanto, uma condi¢cdo necessdria para a existéncia de CSDH. E 6bvio,
seguindo o raciocinio contrario, que é também uma condicdo suficiente. Diremos que a variedade
espago-tempo M admite uma estrutura spinorial se for possivel definir um CSDH para todo
x € M. Segue, portanto, o seguinte teorema:

2Sempre que nao houver risco de confusio iremos nos referir a s apenas como SDH, assim como omitiremos
sempre que possivel a referéncia a base ortonormal, ou seja, 1/)7,,11: deve ser entendido como ¥rYa¥x.
®Uma afirmagio equivalente a esta é que a variedade espaco-tempo M & paralelizivel. Recordemos que uma
variedade M de dimenséao n é paralelizivel se existem campos vetoriais C*° Xi,..., X, definidos para todoz € M
tal que {Xi(z),..., Xn(z)} é uma base para T: M (Bishop and Goldberg 1980).
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Teorema: Seja M a variedade espago-tempo. Entdo a condigdo necessdria e suficiente para que
M admita uma estrutura spinorial DH é que o fibrado principal dos referénciais ortonormais
Pso, (1,3) possua uma secgao global.

Esse resultado, alids, é tdo trivial que sequer merece ser chamado de teorema. Esse, entre-
tanto, é o famoso teorema de Geroch (1968) acerca da existéncia de estruturas spinoriais em
variedades espaco-tempo. Existe, porém, uma diferenca: a estrutura spinorial & qual se refere o
teorema de Geroch é uma estrutura spinorial covariante (veja adiante); mas, veremos na préxima
secdo que o SDH e o usual spinor de Dirac sdo equivalentes (contém a mesma informagao), de
modo que esta diferenga é apenas aparente. A prova original de Geroch (1968) usa todo um
magquindrio de conceitos topoldgicos, tornando-a desnecessariamente complicada. Uma outra
prova, ja do ponto de vista algébrico, e mais simples que a de Geroch é feita por Rodrigues e
Figueiredo (1990); mesmo esta, entretanto, ndo é tao simples como a nossa.

Desse modo, dado um campo global de tetradas v, :  — 7,(z) podemos definir um CSDH
exigindo que g (2)v,(2)Ps(z) = bp(z)7i(z)Pe(z), etc., como discutido na segio anterior.
Segue, portanto:

Definigio: Um CSDH é uma secgio par do fibrado Cgr(M)/R = Ci5" (M) — chamado fibrado

spin

Spin-Clifford do espago-tempo — ou seja, uma secgio do fibrado Chp(M)/R = CE¥™(M).

Em funcdo da relagao de eqivaléncia R, a lei de transformagdo ativa de ¢ é ¢ — R4, como
vimos. Segue que a agio do grupo Spin,(1,3) na fibra tipica Ry 3 do fibrado Cgp*(M) deve
se fazer através da multiplicacdo pela esquerda, ou seja, dado U € Spin (1,3) e X € R;3, e
como R, 3 pode ser vista como um médulo sobre ela mesma, entdo definimos I, € End(R; 3)
por [;(X) = UX, VX € Ry3. Temos assim uma representacio ! : Spin(1,3) — End(R,3),

U — ly. Logo, podemos escrever CE;”}"(M ) como o fibrado associado

Cgpiin(M) = Pspin, (1,3) X1 Ra,3. (3.21)

Note que este é um fibrado associado ao fibrado principal PSpin+(1,3)7 e nao ao fibrado principal
Pso,(1,3) como no caso de Cgr(M) = Pso +(1,3) Xag R1,3. Para vermos a diferenca entre estes
fibrados, lembremos primeiro que para definirmos um CSDH é preciso que Pso, (1,3) admita uma
seccdo global. Nesse caso podemos definir uma estrutura spinorial covariante (Choquet-Bruhat
et al. 1982, Rodrigues e Figueiredo 1990). Uma estrutura spinorial covariante para Pso, (1,3)
consiste de um fibrado principal Pspin, (1,3) € de uma aplicagdao p : Pspin, (1,3) = Fso,(1,3)
satisfazendo, para 7, : Pspin, (1,3) = M, 7 : Pso (1,3) = M, as seguintes condigdes: (i) 7(p(p)) =
s(P), VP € Pspin, (1,35 (i) p(pu) = p(p)s(v), VP € Popin, (1,3) € § : Sping (1,3) — 504(1,3) é o
recobrimento duplo de SO4(1,3). Se essa estrutura spinorial existe, entdo Pso, (1,3) Xaa' R1,3 =
PSpin+(1,3) XAd R1,3, de modo que

Cer(M) = Popin, (1,3) Xad Ry 3. (3.22)

Vamos agora definir a derivada covariante de um CSDH % na dire¢do u no ponto zo. Como
Clp" (M) é um fibrado associado a um fibrado principal, podemos repetir toda a construgio feita

na se¢ao 1.3. Definimos
P(2(t) = ¥(2o)
t ?

(Va)(z0) = lim (3.23)
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onde 1 : z + (z) é um CSDH e ¢ (2(t)) é o SDH (z(t)) transportado paralelamente ao longo
de uma curva C : ¢ — z = 2(t) do ponto z(t) até o ponto zo. Se ¢ e 1, sdo os representantes
de ¥(zo) e ¥ (x(t)), respectivamente, na fibra tipica R;3, entdo da definicao de transporte
paralelo temos ¥, = p(g(0)g~"())¥:, onde t; é o representante de ¥(z(t)) e g(0) e g(t) sdo
elementos de G = Spin_ (1, 3) que sdo os representantes de pg € G, e Pt € Gz(r) transportado

paralelamente ao longo de C, sendo G a fibra sobre z em Pspin+(1 3), € p € a representacdo de
spin

Spin,(1,3) em Ry 3, e para Cyr (M) temos p = I. Tomando g(0) = 1 por simplicidade, temos
Yo = P97 ()Y = Ug™H ()% = 97 (t) s, €

—1,, _
(V) (o) = lim &Pt = ¥0, (3.24)
Escrevendo, como no caso em que consideramos Cgr(M), g(t) = g(0)+1g'(0)+- - - = 1— Ftw+- -,
onde usamos g(0) = 1 e definimos w = —2¢'(t)g~1(t) |:=0, obtemos
14 14 o, —
(VE¥)(@0) = lim [( +3 w+t ) ¢0] _

(%) o]
( d;ﬁt —w¢t) L (3.25)

Consideremos agora uma base {y,} de Ty(M) ~ R, 3, de modo que v = uty,. Uma vez que
Vf P = u“Vf 1, segue da expressio acima que
1
(Vi$)(z0) = 0utp + Swuth- (3.26)

Novamente observamos que, se trabalharmos com uma base que nio seja coordenada, devemos
substituir a derivada parcial na expressio acima pela derivada de Pfaff. Observamos também
que, para simplificar a notagdo, passaremos a escrever as expressoes acima como

(Vo)(z0) = B + 500 (3.27)

Para 1, uma vez que sua transformacio ativa escreve-se ¥ — PR, temos ¢ € C# "‘(M ) =
PSp1n+(1,3) Xy Ry3,0nde r é a agdo a direita de Spin(1,3) (o que é possivel uma vez que R; 3 é
modulo sobre si mesma tanto por multiplicagdes a esquerda como pela direita). Segue dai que

V. =08, — %g@w. (3.28)

Note que
Vb = (Vuth). (3.29)
Nesse ponto é importante que fagamos uma observagio. Dado um CSDH %(z) temos o seu
representante ¥ (z), que é um elemento de Cgr(M). Dai,

Vits = Qs + gl vl (3:30)
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que nio é, entratanto, a expressdo para a derivada covariante de 1. O representante da derivada
covariante de ¢ é

(Vuth)s = Buths + gt (3:31)

e, obviamente,
(Vu¥)s # Vu(¥s). (3.32)

Por outro lado, uma vez que ndo queremos sobrecarregar a notagao, escreveremos simplesmente
(Vu)s = V,1bs, mas entenderemos que a expressao a ser usada é (3.31) e nao (3.30).

Por fim, no préximo capitulo precisaremos considerar o conjunto ¥ = {¥}/R,, que é o
conjunto das bases ortonormais (tetradas) geometricamente equivalentes. Dado um campo de
tetradas v, : £ — 7Y4(z) (a = 0,1,2,3) podemos definir um campo de tetradas geometricamente
equivalentes X' : z — ¥(z) = {E(z)}/R,. Dado um campo vetorial v,, podemos construir um
conjunto de campos vetoriais geometricamente equivalentes 7y,, com v, € X. E claro que o
campo v, : = — 7,(x) é constante, pois os vetores 7,(z) geometricamente equivalentes para
r € M sao projetados no mesmo elemento através de R,. Podemos dai identificar 7, com uma
secgdo constante do fibrado trivial M x Ry 3. Se essa secgio for denotada por? 7,, entio em
M x Ry 3 temos V7, = 0,7, = 0, pois 7,(z) é constante. Definindo

Vuve = Vu'Ya (3.33)

segue que
Vv, =0. (3.34)

E claro que nestas secGes nao construimos uma teoria completa do spinor DH do ponto de
vista matematico. FEsta, porém, também nio era a nossa intengdo. O que temos em mente é
desenvolvermos uma quantidade suficiente de material para utilizarmos posteriormente. Estudos
mais detalhados podem ser encontrados em Rodrigues et al.(1993).

3.3 A Relacao entre Spinores de Dirac-Hestenes e Spinores
Algébricos e Covariantes

Jé adiantamos na secdo anterior, quando discutimos o teorema de Geroch, que o SDH e o spinor
covariante de Dirac (SCD) contém a mesma informagido, sendo, portanto, equivalentes. Nessa
secao daremos uma breve justificativa dessa afirmagao.

Recordemos que um SCD | ¥) é um elemento de €%, ou seja,

U, oy + b

v oz + 18

4 _ 2 | _ 2 2
Cc*>3|¥) = Vo | = entigs | (3.35)

Uy oy + 104

onde 7 = /1.

* Note que usamos o mesmo simbolo para denotar um campo vetorial v como secgio de Cgr (M ) e para denotar
a seccdo constante 7, de M x IR; 3, o que nio deve causar confusio. Essa notagio é de fato sugestiva, como
veremos depois.
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Por outro lado, podemos tomar a seguinte matriz:

¥, 0 0 0
= ;’: O (3.36)
¥, 0 0 0
como uma expressio equivalente para o SCD uma vez que
|9) >~ ¥. (3.37)

Uma vez que o conjunto de matrizes da forma (3.36) é um ideal a esquerda de uma dlgebra de
matrizes, e uma vez que toda algebra de Clifford possue uma representacdo em termos de uma
dlgebra de matrizes, entdo podemos definir um spinor como sendo um elemento de um ideal
lateral de uma particular dlgebra de Clifford. Esse ideal pode ser minimal ou ndo, mas para o
caso que estudaremos este ideal é minimal.> Definiremos um spinor algébrico como um elemento
de um ideal lateral de uma dada algebra de Clifford.

Nés vimos que um ideal a esquerda minimal I, 4 é da forma I, , = R 46,4, onde e, 4 é um
idempotente primitivo de R, ,. Considere a algebra de Dirac R4y ~ €(4) discutida na secdo
1.2.3. Vimos que o idempotente f = (14 Eo4)(1 — iE12) = J(1 4 70)(1 + é712) € primitivo em
R41 ~CQR,3,0nde i = Egj234 faz o papel da unidade imagindria. Mostramos naquela ocasido
que ¥ € I4,1 = R4,1f ~ (d} ® R1,3)f é da forma

cC;y 000
Ca, 000

I41 59 = fC1 +731fC2 + 730 fC3 + 110/ Cy =~ C:2:, 000 |’ (3.38)
Cy 0 00

onde Cy,Cs, C3,Cy sdo dados, apds usarmos a eq.(1.90) em (1.96), e por sua vez em (1.95), por:

C1 = (A— A3+ Aos + Aoza) + i(A12 — A123 + Ao124 + Ao1234),
Cy = (—A1 + A1z + Aoia + A1) + 1(— Az + A2z + Ao24 + Ao23d),
Cs = (—Ao+ As + Aoz + Azq) + i(—Ao12 + A124 + A1234 + Ao123),
Cs = (Ao1 + A14 — Ao1s + A13s) + i( Aoz + A2g — Aoz + Azze).

(3.39)

Da expressao acima vemos que os ideais Iy; = Rq1f e [ j: = RII f sdo isomorfos; de fato, para
pE II ; temos

D; 0 0O

D, 000
I$15¢=fDi+731fDa+ v30f D3+ 110/ Ds ~ Dz 00 0l (3.40)

Dy 0 00

*Em Figueiredo et al. (1990) mostra-se que a representagio dos spinores covariantes de Dirac e Weyl em
Rs: ~ R(4), que é a dlgebra de Majorana, se faz em termos de ideais laterais nio-minimais. Os elementos de
um ideal lateral minimal de IR3; séo os spinores de Majorana.

45



onde
D1 = (A + Aoa) +1(Axz2 + Aor24),
D, = (A13 + Ao13a) + 1( A2z + Aozzs),
D3 = (Ao + As4) + i(A1234 + Ao123),
Dy = (Ao + A1g) + i(Ao2 + A24),

ou seja, estes D’s consistem dos elementos pares dos C’s acima definidos.

O spinor algébrico de Dirac (SAD) ¥ é definido como um elemento do ideal & esquerda
minimal I4; = R4 1f ~ (€ ® R13)f da dlgebra de Dirac Ry4,1; mas, em fun¢do do que vimos
acima, ou seja, do isomorfismo Iy; =~ IZ 1, podemos defini-lo como um elemento do ideal a
esquerda minimal II ) = Rj’,l f. Porém, um elemento X € RIl é da forma

(3.41)

R}, 5 X = A+ Aosvo + A + Azarz + Azsvz — AorYor — AozYoz — Aoszvo3 — A12712 —
—A13713 — A23723 — Ao1247012 — A01347013 — A02347023 — A12347123 + Ao12375, (3.42)

ou seja,

Rf, ~ Ry (3.43)

Em funcdo desse isomorfismo, identificamos, para

Riz 3 X =a+apgYo+ -+ a1231123 + G012375 (3.44)

os termos a = A, ag = Ap4, a1 = A4, ..., G123 = —A1234, Qo123 = Ap123.
Lembrando que yof = f e y21f = if, podemos escrever, a partir de (3.40) e (3.44), para
peER3f:
Riaf 3¢ =M f+ My(yaf)+ Ma(vsof) + Ma(v10f) (3.45)

onde
M, = (a — ag) + v21(—@12 — ap12),
M; = (—a13 — ap13) — 7Y21(— @23 — ap23),
M3 = (—ag3 + a3) + v21(—a123 + ao123),
My = (—am + a1) — 721(—ao2 + a2).

(3.46)

Dai, concluimos que ¥ ~ ¢, de modo que podemos definir um SAD ¥ como um elemento do
ideal Ry 3f. Note que f ndo é um idempotente primitivo de R; 3 mas sim de R4,;. Por sua vez,

e=3(1+0) (3.47)

é um idempotente primitivo de R; 3, onde f = e-l,_;(l + i712)-
Podemos notar ainda que
Ryiaf = R,f. (3.48)

De fato, um elemento 9 € Rts é da forma

Rts > Y =a+aonYo + -+ 23723 + @01237s, (3.49)

de modo que
R{,f 5> ¢ = N1f + No(y31f) + Ns(130f) + Na(710f), (3.50)
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onde
Ny = a — 721019,

Ny = —a13 + 21023,

3.51
N3 = —ao3 + 72120123, (3:51)
Ny = —ao1 + 721002,

ou seja, estes N’s consistem dos elementos pares dos M’s definidos acima.
Concluimos, portanto, que um SAD ¥ pode ser definido como um elemento do ideal a
esquerda minimal R'l",3f. Como f = e%(l + iv12), temos que

1 .

onde !
=4 (1+%), ¥R, (3.53)

Note que tanto ¢ como ¢ e ¥ contém a mesma informacdo, pois temos os isomorfismos R4 1 f ~
Risf ~ R}3f. Lembremos nesse caso que Rf; ~ Rso. Além disso, como €* ~ €(4)f,
podemos trabalhar com 0 SCD |¥) ou com o SAD ¥ ou com o spinor ®, ou ainda com 9 € Rt3.
Ora, este 9 é justamente o representante do SDH na base {7,} escolhida, e toda a teoria
de spinores construida em termos da defini¢do usual (covariante) destes aparece como simples
consequéncia da definicio que demos do SDH. Entretanto, embora todos estes objetos sejam
equivalentes, temos, digamos, diferencas “operacionais” entre eles; de fato, é muito mais simples
trabalharmos com um SDH pois este possue um inverso, enquanto um SCD ou um SAD nio
possuem, obviamente, inversos. O mais grave, porém, é que toda a informacio e significado
geométricos contidos no SDH desaparecem quando consideramos o SAD ou o SCD. Resumindo,
portanto, temos a seguinte relagio entre um SCD |¥) e um SDH 9:

%) = $2(1+70)5(1+ i) (3:5)

Para finalizar, é importante notarmos que, em fungdo de if = 721f, quem faz o papel de
¢t = +/—1em R; 3 é o bivetor y2;. Essa observacao é fundamental para o restante deste trabalho.
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Capitulo 4

A Teoria de Dirac e a Algebra do
Espaco-Tempo

4.1 A Equacao de Dirac-Hestenes

Seja | ¥) : z —| ¥(z)) um campo spinorial de Dirac, onde | ¥(z)) € €4, 2 € M, onde M é o
espago de Minkowski. A equacdo de Dirac, na presenga de um campo eletromagnético, é:

. me e
9, |9(2)) = 5 [B(@) + = Au(e)r* | ¥(a)). (4.1
Nesta equagdo y# sdo as matrizes de Dirac, ¢ = v/—1 e A,(z) sdo as componentes do potencial
eletromagnético. A equacgao de Dirac pode ser obtida a partir da lagrangeana
i

Loiree = 5 [(¥(2)[ 7404 [¥(2)) = 8u(¥(2)] v* | ¥(2))] =

€ mc
~ 5o Au(@)(¥(2) |7 [ ¥(2)) — 5= (¥(2) | ¥(2)), (4.2)
onde definimos o spinor adjunto de Dirac por

(¥(2) =] ¥(2))! =] ¥(2)) 70, (4.3)

onde * denota conjugac¢io hermitiana.
Nosso objetivo nesta se¢do é escrever a equagio de Dirac em termos da AET. Essa equagao
serd uma equagao para o SDH #(z) € RtB, onde

[¥(z)) ~ U(z) = 't,b(:c)%(l + ‘)’0)';‘(1 + 712), (4.4)
e U(z) é a matriz
o[ B0 w
Ty(z) 0 0 0
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Esperamos com isso obter uma compreensio melhor da teoria de Dirac, uma vez que o uso
do SDH possui grandes vantagens sobre o SCD, principalmente no sentido de interpretagio
geométrica.
Usando os resultados da secao 1.2.3, podemos mostrar usando a representacao matricial de
Z € Ry, dada pela eq.(1.102) que
TrZ = 4(Z),, (4.6)

Z* = ’)’02’70. (47)

E importante observarmos que nas equagdes acima o lado esquerdo refere-se a matrizes Z € €(4),
enquanto o lado direito refere-se a Z € R4 1, que possui a referida matriz como sua representacio
matricial. Além disso, podemos mostrar que a reversao em R4, corresponde a reversio mais a
conjugacdo complexa em @ @ R; 3. Segue dai que

V(@)W (2) = W@ ()70 = () g1+ 1)1+ in2)105 (1 +70)(1+ i1a) ¥(z) =

= %b(x)i(l +70)(1 + im12) (). (4.8)

Logo: i )
Tr(¥U1) = ($(1+ 70)(1 + im12)P)o = (¥P)o, (4.9)
Tr(y*¥¥1) = (v*$70%)o, (4.10)

Tr| (740,861 = 790,90 = (2 [0, + 20)(1+ #7028 ~ 791+ 70)(1+ i712)2,] o =
1 " s -~
=(-3 [‘7“3u1/1’7012¢ - ‘/”10’70123#%0})0 = —(y*8,¥v012%)0  (4.11)
A lagrangeana Lp;,.. (4.2) pode ser escrita como

Lowse = Te {5 [F1(@)10,8(2) - 8,81 (217¥(0)] - £ A @1"¥(0) - G @221

(4.12)
e em fungdo dos resultados acima, temos

Loiee = Te{ 5 [10,2)¥1(2) - " 0(@)0,01(2)] - A1 U)W (@) - TEw(e)W(0) ) =

m

= ~(1 (@015 (2))o — = Au(@))7* D) 105 (2))o — = ((2) D)o, (4.13)

e Lpirac = <(0¢(x)721 - = A@)(e) - mfc'ﬁ(x”") W(z»

onde 0 = y#0,, A(z) = A,v*. Note que nesta expressio os y* sio interpretados como vetores
do fibrado tangente T M, enquanto em (4.2) ou (4.12) os y# sdo matrizes. Desse modo, através
da expressio (4.14) eliminamos qualquer referéncia a uma particular representacao dos v#; todas
as quantidades algébricas presentes na eq.(4.14) possuem agora um significado geométrico bem
definido, antes ocultado nas eq.(4.2,4.12) em fun¢ido do uso de uma representacao matricial.

, (4.14)
0
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Observamos também que o SDH (z) na eq.(4.14) é justamente ¢5(z), onde £ = {7#}, ou
seja, é o representante do SDH na base X. Logo ¥(z) € Cgr(M), e o formalismo lagrangeano
desenvolvido na sec¢do anterior aplica-se sem ressalvas a lagrangeana L p;,q..

Usando L p;,,.. dada pela eq.(4.14) temos

Oy Lpirac = —":—670'/;(93)14(33) - %zﬁ(z), O3y Lpirac = 721015(1”)» (4-15)

e a equagao de Euler-Lagrange

a’l/JLDirac - (aawLDirac) 5: 0 (4.16)
fornece
€ ~ mec ~ ~ —
~ 5o 10%(2)A(z) - —h—lb(z) — 72109(2) 8= 0, (4.17)
ou, tomando o reverso desta equacdo e multiplicando-a pela direita por 7p:
me e
0P(x)ya1 = —h—z/)(a:)'yo + ﬁzA(z)tp(x) (4.18)

Esta é a equagdo de Dirac em termos da AET, tendo sido obtida originalmente por Hestenes
(1967), dai denomind-la equagao DH (EDH). Note que, uma vez que ¥(z) = ¥(z)f, onde
f=101+ 70)1(1 + i712), e usando vof = f e if = 721f, podemos obter a EDH diretamente
da equacdo de Dirac para ¥(z) “fatorando” o idempotente f — esse procedimento, é claro,
s6 funciona pois a equacgio de Dirac é linear. Segue, obviamente, que se multiplicarmos a
EDH (4.18) pelo idempotente f obtemos novamente a equacdo de Dirac. Note, comparando as
equagdes (4.1) e (4.18), que a quantidade geométrica que faz o papel de i = /=1 é o bivetor
~21, Observagdo esta, alids, j4 feita no capitulo anterior.

Em funcdo do que discutimos no capitulo anterior, devemos entender a EDH como uma
equacgdo para o representante ¥z(z) do SDH (z), ou seja,

s(a)1m1 = T-vs(2)70 + = A(@) s (2): (4.19)

Para uma outra base £’ = {7/}, onde 7, = RY,R, segue de & = 8, RR = RR = 1 e multipli-
cando a eq.(4.19) pela direita por R:

ds(2)RRYn R = %«/)E(x)RR%R + %A(z)ng(z)f?,, (4.20)

ou seja, me .
3%'(%)‘731 = T@bz'(x)')'(,) + ﬂA(x)@bz’(z)’ (4.21)

o que demonstra a covaridncia da EDH.!
Finalmente, exigindo que a EDH seja invariante perante transformagoes de gauge eletro-
magnéticas
A(z) — A'(z) = A(z) + d¢p(z) (4.22)
devemos ter

P(z) = P(2) = P(z)em2ee@)/he, (4.23)

! A teoria que apresentamos do SDH permite que possamos concluir que a EDH ¢ de fato covariante, respon-
dendo assim as criticas de Parra (1992) acerca da covariincia da EDH.
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4.2 Alguns Aspectos da Teoria de Dirac

Vamos iniciar este estudo da teoria de Dirac usando AET considerando os seus bilineares co-

variantes. E bem sabido que dentro da teoria de Dirac temos 16 formas bilineares covariantes,
2

a saber

g = IIII\I'), Ju = (‘I’h’ul‘l’)a
Y =-8y = (‘Illi'hw'w)’
K, = (¥]|iys7,|¥), w=—(¥|y5|9), (4.24)

onde interpreta-se J, como as componentes do vetor densidade de corrente de probabilidade,
Ju = eJ, como as componentes do vetor densidade de corrente elétrica, 2—”"—12”,, como as com-
ponentes do tensor anti-simétrico densidade de magnetizacdo e %K 4 como as componentes do
vetor densidade de spin. Se, ao invés do SCD |¥) utilizarmos o SAD ¥, estas formas bilineares
escrevem-se

o= Tr(¥1W), J, = Tr(¥1y,¥),

Y = =5y, = Tr(Uliy,,U),

K, = Tr(¥liysy,¥), w=—Tr(¥lys0). (4.25)
Agora, utilizando o mesmo procedimento da se¢ao anterior, utilizado para escrevermos L p;,,.

em termos da AET, podemos escrever a expressio destas formas bilineares em termos da AET.
Por exemplo:

Ty = Tr(y, 98" = (1,9708)0 = 74 - ($709), (4.26)
ou seja, o vetor densidade de probabilidade J = J,y* é dado por
J = P01 (4.27)

Do mesmo modo, obtemos para ¥ = 15,7 e K = K,v*:

T = Py, (4.28)
K = 31 (4.29)

Supondo % ndo-singular, podemos expressi-lo na forma canénica
= \/ﬁe%'@/zR, (4.30)

de onde obtemos

J = peo, (4.31)
Y= pe’Y5'8621, (432)
K = pes, (4.33)

?Note que definimos 45 = 70123, enquanto alguns textos de teoria quantica definem vs = iyo123.
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onde

ey = Ry, R. (4.34)
Além disso,

o = pcosf, (4.35)

w = psin f. (4.36)

Note que apenas um bivetor sente o efeito da transformacio de dualidade ”#. Se definirmos
o bivetor de spin 5:

h k ~
S = 5621 = §R721R (437)
e tomarmos
v=¢ep (4.38)
h

S = 563 (439)

onde s é o vetor de spin, segue que
S = v5(s Av) = yssv. (4.40)

As formas bilineares covariantes ndo sdo todas independentes, e satisfazem certas equagoes
quadraticas chamadas identidades de Fierz. No caso de um SDH n#o-singular, as identidades
de Fierz sio®

JP=0r+w? K?=-J?
J-K=0, JAK=—(w+17y50)X. (4.41)

E possivel, & partir dos bilineares covariantes, reconstruirmos o spinor original (Crawford 1985).
Em termos do SDH temos, & parte de um fator de fase €721  a expressio (Doran et al. 1993)

P = /pe™P2Q(QQ) /2, (4.42)
onde

1
Q=@+ 7w+ I+ Bz + K7s). (4.43)

E possivel, a partir de uma analise da EDH, deduzirmos vérias propriedades relacionadas a
teoria de Dirac (Hestenes 1973). Em particular, podemos deduzir a conservagio da densidade de
corrente de probabilidade J = ¢7y01, ou seja, 8-J = 0. E mais interessante, porém, deduzirmos
estas leis de transformagio & partir do teorema de Noether. Vejamos alguns exemplos.

Consideremos a seguinte transformacgio:

¥(@) = ¥'(z) = P(z)eM), (4.44)

onde M(z) é um multivetor arbitrario. Exemplos destas transformagdes sio a transformacdo de
gauge
P(a) — P/(z) = P(a)enzee(®)/he (4.45)

3No caso de um SDH singular 1/)17; = 0+ 15w = 0, ou seja, 0 = 0, w = 0, estas identidades devem ser
modificadas. Veja Crawford (1985) e Lounesto (1993).
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e a transformacio de dualidade

P(z) = P'(z) = Pp(z)e* (4.46)
No caso de uma, transformagao de gauge temos invariancia de Lp;,.., de modo que a corrente
J = (") O3ur L)1 lemo (4.47)
é conservada. Uma vez que
Oeo/ny¥’ = ¥'mz2, OoyLipie. = V210¥, (4.48)
entdo, tomando ¢ = 0, temos
9-7=0, J=1(x)0%(z), (4.49)

ou seja, a conservagdo da densidade de corrente de probabilidade estd associada a invaridncia
de Lpirq em relagdo as transformacoes de gauge eletromagnéticas.
Por outro lado, L p;,.. ndo é invariante por transformacoes de dualidade. Temos

A ) (4.50)
h 0
e usando (2.60) mais 1) = pe”? obtemos
— mepsinf =0 - (g?/)’)%’l,z) =0 -(ps). (4.51)

Note que 0 - (ps) = 0 quando B = 0 ou 8 = 7, que, conforme veremos adiante, correspondem
aos casos de solugdes de energia positiva e energia negativa, respectivamente, da EDH livre
(A(z) = 0).

Consideremos agora transformacGes espaco-temporais. Para uma translagio

r—z =z+an (4.52)
e tomando
P'(z) = P(a'), (4.53)
obtemos, usando (2.70),
n-0L=20-(n-0¢%0syL)1. (4.54)

No caso de L = Lp,;,,. temos para i satisfazendo a EDH que Lp,,.. = 0, de modo que, apds
usarmos 03y L pirec = Y210%, Obtemos

d-T*(n)=0 (4.55)
onde

T°Y(n) = (n - () y2108(2))1. (4.56)
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Note que definimos esta fungao como a adjunta de uma fun¢do T'(n), no caso

T(n) = (0%(z)1210%()n)1 (4.57)
onde usamos (??). Escrevendo n = n*y, temos T'(n) = n*T(y,) = n*T,, onde
T, = (9%()72109(2 ) V)15 (4.58)
ou ainda i
T:d = (O () y2100(2))1- (4.59)
Temos nesse caso T, = T,,7", ou ainda T34 = T,,7”, onde
Ty = (0u(2)12109(2) 70 )o- (4.60)

Na forma matricial podemos escrever (2.73) como
[
T = 3 [ (2)7,0,%(z) ~ 8,¥'(2)7,%()] . (4.61)

Exceto pela constante /i este é o tensor de Tetrode, ou seja, o tensor energia-momentum para
uma, particula de Dirac. Esta é, porém, a expressio para a energia-momentum de uma particula
livre. Para levarmos em consideragdo a interacdo da particula com o campo eletromagnético
precisariamos incluir a lagrangeana do campo eletromagnético. E 6bvio, entretanto, em funcdo
da invaridncia de gauge, que a expressdo para 7T, é:

T, = (e mob(e)n - eJu(2)A() =
= (09(z)72109(7) 1)1 — eAu(2)J (). (4.62)

E importante observarmos que T, nao é simétrico. A contribuicdo anti-simétrica é dada
por

Ta(n) = 5[T(n) — T(0)] = 37 [~ A (o), (4:63)
que podemos escrever ainda como
AT, = %[Tuu = Touly™ =4 A (Ta)u = =0 - (75ps)- (4.64)
Considerando agora rotacoes
¢ 3! = e B/23e*B/2 (4.65)
onde esta transformacdo é interpretada no sentido ativo, e tomando
¥(2) = ¥s(a) = ¥/(2) = Yp(z) = =P 24p(a’) (4.66)

em funcao do fato da rotagdo ser interpretada no sentido ativo, obtemos, de maneira analoga ao
caso das translagGes, que
8-J(B) =0, (4.67)
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onde definimos )
J(B) = =((z - B) - 0y(z)yz109(2) — 5 BY(2)12109(2))1- (4.68)
Tomando a fun¢do adjunta J(n), ou seja, J(B) * n = B * J(n), obtemos

T(n) =gz A{0%(x)y2100(z)n)1 + vsps A m =
=z AT(n)+ S(n), (4.69)

que é, obviamente, o momentum angular. Nesta expressio s é dado por eq.(4.39), de modo que
S(v) = pS, sendo 5 o bivetor de spin definido pela eq.(4.37). Note que, assim como no caso
da energia-momentum, esta é a expressdo para o momentum angular de uma particula livre.
No caso de interacio com um campo eletromagnético devemos tomar a eq.(4.62) na parte da
energia-momentum na eq.(4.69).

E claro que, quando tivermos interacio com um campo eletromagnético, nio devemos mais
esperar que haja conserva¢io da energia-momentum e do momentum angular de uma particula
de Dirac, ou seja, devemos ter 3,T* # 0 e 3,J* # 0. Vamos calcular estes termos.

Primeiro, vamos calcular 8,7*. Note que 8,T* = 8,(T23)* uma vez que a diferenca entre T*
e (T2d)#, dada pela eq.(4.63), é tal que 9, [v*- (750 (ps))] = 8- [150A(ps)] = —ysO0AIA(ps) = 0.
Logo: 3 3

0,T* = 0,(0"pv2100 — eJ A*)1 = (OPy2109%)1 — eDu(pvA*), (4.70)
onde usamos (0“9y109); = %[3“72101,5 — ¥72100*9] e definimos O = 2. Da EDH segue que
(h=1)

O¢y210% = (0% + e(0AP)yoth =
= (?A% — m?)ysps + e(DA)pv + 2¢(A - 3¢ )yo¥, (4.71)
que implica em
(OYy2100)1 = pe(ONA)-v+epvd-A+eA-d(pv) =
= peF - v + ed,(pvA*), (4.72)
onde explicitamos o campo eletromagnético F' = d A A. Logo, usando a eq.(4.72), obtemos
0,T* = peF -v = pf, (4.73)

onde f é a forca de Lorentz. Tomando a densidade de energia-momentum prépria pp definida
por
pp =T(v) = v,T#, (4.74)

de modo que podemos decompor T, como
T, = poup+ Ny, (4.75)

com a parcela N, tal que v#N, = 0 representando o fluxo de energia-momentum normal as
linhas integrais da velocidade — cuja existéncia segue de 8 - J = @ - (pv) = 0 — entdo temos, da
eq.(4.72):

pb+ ,N" = pf, (4.76)
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onde tomamos a derivada em rela¢do ao tempo préprio, ou seja,
= (v:9)p = v*0,p. (4.77)

Note que, exceto pelo termo §,N*#, teriamos a expressio classica p = f = eF - v.
Agora, para calcularmos 9, J* basta usarmos a eq.(4.64) e a eq.(4.73) e lembrar que 9,z =
Yu- De fato

Ou(z NT#) = 7 AT* + 2 A (pf) = =0+ (15p5) + 2 A (1), (4.78)
e, como 9 - (y5ps) = O, (ysps A y*) = 8,5*, segue que
A, T" =3 (c ANT*+ 5*) =z A (pf), (4.79)

onde identificamos z A f como o torque da for¢a de Lorentz. Tomando a densidade de momentum
angular propria pj definida por

pi = T (v) = 07", (4.80)
segue que
pi=J(w)=p(zAp+5), (4.81)
onde
S =plv,5% = vss A v, (4.82)

que é justamente o bivetor de spin. Agora, da expressdo para S# temos
S* = p(SAv)-y* = pvHS + M*, (4.83)

onde definimos M* = p(S - y*)v. Uma vez que v,M* = 0, entdo M* descreve o fluxo de mo-
mentum angular normal as linhas integrais da velocidade. Finalmente, usando as egs.(4.76,4.83)
na eq.(4.64) segue que

p(S+vAp)= N, Av* -8, M". (4.84)

Para finalizarmos esta se¢do, vamos exibir as solu¢oes da EDH livre. As solugdes tipo onda
plana, no sistema de repouso, escritas em termos da AET sio:

¢(+) \/ﬁe—'yzlmczt/ﬁ’

¢(+) \/ﬁvsle—qnmc%/ﬁ
% = /PY5(712672 ¢ “t/hy,
( ) = \/_75‘)/31(712672”"62”&)

(4.85)

E facil ver que estas solugdes correspondem is usuais. Multiplicando as egs.(4.85) pelo idempo-
tente f segue que

gt = \/ﬁe‘im°2t/h 1),
J \/—e—imczt/h |2>
\/—ezmczt/fi |3>
\I!{ = /pemtih | 4y,

(4.86)
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Note que para as solugdes (4) temos B = 0, enquanto para as solugdes (—) temos 8 = 7 :

piv
l
(=)

i}_) } = fB=r. (4.88)
l

As solugbes com indice (+) sdo as solugdes de energia positiva [(—) indica energia negatival,
enquanto o indice T indica “spin-up” [| indica “spin-down”]. Para vermos isto, basta tomarmos
o operador de projecao de energia A4:

1
A+(¥) = 5[¥ £ 0¥l (4.89)
e o operador de projecao de spin X4:
1
Yi(v) = '2‘[15 £ Y12%721] (4.90)

E facil ver que AxAr = Ag, AsAz = 0, AL + A_ = 1 e que 254 = Ty, Bu%2 = 0,
Yi+X_=1,com ALYy = X Ay, Segue que

p{t) () e e
A+{ 14” } :{ ¢{+) » A- 4—) = 1/%_) ; (4.91)
p{t) b e e
> = » 58 o (=Y L0 4.92
+{ 4"} {4‘) o [T (4.92)
A+E+/¢)§+) = E+A+’¢J(+) = '¢Y(+),
A St = 5o A plt) = )

- - -y 4.93
A_E.*.’wi ) = E+A_¢T ) — /w# ), ( )
A-S_y]) = oAy =y,

de modo que

O fato de termos 8 = 0 ou B = 7 para estas solugOes é extremamente interessante e mis-
terioso. Veremos adiante como surge o angulo de Takabayasi dentro do nosso estudo acerca
da relagdo entre mecanica quintica relativistica e eletromagnetismo. Alids, o resultado que
apresentaremos torna o significado de § ainda mais misterioso.

Por outro lado, para as solugoes do atomo de Hidrogénio — as chamadas solu¢oes de Darwin
— temos um angulo de Takabayasi § varidvel, ou seja, 8 = §(z) (Quilichini 1971). Porém, mais
misterioso ainda, é que Kriiger (1991) encontrou solu¢bes do dtomo de Hidrogénio para as quais
temos B = 0 ou § = 7. O fato é que o significado do dngulo de Takabayasi dentro da mecénica
quantica permanece ainda obscuro — veja Boudet (1991).
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4.3 A Equacao de Dirac-Hestenes em Espagos de Riemann-
Cartan

Nosso objetivo nesta se¢ao € generalizar a EDH escrita anteriormente no espago de Minkowski
para espagos de Riemann-Cartan (RC). Para isso, o primeiro passo consiste em tomarmos uma
base ortonormal {e,} (a = 0,1,2,3), ou seja,

€a ' €b = Tlaby (494)
onde 74, = diag(1,—1,—1,—1), de modo que, escrevendo
eq = hiy, (4.95)

temos
Nab = PG Ry g (4.96)

onde g, = g(Yu,Yv) = Vu * Yv- Note que usaremos sempre indices latinos para nos referirmos a
uma base ortonormal. Lembremos ainda que a derivada covariante de um CSDH é dada por

1
V;Ld) = aud’ + §wu¢ (497)
onde .
w, = szbea A ep. (4.98)

E ébvio que, se tomarmos um outro campo vetorial que nao 9,, teremos, por exemplo, para a
derivada covariante na direcdo de e,:

1
Vot = vea¢ = aa"p + 'é'wa"»b, (4-99)
onde 0, = h#9, denota a derivada de Pfaff. Notemos ainda que

V=9V, =¢e"V,. (4.100)
Consideremos agora a densidade lagrangeana Lp;,oc = Lpira.y®, onde v% = 49123 é o elemento
de volume e Lp;,,. é dada pela eq.(4.14). Vamos nos restringir apenas ao caso livre (4 = 0) pois
este serd o caso que nos interessars posteriormente. Note que £p;,.. pode ser escrita como

1 ~ ~ e me , -
Lowae = 5 (0912100 — Y10 5) - ZE09) 2 (4.101)
2 h 0
A generalizagdo desta expressiao para espagos arbitrarios envolve as substituigoes
00—V, '€, (4.102)
de modo que
1 ~ ~ - mec  ~
Lpirac = <— (V¢€210¢ — Pezro¥ V) — —¢1/J> €. (4.103)
2 h 0
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onde Vi = e*V, 9 = vV 9, P %z Vet = Vutzry“. Além disso, se denotarmos h = deth¥,
onde h¥ = e, - v* de acordo com a eq.(4.95), temos

h=deth = (YA ' AY2AY) (o Aer Aeg Ae3) = 40123 60123, (4.104)
de modo que
0123 = (D123, y0 10040123 (dech)'yoms _ (deth{;)”lyom = p=140123, (4.105)
Segue, portanto, a seguinte expressdo para a lagrangeana L p,,..:

Lpivac = h71 <% (V%ﬁesz/; — PeznoP 6) - %¢12’> (4.106)

0
Agora, a equagdo de Euler-Lagrange envolve o termos (05yL) 8= 0.(0s,4L), enquanto
na lagrangeana acima temos termos envolvendo e, e ndo v,. Dai devemos expressar o termo

(0syL) 5 em termos da derivada de Pfaff. Notemos que

0o,y L = (06,4 L)(05,40a%) = h3 08,4 L, (4.107)
onde usamos Js,40,% = h%. Logo, a equagio de Euler-Lagrange escreve-se
Oy — 0, (hE05,4L) = 0, (4.108)
ou ainda
OypL — (0,hY) 05,4 L — 8, (05,4L) = 0, (4.109)
onde usamos 9, = h#0,. Falta calcularmos 0,h%. Lembrando que
h = deth” = y"23 . €195 = AECAY R A3 Y0123 oy o (4.110)
segue que
Ouh = [(Dahg®)hy" R5?hE® + -+ + R Wi By (Bah®)] Y™™ Yoy s =
= [(Ouh§)hE LR RS RES | 42 gy +
et [(aahg)hghgohfl h;242 hga] 70123 *Yuopruzps =
= [(Bah§)IRE1Y!® - epras + - - + [(0ah3)AS 1'% - €o126 =
= [(%hg)hg +et (aahg)hg] 7% - eg1z3 =
= h20,hI71% . €193 = A2, h, (4.111)
ou seja,
%ﬁ = hgduh?. (4.112)

Consideremos agora os coeficientes de estrutura da base {e,}, definidos através de [e,, €3] =
cSpec. Temos:

[eas €] = eales) — ev(ea) = hG0u(RY0,) — hyD,(hG0,) =
= (hzabhf/ — hy b} )e. = Cab€es (4.113)
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de onde segue que

ety = hL.hl — O,hL. (4.114)
Mas, da eq.(4.112),
O.h
b a
hodahy = ==, (4.115)
de modo que obtemos .
At = —cb, + 0; : (4.116)
Finalmente, a equacio de Fuler-Lagrange pode ser escrita como
h
Oy L — [aa + Q;‘;- - c’;b] B9, L = 0. (4.117)
Agora, a partir da lagrangeana Ly, ,. obtemos
111 . 1 o me
05 Lpirac = 7! ['2'6 Vateaio + wae"ezio — —h—'P] , (4.118)
-1 1 a
0y, nse = I [ ~Ge e (4.119)
Segue que 5
h 41,
0, (33(‘,],mec) = —Taaa,[,me ~h 158 L Pezo. (4.120)
Usando estes resultados na equagao de Euler-Lagrange obtemos
1 1 me 1 1
“Vibegio + ~weetearo — — P + ~e*Opearo — =copetberio = 0, (4.121)
2 4 h 2 2
ou ainda ) 1
me
V’t/)ezu) - 5(6‘1 v wa)¢6210 — Ecgbealpeglo - ?’l,b =0. (4.122)
Por outro lado 1
e w, = —Q—wZCe“ (ep Aer) = whe, = (Wh, — why)e?, (4.123)

onde na iltima igualdade usamos o fato que w?, = 0 em funcio de w?

definicdo de torcao, ou seja,
C C C C
Tab = Wop — Whe — Cabes

temos, apds usarmos a eq.(4.123) na eq.(4.122), que

1 me
Vipeaio + —T:beai/Jeno - T¢ =0.

2

Definindo o vetor de torgao
T =T,e® = The®

segue finalmente que

(vo+ 379) en = Soven
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Esta é a EDH em espagos RC. Em termos do SCD | ¥) a equacdo acima escreve-se
1
i(V 0) + 5T |\1:)) = ’%c 1), (4.128)

em conformidade com o resultado de Hehl et al. (1976).

E interessante notar que a EDH para um SDH ndo-singular de norma arbitriria pode ser
interpretada também como uma EDH para um SDH unimodular em espagos RC. De fato, usando
a decomposi¢do candnica de 1 para calcularmos o termo 9v, a EDH escreve-se

mcos e m sin G¢

5 Ryo+ 75 5 Ro. (4.129)

1 1
[BR + 56111 pR] Y21 — 5758ﬂR721 =

Se 8 =0o0u f = 7, e definindo M = +m em cada caso, temos

Mc

1
[(?R + §Bln pR] Y1 =

R, (4.130)
que é a EDH para o SDH unimodular R em um espago RC onde o vetor de tor¢do T é identificado
com 01n p, ou seja,

T=0hp= % (4.131)

Note que este é um termo do tipo potencial quantico pois a transformacdo p — Cp (C con-
stante) ndo o altera. Por outro lado, notemos também que na eq.(4.130) temos R no lugar da
derivada covariante VR, o que significa que em termos da base {7,} os coeficientes da conexdo
sdo nulos. Obviamente, a curvatura é nula, mas o mesmo n3o acontece com a tor¢do, que é
dada pelos coeficientes de estrutura desta base. Uma possivel explicagdo para isso consiste na
seguinte (Rapoport et al. 1992): no espago-tempo livre (vicuo) temos vetores tangentes {£;}
que definem uma “rede césmica” (Kleinert 1989), e a presenca de matéria induz dislocagdes
[dislocations] nessa rede césmica de modo que os vetores tangentes agora sio {3%} e tal que a
transformagao z# — &* = £#(x) é singular.

4.4 Zitterbewegung e a Interpretacao da Mecanica Quantica

Como é bem sabido, as teorias de Schrodinger e de Pauli sdo casos particulares da teoria de Dirac.
Entretanto, via de regra, as discussdes acerca da interpretacido da mecinica quantica (MQ) sio
feitas com base nas teorias de Schrodinger e/ou de Pauli. Esse fato, é claro, soa paradoxal.
Uma interpretacdo da MQ necessita ser coerente com a teoria de Dirac, reduzindo-se a casos
particulares quando as aproximacoes das teorias de Schrédinger e de Pauli forem razodveis.

E justamente nesse ponto que a reformulacio da teoria de Dirac em termos da AET mostra-
se promissora. De fato, o objeto matemdatico que descreve uma particula de Dirac com a AET
nao é mais um elemento abstrato sem significado fisico claro, como é o caso de um SCD, mas
sim um obejeto com uma interpretacado geométrica bem definida que é o SDH - o que se verifica
claramente através de sua decomposicio candnica. Além disso, aos observiveis nao estio rela-
cionados operadores agindo em espagos abstratos mas sim elementos geométricos bem definidos.

Esses fatos abrem a possibilidade de procurarmos por uma outra interpretacio da MQ. Iremos
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discutir brevemente uma possibilidade neste sentido, denominada Interpretagao Zitterbewegung
(ZBW) da MQ (Hestenes 1990, 1991).
Consideremos o conjunto de vetores {e,} definidos pela eq.(4.34), ou seja,

ey = Ry, R. (4.132)
Segue que podemos escrever
1
e, =8, €, = 5[Q,L,e,,], (4.133)
onde definimos o bivetor Q, por )
Q, =2(0,R)R. (4.134)

Este bivetor descreve a rotagdo infinitesimal da base {e,} ao longo de um deslocamento infinites-
imal na dire¢do v,, ou seja, é o bivetor velocidade angular (na diregéo ,). O bivetor velocidade
angular Q dado por

Q = v"Q,, (4.135)
chamado bivetor de Darboux, é tal que
. 1
é,=Q-e, = 5[9,@], (4.136)
onde v* = z# = 4;”7“, €y = %‘37_&, sendo e, = e,(7) um referéncial moével ao longo da curva

z = z(7). Notemos também que para qualquer multivetor A vale

1

0uA = 5[0, Al. (4.137)

Calculemos agora o produto 2,5, onde § = %R‘)’z]R é o bivetor de spin. Temos

Q.5 =pu+ 9,5 + V594, (4.138)
onde
Pu=Q,-85, (4.139)
048 = 3105, (4.140)
g = =y - (759). (4.141)

Note que a quantidade p, mede a componente da velocidade angular no plano de spin, enquanto
g, mede a componente da velocidade angular no plano ortogonal ao plano de spin; 9,5 é a taxa
de variagdo da dire¢ao do plano de spin ao longo de um deslocamento na diregao v,. Agora, em
func¢do da decomposi¢do candnica de um SDH %, podemos escrever

0 = 2 10,Inpe™ + 2,10, (4.142)
de modo que (h = 1)
au¢72101z = [Bulnpe'yf‘ﬁ + QulpSv = plpy + W + 150,]v, (4.143)
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onde usamos a eq.(4.138) e definimos

W, = [0uInp + 750,6]8 + 0,.5. (4.144)
Lembrando a defini¢do da energia-momentum, eq.(4.58,4.59), temos

T3 = T,7" = ppuv + pW, - v, (4.145)

ou seja,
Tou = plpuv, + (v A7) - W], (4.146)

onde usamos 7, - (v-W,) = (7, A v) - W,. Logo,
T, = Touy* = plpve + (v A ) - W7 (4.147)
Comparando esta expressio com a eq.(4.75) segue que
Ny = (A7) Woly” (4.148)

representa o fluxo de energia-momentum normal as linhas integrais de velocidade e que p é a
energia-momentum prépria. Desse modo, temos para as componentes p, da energia-momentum

Pu=9,-5. (4.149)

Segue portanto que
me=p-v=0-85, (4.150)

0 que sugere que interpretemos a massa como energia cinética de rotacdo. Entretanto, para
que essa interpretacdo seja plausivel é preciso responder: o que estd rodando? Vamos procurar,
agora, uma possivel resposta para esta questio.

Primeiro, notemos que para as solu¢bes de particula livre dadas pela eq.(4.85) v = e e
s = Les sdo constantes do movimento, mas o mesmo ndo ocorre para e; e e;. Tomando, por
exemplo, a solugdo 1/);r temos

e1(t) = e1(0) coswt + e2(0) sin wt, (4.151)

e2(t) = e2(0) coswt — €1(0) sin wt, (4.152)

o que mostra que e; e ez rodam no plano de spin com frequéncia w = 2mc?/h. Por outro lado,
o plano de spin mantém fixa a sua dire¢io, ou seja,

e12(t) = e1(t) A ea(t) = e1(0) A e2(0) = €12(0). (4.153)
Esta frequéncia com a qual os vetores e; e e; rodam ¢ a frequéncia de zitterbewegung (ZBW)
Wobw:
2mc?
W= Wy = s (4.154)

Uma vez que ha rotagao no plano de spin podemos supor que a massa esteja ligada a energia
cinética desta rotacdo. Para isso, entretanto, é necessirio que haja uma componente nao-nula
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da velocidade da particula no plano de spin. Uma vez que v = ey esta quantidade nao pode ser
tomada como esta velocidade. A sugestdo de Hestenes (1990, 1991) é que esta velocidade seja
identificada com o vetor tipo luz

U = €y — €. (4.155)

Isso implica que a particula move-se com a velocidade da luz, o que concorda com a concepcao
original de Schrédinger (1930) acerca do ZBW. Note que a média da velocidade u ao longo de
um periodo de ZBW é justamente v,

(u) 5w = v = €g. (4.156)
Tomando a dependéncia temporal (4.152) para e3(t) e u = %%;—: segue para a linha de universo
z = 2(t) da particula

T = cleg + 5[62(0) sinwt + €1(0) coswt] + zo, (4.157)

que é justamente a equacdo de uma hélice cilindrica de didmetro d igual ao comprimento de
onda Compton, ou seja,

h
= —. 4.1
d — (4.158)
Uma vez que o raio desta hélice é descrito por
r= 5[62(0) sinwt + e1(0) coswt], (4.159)
obtemos -
T A (mci‘) = Z-Z;c— = —2—612 = S, (4.160)

0 que sugere interpretarmos o spin como o momentum angular das flutuacées de ZBW. Além
disso, se definirmos o momentum eletromagnético como

M=rAj (4.161)
onde j = er, segue que
M=-"=135 (4.162)
me

que é o momentum magnético do elétron com o fator giromagnético g correto, ou seja, g = 2
onde M = g5=-5.

E interessante observarmos neste ponto que algum tipo de auto-interacao deve existir a qual
possamos atribuir a origem do ZBW. E claro que ndo estamos atribuindo o ZBW 3 interferéncia
de solugdes de energia positiva e negativa, de modo que é necessario supor a existéncia desta auto-
interac@o dentro do modelo acima descrito. Essa auto-interacdo deve ser de origem magnética,
e a possibilidade de sua existéncia é capaz de explicar, pelo menos qualitativamente, muitos dos
aspectos peculiares da MQ (Hestenes 1985). Além disso, nesse caso é natural supor que o ZBW
deve originar um campo elétrico do tipo coulombiano que oscile com frequéncia de ZBW — o que
explicaria, por exemplo, o principio de Pauli (Hestenes 1985). Com relacdo & este fato, pode-se

mostrar (Vaz e Rodrigues 1993b) como derivar um campo oscilante do tipo coulombiano tal que
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a sua média em um periodo de ZBW forneca justamente o campo coulombiano usual de uma
particula pontual.

E claro que nos encontramos ainda em um estigio muito especulativo no que toca a uma
reinterpretacio da MQ, mas o uso da AET abre possibilidades antes inimagindveis através
da formulagdo usual. Veremos na préxima se¢do que muitas das especulagoes que discutimos
encontram um “andlogo cldssico” dentro do modelo de Barut-Zanghi, o qual também possui
uma formulacdo natural em termos da AET.

4.5 Limite Cldssico: O Modelo de Barut-Zanghi

O desenvolvimento da MQ levou & crenga que o spin é um grau de liberdade intrinseco de uma
particula. Em certos textos introdutérios a MQ encontra-se inclusive a afirmacao de que este é
um grau de liberdade sem analogo cldssico. Entretanto, podemos encontrar na literatura varias
discussoes acerca de modelos classicos de particulas com spin. Alguns exemplos sdo: Frenkel
(1926), Mathisson (1937), Hohl e Papapetrou (1939), Bhabha e Corben (1941), Weyssenhof e
Raabe (1947), Pryce (1948), Giirsey (1957), Corben (1961), Jordan e Mukunda (1963), Fleming
(1965, 1965a), Berezin e Marinov (1975), Casalbuoni (1976) e Pauri (1980). Nesta se¢do discu-
tiremos o modelo de Barut-Zanghi (BZ) (1984), e veremos que existem razdes suficientes para
considera-lo um modelo cldssico de uma particula de Dirac.

O modelo BZ considera que uma particula clissica deve ser caracterizada, além do par
de varidveis canonicamente conjugadas (z*,p,), por um segundo par de varidveis spinoriais
conjugadas (z, i) representando graus de liberdade internos. O modelo consiste na lagrangeana

1.
Ly, = 51’(22 — Z2) 4+ pu(2" — Zy"2) + eA 27" 2, (4.163)

onde z = z(1) € €* é um SCD, 7z = 277, é seu adjunto de Dirac, v* sido as matrizes de Dirac,
7 é um parametro de tempo invariante e 4, sdo as componentes do potencial eletromagnético.
Barut e Duru (1984) mostraram que essa lagrangeana fornece uma agao classica a partir da qual
podemos escrever uma integral de trajetéria que resulta no propagador de Dirac.

De maneira analoga ao caso da lagrangeana de Dirac, podemos mostrar que a lagrangeana
BZ em termos da AET escreve-se (Gull 1991, Pavsic et al. 1992):

Lpz = @1&721 +p(2 — ¥r09) + eA¢7015> o’ (4.164)

onde % = ¢(7) é um SDH. A interpretagao geométrica do SDH mostra claramente o motivo da
presenca do SCD z na lagrangeana (4.163); de fato, uma particula com spin deve ser descrita,
além de (z,p), por uma tetrada {e,} definida pela eq.(4.132), que podemos reescrever como
pey = ¢7“1Z. Note que o valor do angulo de Takabayasi 3 é irrelevante no que toca & definicido
dos {e,}; tomaremos, no que se segue, por simplicidade, 8 = 0, que vimos corresponde as
solucdes de energia positiva da equagio de Dirac.

Agora, olhando para a eq.(4.163,4.164), vemos que o momentum p é introduzido como um
multiplicador de Lagrange em funcéo do vinculo & = 1v¢t. Esse procedimento, entretanto, deixa
em aberto a interpretacdo deste momentum como sendo o momentum cinético ou 0 momentum
canodnico. De fato, Lasenby et al. (1993) interpretaram a quantidade 7 = p—eA como momentum
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candnico, enquanto Pavgic et al. (1992) interpretaram 7 como momentum cinético. Veremos
adiante que a interpretagdo de Pavsic et al. (1992) é a correta uma vez que p é o momentum
canoénico — o que segue do fato que o modelo BZ é um sistema hamiltoniano. A prova de que o
modelo BZ é hamiltoniano deve-se a Rawnsley (1992), e uma prova usando dlgebras de Clifford
encontra-se em Vaz e Rodrigues (1993), Rodrigues e Vaz (1993); abaixo veremos alguns detalhes.

Primeiro, observando a lagrangeana Ly, vemos que esta é uma lagrangeana de primeira
ordem. Como é bem sabido (Sudarshan e Mukunda 1974), lagrangeanas nao-padrdo (ou com
vinculos) exibem certos problemas para podermos definir um hamiltoniano correspondente. En-
tretanto, lagrangeanas de primeira ordem possuem uma estrutura hamiltoniana natural. De
fato, da eq.(4.164) segue que

((p — eA)pr0¥)o = ($)o + (pE)o — Laaz, (4.165)

onde definimos B _

Y =79 (4.166)
Note que a eq.(4.165) corresponde a uma transformagio de Legendre; temos p e 9 como
momentum canonicamente conjugados a z e 1, respectivamente, e o hamiltoniano Hgy, =

HBZ(‘T’p, ¢7 {b) é

Hpz = ((p— eA)proP)o = ((p — eA)Pr012%)0- (4.167)
Da discussio do capitulo 2 sabemos que as equagdes de Hamilton sio:
& =0,H, p=-0.H, (4.168)
Y= 3H, §=—0yH. (4.169)
Usando o hamiltoniano Hp, seguem as seguintes equages:
1,21712 + Ty = 0, (4170)
& = o, (4.171)
T=eF %, (4.172)
onde
T=p-—eA (4.173)

é¢ o momentum cinético e FF = 9 A A. Estas sdo justamente as equagdes que resultam da
lagrangeana L g,; a diferenca é que em Ly, n&o hd nenhuma outra interpretagio imediata para
p além de um multiplicador de Lagrange, enquanto em Hg, é ébvio que p é o momentum
canonico.

Vamos agora mostrar como definir uma estrutura simplética no espago de fase do modelo
BZ. Primeiro, tomamos uma base {Ey, E1, E3, E3} de R* tal que E, - Ey = 64 (2,6 =10,1,2,3)
e definimos X = ), z,F,; tomamos uma outra cépia de R* e uma base {E}, E}, E, E}} com
E! - E| = b4 e definimos P’ = Y, p,E,. Finalmente, tomamos R* ® R* com uma base
{Eo, Ey, Ey, E3; Eg, E1, E5, EL} tal que E, - E] = 0 (Va,b). Definimos uma estrutura simplética
em R* @ R* através do bivetor simplético J dado por

J=Y J.=) E,AE,. (4.174)
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Note que E! = E,-J=~-J-E,eque E,= -E,-J =J-E,. Entaio X' =X -J = -J - X,
P=J-P =—P'.J,epodemos definir

Q=X'+P=X-J+P (4.175)
dg = 0% + Op, (4.176)

onde d% = dx. Logo, podemos escrever as equagdes de Hamilton (4.168) como
Q = 04H, (4.177)

onde Bb =-J 09 = 0p - 0x.
Com relagdo as equagdes de Hamilton (4.169), o ponto chave é lembrarmos que 9 = ()0 +

(¥)2 + ()4, onde ( ), indica a parte a-vetor. Dai, se tomarmos uma base {Fp, Fi,..., Fr} de
R® tal que Fy, - F, = 6 (m,n =0,1,...,7) podemos definir

U = (¢)oFo + ({(¥)2)orF1 + - - + ((¥)2)23F6 + (¥)aF7. (4.178)
Tomando uma outra cépia de R® com uma base {F{, Fy,..., F}} tal que F!, - F. = §,,, podemos
definir ) B B ) B

V' = (P)ody + ((Y)2)orFi + -+ + ((¥)2)23Fg + (¥)a Fr. (4.179)

Tomando agora R® @ R® com uma base {Fy,..., Fy; F},..., Fi} tal que Fp, - F, = 0 (Ym,n).
Definimos uma estrutura simplética em R® @ R?® através do bivetor simplético K dado por

K=Y Kn=) FnAF, (4.180)
m m

de modo que F], = F,, - K, etc. Definindo
P=V+U=U.K+V, (4.181)
s = 0y + 0y, (4.182)
as equacoes de Hamilton (4.169) podem ser escritas como
= 0}H, (4.183)

onde 9 = —K -0 = 0 — Oy.

Finalmente, tomamos o espago (R*® R®)® (R*® R®) com uma base {Ey, ..., E3; Fy, ..., Fr;
Ey,...,E3 Fy, ..., F7} com Ey - Fpy = Eo - F), = E! - F,, = E. - F], =0 (VYa,m). A estrutura
simplética é definida pelo bivetor simplético J dado por

TJ=J+K=) E,NE,+) FunAF, (4.184)

Apés definirmos
Nn=Q+¢e (4.185)

podemos escrever as equagoes de Hamilton (4.177,4.183) na forma

1 = L H, (4.186)
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onde df; = 0y + 0. Em termos dos colchetes de Poisson podemos ainda escrever
I = {H,1I}. (4.187)

Vamos agora estudar algumas propriedades do modelo BZ. Supondo % néo-singular, de modo
que vale a decomposi¢do candnica 1 = ,/pR (8 = 0), obtemos, apés separarmos a eq.(4.170) em
suas partes escalar, bivetor e pseudo-escalar, as seguintes equacoes:

p=0, (4.188)
Q=—-4r-(eg A §), (4.189)
TAegAer Aeg = 0. (4.190)

Da eq.(4.188) concluimos que p é uma constante, e tomamos p = 1 quando 7 for identificado
com tempo préprio. Nesse caso v = & = eg, e uma vez que a eq.(4.190) implica que 7 é
uma combinagdo linear de {eg, ey, €3}, concluimos que podemos ter solugdes da eq.(4.170) para
as quais v e T nao sdo paralelos. A possibilidade da velocidade e do momentum nio serem
paralelos é uma caracteristica importante da teoria de Dirac, fato este discutido, por exemplo,
por Hestenes (1990, 1991).

Assim como na teoria de Dirac, no modelo BZ a massa pode ser identificada com energia
cinética de rotagdo. De fato, & partir da eq.(4.189) segue que

Q-5 =m-e =me, (4.191)

que é justamente a eq.(4.150). 3
Outra conclusio interessante segue apés multiplicarmos a eq.(4.170) pela direita por ¢ e
subtrairmos desta o reverso da eq.(4.170) multiplicada pela esquerda por %. O resultado é

S+vAT=0, (4.192)

onde S é o bivetor de spin. Desta expressdo segue que
d
Z—(S +zAT)=ex A(F:v), (4.193)
-

de modo que no caso livre temos conservagao do momentum angular J =z Ap+ S.

Agora, comparando a eq.(4.192) e a eq.(4.84) vemos que o resultado da teoria de Dirac
reduz-se ao do modelo BZ quando N, A v# = 9, M*. Por outro lado, comparando a eq.(4.172)
com a eq.(4.76) concluimos* que este resultado da teoria de Dirac reduz-se ao do modelo BZ
quando d,N* = 0. Logo, o modelo BZ é tal que

d,N* =0, N,Ay"*=0d,M". (4.194)

Lembrando o significado destas quantidades concluimos que o fluxo liquido de energia-momentum
e momentum angular através da superficie de um elemento de volume moével ao longo das linhas
integrais de velocidade é nulo. Essas condigdes caracterizam o chamado fluido de Weyssenhof

*Lembremos que 7 na eq.(4.172) tem o mesmo significado de p na eq.(4.76).
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(Weyssenhof e Raabe 1947), donde concluimos que um fluido BZ é um exemplo de um fluido de
Weyssenhof.

Para o caso de uma particula livre é facil resolver o sistema (4.170-4.172). Uma solugio
particularmente interessante é a fornecida originalmente por BZ, que em termos da AET escreve-
se

¥ = cos mr(0) + sin mTy01(0) 7012, (4.195)
onde m é definido pela eq.(4.191). Note que podemos escrever a eq.(4.195) como

P = 4 (0)€72™7 4 p_(0)e~ M2, (4.196)

onde %4 (0) = A+[4(0)], sendo A1 os projetores de energia positiva e negativa. Essa solugdo
fornece uma velocidade tipo tempo no caso em que %(0) é ndo-singular dada por

_? _k ¥0)
v=t [v(0) m] cos2mr + 5y il 2mr, (4.197)

cuja integracdo fornece uma linha de universo z = z(7) que é uma hélice cilindrica. Entretanto,
se tomarmos 1(0) como um spinor singular, por exemplo ¥(0) = %(1 + 710) — que é um spinor
de Majorana, de acordo com Lounesto (1993) — entdo para a velocidade obtemos o vetor tipo
luz dado por (p = meyo)

v = 7o + 71 €08 2mT + Yo sin 2mT, (4.198)

que apds uma rotagdo conveniente pode ser escrito como
v =e€— €. (4'199)

Neste caso a hélice ¢ = z(7) possui didmetro igual ao comprimento de onda Compton. Além
disso, para J = z Ap+ S obtemos J = %721. E interessante notar que a eq.(4.199) corresponde
justamente & conjectura de Hestenes (1990, 1991) acerca da velocidade do elétron dentro da
interpretagdo ZBW da MQ (ver eq.(4.155) ).
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Capitulo 5

Sobre a Relacao entre
Eletromagnetismo e Mecanica
Quantica

5.1 Representacao Spinorial das Equacoes de Maxwell

Existem na literatura varias formula¢bes independentes das equagdes de Maxwell em forma
spinorial. Como exemplo, podemos citar os trabalhos de Majorana (veja Recami, Mignani e
Baldo 1974, Giannetto 1985), e mais recentemente, os de Sachs (1982), Sallhéfer (1986) e Sri-
vastava (1985). Estes estudos, é claro, sdo importantes nio apenas do ponto de vista matematico,
mas também do ponto de vista fisico pois podem sugerir a possibilidade de alguma relagio entre
eletromagnetismo (EM) e MQ.

As representagbes spinoriais das equagdes de Maxwell referidas acima sdo encontradas em
termos de spinores covariantes. Por outro lado, vimos que o espaco vetorial ao qual pertence
um particular spinor covariante é isomorfo a um ideal de uma particular algebra matricial
que &, por sua vez, isomorfo ao ideal de uma particular algebra de Clifford. Segue dai que
aquelas representacdes spinoriais das equagdes de Maxwell podem ser reformuladas em termos
de spinores algébricos. Se lembrarmos que um ideal & esquerda minimal I, , de R, , é da forma
I,, = Ry 4ep4, onde €,, é um idempotente primitivo de R, 4, entdo segue que aquelas diferentes
representagoes spinoriais das equagoes de Maxwell estdo relacionadas com diferentes escolhas
deste idempotente — o que foi mostrado em Rodrigues e de Oliveira (1990). De fato, as equagdes
de Maxwell na AET R, 3 escrevem-se

OF = J. (5.1)

Por outro lado, considere os seguintes idempotentes primitivos de Ry3:' e = 3(1+y0) e € =
%(1 + 7v30)- Se multiplicarmos a equagdo acima pela direita por um destes idempotentes temos
Op =, onde ¢ = Fe, £ = Je, que é uma representacio spinorial das equagbes de Maxwell. O
uso do idempotente e = %(1 + 7o) leva a uma representa¢do em termos de um spinor de Dirac,
enquanto o uso do idempotente e = %( 1+ 730) leva a uma representagio em termos de spinores

1 . , . ey . - - .
O idempotente %(1 + 7123) também é primitivo, mas a sua consideragio nio apresenta interesse.
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de Weyl. O primeiro caso corresponde a representacio obtida por Sallhdfer (1986) e o segundo
a representagao de Sachs (1982). J4 o caso discutido por Srivastava (1985) envolve a dlgebra de
Majorana R3 1, mas esse fato, é claro, ndo muda o nosso raciocinio.

De qualquer maneira, ndo podemos dizer que estas sdo representagdes spinoriais “auténticas”.
Primeiro, embora os idempotentes € = 3(1 + ¥o) e €’ = (1 + y30) ndo sejam geometricamente
equivalentes — isto ¢, eles ndo estdo relacionados por um elemento do grupo Spin,(1,3) - eles
sdo entretanto algebricamente equivalentes — isto é, eles estdo relacionados por um elemento
do grupo dos elementos inversiveis de R; 3. Segue que aquelas duas diferentes representagoes
sio representagdes algebricamente equivalentes de uma mesma equacio, que é dF = J. QOcorre
que, embora F € sec A’ (M) C secCEp(M), ou seja, F(z) é um bivetor e daf um elemento
da sub-dlgebra par RtS, ele ndo é um spinor. Recordemos que um spinor, embora possa ser
representado por elementos de RI3, deve ser definido através de uma classe de equivaléncia, e
este ndo é o caso do campo EM. De fato, dadas duas bases ¥ e ¥/ geometricamente equivalentes,
temos para os representantes 1y e 15 do spinor ¥ que ¥y = YR dal, Uy = ¢pey transforma-se
ativamente como ¥y — ¥y, = R¥Uy = Rirey = Y epR = VR, ou seja, vl = ¥, R. Por
outro lado, o campo F' transforma-se ativamente como F — F' = RFR, de modo que ¢y = Fey
deve se transformar como @y — @i = RpzR = F'el,. Se tomarmos ¢y, — % = Ry teremos
¢t = RFey = F'Rey = F'el,R, de modo que nio podemos pensar em ¢ como um spinor que
representa o campo F.

Podemos agora nos perguntar se é possivel encontrar uma representacio spinorial “auténtica”
para as equagoes de Maxwell. Nosso objetivo nesta se¢do é mostrar que isso é possivel!l Mais
especificamente, para atingirmos o nosso objetivo devemos provar primeiramente o seguinte
teorema:

Teorema: Todo campo eletromagnético F' pode ser escrito na forma

F = ¢yny (5.2)
onde 1 é um CSDH.

Uma vez provado este teorema sera simples encontrarmos uma representagdo spinorial para
as equacoes de Maxwell.

Para provarmos este teorema iremos distinguir trés casos: (I) F2? # 0, (II) F2 = 0, F # 0,
(III) F = 0.

(I) F? # 0. Para mostrarmos que todo campo F' tal que F 2 # 0 pode ser escrito na forma
F = 1y31% é preciso usarmos o seguinte teorema (Rainich 1925, Misner e Wheeler 1957), cuja
demostragao exibiremos abaixo (Vaz e Rodrigues 1993):

Teorema (Rainich-Misner-Wheeler): Seja um campo extremal um campo EM tal que o campo
elétrico [magnético] é zero e o campo magnético [elétrico] é paralelo 4 uma dada diregdo espacial.
Entdo, em qualquer ponto do espago-tempo, qualquer campo EM tal que F? # 0 pode ser

reduzido & um campo extremal através de uma rotagdo de Lorentz e uma transformagio de
dualidade.

Seja F = %F’“"yw, um campo EM. Os invariantes de F sio dados por F2 = F-F + FAF.
Em termos da algebra de Pauli R3g ~ Rf,3 temos F = E + iH, onde E = F'o;, H = H'o;,
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0; = Y0, T = 0123, que implica em
F-F=E*-H? FAF=i2E-H. (5.3)
Considere uma transformagio de dualidade do campo F por um angulo ¢, ou seja,
F s F' =e"?F = (cosa)F + y5(sina)F. (5.4)

Note que os invariantes de F' mudam perante uma transformacio de dualidade. De fato,

F? s (F')? = 20 F2 (5.5)
de onde obtemos
F'-F' = cos2a(F - F) + vssin2a(F A F), (5.6)
F'AF' = cos2a(F A F) + yssin2a(F - F). (5.7)
Escolhendo a tal que
F'AF =0, (5.8)
ou seja, E' - H' = 0, temos
_ ’)’5(F A F)
tan 2a = —————(FF) , (5.9)
o que implica em
F'-F = +\/(F-F)? - (F A F)?, (5.10)

onde os diferentes sinais seguem do fato que angulos @ e @+ correspondem a (E')?—(H')?2 < 0
e (E')? — (H')? > 0 uma vez que e%"/2 = 44 transforma um campo elétrico em um magnético
e vice-versa.

Sabemos que uma rotagdo de Lorentz L pode ser decomposta em uma rota¢io espacial R
e um boost B. Por outro lado, sabemos também (Doubrovine et al. 1987) que, se E'- H' = 0
entdo existe um boost B tal que para F” = BF'B = E" + iH" temos (a) E" # 0 e H' = 0
se (B!~ (H')®> >0, (b) E" =0e H” # 0se (E')?2 - (H')® < 0. Finalmente, através de
uma rotagao espacial R fazemos com que E” ou H"” em cada caso acima seja paralelo 3 uma
particular direcio considerada. Segue portanto que RF"R é um campo extremal Fley.

Compondo as operagoes descritas acima temos

Fog, = €®°LFL, (5.11)

onde L = RB. Definindo 3
f=-a, R=1L, (5.12)

e tomando o campo extremal como sendo um campo magnético de intensidade p na diregdo o3,
ou seja,
Fext = P72 (513)

entao segue da eq.(5.11) que 5
F = dyn, (5-14)
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onde
b = /pe"P/2R, (5.15)

que é justamente a decomposi¢do canénica de um SDH. Desse modo, provamos que qualquer
campo F tal que F? # 0 pode ser escrito como F' = 97,19 onde % é um SDH ndo-singular.

(IT) F2 = 0, F # 0 . Nesse caso temos F - F = 0e FAF = 0, ou seja, E2— H?> =0 e
E-H = 0. E ébvio em fungdo de E - H = 0 que podemos tomar uma rotagdo espacial R tal
que para F' = RFR temos (E')! = (F')°! = 0e (H')! = (F')*® = 0. Da condigio E* — H? =0
segue que podemos escrever (F')12 = £(F')%2 = gy e (F')!® = £(F")?2 = 55, de modo que para
F' = 1(F')*~,, temos

L 1
F' = 3 [£m Y02 £ M2703 + MY12 + M2Y13] = (M + 75772)5(1 £ 7Y01)721, (5.16)

ou ainda 1
F = (m+7vsm)R5(1 01} R, (5.17)

onde tomamos R = R. Lembrando que %( 1+ 701) é um idempotente e definindo

T =17Ccosp, 12 =1sine, (5.18)
segue da eq.(5.17) que 3
F = $uy21¥n, (5.19)
onde . .
u = \/7—1075“0/235(1 +701) = ¥5(1£701), (5.20)

0 que prova nosso teorema para este caso.
E facil ver que a operacao de conjugacao de carga C corresponde na AET a

C(¥) = ¥701, (5.21)
de modo que o SDH 1,, pode ser escrito como
1
Y = 16+ OV, (5.22)
ou seja, este € um SDH do tipo Majorana (Lounesto 1993). Obviamente 9, é singular:

¢M¢M = Q/;M@bM = 0. (5-23)

(IIT) F = 0. Neste caso queremos encontrar um % nio-trivial tal que F' = 9219 = 0. Logo

Yy = — 1219 = 159121975 = V5121721112975, (5.24)

que é satisfeita se

Y = ty5¢721. (5.25)
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Segue portanto que ;
F = Ywynyw =0, (5.26)

onde .
Yw =5 [¥ £ y59721] (5.27)

é um SDH do tipo Weyl (Lounesto 1993). O operador =4 definido por

- 1
Ex(y) = 2 [% £ 759721] (5.28)
é o operador de quiralidade [chirality]. Obviamente ¥y é singular:
¢W?ZW = lz‘wibw = 0. (5.29)

Logo, com estes resultados provamos que qualquer campo EM pode ser escrito na forma
F = 9y91% onde % é um SDH. Com isto podemos representar um campo F através deste
spinor %, e usando esta representacio podemos escrever uma equagio para % simplesmente
substituindo F' = ¢7212/~1 na equagio de Maxwell 0F = J. A equagdo resultante é, obviamente,
uma representacao spinorial das equagées de Maxwell. Fazendo esta substitui¢io obtemos

74 [0urmd + ¥1md,d) = J. (5.30)
Mas 97210,% = —(8,%721%), € como a reversio nio altera escalares e pseudo-escalares, podemos
reescrever a equagao acima como
~ 1
I Pyav) = 5-7, (5.31)
onde usamos a notacdo sublinhada para indicar a agdo de d,, ou seja,
Ay h)2 = 7*(0,P7219)2- (5.32)

Note que podemos eliminar o fator % que multiplica J na eq.(5.31) simplesmente redefinindo ¥,
mas como isso nao é necessario continuaremos considerando este fator.

Uma outra maneira, alids bem conveniente, de reecrevermos a eq.(5.31), consiste em notar-
mos que

YH(Oupya®)2 = 0 yny — v(0ubrad)o — v(Buty219)4, (5.33)
de modo que definindo os vetores
1. ~
37 = (Oupra¥)or*, (5.34)
1 .
29 = (Ouprs71219)07", (5.35)
temos 1
OPpyary = B [J+ (G +79)], (5.36)
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que é a forma procurada. Note que, da definigio dos vetores j e g, ou da prépria eq.(5.36),
temos

20+ = (O¥rud)o (5.37)
%3 - g = (Tprs7219)0. (5.38)
Quando o SDH % é nio-singular a eq.(5.36) pode ser reescrita como
evsh
Oy = 2 [J+ (G +7159)] ¥, (5.39)
onde p e 3 sdo dados por
p= (BB + (b159)3, (540)
<1/’75J’>0
¢ — _\YI5Y/0 5.41
R (54D

Pode-se mostrar (Vaz e Rodrigues 1993) que esta representacdo spinorial das equagdes de
Maxwell em termos do SDH é completamente equivalente a representac¢io spinorial obtida por
Campolattaro (1980) em termos do SCD. O detalhe é que os célculos de Campolattaro, feitos
com o calculo spinorial e tensorial usual, envolvem vérias piginas, enquanto os nossos calculos
envolvem poucas linhas!

H4 ainda uma outra forma de escrevermos a eq.(5.39). Usando a decomposi¢do candnica de
1) temos

1
b =3 [0, 1n pe™ + 0] ¥, (5.42)
onde Q, = 2(8,R)R, de modo que
(0u97219)0 = (RSP0 = (R,5)op cos B+ (2,755 )op sin B, (5.43)

(0, ¥57219)0 = (47559 P)o = (Ruy55)op cos B — (2,5 )op sin B, (5.44)

onde S = %Rvglfl ¢ o bivetor de spin, de modo que

20 +50) = 7(Ru - YD) + 7574 (165)(w). (5.45)

Usando a eq.(5.45) na eq.(5.39) obtemos

58
Ova = Y4 - S+ 157" (R - (155)) b + %w. (5.46)
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5.2 Sobre a Relacao entre as Equacoes de Maxwell e de Dirac

Consideremos a representacdo spinorial das equacdes de Maxwell livres (J = 0), ou seja:

Mpya1 = YRy - )Y + 157" (U - (755)) . (5.47)

Vamos procurar agora por uma interpretagio do lado direito desta equagao.

Se lembrarmos da discussao feita no capitulo anterior, podemos interpretar o termo 2, - §
como medindo a componente da velocidade angular no plano de spin, enquanto o termo £,,-(755)
mede a componente da velocidade angular no plano ortogonal ao plano de spin. Por outro lado,
no capitulo anterior vimos também que p, = Q, -5 sdo as componentes do vetor energia-
momentum, de modo que me = Q- § = p-v. E claro que estes foram resultados obtidos dentro
da teoria de Dirac, mas podemos penséa-los como conjecturas as quais a teoria de Dirac satisfaz.
A questao aqui, é claro, refere-se a origem da massa. A idéia é, assim como no modelo BZ,
definir m a partir de me = 2- S, e a hip6tese consiste em supor m definido desta maneira como
constante.

Desse modo, iremos definir m, que iremos supor constante, tal que

me=Q-8, (5.48)

onde ) = v#Q,, de modo que
p=mev =748, - S). (5.49)

De maneira andloga, definimos n, cuja interpretagio daremos depois, e que também iremos supor
constante, tal que

ne = Q- (y59), (5.50)
de modo que
g =nco=79"(Q,-(159)). (5.51)
Usando v = RyoR = p~ 149709 temos
Q- S) = mep Ypyoth = mepyee™?, (5.52)
1 (- (158)) ¥ = nep™ Yoy = neyryoe™”, (5.53)

de modo que, usando estes resultados e explicitando a constante & a partir da definicdo de 5, a
eq.(5.47) pode ser escrita como

mc nce
Py = —h-f/woe“’*"ﬁ + 7571/)%&5[’ - (5.54)

Passaremos agora a estudar esta equacio.
Suponhamos inicialmente que
n=20, (5.55)

o que significa que o bivetor velocidade angular possui componentes apenas no plano de spin.
Esta hipétese, é importante notar, é satisfeita para as solugdes particula livre na teoria de Dirac,
onde além disto temos - § constante. Nesse caso, a eq.(5.54) reduz-se a

me
Oya1 = 71/”706“’5[’, (5.56)
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que é uma equagio nio-linear do tipo Dirac. De fato, exceto pelo termo €*f que introduz

uma nio-linearidade nesta equagdo, ela reduziria-se & equagdo de Dirac. Se § = 0 a eq.(5.56)

reduz-se, obviamente, 3 EDH, caso este estudado em Vaz e Rodrigues (1993d), Vaz e Rodrigues

(1993e), Rodrigues e Vaz (1993a) e Rodrigues, Vaz e Recami (1992). A eq.(5.56) foi proposta

por Daviau (1993) como uma alternativa a equagido de Dirac. Faremos abaixo uma discussao

mostrando que em certos termos a eq.(5.56) é mais satisfatéria que a equagdo de Dirac.
Primeiro, notemos que o operador energia-momentum p é dado por

S

= 81/)721. (557)

De fato, lembrando que 72, faz o papel de i = /—1 na AET e que (Hestenes 1966) 700 = 0o+ V,
Yop = Po — P, segue da eq.(5.57) que

Ep = ihdo, P = —ih VY, (5.58)

que sdo as definicbes usuais dos operadores energia F e momentum p. Podemos reescrever,
portanto, a eq.(4.56) como

PY = mepyee™P, (5.59)

de modo que, se 1 é um auto-spinor de p entao a eq.(5.59) implica, apés multiplicagdo pela
direita por ¥t = ¥(¢9)"! em
p = mcv. (5.60)

Por outro lado, reescrevendo a EDH como
pY = meyo, (5.61)
no caso de @ ser auto-spinor de p temos
p = e"Pmev. (5.62)
Como p e v sdo vetores, a eq.(5.62) implica que 8 = 0 ou 3 = 7, e nesse caso
p = tmev, (5.63)

onde o caso § = 7 introduz um sinal negativo sem significado fisico aparente. Como vemos,
a EDH requer, para fazer sentido, que § = 0 ou 8 = 7, e nesse iltimo caso surge o problema
de interpretarmos o sinal negativo — que é o problema da interpretacdo das solu¢oes de energia
negativa, que vimos correspondem a § = 7. J4 a equagdo ndo-linear (5.56) ndo apresenta estes
problemas pois a relagdo p = mecv é vilida para qualquer S.

Outro fato interessante em relacdo a equacdo nao-linear (5.56) é que o principio de super-
posicao permanece valido desde que as solu¢bes que queremos superpor apresentem o mesmo f3.
Para entendermos o que isto significa vamos procurar pelas solugdes desta equagdo. Escrevendo
¥ = enhl2g segue da eq.(5.56), supondo 3 constante, que

Oy = %cdf)’o, (5.64)
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que é a EDH para ¢ = /pR, de modo que estas solugoes ¢ sio idénticas as solugdes da EDH
com 3 = 0. Logo, temos as seguintes solugoes:

by = \/ﬁe%ﬁ/?e—’mmczt/h, (5.65)
P = \//_)e75ﬁ/2731e’721mc2t/h, (5.66)

onde o dngulo 3 é qualquer. Uma vez que 75 comuta com 79y, é imediato que estas solugoes
sdo auto-spinores do operador de projecio de spin X, assim como as correspondentes solugdes
da EDH, fato este que indicamos pelos indices T e |. Por outro lado, 0 mesmo nio ocorre em
relagdo aos operadores de projecao A4. Nesse caso

A1) = [eos?h — ys2singly, (5.67)
1. Y,
A_(i/Ju) = [75§smﬁ + sin §]¢”’ (5.68)
de modo que 1 é auto-spinor de A4 apenas quando § = 0 ou 3 = 7, casos estes em que
— ¢Tla (ﬁ = 0)
Ay(Pry) = { 0, B=r)" (5.69)
— 0, (ﬂ = 0)
A—(¢Tl) = { ¢Tl7 (,3 - 7r) ’ (5'70)

de modo que
ng‘l') - \//—)e—’yzlmc2t/ﬁ,
¢§+) = VPysie MR,
¢I_) = prse~Tmet/h
¢1_) = /Prsysie T R,
O fato interessante em relagdo a estas solugdes é que agora a interpretagio dos operadores A4

como projetores de energia positiva e negativa ndo faz mais sentido. De fato, lembrando a
expressio para o tensor de Tetrode (energia-momentum)

(5.71)

T, = <8¢7210%Z‘7u>1 (5.72)
temos para todas as solugdes (5.71) que o trago T’ = T# = T}, - v* > 0. De fato,

T = <3¢7210¢>0, (5.73)

e usando a eq.(5.56),
T = mc <1/Jz/~)e_'75ﬁ>0 = mcp. (5.74)

Por outro lado, no caso da teoria de Dirac, o traco do tensor de Tetrode é

Tpiree = me (i) = mep cos f, (5.75)
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de modo que
Tpiree = T cos 3. (5.76)

Desse modo, todas as solugbes (5.71) apresentam energia positiva, e ndo faz sentido inter-
pretarmos A_ como operador de energia negativa. Podemos pensar, é claro, que a energia-
momentum da teoria ndo-linear possui uma outra definicdo diferente daquela do tensor de
Tetrode, mas esse ndo é o caso. De fato, escrevendo ¥ = €%#/2¢ vimos que ¢ satisfaz a
EDH, que pode ser obtida da lagrangeana Lp;,.., que por sua vez implica no tensor de Tetrode
T, = (0¢v21007u)1 = ((91#72101;7“)1. Além disso, perderiamos uma interessante interpretagio
que discutiremos agora.

Vimos na se¢do anterior que todo campo F' pode ser escrito como F = z/)'yglz/.), € que no caso
F? # 0 isso devia-se ao fato de podermos sempre reduzir F’ 4 forma de um campo extremal Fy,.
Desse modo, podemos pensar em 1 como sendo a “raiz quadrada extremal” de F. Além disso,
para escrevermos F' = ¥y,1% tomamos Foyy = py21. Mas, a energia-momentum do campo F é
dada (Hestenes 1966) por §* = —~L1 Fe*F, ou §* = —}(Fe*Fe”), de modo que em termos de
F.xt temos

Sext = —% (Fext7* FextY”)o = —% (r2107"72127" ) » (5.77)
que podemos escrever como
Sext = —% (Y21 Texev21Texe)o » (5.78)
onde
T = P7" (5.79)

pode ser interpretado como a “raiz quadrada extremal” de $#*. Lembrando que pcos 3 = <¢"Z>0
podemos escrever (8 # 7, %’L

T = <¢'J)’yu>l.

ext — COSﬂ (580)
Supondo que 9 satisfaz a EDH segue, a menos das constantes %* que
d byt T
T, = (OYy21097* )1 _ (5.81)

cos 8 " cosfB’

onde T# é o tensor de Tetrode, enquanto supondo que 1t satisfaz a equagio nao-linear segue que

¢ — (0% 721007+ e "P);
ext —
cos 3

= (0721007*)1 — (0¥ y21007*75)1 tan B, (5.82)

e, uma vez que (9Py210%747s)1 = (Phe " ®Fyhys); = p(v#95)1 = 0, temos
Thy = (0%121097*)1 = TH. (5.83)

Desse modo, podemos interpretar o tensor de Tetrode como a “raiz quadrada extremal” do
tensor energia-momentum eletromagnético. O detalhe é que no caso da teoria linear de Dirac é
necessario um fator cos 8 na eq.(5.81) tal que cos 7t = —1 para as solugdes de energia negativa.

A possibilidade que nos resta para os operadores de proje¢io A4 na teoria nao-linear é
interpreté-los como operador de projec¢do do tipo particula (A4) e operador de projegdo do tipo
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anti-particula (A_)2. Dali, o fato do principio de superposigio permanecer véilido apenas quando
as solugdes apresentam o mesmo angulo (3 significa que o principio de superposi¢do vale para
particulas e anti-particulas em separado, onde o angulo 8 = 0 refere-se a particulas e o angulo
B = w refere-se a anti-particulas. Dai a transformacio 8 — (3 + 7 pode ser interpretada como
transformando particulas em anti-particulas e vice-versa.

O fato de nesta interpretacdo anti-particulas possuirem energia positiva resolve um antigo
problema da MQ relativistica, uma vez que mesmo anti-particulas devem obviamente possuir
energia positiva. As solu¢bes com energia negativa sdo as que apresentam uma fase oposta em
relacdo as solugdes (5.71) (ou seja, y21 — —721 nas egs.(5.71) ), e satisfazem as equagdes que
resultam se, ao invés de supormos a eq.(5.48), tomarmos me = —2 - S, e nesse caso estas sdo as
solucoes que resultam da inversdo temporal ¢ — —{.

5.3 Um Modelo “Eletromagnético” dos Léptons

Como vimos, a equagao ndo-linear (5.56) é sobre muitos aspectos mais satisfatéria que a equacao
de Dirac. Dentre outros aspectos, é particularmente notivel que enquanto a teoria de Dirac
para uma particula livre exige por consisténcia que § = 0 ou 8 = =, na teoria nio-linear
nao ha tal restricao sobre 8. A condi¢do § = 0 ou § = 7 surge dentro da teoria nio-linear
da exigéncia de 9 ser auto-spinor dos projetores Ay, que identificamos como operadores de
projeciao de particula e anti-particula. E claro que a equacao nao-linear descreve os diferentes
léptons (elétron, muon, taon e correspondentes anti-particulas) em fungdo de diferentes escolhas
apropriadas de m (respectivamente m, = 0.511 MeV, m, = 105.6 MeV, m, = 1784.1 MeV), mas
nesse caso temos uma equagcao para cada lépton. O que desejamos discutir agora é a possibilidade
de descrevermos estes léptons como uma mesma equagio, no caso a equagio nio-linear (5.56),
explorando a liberdade que temos envolvendo o dngulo 8 na teoria nio-linear.

De fato, como a condigdo 8 = 0 ou S = 7 surge da exigéncia de 1 ser auto-spinor de
Ar(¥) = %(1/) + 70%70), podemos pensar em procurar por um outro operador de proje¢ao que
implique em diferentes valores para [, e nesse caso este diferente valor estando associado a um
diferente lépton. Este outro operador de projecdo pode ser definido como

Ap(¥) = %(1& + e y09y0), (5.84)

de modo que
Ap = Ap=o, A =Ag=,. (5.85)

E f4cil vermos que Ag é um operador de projegao, ou seja,

A% = Ag, (5.86)
Ag+ Apir =1, (5.87)
AgAgir = AgyrAg = 0. (5.88)

2Estas denominagdes devem ser encaradas com cuidado; nio devemos confundir estes operadores com os
operadores de criacido e aniquilagio de particulas e anti-particulas das teorias de segunda quantizagio.
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A idéia, agora, é que um elétron corresponda ao estado fundamental de um sistema, e que os
demais léptons possam ser vistos como estados excitados deste sistema. No préximo capitulo
faremos uma breve discussdo acerca da natureza fisica deste sistema, mas adiantamos que esta
é uma idéia defendida por autores como Barut (1980), Caldirola (1977,1983) e Sachs (1982).
Antes de apresentarmos nossas idéias, vamos redefinir as dimensoes fisicas de certas quan-
tidades uma vez que o valor das constantes fisicas serd usado em nossas estimativas. Vamos
estabelecer a seguinte notagdo: [X]indica a dimensdo da grandeza X, L indica unidade de com-
primento, T unidade de tempo, M unidade de massa e @Q unidade de carga. Como [F] = QL2
entdo ao escrevermos F = 15,9 estamos tomando [] = (QL~2)Y/2. Por outro lado, temos
usualmente [p] = L=3/2. Mas [F] = QL™2 = (QL)L™3 = QL(MLT Y MLT )13 =
QIMLAT YMYLT YH)"1L3. Como [e] = Q, [h] = ML2T~1, [m] = M, [c] = LT, entdo se
tomarmos F' = k;—’izp'ygl&, onde k é uma constante numérica, a unidade de 9 é L=3/2. Vamos

tomar>

F=dn- (5.89)

= M ome P 1Y )
Reescrevendo as equagdes de Maxwell em unidades gaussianas, ou seja,
4
aF = %J, (5.90)
temos, usando a eq.(5.89),
~ 2m
O(Pya) = e_hJ' (5.91)

A tnica diferenca em relagao ao nosso procedimento anterior é que em lugar de J temos agora
7 J. Sendo assim, temos & partir da eq.(5.46) e usando as eq.(5.52,5.53),

me ne el m
Oy = —170e"P + y5—1hype™? (—) : 5.92
Yy = 0™+ s o™+ —— (| JY (5.92)
Procedendo de maneira andloga & se¢do anterior, vamos escrever
P = erhl2g, (5.93)

onde ¢ = ,/pR. Supondo S constante, segue que

me ne el /m
0 = — — | Jo, 5.94

21 5 $v0+ 75 A o + ’ (eh) ¢ ( )
e, ao contrario do caso livre, o fator €% nio é fatorado completamente. Supondo que J consiste

de uma corrente elétrica J, e de uma corrente magnética xJ,, = —y5J,,, ou seja,
J=Jde—v5Jm, (5.95)

temos

e"PJ = (cos BJ, + sin BJ ) + s(sin BJ. — cos BJ ). (5.96)

3Note que estamos interpretando a quantidade (er/ 2mc)t/)72115 como campo eletromagnético, ao invés de
densidade de momento eletromagnético. A constante 47 aparece por usarmos unidades gaussianas.
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Se supusermos ainda que )
Je = cqedY09, (597)

I = cgméY0Ps (5.98)

onde ¢. denota carga elétrica e ¢, carga magnética (monopolar), entdo, apés substituirmos as
eq.(5.97,5.98) na eq.(5.96), obtemos

Me N
0dy21 = —h‘—¢70 + 757%3‘/0» (5.99)

que é uma equagio aniloga a eq.(5.54) ou eq.(5.64) para uma particula de massa M, onde

M=m+ %[qe cos 8 + ¢y, sin ], (5.100)

N=n+ Ig[qe sin 8 — g, cos 3. (5.101)

Por outro lado, vimos que para as solugdes livres temos n = 0 (ndo hd projecdo da velocidade
angular  no plano ortogonal ao plano de spin). A quantidade N relaciona-se com a projegio
de uma nova velocidade angular ' neste plano ortogonal ao plano de spin, e desejamos agora
encontrar solugdes tais que N = 0, de modo que a eq.(5.99) reduz-se a

M
a¢n1=-%f¢m, (5.102)

que é a eq.(5.64) para uma particula de massa M. Nesse caso terfamos que ¢ satisfaz EDH com
B = 0 e as solucdes 1 seriam da forma (5.65,5.66), com a diferenca que agora 3 deve satisfazer
a eq.(5.101) com N = 0. Se supormos que, além de N = 0, temos n = 0 e g, = 0, devemos ter

gm cos § = 0. (5.103)

Se ¢n = 0 entdo B é qualquer, e caimos no caso estudado na secdo anterior. Entretanto, se

gm # 0, devemos ter
3
cosf=0 = pB= 5 (5.104)

NN

Supondo
gm = gsinf3, (5.105)

onde g é a carga magnética monopolar, entio substituindo a eq.(5.105) na eq.(5.100) com g = £

2
on 3= 37" temos

M=m+ mg. (5.106)
Agora, a condi¢ao de quantizacao de Dirac é
eg k C
R A 1
T g (kinteiro) (5.107)

onde €’ denota a carga elétrica elementar. Usualmente tomamos €' = e, onde e denota a carga
do elétron. Entretanto, atualmente acredita-se que hajam cargas elétricas com valores que sio
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fracoes da carga do elétron, no caso as cargas elétricas dos quarks, e as fra¢oes no caso sdo 1/3
e 2/3. Sendo assim, a carga elétrica elementar deve ser tomada como
, 1
€ =36 (5.108)
que seria a carga elétrica dos quarks denominados down (d), strange (s) e bottom (b) (e respec-
tivos anti-quarks). A condigdo de quantiza¢do de Dirac pode ser reescrita, portanto, como
3

g= 2—aek, (k inteiro), (5.109)

2,
onde a = - é a constante de estrutura fina. Tomando k£ = 1 temos

3
= — A1
9=5-6 (5.110)
que introduzida na eq.(5.107) fornece
M—(1+3>m (5.111)
- 2a) '

ou, introduzindo valores numéricos 1/a = 137.036, m = 0.51099 MeV (Particle Data Group
1988),
M = 206.55m = 105.5MeV, (5.112)

que é, com boa aproximagio, o valor da massa do mion.
Sendo assim, com 8 = 5 ou 3 = 37" temos as seguintes solucdes:
(+) _ 4,—v21 Mt /R
¥y = pereT/iemmMEI/R,

¢(+) :\//—)ev5w/4731€—121Mczt/h’
,()b -) — \/ﬁe'y537r/4e—’721Mc2t/h,

¢1_) = \/per3/tyg e M Sk

(5.113)

onde as solugdes com indice (+) sdo auto-spinores de Ag—z e as solugbes com indice (—) sdo
auto-spinores de Aﬁ_s_r, ou seja,
-2
+ +
Aﬂ=§(¢%1)) = ‘/’%1)» (5.114)

Apoax(95)) = wi7). (5.115)

Desse modo, podemos tomar os projetores Ag com valores apropriados de 3 como projetores
de elétron, pésitron, mion e anti-mion, ou seja,

Aﬁ:O = Ae“7 Aﬁ=1r = Ae'*'a (5'116)
Aﬁ=g =A,-, Aﬁ=%1; =Au+. (5.117)

Nesse momento, a pergunta que naturalmente se coloca é se esse esquema é capaz de fornecer
o espectro de massa dos demais léptons, ou seja, do taon e de outros talvez ainda desconhecidos.
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Na verdade, isto é possivel, mas através de hipéteses ad hoc, pelo menos no presente estigio.
Das hipoteses possiveis, uma é capaz de reproduzir o espectro de massas de acordo com uma
férmula obtida por Barut (1980). Se reproduzirmos o esquema acima, mas agora considerando
m dado por mec = Q-5 como a massa do mion ao invés do elétron, obteriamos a seguinte
expressao para M, em analogia com a eq.(5.106):

M= (1 + i) m+m, (5.118)
2a e
e supondo na eq.(5.109) que k¥ = 2* = 16, temos
3 3 4 3
M=\{14+4 —|m+ —2°m=|1+17— ) m = 3845m = 1785MeV, (5.119)
2a 2a 2ax

que é uma boa aproximagdo para a massa do tdon. A hipGtese
k = p*, (pinteiro), (5.120)
repetindo o mesmo argumento, leva ao espectro
3 P
My=m+ —my I (5.121)
2 =0

onde Mg = me, M1 = my, My = m,. A massa M3 = 20090m = 10291MeV seria a massa de
um possivel 1épton ainda desconhecido (mas nio existem evidéncias até hoje de um lépton com
esta massa).
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Observacoes Finais

,

Seria um tanto inapropriado, acreditamos, intitular “conclusées” ao que discutiremos agora. E
claro que existem conclusGes a serem apresentadas neste trabalho, mas nos parece que existem
mais questdes a serem estudadas a partir deste ponto do que questdes fechadas, e estas questoes
em aberto constituem-se em um material para muitos estudos posteriores.

O que discutimos neste trabalho mostra o quao poderosa é a linguagem das algebras de Clif-
ford. O primeiro exemplo disto foi a formulacdo lagrangeana que apresentamos, particularmente
em relagdo aos campos multivetoriais. Um exemplo da simplicidade do formalismo do fibrado
de Clifford é que a construgio do “jet bundle” (Hermann 1970) é completamente desnecessaria,
e toda a formulagdo lagrangeana pode ser desenvolvida inteiramente, e de maneira mais geral,
no fibrado de Clifford. Nesse ponto a expressio para as equagdes de Euler-Lagrange é partic-
ularmente simples e elegante, inclusive podendo ser escrita em uma forma que independe da
graduacdo dos multivetores. A generalidade deste formalismo é evidente, mesmo no caso de
particulas, como mostra a sua aplicagdo & chamada mecanica pseudo-clissica (Lasenby et al.
1992). A formulac¢do hamiltoniana é igualmente simples e elegante, e sua aplicagao ao modelo
BZ acreditamos que exemplifica isto muito bem — alids, também neste caso nio sdo necessdrias
construgdes adicionais. O melhor exemplo, entretanto, do poder de sintese das algebras de
Clifford, no caso a AET, encontra-se na expressao que as equagdes de Maxwell assumem neste
formalismo, ou seja, 3F = J. Nio menos importante e simples é a formulagio da teoria de Dirac
na AET. No caso da teoria de Dirac, porém, o que mais nos chama a atengdo é o seu aspecto
geométrico, evidenciado através da AET e escondido na formulagdo usual. Neste ponto é im-
portante observar que nio apenas a teoria de Dirac tem seu aspecto geométrico revelado através
da AET mas também o modelo de Weinberg-Salam, como mostrou Boudet (1993). No modelo
de Boudet a parte SU(2) do grupo SU(2)®U(1) é interpretado como o grupo de rota¢oes de um
espaco tridimensional efetivo ortogonal em cado ponto do espaco-tempo a um vetor tipo-tempo,
enquanto a parte U(1) relaciona-se com as rotagdes de um plano espacial sobre ele mesmo, assim
como na teoria de Dirac no qual este plano é o plano de spin.

Ainda em relagdo a teoria de Dirac, o uso da AET nos permitiu chegar ao intrigante resultado
me = - 5, o qual possui um papel central na nossa discussio sobre a rela¢io entre EM e MQ.
Lembrando que a expressdo acima para a massa sugere sua origem relacionada a uma rotagao
e que o uso deste resultado com as equagdes de Maxwell do eletromagnetismo livre nos leva a
uma equagio similar a de Dirac, e a principio mais satisfatoéria, é oportuno nesse momento citar
Lorentz (1915), que em seu livro “The Theory of Electrons”, escreveu: Something invisible is
rotating when we have a magnetic field.

Embora a relagao entre eletromagnetismo e matéria tenha sido alvo de muitos estudos, ndo
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é do nosso conhecimento nenhum trabalho que tenha exibido tao intima relagdo entre eles como
o nosso. De fato, o EM e a MQ aparecem como uma teoria ja unificada [already unified theory].
De fato, no trabalho de Misner e Wheeler (1957) apresenta-se o EM e a gravitagdo como uma
teoria j4 unificada, onde o campo eletromagnético extremal faz o papel de uma raiz quadrada
“de Maxwell” do tensor de curvatura de Ricci. Nés mostramos neste trabalho que o SDH faz o
papel de uma raiz quadrada “de Dirac” do campo eletromagnético. Do mesmo modo, o tensor
de Tetrode é uma raiz quadrada “de Dirac” do tensor energia-momentum eletromagnético, e
dai podemos introduzir a massa & partir da densidade de energia-momentum prépria, ou seja,
me=p-v=1Q-5,com pp = v,T*7,, onde T é o tensor de Tetrode. As teorias que aparecem
j4 unificadas, entretanto, sdo as de Maxwell e a de Dirac nao-linear, a qual coincide com a
teoria linear quando o angulo de Takabayasi é nulo. A teoria ndo-linear, porém, nos parece
mais satisfatéria. Por outro lado, é possivel “linearizarmos” esta teoria tomando, ao invés de

me=-5,arelacio Mc=Q-5 com M = % Nesse caso a equacdo nio-linear reduziria-se a

de Dirac e por consisténcia deveriamos ter = 0 ou 3 = 7. E interessante notar que a relagao
. 2 . . o
M = - pode ser reescrita como M = m/1 + %5 (fora um sinal negativo quando 3 estiver no

segun?l(::%u terceiro quadrantes), onde ¢ e w sdo os invariantes da teoria de Dirac. Esta dltima
expressao para M é justamente a de de Broglie-Vigier para a massa variavel M dentro da teoria
de de Broglie (1960) da MQ. E interessante notarmos também que os nossos resultados mais
os de Misner e Wheeler permitem interpretarmos a amplitude do SDH como a raiz quarta “de
Dirac” da curvatura de Ricci.

Embora possamos deste modo estabelecer uma equivaléncia entre as equagoes de Maxwell
e de Dirac — como estudado em Vaz e Rodrigues (1993d, 1993e), Rodrigues e Vaz (1993a),
Rodrigues, Vaz e Recami (1992) — nos parece mais interessante estabelecer esta equivaléncia
entre as equagdes de Maxwell e a ndo-linear de Dirac proposta originalmente por Daviau (1993).
Como vimos, esta equagdo nio-linear possui propriedades mais satisfatérias, mas além disto
pudemos dentro deste esquema descrever tanto o elétron como o mion. Foi necessario, é claro,
supor a existéncia de uma corrente magnética monopolar “interna”, mas é preciso lembrar que
existem evidéncias (Akers 1990) de que os quarks devem carregar uma carga magnética. E
verdade que ndo temos no presente uma justificativa para a origem desta corrente magnética, o
que se deve ao fato de ndo termos um modelo para o mion. O modelo que parece se encaixar
melhor no nosso esquema é tomar o mion como um estado excitado de um sistema e~ (ete™),
como suposto por Sachs (1982). Barut (1980) sup6s o mion, assim como os demais léptons,
como estados excitados do sistema e~ (v¥), o que se encaixa no nosso modelo se pensarmos em
um monopdlo magnético como constituido de pares neutrino-antineutrino, como pensa Lochak
(1985). O modelo de Sachs (excitagdo quadrupolar de pares elétron-pdsitron) permite inclusive
prever um tempo de vida médio para o mion em bom acordo com os dados experimentais. O
fato concreto é que este é um problema completamente em aberto, o qual se fizer sentido é um
problema realmente fundamental da fisica.

Outro problema importante que devemos considerar é como generalizar essa equivaléncia
entre as equagoes de Maxwell e de Dirac para os casos com intera¢des. Existem ao menos duas
possibilidades neste sentido. A primeira é tomarmos ndo o eletromagnetismo de Maxwell mas
sim o eletromagnetismo ndo-linear de Dirac (1951). De fato, & partir de uma generalizacio
da eletrodindmica ndo-linear de Dirac proposta por Rodrigues, Vaz e Recami (1993) pode-se
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construir um modelo puramente eletromagnético do elétron, onde a massa tem origem eletro-
magnética como energia do campo e o spin é o momentum angular do campo eletromagnético.
A equagido da eletrodindmica nio-linear de Dirac é F = AA, que é uma equagdo do tipo Proca
com a diferenga que A é um campo, ou seja, A = A(z). Se tomarmos A(z) = 5‘55—5/)(:1:) é facil
ver que a representa¢ao spinorial de F = J com J = AA reduz-se, com as hipdteses ja discuti-
das, a equagido de Dirac com acoplamento minimal com o potencial eletromagnético A. Outra
possibilidade é generalizar nossa teoria como uma teoria ji unificada. Em outras palavras, se
generalizarmos a teoria ja unificada de Misner e Wheeler para casos com fontes podemos esperar
que 0 nosso esquema possa também ser generalizado. Agora, Hammon (1990) mostrou que tal
generalizagdo é possivel desde que utilizemos nio o fibrado principal dos referénciais ortonormais
[frame bundle] mas sim um fibrado onde os bivetores substituem os vetores, o “biframe bundle”.

Finalmente, a teoria que apresentamos do SDH também abre caminhos para novos estudos,
além de resolver problemas que estavam em aberto por muito tempo. E bem provavel que estes
estudos tenham grande importancia, por exemplo, em supersimetria.

O fato mais importante deste trabalho, porém, e que pode ser considerado uma conclusio,
é que ha muito ainda a ser feito nesta drea de importincia cada vez mais crescente.
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