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ABSTRACT

The contents of this thesis lie in the interface between Discrete Mathematics
(particularly lattices) and Information Theory. The original contributions of this
work are organized so that the first two chapters are devoted to theoretical re-
sults on g-ary and projection lattices, whereas the last ones are related to the
construction of continuous source-channel codes.

In the first chapters, we exhibit results on decoding ¢-ary lattices and on fin-
ding tilings associated to perfect error-correcting codes in the [, norm. Regarding
projection lattices, our contributions include the study of sequences of projections
of a given n-dimensional lattice converging to any k-dimensional target lattice,
as well as a convergence analysis of such sequences. These new results on projec-
tions extend and improve recent works on the topic and serve as building blocks
for the applications to be developed throughout the last part of the thesis.

In the last two chapters, we consider the problem of constructing mappings
for the transmission of a continuous alphabet source over a Gaussian channel,
when the channel dimension, n, is strictly greater than the source dimension, k.
For one-dimensional sources, we exhibit codes based on curves on flat tori with
performance significantly superior to the previous proposals in the literature with
respect to the mean squared error achieved. For £ > 1, we show how to apply
projections of lattices to obtain codes whose mean squared error decays optimally
with respect to the signal-to-noise ratio of the channel (referred to as asymptoti-
cally optimal codes). Through techniques from the rich theory of dissections of
polyhedra, we present the first constructions of provenly asymptotically optimal
codes for sources with dimension greater than 1.

RESUMO

O contetudo desta tese reside na interface entre Matematica Discreta (par-
ticularmente reticulados) e Teoria da Informagao. Dividimos as contribuigdes
originais do trabalho em quatro capitulos, de modo que os dois primeiros sao
relativos a resultados teodricos acerca de duas importantes classes de reticulados
(os reticulados g-arios e os reticulados projegao), e os dois ultimos referem-se a
aplicagoes em codificacao continua fonte-canal.

Nos primeiros capitulos, exibimos resultados sobre decodificacao de reticula-
dos g¢-arios e sobre ladrilhamentos associados a codigos corretores de erros per-
feitos na norma [,. No que tange a reticulados projecao, nossas contribuicoes
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incluem o estudo de sequéncias de projecao de um dado reticulado n-dimensional
convergindo para qualquer reticulado k-dimensional fixado, k& < n, incluindo
uma andalise de convergéncia de tais sequéncias. Esses novos resultados relativos
a projecoes estendem e aprimoram recentes trabalhos no tema e sao elementos de
base para as aplicacoes consideradas no restante da tese.

Nos dois ultimos capitulos, consideramos o problema de transmitir uma fonte
com alfabeto continuo através de um canal gaussiano no caso em que a dimensao
da fonte, k, é menor que a dimensao do canal, n. Para fontes unidimensionais,
exibimos cédigos baseados em curvas na superficie de toros planares com perfor-
mance significativamente superior aos propostos anteriormente na literatura no
que diz respeito ao erro quadratico médio atingido. Para k > 1, mostramos como
aplicar projecoes de reticulados para obter cédigos cujo erro quadratico médio
possui decaimento 6timo com respeito a relagao sinal-ruido do canal (chamados
de assintoticamente dtimos). Através de técnicas provenientes da bela teoria de
disseccao de poliedros, apresentamos as primeiras construcoes de codigos assinto-
ticamente 6timos para fontes com dimensao maior do que 1.
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Introducao

Como anunciado categoricamente por Ram Zamir no titulo de [Zam09], reticu-
lados estao em toda parte. Além das utilizagoes mais prosaicas da sua estrutura,
como o empacotamento de compras na feira ou a fabricacao de colmeias por abe-
lhas, reticulados sao notaveis por desempenharem um importante papel na Teoria
da Informacao, nome dado ao ramo do conhecimento cujo marco inicial é o artigo
seminal de Claude Shannon [Sha48] que estabelece as bases tedricas para o es-
tudo de esquemas de transmissao de informacao eficientes e seguros. No contexto
de transmissao eficiente, citamos particularmente o uso de reticulados em ca-
nais gaussianos [Zam09], canais com desvanecimento [BVRB96], a construgao de
codigos esféricos [TCV09, SCO8] e a relacao entre sistemas de codifica¢ao continua
fonte-canal e reticulados projecao densos [VC03, SVC09, SVC10]. Na esfera da
seguranca de informagcao, por sua vez, podemos localizar em diversos trabalhos a
utilizagao de problemas computacionalmente intratéaveis envolvendo reticulados
como pressupostos de seguranca para protocolos criptograficos. Alguns exemplos
sao as propostas de criptossistemas, os esquemas de assinatura digital, as fungoes

hash e os protocolos de identificacdo, encontrados no livro [BBDO0S].

Nao obstante as aplicacoes, questionamentos puramente tedricos associados a
reticulados e empacotamentos vém intrigando matematicos desde o século XVI,
envolvendo expoentes como Johannes Kepler, Isaac Newton, Carl Gauss, Joseph-
Louis Lagrange e Hermann Minkowski. Seu escopo abrange, além das areas ja
citadas, o calculo numérico de integrais, a solucao aproximada de equacoes dio-
fantinas e a otimizacao inteira, entre outros. Além disso, a versao n-dimensional
da segunda parte do 18° problema proposto por David Hilbert no Congresso In-

ternacional de Matemética (1900) perguntando pelo empacotamento de esferas
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mais denso encontra-se, em sua generalidade, em aberto.

Os temas tratados nesta tese residem na interface entre reticulados e Teoria da
Informagao. Uma maneira econémica, em nimero de palavras, de definirmos um
reticulado é como um subgrupo aditivo e discreto do R™. Assim, um reticulado
¢ qualquer subconjunto discreto A C R"™ com a propriedade de que se « e y
pertencem a A, entdo ® + y e —x também pertencem a A. Os pontos de um
reticulado posicionam-se de maneira bastante regular e simétrica no espago, como

ilustrado na Figura 1.

X X X X X X
X X X X X

X X X X X X
X X X X X

X X X X X X
X X X X X

Figura 1: Pontos de um reticulado restrito a um quadrado e o empacotamento
de esferas associado

Uma boa parte da pesquisa de reticulados é impulsionada pela busca por uma
resposta a seguinte pergunta: qual a maneira de dispormos esferas de mesmo raio
em R", sem sobreposicao, de modo a cobrir a maior parte possivel do espaco? A
solucao no plano e no espaco tridimensional é bastante intuitiva: a maneira com
que as abelhas fazem as suas colmeias (ilustrada na Figura 1) provém a maior
eficiéncia no plano, enquanto em R? o reticulado conhecido como ciibico de face
centrada (ou “pilha de laranjas”, Figura 2) nos diz onde devem estar posicionados
os centros das esferas de modo a minimizar os espacgos vazios. Para dimensoes

maiores, o problema torna-se significativamente mais complexo.

A Teoria da Informacao, por sua vez, é uma abstracao matematica utilizada
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(a) (b)

Figura 2: (a) Empacotamento de esferas associado ao reticulado ciibico de face
centrada e (b) uma “pilha de laranjas” retirada do empacotamento

para modelar sistemas de comunicacao. Um modelo simplificado, porém rele-
vante, encontra-se ilustrado no diagrama de blocos abaixo. O objetivo é transmi-

tir uma mensagem através de um meio de comunicagao ruidoso para um receptor.

Codificador Codificador Decodificador Decodificador
de Fonte de Canal %@% de Fonte de Canal

Ruido

Fonte Destino

Figura 3: Modelo de transmissao de informagao

Uma maneira abstrata de descrever a fonte de informacdao é através de uma
variavel aleatoria, que pode ser continua ou discreta. As possiveis mensagens
a serem enviadas sao representadas por amostras desta variavel aleatoria. Um
codificador de fonte associa a cada possivel amostra da fonte, uma sequéncia de
simbolos (por exemplo, um conjunto de bits). Os simbolos sdo escolhidos de
acordo com a estatistica da fonte, de modo que o menor nimero de simbolos

sejam utilizados em média, minimizando os custos e o tempo de transmissao.

Matematicamente, um canal recebe como entrada um simbolo e aplica uma

transformacao de modo a distorceé-lo, e o receptor observa apenas a versao dis-
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torcida. Por exemplo, um modelo largamente estudado é o canal Gaussiano no
qual, para cada simbolo real x enviado, o ruido age aditivamente, produzindo
uma saida y = x + z, onde z é uma amostra retirada de uma variavel aleatoria
com distribuicao normal. O codificador de canal aplica uma transformacao nas
saldas do codificador de fonte, de modo a amenizar os efeitos do ruido. Os de-
codificadores (de canal e fonte) utilizam a saida do canal para tentar estimar a

mensagem enviada.

Um modelo analisado nesta tese assume que a fonte possui distribuicao continua
e os blocos relativos a fonte e ao canal colapsam, isto é, as codificagoes sao feitas
de uma s6 vez. Essa estratégia é conhecida por vezes como codificagao conjunta

fonte-canal.

Organizacao da Tese

Os problemas aqui tratados envolvem estruturas como reticulados g-drios (Capitulo
2), reticulados projegao (Capitulo 3) e as aplicagoes desses 1ltimos ao problema
de codificagao continua fonte-canal (capitulos 4 e 5). A tese estd dividida de
modo que os primeiros capitulos sao destinados a questoes mais tedricas, en-
quanto os ultimos referem-se a aplicacoes em Teoria da Informacao e codificacao.
O Capitulo 1 destina-se a estabelecer as bases da teoria utilizada, e portanto é
necessario para a compreensao do restante da tese. Os capitulos 4 e 5 dependem
apenas dos resultados acerca de projecao contidos no Capitulo 3 e podem ser
lidos independentemente do Capitulo 2. A seguir, descrevemos brevemente cada

contetudo e contribuicao original da tese.

Reticulados ¢-arios na Norma [,

Chamamos de cddigo corretor de erros g-drio um subconjunto de Z;, onde Z, é

o anel de inteiros médulo ¢'. Para tornar cédigos corretores de erros aplicaveis

INa literatura, a denominacao “cédigo g-ario” pode referir-se também a um subconjunto do
espago vetorial Fy', onde F; é um corpo com g elementos
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a comunicagoes ¢ necessario munir Z; de uma métrica. A métrica usual nesse
contexto é a métrica de Hamming, que possui aplicacoes no desenvolvimento de
cddigos para o Canal Binario Simétrico (BSC), um modelo ubiquo de transmissao
de informagao. Uma alternativa a essa métrica foi proposta por Lee em [Leeb8],
a qual coincide com métrica de Hamming quando ¢ = 2,3, mas nos provém
uma geometria mais “fina” quando ¢ > 3. Dentre as aplicacoes mais recentes da

métrica de Lee estd o desenvolvimento de cédigos para memorias flash [JB10].

Podemos utilizar a estrutura de codigos corretores de erros para construir
reticulados em R" através, por exemplo, da chamada Construgdo A [CS98|. Es-
ses reticulados, aos quais nos referimos por reticulados g-drios herdam muitas
propriedades dos codigos subjacentes e sao largamente utilizados em Teoria da
Informagao [Zam09]. No Capitulo 2 estudamos reticulados ¢-drios munindo o
codigo associado de uma generalizacdo da métrica de Lee (a qual chamamos p-
Lee). Estudamos questdes como algoritmos de decodificacao e cédigos perfeitos.

Os resultados desse capitulo foram publicados em [CJC11] e [JCC13].

Reticulados Projecao

Apesar de a motivacao inicial para nosso estudo de projecao de reticulados ha-
ver sido aplicacoes em codificacao continua fonte-canal, o tépico possui interesse
préprio, e os resultados sustentam-se por si s6. Por exemplo, a teoria de projecoes
de reticulados pode ser encontrada previamente na literatura associada a apro-
ximagoes diofantinas e ao problema classico de encontrar empacotamentos de
esferas denso no R" [CS98]. De fato, muitos reticulados notaveis como Eg, Fr,
Eg, A,, bem como os seus duais, possuem caracterizagoes naturais a partir de

projecoes e interseccoes de reticulados com hiperplanos.

Um resultado notével e relativamente recente, devido a Sloane et. al [SVC11],
é o de que qualquer reticulado de dimensao (n — 1) estd arbitrariamente préximo,
a menos de equivaléncia, de uma projecao do reticulado cibico Z" ao longo de

um vetor v € Z". Isso significa que muitos problemas importantes envolvendo
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reticulados arbitrarios (por exemplo, encontrar o empacotamento de esferas mais

denso) podem ser tratados, ao menos aproximadamente, via projegoes de Z".

Um inconveniente do método descrito em [SVC11] é o de que necessitamos
crescer muito a norma do vetor no qual estamos projetando para obter boas apro-
ximagoes, o que dificulta aplicagoes praticas do resultado. No trabalho [CS13],
provemos uma analise de convergéncia das sequéncias de projecoes e mostramos
como construir sequéncias quadraticamente melhores que aquelas em [SVCI11],
bem como construgoes explicitas para importantes familias de reticulados. Em
[CSC13], mostramos que o resultado de [SVC11] vale em uma generalidade muito
maior. De fato, qualquer reticulado k-dimensional A; pode ser aproximado por
projecoes de qualquer reticulado n-dimensional A,. Esses novos resultados estao

descritos no Capitulo 3.

Codificacao Continua Fonte-Canal

Qual aplicacao de uma fonte com suporte continuo e dimensao k para um canal
n-dimensional minimiza uma dada funcao de distor¢ao? Shannon, o pai da Teoria
da Informacao, foi o primeiro a levantar esse questionamento [Sha49]. Quando a
fonte e o canal possuem distribuicao Gaussiana, n = k, e a funcao de distorcao é
o erro quadratico médio, é sabido que uma aplicacao linear (as vezes referida na
literatura como transmissao “sem codifica¢ao”) é suficiente para atingir distor¢ao
6tima. Entretanto, no caso de outras distribuigoes de fonte relevantes (como a
distribui¢do uniforme) e quando k # n, o problema torna-se significativamente
mais complexo. Existe uma variedade de construcoes ad hoc na literatura, em
baixa dimensao (e.g. [Chu00, WSR09, KR10, SV03]). Apesar de estas construgoes
comportarem-se bem para a dimensao a qual foram projetadas, sua generalizacao
e analise de erro sao bastante complicadas. O estudo de aplicacoes para estes
propositos é também chamado de codificacao continua fonte-canal, ou mesmo

codificacao analégica.

Quando k = 1, podemos visualizar o desenvolvimento de cédigos analdgicos
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como um problema de empacotamento de curvas [Sak70]. Construimos tais
c6digos em [CTCI13] baseados em objetos geométricos chamados toros plana-
res. Surpreendentemente, a maximizacao de certos parametros desses codigos
continuos esté relacionada com o problema discreto de encontrar projegoes do re-
ticulado retangular c;Z & . .. @ ¢,Z com boa densidade de empacotamento. Utili-
zando uma construcao por camadas, exibimos cédigos cuja performance aprimora

significativamente os existentes na literatura. Esse é o tema do Capitulo 4.

O assunto do Capitulo 5 é o desenvolvimento de cédigos para o regime k < n,
conhecido como regime de expansao de largura de banda. Em [CVC13], mostra-
mos como obter aplicacoes no caso k > 1 com comportamento assintoticamente
6timo no sentido dos limitantes apropriados advindos da Teoria de Informacao.
Uma conexao entre estes mapas e a teoria matematica da disseccao de poliedros
¢ também exibida. Esperamos que os resultados dos capitulos 4 e 5 estimulem

novas aplicacoes da rica teoria de disseccoes de poliedros.

Notacao

Como usual, utilizamos as letras N,Z e R para denotar os nimeros naturais,
inteiros e reais. Escrevemos vetores do R" com letras minusculas em negrito e os
interpretamos matricialmente como vetores-linha. Assim, por exemplo, o produto
interno euclidiano usual entre dois vetores é dado por (x,y) = xy', onde y' é o
vetor transposto de y. Matrizes sao escritas em maitsculo e os seus elementos em
subscrito (e.g., o elemento da linha ¢ e coluna j de uma matriz A é denotado por
A;j). A matriz identidade de ordem n x n é denotada por I,,, ou simplesmente
I quando nao houver ambiguidade. O vetor 0 € R"™ é o vetor com todas as
coordenadas nulas. A distancia euclidiana usual entre dois vetores « e y de R" é

denotada por

do(x,y) = llz — ylly = /(21 —91)? + ..+ (20— yn)?.

Para complexidade de fungoes, utilizamos as notagoes assintéticas O(+) e O(-).
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Se f e g sao ambas fungoes reais (inteiras ou naturais), dizemos que f(x) =
O(g(x)) se existem zg e ¢ > 0 tais que, para qualquer = > xg, vale que |f(z)| <
g@). Se f(z) = Og(@) e gx) = O(f(x)), dizemos que f(z) = O(g(x))
(& g(x) = O(f(z))). O simbolos |z| e |z]| denotam, respectivamente, o maior
inteiro que nao ultrapassa z e o inteiro mais préximo de z (com empates decididos

arbitrariamente).



CapriTuLO 1

Reticulados

At one point while working on this book we even considered
adopting a special abbreviation for “It is a remarkable fact

that”, since this phrase seemed to occur so often.

- John Conway e Neil Sloane em [CS98], sobre

como reticulados sao fascinantes

Apesar de problemas relacionados a reticulados serem estudados pelo menos
desde o século XVII, a formalizacao da teoria da maneira como a conhecemos é
relativamente recente, devido aos trabalhos de matematicos como Fejes Téth e
Rogers, de meados do século XX. Antes disso, a maioria das referéncias no tema
trata de construcoes ad hoc para problemas especificos e nao é raro encontrar
resultados relevantes acerca de reticulados enunciados em outros contextos como

equagoes diofantinas, formas quadréticas e teoria dos nimeros [Lag75].

Neste capitulo discutimos nogoes e propriedades iniciais de reticulados, es-
senciais ao desenvolvimento do restante do trabalho. Longe de tentar cobrir
exaustivamente o tema, nosso objetivo é estabelecer a notacao e o ferramental
tedrico necessarios para a compreensao do conteuido do restante da tese. Nenhum
dos resultados deste capitulo introdutorio é original, e a maioria das proposigoes
e demonstragoes aqui contidas podem ser encontradas nas excelentes referéncias
[Rog64], [Cas97] e [CS98]. Entretanto demos preferéncia por exibir a demons-
tragao de alguns dos resultados, de modo a enfatizar pontos que serao importantes

ao decorrer do trabalho.
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1.1 Definicoes Iniciais

Sejam m < n vetores linearmente independentes by, ...,b,, € R". Um reticulado
A com base {by,...,b,} é o conjunto de todas as combinagdes lineares inteiras

de b;, 7 =1,...,m, isto é:
A={ub; + ...+ unby :uy,... uy, € ZL}. (1.1)

O conjunto {by,...,b,,} é denominado uma base de A. A matriz B cujas linhas
sao os vetores by,...,b,, é dita uma matriz geradora de A. Durante o texto,
representaremos também um reticulado gerado pela matriz B por A(B) = A, in-
tercambiando livremente ambas as notagoes quando nao houver ambiguidade. O
numero de vetores de uma base de A é chamado de posto ou dimensao. Caso
m = n, dizemos que A possui posto completo. Podemos re-escrever (1.1) matrici-

almente como

A={uB:ueZ"}, (1.2)

onde Z™ é o conjunto de todos os vetores m-dimensionais com entradas inteiras
(ou o reticulado gerado pela matriz identidade m x m). Isso nos mostra que um
reticulado pode ser visto como a imagem de Z™ por uma transformacao linear.
O wvetor de coordenadas de um ponto & € A com respeito a matriz B é o vetor
u € Z™ tal que uB = . Denotamos por span(B) = {uB : u € R™} o espagco

vetorial gerado pelas linhas da matriz B.

Segue imediatamente da definicao que um reticulado é um subgrupo aditivo e
discreto do R". Menos diretamente, pode-se provar o seguinte resultado, que nos

provém uma definicao alternativa de reticulado:

Teorema 1.1.1 ([Cas97, p.78]). Um conjunto A C R"™ é um reticulado se, e

somente se, € um subgrupo aditivo discreto de R".

Um reticulado A(B) possui infinitas bases, como ilustrado na Figura 1.1. A

caracterizagao de bases distintas é feita a partir de matrizes especiais, conhecidas
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X X X X X X X X X X X X
X X X X X X
2.3)
X X X X X X X
X X X X X
(n,nT an
X X=X X X X X
(0,0) (1,0)
X X X X X X X X X X X
(a) Reticulado Z> (b) Reticulado Hexagonal

Figura 1.1: Bases distintas para o mesmo reticulado em cada figura

como unimodulares. Uma matriz U de ordem m x m é dita unimodular se possui

entradas inteiras e determinante igual a +1 ou —1.

Proposicao 1.1.2 ([Cas97, p.10]). Sejam B e B matrizes m x n de posto com-

pleto. Temos que A(B) = A(E) se, e somente se, existe uma matriz unimodular

U tal que B=UB.

Exemplo 1.1.3. Na Figura 1.1 estao ilustrados dois reticulados contidos no plano
e duas bases distintas para cada um deles. As matrizes geradoras associadas as

diferentes bases do reticulado Z? = {(uy,us) : uy,us € Z} em 1.1a sio

B = e B=

No caso do reticulado hexagonal,1.1b, temos

s [ 1 0 e 3/2 V3/2 \ [11 1 0
12 V32 \72 3v32) |23 1/2 V3/2
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Em ambos os casos, a matriz mudanc¢a de base unimodular U é dada por

A matriz G = BB' é chamada de matriz de Gram de A = A(B) e essenci-
almente nos diz os angulos entre os vetores de uma base e as suas normas. O
determinante ou discriminante de A é definido como det A = det G. Note que o
determinante de um reticulado é um invariante por mudanga de base. Para dar
um significado geométrico a grandeza det A, definimos primeiramente o paralelo-

topo fundamental P(B) como
P(B)={atb1+ ...+ ambm :0< ;< 1,i=1,...m}. (1.3)

Temos que o volume (m-dimensional) de P(B) é igual a Vdet A. E facil verificar

que o paralelotopo P(B) possui as seguintes propriedades:

(i) Sex,y € A, x # y, entao (x + P(B)) ﬂ (y+P(B))=0e

(ii) U (x +P(B)) = span(B).
zel
Em outras palavras, a unido disjunta de transla¢oes de P(B) por pontos de
A ladrilha o espago span(B). Qualquer regiao que satisfaz as propriedades (i)
e (ii) é chamada de regidgo fundamental de A. Um fato interessante é o de
que qualquer regiao fundamental de A possui volume Videt A (veja Teorema
1.6. [Rog64, p.28]). Para regides fundamentais poliedrais, isto pode ser visto
como uma consequencia do Teorema dos Dois Ladrilhos, enunciado na Secao
5.3.1. Uma outra regiao fundamental importante é a regiao de Voronoi dada
por Va(x) = {y € span(B) : [ —yll, < ||z —yl, for all z € A}. A regido de
Voronoi corresponde aos pontos em span(B) que estao mais préximos de x que

de qualquer outro ponto de A.

Em diversas aplicagoes, estamos interessados em contar (ou ao menos aproxi-
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mar) a quantidade de pontos da intersecgao de um reticulado com algum conjunto,
usualmente um corpo convexo (e.g., um politopo ou uma esfera euclidiana). A
proposicao a seguir nos diz que, assintoticamente, a quantidade de pontos de um
reticulado por unidade de volume é \/W , provendo uma outra motivacao
para a defini¢ao de determinante. Denotaremos daqui em diante a bola euclidiana

fechada, de raio R, centrada em um ponto x, por By(x, R), i.e.,
By(x,R) ={x eR": 2} + ...+ 2} < R*}.
Por simplificacdo, a bola centrada na origem, Bs(0, R), serd denotada por By(R).

Proposicao 1.1.4. Seja A um reticulado de posto completo e seja S(R) = AN By(R)

o conjunto dos pontos de A contidos em By(R). Temos:

. vol(By(R))
Vdet A = I%l_rgo W

Demonstracao. Considere o paralelotopo P = P(B) associado a alguma matriz

geradora B de A e o conjunto U (x+P). Seja L = sup {||x|, : * € P}. Para

zeS(R)
R > L, temos:
By(R—L)C |J (+P)CBy(R+1L)
zeS(R)
e portanto

vol(Bo(R— L)) <vol | | J (x+P) | <vol(By(R+ L)) =
xzeS(R)
vol(Ba(R — L)) < |S(R)| Vdet A < vol(By(R+ L)) =

vol(By(R— L)) _ |S(R)| Vet A _ vol(By(R+ L))
vol(Bo(R)) = vol(Bo(R)) — vol(Bs(R))

Tomando o limite para R — oo concluimos a demonstracao. O
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Observagao 1.1.5. O teorema acima pode ser facilmente estendido para reticu-
lados de posto incompleto, tomando alguns cuidados adicionais, como considerar
a intersec¢ao de Bay(R) com o subspago vetorial gerado pelas linhas de B e cal-
cular o volume m-dimensional desta interseccao. Neste caso, sendo BQ(R) =

By(R) Nspan(B), vale que

L VOI(BQ(R))
Vdet A = ]%1_{20 W

Sejam A, A" C R" dois reticulados de mesmo posto. Se A" C A, dizemos
que A’ é um sub-reticulado de A. O indice de A" em A é definido como a razao
Vdet A / Vdet A. Como qualquer ponto de A’ é também um ponto de A, segue
que se A = A(B) e A" = A(B’'), entao as suas respectivas matrizes geradoras
estao relacionadas por M B = B’, onde M ¢é uma matriz inteira de ordem m x m,

mostrando que o indice de A’ em A é sempre um nimero inteiro.

Utilizando a caracterizacao de A’ e A como grupos abelianos, é possivel definir
o quociente A/A" . Dizemos que &,y € A estdo na mesma classe de equivaléncia
se x —y € AN'. A cardinalidade do grupo quociente |A/A’| é igual ao ntimero
de classes de equivaléncias distintas em A com respeito a A’. Temos o seguinte

resultado:

e

Proposigao 1.1.6 ([Cas97, p.14]). A cardinalidade do grupo quociente AJA' é

igual ao indice de A" em A.

Observacao 1.1.7. Na definicio de sub-reticulado, exigimos que A possua o
mesmo posto que N\, pois caso contrdrio a cardinalidade do grupo quociente nao

¢ finita, e a caracterizacao 1.1.6 nao € valida.

Dizemos que dois reticulados A; e Ag sdo equivalentes (e escrevemos Ay ~ As)
se podemos obter A; de Ay através de uma composicao de rotacoes, reflexoes e
mudanca de escala. Mais formalmente, dizemos que A;(B;) ~ Ay(B3) se existem
uma matriz unimodular U, uma matriz ortogonal ) e um ntimero real k # 0 tais

que kUB;1Q = B,. Neste caso, temos que det Ay = k*™ det A;. Reticulados equi-



1.1 Definigoes Iniciais 15

valentes sao idénticos no que tange a propriedades relativas a métrica euclidana.

Em outras métricas, é necessario utilizar outras nogoes de equivaléncia.

Algumas vezes é mais conveniente visualizar um reticulado A(B) C R" imerso
isometricamente em R*, k& > n. Podemos fazer isso de infinitas maneiras. A
mais simples é provavelmente adicionar k — n colunas de zeros a matriz B. Dois
reticulados equivalentes, ou imersos isometricamente em espacos distintos, sao

também chamados de duas representacoes do mesmo reticulado.

1.1.1 Conjuntos Primitivos de Vetores

Seja A C R"™ um reticulado de posto m. Dizemos que conjunto {1, ..., x;} C A
é um conjunto primitivo (de vetores de A) se existem @y 1,..., &, € A tais que
{x1,..., Tk, X411, ... T, } € uma base para A. Em outras palavras, um conjunto

é primitivo em A se podemos completd-lo até formarmos uma base para A.

Exemplo 1.1.8. Estd claro da definicao que nem todo vetor x € A € primitivo.
Para ver isso, considere, por exemplo, o reticulado Z* (Ezemplo 1.1.3), e seja
o vetor x = (2,0) € Z*. Suponha que existe um vetor y tal que {x,y} € uma
base para A. O determinante da matriz cujas linhas sio x e y € certamente
maior que 2, em mddulo, o que contradiz o fato do determinante de Z* ser 1.
Isso nos mostra que nao pode existir nenhuma base de Z* que contém o vetor
(2,0). De fato, nao é dificil ver que qualquer vetor cujo mdc das coordenadas
¢ diferente de 1 ndo € primitivo em Z*. Veremos a sequir que esta condi¢do
necessdaria para primitividade € também suficiente, ou seja, qualquer vetor cujo

mdc das coordenadas € igual a 1 faz parte de alguma base de Z"

Pode-se encontrar na literatura diversas defini¢oes distintas para conjuntos
primitivos de vetores, todas elas equivalentes. O teorema abaixo descreve algumas

delas.

Teorema 1.1.9. Seja A(B) C R™ um reticulado de posto m e considere os vetores

xi,...,xx € AN(B), tais que x; = w;B,u; € Z",i = 1,...k. Denotemos por U
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a matriz cujas linhas sao os vetores de coordenadas w;. As sequintes afirmacoes

sao equivalentes:

(i) {x1,...,xr} € um conjunto primitivo de A(B)
(ii) O mdc dos menores k x k da matriz U € igual a 1.

(iii) O paralelotopo
Plxy,...,xp) ={onx1+ ...+ :0< ;< 1,i=1,...m}

nao possui nenhum ponto de A(B), exceto a origem.

Demonstracao. A demonstracao da equivaléncia (i) < (ii) pode ser encontrada
em [Cas97, p.15, Lem.2]. J4 a demonstragao de que (iii) = (i) pode ser encontrada
em [GL87, p.21, Teo. 5]. Para conectar as caracterizagbes, provamos aqui que
(i) = (iii). Seja uma base ®1,..., Tk, Tkyi1,- - Ly para A(B). Suponhamos, por
absurdo, que existe um ponto ndo nulo y € A(B) tal que y = aqx; + ... +
arx, 0 < a; < 1. Isso quer dizer que se escrevermos y = ui®y + ... + UpTy +
Upt1Lk+1 + - - - + Uy @y, temos necessariamente u; = o, para i < k e u; = 0, para
i > k+ 1. Assim, se algum «; # 0, y é um ponto do reticulado A(B) que nao
pode ser escrito como combinagao inteira dos vetores de uma base para A(B), o

que é um absurdo e portanto y nao pode existir, finalizando a demonstracao. [

Corolario 1.1.10. Um vetor x € A € primitivo se, e somente se, o mdc das

entradas do seu vetor de coordenadas € igual a 1.

1.1.2 O Reticulado Dual

Um conceito central para os resultados acerca de projecoes de reticulados é o de
dualidade. O reticulado dual de A = A(B), denotado por A* = A*(B), é definido
como

A" ={y € span(B) | (x,y) € Z para qualquer € A}. (1.4)
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Reticulados duais sao por vezes chamados de polares ou reciprocos e surgem
em contextos tao distintos como Teoria Algébrica dos Numeros e Cristalografia.
Formalmente, ainda nao podemos dizer que A* é um reticulado - a demonstracao
deste fato sera adiada para a Proposicao 1.1.11. Contudo, mostraremos a seguir

uma motivagao algébrica e uma interpretacao geométrica da definicao acima.

A motivacao algébrica para a dualidade de reticulados pode ser feita por
analogia com a definicao para espagos vetoriais. Lembramos que o espago dual
de um espaco vetorial V' sobre um corpo F é definido de maneira usual como o
conjunto de todos os funcionais lineares de V' em F. De maneira anédloga, o espaco
dual de um reticulado A é o espaco de funcionais lineares de A em 7Z. Assim como
no caso de espacos vetoriais, pode-se mostrar que cada funcional linear ¢ : A — 7Z
é da forma ¢(x) = ¢4(x) = (x,a) para um tnico a € span(B). Desse modo, o
espago A* (1.4) é o espago de funcionais lineares de A em Z representados como

vetores em span(B).

Do ponto de vista da interpretagao geométrica, notemos primeiro que a condi¢ao
(x,y) € Z para qualquer & € A é equivalente a condicao (b;,y) € Z,i=1,...,m,

onde {by,...,b,} é uma base para A. Cada conjunto
H; ={y €span(B) : (b;,y) =0,+1,£2,...}

corresponde a uniao de hiperplanos separados de uma distancia 1/ ||b;||, como
ilustrado na Figura 1.2 no caso em que H; é constituido por retas no R%. Assim,
o reticulado dual é dado pela interseccao dos conjuntos H;. Essa caracterizacao

de dualidade através de interseccoes com hiperplanos sera crucial no Capitulo 3.

A seguinte proposicao coleta algumas propriedades tteis de reticulados duais.

Proposicao 1.1.11. Seja A(B) um reticulado gerado pela matriz de posto com-

pleto B, m x n, m < n. Valem as sequintes propriedades:

(i) A*(B) = A(B"), onde B" = (BB")™'B ¢ a transposta da matriz pseudo-
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T T CL R S T T
****I********
| | | P00 2,0 | | |
| | | | | R | | | | | |

Figura 1.2: Tlustragao do reticulado com base {b;, by} = {(2
que possui como base o conjunto {bj, b5} = {(1/2,0),(0,1)

inversa de B. Em particular, se m = n, A*(B) € gerado por B™" (a trans-

posta da inversa da matriz B).
(i) Se G é uma matriz de Gram de A entdo G™' ¢ uma matriz de Gram de A™*
(iii) det A*(B) = (det A(B))~".
fiv) (A7) = A

(v) Se Ay ~ Ay, entao A7 ~ AJ.

Demonstracao. Notemos primeiro que as propriedades (ii)-(v) decorrem imedia-
tamente de (i). Para demonstrar (i), consideremos primeiro a inclusio A(BY) C
A*(B). Se y € A(B'"), entdo y = uB' para algum u € Z". Realizando o
produto interno de y com qualquer elemento * = vB € A(B), v € Z", temos
(x,y) = uBB'v! = wv' € Z, mostrando que y € A*(B). Consideremos agora a
inclusio A*(B) C A(B"). Como span(B) = span(B'"), podemos escrever qualquer
elemento y € A*(B) como y = uB', para algum u € R". Para provar a incluséo,
é suficiente mostrar que w € Z". Como y = uB' € A*(B), entdo (x,y) € Z para
qualquer & € A(B). Escolhendo & = b; como a i-ésima linha de B, temos que

(x,y) = u; € Z, mostrando que u € Z" e portanto = € A(B). O
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Exemplo 1.1.12. Denotamos por D = diag(cy,...,c,) a matriz diagonal tal
que Dy = ¢;. O reticulado A = A(D) possui malha retangular e é denotado
por 2@ ... D cyZ.. Vemos da Proposicao 1.1.11 que uma matriz geradora para
A*(D) €é a matriz D™" = diag(1/cy,...,1/c,). Se ¢; sdo mimeros inteiros positi-

vos, entao A C A*. Na Figura 1.2 ilustramos o cason =2, ¢; =2 € ¢o = 1.

Se A = A*, dizemos que A é auto-dual. Caso A ~ A*, dizemos que A é isodual.

1.2 Empacotamentos de Esferas

Nas se¢oes anteriores consideramos majoritariamente propriedades algébricas da
teoria de reticulados. A razao pela qual reticulados despertam tanto interesse da
comunidade matematica, entretanto, estd provavelmente nas suas propriedades
geométricas e na associagao com o dificil problema de encontrar empacotamentos
densos no espaco. A norma minima de um reticulado é definida como

M) = min, el (15)
isto é, A(A) é o o minimo entre todas as normas de vetores de nao nulos de A.
E facil ver que p = A/2 é o maior valor para o qual as bolas Bs(x, p) centradas
em x € A possuem interiores disjuntos. Definimos assim um empacotamento re-
ticulado como a unido de translagoes da bola Bs(p) por pontos de A. Chamamos
p = A/2 de raio de empacotamento de A e definimos a densidade de empacota-

mento de um reticulado de posto completo A como

vol Bsy(p)
A(N) = ————. 1.6
(A) A (1.6)
O volume de By(p) pode ser calculado através da férmula
n,n_n
vol(By(z, p) = 2 (1.7)

(n/2)!
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(a) Reticulado gerado pelos vetores (b) Reticulado hexagonal, cuja
(1,0) e (1/4,3/2), cuja densidade é densidade de é aproximadamente
aproximadamente 0.523599 0.906899

Figura 1.3: Dois reticulados com densidade de

onde (n/2)! deverd ser entendido como a fungdo gama, (n/2)! = I'(n/2 + 1) =
[ee]
e~'"/2dt. Para evitar a utilizacio da funcdo gama, é comum definir-se a

0
densidade de centro de A como

Al
S = T D) = e (1.8)

Na Figura 1.3 estao ilustrados alguns reticulados e as suas respectivas densi-
dades de empacotamento. Intuitivamente, a densidade mede a porcao do espago
coberta por bolas com maior valor possivel de raio. Da definicao de densidade,

temos diretamente:
Proposigao 1.2.1. Se A; ~ Ay, entao A(A1) = A(As).

Observacao 1.2.2. Para definirmos a densidade de reticulados que ndo pos-
suem posto completo, basta substituirmos vol By(p) na formula (1.6) pelo volume
da bola de raio p com dimensao igual a dimensao de A. Alternativamente, pode-
mos calcular a densidade de A achando uma representacdao de posto completo e

utilizando a formula (1.6).

A teoria de empacotamentos é muito mais geral do que trataremos aqui. Para



1.2 Empacotamentos de Esferas 21

entender porque a densidade como definida anteriormente corresponde a nogao
intuitiva de preenchimento do espaco por esferas!, precisamos adentrar em algu-
mas tecnicalidades da teoria, as quais podem ser encontradas em [Rog64]. Aqui

daremos apenas uma ideia dos conceitos.

Primeiramente, notemos que se M C N sao dois conjuntos com volume finito,
¢é natural definir a densidade de M em N (isto é, a por¢ao de N ocupada por
M) como (vol N)/(vol M). A dificuldade em definir a densidade de um empa-
cotamento reticulado surge do fato de que vol R® = oo. Para contornar este
problema, calculamos a densidade do reticulado restrita a uma esfera e tendemos

o raio desta esfera para infinito.

Formalmente, seja um reticulado A com raio de empacotamento p. Considere
o conjunto S(R) = AN By(R) como definido na Proposi¢ao 1.1.4, com R > p.

Sejam também
ST(R)={x € A: By(x,p) N Ba(x, R) # 0} e

ST(R)={x € A: By(x,p) C Ba(x, R)},
tais que S™(R) C S(R) C ST(R). Se calcularmos as razoes

_SH(®)Ivol Bap)
vol BQ(R)

|5~ (R)Jvol Ba(p)

A+(R> vol BQ(R)

teremos limitantes superiores e inferiores para a porgao da esfera maior By(R)
coberta pela uniao de esferas menores By(p) (ambos conjuntos de volume finito).
A medida que aumentamos o raio R, temos a nogao de preenchimento do espaco

desejada. Segue diretamente da Proposicao 1.1.4 que

|S(R)|vol By(p)
1m
Roo vol By(R)

= A(A).

IEstritamente falando, o termo esfera refere-se & superficie de uma bola euclidiana. Deste
modo, o espago é preenchido por bolas euclidianas e nao esferas. Para ser consistente com a
literatura, entretanto, utilizamos a expressao menos precisa “empacotamento de esferas”.
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Modificando sutilmente os argumentos da demonstracao de 1.1.4, podemos de-

monstrar também que lim A7 (R) = lim AT(R) = A(A) e portanto ambos os
R—o0 R—o0 ;

limitantes convergem para o mesmo valor. E natural, entdao, que definamos A(A)

como a densidade do reticulado A.

Observacao 1.2.3. Uma maneira mais simples de interpretar a densidade de A
¢ a partir da regigo de Voronoi. O raio de empacotamento p é o maior raio tal
que Bs(p) C Va(0). Portanto, a densidade de empacotamento de A restrita a
uma regido de Voronoi é dada por vol Bs(p)/vol Va(0). Por periodicidade, essa
¢ também a densidade de A em R". FEsta abordagem, entretanto, nao se estende

para empacotamentos mais gerais.

Seja A,, o supremo de A(A) tomado sobre todos os reticulados de posto n.
Segue do Teorema da Compacidade de Mahler [Cas97, Cap. 4] que existe pelo
menos um reticulado em R" cuja densidade corresponde a A,. Encontrar tal
reticulado é o Santo Graal da teoria de empacotamentos e esta relacionado com
o 18° problema de Hilbert. Em [CS98, p.xxix] encontra-se uma tabela dos reti-
culados mais densos conhecidos, bem como mais referéncias acerca do tema. Até
o momento em que esta tese foi escrita, conhecia-se o empacotamento reticulado
provadamente mais denso apenas nas dimensoes n = 1 a 8 e n = 24. Em altas
dimensoes, o melhor resultado assintético é o Limitante de Minkowski-Hlawka,

dado por

A

(n)

n—1

An 2

’

N\

o

onde ((n) = Z 1/i" é a funcdo zeta de Riemman. Uma demonstragao simples
i=1

e auto-contida de uma versdo sutilmente mais fraca do limitante (A, > 1/2"1)

pode ser encontrada em [Rog64, Cap. 4].

E claro que nao precisamos limitar-nos a empacotamentos reticulados. Um
empacotamento de esferas, de maneira geral, é simplesmente a uniao de translacoes
de uma esfera cujos interiores nao se interesctam. Utilizando a mesma ideia de

AT(R) e A™(R) podemos definir a densidade de empacotamentos mais gerais
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[Rog64, Cap. 1]. Podemos entao perguntar qual o supremo de todas as densida-
des para um empacotamento qualquer em R". Esse problema é significativamente
mais dificil que a sua restricao a reticulados, e sabe-se a resposta apenas até o
R? [Hal05]. Nao consideraremos, nesta tese, o problema geral de empacotamen-
tos. Entretanto, é interessante notar que o problema geral pode ser aproximado
utilizando reticulados e o conceito de sistemas periddicos. De maneira geral, um

sistema de translagoes periddico £ é um conjunto do tipo

k
L=JA+m), (1.9)

i=1
com A C R" um reticulado e ®; € R". Um empacotamento periédico é a uniao
finita de translagdes de um empacotamento reticulado. Em [Rog64, p.29] é de-
monstrado que existe uma sequéncia de empacotamentos periédicos com densi-
dades arbitrariamente préoximas da melhor densidade de empacotamento. Em
[CE03], empacotamentos periodicos sao empregados para estabelecer os melhores
limitantes superiores para a densidade de empacotamentos gerais nas dimensoes

4 até 36 conhecidos até hoje.

1.2.1 Extensoes

O problema de empacotamentos pode ser facilmente estendido para outros corpos
convexos e para outras métricas que nao a euclidiana. No Capitulo 2 considera-

remos a familia das métricas [, , dada por

n 1/p
dp(@,y) = (Z\x —yi!”) : (1.10)

Para essa familia, todas as definigoes vistas anteriormente (norma minima, densi-
dade, e densidade de centro), bem como uma generalizagao da Proposi¢ao 1.1.4,
sao completamente andlogas. No caso p = 1, as bolas na norma [, sao conheci-

das como politopos cruz. Para n = 2, um politopo cruz é um losango, e é facil
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ver que a melhor densidade de empacotamento ¢ 1, isto é, losangos preenchem
completamente o plano. Para n = 3, Minkowski demonstrou que a melhor densi-
dade de empacotamento é 18/19 [Min04]. Em dimensdes maiores, pouco se sabe
sobre o melhor empacotamento. Um resultado assintotico para empacotamentos
de esferas na norma [, comparavel ao Limitante de Minkowski-Hlawka é exibido

por Rush e Sloane em [RS87].

1.3 Zoolégico de Reticulados

Certos reticulados sao particularmente importantes por possuirem grande sime-

tria e outras propriedades especiais. Listamos aqui alguns deles:

O Reticulado Z"

O reticulado cibico Z" definido como Z" = {(uy,...,u,) 1 u; € Z,i=1,...,n}
corresponde a todos os pontos inteiros em R". Como possivel matriz geradora,
podemos tomar simplesmente a matriz identidade de ordem n xn. Por esta razao,
deduzimos que Z" é auto-dual, sua norma minima é A(Z") = 1 e sua densidade
de centro é dada por 6(Z") = 27". E interessante notar que qualquer matriz
unimodular também gera Z". O reticulado Z" é um importante elemento de base

da teoria, ja que qualquer outro reticulado é uma transformacao linear dele.

O Reticulado A,

Zn+1

O reticulado A,, é dado pela interseccao de com o hiperplano perpendicular

ao vetor e = (1,...,1), isto é
An:Z"Hﬂel:{(xl,...,a:nH)GZ”+1:171+...—|—$”+1:0}.

Uma possivel matriz geradora é dada por
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110 ... 0 0
0o -—-11 0 0

(1.11)
0 0 0 -1 1

Dai deduzimos que M(A4,) = V2 e §(A4,) = 27"%(n +1)"Y2. O dual de A4,, A*,

ZnJrl

¢ a projegao de no hiperplano ortogonal ao vetor e, o que pode ser visto

como uma consequéncia da Proposicao 3.1.4 do Capitulo 3.

O reticulado hexagonal ilustrado no Exemplo 1.1.3 é uma representacao em
R? de Ay. Assim como As, o reticulado hexagonal é isodual. A, possui a melhor
densidade entre qualquer empacotamento no plano (nao necessariamente reticu-

lado).

O Reticulado D,

O reticulado D,, é o conjunto de todos os vetores inteiros em R" cuja soma das

suas coordenadas é par. Em outras palavras,
Dn:{(mlﬂ--'axn) EZn:x1+..,—|—xn:O (HlOd 2)}

Uma matriz geradora para D,, é

2 0 0 0 0
1 -1 0 0 0

0 -1 1 0 0|, (1.12)
0 0 0 ... —-11

de onde concluimos que A(D,) = V2 e §(D,) = 27"+/2_ Na linguagem do
Capitulo 2, D,, pode ser visto como a Construcao A binaria de um cédigo con-

sistindo de todos os elementos de Zj cuja soma das suas coordenadas é par. O
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reticulado D possui matriz geradora

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
: (1.13)
0o 0 0 ... 1 0
1/2 1/2 1/2 ... 1/2 1/2

norma minima A(D?) = 1, se n > 4 e A\(D) = v/3/2, densidade de centro
§(D:) =27V sen >4 e d(D) =27°V27. O reticulado D3 ~ As é também
chamado de ctibico de face centrada e é o empacotamento mais denso em R* (ndo

necessariamente reticulado). O sistema periédico D, é definido como

D:[:DHU<D,1+(%,...,%>). (1.14)

E facil ver que D, é um reticulado se, e somente se, n é par. Df é também

conhecido como empacotamento tetraedral ou diamante.

Os reticulados Fg, F7 e Eg

Chamamos de Eg = Dy o reticulado constituido pelos pontos (1, . . ., xg) tais que
todo z; € Z ou todo z; € Z + 1/2. Este é o reticulado mais denso em dimensao

8. Uma matriz geradora para Eg é dada por

2 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0
0 -1 1 0 0 0 0 0
0 0 -1 1 0 0 00
, (1.15)
0 0 0 -1 1 0 0 0
0 0 0 0 -1 1 0 0
0 0 0 0 0 —-11 0
1 1 1 1 1 1 11
2 2 2 2 2 2 2 2
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sua norma minima ¢ A\(Eg) = V2 e sua densidade de centro é §(Eg) = 1/16.

Pode-se mostrar que Eg = ES. Os reticulados Eg e E7 sao definidos como:
E,=Esn(1,...,1) e Bg = EsN H*,

onde H é o sub-espago vetorial gerado por (1,0,...,0,1) e (1/2,...,1/2). Simi-
larmente ao caso de A, esta defini¢ao caracteriza £ e E7 como projecoes de Eg

nos subespacos (1,...,1)* e H*, pela Proposicao 3.1.4.

Finalizamos esta secao com uma tabela dos empacotamentos reticulados mais
densos em dimensao n = 1 até 8. Estes sdo também os empacotamentos (gerais)
conhecidamente mais densos nestas dimensoes, e apenas demonstradamente mais

densos paran = 1,2, e 3.

Dimensao || 1| 2 | 3 | 4 | 5| 6 | 7| 8
Reticulado || Z A2 Dg D4 D5 E6 E7 Eg

Tabela 1.1: Empacotamentos reticulados mais densos em dimensoes 1 até 8

1.4 Decodificacao

Como uma regra geral, problemas envolvendo propriedade algébricas de reticula-
dos (como encontrar matrizes geradoras com estrutura especial ou determinar o
determinante de um reticulado) costumam ser computacionalmente mais simples,

enquanto problemas geométricos sao mais complexos.

Um problema geométrico foi visto na secao anterior: dado um inteiro n > 1,
encontrar o reticulado de dimensao n mais denso. Outra questao, relacionada a
esta, é a seguinte. Dado um reticulado A, descrito pela sua matriz geradora B,

quanto vale §(A) 7 Para responder a esta pergunta, necessitamos calcular

A(A) = min [[z]], .
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O problema de encontrar A(A) é conhecido com o problema do vetor mais curto
(SVP, do inglés shortest vector problem). Tanto o problema acima, como as suas
variantes aproximadas, sdo computacionalmente dificeis (na linguagem de Teoria
de Complexidade, o SVP é NP-dificil sob certas hipdteses de aleatorizagao [MGO02,
Cap. 4])

Nesta tese, damos especial atencao a um outro problema geométrico, o de
decodificagao, que recebe este nome devido a sua aplicagao em sistemas de trans-
missao de informacao. Para a nogao de proximidade, trabalharemos no Capitulo
2 com métricas que nao sao a euclidiana. De maneira bastante geral, seja
d:R" xR" — [0,00) uma métrica qualquer, A C R" um reticulado e r € R" um
ponto qualquer. O problema de decodificagao pergunta qual o ponto de A mais

préoximo de 7, isto é, qual o valor de
& = argmind(x, ).
xTEA

Algoritmos para encontrar o ponto mais proximo dos reticulados D,,, Fg, E7, Eg
e A, sao descritos em [CS98, Cap. 20]. Para reticulados gerais, nao ha um algo-
ritmo eficiente que resolva o problema acima [MGO02, Cap. 3]. Apesar disso,
existem algoritmos universais que comportam-se bem na pratica. No survey
[AEVZ02] é feito um estudo comparativo dos métodos de decodificagdo mais

populares até entao.



CAPITULO 2

Reticulados g-arios na Métrica [y,

“If you look for perfection, you will never be content.”

- Leon Tolstoi, Anna Karenina

De todas as construgoes envolvendo cédigos corretores de erros e reticulados,
uma das mais utilizadas é a Construcao A, que relaciona um cdédigo corretor de
erro em Z, e um reticulado em Z". Reticulados advindos da Construgao A
sao também chamados de g-arios e possuem diversas aplicacoes em Teoria da
Informacgao e Criptografia. De fato, grande parte dos reticulados utilizados em
esquemas criptogréficos sao g-arios [MGO02]. Isso deve-se ao fato de que, apesar da
sua aparente estrutura mais simples, essa classe preserva a dificuldade de diversos
problemas computacionais envolvendo reticulados gerais. Do ponto de vista da
Teoria da Informacao, a Construcao A é utilizada para construir bons cédigos
para o canal gaussiano e para uma boa gama de canais com informacao lateral

[Zam09].

Neste capitulo, abordamos problemas de reticulados g-arios na métrica [,,.
Em geral, nao ha uma literatura extensa sobre reticulados nessas métricas para
p # 1,2. Peikert estuda em [Pei08] a complexidade de importantes problemas
computacionais para esta classe de reticulados no caso 2 < p < co. Em [TYK10],
os autores mostram algoritmos étimos para a busca pelo ponto mais préximo
na norma l, para as familias Z", D,,, A,, Es, E7 e Es, entretanto nao abordam
o problema de reticulados g-arios de maneira geral. Em [RS87] sao estudados

empacotamentos reticulados de bolas na norma [, com boa densidade.

29
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Ao lidarmos com reticulados g-arios na norma [,, na tentativa de generalizar
um recente resultado sobre a busca pelo ponto mais proximo na métrica de Lee
[CJC11], uma nova métrica ¢ naturalmente induzida no espaco Z; (que também
pode ser vista como uma métrica no quociente Z"/qZ"), a qual chamamos p-
Lee. Mostramos que a decodificacao em um reticulado g-ario na métrica [,é
equialente a decodificacao no codigo associado na métrica p-Lee. Estudamos ao
fim do capitulo codigos perfeitos na norma p-Lee e a sua conexao com a famosa

Conjectura de Golomb-Welch para codigos na métrica de Lee tradicional.

Os resultados contidos aqui foram parcialmente apresentados no IEEE Infor-
mation Theory Workshop, Paraty-RJ (2011), no XXX Simpdsio Brasileiro de Te-
lecomunicagoes, Fortaleza-CE (2012), no Workshop on Coding and Cryptography,
Bergen, Noruega (2013), e podem ser encontrados em [CJC11] e [JCC13].

2.1 Cddigos g-arios na métrica de Lee

O ambiente que utilizaremos para estudar cédigos corretores de erro é o espago
Zy, produto cartesiano do anel Z, de inteiros médulo ¢ munido da operagao de
adigao usual elemento a elemento. Se ¢ é primo, Z, ¢ um corpo e portanto Z; ¢é
um espaco vetorial (sobre Z,). Caso contrério, Z; é apenas um Z,-moédulo. Para
evitar ambiguidades, denotaremos os elementos de Z, por {6, 1,2,... ,q——l} e 0s
vetores de Z, através de simbolos em negrito com uma barra, isto ¢, um elemento

de Z, ¢ tipicamente dado por T = (T1, .y Tp)-

Um cddigo (corretor de erros) g-drio C é um subconjunto de Zj. Dizemos
que C C Z, ¢ linear se ele ¢ fechado para adigao e subtracao'. Cédigos lineares
sao particularmente importantes por possuirem estrutura que facilita sua deco-
dificacao e andlise. Daqui para frente, trataremos apenas de codigos lineares.
Por conta do jargao relacionado a aplicacoes em Teoria de Informacao, vetores

de Z;, sao também chamados de palavras e vetores de um cédigo C sao também

LA rigor, necessitamos apenas que C seja fechado apenas para a adicao. Além disso, um
subgrupo de Z; é também um Z,-submédulo.
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chamados de palavras-codigo

Se ¢ € primo, um c6digo linear ¢ um subespago vetorial de Zj, e podemos
encontrar uma base, isto é, vetores linearmente independentes (sobre Z,) ¢;,i =
1,...,k, k < n, que geram todos os vetores de C. Caso contrario, podemos apenas
garantir a existéncia de um conjunto minimal de geradores, nao necessariamente
linearmente independentes. Uma matriz geradora de um cédigo C é uma matriz
cujas linhas formam um conjunto gerador de C. Se ¢ é primo, sempre existe uma

matriz geradora da forma sistematica

(Ik kan—k) .

Com o intuito de tornar cédigos corretores de erro aplicaveis em Teoria de
Informagao, é necessdrio munir Z; de uma métrica. Sejam T,y € Z;. A métrica

usual é a de Hamming, definida como:
du(®,y) = [{i: 7 # Y},

isto é, dg(®,y) é a quantidade de coordenadas distintas entre os vetores T e
y. Uma das aplicacoes da métrica de Hamming é o desenvolvimento de codigos
para o Canal Bindrio Simétrico (BSC) e para o Canal de Apagamento (BEC),
dois modelos de transmissao de informacao largamente utilizados na pratica. A
literatura da métrica de Hamming é extremamente extensa, e existem diversas
boas referéncias para o seu estudo (por exemplo, os livros [HP03] e [SMT77]).
Trataremos aqui de outra métrica, alternativa a de Hamming, proposta por Lee

em [Leeb8].

Sejam T,y € Zy. Sejam x e y os valores inteiros nao negativos entre 0 e ¢ — 1
associados a T e ¥ na imersao natural de Z, em Z (isto é, e y s@o os menores

valores nao-negativos tais que x1 =T e y1 = 7, respectivamente). A distdncia de



32 Reticulados ¢-arios na Métrica [,

Lee entre T e 7 é definida como

dLee(an> :min{]x—y],q— ’.CE—y’} (21)

A distancia de Lee entre dois vetores @,y € Z; ¢ definida naturalmente como:

n n
dL6€<§7y> = Zmlﬂﬂl’l - yl‘? q— ‘xl - yl’} = ZdLee(fi;yi>~ (22)
i=0 i=0
A férmula (2.1) corresponde ao nimero de arestas do menor caminho entre T e
y no grafo cujos vértices estao rotulados por 0,...,q — 1 e tal que existe uma

aresta entre T e ¥ se, e somente se, T —y = 1. Com esta caracterizacao, mostra-se

facilmente que a a distancia de Lee é efetivamente uma funcao de distancia.

P
.-" h
.
.
. N
. .
.
. -
S
~o
e mmmm=

.
~ -
---------

Figura 2.1: Grafo representando a distancia de Lee em Zs

Observagao 2.1.1. Para q = 2,3, a métrica de Lee coincide com a métrica de
Hamminyg.

2.1.1 Reticulados g-arios: Construcao A

A chamada Construcao A estendida para cédigos g-arios é provavelmente a ma-

neira mais natural de associarmos um cédigo C C Z; a um reticulado inteiro (isto
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é, um reticulado A C Z") e pode ser descrita conforme mostrado a seguir. Seja ¢

a aplicagao sobrejetiva

6:7" — T
! (2.3)
(X1, .. xp) — (T, .., Tp)s
onde T; = x; (mod ¢) para i = 1,...,n. Dado um cédigo C € Zj, definimos

A4(C) como a imagem inversa de C por ¢, isto é A4(C) = ¢ (C). B facil ver que
A4(C) é um reticulado se, e somente se, C é um c6digo linear. Com efeito, se C é
um cédigo linear, como ¢ é um homomorfismo de grupos, ¢~ (C) é fechado para
adigao/subtragao e é discreto (pois é um subconjunto de Z"), portanto A(C)
¢ um reticulado. Por outro lado, se C ndo ¢ linear, entdo existem T = ¢(z)
ey = ¢(y) tais que T,y € C mas T+ 7 = ¢z +y) ¢ C. Isso implica que
r+y ¢ ¢ H(C) = A4(C), ou seja A4(C) nio é fechado para adicio e portanto nio

é um reticulado.

X (3.3)
A RS
X x
X
©0)
X X
X x
.4 X X

Figura 2.2: Construgao A do cédigo 3-drio C = {(0,0), (1,2),(2,1)}. Os pontos
com mesma cor sdo representantes de classes idénticas em A4(C) /37>

Dizemos que A4(C) é o reticulado g-drio associado a C. Como ker¢ =
¢~ ({0}) = ¢Z", todos os reticulados g-arios contém ¢Z" como sub-reticulado

e o quociente A4(C)/qZ" é isomorfo a C. A4(C) é sempre um reticulado de posto
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completo e pode ser visto como o conjunto de translagoes do cédigo C (imerso em
R™) por vetores com coordenadas multiplas de ¢, como mostrado na Figura 2.2.
Uma condicao necessaria e suficiente para que um reticulado A seja g-ario é a de

que Z" C A C qZ", para algum q.
Algumas propriedades da Construcao A utilizadas neste trabalho sao dadas

na seguinte proposicao:

Proposigao 2.1.2. Seja As(C) o reticulado g-drio associado a um cidigo C C Z; .

Valem as sequintes propriedades:

(i) O nimero de palavras de C é dado por

n

A4(0)
qz"

q
det(AA(C))

Cl =

(i) Se C € gerado pela matriz (Ikxk ka(n,k)), entao

Tk M (n—r)

B= (2.4)

Om—kyxt AL (n—k)x(n—k)
¢ uma matriz geradora para A, (C).

(i1i) Todo reticulado A C Z" € q-drio, para algum q, 1 < q < Vdet A.

Demonstragao. A propriedade (i) segue diretamente do isomorfismo entre C e

A4(C)/qZ"™ e da Proposigao 1.1.6.

(i) Seja uB = x € A(B), para u € Z". Particionando u = (u; us), onde u,
é constituido pelas k primeiras coordenadas de u, segue que uB = (u; uw; M) +
(0 quy), e portanto temos diretamente que ¢(x) = wi(I M) € C, assim x €
A4(C). Reciprocamente, se € Ay(C), entdo ¢ = ui(I M)+ qy = (u1 +
qyr wiM + qyz), onde y = (y1 y2) € Z". Tomando w; = u; + qy; e Uy =
—y1 M + y1, segue que x = (u; u2)B, ou seja, ¢ € A(B).
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(iii) A terceira propriedade vem do fato de que A C Z" possui matriz geradora
B com todas as entradas inteiras, e portanto | det B| = Vdet A também é inteiro.
Tome ¢ = vV det A e considere o sistema linear x B = gz. O sistema sempre possui

solucao, dada por

adj(B)
det B

x=qzB '=qz = +z adj(B),

onde adj(B) é a matriz adjunta de B (isto é, (—1)""/(adjB);; é o determinante
da matriz excluindo a linha j e coluna i de B). Isso nos mostra mostrando que

qZ" C A e portanto A é um reticulado g-ario. n

A ltima propriedade da proposicao acima nos mostra que qualquer reticulado
inteiro é g-drio. Como qualquer reticulado racional (isto é, contido em Q") é,
através de uma mudanca de escala, equivalente a um reticulado inteiro, entao é
intuitivo que qualquer reticulado no R" esteja arbitrariamente préximo de algum
reticulado ¢-ario (nogoes mais precisas de proximidade serao dadas no Capitulo
3). Assim, ¢é intuitivo pensar que os reticulados g-arios s@o de uma certa forma

densos na classe de reticulados, a menos de equivaléncias.

Exemplo 2.1.3 (Reticulado Ex). Revisitamos aqui o Reticulado Es descrito na
Se¢ao 1.3. Seja Hg o cdodigo de Hamming estendido descrito em [CS98, p.80],

que possui matriz geradora equivalente na forma sistemdtica dada por

10001110
01001101
00101011
000101171

De acordo com a proposi¢do acima, obtemos como matriz geradora para A4 (Hs):
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10001110
01 001101
001010171
00010111
00002000
000O0O02¢00
000O0O0O0Z2¢O0
00 0O0O0O0O0 2

Aa(Hsg) €, a menos de rotagdes e uma mudanga de escala, o reticulado Eg.

2.2 A Meétrica p-Lee

Consideramos a partir de agora uma extensao da métrica de Lee. Sejam dois

vetores x,y € Z". A distancia [,, p > 1, usual entre e y é dada por:

n 1/p
dp(z,y) = (Z |z — yz‘V’) :
i=1

No caso p = 00, a distancia [, é definida como:
doo(,y) = max{|z; —y;|; i=1,...,n}.

A métrica de Lee (2.2) pode ser vista como a distancia induzida pela métrica Iy
no quociente Z"/qZ". A generalizagao da métrica de Lee considerada aqui é a

aplicacao dp re. : Z? X ZZ — R,

n

1/p
dP,Lee(Ea y) = (Z (dLee(Ezﬂyi))p) ) (25)

i=1

onde dp..(Z,7) é dado por (2.1). Tal aplicagao define uma métrica em Ly, a qual

chamamos de métrica p-Lee. A demonstracao deste fato segue do resultado mais
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geral a seguir.

Proposicao 2.2.1. Considere (X, d) um espago métrico e X" o produto cartesi-

ano de X, n € N. A aplicacio d : X™ x X™ — [0,00) dada por

n 1/17
e = (Yatenr)
i=1
¢ uma métrica em X" (em outras palavras, (X", CZ) ¢ um espago métrico).

Demonstracao. As condicoes de simetria e positividade sao imediatas. Para a
desigualdade triangular, sejam x,y e z € X". Como a métrica d satisfaz a

desigualdade triangular, temos
d(zi, yi)" < (d(wi, 2;) + d(2i,9:))"

Assim

n 1/p n 1/p
d(z,y) = (Z d(ﬂﬁz‘ayi)p> < <Z(d($i,zz’) + d(zi,yi))p>

em que (a) segue da Desigualdade de Minkowski para espagos [,,. O

Tomando d = dp, .. € X = Z, na proposigao acima, segue imediatamente:

Proposicao 2.2.2. Sejam 1 <p < oo e®,y € Z;. A aplicagio dp ec : Ly XLy —
R dada por

n

1/p
dp,Lee (Ea y) - (Z (dLee (fu yz)y)) )

=1

onde dre.(T,y) define uma métrica em Zy.
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Chamamos a métrica descrita acima de métrica p-Lee. Note que a métrica de
Lee é a métrica p-Lee para p = 1. No caso em que p = oo, temos uma proposicao

similar, definindo

doo(jay) = max{dLee(xia yz)a 1= 17 cee ,TL}.

A seguir, mostramos uma outra maneira de provar que d, .. ¢ uma métrica,
um pouco mais esclarecedora. A distancia induzida entre @, y vistos como elemen-
tos do quociente Z"/qZ" é definida como a menor distancia entre representantes

da classe de @ e de y, isto é:
dina(T,y) = inf{d,(z*, y"); " =x+qt, y* =y +qw; t,weZ"}. (26)

O seguinte resultado é valido:

Proposigao 2.2.3. Se T ey sao dois elementos em Z; ~ Z"]qZ", entao:

dp,Lee (57 y) = dind (ia y) (27)

Demonstracao.

d@,y) = inf{d,(",y"); " =x+q¢t, y" =y +qw; t,LweZ"}

1
n p
i=1

1
T, — Y P\?
Ti—Yi—( p )

n
onde a ultima igualdade segue do fato de que Z |z; — y; — qs;|P assume valor
i=1

(8

i=1

/o FZ - yz‘J
minimo quando s; = .
q
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Ti — Yi .
Y , 10 =1,---,n. Como 0 < |z; — y;| < ¢, segue que

Seja a; =

q
a; € {—1,0,1}. Analisando os trés casos:

e Se a; = 0 para algum i, entao —q/2 < z; — y; < ¢/2, o que implica
min{|z; — yil, ¢ — [zi — vil} = |z — vil.

e Se a; = 1 para algum i, entao ¢/2 < x; —y; < ¢ e portanto min{|x; —y;|, ¢ —

|Ii—yz'|} =q—|vi —yi| e |z —yi| = i — .

e Se o; = —1 para algum i, entdo —q < z; — y; < —¢/2 e portanto min{|z; —

Yil, ¢ — v —yil} = ¢ — |z — wi| and |2 — yi| = —(zi — v3).
Assim, nos trés casos |x; — y; — qo;| = dree(T7, T7), e o resultado segue. O

A distancia minima de um cédigo na métrica p-Lee é definida como

dp,Lee (C> = IHJD dp,Lee (Ea y)
z,YeC
TFY
Na métrica de Lee, o raio de empacotamento de um cédigo é definido com o
maior valor inteiro tal que as bolas centradas em palavra-codigo sao, duas a
duas, disjuntas. Para estender essa definicao para a métrica p-Lee precisamos de
algumas sutilezas, ja que a distancia dp, r..(x,y) entre duas palavras, em geral,

pode nao ser inteira (ainda que d, e.(x,y)” seja sempre inteiro inteiro). Tendo
em vista isso, seja
Byree(®@ R) = {y € Z! : dp 1e.(y,T) < R}

a bola centrada em x na métrica p-Lee. O raio de empacotamento de C é dado

pelo maior R tal que:

(1) Bp,Lee(iy R) m Bp,Lee(yv R) = Q)v para quaisquer € # Y, T,y cE C.

(ii) Existe © € C e y € Z, tais que dp, rec(y, ) = R.
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Note que RP é sempre um inteiro que pode ser escrito como soma de inteiros
elevados a p. O objetivo da condicao (ii) é evitar ambiguidades j& que, a priori,
poderia haver mais que um valor de R com RP inteiro tal que a condigao (i) seja
satisfeita. Além disso, a condigao (ii) evita que utilizemos raios desnecessaria-

mente grandes. No caso da métrica de Lee, é um resultado classico o fato de

dLee_l
e et

Para a métrica p-Lee este resultado nao é valido, como pode ser visto no exemplo

que

abaixo:

Figura 2.3: Raio de empacotamento na métrica 2-Lee

Exemplo 2.2.4. Considere o cddigo 13-drio C' = ((1,5)). Parap =2, da 1..(C) =
V13 e |(dyree(C) — 1)/2] = 1, mas o raio de empacotamento R =2, (Fig. 2.3).

Além disso R € estritamente maior que dpee2/2 ~ 1.8.

Um resultado ttil para as construcoes de codigos perfeitos no fim deste capitulo

¢ o de que a norma [/, minima de um reticulado ¢-ario A4(C) satisfaz [RS87]

Ap = min{d, 1..(C), ¢} (2.8)
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2.2.1 Decodificacao de reticulados na métrica [,

Nesta segdo mostraremos que encontrar o ponto z mais préximo de & € A4(C)
é equivalente a encontrar o ponto mais proximo de T € C, isto é, decodificar em
um reticulado g-ario é equivalente a decodificar no cédigo g-ario associado. Isso
nos dd um algoritmo para decodificar em A,4(C) utilizando como sub-rotina um
decodificador em C, e é particularmente titil quando o cédigo possui um algoritmo
de decodificagao eficiente (por exemplo quando a dimensao de C é pequena, ou

em classes de codigos conhecidas, como é o caso da métrica de Lee, para p = 1).

Proposigao 2.2.5. [JCC13] Seja A4(C) um reticulado q-drio er = (r1,...,r,) €
Z". Suponhamos que ¢ € C seja uma palavra mais prozima de ¥ na métrica p-
Lee. Um elemento z € As(C) mais prozimo de v na distancia l, é dado por

z=(z1, " ,2n), onde

i —Ci| .
Zi = C + qu; e w; = ,i=1,...n

Demonstragao. Faremos a demonstracao para 1 < p < oo (0 caso p = o0 é
andlogo). Considere a classe de equivaléncia de & dada por {x + qw, w € Z"}.
Pelos mesmos argumentos da Proposigao 2.2.3, o ponto mais préximo de r nesta

classe é obtido quando

dy(r,z) = (Z ri*+qti —x —q Fﬂi ; IZJ

- * T;k — &y
i=1 q -
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1
ri —Ti — (¢
q

Por hipétese, € € C satisfaz dp ree(7,€) = min{d, 1..(¥, ), € C}. Para w; =

(5

=1

= Up Lee (Fa Z) .

ri — CiJ segue que dy(T, ¢ + qw) = dp ee(7,€) < min{d,(r,x +qt),z € C,t €
q

Z"}, ou seja c+qw é o elemento de A4(C) mais préximo de r na distancia [,. O

Observacao 2.2.6. A proposicio acima s6 nos mostra como decodificar pontos
com todas as coordenadas inteiras. Para decodificar qualquer » € R", necessi-
tariamos de um algoritmo em C que fosse capaz de decodificar qualquer ponto
no quociente R"/qZ", que € isomorfo a caiza [0,q)". Para ¢ = 2 e a métrica
de Hamming, tais algoritmos sao conhecidos como Soft-decoding (cf. [CS98, Ch.

12)).

Algoritmo 1 Encontrar o ponto mais préximo em A4(C)

1:  ACHAMAISPROXIMO(A4(C), 7 = (11,...,70))
2: 7 < r (mod q)
3: Encontre € = (z1,...,x,) € C mais préximo a ¥ na métrica p-Lee
4: parai:1,...,n faga
5:
6: W; <— ’VTi — xZJ
q
7: fim para
8: retorna z; = z; + qu;.
9: fim

A Proposicao 2.2.5 nos permite descrever o algoritmo de decodificacao 2.
Além da decodificacao em C, o custo do algoritmo acima envolve ©(n) operagoes
aritméticas e portanto, de uma maneira geral, o procedimento mais caro é deco-

dificar em C.

Exemplo 2.2.7. Seja o codigo ciclico 13-drio em ng, gerado pelo vetor (1,5),
isto é:

C={j(1,5),j=0,...,12}.
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Figura 2.4: Decodificacao na Métrica de Lee

A distincia minima de C vale dy1..(C) = (2F + 3")"?. Seja r = (0,—6). A
palavra-cédigo mais prévima a T = (0,7) é (12,8). Assim, na notagdio da
Proposicao 2.2.5, wy = wy = —1 e o ponto de As(C) mais prézimo de v é

z = (—1,-5). A Figura 2.4 ilustra esse processo.

Exemplo 2.2.8. Considere C o codigo BCH na métrica de Lee (ou 1-Lee) defi-

34([3:)]> onde f(z) = x> +x +1 [AIPJ03], com matriz de paridade
T

nido no anel

t
111 1 1 1 1

)
a1l o o o ot

onde a = % e B € uma raiz de f(x). A partir da matriz geradora do cddigo

[AIPJ03], podemos derivar uma matriz geradora para o reticulado 4-drio A4(C):

1000000
01 00O0O0O0
001 0O0O0O
2134000
1320400
11100420
3210004
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Seja r = (0,7,4,8,0,12,0)". Utilizando o algoritmo em [AIPJ03], obtemos que o

na notagao da Proposicao 2.2.5,

w; =0, parai1=1,5,7,

7 4 8 12
Wy = [Z] =2, w3 = L—l—‘ =1,wy = L—L—‘ =2, ews = {Z-‘ = 3.

Deste modo, z = (0,0,0,0,0,0,0)" + 4(0,2,1,2,0,3,0) = (0,8,4,8,0,12,0) ¢ o

ponto mais prorimo de r no reticulado q-drio.

2.2.2 C(Cddigos perfeitos na métrica p-Lee

Alguns codigos possuem a propriedade de que as bolas centradas em palavras-
c6digo com raio igual ao seu raio de empacotamento preenchem todo o espago
Zy, e portanto possuem a maior cardinalidade possivel, fixado este raio. Esses

cédigos sao chamados de cédigos perfeitos e vém sendo vastamente estudados na

literatura, com respeito a diversas métricas.

Formalmente, seja d uma métrica em Z; e C um cédigo. Se C possui a pro-
priedade de que, para quaisquer T € Z; existe uma e apenas uma palavra-c6digo
g € C tal que d(Z,y) < R, dizemos que C é um cddigo perfeito com raio R. Os
cédigos perfeitos triviais sao constituidos pelo espago inteiro (C = Z;) e apenas

pelo vetor nulo (C = {0}).

A caracterizacao de codigos perfeitos estd completamente resolvida no caso
da métrica de Hamming [VL75]: os tnicos cddigos perfeitos além dos triviais e
dos codigos de repeticao possuem os mesmos parametros da familia do chamados
cddigos de Hamming, e os codigos de Golay. No caso da métrica de Lee, por
outro lado, o problema encontra-se em aberto, e a Conjectura de Golomb-Welch

[GWT70] propoe uma solugao.

Definimos, de maneira andloga, cédigos perfeitos em Z", dada uma métrica
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d. O raio de empacotamento é definido da mesma maneira que para a métrica
p-Lee. Um subconjunto A C Z" é um cédigo perfeito com raio R se, para cada
ponto & € Z", existe um e apenas um y € A tal que d(z,y) < R. Se A é um
reticulado, dizemos que ele é codigo perfeito linear. Tais codigos perfeitos sao

também chamados de ladrilhamentos de Z".

A seguinte conjectura sobre cédigos perfeitos encontra-se em aberto por quase

45 anos:

Conjectura 2.2.9 ([GW70]). Nao ezistem cddigos perfeitos em Z" na métrica

ly paran >2 e R > 1.

Na literatura, geralmente encontramos a Conjectura de Golomb-Welch relaci-
onada a métrica de Lee. Apesar disso, num sentido estrito, a conjectura refere-se
a codigos perfeitos na métrica l; (também chamada por alguns autores de métrica

de Lee em Z").

Voltemos nossa atengao as métricas p-Lee. Se C C Z; ¢ um c6digo perfeito na
métrica p-Lee com distancia minima suficientemente pequena (relativamente a q)
é intuitivo que A4(C) C Z" também seja um cédigo perfeito (na métrica l,). Esse
fato encontra-se demonstrado na Prop. 2.2.11. Entretanto, podem existir outros
codigos perfeitos em Z; com distancia pequena que nao produzem ladrilhamentos

de Z", como ilustrado no exemplo a seguir.

Exemplo 2.2.10. O cddigo bindrio C = {(0,0,0,0,0,0,0),(1,1,1,1,1,1,1)} C
7% ¢ perfeito na métrica de Lee (Hamming), mas o reticulado 2-drio associado
ndo ladrilha Z". Para ver isto, basta perceber que a norma minima de A4(C)
vale A(Aa(C)) = 2 (e € atingida, por exemplo, por (2,0,0,0,0,0,0)). Assim, por
exemplo, o vetor (1,1,1,0,0,0) ndo estd em nenhuma das bolas na métrica Iy

centradas em palavras do reticulado.

Proposigao 2.2.11. Seja C C Z; um cddigo perfeito na métrica p-Lee com raio
de empacotamento R e distancia minima d, re.(C). Se max{d, ..(C),2R} < q,

entdo Ay(C) C Z™ é um cddigo perfeito na métrica l,.
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Demonstragao. Seja x € Z". Existe um tnico € € C tal que dj 1e.(Z,¢) < R.
Assim, pelos mesmos argumentos da Proposicao 2.2.5, existe ¢ € A4(C) tal que
dy,(x,c) < R. Vamos mostrar que ¢ é unico. Suponha o contrario, isto é, que
existe ¢ € Z" tal que dy(xz,c’) < R. Como € é tnico, segue que € = €, ou seja

c=c +qz, z € Z, o que implica que dy(c,c') = dy(qz,0) € ¢Z. Por outro lado,
dp(e,c) < d,(e,x)+ dy(y, ) <2R < ¢,

e portanto ¢ = ¢. Assim, para qualquer @ € Z" existe ¢ € A4(C) tal que

dy(c,z) < R, ou seja, A4(C) é um cédigo perfeito (ou ladrilhamento) em Z". [

A condicdo acima é estrita, no sentido de que se max{d, r..(C),2R} = ¢ é
possivel encontrar cédigos perfeitos em Z; que nao produzem ladrilhamentos de
Z". Para d,r..(C) > g, isso foi visto no Exemplo 2.2.10. A necessidade de

pedirmos também que 2R < ¢ é mostrada no simples exemplo abaixo

Exemplo 2.2.12. Seja C = {(0,0,0),(1,1,1) € Z3} na métrica 2-Lee. Temos
do.ee(C) = V3 < q, mas as bolas de raio 1 centradas em palavras-codigo sao
disjuntas. Assim, C € perfeito com R =1, e 2R > q > dy 1..(C). O reticulado
q-drio associado, As(C), claramente ndo é um ladrilhamento de Z" com R = 1.
Por exemplo, o vetor (1,0,0) estd a distancia R = 1 dos elementos (0,0,0) e

(2,0,0), ambos em A4(C).

Observagao 2.2.13. Na métrica de Lee, dy..(C) > 2R, assim, a condi¢ao
da Proposi¢io 2.2.11 reduz-se a dy re(C) < q. Uma maneira de simplificar as

hipoteses € pedirmos apenas que 2R + 1 > q.

Neste capitulo, estamos interessados no estudo de cédigos perfeitos com distancia

minima menor que ¢, aos quais estao associados ladrilhamentos de Z".

Seja pip(n, R) o nimero de pontos inteiros na bola da distancia l,, com raio R,
isto é

pp(n, R) = Z"([{m € R" : d,(a,0) < R}.
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Para p =1 [GWT0] e p = 00, pu,(n, R) possui formas fechadas:

=52 2(7) (%) 29)
e foo(n, R) = (2R + 1)™. (2.10)

Se C é um codigo com raio de empacotamento R, vale o seguinte Limitante

do Empacotamento Esférico (e.g., [Etz11, Teo. 1]):
Clup(n, R) < g

A equacao acima vale de maneira bastante geral, para qualquer métrica invariante

por translacao e vem do fato de que

U Byiee(®@ R) C 22 (2.11)

zecC
Cédigos para os quais vale a igualdade no Limitante do Empacotamento Esférico

sao perfeitos.

Nos casos restantes da Conjectura de Golomb-Welch, isto é, quando R = 1
ou n = 2 ¢é facil exibir cédigos perfeitos na métrica de Lee [GWT70]. Para n = 2,

considere o alfabeto ¢ = R* + (R + 1)®. A construcido A do cédigo g-ario
C={(,2R+1)j):j=0,1....q—1} CZ]

é um codigo perfeito em Z?* com raio R. Para R =1 e n > 2, tome
C = {(61,62,...,En) : Zici = 0 mod q} /S
i=1

O reticulado A4(C) é um cédigo perfeito na métrica de Lee em Z" com raio 1.

De fato, A4(C) também ¢é perfeito na norma ,,.
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Proposicao 2.2.14. [JCC13] Ezistem cddigos perfeitos em Z" na distancia [,

1 <p<oo, comraio R=1.

Demonstracao. O caso p = 1 é um resultado classico e encontra-se provado em
[GW70, Thm. 3] que os cédigos exibidos acima sao perfeitos. Para 1 < p < oo a
equagao |r1|?+ ...+ |z,[P < 1 tem exatamente 2n + 1 solugoes inteiras. Portanto
pp(n, 1) =2n+1 = py(n, 1). Como existe um cédigo perfeito na métrica [y, entao
esse codigo também é perfeito na métrica p-Lee, < p < oo, pois |Clu,y(n,1) =

Clua(n, 1) = ¢". O

Corolério 2.2.15. Para 1 < p < oo, ewistem cddigos perfeitos em Zsy, | na

métrica p-Lee para R = 1.

Os valores de ¢ para os quais existem cddigos perfeitos em Z; na métrica

oo-Lee podem ser completamente caracterizados através da seguinte proposicao.

Proposicao 2.2.16. [JCC13] Existem cddigos perfeitos nao triviais em Z, na
métrica co-Lee se, e somente se, ¢ = bm, com b > 1 um inteiro impar e m > 1

um inteiro.

Demonstragao. Um cédigo C C Z;; com raio de empacotamento R ¢ perfeito na

métrica oco-Lee se, e somente se

ICI(2R +1)" = ¢". (2.12)

(i) Condigao necesséria: De acordo com a equagao acima, se existe um codigo

5 Rq+ 1) . Portanto, 2R + 1 deve dividir ¢q. Ex-

cluindo os cédigos triviais, ¢ deve ter um fator impar maior que 1, mos-

perfeito C, entao |C| = <

trando que ¢ = 2% é impossivel. Se ¢ é primo, como (2R + 1)|q, segue que
2R+ 1 = ¢, o que nos da um codigo trivial. Isso mostra que ¢ nao pode
ser primo nem uma poténcia de 2, e portanto deve ser da forma dada pela

proposicao.
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(ii) Condigao suficiente: seja ¢ = bm com b > 1 um inteiro impar e m > 1 um

inteiro. Tomando o cédigo C gerado pelos vetores

{(6.0.....0).(0.5,....0)....(0,...,0.B)} c z

temos |C| = m™. De fato, se t € Z, e t = am +7 com 0 < T < m entao
£(0,...,b,...,0) = 7(0,...,b,...,0). Para este cédigo, R = (b — 1)/2.
Como fi(n, R) = (2R 4+ 1)" = b", segue que |C|uso(n, R) = m"b" = ¢",

1 < |C| < ¢" e esse cédigo é perfeito e nao trivial.
]

Na proposicao anterior mostramos cdédigos na métrica oo-Lee que sao produ-
tos cartesianos. O proximo exemplo nos mostra que existem outras familias de

cddigos perfeitos em tais métricas.

Exemplo 2.2.17. Seja g = p*, onde p é um primo maior que 2. O grupo ZZQ tem
p* elementos e possui subgrupos ndo triviais de ordem p, p* e p*. Da igualdade
ICI2R + 1)* = p*, uma condicio necessdria para obter um cédigo perfeito é
IC| = p®. Os cddigos C = ((1,pa)), a #0, satisfazem |C| = p* e sio perfeitos. A
Figura 2.2.17 mostra o cédigo C = ((1,7)) C Z,.

Figura 2.5: Coédigos perfeitos nao cartesianos na métrica co-Lee

Observagao 2.2.18. Se ¢ = 2° para algum a € N, entdo nao existem codigos
C C Z; nao triviais na métrica p-Lee para 1 < p < oo. De fato, para cada 1 <

p < 0o e raio de empacotamento R, ji,(n, R) € impar, assim |C|p,(n, R) # 2.
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Na Proposicao 2.2.15, mostramos que os c6digos perfeitos exibidos em [GW70)]
sao também perfeitos na métrica p-Lee para p < oo com 0s mesmo parameétros,
n>2e R=1. Paran > 2 sabemos que é conjecturado que estes sao os Unicos
parametros possiveis para que existam cédigos perfeitos. A seguir, mostramos

que isso nao ¢ necessariamente verdade para as métricas p-Lee.

Proposigao 2.2.19. Seja C C Z;; um cddigo perfeito na métrica oo-Lee com raio
In(n)

de empacotamento R. Se p > —————
P p In (1 + %)

, entao C € também perfeito na métrica

p-Lee com raio R, = Rn'/?

Demonstracao. Se C é perfeito na métrica p-Lee, entao para algum valor de p,

existe um raio de empacotamento R, (R} inteiro) tal que
Boo,Lee(Ua R) C Bp,Lee(Ua Rp) - Boo,Lee(Ua R + 1) (213>

Para a primeira inclusao note que das desigualdades de normas [, no R", temos
pLee < 7”L1/”||:BHOQ,Lee < Rn'/?. Portanto Rn'/? < R,. Da segunda inclusao

R, <R+1.

[k

)
T
\—

Figura 2.6: Be 1e¢(0,2) C By ree(0, Ry) C By ree(0,3) C Boo Lee(0, 3)

Como R} deve ser inteiro, Rn'/? = R, < R+ 1. Agora, Rn*? < R+1 se, e

1 1 1
somente se, ntr < 14—, isto é, p > Lml n(n)1 7

R In (14 %) In(1+ 1)
as bolas de raio Rn'/? centradas em palavras de C sdo disjuntas e cobrem Zy, o

. Portanto, para p >

que significa que este codigo é perfeito. O

Corolario 2.2.20. Para qualquer R > 0 e p suficientemente grande, existem
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codigos perfeitos em Z" na norma l, com raio de empacotamento maior ou igual

a R.

Exemplo 2.2.21. Considere o cédigo C = ((5,0),(0,5)) C Zi5. Esse cédigo é
perfeito na métrica oo-Lee e para p > 2 ele também é perfeito na metrica p-Lee.

Note que C ndo € perfeito na métrica 1-Lee.

EEnEnE I\

—< P =] —

EERaRa B

Figura 2.7: Um cédigo perfeito na métrica p-Lee, 2 < p < oc. A direita, p=2e¢
a esquerda, p = 4.

Exemplo 2.2.22. Seja ¢ = 10. Da Proposicao 2.2.16, o codigo
C = <(§’6, 6) ,(6’6,... ,5)> /s

¢ perfeito na métrica co-Lee, com raio 2. Da Proposicao 2.2.19, para qualquer n o

In(n)  In(n)

codigo C € perfeito na métrica p-Lee para todo p > = . A tabela
90 € Cpert preed P2+ L) 0405
, , In(n)
abaizo mostra alguns valores de n e o menor p que satisfaz p > ———v =
In (1 + 5)
In(n)
0.405°

n || 10 | 25 | 50 | 100 | 250 | 500 | 1000 | 5000 | 10000
pl 6|8 10| 12 | 14 | 16 18 22 23

Tabela 2.1: Menores valores de p tais que a Proposicao 2.2.19 garante que hé
codigos perfeitos na métrica p-Lee em Z7,
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Do que vimos até agora, para n fixo e R fixo, podemos crescer o valor de p de
modo a obtermos um ladrilhamento de Z" na norma [,,. Mostraremos agora que,
para n fixo e p fixo, existe um certo raio limite R tal que nao ha nenhum ladri-
lhamento de Z" na norma [, com raio maior que R. A técnica para demonstrar
isso ¢ via associacao de ladrilhamentos com os chamados poliominds, proposta
por Golomb e Welch em [GW70, Teo. 7] e recentemente revisitada por Grosek e
Horak em [HG14, Teo. 7|.

Seja B,(R) C R™ a bola de raio R na distancia [, centrada na origem, isto é
B,(R) ={x € R" : dy(x,0) < R}.

A unido de cubos de raio 1/2 centrados em pontos inteiros B,(R) é denotada por
L,(n,R) e é chamada de um poliomind. Claramente, um ladrilhamento de Z"
através do reticulado A induz um ladrilhamento de R"™ por poliominds, tomando

alguns cuidados com os bordos. Abaixo estao ilustrados alguns poliominds em

R?.

Figura 2.8: A esquerda, o poliminé L1(2,5) e a direita Ly(2,5).
A conjectura de Golomb-Welch pode ser re-escrita como: paran >2e R > 1,
translagoes do poliominé L (n, R) nao ladrilham R".

Proposigao 2.2.23. [JCC13] Sejan > 2 e 1 < p < oco. Euziste R,,, > 0 tal que

para R > R,, ndo hd cddigos perfeitos lineares A C Z" com raio R.
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Demonstrag¢ao. Suponhamos, por absurdo, que existe um cédigo perfeito com raio

R. O volume do poliominé L,(n, R) é igual a p,(n, R) e as cépias de L,(n, R) por

pontos de A ladrilham R". Por outro lado, o raio de empacotamento do reticulado

A na norma [, é certamente maior ou igual a R e portanto possui densidade:
vol(B,(R)) vol(B,(R))

O oLy )~ myn.R) (2.14)

Sabemos que o lado direito da desigualdade acima tende a det Z" = 1 quando R
tende a infinito (Proposigao 1.1.4 modificada para a norma [,). Mas também sabe-
mos que a densidade de empacotamento de qualquer reticulado em R™ na norma
l, ¢ limitada superiormente por algum a < 1. Assim, para R suficientemente
grande, construimos um empacotamento que ultrapassa a melhor densidade de
empacotamento em R", o que é um absurdo. Portanto, deve existir um raio limite

anp, tal que nao héa cédigos perfeitos para R > anp. O

2.3 Referéncias Futuras

A despeito de distintas nomenclaturas, a métrica p-Lee aparece naturalmente na
literatura associada a reticulados. Um limitante do tipo Gilbert-Varshamov para
c6digos na métrica p-Lee é exibido em [RS87], a partir do qual pode-se demonstrar
a existéncia de reticulados g-drios com boa densidade de empacotamento (com
respeito a norma [,). Duas referéncias mais recentes sao [FSK13] e [SB13]. Em
[FSK13], no contexto de codificagdo de rede na camada fisica, é definido o “peso
euclidiano” de uma palavra-cédigo ¢, que é precisamente a raiz da distancia 2-
Lee aqui discutida. Em [SB13] é exibida uma construcao de cédigos esféricos
com boas taxas, utilizandos c6digos em Z; munidos da “distancia Euclidiana”.
A menos de rotulamento, a distancia considerada em [SB13] é precisamente a
distancia 2-Lee estudada neste capitulo. Como apontado pelos autores, cédigos
perfeitos na métrica 2-Lee podem ser utilizados como base para a construgao

de bons cédigos esféricos, o que provém uma outra motivacao para o estudo de
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cédigos perfeitos nas métricas p-Lee. Infelizmente na métrica 2-Lee os poliominds
parecem possuir forma mais proibitiva a codigos perfeitos que na métrica de Lee,

como ilustrado na Figura 2.8.



CaAPIiTULO 3

Projecoes de Reticulados

“E uma complicagdo quando se tem de explicar que na

maneira de perguntar jd se escolhe o tipo de resposta.”

- Joao Ubaldo Ribeiro, Viva o Povo Brasileiro

Este capitulo é devotado ao estudo de projecoes de reticulados ao longo
de subespacos vetoriais do R". Como visto na Secao 1.3, muitos reticulados
notaveis sao naturalmente caracterizados através de projecoes e intersecgoes com
subespacos. Ademais, projecoes estao fortemente presentes na literatura dos reti-
culados perfeitos [Mar03] e dos laminados [CS98, Cap. 6]. Estamos interessados
aqui no caso em que a projecao de um reticulado ao longo de um subespago produz

um outro reticulado, de dimensao menor, com boa densidade de empacotamento.

Além do interesse puramente tedrico, a principal motivacao para o estudo
mais recente de projecoes do reticulado cibico Z™ deve-se a sua aplicagao na cons-
trucao de cddigos analdgicos (trataremos mais detalhadamente de tal aplicacao
nos capitulos 4 e 5). Em [VCO03], é mostrado que projegoes de Z" ao longo
de um vetor primitivo v € Z" podem ser utilizadas para o desenvolvimento de
tais cédigos. A figura de mérito nesse caso é a densidade de empacotamento;
projecoes com boa densidade implicam bons cédigos. Surge entao a seguinte per-
gunta: qual a melhor densidade atingivel por uma projecao de Z™" ao longo de um
vetor v € Z"? Resultados parciais em dimensoes baixas acerca de boas projecoes
de Z" (n = 2,3, e 4) podem ser encontrados em [Str07], [SVCO09], [SVC10]. Uma

resposta definitiva & pergunta acima é dada, finalmente, em [SVC11]: qualquer

55
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reticulado de dimensao (n— 1) pode ser aproximado, a menos de equivaléncia, por
projecoes de Z". Como consequéncia, projecoes do reticulado ciibico podem atin-
gir, essencialmente, a melhor densidade de empacotamento de reticulados (n —1)

dimensionais.

Na Segao 3.2 descrevemos esses resultados sobre projecoes de Z". Uma des-
vantagem do método em [SVC11] é a de que, para conseguir boas aproximagoes, é
necessario crescer significativamente a norma do vetor ao longo do qual estamos
projetando (o que dificulta, por exemplo, a decodificacao de tais reticulados).
Através de uma andlise de convergeéncia cuidadosa, mostramos que é possivel
construir sequéncias quadraticamente melhores que aquelas em [SVC11] e exibi-

mos construgoes explicitas para algumas das principais familias de reticulados (a

saber, D,,, Dr  F;, Eg).

Na Secao 3.3, tratamos do estudo geral de projecoes de um reticulado qual-
quer pré-fixado, exibindo um dos principais resultados desta tese, que generaliza
[SVC11]. Apesar da construcao que mostraremos na Secao 3.3 ser mais geral
do que a exibida na Secao 3.2, decidimos por organizar o texto desta forma,
de modo a seguir o curso historico da teoria. Além disso, como dito anterior-
mente, projecoes de Z" sao particularmente interessantes por suas aplicacoes em

codificagao continua, e serao utilizadas diretamente nos capitulos 4 e 5.

Na Secao 3.4 discutimos algumas possiveis extensoes dos resultados anteriores,

incluindo o estudo de projecoes de empacotamentos periodicos.

Os resultados contidos aqui podem ser encontrados em [CS13] e [CSC13], e
foram parcialmente apresentados no Workshop on Algebraic Coding Theory, Lau-
sanne, Sui¢a (2011) e no Congresso Nacional de Matemdtica Aplicada e Compu-

tacional, Aguas de Linddia, Sao Paulo (2012).
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3.1 Resultados Preliminares

Seja V uma matriz de ordem k X n, k < n, de posto completo. Denotamos por
spa]n(V)l o complemento ortogonal do espaco vetorial gerado pelas linhas de V,

isto é:
span(V)* = {x € R": (x,y) = 0, para todo y € span(V)}.

Qualquer vetor x € R" pode ser decomposto de maneira tnica como x = v +

vt onde v € span(V) e v € span(V)*. Dado £ € R", definimos a projecdo

ortogonal de x em span(V)* como P,.(x) = v. Pode-se mostrar (ver e.g.

[Mey00, pp. 430]) que Py.(x) = P, onde
P=(I-V{vVvH=tv).

Chamamos P de projetor (ou matriz de projedo) ortogonal em span(V)*. Por
abuso de notacdo quando V é um vetor-linha v, denotamos span(V)* por v*.

Seja A = A(B) C R" um reticulado de posto completo. A projecao de A em
span(V)* é dada por

Pyi(A)={xP:x €A} ={uBP:ucZ"}. (3.1)

Observagao 3.1.1. Por simplificacdo, consideraremos apenas projecoes de reti-

culados de posto completo.

Em principio, a projecao de um reticulado ao longo de um subespaco vetorial

pode nao ser um conjunto discreto em R", como nos mostra o exemplo abaixo.

Exemplo 3.1.2. Seja A = Z* e v = (1, \/5) O projetor ortogonal ao longo de

v € dado por
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Aplicando a transformagao ortogonal definida pela matriz

21
@ 1 2

no conjunto proje¢ao (3.1), obtemos

PvL(ZZ)Q:{:1/;PQ::I:EZ2 \/_:Cl—i—a:Q, 0): xl,xQEZ}.

E um interessante exercicio de combinatoria utilizar o principio da casa dos pom-
bos para provar que, para qualquer a € R ee > 0, existe um elemento do conjunto
arbitrariamente prézimo de (a,0). Temos, assim, que o conjunto proje¢ao nao €

discreto.

Levando em consideragao o exemplo acima e a caracterizagao 1.1.1, vemos
que Py 1 (A) nem sempre é um reticulado. Isso pode parecer estranho & primeira
vista, j4 que a Equac@o (3.1) parece prover-nos um conjunto de vetores cujas
combinagoes inteiras geram Py 1 (A) (ou seja, uma matriz geradora). Entretanto,
como a matriz BP pode nao ter posto completo, tal conjunto é nao necessaria-
mente uma base e, mais do que isso, pode nao ser possivel extrair uma base para

Py (A) a partir das linhas de BP.

Para caracterizar conjuntos de vetores para os quais Py (A) é um reticulado,

temos a seguinte proposicao:

Proposicao 3.1.3. Seja V uma matriz de ordem k x n cujas linhas formam
um conjunto primitivo de vetores de um reticulado A C R"™. Valem as sequintes

propriedades

(i) O congunto Py (A) é um reticulado.

(ii) O discriminante de Py (A) € dado por
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det A

det PVL(A) = W

(3.2)

Demonstracao. (i) Para mostrar que Py1(A) é um reticulado, basta encontrar um
conjunto linearmente independente de vetores cujas combinacoes lineares geram
Py (A) (isto é, uma matriz geradora). Como as linhas de V' sdo um conjunto

primitivo, existe uma matriz V' de ordem (n — k) x n e posto completo tal que

v

%

V= (3.3)
¢ uma matriz geradora de A e qualquer elemento & € A pode ser escrito como

x =uV, u € Z™. Projetando & € A em span(V)*, temos:

zP=uVP=u o
VP

Assim, as linhas de V P formam um conjunto cujas combinacdes inteiras geram
Pyi(A). Basta mostrar agora que VP tem posto completo. Com efeito, se
xVP = 0, entdo £V € span(V) e, portanto, £V = yV. Entretanto como V6

uma matriz geradora de A, suas linhas sao LI, o que implica que * = y = 0, ou

seja, o nucleo da matriz V P possui dimensao nula, concluindo a demonstracao.

(ii) Da demonstracao de (i), segue que VP é uma matriz geradora para V.

Assim:

o vV vV @ L _
detA=detVVi=det [ | Qdet(vVV)det(VV' — VVI(VVH VT
vVt VTV

O Qet (VV) det(VPV') = det(VV) det Pyi (A),

onde a igualdade (a) segue do célculo do determinante por blocos e a igualdade

(b) segue do fato de que o projetor satisfaz P = P! = P2, O]
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Através de elementos de dualidade, podemos conectar projecoes de reticulados

e interseccoes com hiperplanos. A conexao é feita a partir da seguinte proposicao:

Proposigao 3.1.4 ([Mar03]). Se V' é uma matriz de ordem k X n cugas linhas
formam um conjunto primitivo de vetores de um reticulado de posto completo
A C R", entao:

Py (A)* = A*Nspan(V)* .

Demonstracio. Seja P um projetor em span(V)*. Vamos demonstrar primeiro
a inclusdo Py (A)* € A* Nspan(V)*. Considere & € Py1(A)*. Para qualquer
u € A, temos uP =y € Py (A), e portanto (uP, ) € Z. Mas como P ¢é uma

matriz simétrica e x € V=
(uP,x) = (u,zP) = (u,x) € Z,

mostrando que & € A* Nspan(V)*. Consideremos agora a inclusdo contraria. Se
x € A*Nspan(V)*, entdo ¢ € V* e (x,u) € Z para qualquer u € A. De maneira
similar ao primeiro caso, temos (x,uP) = (xP,u) = (x,u) € 7Z, e assim para

qualquer y = uP € Py (A), (x,y) € Z, ou seja, € Py (A)". O

Exemplo 3.1.5. Como visto em 1.3, o reticulado A, € definido como Z" Ne?,

onde e = (1,...,1). Seque imediatamente do teorema acima e da auto-dualidade

do reticulado Z"* que P, (Z") = Az,

Uma consequéncia das proposicoes 3.1.3 e 3.1.4 é a chamada Desigualdade de

Mordell .

Teorema 3.1.6 (Desigualdade de Mordell, [CS98, p.167]). Seja 6, a maior den-

sidade de centro possivel entre todos os reticulados de dimensao n. Temos entdo

1 — n
Op1 > 55;" 2/n,
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Demonstracao. Seja A C R"™ um reticulado de dimensao n com densidade maxima
e determinante igual a 1. Considere um vetor de norma minima v € A*, v # 0.
Utilizando as férmulas da densidade de centro (1.8) e da norma minima de um
reticulado (1.5):

1yn—-1 n—1 n—1
S(ANvt) = AMANvT) S A(A) () A(A)

S h/det (Anwt) T2t /det (ANwt) 20y /det(Pyr (AY))

) A(A)"! (;) A(A)"2 _ 157(;1_2)/71

o an—L\(A¥) = 2n-1 9

I

onde: (a) segue da Proposigao 3.1.4, (b) segue da Proposi¢ao 3.1.3 e (¢) é uma
consequéncia de A;(A*) < A (A), o que, por sua vez, segue da otimalidade da

densidade de A. O

Uma consequéncia da desigualdade é que a otimalidade da densidade dos reti-

culados D, e Eg segue imediatamente da otimalidade de D3 e F;, respectivamente.

A demonstracao da Desigualdade de Mordell 3.1.6 nos diz que é possivel ob-
ter reticulados de dimensao (n — 1) com boa densidade a partir de projecoes de
reticulados de dimensao n com boa densidade. Entretanto, nao sabemos a priori
qual o reticulado de dimensao n mais denso. Gostariamos, portanto, de caracteri-
zar quais as melhores densidades de projecao de algum reticulado A C R" fizado
previamente. O reticulado mais simples é provavelmente A = Z" | e este serd o

tema da préxima secao.

3.2 Projecoes do Reticulado Ciibico

Como vimos anteriormente, o reticulado A; pode ser definido como a projegao de
Z"** no hiperplano (1,...,1)*. No caso n = 2, temos que Ay ~ A}, e portanto
a melhor densidade de empacotamento no plano pode ser atingida através de
projecoes de Z3. O préximo passo natural seria considerarmos projecoes de Z*

cuja densidade seja igual a do reticulado Ds. Este problema sé faz sentido a
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menos de equivaléncia ja que, como vimos no Capitulo 1, reticulados equivalentes
possuem mesma densidade. Tais equivaléncias, entretanto, introduzem graus de
liberdade, o que torna o problema mais complexo. Precisamos entao considerar
sequéncias de projecoes que aprorimam o reticulado de melhor densidade. De
fato, os resultados apresentados aqui sao mais gerais: mostraremos como construir

sequéncias de projecoes que aproximam qualquer reticulado.

Para enunciar formalmente os resultados, necessitamos de uma nocao de pro-
ximidade entre dois reticulados. Seja ||.|| alguma norma de matrizes. Usualmente
na literatura (e.g. [GL87]), diz-se que um reticulado A; estd na e-vizinhanga de
Ay = Ay(B3) (com respeito a matriz geradora Bs) se existe By tal que Ay = Ay (By)
e ||By — Ba|| < e. Com essa nogao de vizinhanga, pode-se definir uma topologia
no espago de reticulados, conjuntos compactos e uma gama de outras proprieda-

des que fogem ao escopo deste trabalho.

Aqui utilizaremos uma nogao um pouco diferente, que nao distingue reticula-
dos equivalentes conforme a proximidade. Dizemos que A; estd na e-vizinhanga
de Ay (com respeito a matriz de Gram A; para A;) se existe matriz Gram A,

para Ay tal que ||A; — Asf| <e.

Para convergéncia de sequéncias de reticulados, gostariamos de uma nocao que
também nao distinguisse mudanca de escala. Assim, dizemos que uma sequéncia
de reticulados A,,,w = 1,2, ... converge para A, a menos de equivaléncia, se, para
qualquer £ > 0, existe wq tal que, para w > wy, c,A, estd na e vizinhanca de
A para algum fator de escala ¢, (possivelmente dependendo de w). Daqui para
frente, a notacao A, — A serd usada para indicar que uma sequéncia de reticula-
dos A, converge para A, a menos de equivaléncia. Esta claro que a convergéncia
nao depende da matriz de Gram escolhida para A. Por simplificacao, utilizaremos

a norma de matrizes definida por || Al = max |A;|, salvo explicitado o contrario.
Z7]

Observacao 3.2.1. Como a densidade € uma funcao continua das entradas da
matriz de Gram (ver e.g. [SVC11]), se Ay, — A, entdo a sequéncia de densidades
dw = 0(Ay) converge para 0(A).
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Observagao 3.2.2. Se A, — A, entao A}, — A*. Com efeito, seja A, uma
sequéncia de matrizes de Gram para A, tal que ¢, A, — A. Como A, € definida-
positiva, temos que a sua inversa existe, e vale que (1/cw)A;1 — A7 ou seja,

A — A

Descrevemos a seguir Construgao Lifting de [SVC10, SVC11]. O objetivo
dessa construcao ¢ exibir sequéncias de reticulados projecao de Z™ que convergem,

a menos de equivaléncia, para qualquer reticulado de posto (n — 1) dado.

3.2.1 A Construgao Lifting

Seja o vetor primitivo v = (1,v1,...,v,-1) € Z". Uma matriz geradora para
v NZ" = Py (Z™)* é dada por M = (=o' I), onde © = (v1,...,v,_1) e [ é a

matriz identidade de ordem (n — 1) x (n — 1).

Considere agora um reticulado A de posto (n — 1) e seja A* uma matriz
de Gram para A*. Podemos sempre encontrar L* triangular inferior tal que
A* = L*L** (por exemplo, utilizando a fatoracao de Cholesky). Seja L* = (L* 0),
onde a matriz de 0 possui ordem (n—1) x 1. Construimos a sequéncia de matrizes
L) =—|wL*|+(01I)

—|wL, | 1 0 0
—|wL, | —|wLi,] 1 0 (3.4)

- LWLfn—l)JJ - LwL?n—l),QJ cee T Lsz(n—l),(n—l)J 1
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e consideramos a sequéncia de reticulados A} = A(L})). A matriz

1 0 . 0
- UULZanl),QJ cee T LwL?nfl),(nfl)J 1

composta pelas ultimas (n — 1) colunas de L, possui entradas inteiras e determi-
nante 1. Desta maneira, o reticulado A* é também gerado pela matriz H,'L% .
Mas H,'L% é da forma (—' I) para algum 9, e portanto corresponde & inter-
seccio de Z" com algum hiperplano v*. Assim, A(L%) = P,.(Z")*, para algum

v € Z". Por outro lado, temos
(1/w*) L L — L*L*,

o que mostra que A; — A*. Por conta da Observacao 3.2.2, temos que A,, — A.

Provamos assim o seguinte:

Teorema 3.2.3 ([SVC11]). Seja A um reticulado de posto (n — 1). Existe uma
sequéncia de vetores v, € Z" tal que P, (Z") — A, quando w — oo. Em outras
palavras, a sequéncia de projecoes de Z' nos hiperplanos vi converge, a Menos

de equivaléncia, para A.

Exemplo 3.2.4. Seja A = D3 o reticulado cibico de face centrada. Uma matriz

geradora triangular inferior para D3 é

1 0 0
I'=]1 0o 1 0
1/2 1/2 1/2

. . . . —% , . .
Por simplificacdao, consideraremos L* = 2L, isto €, considerarmos uma matriz
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geradora para o reticulado escalado 2D3. Da Construcao Lifting, temos

—2w 1 0 O 1 0O O
L = 0 —2w 1 0| eHy,=]| —20 1 0
—w —w —w 1 —w —w 1

Aplicando H, 'L}

*, obtemos v, = (1,2w, 4w? 4w* + 2w? + w). A medida que

w cresce (ou ||vyl|y, cresce), temos que P,i(Z") aprozima-se de um reticulado
equivalente a Ds. Na Figura 3.1, eribimos a densidade de P,i(Z") em fungdo
da norma do vetor projecao. Vemos que para obter boas densidades necessitamos

crescer significativamente a norma de ||V, .
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Figura 3.1: Densidade de centro de P, (Z") em funcao da norma do vetor
projecao. No topo, temos d(D3) ~ 0.1767.

Em [VCO03] e [Str07, Capitulo 2], é mostrado um algoritmo para a decodi-
ficacao em reticulados projecao de Z". Ambos os algoritmos sao eficientes quando
o vetor v possui norma pequena. De fato, em [VCO03] é mostrado que podemos
decodificar em P,(Z") utilizando ©(||v||;) operagoes. Portanto, um parametro
bastante relevante a se considerar nas sequéncias de projecao produzidas pela
Construgao Lifting é a norma do vetor projegao. A andlise de convergéncia feita

a seguir levard em consideragao esta relacao entre a norma de v e proximidade

entre P, (Z") e A.



66 Projecoes de Reticulados

3.2.2 Analise de Convergéncia

Consideremos a sequéncia v,, do Exemplo 3.2.4. O quarto vetor desta sequéncia,
vy = (1,8,64,292), produz um reticulado projecio de Z* cuja densidade de centro
¢ 0.164452. Fazendo uma busca exaustiva por todos os vetores de norma até 292,
vemos que é possivel encontrar muitos vetores de menor norma cujo reticulado
projecao possui densidade melhor que ij (Z"), como exemplificado na Tabela

3.1.

Vetor Projecao v || Densidade de Centro | Norma Minima | ||v]|
(1,29,37,268) 0.17351 0.172147 268
(1,56, 185,196) 0.16502 0.168637 196
(1,121,163, 187) 0.17059 0.170362 187
(1,33,80,265) 0.16473 0.16783 265
(1,98, 125,230) 0.16803 0.168793 230
(1,107,141, 222) 0.16670 0.167472 222
(1,42,181,215) 0.16642 0.167331 215
(1,8,110,265) 0.16572 0.166535 265
(1,12, 84,282) 0.16420 0.164612 282
(1,91, 153,236) 0.16619 0.165065 236
(1,119,152, 224) 0.16556 0.16484 224
(1,88, 121, 256) 0.16497 0.164493 256
(1,8,64,292) 0.16445 0.163858 292

Tabela 3.1: Reticulados P, (Z") densos, para 187 < ||v|| < 292.

Vemos assim que existe bastante espaco para melhorar as sequéncias da Cons-
trucao Lifting. No que segue, proporemos uma modificagao da construcao que
nos de graus de liberdade a serem convenientemente escolhidos de modo a obter

uma convergeéncia acelerada.

Seja A um reticulado de posto (n— 1) cujo dual possui matriz geradora inteira
L*. Consideremos L* = (L* 0), onde a matriz de zeros 0 possui ordem (n—1) x 1.

Seja P uma matriz com entradas inteiras e ordem (n — 1) X n, a qual chamaremos
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matriz de perturbacao. Consideramos as sequéncias de matrizes

L) =wL"+ P,
e a sequéncia de reticulados A} = A(L}). As matrizes de Gram de A(L])) cor-
respondentes sao
Af = w?A* +w(L*P' + PL*) + PP" = w? A* + wQ; + Qo, (3.5)

Segue que (1/w?)Af — A* quando w — oo. Como vimos anteriormente, se
escolhermos P = (0 I), cada elemento A} corresponde a intersec¢ao de Z" com
vt para algum vetor v. Considere H,, = (L},)(1,..n—1),(2,..,n) & matriz construida,
pelas (n — 1) ultimas colunas de L. O seguinte lema generaliza o resultado 3.2.3

para qualquer matriz de perturbacao P.

Lema 3.2.5 ([CS13]). Sejam L e H, as matrizes definidas acima. Se H, €
unimodular para qualquer w € N entdo os reticulados A, duais de A(L}), sao

projecoes de 7.

Demonstra¢ao. Como H,, é unimodular, a sua inversa também ¢é, e portanto A},
é também gerado por H,, 'L} . Por outro lado, H, 'L’ = (!, I), e pelos mesmos
argumentos da Secdo 3.2.1, A = Z"Nwv;, onde v,, = (1 —",). Pela Proposicio

3.1.4, temos que A, = P, (Z"). ]

A matriz de perturbacao P nos dard o grau de liberdade desejado para en-
contrarmos boas sequéncias de projegoes. Claramente se P = (0 I), H,, sera
unimodular. Entretanto, hé diversas outras matrizes que satisfazem a condicao
dada pelo Lema 3.2.5. Por exemplo, a condigao é trivialmente satisfeita por qual-
quer P cujas ultimas (n — 1) colunas formam uma matriz triangular inferior com

diagonal unitaria.

Procedemos agora com a andlise de convergéncia das sequéncias 3.2.2. Para

tal, iremos analisar
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(i) A distancia entre as matrizes de Gram de A, ¢ de A, em funcdo de w.

(ii) A norma do vetor proje¢ao v,,, em func¢ao de w.

Para o item (i), notemos primeiramente que a ordem de convergéncia da sequéncia

o)

Entretanto, estamos interessados na sequéncia de matrizes de gram A,,, asso-

de duais de projecoes A é dada por

A" = (1/w?) A,

_’Ql QO

ciada aos reticulados projecao A,. Para analisar esta sequéncia, precisamos do

lema:

Lema 3.2.6 ([CS13]). Seja A} a matriz de Gram de A}, dada pela Equagao (3.5).
Ezxiste w, tal que, para w > w,, os reticulados projecao N\, possuem matriz de

Gram

1=3 (Acva-an) A (3:6)

Demonstragao. De acordo com a série de Neumman para matrizes [Mey00, Ch.
3, Eq. (3.8.5)], se M e N sao matrizes quadradas de mesmas dimensdes tais que

N1 existe e lim (N"'M)* = 0,,,,,, entéo

w—r00
(M+N)"=> (-N"'B)"N".
w=0
Aplicando este resultado para N = w?A* (cuja inversa é (1/w?A)) e M = wQ, +
Qo, temos que, se

lim H (w*A") N (wQy + Qo))kH =0, entao

k—o0 0o
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00 k
Au = ()7 = A7 4 0@+ Q) = (5 (o - Q) 2 ()

k=0
Provemos que para w suficientemente grande, o limite acima é sempre zero. Com
efeito, como todas as entradas de (wQ; + Qo) e de (w?*A*)™" possuem ordem
O(w) e O(w?), existe w, tal que, para w > w,, a matriz (w?*A*) " (wQ; + Qo)
esta arbitrariamente proxima da matriz nula. Assim, para qualquer £, podemos
escolher w tal que as entradas de ((w”A*)™"(w@Q; + Qo))k S20 menores que €, e

o resultado segue. O]

Como consequéncia do Lema 3.2.6, temos

14 - v Ay =

i (5 o - @@)kA

e cay o (1)

(3.8)

w? w

Assim, de uma maneira geral a proximidade entre as matrizes de Gram de A,, e de
A é O(1/w). Entretanto, se conseguirmos uma perturbagao P tal que ; = A"
(& AQ1A = aA), obtemos uma sequéncia cuja ordem de convergéncia é O(1/w?),

pois

(3.9)

w2  ws w? w w? w?

2 2
A_%JFAQOA:A(l_ a2> L 0’4 AQuA
w2 4

e portanto a distancia entre A,/ (1/w — 04/2w2)2 e A possui ordem O(1/w?).

Com relagao ao item (ii), notemos que v,, pode ser dado, a menos de sinal,
pelo produto vetorial generalizado (ver e.g. [Spi7l]) das linhas de L;. Com
efeito, seja (Ty); = (—1)"T" |(L%);|, onde | (L% );| denota o determinante da matriz
obtida excluindo-se a i-ésima coluna de L;,. De acordo com o Lema 3.2.5, o vetor

projegao v,, é dado por v,, = (1, —v,,), onde

Uy = (Lru)tl(Hw)_t = (L'Tu)?i = v,H, = — (vw)j(L* )t‘-
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Portanto

e = det (— (L) | (L | e | @i | oo | <L;:>n>
= det (=)L) | (Lo | oo | @i | o | (L3)0)

i
= (=1)" [Hul (vu)s-
—_—
onde (L?); significa a exclusdo da i-ésima coluna. Considerando esta caracte-
rizacdo, temos que cada entrada (vy);, ¢ = 1,...,n—1 é um polinémio cujo grau

é no maximo n — 1, e (vy), = |det (L2),| = | det (wL* + P),| = |w" det L* +
O(w™ M.

Pelas andlises de (i) e (ii), concluimos que de uma maneira geral a distancia

entre A, e A e a norma do vetor projecao satisfaz

4~ wan =0 (1) :o(H e U)

Entretanto, vimos também que sob certas condigoes entre as matrizes Q1 e A,

podemos acelerar esta convergéncia. Em suma, temos o seguinte:

Teorema 3.2.7. [CS13] Seja A}, a sequéncia de reticulados com matrizes gera-
doras (3.2.2) e considere H,, Qo e Q1 como definidos em (3.5). Suponha que as

condi¢oes abaixo sao satisfeitas
det(H,) =+1,Vw € N e (3.10)

Ja tal que Q1 = aA™, (3.11)

Temos entao que cada reticulado da sequéncia A, = (AL)* € projecio de 7" no

hiperplano ortogonal a um vetor v,, € Z" cuja norma satisfaz

|lvw|l, = [Vdet A ™t + O(w"?) (3.12)
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para w suficientemente grande. Além disso, existe ¢, € R tal que

1 1

o0

E fcil notar que utilizando a estrutura (3.2.2) nao é possivel conseguirmos
sequéncias com uma ordem de convergéncia melhor que O <||'vw||;o2/ Wﬁl)). Deste
modo, daqui para frente nos referiremos a tais sequéncias como dtimas, enten-
dendo que este termo refere-se apenas a projegoes com a estrutura (3.2.2). Exi-

biremos construgoes explicitas de sequéncias étimas de projecoes.

Observacao 3.2.8. Um exemplo de uma sequéncia de projecoes otima conver-
gindo para A = D3 pode ser encontrado em [SVC11, Secio 4], como uma cons-

trucao ad hoc. Veremos em breve que tal exemplo encaiza-se nas condicoes do

Teorema 3.2.7.

Observamos que quando nao ha matriz de perturbacao tal que Q1 = aA*, a
convergéncia da sequéncia de reticulados A,, é dominada pelo coeficiente A(Q); —
aA*)A (Equacgao (3.8)). Podemos, portanto, produzir boas sequéncias de projecao

através a solucao do problema de minimizacao
min ||A(L*P' + PL* — aA")A||

s. t. |detHy,|=1,VweN (3.14)
Pe an(n—f—l)
a €l

que é um problema nao linear com n® + n varidveis inteiras. A maior comple-
xidade do problema estd na restri¢ao |det H,| = 1. Portanto, algumas vezes é
interessante considerarmos solucoes sub-6timas. Uma possibilidade é escolhermos

uma matriz L* triangular inferior e considerarmos

min ||A(L*P' + PL* — aA")A||
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s. t. Pezth (3.15)
Pj=1ifj=i+1
P =0,if j >¢+1,
a€L
Neste caso, a restricao |H,| = 1 é trivialmente satisfeita. Se trabalharmos com

a norma de Frobenius dada por ||A|, = /tr(AA?), temos um problema de pro-

gramagao quadratica inteira (IQP).

3.2.3 Construgoes explicitas

No que segue, empregamos diferentes estratégias para gerar sequéncias 6timas/sub-
otimas de reticulados projecao, a depender da estrutura de cada reticulado A e
da factibilidade em encontrar solugoes inteiras satisfazendo as condigdes (3.10) e

(3.11), ou em resolver o problema nao-linear (3.15).

O reticulado aZ & bZ

Como exemplo inicial ilustrativo, seja o reticulado aZ @ bZ, com a e b inteiros
nao nulos tais que mdc(a, b) = 1. Como uma matriz geradora para um reticulado
equivalente ao seu dual, escolhemos L* = diag(a,b). Assim, dada um perturbacao

geral P, temos

aw + P, P, P,
L:; _ 11 12 13 (316)
P21 b’LU + P22 P23

Neste caso, a condi¢ao (3.11) é equivalente a:

a bP, ab
Py = 7,P21 = __a12 e Py = o (3.17)
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Como a e b nao possuem fatores comuns, a deve ser par (o = 23, para € Z)
e Py deve ser miltiplo de a (P = ka). Sob estas condigdes o determinante de
H, ¢é dado por

det(H,) = akPog — b P13 — bwPi3 (3.18)

e a condicao (3.10) sera satisfeita para todo d se, e somente se
P35 =0 and akP; = +1. (3.19)
Portanto, pelo teorema 3.2.7, para qualquer § a familia de vetores
v, = (1, —w — B, bw? + 208w + bB* + b)

estd associada a sequéncias de projegoes Otimas que convergem para Z & bZ.
Por outro lado, para a # 1 nao é possivel achar uma matriz de perturbacgao tal
que as condigoes de 3.2.7 sejam satisfeitas. Isso nos mostra que representagoes
equivalentes distintas de um mesmo reticulado podem ser mais convenientes ao

trabalharmos com sequéncias de projecao.

O reticulado D,, (n impar)

Como matriz geradora para um reticulado equivalente a D) escolhemos

20 -~ 00 0
02 -~ 000
L=
00 -~ 200
11 - 11 0]

Temos a seguinte proposicao

Proposicao 3.2.9. Seja n um nimero impar. FExiste uma sequéncia otima de

Zn+1

reticulados projecao de que converge para D,.
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Demonstracao. A demonstracao segue escolhendo uma matriz de perturbacao

conveniente. Neste caso, tome P tal que

(—1)i sej=n—iel <i<mn,
(—1)+t sej=n—i+2e2<i<n-—1,
Py = 1 se (i,j) e {ln—1,n+1),(n,n+1)} (3.20)
1 se (4,7) = (1,n)
0 caso contrario

\
Por multiplicacdo direta, mostra-se que Qo = L*P' + PL* = 0 e, através de
operagoes elementares na matriz H,, temos que det H, = 1 Vw se n for um
nimero par. Assim, ambas as condi¢oes do Teorema 3.2.7 sao satisfeitas e temos

uma sequencia otima de vetores. O

Observacao 3.2.10. Para n par, com um pouco de dlgebra, pode-se mostrar que
L*P' 4+ PL*" #0 edet H, = 1 +w, e assim as sequéncias obtidas ndo satifazem
as hipoteses do Teorema 3.2.7. De fato, para n = 4 e uma busca computacional
exaustiva por solucoes, € possivel provar que nao hda matriz de perturbacao que
satisfaza tais hipoteses. Assim, para encontrar boas sequéncias neste caso, seriam

necessdrias técnicas diferentes das apresentadas aqui.

Para n = 5, temos que a sequéncia de projecoes do Z° associada as matrizes

abaixo converge para o reticulado Ds, o mais denso em R®.

(3.21)

h
g %
Il
=}
|
—
[\
S
—_
]
_ = O O O
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quw? +2 —1 -1 0 2u°
—1  4wr+2 0 -1 2u?
Af = —1 0 4w? + 2 0 2w? ,
0 —1 0 4?4+ 3 2uw? +1
2w? 2w? 2w? 20t 4+1 sw?+1

1
0 0 0 1 =10 )
4w + 2w + 3w + 1
0 0 -1 0 1 0 ; ,
—4w° + 2w — 3w+ 1
P=| 0 1 0 =1 0 0| ev,= A
8w + 8uw? +w+1
-1 0 1 0 0 1
8w +8uw? —w+1
0 00 0 0 1
16w’ 4+ 20w® + 5w

Observacgao 3.2.11. Para n = 3 e uma mudanca de base conveniente, a per-

turbagdo dada por (3.21) € precisamente a mesma obtida como uma constru¢do

ad hoc em [SVC11, Sec. 4.

O reticulado D},

A familia de reticulados D), representa um caso em que é necessatrio tomar a # 0

na condigao (3.11). Seja a matriz geradora para (D3)* = D5 dada abaixo.

L = 1 -1 0 |1, (3.22)

Gostariamos de encontrar uma perturbagao P inteira de ordem 3 x 4 que satisfaga

as hipéteses do Teorema (3.2.7). A condigao (3.10) com o = 0 é equivalente as
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equagoes

Py =0, P19 = —2Ps3 + 2P3) — 2P33, Py = Po3 — Py + Pss, (3.23)
Poy = Po3 — P31 + Ps3, P13 = —2Py3 — 2P33, Py = Pss.

Além disso, vemos que o coeficiente de w? na expansao polinomial do determi-
nante de H, ¢é igual a P;4, e portanto temos que ter P4 = 0 para assegurar

(3.11). Sob estas condigoes, temos:

—2P23+2P31 —2P33 —2P23—2P33 0
Hy,=| —w+ Py3 — P31 + P33 Py Py |- (3.24)
w + Ps3 Py3 —w Py,

e claramente det H,, é par i.e., ndao hd como satisfazer a condigao (3.11). Entre-
tanto, seguindo uma mesma linha de argumentacao, encontramos facilmente a

perturbacgao que produz sequéncias 6timas

p=|l 0 -1 0 1 |. (3.25)
0 0 -1 —2

Estendendo esta construcao para qualquer n, temos a seguinte proposicao:

Proposicao 3.2.12. Eziste uma sequéncia dtima de reticulados projecdo de Z™*

ES
que converge para Dy .

Demonstracdao. Seja a matriz de perturbacao dada por

( In—1
(—1)@(” ) sej=n+lei>2

1—1
p;={ 1 se = J, . (3.26)
1 sei=1ej<n,
0 caso contrario.

Por multiplicacdo direta, vemos que G*P' + PG* = A* (a = 1) e através de
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operacoes elementares em H,, vemos que det H,, = (—1)"*!) o que demonstra a

proposicao. ]

Para n = 3, a sequéncia 6tima de projecoes associada aos vetores
v, = (1, =20’ + w+ 1, —2w” — 3w — 2, 20”4 3w® + 3w + 1)

converge para o reticulado ctibico de face centrada, de maior densidade de cober-

tura em R* [CS98].

O reticulado FEx

Para o reticulado Ejg, o mais denso em 8 dimensoes, o problema de encontrar uma
matriz de perturbagao associada a uma sequéncia étima possui 72 variaveis intei-
ras. Apds algumas simplificagoes, podemos reduzir este problema a 36 variaveis
inteiras e 7 restrigoes nao lineares. Para diminuir a complexidade computacional
do problema, trabalhamos com o IQP (3.15). Comparamos também diferentes re-
presentacgoes do reticulado Eg. Mostramos abaixo que mesmo solugoes associadas
a sequéncias sub-6timas podem nos prover grandes ganhos em termos da relacao

entre densidade de centro do reticulado produzido e a norma do vetor projecao.

A primeira representagao de A* = Eg utilizada é a matriz (1.15), para a qual
utilizamos a perturbacao P; abaixo. A segunda, é a representacao obtida apli-
cando a Constru¢ao A do Capitulo 2 ao cédigo de Hamming estendido H(8,4),
e neste caso utilizamos P, como matriz de perturbacao. Abaixo estao as res-
pectivas matrizes de perturbacao. Na Figura 3.2 um grafico com as diferentes
sequéncias geradas pelas perturbacoes P; e P,. As duas primeiras curvas, de
baixo para cima, foram otidas com a primeira representacao para Eg e matrizes
de perturbacao (0 I) (Construgao Lifting) e Py, respectivamente. As duas tltimas

curvas correspondem a segunda representacao de Eg e matrizes de pertrubacao
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(O I)epg.
O 1 0 O O 0 0 00
0 -1 1 0 0 0 0 00
0 -1 -1 1 0 0 0 00
0 1 -1 -1 1 0 0 00
P = |
0 0 1 -1 -1 1 0 00
0O 0 0 1 -1 -1 1 00
0o 0 0 0 1 —-1 —-110
O 0 0 O 0O 0 0 01
01 0 000 0O 00O
00 1 000 0 00O
00 0 100 0 00
0 -1 0 110 0 00
Py =
01 0 001 0 00
0 0 1 100 1 00
0 0 -1 100 0 10
0O 0 0 011 —-101
oof T T
0.05 } —e—— Opt. Repr. (2)
E? 004; ——+—— Opt. Repr. (1)
égj 0.03; ——&— 1d. Repr. (1)
0‘0277
0‘01;
i " / :
000l
0 10 20 30 0 s
log, ([lvyll)

Figura 3.2: Comparacao entre diferentes sequéncias de projecoes convergindo
para o reticulado Fj.
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Finalizamos esta secao exibindo uma tabela de vetores associado as melhores
sequéncias de reticulados projecao no sentido de norma do vetor versus densidade
em dimensdes n = 3,4, 5,6,7 e 8. No R’ nao é de nosso conhecimento uma matriz
geradora inteira para alguma representacao do Ejg, assim as técnicas vistas para
convergencia acelerada nao se aplicam. Abaixo, mostramos uma sequéncia de
vetores associados a projegoes que convergem para Dg. Para uma sequéncia nao-

6tima que converge para Eg podemos utilizar diretamente a Construcao Lifting.

n (A) Vetor
3 (Ds) (1,2w* +w + 1,2w? — w + 1, —4w® — 3w)
4 (Dy) (1, =1 4 2w, 4w? — 2w + 1, 8w> — 4w? + 1, 8w?* — 8w? + 4w?)
D (1, 4w® 4+ 2w? + 3w + 1, —4w® + 2w* — 3w + 1
5 ( 5) 4 2 4 2 5 3
8w* + 8w + w + 1, 8w + 8w — w + 1, 16w’ + 20w> + 5w)
D (1,2w — 1,4w* — 2w + 1, 8w® — 4w? + 1,16w* — 8w + 4w’ + 1
6 ( 6) 5 4 2 - 6 5 4 2 _
32w’ — 16w" + 4w” + 2w — 1,32w" — 32w’ + 16w" + 2w* — 2w + 1)
(1,1 — 2w, 4w? — 4w + 2, —8w> + 12w? — 10w + 3,
8wt — 16w® + 18w? — 10w + 2
7 (Ex)

—8w® + 16w* — 30w + 28w? — 16w + 4
Sw® — 16w® + 38w — 44w? + 36w? — 16w + 3
—8w” + 16w’ — 46w° + 60w* — 70w + 50w? — 24w + 5)
(1, —2w, 4w?, —8w?, 16w* + 8w® — 2w, —16w® — 8w? — 4w® + 4w? + w
8 (Es) 16w® + 8w® + 12w* — 3w?, —16w” — 8w’ — 28w® + Tw® + 6w?
16w® + 8w’ 4 44w’ + 8w’ — 3w? — 10w — 3w? 4+ w)

Tabela 3.2: Familias 6timas de reticulado projecao.
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3.3 Projecoes de Reticulados Gerais

Apesar do reticulado cibico Z" possuir propriedades bastante especiais, como
auto-dualidade e base ortonormal, nenhuma delas foi de fato fortemente utili-
zada na Construcao Lifting da Secao 3.2. Assim, uma questao natural é se o
Teorema 3.2.3 ainda permanece vélido ao substutimos Z" por algum outro reti-
culado. Nesta se¢ao, responderemos a esta pergunta em completa generalidade.

Mostraremos o seguinte:

Teorema 3.3.1 ([CSC13]). Sejam Ay e Ay reticulados de posto n e (n — k),
respectivamente. FExiste uma sequéncia de matrizes V,, cujas linhas formam um

conjunto primitivo de vetores de Ay tal que Py (A1) — Ag, quando w — oo.

Para nossa construcao geral, necessitamos de alguns elementos. Assumimos,
sem perda de generalidade, que A; possui matriz geradora B triangular superior

e a dividimos por blocos conforme a equacao abaixo:

B, B
= """, (3.27)
0 B

onde By e B3 sao matrizes quadradas triangulares superiores de ordem k X k
e (n — k) x (n — k), respectivamente. Qualquer matriz geradora para A; pode
ser colocada nesta forma através de uma transformacao de equivaléncia. Com
efeito, seja B uma outra matriz geradora para A;. Através de uma fatoracao RQ
[Mey00] (ou ortogonalizacio de Gram-Schmidt nas linhas de B comecando pela
ultima), encontramos uma matriz ortogonal ) e uma triangular superior R tais
que B = RQ. Desta maneira, os reticulados gerados por R e B sdo equivalentes

e podemos tomar B = R, na forma (3.27).

Consideremos agora, uma matriz A inteira de ordem k x n da forma

A= (1 4).
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Seja V = AB = <31 By + ABg). Como o primeiro determinante menor k£ x k de
A éigual a 1, temos que as linhas de V' formam um conjunto primitivo de vetores
de A1, pela caracterizagao (ii) do Teorema 1.1.9. Para facilitar nossa discussao,

introduzimos as matrizes

V:BQ—FABge

M= (-Bgtf/tB;t Bgt> . (3.28)

Lema 3.3.2. Seja Ay = Ay(B) um reticulado gerado por uma matriz B na forma

(3.27). Sejam as matrizes V e M definidas acima. Temos:

A(M) = A; nspan(V)*+ = Pyo(Ay)* (3.29)

Demonstracao. A segunda igualdade do lema nada mais é que a Proposicao 3.1.4

aplicada & matriz V. Para a primeira igualdade, provemos a inclusao A(M) C

Arnspan(V)*. Seja x € A(M), £ = uM com u € Z*. Por multiplicacio direta,

vemos que V" = 0. Além disso, se y = wB é um elemento de A, entao
~VB;' + ByBy! A

(x,y) = wBM'u' = w U =w u' €7,
[n—k In—k

portanto € Aj, demonstrando a inclusao. Para provar que a inclusao é de fato
uma igualdade, basta mostrar que A(M) e Pyi(A1)" possuem mesmo determi-

nante. De fato:

det A(M) = det MM* = det(B3 'V'B{'By'VB; ' + B;'B; ')
= det(B3'B; 1) det(V!By ' BTV + 1)
= det(B; 'B;') det(B;'VV!B;t + 1)

det (VV?)

= det(B; "By ") det(B; ' By ') det(VV' + BiBY) = det A
1

Comparando o resultado acima com a Proposi¢cao 3.1.3, concluimos a demons-

tracao. L]
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Demonstracao do Teorema 3.3.1: Assim como a demonstragao no caso de
projecoes de Z", vamos mostrar a versao dual de 3.3.1, ou seja, construir sequéncias

de duais de proje¢oes de A que convergem, a menos de equivaléncia, para o dual

de AQ.

Seja uma representacio de A, cujo dual possui matriz geradora L* triangular
inferior de ordem (n — k) x (n — k). Seja uma realizacdo de Ay em R" obtida

adicionando-se k colunas de zeros a matriz E*, isto é
L= (E* 0) , (3.30)

onde L* possui ordem (n—k)xn. Consideramos também uma outra decomposicao
de L*, da forma

L= (L; L), (3.31)

em que L] e Lj possuem ordem (n — k) x ke (n—k) x (n — k), respectivamente.
Note que L] e L* possuem o mesmo numero de colunas, correspondente ao posto
do reticulado A. Seja w > 1 um numero inteiro. Utilizando as notagoes (3.27) e

(3.31), definimos as matrizes
H, = |wLyBi| + 1, (3.32)
(L)1 = (lwLiB} + H,B;'BS| — H,B; 'Bj) By ',
(L) = H,B;" e

Ly, = (Ly)r (Lyy)2) - (3.33)

Seja a sequéncia de reticulados A} = A(L;,). No que segue, provaremos:

(i) A;, é equivalente a Py, (A;)" para alguma matriz V,, cujas linhas sao um

conjunto primitivo de A;.

(ii) A} converge, a menos de equivaléncia, para A,.

Para provar a primeira afirmacio, observamos que, como L* e B} sao matrizes
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triangulares inferiores, e as entradas da diagonal de L; sao nulas, H,, ¢ uma matriz
triangular inferior com todos os elementos da diagonal iguais a um. Portanto, H,,
é unimodular, assim como H_'. Portanto, cada reticulado A¥ é também gerado

pela matriz H,' L% . Desenvolvendo o produto matricial, temos

HL: = (H; B3
= (( 1LwL B!+ H,B;'B| — tBé) Bt Bg’_t)
(3.34)
( AR B;'BLBt Bg—t)
= (—BgtVtht B;'),
com A' = —H_'\wL*B! + H,B;'B.| uma matriz inteira de ordem (n — k) x k

e V! = B! + BLA'. Comparando estes resultados com a Equacio (3.28) e com o

Lema 3.3.2, concluimos (i) com V,, dado por
V= [B1 By— (H,'|wL;B. + H,B;'B.|)" Bs). (3.35)

Para demonstrar (ii), comecamos com as seguintes desigualdades simples sobre a

operacao de chao

(lwLiBi+ HyB3'By| — HyBy'By)i; > (LiBy)yj — —

gl—eE|r

(lwLiBy + HyBy' By ] — Hy By ' By)i; < (L1 By)yj

Dali, obtemos
1
—(|wL;B} + H,B;"By| — H,B;'B) — L1 B} as w — 00,
w

e portanto (L );/w — Lj. Analogamente, é possivel provar que (L,,)5/w — L3.

Desta maneira:

L* * *t
lim =% = (L* 0)= lim ——* = L*L* (3.36)
w—oo W w—oo W

concluindo a demonstracao. O
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Uma consequéncia da demonstragao acima ¢ o seguinte corolario, que nos da

uma analise de convergeéncia da sequéncia dual A}, construida.

Corolario 3.3.3. Na linguagem da demonstracao do Teorema 3.3.1, temos:

O/ [V |25y e k < ny2
L= (3.37)
O(1/ Vil o) se k>n/2

|22 = (1/w?) Ly, L]

Demonstracao. Da construcao (3.33) estd claro que:

o)

Se k > n/2, entdo a matriz L é simplesmente a matriz nula, e portanto H,, =

L*L*t _ _L* L*t

2 HwHw

o

w

H,' = I, ;. Assim, pela Equacdo (3.35), ||Val|l,, = ©(w). Caso contrdrio, cada
co-fator de H,, (e portanto cada elemento de H_') possui ordem w" ?*. Assim,

IVl = O(w"?*1) e o resultado segue. =

3.3.1 Exemplos

Para ilustrar o mecanismo construtivo da demonstracao do Teorema 3.3.1, exibi-

mos abaixo trés exemplos.

Projecoes de Z" em subespagos de dimensao qualquer

Seja A = Z" e Ay um reticulado qualquer, de posto (n — k). Tome B = I,,,
tal que By = I}, B3 = I,,_p e By = 0. Seja L* uma matriz geradora triangular
inferior para o reticulado Aj. Para k < n/2, a sequéncia de vetores produzida

pela nossa construcgao é dada por:

Vo= (I [wLi')([wLs] + L) ™). (3.38)
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com L e L} definido como em (3.33). Se k > n/2, entao

Vo = | 1, [wl?] (3.39)
0

isto é, os ultimos 2k — n vetores sao simplesmentes o vetores canonicos e;, i =
n—k+1,..., k. Isso sugere graus de liberdade na construcao, o que pode permitir

uma melhora na taxa de convergéncia dada pelo Corolario 3.3.3.

Observacao 3.3.4. Para k = 1, a construgao apresentada acima é exatamente

a Construgao Lifting.

Projecoes de reticulados retangulares

Projecoes de reticulados retangulares A, = ¢1Z @ ... @ ¢,Z em hiperplanos sao
de particular interesse devido a suas aplicagoes em comunicagoes, como sera mos-
trado no Capitulo 4. Como usual, seja Ay um reticulado alvo e L™ uma matriz
geradora triangular inferior para alguma representacao do seu dual. A sequéncia

L} produzida a partir da construcao (3.33) é dada por:

|lwLiic1]/c 1/cy . . 0
L — LwLSI.CIJ/Cl LwL§2'CQJ Jea ... e 0 weN.
' 0
lwLr c1]/er |wLhiycal/ca .. |cpqwLl, |/cno1 1/cy
(3.40)

Para um exemplo numérico, mostremos como produzir o reticulado hexagonal Ay
através de projecoes de c1Z @ coZ ® csZ. Utilizando a notacao da construcao

(3.33):

ca 00 |wey | /e 1/co 0

B=|(0 ¢ 0 |, L,= 1 :
? {wCQJ /ca L—\/gwch Jca 1/cs
0 0 3 2

2
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1/62 0

Ho = E\/ﬁw@J Jes 1)es |

Realizando a multiplicacdo H,,'LZ recuperamos a sequéncia de vetores:

vy = ( o —|wele — Q%J — |we E@WD e ) L (341)

Na Figura 3.3(a) verificamos numericamente que a sequéncia de projegoes de
a1le ® el & c3Zi em vi converge, a menos de equivaléncia, para o reticulado
A,. Na Figura 3.3(b), exibimos uma sequéncia de projecoes de c1Z @ coZ @ c37Z

convergindo para Z>.
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(a) Reticulado hexagonal (b) Reticulado Z2.

Figura 3.3: Exemplos numéricos de projecoes de c1Z @ coZ ® c3Z, ¢4 = 1, ¢ = 0.3
ec3=0.8

3.4 Extensoes e Referéncias Futuras

Com um pouco de esforco adicional, o Teorema 3.3.1 pode ser estendido para

projecoes de sistemas periddicos. Seja Lo um sistema periddico.

Ly =] (A + ) (3.42)
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x;, € R"* e seja um reticulado de posto completo A; C R™. Da construcio
(3.33), podemos gerar uma sequéncia de reticulados A, projegoes de A; ao longo
de sub-espacos de dimensao k tal que A, — A;. Mais que isso, mostramos

construtivamente que a sequéncia de matrizes L,, = (L%)" satisfaz
A(Ly) = Pyg(A)) e wLy, — (L7 0),

onde L~" é uma matriz geradora de Aj. Considere agora um sistema periddico

da forma
k

L=+ (1/w)y:) . (3.43)

=1

onde y; = (x; 01y)) é a imers@o natural do vetor x; em R". Segue que

Py. (L) = U Py (M) + (1/w)Pys(ys)) - (3.44)

Da nossa construgao, temos que cada componente Py (A1) estd préxima (a menos

de um fator de escala w) do reticulado Ay. Aplicando o fator de escala também

em (1/w)Pyi(y;), e observando que lim Py . (y;) = y;, vemos que as projegoes
w wW—00 w

do sistema periédico £; estao arbitrariamente proximas de Ls.

Exemplo 3.4.1. [Fabricando Diamantes| Considere a familia de projecies de Z*

ao longo dos vetores:
vy = (1,2w, 4w?, 4w® + 2w? + w).

Esta ¢ a familia obtida pela Construcao Lifting com reticulado alvo Ds do Exemplo

3.2.4. Calculando a pseudo-inversa de L , obtemos que os reticulados projecdao

w?’

A, tém matriz geradora

—8w® 0 8w’ 0
1
L,=—— 0 —8w® 8w’ 0 |+ M,
p(w)
0 0 —16w® 0
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onde p(w) = 16w’ +16w’ +28w"* + 4w’ + 5w’ +1 e M é uma matriz cujas entradas

sdo todas da ordem de O(1/w?). Assim, vemos facilmente que

= 0 L 0
’ 1

: _ 1

lim wL,, = 0o —= = 0 |-
0O 0 —-120

sendo esta ultima wma matriz geradora para o reticulado escalonado (1/2)Ds.

Considere agora:

11 1
L, = P%(Z4)UP% (Z4+ (@’@’E’O» :

A medida que w cresce, o sistema periodico wL,, aproxima-se de uma realizacdo

no R* do empacotamento diamante Dy .

Por fim, a teoria de projecoes de reticulados é muito rica e possui diversas
outras nuances e aplicacoes além das consideradas nesta tese. Na tese de douto-
rado [McK10], McKilliam utiliza extensivamente intersecgoes de reticulados com
hiperplanos para estudar os reticulados A,, e A}, mostrando como obter eficientes
algoritmos de decodificagao para A e como calcular invariantes conhecidos como
os momentos generalizados de A,, [MSVC12]. No recente trabalho [CSV13], sao
considerados algoritmos para encontrar vetores inteiros no hiperplano ortogonal
a um vetor & € R". Da mesma maneira que na Secao 3.3, encontrar uma base

para A Nspan(V)* é uma parte crucial para os resultados em [CSV13].

Indo além das técnicas estudadas aqui, projecoes de reticulados estao pre-
sentes na bela teoria de quasicristais. Um exemplo sao os ladrilhamentos de
Penrose, descobertos pelo fisico mateméatico Roger Penrose em [Pen74]. Através
de caracterizagoes algébricas, De Bruijn [dB81] mostra que é possivel produzir la-
drilhamentos de Penrose através de interseccoes de Z° seguidas de projecoes com

certos subespacos de dimensao 2. O resultado sao estruturas planas fascinantes
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que nao possuem simetria de translacio, como a figura abaixo’.

Figura 3.4: Ladrilhamento de Penrose

'Figura produzida utilizando o software “Bob - Penrose Tiling Generator and Explorer”,
disponivel em http://stephencollins.net/penrose/
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CaPiTULO 4

Curvas em Camadas de Toro

“Information theory does not handle the meaning of the

information, it treats only the amount of information.”

- Richard Hamming, Coding and Information Theory

Um fato notavel da Teoria da Informacao é o de que a maneira 6tima de
transmitirmos de uma fonte unidimensional com alfabeto continuo e distribuigao
gaussiana através de um canal gaussiano unidimensional é o envio do sinal sem
codificacao (aplicando apenas um fator de escala de modo a respeitar a restri¢ao
de poténcia do canal) [Gob65]. Tal resultado nos mostra que técnicas digitais,
apesar de atingirem otimalidade em diversos contextos, nem sempre representam
a melhor estratégia de codificagdo/decodificagao em termos de complexidade e

delay.

Neste capitulo tratamos do problema da transmissao de uma fonte represen-
tada por uma variavel aleatéria real a ser transmitida através de um canal cujo
ruido é aditivo, gaussiano e branco (defini¢oes mais precisas sobre o modelo de co-
municagao serao dadas na Sec¢ao 4.1). Como veremos adiante, se assumirmos que
a dimensao do canal é maior que um, este problema reduz-se a encontrar curvas
(aplicagoes de R em R") satisfazendo certas restri¢oes geométricas. Mostramos
como construir tais curvas utilizando camadas de toro. Os elementos para nossa
construcao sao codigos esféricos discretos e projecoes de reticulados. Resultados

do Capitulo 3 serao extensivamente utilizados.

Uma extensao natural desse problema é considerar fontes cujo suporte possui

91
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dimensao maior que um (aplicagoes de R* para R"™), a qual sera tratada no

capitulo seguinte.

Shannon, o pai da Teoria de Informacao, foi o primeiro a estudar aplicacoes
continuas entre fonte e canal. No seu artigo [Sha49], é mostrado uma curva
espiral que mapeia uma fonte unidimensional a um canal bidimensional. Den-
tre os exemplos de esquemas de codificagao analégica encontrados na litera-
tura, incluindo andlises de codificadores e de decodificadores 6timos, destacamos
[KR10, Chu00, WSR09, VC03, SVC10]. Em [WSR09], os autores mostram como
a teoria de polinomios ortogonais pode ser utilizada para a construgao de curvas
com o propdsito de minimizar o erro quadratico médio (MSE) na transmissao. Em
[VCO03] é estabelecida a conexao entre cdigos para fontes de alfabeto continuo e
projecoes de reticulado aqui explorada. Nesse artigo, é apresentado um esquema
explicito de codificacao com boas propriedades assintéticas baseado em familias
de reticulados projecao de Z" com boa densidade de empacotamento, tema ex-
tensivamente estudado no Capitulo 3 desta tese. Mostraremos que o esquema em

[VC03] é um caso especial das nossas construgoes.

Os resultados deste capitulo foram parcialmente apresentados no IEEFE Inter-
national Symposium on Information Theory, Boston-MA, EUA (2012) [CTC12],
e compdem o artigo [CTC13].

4.1 Modelo de Comunicacao

O modelo de comunicagao associado ao estudo de curvas feito neste capitulo esta
ilustrado no diagrama de blocos da Figura 4.1. O objetivo é transmitir um valor
real x através de um canal de dimensao n com ruido gaussiano e restricao de
poténcia média. Um codificador (ou aplicagao de codifica¢ao) é uma aplicacao
injetiva s(z) que leva cada possivel mensagem x no espaco do canal R". Um
decodificador é uma funcao g(y) que associa a cada possivel vetor recebido y =

s(x) + z uma estimativa & para o valor enviado. Em principio a fonte pode ter
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uma distribuicao qualquer, mas nas nossas analises assumiremos que que x esta
uniformemente distribuido no intervalo unitario [0, 1]. Como usual, denotaremos
por uma letra maitscula uma variavel aleatéria e pela mesma letra, em mintusculo,
uma amostra desta variavel aleatoria. O modelo de comunicacao considerado

possui, portanto, os seguintes elementos:

— » |8(x)ER—> P —>|9y) ER | —»
zeR T Y zeR

z ~ N(0,0%1,)

Figura 4.1: Modelo de comunicacao

1. Uma varidvel aleatéria X uniformemente distribuida em [0, 1], associada a

fonte.

2. Uma aplicacado injetiva s : [0, 1] — R" que associa cada possivel mensagem
x da fonte a um ponto no R", de modo que a energia média dos pontos

enviados seja menor que um valor P, isto é
' 2
B [s(X)s(X)] = [ [sfa)lde < P (1)
0

3. Um canal Gaussiano que distorce as mensagens enviadas de maneira que o
vetor recebido seja y = s(x) + z, onde z estd associado ao vetor aleatdrio

Z = (Zy,...,Z,), com Z; independentes tais que Z; ~ N(0,0?).

4. Um decodificador g : R"™ — [0, 1] que associa cada possivel vetor y a uma

estimativa, ¢g(y) = .

Nossa figura de mérito serd o erro quadrético médio (MSE). Em outras palavras,
o esquema de comunicacao serda desenvolvido de modo a minimizar a variancia
do erro E[(X — X)?. A razdo P/o* = SNR é chamada de relacdo sinal-ruido do

canal. Nos referimos a imagem da aplicacao s como o local geométrico do sinal.
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Se s é uma aplicacao continua, o local geométrico é uma curva em R". A extensao
do modelo para fontes de dimensao maior que 1 serd considerada no Capitulo 5,
onde sera também feita uma andlise mais precisa das grandezas relevantes de um

ponto de vista de teoria de informacao.

O modelo de comunicagao acima encontra-se cuidadosamente analisado em
[Sak70, Cap. 4]. Dado um raio p > 0, denotemos por E, o evento no qual o
ruido estd concentrado em uma bola de raio p, isto é E, = {||Z]|, < p}. O erro

quadratico médio pode ser entao dividido em dois termos, tal que:
MSE = E[(X — X)?|E,|P(E,) + E[(X — X)*|ES]P(EY). (4.2)

Se a variancia do ruido ¢® é muito pequena (com relacdo ao raio p), temos que
P(E}) =~ 0 e portanto o erro quadratico médio é bem aproximado por E[(X —
X )|E,]. Neste caso, chamado de regime de ruido baizo, aproximando s(z) pela

sua reta tangente é possivel mostrar que [Sak70, Ch. 4]:

E[(X — X)) ~ o / 18(2) 32 dx = Eion [(X — X7, (4.3)

onde §(x) denota a derivada de s(x). Para esta andlise, é necessario que s(z)
seja diferencidvel (ou ao menos diferenciavel por partes). A maior parte da nossas
andlises serd feita no regime de ruido baixo. Se a derivada de s é constante, temos

que

0.2

Elow[<X - X>2] = 72

(4.4)

onde L é o comprimento da curva. Em [Sak70, Cap. 4] é mostrado também que,
por conta da restrigao de poténcia média (Equacao (4.1)), se n > 1, aplicagoes li-
neares sao necessariamente sub-6timas. Assim, devemos necessariamente conside-
rar aplicacoes nao-lineares. Intuitivamente, isto quer dizer que o local geométrico
do sinal terd que ter mais do que uma “volta” ou “dobra”. Por este motivo,
c6digos para esse modelo de comunicacao também sao chamados de modulagao

torcida (twisted modulation).
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Uma ilustragao geométrica dos possiveis efeitos causados pelo ruido é dado
pela Figura 4.2. No regime de baixo ruido, todos os calculos podem ser feitos uti-
lizando a Equacao (4.3). Contudo, para ruidos com norma grande, nao podemos
utilizar a mesma andlise, pois a estimativa & pode estar na “volta” incorreta da
curva. Isso sugere que o local geométrico deve possuir duas propriedades basicas:

(i) grande distancia entre as voltas (ii) grande comprimento.

Figura 4.2: Erros pequenos e erros grandes.

Na préxima se¢ao mostraremos nossa construgao de curvas para o problema
acima. Antes disso, vamos dar algumas defini¢oes mais precisas sobre as grande-

zas geométricas relevantes ao problema.

Dada uma aplicacao s : [0,1] — R", a regiao de Voronoi V() de um ponto
s(x) é o conjunto de todos os pontos em R" que estao mais préximos de s(x) do
que qualquer outro ponto da curva. Seja H(z) o hiperplano ortogonal & curva no
ponto x(z). O maior raio R > 0 tal que B(s(x),R) N H(x) C V(x) é chamado
de raio de empacotamento da curva. Intuitivamente, R é o maior valor tal que o
“tubo” ao longo da curva s nao se auto-intersecta. O stretch de uma curva é a
funcao S(x) = ||8(x)],. O stretch nos dd uma medida de quao “alongado” estd o

intervalo [0, 1] quando mapeado no R™. O comprimento de uma curva é dado por

1
/ S(x)dx. Nosso objetivo serd, fixado um raio de empacotamento, construir
0

curvas com o0 maior comprimento possivel.



96 Curvas em Camadas de Toro

4.2 Construcao e Propriedades

4.2.1 Folheacao da Esfera

Seja 8" a esfera unitaria do R*", isto é
ST ={(z1,...,x,) ER™ 2} + .. 423, =1},

Consideraremos apenas curvas cujo local geométrico do sinal reside em S?" !, de

modo que para satisfazer a restricao de poténcia necessitamos aplicar apenas um

fator de escala v/ P.

Um elemento importante para nossas construcgoes sera a folheacao da esfera
por toros planares, descrita a seguir. A ideia de folhear a esfera por toros para

aplicagoes em comunicagoes pode ser encontrada previamente na literatura em

[TCV09].

c . n n
Para cada vetor unitario ¢ = (c1, ¢a, .., ¢,) € R", ¢; > 0ew = (uy,ug, ..., u,) € R",

seja P : R™ — R?" a aplicacio definida por

Oo(u) = <cl (cosul,sin ul) ey Cn <cos u",sinu">> . (4.5)
c1 c1 Cn Cn

Segue diretamente que

(e oy _f1 i
Ou; " Ou, 0 seij

e portanto ®. é uma isometria local na sua imagem. Seja P, o hiperretangulo
Pe={ueR"0<u <2r¢;, 1<i<n}. (4.6)

Temos que ®.(P.) = P.(R"), 0 que mostra que a funcao . é periédica, e portanto
podemos trabalhar apenas com a sua restri¢ao a P,. Denotamos por T, = ®.(P,)
a imagem de ®.. O objeto T, é uma subvariedade n-dimensional do R*", contida

em 8?71, chamada de toro planar.
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Note que cada vetor de S** ! pertence a um e apenas um destes toros planares,
se considerarmos também os casos degenerados, em que algumas das componentes
do vetor ¢ ¢ igual a zero. Dizemos portanto que a familia de toros T, e suas
degeneracoes folheia a esfera unitaria S*~!' € R™. Um estudo detalhado destes
toros pode ser encontrado em [Tor09]. Para nossas construgoes, necessitaremos
apenas das proposicoes abaixo. A primeira delas diz respeito a distancia minima
entre pontos em dois toros distintos Ty e T.. A segunda esta relacionada com a

distancia entre dois pontos em um mesmo toro.

Proposigao 4.2.1. [TCV09]A distincia entre os toros Ty e T, € dada por

i=1

" 1/2
d(Te, Ty) = [lc = b|, = (Z(Cz - bi)Q) : (4.7)

Da Equagao (4.5), temos que a distancia entre dois pontos em um mesmo toro

¢ dada por

() — @efo)], = 2\/2 crsin? (M),

Podemos limitar a equacao acima através do resultado abaixo.

Proposigao 4.2.2. [TCV09] Considere um vetor unitdrio ¢ = (1, 2, .., Cy), ¢; > 0
eu,v € Pe. Sejam P = ||Pc(u) — Pc(v)||, e Q = ||lu—v|,. As sequintes desi-

gualdades sao validas:

P

sin 5 sing
%Pg 2£5P§Q§ 7 P<P, (4.8)
Ce

onde cg = minc;.
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4.2.2 Curvas em Camadas de Toro

Nas nossas construgoes, o local geométrico do sinal sera constituido por uma
colecio de curvas em S*"~' C R*", cada uma delas em um toro T, (o que pode
ser visto como uma “curva continua por partes”). Através da funcao (4.5) e das
proposicoes 4.2.1 e 4.2.2 controlaremos o raio de empacotamento de cada curva

e o raio de empacotamento da colecao final.

Para garantirmos que o conjunto final tenha raio de empacotamento pelo

menos p > (0, necessitamos de dois elementos:

(i) Uma cole¢ao de M toros {Ti,..., Ty} C S ! sendo M o maior valor
possivel tal que a distancia entre quaisquer dois toros distintos da colecao

seja pelo menos 2p.

(ii) Uma cole¢ao de M curvas, cada uma delas contida em um toro 7}, com raio

de empacotamento seja maior que p.

Abordaremos o item (i) acima através de técnicas de codigos esféricos esféricos
classicos e o item (ii) através de projecoes de reticulados. Definidos os elementos
acima, descreveremos como utilizd-los para construir uma aplicac¢ao s : [0,1] —
R™ com boa performance em termos do modelo de comunicac¢ao descrito anteri-

ormente.

(i) Camadas de Toro: Cdédigos Esféricos

Um cédigo esférico discreto é um conjunto finito de pontos na esfera S**~1. O
principal problema de cédigos esféricos discretos consiste em, fixada uma distancia

S?M-1 que distem

d, encontrar a maior quantidade possivel de pontos na esfera
pelo menos d entre eles. A relagao deste problema com o item (i) se da de maneira

natural, através da Proposicao 4.2.1.

Dado um raio de empacotamento p, queremos encontrar uma cole¢ao de toros

planares {T,..., Ty} € 8* ! tal que d(T;,T;) > 2p para qualquer i # j. Pela
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Proposicao 4.2.1, a distancia entre os toros T; e Tj ¢ precisamente a distancia entre
os dois vetores que os determinam (digamos, ¢; e ¢;). Queremos, entao, encon-
trar a maior quantidade possivel de pontos ¢, ..., ¢, com todas as componentes
positivas tais que

leill, =1 e |lei — ¢l > 2p, Vi # j.

Esse é precisamente o problema de codigos esféricos restrito ao octante positivo

da esfera S"~!. Denotamos por SC, o cédigo esférico {cy,...,car}.

Existe uma varidade de construgoes de cédigos esféricos que podem ser uti-
lizadas aqui, por exemplo [EZ01, HZ97], ou até mesmo as estratégias utilizando
toros planares vistas em [TCV(09]. Para uma boa referéncia em portugués sobre
o tema, sugerimos a tese de doutorado [Tor09]. Citamos abaixo uma familia de

cédigos esféricos que sera utilizada nas nossas simulagoes computacionais:

Exemplo 4.2.3. Seja

(L1+61+2t--- 14 (n— 1))

S (1 it)?

c(t) = , t>0 (4.9)

O conjunto SCoyy = {o(c(t)) : 0 € Sp} de todas as permutagoes de c(t) define
um codigo esférico de cardinalidade M = n! em que cada vetor possui coordenadas

positivas. A menor distancia entre dois elementos de SC.q €

\/Z (1 +it)?

Note que

y%qw:j%uwwnzé, (4.10)

e, para cada t > 0, os elementos de SCyy) sdo equidistantes do vetor €. Além

disso, para qualquer n fizo e dy > 0 suficientemente pequeno, existe t > 0 tal que
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d(t) = dy. Esse resultado seque da observagdo de que a equagao

do == t\/§
VN (1 ity

POSSUL Talz pPositiva para

2V/3

0<do < JIN-DN@N 1)

Apesar de a construgao acima nao ser a melhor em termos de niimeros de
pontos, fixada uma distancia, ela possui a vantagem de ser altamente simétrica
e de ser possivel deduzir uma forma fechada para a distancia minima do codigo

esférico.

(ii) Curvas em Cada Toro

Seja um toro T, determinado pelo vetor ¢, e sejam os vetores u € Z" e v = uC),

onde C' = diag(cy, ..., c,). Considere o conjunto de retas paralelas
W=A{vr+n:necA.},

onde A, = A(C). Considere também 27W NP, a intersec¢do entre este conjunto
de retas, apds aplicarmos uma escala de 2w, e o hiperretangulo P.. As curvas
que estudaremos serao a imagem da funcao @, restrita a 2nWW N'P,.. Levando em

consideracio a periodicidade de ®., definimos a curva':
ST, : [0, ].) —R

st.(x) = O(227v). (4.11)

! Apesar de que no modelo de comunicacio o suporte da fonte é o intervalo [0, 1], tecnicamente
necessitamos excluir um dos extremos para que nossa fungao seja injetiva, o que nao altera
nenhuma das consideragoes feitas anteriormente
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Para que s7. seja uma aplicacao injetiva, necessitamos que o vetor v € Z seja
primitivo. A curva acima é fechada, estd contida em S**~!, é completamente
determinada pelo vetor v e possui comprimento igual a 27 ||v||,. Podemos encon-
trar limitantes para o seu raio de empacotamento a partir da distancia minima

re(v) entre duas retas distintas do conjunto W. Temos

re(v) = min_min oz — (v3 + ),

= min min vz —n,
n#kv,k€Z = (4 12)

— min_[P(m)l
= min [|P,.(n)ll,,
ng¢vt
onde P,i(n) denota a projegdo ortogonal de n em vt, como no Capitulo 3.
A equacdo acima nos diz que r.(v) é comprimento do menor vetor nao nulo
da projecao de A, em v. Isso estabelece a relacio desejada entre as curvas em
camadas de toro e as estruturas de projecao de reticulados estudadas previamente.

Por conta da Proposicao 4.2.2, o raio de empacotamento p, . de 87, pode ser

limitado em termos de r.(v) da seguinte maneira:

2¢e sin (L(”)) < poe < 2sin (W—(v)) , (4.13)
205 ’ 2

onde ¢; = minc; e ¢; > 0 para todo 7. Assim, para valores pequenos de p, .,
(2

temos py = mre(v). Nosso objetivo, é portanto, escolher vetores v de modo a

maximizar r.(v). Entretanto, temos também o objetivo de maximizar o compri-

mento 27 ||v||, de s7,. Estas duas grandezas estao relacionadas pela densidade

do reticulado projecdo de A, em v=:

(P (ne)) = Il

271,1 Hn . = n—1, (414)
=11
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lembrando que 6,,_; é a densidade de centro do melhor reticulado de dimensao

(n—1).

Dado um raio de empacotamento p, encontrar a curva de maior comprimento
equivale a encontrar o reticulado projecao mais denso. A construcao geral da

Secao 3.3 nos prové uma solucao para este problema.

Exemplo 4.2.4. Seja N = 2. Considere a isometria local

u u u u
O.(u) = <01 COS —, €1 8in —, €5 COS —, €5 8in —2) (4.15)

C1 C1 Co Cy
e o segmento de reta dado por v(x) = x(2wuicy, 2mUscs), x € [0,1) ,uy,us € Z.

A curva st,(x) serd a composicao ®(v(x)). Como o reticulado projegdo, neste

caso, € unidimensional, temos:

ciC
re(v) vl = 2meicy = re(v) = m (4.16)
1*1 22

Esta curva em R* dd uy voltas em torno do circulo obtido pela sua projecdo nas
duas primeiras coordenadas e uy voltas em torno do circulo de raio co dado pelas
suas duas ultimas coordenadas, produzindo o que € chamado de né do tipo (uq,us)
no toro planar T.. Na Figura 4.3 ilustramos esta curva para (uq,us) = (4,5), e

a sua projecao estereogrdfica no R3.

Observagao 4.2.5. A familia de curvas “exponencial” (também chamada de
cddigo shift) descrita no artigo [VC03] é um caso especial das aqui consideradas,

tomando

c=é=(1/yn)(1,...,1) ev=(1//n)(1,a,d? ...,a" "),

para um valor inteiro a > 1. Vale notar que o toro determinado pelo vetor € possui
mator volume entre todos os toros planares T, e menor distor¢cao de distancias,
no sentido da Proposi¢ao 4.2.2. Em [SVC10], sao mostradas curvas com melhor
desempenho do que as dadas pelo vetor v acima, baseadas na Construcao Lifting

e em técnicas de projecoes de reticulados.
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Com os elementos (i) e (ii) em maos, estamos aptos a descrever nossa proposta,

para esquema de codificagao e decodificagao.

Codificacao
Seja T = {T1,..., Ty} uma colecao de M toros planares. Para cada toro Ty,
consideramos a curva sp, (r) = ®(227vy), (K = 1,2,..., M) determinada pelo

vetor vy. Seja
M
L=>Y 1,
j=1

onde Lj é o comprimento de 87, .

Dividimos o intervalo [0,1) em M partes de acordo com o comprimento de

cada curva, de modo que

[0,1) = Uy, ...U Iy, onde

k-1 k
I — [Zjl Lj Zj:l Lj
=

7 7 ),parakzl,...,M.

Para cada intervalo, consideramos a aplicagao bijetiva que leva I}, em [0, 1) dada

por
fe: Iy —[0,1)
x-S L/L

A aplicacao de codificagao s pode ser entao definida como

s(x) = sr,(fi(x)), se x € I. (4.17)

O stretch de s é constante e igual ao seu comprimento total L. O seu raio de
empacotamento ¢ o menor raio p dentre as curvas s7,, contanto que escolhamos

uma colecao de toros separados, dois a dois, por uma distancia maior que 2p.

Para codificar um valor x entre [0, 1), aplicamos a fungao (4.17), com um fator
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de escala v P, de modo que a poténcia de transmissao seja P. O lugar geométrico
do sinal sera entao uma colecao de M curvas fechadas, cada uma em um toro T},
definido por um vetor vg. O processo completo de decodificacao esta descrito na

Figura 4.3.

27T01

27TCQ

Figura 4.3: Processo de codificagao

Como dito anteriormente, assumiremos que a fonte estd uniformemente dis-
tribuida em [0, 1]. Desta maneira, a divisdo de intervalos feita aqui é 6tima em
termos do erro quadratico médio, pois todos os subintervalos sao igualmente “es-
ticados” (uma demonstragao formal deste fato serda dada na Segao 4.3). Se a fonte
nao tiver distribuicao uniforme, é necessario considerar outros tipos de particao.

Para fontes Gaussianas, mostramos um exemplo de divisao eficiente em na Secao

4.4.

Decodificacao

O processo de decodificacao que descreveremos a seguir € a juncao de dois algorit-

mos: o decodificador esférico proposto em [TCV09] e o algoritmo SHIFTDEMOD
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em [VCO03, Secao VIJ.

Para determinar a func¢do de decodificacdo g(y), consideraremos os chama-
dos decodificadores de mdzima verossimilhanca. No caso do nosso modelo de
comunicacao, dado um vetor recebido y € R*", a estimativa # de maxima veros-

similhanga é dada por [Sak70, Ch. 4]:

r = a | — 8 .
I = arg min |y — s(z)],

O problema de minimizacao acima é computacionalmente bastante complexo, com

diversos minimos locais. Focamos portanto, em um decodificador sub-6timo. Seja

0# 7 = \/y;-_l + y%,-. Podemos escrever y como

Y1 Y2 Yon—1 Yon
Yy = (71 <7>7"')’Yn< ) ))
711 Tn Tn
= Y1 | COS—,8sm — |,...,7Vp [ COS—,S1n — s
it 71 Tn YN

onde

f; = arccos (yzi_1>%, 1<7<N.
i
A decodificagao procede em dois passos: encontrar a camada correta e, dentro

de cada camada, encontrar o ponto da curva corresponde mais proximo do vetor

recebido.

O processo de encontrar a camada mais proxima envolve encontrar o ponto do
cédigo esférico SC, C 8™ ! mais préximo de v = (71,72, - , 7). Um algoritmo
para resolver este problema possui complexidade, no pior caso, O(nM) (o que
pode ser feito, por exemplo, calculando todas as distancias possiveis e encontrando

a menor).

Seja agora ¢; = (¢;1, Cioy* ** , Cin) O ponto em SC, mais préximo de 4 e consi-

_ ( ( 01 . 91) ( On . On >)
Yi=\C1| COS—,81In — |} ,...,Ciy | COS—,SIN —
i it In In

dere
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a projecao de y no toro 1,, isto é:
ly —gill <|[ly —=|| Y& cT..

O algoritmo SHIFTDEMOD [VCO03] nos mostra como encontrar o ponto mais
préximo de g; com numero de operagoes O(N |lu;|,), onde u; é o vetor de coor-
denadas do vetor v; que determina a curva sr,. Portanto, se o nimero de toros nao
for muito grande, a complexidade sera dominada pela norma do vetor projecao.
Mais formalmente, se M = O(mlax l|luill,), a complexidade do algoritmo descrito

nessa se¢ao é O(N max ||u|,).
(2

Observagao 4.2.6. A discussdo sobre a compleridade da decodificacao feita
acima justifica a figura de mérito das sequéncias de projecoes geradas no Capitulo
3, onde analisamos a relacao entre norma do vetor projecao e densidade obtida.
A densidade estd relacionada com o desempenho das curvas em termos do erro
quadratico médio, enquanto a norma do vetor projecao relaciona-se com a com-
plexidade de decodificacdo. Assim, dados dois reticulados projecio com mesma
densidade, o que possui vetor projecao de menor norma estd associado a curvas

com decodificacao computacionalmente mais facil.

Para finalizar a se¢ao, mostramos comparagoes numéricas da nossas curvas
com as construidas em [VC03] e [SVC10], em termos de comprimento e raio de
empacotamento. Dado p > 0, consideramos um conjunto de toros determinado
por um cédigo esférico em S* com distancia minima 2p [TCV09]. Utilizando a
primeira desigualdade de (4.13) para cada toro, encontramos r. de maneira a
garantir que cada curva possui raio de empacotamento pelo menos p. Considera-
mos, entao, a sequéncia de projecoes de A. que converge para o reticulado mais
denso em duas dimensoes, As, e buscamos pelo vetor mais longo que produz uma
projecao com distancia minima pelo menos r.. O resultado encontra-se ilustrado

no grafico abaixo.
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T

oL —&—— Torus Layers

log; o (S)

—=—— Lifting

——e—— "Exponential'

-1.6 -1.5 -1.4 -13 -1.2 -1.1 -1.0

log;(p)

Figura 4.4: Comparacao entre diferentes abordagens em termos de raio de em-
pacotamento p e comprimento total L (igual ao stretch §). De baixo para cima,
vemos as curvas exponenciais em [VCO03], as curvas da Construcao Lifting em
[SVC10] e as curvas propostas aqui

4.3 Analise

Nos referiremos & nossas curvas e ao processo de codificagao/decodificagdo des-
critos anteriormente como o Esquema de Camadas de Toros. A analise sera feita
baseada no comportamento do MSE em termos da relagao sinal-ruido. Os re-
sultados exibidos mostram que nosso esquema é assintoticamente superior aos

popostos anteriormente na literatura.

O primeiro passo no processo de codificacao envolve a escolha de uma particao
do intervalo unitario [0, 1]. Se a fonte tiver distribui¢do uniforme, é intuitivo que
a melhor escolha de particao em termos de erro quadratico médio é a que possui
stretch constant, ou seja, que todos os intervalos sao igualmente “esticados”. Esse

fato encontra-se formalizado no teorema abaixo:

Teorema 4.3.1. [CTC13/Seja I, ..., Iy uma particio do intervalo [0,1). Seja
{s1,...,8y} uma colecdo de curvas disjuntas duas a duas em S*~' com com-

primentos Ly, ..., Ly, respectivamente, e dominio [0,1). Suponha que a regra de
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codifica¢ao (4.17) € utilizada. Sob o regime de baizo ruido, temos que o minimo
¢ de Ej[(X — X)?] sobre todas as particoes {I1,..., Ly} vale ¢ = 0/ e ¢

atingido quando os tamanhos dos intervalos satisfazem

L, L,

Il = 5 =2 (4.18)
> L
j=1

Demonstragao. Utilizando o lado direito da Equagao (4.3), notemos que

Eiow[(X = X)’] = ) Biowl(X = X)*1X € [JP(X € I)

J=1

M
=" Bloyl(X — X)?|X € 1]|1}]

J=1

onde, Ejoy[(X — X)?|X € ;] = o’|L;|*/L3. Portanto

e N N A
B3 =571 = Y e =132 (12) ()
j=1 7

J=1

(a)

| L] ’ o2
> O'2Z/<E = ) = —
- 27

= L L

onde (a) é devido & convexidade da funcdo g(x) = 2*,x > 0, e portanto a igual-

dade s6 é satisfeita quando |I;|/L; = |Ix|/ L, Vk, j. Essa condicao e o fato de que
Z |I;] = 1, implicam a Equacao (4.18). O
j=1

Para a anédlise do MSE, procederemos como em [VC03, Secao VI.b]. Nesse
artigo, os autores mostram que, fixados n e 0%, o MSE da familia de curvas

proposta satisfaz

ou seja, o erro quadratico médio decai com a poténcia elevada a metade da di-

mensdo (lembrando que as curvas estdo contidas em R*").
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No que segue, exibiremos dois resultados:

1. Um resultado construtivo, baseado no Exemplo 4.2.3, mostrando curvas
cujo comprimento é n! vezes maior que o do esquema proposto em [VC03],
mesmo com as melhorias assintdticas provenientes da Construcao Lifting
[SVC10]. Isso implica um comportamento assintético comparavel a O(P™"),

mas com melhor performance a medida que aumentamos n.

2. Um resultado assintético nao-construtivo mostrando que é possivel “recupe-

rar” as (n—1) dimensdes perdidas em [VCO03] e atingir ordem de decaimento

O(p~Cr=1)y,

Para o primeiro resultado, seja ¢(t) dado pela Equacao 4.9. Para p > 0
suficientemente pequeno, existe t > 0 tal que os toros no conjunto SC ) bossuem,
dois a dois, distancia minima maior ou igual a 2p. Além disso, existe v € Ay
arbitrariamente préximo ao limitante (4.14), pela nossa construcao de projegoes
dada na Secao 3.3. O mesmo vetor v pode ser utilizado para todos os toros,
permutando as suas coordenadas. Como temos n! toros no conjunto SCey), o

comprimento total Ly produzido pela nossa construcao é:

’I’L

para algum ;. No caso das curvas da Construgéo Lifting com mesmo raio de

empacotamento, temos [VCO03]:

. (2m)™
Lic = Le = 2m||al|, = W (6n — €2).

A medida que p — 0, podemos fazer com que ambos €; e €5 tendam a zero, e

portanto:
Lty
) | n/2||
Tio — n! Ci

Tomando ¢ suficientemente pequeno (mas mantendo o raio de empacotamento
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maior que p), temos

Em outras palavras, a luz da Equacao (4.3):

EPE (X — X)) ~ —— BEC (X — %)

low (n!)2 low

onde a aproximacao é tao boa quanto o raio de empacotamento seja pequeno

(este é o caso quando a relagao sinal-ruido é alta).

O préximo teorema nos mostra que é possivel encontrar parametros de cédigos
esféricos e curvas tais que o MSE tenha ordem de decaimento O(P~*"~V). Con-
tudo, a sua demonstracao é nao construtiva, baseada em argumentos existenciais
devido a Chabauty, Shannon e Wyner [EZ01, Segao 1.6]. A ideia intuitiva é de que
as construgoes anteriores [VC03, SVC10] utilizam apenas um toro (um objeto n-
dimensional) em S*"~!, enquanto utilizando a folheacio podemos preencher uma

parte maior da superficie da esfera.

Teorema 4.3.2. [CTC13] Ezxiste uma escolha de parametros M, ¢; e v; para os
quais o erro quadrdtico médio do Esquema de Camadas de Toros satisfaz E[(X —

X)? = O(P~@ =Y para qualquer > 0 e P suficientemente grande.

Demonstracao. Ver Apéndice A. m

4.4 Simulacoes

Apresentaremos resultados numéricos provenientes de simulagoes para ilustrar o
desempenho do Esquema de Camada de Toros. O estudo comparativo serd feito
com o esquema [VCO03], ao qual nos referiremos por V&C, e com uma simples mo-
dulacéo linear (isto é, quando s(x) = VP(z,...,z)). Os resultados de simulacio

correspondem a 50000 amostras com n = 3 (isto é, dimensao do canal igual a
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6), e o desempenho é medido através da relacdo entre o sinal ruido SNR = P/o?
e o erro quadratico médio. Mostraremos também como adaptar o Esquema de

Camada de Toros para fontes gaussianas, isto é, quando a variavel aleatéria X
2

s°*

possui distribuicao normal com variancia o

Uma outra possivel construcdo para comparacio em R® seriam as curvas poli-
nomiais de [WSR09]. Entretanto, o decodificador proposto para tais curvas possui
alta complexidade computacional (um dos passos é encontrar o minimo global de
de polinomios de grau arbitrariamente alto), de modo que torna-se infactivel re-
alizar todas as amostras computacionalmente. Além disso, como demonstrado
no préprio artigo [WSR09], o esquema V&C supera as curvas polinomiais para
fontes uniformes e é bastante comparavel a estas para fontes gaussianas. Outras

construcdes na literatura, como o trabalho de [Chu00] s6 envolvem curvas em R?

e R3.

O comportamento tipico das simulacoes evidencia um efeito threshold: para
valores de SNR muito baixos, uma boa parte dos vetores é decodificado na ca-
mada de toro incorreta. Acima de um certo SNR limite, o sistema é regido pela
Equagao (4.3) correspondente ao regime de baixo ruido. Esse efeito threshold
é caracteristico a qualquer sistema de modulagao analdgica (veja por exemplo

[Sak70, Capitulo 4]).

Fontes Uniformes

Na Figura 4.5, a esquerda, o desempenho do Esquema de Camadas de Toros
(TL) ¢é exibida, para M = 6 toros como do Exemplo 4.2.3 com ¢ = 0.6 (raio de
empacotamento 0.29277) e vetor proje¢ao com coordenadas u = (1,2,198). O es-
quema V&C foi simulado para a = 18 (isto é, com as curvas associada aos vetores
u = (1,18, 324). Escolhemos estes parametros de modo que os dois esquemas atin-
gem a assintota para o mesmo valor de SNR (isto é, possuem aproximadamente

o mesmo raio de empacotamento). Como esperado, o esquema TL apresenta um
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1/mse [dB]
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Figura 4.5: Simulacoes computacionais no caso de fontes uniformes.

melhor desempenho assintdtico (aproximadamente 13dB maior neste exemplo).

A Figura 4.5 mostra, a direita, resultados de simulacao também para M = 6
toros como no Exemplo 4.2.3. Neste caso, t = 1.75 (raio de empacotamento
0.46107) e o vetor projegao possui coordenadas u = (1,4,34). O cédigo V&C foi
simulado novamente para a = 18. Os parametros, neste caso, foram escolhidos
de modo que ambos os esquemas tenham mesmo comportamento assintético (isto
é, as curvas possuem comprimento igual). Neste caso, o esquema TL atinge a

assintota para um valor de sinal-ruido muito menor (5db neste exemplo)

Fontes Gaussianas

Apesar de a teoria ter sido apropriadamente desenvolvida para fontes uniformes,
apresentamos a seguir uma possivel extensao para fontes gaussianas, acompa-

nhada de resultados de simulagao.

Considere x retirado de uma distribuicao normal N'(0, 02) e seja p(z) a funcio
densidade de probabilidade da distribuicao. Para usar o Esquema de Camadas de
Toros, precisamos primeiramente mapear a reta real no intervalo [0, 1]. Existem
infinitas maneiras de fazé-lo - mostraremos a seguir uma delas - utilizando uma
técnica chamada de companding [Sak70]. A técnica propoe um mapeamento da
reta real em um intervalo finito, mudando o suporte de uma variavel aleatéria, de

modo que a distor¢cao produzida seja pequena. Uma funcao companding otima
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para a variavel Gaussiana foi empregada no trabalho [WSR09], para curvas poli-

nomiais.

Seja T" = {T4,...,Ty} uma colecdo de M toros projetados como no caso
uniforme. Para cada um desses toros, temos uma curva sr, (z) com comprimento
M
Ly, tal que o comprimento total é L = Z L. Particionamos o intervalo real em
k=1

L
M sub-intervalos tais que a area abaixo de p(z) restrita a Qy é igual a fk Sejam
{1,290, -+ ,xps_1} 0s extremos destes intervalos, de modo que
Q1= (—OO7$1], Qr = (xk—hxk], Qum = ($M—1,OO)~
Rl ) l'v g(T) v"
I I I I P & ]
6 @ q(n“g) ‘ "Gyl '1
T
Figura 4.6: Divisao de intervalos para a variavel Gaussiana
Aplicamos entao a fungao companding [Sak70]:
g:R—10,1]
x 1
2 p(u)s du
o p(u)s du
para mapear a reta real em [0, 1]. As imagens {g(x1), g(x2), - ,g(zp—1)} indu-
zem uma parti¢ao de [0, 1] em M pedagos {11, Is,--- , Iy}, com

L =10,9(x1)], Ik = (9(wr-1), 9(wn)], Tn = (9(2a1-1), 1],
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com tamanhos |11, |I5],- -+ ,|Iy| e podemos definir a nossa fungao bijetiva entre

Iy ¢ ]0,1) como

fk : Ik — [O, 1)
y— 25;11 Ly, where y = g(x).
fe(y) = .
I,

O aplicagao de codificacao s(x), bem como o processo de decodificacao sao si-

milares ao caso uniforme. Uma vez que tenhamos uma estimativa y € [0, 1),
. . ~ PR N ~

precisamos inverter a fungao g(x) para obtermos & = ¢~ () e entdo computar o

MSE. A codificagao esta ilustrado na Figura 4.6.

Na Figura 4.7, mostramos resultados de simulacao para uma fonte gaussiana
2

com variancia o; = 0.5. Os parametros foram os mesmos que os simulados no
caso uniforme (Figura 4.5 a esquerda). Como podemos ver, necessitamos de um
SNR muito mais alto para atingir o threshold, mas o esquema TL ainda mantem
uma vantagem com relagao a V&C.

120 T T T T

100

80

1/mse [dB]
o
3

S
S

Asymptotes
——TL
—8—Vvac
—=— Linear

20

0 . L . . .
20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40
SNR [dB] per channel

Figura 4.7: Simulagoes para uma fonte gaussiana

Finalizamos esta secao com uma observacao sobre a implementacao. Como
as curvas construidas pelo nosso método sao fechadas, se o valor enviado esti-
ver proximo de algum dos extremos do intervalo I; = [L;_1/L, L;/L], isto é, se
L;_1/L+ ¢ é enviado, o decodificador podera gerar como saida um valor préximo
de L;/L, produzindo um erro muito grande. Esse efeito, que assintoticamente

é negligenciavel, pode deteriorar bastante o comportamento pratico do nosso es-
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quema. Para prever tais erros, na pratica, o codificador deve “comprimir” o
intervalo I; por um fator o € (0,1), de modo a “abrir” a curva, separando os
valores dos extremos. Por outro lado, essa técnica deteriora a performance acima
do threshold, de modo que devemos calibrar a cuidadosamente. Nos nossos exem-

plos, precisamos tomar a € (0.7,0.8).

4.5 Referéncias Futuras

Como exibido na anélise assintética e nas simulagoes, as curvas em camadas de
toro possuem um bom desempenho em termos do MSE como funcao da razao
sinal-ruido do canal. Além disso, um recente trabalho de Almeida et. al [ATB13]
mostra como aplicar nossas construgoes para o canal wiretap (uma espécie de
canal gaussiano grampeado em que um receptor ilegitmo tenta obter informacao
da transmissao). Se convenientemente parametrizados, os codigos em camadas de
toro provém naturalmente seguranca para a transmissao, forcando o receptor nao-
autorizado a operar em regimes de alto ruido. Em [TMZ13], os autores estudam
como otimizar os parametros dos nossos codigos de modo a melhorar o desem-
penho no regime de alto ruido, sem comprometer o comportamento assintético,

incluindo um estudo analitico do decodificador de méaxima verossimilhanca.
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CAPITULO 5

Aplicacoes de Expansao de

Largura de Banda

No capitulo anterior, consideramos aplicacoes utilizadas para transmitirmos
uma fonte unidimensional através de um canal gaussiano n-dimensional. Aqui,
consideraremos uma extensao natural deste problema, dada pelo modelo de co-

municacao abaixo: Estamos interessados no caso k < n, conhecido como regime

—» [5(x) ER"—> D —> gy) eERF |5
z € RF T Y & e RF

z ~N(0,0%1,)

Figura 5.1: Modelo de Comunicacao

de expansao de largura de banda. A teoria da taxa wversus distorcao estabelece
que o erro quadratico médio do sistema nao pode decair a uma taxa melhor que
MSE = O(SNR™™*) (ver Secdo 5.1). Diz-se que um esquema de codificacio que
atinge essa taxa possui expoente otimo. Esquemas com expoente 6timo foram
estudados previamente por Santhi e Vardy [SV03], Kleiner e Rimoldi [KR10] e
Bhattad e Narayanan [BN10]. Todas essas referéncias estudam apenas o caso

k = 1. Limitantes que vao além do expoente do MSE podem ser encontrados em

[ILZF03].

Para o caso k = 1, vimos que este problema esta associado a encontrar curvas

esféricas de comprimento grande. Como é de se esperar, para k > 1, codigos para

117
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esse modelo de comunicagao estao relacionados com variedades de dimensao k no

R"™ com certas propriedades geométricas.

Apesar de a formulagao do problema ser completamente andloga a do capitulo
anterior, veremos mais para frente que a figura de mérito para o modelo de
comunicagao acima guarda algumas particularidades as quais torna nao trivial
a generalizagao para fontes de dimensao superior. Isso explica em parte porque

referéncias anteriores na literatura consideraram apenas o caso unidimensional.

Os resultados deste capitulo foram parcialmente apresentados no IEEE Infor-
mation Theory Workshop, Sevilha, Espanha (2013), e podem ser encontrados em

[CVC13).

5.1 Limitantes Fundamentais

A formulagao do problema é completamente andloga ao caso unidimensional. Um
vetor € R retirado de uma distribuicao continua deve ser transimitido através
de um canal gaussiano n-dimensional. Um receptor estima o vetor enviado como
& de modo a minimizar o erro quadratico médio por dimensao da fonte, dado por

J

MSE — %E {HX X

5.1.1 Limitante de Cramér-Rao

O Limitante de Cramér-Rao [Sak70] é provavelmente o limitante inferior mais
geral para o MSE e resulta em boas estimativas quando o ruido é particularmente
baixo. Dado um vetor desconhecido @ com vetor de observagao y(x), o limitante

de Cramér-Rao nos diz que

E [HX—XH2|X::1:] > te(I(z)Y), (5.1)
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onde I(x) ¢ a Matriz de Informacao de Fisher dada por

Ol f(y;x) dIn f(y; x)

1 =K
[ ($)]zj Yy axl a.’L’j )

e f(y; x) é a funcao densidade de probabilidade das observagdes y com respeito ao
parametro . Consideremos agora o nosso modelo de comunicagao. Suponhamos
que a aplicacao que leva x na saida do canal é dada por s : 2 — R", onde 2 é
o suporte da fonte, e p(x) é sua a funcao distribuicdo de probabilidade. Fixado

um vetor desconhecido, as observagoes sao dadas por
Y = s(x) + Z,tal que Z ~ N(0,0°1,),

Assim, temos que
e~ lly—s(@)l3/20

(Vo)

Jln 1 0
= v ).

= (y = s(@))[Js(2)];,

onde [Js(x)]; representa a i-ésima coluna do jacobiano de s, definido como

fly;z) =

[Js(a:)]w = 882/@1’]

Tomando a esperanca de ambos os termos, temos que

o que nos da o limitante

MSE = %E MX _X j > %2/Qtr((J(w)J(w)t)_l)p(m)dw. (5.3)
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Note que quando k = 1, esta férmula especializa-se para
BlxX - X720t [ LD (5.4)
o [|1s(z)ll2

que ¢é precisamente o erro quadratico médio do regime de ruido baixo discutido no
capitulo anterior (4.3). Nas nossas construgoes, focaremos novamente em fontes

uniformes, de modo que daqui para frente p(x) = 1 e Q = [0, 1)".

5.1.2 Limitante da Taxa wversus Distorcao
Aqui utilizamos extensivamente os resultados de [CT06, Cap. 12], sem definir
formalmente a terminologia de Teoria da Informacao.
Dada uma fonte sem meméria com entropia diferencial h(X) < oo, a fungao
de taxa versus distorcao com respeito ao erro quadratico médio satisfaz
1
R(D) > h(X) — 5 log 2meD.

Por outro lado, a capacidade do canal gaussiano é dada por

1 P
C'=-log |1+ — | bits/uso do canal,
2 o2

[

onde o, é a variancia do ruido. No nosso modelo, estamos utilizando k£ amostras

da fonte para n usos do canal, e portanto kR(D) < nC, o que implica
MSE > — (1 + SNR)~"/* (5.5)
~ 2me ' '

Isso nos mostra que o MSE nao pode decair a uma taxa melhor que O(SNR*”/’“).
O lado direito da desigualdade acima é também chamado de OPTA (Optimum

Performance Theoretically Attainable).

Observamos que limitantes derivados da teoria de taxa wversus distorcao sao

atingiveis invocando o Principio da Separacao de Shannon, através de codigos
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digitais com bloco arbtirariamente longos. Ao invés disso, aqui estamos interes-
sados em aplicagoes para blocos significativamente pequenos (como k = 1, no
capitulo anterior). Neste caso, um resultado relativamente recente de Ingber et.
al [ILZFO08] aprimora as constantes no limitante acima. De fato, os resultados
em [ILZFO08] nos mostram que a diferenga entre a constante atingivel por blocos
finitos e o lado direito de (5.5) cresce significativamente & medida que a dimensao

do canal aumenta.

5.2 A aplicacao mod-1

Seja A uma matriz com entradas inteiras de ordem k x n, k < n. A aplicacao

mod-1 é definida da seguinte maneira:
s1(x) = (xA); =xA (mod 1) = xA — [xA], (5.6)

em que |y] é o vetor obtido arredondando cada entrada de y para o inteiro mais
préximos. Para k = 1, essa funcao linear por partes leva os pontos do intervalo
[0,1) em um conjunto de segmentos de reta em R", e é similar ao conjunto de
retas que produz as curvas em toros estudadas em 4.2. Para k > 2, analogamente,
a imagem de s;(z) é a interseccio dos espacos afins {xA+n:x € R*} n € Z",

dentro da caixa [—1/2,1/2)". De maneira mais formal, temos:

s1(RF) = 51([0,1)%) = | (span(4) + n) N [-1/2,1/2)". (5.7)

neL

Com o proposito de empregar a aplicagao mod-1 para codificacao continua,

necessitamos de algumas propriedades de s;(x), descritas na proposigao a seguir.

Proposigao 5.2.1. Seja s; : [0,1)" — [~1/2,1/2)" a aplicagio mod-1 (5.6), com
A uma matriz inteira de ordem k X n e posto k. As sequintes propriedades sao

validas:
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Figura 5.2: Imagem de s;(x), com A = < é ? ; )

(i) s1 € injetiva se, e somente se, as linhas de A formam um conjunto primitivo

de vetores de Z"

(ii) A energia média de s,(x) para x uniformemente distribuido no cubo [0,1)*

¢ dada por E [Hsl(X)Hg} =n/12.

(iii) A distancia minima entre os planos que compoem a imagem de si(x) €

igual a norma minima do reticulado Py (Z").

Demonstracao. (i) Pela caracterizagao (iii) do Teorema 1.1.9 com A = V| as
linhas de A sao um conjunto primitivo de vetores em Z" se, e somente se,
{zA:z€0,1)*} NZ" = {0} E claro que essa condicdo pode ser substituida
por {:UA cx € (—1, 1)"3} NZ" = {0}, j& que qualquer ponto de (—1,1)* pode ser

transladado por uma diregao inteira para [0, 1)k. Suponha que x e & sao tais que
A — |zA]l =xA— |2A] /. (x —2)A = [2A] — |[zA] =n € Z".

Como ¢ — & € (—1, 1)k, n deve ser o vetor nulo e assim, * = x e portanto s;
é injetiva. Reciprocamente, se s; ¢é injetiva, entdo para qualquer & € [0,1)" tal
que x A é inteiro, temos & = 0, provando que as linhas de A s@o um conjunto

primitivo de vetores.
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(ii) Para qualquer inteiro nao-nulo a, vale que

1/2 ) 1
/ (ax — |azx])*dz = L

—-1/2

A energia média dos pontos de s1(x) é dada por
2
E [||81(X)||§} :/ Z ZL‘,AU | ;A 1) dzy ... dx,

/ / < iy zAzﬂ>2 doy. .. dz,  (5.8)

(iii) Observe que pela caracterizacao (5.7), a distancia minima p entre dois

planos em s,([0, 1)*) pode ser calculada como

= min min|xzA—-—n
p neR” n¢g AL xcZk || ||2

A solucéo para o minimo interior é obtida projetando de n em A*, de modo

que
min 24 — nll, = [Py (n)]].
xzeR
Temos portanto:
—_ . 5.9
P g, min s (59)

ou seja, p é igual ao menor vetor nao nulo em P,.(Z"), concluindo a demons-

tracao. O

O item (ii) acima nos diz que normalizando s;(x) por um fator a = 2v'3P//n,
a aplicagao s(x) = asi(x) respeita a restricao de poténcia. De agora em diante,
consideraremos sempre a aplicagdo s(x) (normalizada pelo fator «) como funcao

de codificagao.
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Similarmente ao Capitulo 4, uma grandeza relevante para nossas andlises
serd o raio de empacotamento do local geométrico do sinal, definido de maneira
andloga ao caso de curvas como o maior valor tal que os “tubos” ao redor dos
segmentos que compoem a imagem de s(x) nao se sobrepéem. Aplicando a Pro-
posi¢ao 3.1.3 (com V = A) e a defini¢ao de densidade de centro, vemos que esse

raio possui relagdo com o det A através da equacao

4+/3 P51/ (k)

P = et LA T (5.10)

onde ¢ é a densidade de centro de P41 (Z"). Assim, um critério para escolher as

aplicagdes é escolher A primitivo de modo que det(AA") seja pequeno.

Exemplo 5.2.2. Seja w € N. Considere a familia de matrizes de ordem (n — 1)

por n dada por

1 w 0 0 0
01 w 0 0

A, = 0 0 1 0 0 , (5.11)
00 0 -+ 1 w

Como o determinante da matriz constituida pelas (n — 1) primeiras colunas de
Ay €igual a 1, as linhas de A,, formam um conjunto primitivo de vetores em Z".

Efcicil ver que

n—1
det(A,AL) =) " w®.
i=1
Como Pai(Z") é sempre um reticulado unidimensional (§ = 1/2) temos

1 1
b= - (5.12)

Vdet(A,AL) (i w22
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5.2.1 Analise do MSE

As técnicas para a andlise do MSE utilizadas aqui podem ser encontradas em
[VC03, Sec. VI BJ. Suponha que utilizamos s(x) como fungao de codificagao e
que o vetor recebido y = s(x) + z. Por simplicidade, assumimos que ¢ é fixo,
analisando como o MSE se comporta a medida que aumentamos P. Mostraremos
também como escolher a matriz A (ou a familia de matrizes A,,) de acordo com

a poténcia do canal para minimizar o MSE.

Seja p = p/2 a metade da distancia minima entre os segmentos que compdem
a imagem de s. Considere o evento E, = {||Z]|, < p}. O MSE pode ser limitado

por

z yEp] P(E,)+ %E MX - XHz | E;] P(E2)

(5.13)

O primeiro termo da desigualdade acima é o MSE em regime de ruido baixo
(isto é, quando & é decodificado no mesmo segmento que x) e aproxima-se do
Limitante de Cramér-Rao (5.1) & medida que a poténcia cresce. O termo P (E;)
¢ a probabilidade que um vetor com distribuicao gaussiana possua norma maior
que p, e vale portanto
n-1l /9 2\i
_—p?/202 (p /20 )

P(|Z]l, 2 p) = e 2 S LT
i=0
Assim, em geral, se utilizamos uma familia de matrizes A,,, com w um parametro

de projeto a ser escolhido convenientemente, o MSE satisfaz

2 t AwAt -1 2 2n—1 2 2 2y
\isE < 7 rl(%P W s Z([)%-—|U)' (5.14)
i=0 '

Para que o primeiro termo atinja ordem de decaimento O(1/P™*) é necessério

(e suficiente) que tr(A,AL)~ = O(1/P"=¥/kF) " Além disso, precisamos garantir
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que P (|| Z||, > pw) ndo domina a equacao acima. Para tal propdsito, é suficiente
garantir que a distancia entre os segmentos da imagem de s(x) seja suficiente-
mente grande. Da equacgao (5.10), precisamos que a densidade dos reticulados

P41 (Z" tenda a um niimero nao-nulo, o que implica que det(A, ALY/ (=R)+u

para
algum g > 0. Se estas condigoes forem satisfeitas, o termo P (|| Z||, > p,,) serd

exponencialmente pequeno, e o MSE total atingira o expoente 6timo.

Os argumentos acima impoem uma condi¢ao entre o trago e o determinante de
(A, AL )71 a saber tr(A,AL) ™t = O(1/P™~ /%) Em suma, se as trés condigdes
abaixo forem satisfeitas para a familia de matrizes A,, obteremos uma familia de

esquemas de codificacao com expoente 6timo.

(i) (Injetividade) As colunas de A, sdo um conjunto primitivo de vetores de

7".

(ii) (Distancia minima) A densidade de P41 (Z") estd afastada de zero & medida
que w cresce. (De fato, quanto maior a densidade, melhor a aproximagao

feita em (5.14)).

(iii) (Expoente do MSE)

tr(AyAL) ™ = O(det (A, AL) %) (5.15)

As condigoes (i) e (ii) podem ser resolvidas utilizando as construgoes de
projecao do Capitulo 3. De fato, para atingir apenas o expoente 6timo, nao
necessitamos projegoes que aproximem o melhor reticulado (n — k)-dimensional,
mas apenas alguma construcao cujo limite seja um reticulado com densidade nao-
nula. A maior complexidade estd na condigao (iii), a qual nos referiremos como
condi¢ao traco-determinante. Utilizando argumentos do tipo média aritmética
versus média geométrica nao é dificil mostrar que para qualquer matriz de posto

completo a

tr(AAN ! > kdet (AAY) V¥,

com igualdade satisfeita se, e somente se, as colunas de A sao ortogonais e possuem
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mesma norma. Portanto, a condigao (iii) é bastante restrita, levando em conta que

também precisamos que as linhas de A sejam um conjunto primitivo de vetores.

Exemplo 5.2.3 (Otimalidade da aplicacdo (n — 1) : n). Sejam A, as matrizes
como no Eremplo 5.2.2. Como mostrado no exzemplo, det(A,AL) = O(w? "),
Além disso, € facil ver que [(A,AL) ]y = ©(1/w?), e deste modo a condigdo
traco-determinante € satisfeita. Da andlise anterior, se escolhermos o parametro

2n—2+u)

w de modo que P = O(w para algum p > 0 arbitrariamente pequeno, o

MSE da aplica¢iao mod-1 s(x) decaird com expoente dtimo.

Exemplo 5.2.4 (Otimalidade dos Cédigos Shift [VC03]). Para k = 1, foram
propostos cddigos baseados na aplicagao shift em [VC03]. Na linguagem deste
capitulo, os codigos shift sao dados pela aplicagio mod-1 (5.6), cujas matrizes

A, possuem uma unica linha dada pelo vetor primitivo

2 n—1
(Liw,w,...,w" ).
Neste caso, a condi¢cao trago-determinante € trivialmente satisfeita. Além disso,
pode-se demonstrar que a densidade dos reticulados projecdo de Z" associados
convergem para a densidade de Z" ', e assim a condicdo de distancia minima

também € satisfeita. Seque que os codigos shift possuem expoente otimo.

Observacao 5.2.5. Um outro exemplo de cddigos com expoente dtimo baseado

em ideias similares a da aplicagao mod-1 € descrito [KR10)].
Exemplo 5.2.6. Seja Ay, w € N, a sequéncia de matrizes dada por
wlVEEif (i, ) = (1, dmpar) ou (2, par)

0 caso contrario

(Aw)ij =

Por exemplo, para n = 2m + 1 impar, a imagem de A, € gerada pelos veto-
res (1,0,w,0,w?, ...,0,w™) e (0,1,0,w,...,w™ ', 0). Argumentando como na
Secio 3.2, podemos mostrar que as projecoes de Z" em A estio, a menos de

equivaléncia, prézimas do reticulado Z" 2 & medida que w cresce. A Figura 5.3
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extbe a densidade de centro dos reticulados projecao a medida que w aumenta e
n=>5. Sen € par, as linhas de A,, possuem mesma norma e sao ortogonais, por-
tanto a condigao traco-determinante é garantida, e desde modo obtemos codigos
com expoente dtimo (observe que estes sio precisamente os cddigos shift acima
utilizados sincronizadamente para cada saida da fonte). Sen =2m + 1 é impar,
temos

P (W) 0

AL AL =
0 pm71<w)

onde pp(w) =1+ w+ -+ +w™ = O(w™). Assim, det(A,A") é um polinémio
com termo de maior grau w*™ . Além disso, tr((A,AL)™Y) = O(w'™™), de
onde vemos que tr(Ay,AL) ™t = O(det(A,AL)~V2ACM=DY "oy seja, a condigdo
traco-determinante nao € satisfeita. De fato, argumentando da mesma maneira
acima, pode-se mostrar que o melhor expoente possivel do MSE no caso impar é
dado por P~ = p~(n=1/2 (o mesmo expoente se tivéssemos “desistido” de uma

dimensdo do canal).

0.1250 7

0.1249 -

0.1248

Center Density

0.1247

0.1246

P T S S
60 80 100

w

Figura 5.3: Densidade de centro de Py (Z°) em funcdo de w.
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5.2.2 Decodificacao

Para o esquema de comunicacao considerado, o melhor decodificador em termos

do erro quadratico médio (MMSE), dado um vetor recebido y ¢ dado por [Sak70]:
z(y) = Blzly].

Na pratica, entretanto, tal decodificador possui grande complexidade de imple-
mentagao. Focamos, portanto no decodificador de maxima verossimilhanca que
¢ dado pelo valor que maximiza log f(y; ) (Equagao (5.2)). Assim, mostra-se

facilmente que

#(y) = argmin |y — s(z),.

Em outras palavras, &(y) é a distancia do ponto recebido até a imagem de s(x).
Baseado na caracterizac¢ao da imagem de s(x) dada pela equagao (5.7), desenvol-
vemos um algoritmo eficiente para a decodificacao por maxima verossimilhanca,
dado em pseudo-cédigo ProjDecod. A ideia do algoritmo é, dado um ponto re-
cebido y, projeta-lo em A* e efetuar uma decodificacio no reticulado P4i(Z")
de modo a encontrar o ponto mais préximo do projetado. Por conta de (5.7),
as coordenadas inteiras do ponto mais proximo da projecao dirao exatamente
qual das translagoes de span(A) minimiza a distancia até o vetor recebido. A
partir dai, projetamos no plano correspondente e encontramos a coordenada do
vetor projetado, que sera a estimativa . No pseudo-codigo abaixo, assumimos
que existe uma procedimento capaz de executar a decodificacao no reticulado
P, (Z™). Alguns algoritmos de decodificagao universais que podem ser emprega-

dos aqui encontram-se descritos em [AEVZ02].

A complexidade do algoritmo é dominada pela decodificagao no reticulado
P, (Z"). De maneira geral, decodificar em reticulados arbitrarios possui comple-
xidade exponencial [AEVZ02], apesar de existirem algoritmos aproximados com
complexidade polinomial. Excetuando a decodificacao, a operacao mais cara efe-

tuada é resolucdo de sistemas linear /inversao de matrizes, cujo custo é de O(n?)
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operagoes aritméticas.

Algoritmo 2 Decodificacao por projecoes
1: PROJDECOD(A, y,a = 2V/3P/n)
2 P I, A(AAHTTA
3: y < Py/a

4: Encontre 2 =arg min |z —y|,
zeP, (Z™)

5: 2 <+ (ay — 2)A(AAH!

6: T T — |2

7. return I

8: fim

Simulacoes

O algoritmo acima foi utilizado para fazermos simulacoes de como comporta-
se 0 mapa (n — 1) : n 6timo do Exemplo 5.2.2. Para critério de comparacao,

escolhemos as matrizes A,, e B, dadas por

Ay = (5.16)

+1 +1
g, - | Wt e . (5.17)
l—-w  (w+Dw —w

No segundo caso, é também facil ver que B, satisfazem as trés condigoes de

otimalidade da Secao 5.2.1. As aplicagoes correspondentes sao

sa(x) = a(xAy)r e sp(x) = a(xB);.

As familias consideradas nas simulacoes correspondem a expansao de largura de

banda 2 : 3, isto é, k = 2 e n = 3 dados pelas matrizes acima. Para ambos os
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SNRdd SR

(a) Simulagoes para as matrizes A, (b) Simulagbes para as matrizes By,

Figura 5.4: Simulagoes de aplicagoes de expansao de largura de banda (n—1) : n
Acima do threshold, o sistema aproxima-se da Eq. (5.3)

esquemas, se utilizarmos limitantes de taxa-versus distorcao, obtemos:

1
>
= 2me(1 + SNR)3/2

MSE = OPTA.

As simulacoes mostram um comportamento préximo da curva étima. De fato,
se w for escolhido de acordo com a relacao sinal-ruido, obtemos uma curva paralela
a OPTA, indicando que o expoente de decaimento do MSE estd préximo do 6timo
(-3/2). Para diferentes valores de n, se escolhermos matrizes de maneira andloga

n=1) Cada simulacao

a A,, encontramos expoentes préximos do ¢timo SNR™/(
foi baseada em 15000 amostras independentes e uniformemente distribuidas em
[0,1)? com valores de sinal-ruido variando entre 1 e 6db em um passo de 0.1. Nas
simulagoes observamos que abaixo do threshold, a familia A,, comporta-se melhor
que a familia B, e esse comportamento inverte-se no regime de baixo ruido. Em
comparacao com o limitante OPTA, a familia B, apresenta um melhor desem-

penho, sugerindo que é preferivel codificarmos com vetores ortogonais, ainda que

com norma ligeiramente distintas.

5.3 Aplicacao mod-1 Modificada

Como foi visto, a matriz A determina a imagem da aplicacao s(x) (ou o local

geométrico do sinal). Entretanto, existem diversas outras aplicagdes que que
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produzem a mesma imagem. Apesar de a condicao de distancia minima entre
os segmentos de s([0,1)¥) ser inerente & imagem do cubo [0, 1)* pela funcdo s, o

. t ’ ’ . . N . ~ .7
traco da matriz AA" é uma caracteristica inerente apenas a aplicacdo. Como ja
temos técnicas de garantir a condigao geométrica da distancia entre os segmentos
de [0, 1)’“, faz sentido considerarmos aplicagoes diferentes que produzem a mesma
imagem que (Ax);. No que segue, apresentaremos uma aplicacdo alternativa
a (Azx); que atinge a condigdo trago-determinante, com o custo de modificar o

suporte da fonte.

Dada uma sequéncia de matrizes A,,w € N, é sempre possivel ortogonalizar
as suas linhas (via fatoragdo RQ, por exemplo), de tal maneira que A, = R, Q' ,
onde @, ¢ uma matriz ortogonal em R/ ¢é triangular superior. Apds aplicarmos
um fator de escala, obtemos A, = R,Q.,, onde Q, = BQ.,, R, = (1/8,)R,
e By = (det(A,AL)Y?*) e assim det R, = 1. Portanto, a imagem do cubo
[0, 1)%) pela aplicacio (xA,); é a mesma que a imagem do paralelepipedo S,, =
R,[0,1)¥ pela aplicacdo (xQ,):, com a propriedade adicional de que Q,Q", =
B2 I, assegurando portanto a condicdo traco-determinante. Como R, é uma
transformacao que preserva volume, para uma fonte uniformemente distribuida
em S, a mesma analise de MSE das secoes anteriores e valida, substituindo A,
por Q,,. Portanto, se A, satisfaz as condigoes de distancia minima e injetividade,
a aplicacao

SqQ - Sw — R"
sg(x2) = a(Qux2 (mod 1)). (5.18)

satisfard também ambas as condicoes e a condicao do trago-determinante, atin-
gindo assim expoente 6timo. Note, entretanto, que agora necessitamos que a
fonte possua suporte “artificial” convenientemente escolhido S,, # [0,1)*. Para
voltar ao problema original, precisamos de um método para mapear S,, de volta
em [0,1)" de maneira a nao deteriorar o erro quadratico médio. Tal método deve
ser o mais préximo possivel de uma isometria, mas sabemos que de uma maneira

geral nao héa isometrias entre cubos e paralelepipedos. A seguir, mostraremos
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uma abordagem para mapear S, em [0,1)* através da teoria de disseccies de

poliedros.

5.3.1 Disseccoes de Poliedros

Seja P C R™ um politopo (ou poliedro). Uma disseccio de P em k diferentes

poliedros é uma decomposicao da forma

tal que os interiores de P; e P; sao disjuntos para i # j. Os elementos P; sao
chamados de pecas da disseccao. Seja agora () C R"™ um outro poliedro e supo-

nhamos que exista uma dissec¢ao

k
Q=Ja.
=1

tal que @; pode ser obtido de P; por uma isometria de R". Dizemos que @
e P sao equidissecdavers. Poliedros equidissecaveis possuem o mesmo volume n-
dimensional, mas a reciproca s6 é verdadeira para n = 1,2'. Em termos gerais,
uma disseccao pode ser vista como uma “isometria por partes”, em que cada peca
de um poliedro é levada em outra por isometrias. Existem diversas construcoes
para exemplos especificos, principalmente em R? e R* (veja, por exemplo, o livro
[Fre03]), e o objetivo principal é minimizar o nimero de pegas da dissec¢ao. Um
método geral para realizar dissecgoes ¢ o Teorema dos Dois Ladrilhos, cuja versao

a qual utilizaremos aqui pode ser encontrada em [SV09].

Seja G um grupo de isometrias de R", P um politopo em R" e Q C R". Se as

imagens de P pela acao de GG possuem interiores disjuntos e {2 = U gP, dizemos
geG

LA reciproca desta afirmaco no caso tridimensional constitui o 3° Problema de Hilbert. Um
ano depois de posto o problema, Max Dehn demonstrou que o cubo e o tetraedro regular de
mesmo volume nao sao equidissecaveis.
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que P é um G-ladrilho de €.

Teorema 5.3.1 (dos Dois Ladrilhos [SV09]). Se para algum conjunto 2 C R",

dots politopos P e Q) sao G-ladrilhos de §2, entao P e () sao equidissecdveis.

Um corolario ao teorema acima é o de que duas regioes fundamentais polie-
drais (e.g., a regiao de Voronoi e um paralelotopo fundamental) de um reticulado

possuem mesmo volume.

Corolario 5.3.2. Se Q € um poliedro que ladrilha R™ por um reticulado A C R",
entao vol (Q = Vdet A.

Demonstra¢ao. Sabemos que o paralelotopo fundamental P(B) com respeito a
alguma matriz geradora B de A é um A-ladrilho de R" e possui volume vV det A.
Interpretando A como um grupo de translagoes, tome A = G, P = P(B) e ) = R"

no teorema acima. O

Uma disseccao particularmente importante para nos sera a disseccao do qua-
drado para o retangulo, descoberta por Jean Etienne Montucla no século XVIII.
Ela é descrita em [Fre03, p. 221] da seguinte forma. Seja um quadrado @) e um
retangulo @’. Estenda a base de ) para a direita, desenhando linhas perpen-
diculares a base com distancia igual ao comprimento do lado de () entre elas.
Rotacione @' e posicione-o de modo que o seu canto esquerdo superior coincida
com o do quadrado e o seu canto direito superior esteja na extensao da base, con-
forme a Figura 5.5. Os cortes da disseccao sao as partes do retangulo cruzadas

pelas linhas desenhadas e pela extensao da base.

Apesar de geometricamente atraente, a disseccao de Montucla da maneira
descrita acima é pouco esclarecedora, e nao nos da nenhuma informacao sobre
possiveis generalizagoes para dimensoes superiores. Abaixo, mostramos que a
disseccao de Montucla é uma aplicagao do Teorema dos Dois Ladrilhos. Por
simplicidade, vamos mostrar como dissecar um retangulo e rearranjar as pecas

de modo a formar um quadrado de lado 1.
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Figura 5.5: Disseccao de Montucla

Suponha que queremos transformar um retangulo de lados [ x 1/I, 1 > 1, em
um quadrado de lado unitério. Seja x = v/[? — 1. Considere o reticulado (grupo

de translagoes) A = {u; +usx : uy, uy € Z} i.e., o reticulado com matriz geradora

Considere agora o quadrado @ = [0,1)? = {(a1,00):0<a; <1,0< ap <1} e
o retangulo Q' = P(v, 1) = {av; + avy : 0 < a3 < 1,0 < ay < 1}, onde

1 —
1 <1+x2’1+$2) e v:=(r.1)

Temos a seguinte proposicao

Proposicao 5.3.3. @ e Q' sdo A-ladrilhos de R?.

Demonstracio. (i) Q é um A-ladrilho de R®. Se os interiores de translagoes
distintas de ) nao fossem disjuntos, existiriam translacoes distintas de pontos
de @ tais que w1B + (a1, a3) = usB + (ay,40). Mas se isso ocorrer, entao
(u; —uz)B € AN (—1,1)% ou seja u; = uy € a; = d;, provando que os interiores
sao disjuntos. Além disso, qualquer ponto y € R" pode ser escrito como y =
uB + (aq, az), com

us = Yo s w1 = [y1 — uox|,
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/\/\ Tl

Figura 5.6: Disseccao de Montucla em termos do Teorema dos Dois Ladrilhos

Qg = Yo — U, 1 = Yo — (U + U),

de tal modo que 0 < ay, a0 < 1 e uy,uy € Z. Assim Q é um A-ladrilho de R?.
(ii) @' ¢ um A-ladrilho de R®. Novamente, ndo é dificil ver que dois pontos no
interior de translacoes distintas de @' nao podem existir e que qualquer ponto do

R? pode ser escrito como uB + avy + av, e assim Q' é um A-ladrilho de R*. O

Uma ilustracao da disseccao de Montucla nos termos da proposicao acima
pode ser vista na Figura 5.6. A ideia intuitiva é que podemos dissecar o quadrado

sobrepondo-o com o ladrilhamento por retangulos, ou vice-versa.

Com esta interpretagao da disseccao, podemos contar o niimero de pecas for-
malmente. Com efeito, fixemos o retangulo Q. Sejay = uy(1,0)+ug(—V12 —1,1)
um vetor de translagao. Se us > 1 ou uy < 0, entao claramente a translacao do
quadrado tem interseccao vazia com Q. Para a faixa equivalente a uy = 1, a
unica interseccao nao vazia é quando u; = 0, dando-nos a primeira peca. Agora
para a camada us = 0, se u; < —VI2 — 1, cada ponto da translacao do quadrado
tem coordenada no eixo horizontal igual a —v/12 — 1, e portanto ndo intersecta

Q’. Isso nos dé os possiveis valores u; = — { ?—1 W ,...,0. O ntimero total de

pecas é portanto 2 + {\/l2 —1 —‘ < [l] + 2.
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5.3.2 Esquema de Dissecgoes

Voltando ao problema de aplicacoes de expansao de largura de banda, nosso
objetivo é construir uma bijeccio entre [0,1)* e S,, como definido na Secio 5.3.

Para isso, realizamos os seguintes passos:

(i) Dissecamos [0,1)" em m poliedros 11, T5, ..., T,, cujos interiores sio dis-

juntos dois a dois e [0,1)F = UTZ-;
i=1

(ii) Dissecamos S,, em m poliedros T, T, ..., T,,, cujos interiores sao disjuntos

dois a dois e S, = Uﬂ
i=1

de tal maneira que T} e T; estao relacionada por uma isometria. Isso nos permite

estabelecer a bijecao @, onde

To=P(x)=0¢i(x), x€T;, 1=1,2,...,m

Para montar o esquema de codificacao por disseccoes nao podemos utilizar
diretamente a bijecao acima. Para ver isso, suponha que x5 € T; é transmitido.
E possivel que um evento de ruido baixo resulte em uma estimativa que reside em
Tj, j # 1. As descontinuidades em ® causarao assim um aumento nao controlavel
do MSE entre x e y, como ilustrado na Figura 5.7(a). Controlamos a degradacao
do MSE modificando a bijecao de maneira a encolher e separar cada peca da
disseccao, reduzindo assim a probabilidade de decodificar na peca incorreta. A

bijecao modificada esta descrita a seguir.

Codificacao: O codificador encontra ¢ tal que & € T; e aplica s(x) = s ((1—
e)oi(x) +t;) onde € > 0 e t; sdo tais que cada pega de S,, estd encolhida de um

fator (1 — €) e separada, como na Figura 5.7(b).
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Figura 5.7: Tlustragao da técnica de encolher/separar cada peca da dissecgao

Decodificacao: Dado y = s(x) + z = sg(x2) + 2z, onde x2 = (1 —¢)¢;(x) +
t;, o receptor decodifica y para recuperar &2 € S, (isso pode ser feito com o

Algoritmo 2) e entdo computa & = ¢; (22 — t;)/(1 — €).

Andalise do MSE: Dentro das pecas T;, a anélise assintética do erro quadratico
médio é essencialmente a mesma para sg(x) e s(x), pois ¢; é uma isometria. A
complicacao ocorre quando a estimativa @, “salta” de uma peca para outra, tal
que durante o reagrupamento para formar o cubo original, um erro grande ocorre.
A perda de MSE é, portanto, essencialmente produzida pelos eventos de “salto”.
Seja p > 0 metade da distancia entre os segmentos de sg(S,), e E, o evento de
ruido baixo. Se definimos “jump” como o evento quando x € T; e & € Tj, ¢ # j

e “no jump” o seu complementar. O MSE pode ser limitado por

1 1

~ 12 ~ 112 « : 9
18 [l &]2) < B [l — &3] 12l < p. “no jump’]
+ P(“jump”| [z, < p) + P(llzll, > p) =
1 ~ 2 1% . 7
K1—2) g)zE [l — &[5 |11z]l, < p, “no jump”]

+ P(“jump”| || z[|, < p) + P(l|=]l, > p)
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Se o ruido for menor que a distancia entre os segmentos da imagem de s(x),
entao &5 serd dado pela projecao no segmento correto. Neste caso, o erro serd
&y — @y = Quz/(af2) = 2/ ~ N(0,0?/afy,I;). Suponhamos agora que o vetor
de translacao t; e o fator € foram escolhidos de tal maneira que cada peca esté
separada pelo menos d dos seus vizinhos. Um salto ocorrerd se a projecao de z’
ortogonal ao plano que determina um corte tiver norma maior que d. Como a
projecao de uma variavel normal é também uma variavel normal, pode-se mostrar
que P(& € Tj|lx € T;) < Q(dafy,/0), onde Q(z) é a mesma funcio utilizada no

Apéndice A, que denota a “cauda” de uma distribuigao normal, isto é

Q) = %27 / e 2

Proposicio 5.3.4. Se cada peca T; da dissec¢do possui no mdzimo r vizinhos,

entao:
P(“jump”|[[z]l, < p) < rQ(daB/o). (5.19)

O numero de vizinhos pode ser subsequentemente limitado pelo niimero total
de pecas da dissec¢ao, menos um. Portanto, se escolhermos € de modo que € — 0
e daf,, cresce com ordem pelo menos P*, para algum p > 0, os eventos “jump”
terao probabilidade exponencialmente pequena e essencialmente a mesma anélise
assintotica valerd para s e sg. O objetivo da préxima segao é mostrar que a
disseccao de Montucla do quadrado para o cubo, junto com uma aplicagao mod-1
conveniente, satisfazem estes requisitos. O mapa alternativo sg pode ser visto

como um esquema de comunicacao modificado, conforme a Figura 5.8.

5.3.3 Construgao 2:n

Seja aplicacao mod-1 com matrizes A, descritas no Exemplo 5.2.6, a qual nao

possui expoente 6timo para n = 2m + 1. Mostramos que a aplicagao mod-1
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Figura 5.8: Esquemas de comunicacao

modificada, junto com a dissecgao de Montucla, podem “corrigir” o expoente do

MSE de tal modo a atingir o decaimento Gtimo P~"/2.

No caso impar n = 2m + 1, as matrizes A,, sao dadas por

1 0 w ... 0 w™

Ay
010 ... w™m" 0

Notemos primeiro que, do exemplo, temos det(A,A") = O(w*?). Usando a
notacao da subsecao anterior, podemos escrever A, = R,Q., onde @, é uma
matriz de ordem 2 X n cujas linhas sao ortogonais e R,, ¢ uma matriz diagonal
com determinante 1,

lyw O

0 1/1,

R, =

com I, = O(y/w). Além disso, £, = O(w™ /?). Da anélise do MSE, temos que
se escolhermos P = ©(det(A,AL)Y =241y = @(w* *m=2)) "o evento de erros
grandes E terd probabilidade exponencialmente baixa, e o MSE dados que nao

ha erros grandes pode ser aproximado por

0.2

MSE ~ —- tr((Qu@,,)) ' dz

Oé2k Rw[071)2
no? 1 n
= - = O _ ~ O Pii .
12P32 <Pw2m—1 > (P72)

Portanto, a aplicagdo sg(x) (modelo de comunicagao CII, apés dissecarmos a

(5.20)
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fonte e antes de reagruparmos as pegas) possui expoente ¢timo para uma fonte

com distribuicao no retangulo.

Para a etapa de dissecgao, utilizamos a disseccao de Montucla. Note que para
cortar o retangulo, utilizamos M — 2 cortes verticais e 1 corte horizontal, onde
M < [l]+2 é o nimero de pegas da dissec¢ao (ver Figura 5.7(b)). Estd claro que
podemos separar os semi-planos correspondentes aos cortes verticais transladando
um dos vértices da pega para o orgiem, aplicando um fator de escala (1 —¢), e
entao transladando-o de volta para a posi¢ao original do vértice. Neste caso, cada
peca estd a uma distancia d = g dos seus vizinhos. O triangulo provido pelo tinico
corte horizontal pode ser transladado tal que o vértice correspondente ao lado do
retangulo seja levado na origem, escalado, e entao transladado de volta, dando-
nos uma distancia até os seus vizinhos d &~ & /l, < d. Portanto, se escolhermos
e = O(w™ ™), da Proposicao 5.3.4, os “saltos” entre pecas diferentes na fase de
reagrupamento terao probabilidade exponencialmente pequena, e € — 0 quando

w — Q.

Em suma, como todas as pecas possuem no maximo r = 3 vizinhos e cada

uma delas estd separada de uma distancia pelo menos d, temos:

O(P~?) de (5.20)

A

1 T - « : ” R
MSE < = Bllea — @all | “nojump”, =], < o] +
s ” —n/2 (521)
+ P(lzll, = p) +  P(jump”|[z], <p)  =O(P).
———— —~ /

exponencialmente pequeno exponencialmente pequeno
de (5.14) da Proposigao 5.3.4

Isso nos mostra que o MSE possui expoente 6timo.
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5.4 Extensoes e Referéncias Futuras

Nas se¢oes anteriores mostramos como utilizar a dissec¢ao de Montucla para ob-
ter codigos com expoente 6timo para fontes uniformes bi-dimensionais. Como
vimos, a disseccao de Montucla é uma manifestacao do Teorema dos Dois Ladri-
lhos 5.3.1. Através dessa caracterizagao, podemos generalizar a dissec¢ao para
qualquer hipercubo e qualquer hiperretangulo de mesmo volume em R", conforme

mostrado a seguir.

Seja L uma matriz de ordem n x n triangular inferior, tal que L; = 1.
Utilizando argumentos como na Prop. 5.3.3 nao é dificil mostrar que o cubo [0, 1)"
é um A(L)-ladrilho para R". Também pode-se mostrar que se U é triangular
superior com U; = 1, entdo o parallelogramo R = {ULx : « € [0,1)"} é um
A(L)-ladrilho para R"™. Considere agora os vetores ortogonalizados pelo processo

Gram-Schmidt aplicado as linhas de L, i.e.,

r, =1,

ri=1— Z <<r~7?;°]->>rj’ fori=n—-1,...,1.
=i+1 V77

iz
Tomando U como a matriz que ortogonaliza I, ..., 1,, vemos que, pelo teorema
dos dois ladrilhos, o hiperretangulo {ay7; + ...+ a,r, : 0 < a; < 1} é um A(L)-
ladrilho para R", e portanto é equidissecavel com o o cubo [0,1)". Basta mostrar
que qualquer hiperretangulo pode ser produzido através deste processo para uma
matriz L convenientemente escolhida. Seja um retangulo de lados a; X as . .. X a,.

Ademais, suponhamos que a; < ay < ... < a, (0 que pode ser obtido por uma

transformagao ortogonal), e a; X ay X ...a, = 1. Considere a matriz dada por

(

1 ifi=7
1Lz ai — 1
Lij = Y ifi=j+1 (5.22)
Hk:j.H ag
\ 0 caso contrario
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Aplicando ortogonalizacao de Gram-Schmidt nas linhas de L, a comecar pela
ultima, produziremos vetores ortogonais tais que ||7;||, = a;. Assim, a realizagao
do retangulo de lados a1 < as < ... < a, ao longo desses vetores, bem como
o cubo [0,1)" sd@o A(L)-ladrilhos para R", e deste modo, pelo Teorema 5.3.1,
sao equidissecaveis. Por exemplo, no R*, podemos dissecar um hipercubo e um
hiperretangulo de lados a; X as X az x a4 através do Teorema dos Dois Ladrilhos

utilizando o reticulado gerado por

1 0 0 0
Va3a3ai — 1 . 0 0
— asay
G rErra— . (5.23)
0 -_— 1 0
Gy

0 0 \Vai—1 1

A utilizacao dessa disseccao para o desenvolvimento de cédigos analdgicos com
expoente 6timo para fontes com dimensao k arbitraria é deixada para investigagao

futura.
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CAPITULO 6

Conclusoes e Perspectivas

Futuras

He took his time coming over. “You boys going to get somewhere,
or just going?” We didn’t understand his question, and it was a

damned good question.

- Jack Kerouac, On the Road

Abaixo resumimos brevemente os resultados apresentados e listamos algumas

perspectivas futuras.

No Capitulo 2, estudamos a classe de reticulados g-arios, mostrando algumas
relagoes entre algoritmos de decodificagao para reticulados e codigos corretores de
erros g-arios. Analisamos a estrutura combinatoria de cédigos perfeitos associados
a reticulados na norma [,. Mostramos uma completa caracterizacao de codigos
perfeitos no caso p = 0o e teoremas acerca da impossibilidade/possibilidade de
existéncia de tais cédigos para alguns parametros de raio de empacotamento e
dimensao. O problema geral de determinar quais parametros admitem cédigos
perfeitos na norma [, (e efetivamente encontréa-los) estd longe de ser completa-
mente resolvido. Uma solucao geral para as normas [, implicaria uma prova ou
contra-exemplo para a Conjectura de Golomb-Welch [GWT70] sobre codigos per-
feitos na métrica de Lee (ou l;), em aberto por cerca de 45 anos. E natural,
portanto, investigar se o estudo de métricas [, de maneira geral nos da alguma

informagcao adicional para a compreensao da conjectura. Além disso, codigos na

145
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métrica 2-Lee considerada no Capitulo 2 possuem potenciais aplicagdes em teoria
da informacdo [FSK13] e na construcio de cédigos esféricos [SB13]. E possivel
encontrar codigos perfeitos na métrica 2-Lee que nao sejam os triviais nem os

herdados da métrica de Lee?

No Capitulo 3 consideramos projecoes de reticulados. Apresentamos sequéncias
de projecoes do reticulado ctibico Z" com boa taxa de convergéncia, as quais po-
dem ser aplicadas a construcao de cédigos analdgicos. Mostramos também um
resultado geral acerca de projecoes de qualquer reticulado n-dimensional conver-
gindo para qualquer reticulado k-dimensional pré-fixado. Uma boa perspectiva
de pesquisa futura é a utilizacao da estrutura de projecoes para abordar dois pro-
blemas centrais da teoria: desenvolver algoritmos aproximados de decodificagao
de reticulados e encontrar o empacotamento de esfera mais denso. Com relagao
ao primeiro, ideias iniciais podem ser encontradas em [VCO03] e [Str07], onde al-
goritmos de decodificacao para projecoes de Z" dependem da norma do vetor ao
longo do qual se esté projetando. No que tange ao problema de empacotamentos
gerais, podemos estudar como obter sequéncias de projecoes com boas densidades

quando nao sabemos qual o reticulado mais denso, a priori.

Nos capitulos finais 4 e 5 desenvolvemos cédigos analdgicos para transmitir
uma variavel continua através de um canal gaussiano no regime de expansao
de largura de banda. Através de ferramentas matematicas como a folheacao
da esfera por toros planares, e as projecoes de reticulados, mostramos garantias
para o desempenho dos cédigos desenvolvidos que aprimoram significativamente
as propostas anteriores na literatura. Nossas andlises consideram que ha um
receptor e um transmissor. Uma direcao de pesquisa futura é analisar como
se comporta o problema de empacotamento de curvas no caso de canais com
mais do que um usudrio (receptor ou transmissor), tema de bastante interesse
da comunidade de Teoria da Informacao na atualidade. Canais famosos incluem
os canais de broadcast e de miltiplo acesso. O artigo [FKWT12] apresenta um

estudo preliminar nesta direcao para o canal de multiplo acesso.

Em suma, de uma maneira bastante abrangente, nosso interesse para direcoes
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futuras de pesquisa estd na aplicagdo de estruturas de Matemadtica Discreta (e
em particular Geometria Discreta) em ambientes com potencial aplicacao a te-
lecomunicagoes. Uma outra vertente de trabalho, cujo desenvolvimento foi feito
em paralelo com os temas considerados aqui, é a aplicacao de técnicas de geome-
tria poliedral (calculo de volume de regides determinadas por desigualdades) ao
calculo de probabilidade de erro de sistemas de armazenamento de informacao
em [CV13], assuntoq ue nao esta no escopo e nos objetivos desta tese. Deixamos

a realizacao de uma versao estendida de [CV13] como trabalho futuro.
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APENDICE A

Apeéendice A

Este apéndice ¢ devotado a demonstracao do Teorema 4.3.2. Temos os seguintes

lemas técnicos

Lema A.0.1. Considere uma familia de aplicagées dadas pela Equagao (4.17),
normalizada de modo a ter poténcia média P. Suponha que a medida que o
rato de empacotamento p — 0, o comprimento total e o raio de empacotamento
da familia satisfaca L = @(p_(k_l)) para algum k > 1. Para qualquer p > 0
arbitrariamente pequeno, existe uma escolha de parametros tal que o MSE decai

com ordem O(P~FH).

Demonstra¢ao. A demonstragdo é uma aplicacao da recente técnica [TK12, Ap-
pendix A], que descrevemos brevemente por razao de completude. Denotemos
P(“jump”) a probabilidade de que a estimativa & seja decodificada na “volta” in-
correta da curva. Isto ocorrerd se o ruido for maior que o raio de empacotamento
p da curva, e portanto podemos limitar esta probabilidade por Q(\/ﬁp/a), onde
Q(x) denota a fungao Q:

Por outro lado, se estimativa 2 e o valor enviado z estiverem na mesma, “volta”
da curva, entao fazendo a projecao do vetor recebido y no local geométrico,
temos que o MSE é proporcional a 0?/a’L?, onde L é o comprimento total e

a = Vv P. Dado P escolhemos nossas curvas de modo que o raio de empacotamento
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p satisfaga p = @(P’I/ 2tH) | para algum fi > 0 arbitrariamente pequeno (isto pode
ser feito, por exemplo, crescendo a norma do vetor projegao suficientemente).

Assim, tomando i = pu/(2k — 2), temos que \/ﬁp = O(P*") de onde segue que

MSE = E[(x — £)*|“no jump”]P(“no jump”) + E[(x — £)*|“jump”] P(“jump”)
< El(z — %)% “no jump”] + P("jump”)

2 /
< 4 o) ,
B -
—~

O(p—k-i-u)

exponencialmente pequeno

e isso conclui a prova. O

Lema A.0.2. Para p > 0 suficientemente pequeno e u > 0, existe um codigo

esférico SC, = {ei,...,cy} C S" ' com distancia minima 2p satisfazendo:

> e =00, (A.2)

i=1 j=1

onde c;; denota a j-ésima coordenada do vetor c;.

Demonstrag¢ao. Do Limitante de Chabauty-Shannon-Wyner [EZ01, Thm. 1.6.2],
aplicado ao octante positivo de S"7!, existe um cédigo esférico com distancia
minima 2p e cardinalidade M = |SC,| = ©(p~"~V). Denotemos agora por SC<

o subcddigo de SCy tal que ¢;; > € para algum € > 0. Temos

M n n
ZHCU Z Hcij > e"|SCY.

i=1 j=1 ¢, €507 j=1

A medida que ¢ — 0, 1SCE| — |SC| = ©(p~™ V), entretanto, se ¢ tender a zero
muito rapidamente com respeito a distancia minima p, podemos estar deletando

muitas coordenadas para construir SC7, e portanto nao atingiremos o expoente



151

desejado. A escolha ¢ = p*™ para pu > 0 arbitrariamente pequeno resolve este

problema. O

Demonstra¢ao do Teorema 4.3.2: Se o codigo esférico SC, = {¢1,...,en}
possui M palavras e distancia minima 2p suficientemente pequena, é possivel
achar vetores projecao w; tais que suas normas estao arbitrariamente proximas
ao Limitante (4.14). Assim, para algum £ > 0, o comprimento total do Esquema

de Camadas de Toros sera

¢ij (0p—1 —€). (A.3)

)" -

al (2m
=Y 2ol = Z8 S
i=1 '

n—1
P =17

n

Desconsiderando o termo dentro da soma do produto, portanto, o comprimento

iria crescer com ordem ,0_("_1)

. Do Lemma A.0.2, podemos escolher ¢; de forma
que a soma do produto tenha ordem @(p’(”’l)), portanto, no total, teremos

L=0(p"?%), e do Lema A.0.1 o resultado segue.
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g-ario, 30

shaft, 102, 127

esférico (discreto), 98

linear, 31

perfeito, 44
conjunto primitivo, 15
Construgao A, 32
curva

stretch, 95

comprimento, 95

raio de empacotamento, 95

densidade de centro, 20
densidade de empacotamento, 19
desigualdade de Mordell, 60
determinante, 12
disseccao

de Montucla, 134

de poliedros, 133

empacotamento
de esferas, 22
periddico, 23
reticulado, 19
tetraedral (diamante), 26

erro quadratico médio, 93

fonte continua, 93

ladrilhamento

de Z", 45
de Penrose, 88

por poliominés, 52

limitante

da taxa versus distor¢ao, 120
de Cramér-Rao, 118
de Minkowski-Hlawka, 22

do Empacotamento Esférico, 47

local geométrico do sinal, 93

métrica

p-Lee, 36
de Hamming, 31
de Lee, 32

matriz

de Gram, 12

de projecao, 57

geradora de um cédigo, 31
geradora de um reticulado, 10

unimodular, 11

norma [, 23

poliomind, 52

quociente de reticulados, 14

relacao sinal-ruido, 93
reticulado, 2, 10
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A, 24

D,, 25

Eg, Er, Eg, 26

7", 24, 61

g-ario, 33

de posto completo, 10
dual, 16

equivalente, 14
hexagonal, 11, 25

ruido gaussiano, 92

sequéncia de reticulados, 62

sub-reticulado, 14

toro planar, 96
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