S

ESTIMAGCAO DE MAXIMA VEROSSIMILHANGA NAO PARAMETRICA

PELOS METODOS DE GRENANDER E DE MAXIMA VEROSSIMILHANGA PENALIZADA

Este exemplar corresponde & redagdo
final da Tese devidamente corrjgida e
defendida pela Srta. PATRICIA CRISTINA
GIMENEZ e aprovada pela Comissfio

Julgadora.

' Campinas, 20 de setembro de 1993,

Prof. W. DE F. MARQUES

Orientador

Dissertagiio apresentada ao Instituto
de Matematica, Estatistica e Ciéncia
da Computagdo (IMECC), UNICAMP, como
requisito parcial para obtengdo do

Titulo de Mestre em ESTATISTICA.

’ UNTTD e j
BT ]

b Ll



UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS

Instituto de Matematica, Estatistica e Ciéncia da Computacio - IMECC

ESTIMAGAO DE MAXIMA VEROSSIMILHANGA NAO PARAMETRICA

PELOS METODOS DE GRENANDER E DE MAXIMA VEROSSIMILHANGA PENALIZADA

Patricia Cristina Giménez ‘
[

Prof. Dr. Mauro S, de F. Marques. x'\ﬂOUl CTM-C-"; y N oo

(Orientador)

Campinas - Sdo Paulo

1993



AGRADECIMENTOS

Ao meu orientador Prof. Dr. Maurc S. de Freitas Marques, pela

sua dedicacdo e trabalho durante a orientacdo desta dissertagio.

Ao Prof. Dr. Luiz San Martin, pelas corre¢fes e sugestdes.

Ao Pedro, pelo auxilio na parte matematica,

Ao Departamento de Matematica da Facultad de Ciencias Exactas
y Naturales da Universidad Nacional de Mar del Plata, pelo incentivo e

apoio.

A minha familia, pela compreensdo e carinho.

Aos meus amiges, pelo apoio.

Ao Ricardo, pele incentivo, amizade e amor,

Ao CNPq pelo apeio financeiro.



CAPITULO 1

1.1 -

1.2 -

CAPITULO 2

2.2 -

2.4 -

iNDICE

- 0 método de maxima verossimilhanga....................

Experimento estatistico abstrato......................
Problemas da estimacao de mdxima verossimilhanca

ordiniria no €aso n3o paramétrico.....................

1.2.1 - Estimag8o de densidade..........oveuunnnrinnn..s.
1.2.2 - Estimac8o da intensidade de um processo de

Poisson N0 NOMOGBNEO. ..o v vttt it e aeennnns

- 0 método de maxima verossimilhanca penalizada (MVP)...

rd
Descricao do MELOdO. oo v vy it i e
Consideracgtes gerais.......... ... ns
Teoria de existéncia.........co. i

Exemplos de a8plicaglo. .. cuuveieunrinnrinnennnnnin.--

2.4,1 - Estimag8o de densidade............coiiiiunnnnn...
2.4.2 - Estimacio da intensidade de um processo de

Poisson NA0 hOMOZENEO. . vt v e vt et e eee e

14



CAPITULO 3 -

CAPITULO & -

4.2 -

4.5 -

APENDICE

REFERENCIAS -

0O método de "SieveB . ... .. e e 43
Descricgao do MELodo. . ... vt ietiie i ennnas 43
Existéncia e consisténcia dos estimadores............. 50

Comparagac entre o metodo de "Sieves" e o método de

maxima verossimilhanca penmalizada..................... 61

0 método de "sieves” como caso particular do método

0 método de MVP como caso particular do método

de T8 Iales . o e e e e e B7
Consisténcia dos estimadores de MVP................... 72
[rey o o 1= 1= 1= TP 79
F T = o = F 81
...................................................... 83

a1

......................................................



INTRODUGAO

A inferéncla de verossimilhanga pode ser considerada como um
processo de obtencfo de informacfo sobre um vetor de parimetros @ a
partir dos dados observados, via a fungfio de verossimilhanca.

0 método de maxima verossimilhanga & usado extensivamente na
teoria estatistica, pois tem um forte apelo intuitivo.

0 método ndo contradiz os fatos (representados pelos dados)
que nés realmente observamos e objetiva escolher o valor do parametro
que d& chance mais provavel para os fatos que ocorreram, ocorram
novamente,

As suposigBes sobre o parametro a estimar, determinam a
classificagio do problema de sua estimago em dois casos. No caso
paramétrico, o parametro tem sua forma funcional especificada exceto
por um namero finito de valores 61, - Bm. Se isto ndo ocorrer nosso
parametro pertence a um espago de dimensfo infinita, e temos entfo, um
problema de estimagio ndoc paramétrica. Neste caso, geralmente sdo
feitas apenas suposicbes de ordem qualitativa sobre o parfmetro.

Entretanto a metodelogia tradicional de verossimilhanga n&o é
satisfatéria em geral no caso ndo paramétirico, seja porque o estimador
de maxima verossimilhanga nfo existe, seja porgue nfo é consistente.

Para contornar situagGes como esta foram desenvolvidos
métodos alternatives, como ¢ método de "Sieves" {Grenander (1981)} e o
método de maxima verossimilhanca penalizada {Good e Gaskins (1971)).

Estes métodos de estimac8c de méaxima verossimilhanga nZo



paramétrica sfo aplicados em problemas de diversas &reas.

As facilidades computacionais hoje disponiveis para os
estatisticos tém tidoe um impacto significativo na investigacfo
estatistica, especialmente no desenvolvimento de procedimentos nfo
paramétricos de andlise de dados.

Em particular, a pesquisa teérica e aplicada em estimagfo nio
paraméirica de densidade tem tidoe uma influéncia notavel em todpicos
relacionados, tais como regressdoc nfo paramétrica, discriminaciio né#o
paramétrica e reconhecimento de-padrdes nédo paramétrico.

A estimagdo n#o paramétrica de densidade tem sidc mais
efetiva e flexivel do que os métodos paramétricos tradicionais tanto
em anélise exploratéria como em anélise confirmatoéria.

Um exemplo de uma aplicaglo Util embora ndo muito familiar
poderia ser a estimaciio de densidades de probabilidade de fungdes
discriminantes. Esta poderia ser wusada, por exemplo, para escolher
entre tratamentos quando temos uma fungdo discriminante para sucesso e
fracasso segundo cada tratamento. QOutro tipo de aplicaclio ¢ na decisfo
sobre se um “bump” (parte entre dois pontos de inflexdo, que é
concava vista por baixo) numa fungdio de densidade existe genuinamente
na populagio (Good e Gaskins (1980)). A detecgfio de "bumps” & uma das
principais atividades dos fisicos experimentais, e precisa da ajuda dos
estatisticos. Quande wum “bump” nfio & devide a variag@o aleatdria, ¢é
usualmente devido a uma nova particula ou resonancia.

Os métodos de estimagBo de maxima verossimilhanca n#o
paramétrica também tém sido amplamente usados em inferéncia em

processos estocdsticos, em situagles onde se torna dificil encontrar
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uma justificativa para a utilizagfic de um meodelo paramétrico (como, por
exemplo, aplicacBes em bicestatistical.

Por exemplo, os tempos de aparigdo de metéstase poderiam ser
modelados por um processo de Poisson nfc homogéneo. O interesse seria
estimar a func8o de intensidade do processo na qual s6 restrigdes
qualitativas seriam impostas.

Estimadores ndo paramétricos tém <sido estudados para
estimacio de taxas de risco em andlise de sobrevivéncia, demografia,
confiabilidade e outras &4reas, para amostras incompletas ou censuradas
(Padgett e McNichols (1984), e Lubecke e Padgett (1985)).

A engenharia é outra 4rea de aplicagio destes métodos,
particularmente na &rea conhecida como identificacdo de sistemas. Um
processo estacionério ¢ observado sobre um longo periodo de tempo e o
engenheiro procura reconstruir a “caixa preta” que produziu o processo.
Na pratica isto envolve a estimagfio de uma densidade espectral ou uma
fungdo de transferéncia, o que conduz a utilizagdo dos métodos nfo
paramétricos de estimacdo de densidade.

Neste trabalho, estudaremos os aspectos teéricos de dois
métodos ndo paramétricos para obteng8io de estimadores de maxima
verossimilbanga: o© método de ‘“sieves” e o método de maxima
verossimilhanga penalizada.

0Os estimadores obtidos por estes métodos podem ser
considerados como estimadores de maxima verossimilhanga restritos
(Izenman (1991)) pois restrigdes sdo impostas no espago paramétrico e
na fungfo de verossimilhanga.

Especificamente no método de “sieves’ as restrigbes sfo
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impostas no espago de parametros, enquanto no métode de méAxima
verossimilhanca penalizada ¢ a fungde de verossimilhanga que &
modificada.

No Capltulo 1 damos a definicBo de experimento estatistico
abstratoc e apresentamos os problemas da estimagio de méaxima
verossimilhanga ordinaria.

O Capitulo 2 contém uma descricido do método de maxima
verossimilhanga penalizada, estudo de existéncia e unicidade dos
estimadores e apresentacdo detalhada de dois exemplos de aplicagdo:
estimagBio de densidade e estimac@o da intensidade de um processo de
Poisson nio homogéneo.

O Capitulo 3 traz a descrigiio do método de “sieves” com
resultados scobre existéncia e consisténecia de estimadores obtidos
através de sua aplicagio. E apresentada uma nova versio do teorema
desenvolvido por Geman e Hwang (1982) sobre consisténcia dos
estimadores, onde sdo impostas restri¢Bes de sgemicontinuidade fraca nos
funcionais e compacidade fraca nes subconjuntos que definem o “sieve”.

Por altimo, no Capitule 4 € realizado um estude comparativo
de ambos os métodos. NEo encontramos na literatura comparagdes
profundas entre os métodos. Geman e Hwang (1982) comentam que para o
caso particular de estimacdo de densidade, o© método de mé&xima
verossimilhanga penalizada seria um tipo de “dual” do método de
"sieves”. Isto & devido a que o problema de maximizar a
verossimilhanca penalizada corresponderia a versdo de multiplicadores
de Lagrange de um problema de otimizagdo com restriges que

representaria o método de “sieves”, mas a reciproca nfo resulta
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imediata. Grenander (1981) observa que uma idéia relacionada com a
nogiio de “sieves” & a de fungBo de penalidade, a qual atribui uma
penalidade aos elementos "menos regulares” do espago de parimetros.
Neste trabalho ¢ mostrado qgue na verdade ambos métodos so
equivalentes em algumas situagBes particulares. Esta equivaléneia
permite derivar um resultado geral de consisténcia para os estimadores
de m4xima verossimilhanga penalizada utilizando a nova versfo do
teorema sobre consisténcia dos estimadores para o método de “sieves”
desenvolvida no Capitulo 3. Observa-se que estes resultados s#o
aplicaveis aos exemplos discutidos ao longo deste estudo sobre
estimacfo de densidade e de intensidade de um processo de Poisson n&o

homogéneo.

No Apéndice sdo definidos os conceitos utilizados ac longo de

texto.



CAPITULO 1

0 METODO DE MAXIMA VEROSSIMILHANGA

Neste capitulo, descreveremos o que vem a ser um experimento
estatistico abstrato. Posteriormente serd descrito o método de méaxima
verossimilhanga e serZo apresentados alguns dos problemas da estimacio

de MV ordindria no caso n8o paramétrico.

1.1. - EXPERIMENTO ESTATISTICO ABSTRATO

O processo de inferir a partir dos dados observados sobre
parmetros desconhecidos é parte fundamental da 16gica indutiva,

As observagles constituem a base de um experimento
estatistico: podem ser valores numéricos ou dados de alguma outra
natureza, obtidos como resultado de um experimento estatistico.

Em geral, uma observacdo X serd um elemento aleatdrio com

valores num espagoe mensurivel {Q, "'.r"} Isto significa que existe um
espago de probabilidade {L‘C, g, P} e X ¢ uma funclo mensuravel de
{I, §}——-—) {Q. ?}

A caracteristica béasica de um elemento aleatério X € sua

distribuicio de probabilidade associada P* onde PA) = P(X e A)



definida em %.

Nos problemas estatisticos a Unica coisa conhecida sobre Px é
que ela pertence a uma classe de distribuigtes P. 0 interesse do
estatisticc é conhecer esta classe para fazer Iinferénclas sobre pX
baseado na observagéo X.

Entdo os objetos basicos que o estatistico deve estudar sfo o

espago de valores {Q, } e a familia de distribuicSes P. O espago de
probabilidade {I, g, P} onde a observagfo X estd definida tem um papel

auxiliar e pode ser construido de diferentes formas. O método natural

de construir {:r. g, P} é o seguinte; fazer ¥ = Q, § = &, P = PX e
definir X{x) = x. Assim X & um elemento aleatério com valores =m Q e
distribuiciio P* definida em {n, g, P"}.

A fTamilia de distribuigdes P pode sempre ser parametrizada

por meio da escolha apropriada de um parémetro e representada na forma

SP={P9:BEB}

8 é chamado de espago paramétrico.

Uma terna & = {Q, Z, {Pe 19 e E)}} é chamada um experimento

estatistico, e se o experimento ¢é construide como acima por meic da

observacio X, dizemos que o experimento & gerado pela observacdo X.

Assumimos que distribuigbes de probabilidade distintas Pe e
1
P9 , definidas em &, correspondem a pontos distintos 91 e 62 de B, e
2

vice-versa.



Portanto, as Inferéncias estatisticas feitas sobre as

distribuiges {PB : B e 9} sdo equivalentes aquelas feitas sobre

os valores dos pardmetros @ € 8.

Dizemos que o experimento & = {Q, ¥, {PB 18 e 9}} ¢ dominado

guando existe uma medida p o-finita, definida em Q que "domina" a

familia de distribuicdes {PB}’ i.e. se ¥V 8 € 8 as medidas PB sdo

absolutamente continuas com respeito a medida p (PB € i), ou seja, se
u(A) = 0 =» PB(A) =0, 0¢e8.

Neste caso, pelo teorema de Radon-Nikodym (ver Royden
(1968)), existem densidades relativas a u, para cada 8 € 8, i.e.

dP,
p{x, 8) = - (x)

VY Aeb PG(A) = [ p(x, 8} pldx) =J p(x, 6)dpu.

A A

A medida dominante p pode ser escolhida de diversas maneiras.
Para o© propésito da investigacBio estatistica essa escolha &
irrelevante, jA que se Hoep, sdo duas medidas dominantes distintas,
as densidades pltx. 8) e pztx, 8) diferem s6 num fator independente de
@: pois

Po (x) = p.(x, ©) %, (x) = p.(x, 8) o, (x)
d(u1+ uzi 1 dipl + pz) 2 cl(p1 + pzj '

Se X representa uma seqiléncia de n observagBes independentes

identicamente distribuidas Xl, . Xn com distribuigdo PB' 0 € @ no



espago mensuriavel {Q, 5} (i.e. uma amostra aleatéria simples de tamanho

n de uma populagdo com distribuigéo Pe); s¢ as medidas sdo

absolutamente continuas com respeito & medida o-finita g em ¥ e se

dpP
tivermos a densidade p(x, 8} = Te' entdo cada observagio Xi gera um

experimento & = {Q, ¥ {P : 0 € 8}} onde {Q, F, {P : 8 € 8}}
i r 1 6 [ iB

sdo réplicas independentes de {Q, F, {Pe 1 8 € 9}} O experimento & =

1

€ x.x & = {n", ¥, {P“: B € e}} onde " = 0 x.x R, F =¥
1 n 7] 1 n

8.8 ¥, PP = P_ x..x P corresponde A observagio X & chamado
n 8 18 nb

produto dos experimentos 8:, i=1..n

n

5 sdp absolutamente continuas com respeito

Todas as medidas P
4 medida " = g x...x p em F e possuem "densidades”

n

dPe

_ = = n
=L (x 8 =px, 8)..px,8, x=(X,.,%x)en

=

dp

se as }(i sfio varidveis aleatdrias reais, com distribuicSes continuas

entdio @ = R, ¥ & a o-algebra de Borel em R, & = R", ¥ & a o-&lgebra

de Borel em R°, X é um vetor n-dimensional e, p e p s3o as densidades
n

das distribuicbes de Xl e X.



1.2. - PROBLEMAS DA ESTIMAGAO DE MAXIMA VEROSSIMILHANCA ORDINARIA NO

CASO NAO PARAMETRICO

Seja & = {Q, 7, {PB : 8 € 8}} um experirﬁento estatistico e

dPB

m (x)

seja P_ ahsolutamente continua com respeito 32 medida p em ¥, e

a
= p(x, 8). Seja X a observagio que gera &.

A fungdo p{X, 8) vista como uma funclc de 8 para X fixo é
chamada funcfip de verossimilhanca correspondente a & e X, i.e. p(X, 8)
é¢ uma fun¢io aleatéria de 6 definida em 8 ¢ R¥. p(X. 8) serve para
medir o gquanto ¢ dado X suporta uma hipétese sobre 8. Um dado X €&
mais consistente com um vetor 91 do que com outro 62 se a fungdo

de verossimilhanga associada a 91 for maior do que a associada a 62.

A estatistica 8 definida pela relacéo

p{X, # = sup p(X, 6)
oct

quando existe, ¢ chamada estimador de méxima verossimilhanca (EMV) para
0 paridmetro 8 (baseado na observagdo X}, l.e. o vetor de parametros
mais plausivel é aquele de maior verossimithanga.

No caso de observagbes X1’ Xn independentes e
identicamente distribuidas, onde Xl possui densidade pi{x; 6) com
respeitc & medida i, o estimador de méxima verossimilhanga én é a

solucio da equagfo



Ln(,Xu, ﬁn} = E: p(Xl, ﬁnl = sgp 11;11 p(Xl, e) =

dP
—% ).

Muitas vezes existe um Onico par&imetro que maximiza a
verossimilhanga em B8, sendo portanto o UGnico valor mais plausivel neste
espaco paramétrico. Entretanto, o EMV pode nd3o ser unico ou a fungdo de
verossimilhanga resultar ndo Ilimitada dentro de um espago dado de
parémetros.

Em geral, no caso ndo paramétrico, i.e. quando o espagoe de
parédmetros © é de dimensdio infinita, o EMV nfo existe, como mostraremos
nos seguintes exemplos de estima¢do de densidade e de estimacgdio da

intensidade de um processo de Poisson nfo homogéneo.

1.2.1 - ESTIMAGAO DE DENSIDADE

Suponhamos que Xl, veey Xn sejam observactes de varidveis
aleatérias, independentes e identicamente distribuidas (v.a.i.i.d) cuja
funcdo de densidade de probabilidade é 6, num intervalo 2 = (a, b)
limitado cu nio.

Queremos estimar 8 € L'(@) que originou a amostra Xy oo X

A funcdo de verossimilhanga ¢ dada por

n
L (x, 8= T 6(x)



seja H < LIIQ) alguma classe especifica de fung@es definidas em 1 e

consideremos o seguinte problema de otimizag8o:

maximizar L (e), sujeito a

BEHI B(t) dt = 1e 8() 20, ¥ t € 0 (.1}

Aqui dt dencta a medida de Lebesgue em Q.

Uma solugdo de (l1.1) sera dita um estimador de maxima
verossimilhanca (EMV), baseado na amostra Xy wenr X (correspondente a
H). Se H for infinito 0 EMV em geral ndo existira.

Essa solugdo ndo existente ¢ idealizada por uma combinag8o de

picos de Dirac nos pontos amostrais,

n

: e 1 )
i.e. e (x) = = Z a(x xl}

i=1

6* satisfaz as restrigles do problema (1.1), mas formalmente & ¢ thn],
& & uma fungio generalizada.

Mas sabemos gue & pode representar-se como limite em certo
sentido de uma seqiiéncia de funcgdes “verdadeiras” ¢ cada uma das quais
é zero fora de uma vizinhanga de raio e (e N —rvesd 0) do ponto 2zero, e

verifica

Jcpn[t)dt =1 e qon[t] 2 0Vteq
Q

Entfo, se nos restringirmos a H ¢ Ll(n}, onde H tem a

propriedade de que os picos de Dirac podem ser aproximados pontualmente



por uma seqliéncia de funcdes 6n, para as quais lim @n{t) = + @ para
n —-e0

cada t € fJ, ent8o a verossimilhanga serd n#o limitada e o EMV ndo
existira,

A maioria dos espagos de dimensdo infinita de Ll(m {(funcdes
continuas, fungdes diferenciveis, fungdes infinitamente
diferenciaveis, polindmios, etc.) tem esta propriedade.

0 fato do EMV nfo paramétrico nfo existir implica que o
enfoque de méaxima verossimilhanga paramétrico para grandes dimensBes
deve necessariamente conduzir a estimadores pouco suaves e a problemas
de tipo numérico.

As observacBes anteriores levam & seguinte critica a
estimacio de maxima verossimilhanga em geral: para problemas de
pequenas dimensdes existe pouca flexibilidade e a solugiio é fortemente
influenciada pela eleigdo de H, enquanto para problemas de grandes
dimensfes a solugdo serd pouco suave e ¢ processo de otimizacfo causari
problemas numéricos.

0 exemplo do histograma como EMV mostra estes problemas,

Consideremos a partigdo de Q = (a, b), mm a =t <t < .. <1t =b
1 2 m+]
onde Tx = {ti, tm), i=1.. m onde os Tx's tem igual comprimento
h= 2.3
m
Seja
1, X e Tl
I(Tl)(x) =10 x¢ Ti

vI: ndmero de pontos amostrais pertencentes a Tl.

Mostra-se que o estimador de histograma da densidade de probabilidade



m

v
") = 1
8"(x) = Z L 110 (1.2)
1=1
¢ o EMV para a amostra x, ..., xn correspondente ao subespago H de

I(Ti) 1y, € ER} {(ver Tapia e Thompson

1
1 m
L), onde H ={w AN Z v,
1=

1
{1978)).

. *
Para uma amostra fixa xl, ..., X o0 histograma & dado por
n

(1.2) tem a seguinte desvantagem:

*
B (x)——— + o para x € {xl, vens xn}

B‘(x) —— 0 paraxg {xl, . xn}

quando o ndmero de intervalos T1 cresce para infinito (i.e. quando

m —w) e seu comprimento h — 0.

0 estimador serd razoavel ou nfo dependendo da escolha
apropriada dos intervalos Tl, i=1 .. m Portanto para m grande o

EMV serd muito pouco suave.

1.2.2 - ESTIMAGAO DA INTENSIDADE DE UM PROCESSO DE POISSON NAO

HOMOGENEO

As trajet6rias de um processo de Poisson sfo fungdes escada
com saltos de magnitude 1, continuas & direita com limite & esquerda em

cada ponto t € [0, «}. Podemos entfic tomar como espago de cobservagfes Q



0 espago
D{o,1] = {g:[o, 1l—R : g & continua & direita com limites a esquerda}

Claramente, este espago contém multos elementos além das trajetérias de
um processe pontual. No entanto, sua adogfio como espago de observacbes
é til por sua estrutura de espago métrico.

Nosso espago mensuravel serd dado por [ID[O, 1], fB[ID{O, 1]]]
onde a o-algebra .‘B[ID[O, 1}] é a oc-dlgebra gerada pelos conjuntos
abertos em D[0, 1], segundo a métrica de Skorohod, que torna ¢ espago
D[O, 1] separavel (ver Parthasarathy (1967) por exemplo).

A o-algebra 3[[0[0, l]] coincide com aquela gerada pelos

conjuntos cilindricos

I{tf tn} = {x e {x{tl), oo x{tn)] € B, B e B(IR“)}

(ver Shiryayev (1984)).

Neste espago mensurdvel definimos as medidas de probabilidade

Pe. 6 € © de tal forma que:

PL(A) = Pe{x NG, x) € A}, Ae EB[ID[O, 11]

onde {N[t), tz 0} € o processo de Poisson ndo homogéneo que tem 8 como

sua fungio intensidade. lLe., © par@metro a estimar serd 6 = 0,

satisfazendo
P(N(t + h) - N(t) = 1) = a(t)h + O(h)

Nosso experimento estatistico serd considerado o “produto” dos

10



experimentos 81 = {Ql, 9‘1, {Ple’ B € E]}}. i € N, pois estaremos

amostrandoe trajetérias independentes do processo de Poisson em [0, 1]

onde Qn = D[0, 1], S"1 = fB[ID[O, 1]] e Pxe = Pe'

Adotaremos como espago paramétrico ® ¢ HF([0, 1]}, espago de
funcdes absolutamente continuas em [0, 1l cuja p-ésima derivada &
quadrado integravel com respeito & medida de Lebesgue.

O que nos interessa, de fato, &€ a obtengdo de estimadores de
méxima verossimilhanga para a fungdo 6(t). Devemos portanto determinar
a funcio que desejamos maximizar. Como nosso espago de observagdes & um
espago abstrato, nfo temos nenhuma medida que seja diretamente
equivalente 3 medida de Lebesgue em R".

Sabemos que, para qualquer processo de Poisson com funcio
intensidade 8, P‘:.J « Pl, onde P1 ¢ a medida de probabilidade induzida
sobre [ID[O, 11, .‘B[iD[O, 1]]]] pela fungdo amostral de um processo de

Poisson homogéneo com @ = 1 {ver Karr (1987)).

dp
Pelo teorema de Radon-Nikedym existe p{x, 8} = d—Pe (x) tal
1
que PG(A) = f p[B)dPl para todo A € ¥ = B[IIJ[O, 1]] dada por:
A
dPe 1 1
plx, @) = T(x) = exp In[ﬂ(tl] dN(t, x) + [1 - e{t)] dt].
1

0 0

(ver Grenander (1981)).

Se possuirmos uma amostra i.i.d de tamanho n de nosso espago

2 e definirmos
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n

N (1) = ZN{t, x)
n 1

i=1

teremos

1

Ln(a, x} =1 p(xl, 8) = BXP[ ln[ﬁ(t)] dﬁn(t) + nJ [1 - B(tl] dt] =

0 0

Nn{l) 1

- exp[ 1n[e(-?;“’}] + nJ [1 - G{t)] dt]
4]

1

L3
n

onde 'T:lin} representa o instante do k-ésimo salto de N , {(podemos
n

assumir 'E:(n} distintos). Maximizar L r{.ﬂ,g) é equivalente a maximizar

Enm .
exp[z m[a(-?f{“’)] _ n[ a(t) dt]
k=1 0

Podemos ver facilmente que se quisermos maximizar esta expressfio com

respeito a 8, entdo ela assumiria valores arbitrariamente grandes

escolhendo por exemple uma fun¢ido continua 8 que seja zero em todas

partes exceto em cada ponto de salto de l'Tln[t). Nestes pontos, @ deveria

ser grande, decrescendo para zero em ambos os lados de maneira a fazer
1

a integral n-[ g8(t)dt constante. Assim, nfoc existe estimador de maAxima
0

verossimilhanga no modelo original e o principic de maxima

verossimitlhanca falha.

Estes exemplos mostram a necessidade de métodos alternativos

de estimagdo quando 6 possui dimensdo infinita.
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Os dois métodos descritos neste trabalho sfo enfogues do
problema de estimagfo de méxima verossimilhanga nfo paramétrico, onde
sf0 impostas restrices em @ e na fun¢do de verossimilhanga.

Espec{ficamente, no método de “sleves” as restrigles sHo
impostas em 8, Neste caso, o EMV existird em cada um de uma seqliéncia
de subconjuntos de 8 que serdo definidos de forma apropriada no
Capitulo 3. Enquanto no método de méxima verossimilhanga penalizada & a
funcdo de verossimilhanga que é modificada, e o problema da maximizacio
da verossimilhanga penalizada terd solugfio sobre todo @ sob condigles

apropriadas que daremos no Capitulo 2.
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CAPITULO 2

0 METODO DE MAXIMA VEROSSIMILHANGCA PENALIZADA

Quando nfo podemos aplicar o método de MV diretamente ou
quando ele leva a resultados insatisfatérios, o uso do método de maxima
verossimilhanga penalizada (MVP) pode ser eficaz na eliminagdo dos
entraves da estimagio de MV usual.

Como vimos nos exemplos 1.2.1 e 1.2.2 de estimacio de
densidade e da intensidade de um processo de Poisson nio homogéneo, a
fungéio de verossimilhanga resulta nio limitada e o EMV nfo existe
nestes casos, i.e. ndo existe 611 € 8 tal que Ln(énl z Ln(e), Y 6 € @
Neste Capitulo, consideraremos uma versio modificada da verossimilhanca
"a verossimilhanga ¢—penalizada” e mostraremos que o problema da
maximizacio deste funcional sobre © terd solugic sobre condigBes
apropriadas no funcional ¢ e no espago paramétrico 8.

Feito isto o método serd aplicade aos problemas de estimagio

de densidade e de intensidade de um processc de Poisson ndo homopéneo.
2.1. - DESCRIGAO DO METODO

DEFINICAO 2.1: Dada a amostra Xl, ...,Xn em Q a log-verossimilhanga ¢-

penalizada de 8 € B € definida por

14



£n 1(9’ = en(e) -x¢d), A>0
onde

ap n
(x) = log T plx, 8) =

n
zn(e} = log Ln(B) = log 1]___Tl o

n

= z log p(xi, a)

1=1

DEFINICAO 2.2:Seja o seguinte problema de otimizagio, para cada A > O

maximizar £ h(BJ , Sujeito a
" (2.1)
8 e, 8B8cH

Uma solugdo de (2.1) serd dita um estimador de méxima
verossimilhanca penalizada (EMVP) baseada na amostra Xl, . Xn,
correspondente a 8 e A fungfo de penalidade ¢, e serd denotada por Bh'

Um EMVFP serda entd& uma curva que maximize a log~
verossimilhanga penalizada sobre a classe de todas as curvas
satisfazendo condigfes de regularidade para ¢(8) estar definida.

Quando H for espago de Hilbert, uma func¢Bc de penalidade
natural & ¢(6) = [[9]|2, onde |+| denota a norma em H.

Neste caso, nos referimos ao funcional de verossimilhanga
penalizada ou ao estimador correspondente a H sem referéncia ao
funcional de penalidade ¢.

Daqui para frente 8 < H serd considerado fechado, convexo,
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nde limitado e tal que exista pelo menos um 0 € B tal que p[xi, 8) # 0,
i=1, .., o

Estamos interessados em penalizar a log-verossimilhanga de
uma forma apropriada que permita obter sohigdes do problema (2.1)
trazendo informagfies sobre os dados. No Capitulo 4 mostraremos gque
existe uma seqiiéncia apropriada de A’s tal que asg respectivas solugbes

do problema {2.1) formam uma seqgiiéncia consistente,

2.2. - CONSIDERAGCOES GERAIS

Na literatura, o método de estimaglo de MVP é apresentado
com uma O6tica diferente.

0 método fol introduzide por Good e Gasking em 1971 no
contexto da estimagc8 ndo paramétrica de densidades e tem sido
discutido por variocs autores (ver por exemplo, Silverman (1982}, Tapia
e Thompson (1978)), EMVP’s também tem sido usados para uma variedade de
outras curvas e problemas de estimagic de funglies, por exemplo, a
estimagdo de discriminantes (Silverman (1978)), regressio logistica
(Anderson e Blair (1982)}, estimagBio de taxas de risco (Anderson e
Senthilselvan (1980)), Antoniadis e Gregoire (1990)), e estimacdo da
fung8o intensidade de wum processc de Poisson ndo homogéneo
(Bartoszynski (1981)).

Estes autores introduzem o método de MVP como uma técnica de
suavizagdo de estimadores “asperos” (“rough").

A idéia de penalizar uma medida de bondade de ajustamento por
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um termc baseado na "aspereza” ("roughness"”) foi sugerida no contexto
de regressao.

EMVP's de regresso tem sido amplamente considerados nos
Gitimos 20 anos por analistas numéricos interessados em splines (ver
por exemplo, De Boor (1978)).

Segundo Good e Gaskins (1971) no caso de estimaglio de
densidades uma aplicagdo ingénua do método de MV produziria um
estimador que seria média de um conjunto de fungSes de Dirac com massa
nas n observactes, mas este ndo seria um estimador aceitdvel de uma
fungdo de densidade pois é muito "dspero”, na verdade o estimador assim
obtide ndo é uma fungdo no sentido usual, é uma funcio generalizada.

Good e Gaskins sugerem subtrair da log-verossimilhanga uma
penalidade para a “aspereza” ("roughness”) antes de maximizar.

A idéia béasica €& que existem dois objetivos na estimagfio de
uma curva: maximizar a adequagéo aos dados medida pela verossimilhanga
(ou log~verossimilhanca) e evitar curvas "pouco suaves” ou que mostrem
uma variabilidade muito rapida.

A "aspereza" de uma curva 6 pode ser medida por um funcional
¢(8) em varias formas. Uma escolha tipica de ¢(B) ¢ j e”(t]zdt, que
dar4d um valor grande se 6 tiver uma grande curvatura local e o valor
zero se 6 for uma reta. Maximizar ﬂn,h[e) representa entdo um critério
de compromisso entre os dois objetivos. Assim o possivel problema de
obter um valor grande de Ente} e também valores excessivos de ¢(8) é
resolvido subtraindo de s’.n(ﬂ) um miltiplo de ¢(6). QO parametro A é

chamado de parémetro de suavizagio e controla o balanceamento entre
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suavidade ¢ bondade de ajustamento., QO grau de suavizagio cresce quando

A cresce, resultando um EMVP menos 4sperc em termos de ¢(8).

Muitas técnicas estatisticas envolvem a escolha de um
funcional de penalidade e um parimetro de suavizacfdo para passar de uma
solucBo muito &spera para uma solugfio ultrasuavizada. Neste contexto os
objetivos basicos sio manter confianga nos dados ac mesmo tempo que séo
evitados estimadores pouco suaves, € estes objetivos sio medidos por
fungdes de disténcia. 0 compromisso com estes dois objetivos conduz a
resoluciio de um problema de minimizagio de distincias penalizado,
mostrando (Titterington (1985)) que o método de MVP é um caso
particular desta técnica mais geral de suavizag8o.

A justificativa filoséfica do enfoque de EMVP foi
originariamente um recurso ad hoc, mas o método tem também uma
interpretacédo Bayesiana.

A idéia de ver a estimagfio ndo paraméirica de uma curva no
contexto Bayesiano data no minimo de 1958. (ver também Leonard (1978)).

No caso de estimacio de densidade, a densidade a priori de

uma curva 8 & tomada proporcional a exp{— A q&[e)} de forma que o

parametro de suavizagdo A € um pardmetro a priori. Pode entdo ser
mostrade que a log-verossimilhanca corresponde, a menos de uma
constante, ao logaritmo da densidade posterior, e assim o EMVP é € a
moda da densidade posterior sobre o espago de curvas. Desafortunadamente
existem algumas desvantagens neste enfoque, causadas pelo menos em

parte pela natureza infinito - dimensional das curvas suaves. Embora a
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intencio seja escolher enire curvas para as quais ¢(8) & finita, a
distribuiglio posterior estd inteiramente concentrada fora do espaco de
tais curvas suaves, (para detalhes adicionais e uma possivel resolugio
deste paradoxo ver Silverman (1985)}).

Mesmo com dificuldades deste tipo & natural pensar a
estimagdo de curvas em uma forma Bayesiana, pois a escolha do par&metro

de suavizagfio depende efetivamente de qudo suave o estatistico pensa que

a curva é.

2.3. - TEORIA DE EXISTENCIA

Neste paragrafo daremos condigdes suficientes para a

existéncia dos EMVP.

Vamos nos restringir ao caso onde o funcional de penalidade ¢
&, pelo menos, convexo, e 0 = ¢(8) Cw ¥V 8 € B.

Q objetivo € achar condigfes suficientes para a existéncia de

maximizadores de £ (8}, A > O sobre subconjuntos convexos, fechadog

n,A

e hio limitados, 8 ¢ H, onde H representa wn espago de Hilbert.

Seja Jn{ﬂ) = - fn(GJ e Jn,h(e} = - £n,7i.(e}
Assim, para cada A > 0, o problema (2.1) resulta equivalente

ao problema:

minimizar J A(BJ’ sujeito a
n,
(2.2)
6B, BcH
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TEOREMA 2.1: Seja 8 um subconjunto convexo e fechado de um espago de
Hilbert H. Suponhamos que Jnl R:B—-——) R é coercivo em ® e fracamente

semlcontinue inferior em 8, entfo Jn atinge seu Infimo em 8.

WA

PROVA: {Corolério A-2)

No contexto deste problema a pergunta & que condigBes devem

satisfazer os funcionais J e ¢ para que:
It

(i) J 2 seja fracamente semicontinue inferior em @ ?
iy

(ii) Jn?l seja coercivo em 8 7
¥

(i) pode ser respondido pelo seguinte Teorema:
TEOREMA 2.2: Suponhamos que 8 é subconjunto convexe e fechado de H.

Seja Jn fracamente continua em ® e ¢ (limitada inferiormente)

continua e convexa em &, Entéo Jn A é fracamente semicontinua inferior.
*

PROVA: ¢ & continua e convexa em B entio é fracamente semicontinua
inferior em 8 (Proposigio A-3), Agora como A > 0 e Jn ¢ fracamente
semicontinua inferior (é fracamente continua) segue gue .ln 3 = Jn + A¢

¢ fracamente semicontinua inferior.
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(ii) ¢ mais diffcil de verificar pois condigdes que garantam a

coercividade de J 5 ©m conjuntos convexos gerais 8 ndoc sfo faceis de
n,

identificar.

Mas para .In e ¢ bem comportadas e conjuntos satisfazendo
algumas condigles adicionais o problema da coercividade de Ju 5\ é

tratado mais Tacilmente (ver 0’Sullivan (1983)).

TEOREMA 2.3: Se Jnte) for conveXxa em 8, duas vezes Ghteaux

diferenciavel em 8 e ¢(8) ||8||;, entdo J .(B) & uniformemente convexa

em 8.

PROVA: I, (8) (n, m) = 18 (n, w + 22 [a]} = 24 |n|>  pois

n,A
I’'e) (m, m) =2 0 por ser .In convexa {(Proposicdo A-1, i)). Entdo
n
J ”7« (6) (n, m) é uniformemente definida positiva relativa a 8 com
n
constante 2A, logo .ln h[e) & uniformemente convexa em B com constante A

(Proposicdo A-2).

TEQOREMA 2.4: Seja ® subconjunto fechado e convexo em H. Suponhamos
que J (8) seja continuva, duas vezes Gateaux diferencidvel e convexa em
1]

B, e ¢(8) = ||(3||:l Ent3o o problema (2.2} tem solugfio Unica.
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, _ 2 .
PROVA: J ,(6) é contfnua em @ pois I (6) e ¢(8) = lef, sdo
continuas em 8. Entdo por Teorema 2.3 ¢ uniformemente convexa em @, e

por Teorema A-6, J .(8) tem um tnico minimizador em B,

nA

L

Geralmente ¢(8) representa uma norma em algum espago ou bem
pode ser mostrado que resolver o problema de MVP com penalidade ¢(8} é
anilogo a resolver o problema utilizando uma outra fungdo de penalidade
que seja equivalente a uma norma.

Este é o caso para os EMVP duma fungdo de densidade: O
estimador de De Montricher, Tapia e Thompson {Exemplo 2.4.1) é obtido

b 2
maximizando a verossimilhanga penalizada com ¢(8) = J.{B(s)[t)} dt =
a

||9ufls{a o onde H:[a, b) & definido no Apéndice (Proposigio A-5).
0 L}

O primeirc EMVP de Good e Gaskins (Exemplo 2.4) corresponde &

fungfio de penalidade

o
’ 1/24 2
gﬂ'l(B) = J %(%tr) dt = 4 J [dg_t?] dt, com o' e Hl(-w, )

- -0d
mostraremos na seguinte secdo que penalizar utilizando ¢1(9} é

equivalente a penalizar utilizando ¢(8) = 2 r e'(t)%dt, 6 e H'(-w, w),

— 00

que por sua vez ¢ equivalente a penalizar com

o] Lo

(412 2
¢,6 =[ 8’(t)"dt + aJ eft) dt = e _,

-0 -0

onde ."m define uma norma equivalente A norma original em H' (-, ).




De forma an&iloga o segundo EMVF de Good e Gaskins {Exemplo

2.4.1) considera o funcional ¢ : HZ(—ou, ) —> R definido por

£ 00

#(8) = % [aJ o’(t)%dt + B J 6”(t)2dt],

.’} -0
para algum « = 0 e B > 0, e é mostrado que o mesmo estimador & obtido

utilizando a penalidade

8,(6) = $(6) + 7 8(t)’dt = ueu;,

-0
onde ﬂ. u'x define uma norma equivalente & norma em Hz(—oo, ),
Também, Zucker e Karr (1990) aplicaram o método de MVP a

estimacfo da fungfo de regresséio num modelo generalizado de Cox para a

1 2
{e“”(tJ} dt

funcdo de risco, utilizando uma penalidade @@) = j
0

[|t3||§s(0 " onde HZ(O,I) ¢ definido no Apéndice (Proposico A-5).
0 ]
Antoniadis e Gregoire (1990), utilizaram na estimagdo da
fungdo de risco a partir de dados de sobrevivéncia censurados,
T . .
$(6) = {s {t}} dt = ||9||H;m’ -
)
Bartoszynski (1981) estimou a fung8o intensidade de um processo de

Poisson n&o homogéneo com uma penalidade

2
¢(6) = "9HH5{0, ™
0

Na seguinte secfio mostraremos a existéncia de solugdo tnica
para © problema (2.2) para os casos de estimagic de densidade e

estimaglio da intensidade de um processo de Poisson ndo homogéneo,



2.4 - EXEMPLOS DE APLICAGAO
2.4.1 - ESTIMAGCAQO DE DENSIDADE

Como j& vimos no Capftuio 1 o EMV de uma fungio de densidade
8, baseado numa amostra xl, veay xn, ndc existe no caso ndo

paramétrico.

Por isso a necessidade de resolver o seguinte problema de

otimizagio; para A > 0

minimizar .In A(B} = Jn(e) + A¢(8), sujeito a

(2.3)
8e®, 8cH
onde
B={9&H,J9{t)dt=lee(t)=0 Vten}
£2
Hc Ll(fz), H de dimenséo infinita
n
Jn(e) = - Z log 9[x1]
1=1
Para o problema (2.3) fazer sentido, para X, .. X cem £ deve

existir no minimo um & € H tal que:

Je(tJdt=l,B(t]20 VteQ e Ox)>0,i=1 ..,n
Q

Praticamente todos os métodos de estimagdo de densidade tém a
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propriedade de que o estimador no limite quande a quantidade de
suavizagiio decresce é uma soma de picos nas observagbes, mas o gque
acontece quando a quantidade de svavizagdo cresce depende exatamente de
qual método estd sendo usado.

Entre as funces ¢{8) consideradas na literatura aparecem:

, 2
4 0) - J to @),
2 2l
o [{6’(‘:)} dt + « J{e”(t)} dt
1 2
d 3 2
¢3(e) = {[E] log G(tl} dt

i 2
{‘V log e[tJ} dt,

onde V é algum operador diferencidvel.

¢,(6)

[

9,(0)

Y

As fungdes qbl € ¢2 foram introduzidas pér Good e Gaskins
{1971) e a existéncia e unicidade do estimador Bh foi provada por

De Montricher, Tapia e Thompson (1975}

Kionias (1982) derivou propriedades de consisténcia para 9;\
quande A -—-—3 O utilizando ¢>1. As fungBes ¢3 € ¢4 foram discutidas por
Silverman (1982) que provou exXisténcia, consisténcia e normalidade
assintética de 9}\.' Os resultados de consisténcia obtidos por estes
autcres resultam casos particulares de um resultado geral sobre

consisténcia do EMVP que provaremos no Capftulo 4.

Os EMVP’s para densidades com uma penalidade apropriada tém



uma propriedade muite atrativa. A ultrasuavizagio {(A—— ) tem
caracteristicas interessantes.

Com ¢3, ¢ estimador no limite quando A — w & a densidade
normal com média e variincia dadas pelog estimadores usuais de mAxima
verossimilhanga a partir dos dados (Silverman (1982)).

Com ¢4, o estimador no limite é um membro de certa familia
exponencial, dependendo dos dados {Silverman (1982)).

Estas observacgles dio uma forte justificativa para o uso do
método de penalidade com uma penalidade ¢(8) apropriada.

Como um dos objetives dos métodos ndo paramétricos @&
investigar o efeito de relaxar suposi¢Ses paramétricas, é interessante
que o caso limite de um estimador de densidade nio paramétrico seja um
modelo paramétrice,

Estas observagdes fornecem indicacBes para a eleicdo do
funcional de penalidade. Esta eleigio tem side feita em forma ad hoc,
quer  por razdes de conveniéncia matemética quer  por razdes
computacionais. E possivel definir outras funcdes de penalidade segundo
outras percepcdes de familias de densidades exponenciais “infinitamente
suaves”. A propriedade fundamental, ja que ¢(8) com medida da aspereza
da curva pede ser interpretada também como a distdncia entre o
verdadeiro parametro 8 e o estimador infinitamente suave, é que ¢(8)
deve ser zero se e somenie se 8 pertence a familia desejada. Por

] 2
exemplo, #(8) = J. {[log B”]} dt produz densidades exponenciais no caso
]

limite (A — w) (Titterington (1985)).
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As fungdes de densidade de probabilidade sfo por definig8o
ndo negativas. Para cumprir com esta restrigio devemos trabalhar com a
avaliacBio pontual de funcionais. Como queremos que a colegio de funcdes

de Interesse seja um conjunto fechade, preclsamos que a avaliagio

pontual seja uma operagéo continua. Os espagos de Hilbert com Kermnel
reprodutivo {RKHS) séo espacos de fungdes ricos ou grandes o suficiente
{de dimensdo infinita} caracterizados pela propriedade de que a

avaliacBo pontual é operagfo continua (ver Apéndice).

PROPOSICAO 2.1: Se H for um RKHS, 8 ¢ {6 € H : B(xi) z 0} for

fechado e convexo e tal que contenha no minimo um & tal que efxl) > 0,

i =1 .. n entdo o problema (2.3) com ¢(8) = "9“2 tem solugde

PROVA: Como H é RKHS, a avaliag&o pontual & operagdio continua, e

como a norma também é funcional continuo entdo Jn h[e) & funcional

continuoc.

Um célculo direto mostra que a segunda variaco de Gateaux de

.ln A é uniformemente definida positiva relativa a ©,

n

2@ (o, ) = Z

I=1

n(x )? ,
+2n <, W= 2 |n?

G(XiJ

para cada 6 € 8, ¥V 0 € T(8).

Entd3o pelo Teorema 2.4 Jn A tem um Unico minimizador em B,
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TEOREMA 2.5: Seja H um RKHS tal que a integragiio sobre R é um

funcional continuo e suponhamos que exista no minimo um 6 € H

tal que
J odt =1, 6()20 VYted e 8(x)>0,i=1 .., 0
Q
Entfo o EMVP correspondente a Hli.e. com ¢(8) = || %) existe e & ‘inico.

PROVA: Segue da Proposigio 2.1 pois © definido em (2.3) € um

subconjunto fechado e convexo de {9 & H - B(X!} 20, i=1, ..., n}.

0 ESTIMADOR DE DE MONTRICHER, TAPIA E THOMPSON

TEOREMA 2.6: O EMVP correspondente a H:(a, b} existe e é vnico.

b
PROVA: H;(a, b) é RKHS (Proposigdo A-5), Q(8} = J.G(t)dt ¢ continuo

&

em H:(a, b} (Proposicdo A-6)}, e obviamente existem 08 € H;(a, b) que

satisfazem j eltldt =1, 0(t) = 0 vVieQe 9(}(1} >0, i=1, ..., n
Q

Entdo pelo Teorema 2.5, o EMVP correspondente a H existe e é



Unico; seja 6,. Tapia e Thompson (1978) mostraram que a solugdo 8, ¢ um

spline polinomial (monospline) de grau 2s.

0 PRIMEIRO EMVP DE GOOD E GASKINS

Good e Gaskins (1971) propSem para o mesmo problema a fungio

de penalidade

o0
_ ' (t}
¢1(9) = J W dt

que também pode ser escrita como

1/2 2
¢1(9)=4[ [g? ]dt

-0

Aqui H = H(-w, @ e 877 € H'(-w, ).

Eles consideram gue a penalidade pode ser tomada proporcional
a informag8c de Fisher relativa a locag8o considerada como um
parametro.

Esta penalidade pode ser vista como uma medida da facilidade
em detectar pequenas mudancas em B8, ou também como uma medida da
variabilidade de @2 Observe que neste casc o funcional integragéo
nic sera continuo em Hlf—m, ).

O EMVP correspondente & fungdo de penalidade ¢1 sera a solugio

do seguinte problema:
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[ n

minimizar Jilife) = - Z log e{xl) + >1¢l(0), sujeito a

y §=1 (2.4)

4]

6% € H'(-w, =), J o(tldt =1 e 8(t)=0 V¥ telw

\
-3

Para evitar a restricio e{t) = 0, Good e Gaskins sugerem
trabalhar com 8% no lugar de 8(a restrigic de n#o negatividade & em
geral impossivel de se manter quando trabalhamos com algoritmos que
tratam com densidades continuas, nfo lineares por partes).

Seja u = 91/2, entfio (2.4) fica:

{ o o

minimizar - Zlog u(:-:l)2 + A 4[ u’(t)zdt, sujeito a
4 i=1 -0 (2.5)

a4}
1 2

u € H (e, m)eJ u(t)®dt =1

: -0
* - * 2 .

Se u & solucBo de (2.5), entdo 8 = (u)” & aceita como solugdo de
(2.4).

Mas este artificio nem sempre pode ser usado. O Lema seguinte

esclarece este ponto.

LEMA 2.1: Seja H ¢ L*Q) e J um funcional definido em H. Consideremos

e 1/2 -
minimizar J(@°7); sujeito a

Problema I 12
o eH,JB{t}dt=leeftJ=0 VieQ
Q
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minimizar J(u); sujeito a

Problema II "

uEH,ju(tJdt=1
Q

*
Seja u solugdo do Problema II.Ent3o g = (u)* ¢ solugdo do Problema I

se ¢ somente se ]u’] eHe Ju) = J(|u'|).

\ » * 2 * » *
PROVA: Seja 8 = |u |® e suponhamos que |u | ¢ He Ju) = J(|u|)

*
entdo J(O 1/2) nio estid definide e nio faz sentido.

Agora se ,u'j eHelu) = J(]u'|) entio Vo =0/ 6% eH

*1/2)

temos J(8”%) = Ju') = J(|u‘]J = J0™?), entio 8 & solugio do

problema I

As condigBes do Lema valem quando e‘(solucﬁo de II) & nio
negativa. Hlt—m, w) e Jnl em {2.4) e (2.5) satisfazem as condicBes
do Lema. Se 8‘ € H(-», @) ou HZ(a, b) entio [8‘| pertence aa mesmo

espaco se e somente se s = 1. Portanto, o enfoque alternative é valido

. 1 1
no caso anterior com H(-w, ©) ou Ho{a, b).

Mas o problema (2.5) pode nfo ter solugfio Unica. Note-se que

*
se u‘ ¢ uma solugio, entdo -u também é. Acrescentandc a condigio u = 0
e multiplicando por —;- o funcional objetivo, temos o seguinte problema

de otimizagio:
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n
[ minimizar Jn A(e) = - z log e(xt) + A ¢(8), sujeito a

1=1
1 0 (2.6)

B € Hll-m. ®) .J 6(t)%dt =1 e O(t) =0 Yt e(-0, o)

\ -m
00

onde ¢(6) = %stl(ez} = zJ e’ (t)%dt.

PROPOSICAO 2.2:

(i) se 0@ € soluco de (2.4}, entdio 8% & solucdio de (2.5) e
(2.6).

(ii) se u ¢ solugio de (2.5), entfio Ju| & solugBio de (2.6} e
u? de (2.4).

(iii) se 8 & solugdo de (2.6), entdo € ¢ solugio de (2.5) e 6°
de (2.4).

PROVA: Segue do Lema 2.1 e do fato que 8 = 0 = ¢(6¥%) = % 3 (6)

e 1{1)

i /2
H'A(B} = 2 Jn'h(B L

COROLARIO 2.1: Se (2.6} tem solugdo 0nica, entfo (2.4) tem soluglo

Gnica, Embora a solugiio de (2.5) possa nfo ser unica, a raiz quadrada

de uma soluglo seri a uUnica solucdo de (2.4).
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Vejamos que (2.6) tem solugdo utnica. Junto com o problema

{2.6) consideremos:

(
minimizar Jn ?«{9] , sujeito a

+ o0 (2.7)
8 € H(-w, ), J e(t)ldt =1 e o(x)=0,i=1 ..,n

. -0

Dado A em (2.6} e @ > 0 consideremos o seguinte problema:

n

minimizar J:";(e) = -Z log Stxi] + A ¢a(9}, sujeito a

4

i=1
< ) (2.8)
6 e H (-, «) J o(tYidt =1 e e(x )= 0,i=1, .., n
. -
[11] 1]
onde ¢ () = 2 J o' (1)dt + « [ o(t)%at.
- -0

O estudo de (2.8) comega com o estudo do seguinte problema:

minimizar J;:a?)L{e)’ sujeito a

L

4 (2.9)

8 e H' (-0, ») e 8(x )20, i=1 .,n

\

PROPOSICAO 2.3: {2.9) tem solugdo tnica. Se F.Im ¢ esta solugdo,

entao:

(i) Ba(t) >0, ¥t elom n
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n 172
(1) ||aa||L2a[E] :

PROVA: H'(-w, ») é um RHKS (Proposicio A-7). Também ||9||; = ¢,(8) =
0 L1 +]

2J- 9’{t}2d1: + a-[ e(t)zdt da uma norma equivalente & norma em
- -0

H(-», «). EntSo a existéncia de 6, segue da Proposigio 2.1 com

8= {B € Hl(-N, w): B(xl) =0,i=1 .. n}.

0O resto da prova pode ser encontrado em Tapia e Thompson
(1978), De Montricher et al (1975) mostraram que esta solugdo é um

spline exponencial com nés s6 nos pontos amostrais.

PROPOSICAO 2.4: O problema (2.7) tem solugdo Gnica.

[44]
PROVA: Seja B = {B € I-Il[-ou, w) I e{t)zdt =1 e B(Xl) =z 0,
-0
i=1,..., n}. Claramente B é fechado e convexo.
(o)

Entdo pela Proposigdio 2.2, J *y dado em {2.8} ter4 um Anico

A

maximizador em B, ua. Agora por ii) da Proposicdo 2.3 se escolhermos

e, a tnica solugio de (2.9) serd tal que I ea|| , > 1.

L (—co,c0)

0<aX %,

Mostraremos que para esta amplitude de «, "“a" 22 =1
L

Consideremos 93r = 7Ba + (1l - 3) ua.
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J.(oc} (o}

Seja = Jn 5 Por simplicidade de neotacgéo.

Sabemos que I ¢ funcional estritamente CONVEXO e

Jm(s“) = J(“){ua], pols Boc ¢ a Gnica solugcdo de (2.9), entfo para

0 <y <1, como J(“, & estritamente convexo

(o) (o) _ (o)
J (67) sq3] (Ba} + {1 ~-9)1] {ua}.

(o)

(o}
Portanto J (87) =] (u‘x].

Agora suponhamos que "ua“ ,S1e consideremos

gly) = HBQ,]]LZ

Temos gl0) = ||ua|| ’ <1
L

gll) = “eaﬁLz > 1

entdo para algum 0 ¢ Y, <1, g(arol =1e

¥ ) = J(“’[e J’
« 7

: . . o
o que contradiz o fato de u ser o tnico minimizador de .Ir(l ;‘_ em B.

Logo ||ua|'] ) = 1.
L (‘*mnm}

Isto mostra que u, é a fGnica solugo de (2.8) para

1

0 <a< wal Mas como o termo txr] e(tlzdt ¢ constante igual a a sobre a

-0
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conjunto de restrigées em (2.7) e (2.B), entdo os problemas (2.7) e
(2.8) tém as mesmas solugbes para qualquer o > Q.
Isto prova a Proposiciio pois foi mostrado que (2.8) tem fGnica

solucfic para ao menos um «,

PROPOSIGAO 2.5: O problema (2.6) tem uma tnica solugdo positiva.

Y

PROVA: Vejamos que 8, a TUnica solugdo de (2.7), tem estas

propriedades.

1]
Seja Glo) = ¢ .(8) e glo) = aj e()%dt , 8 € Hi-w o).
' -

Claramente g(xl) >0,i=1, ..., n

Ent8o, pela teoria de multiplicadores de Lagrange, 3 a« / 8

satisfaz

G'(e) -ag'(8) =0 e glB)=2a (2.10)

usando gradientes em Lz{—m, o) no sentido de distribuigBes (2.10) &

equivalente a

n
()
' _ 1 -
47 € +2“>‘9—Zax—iyeg{e) A (2.11)
i=1
onde 81 ¢ a distribuigfio tal que r e(t) 6!(1:) = B(Xl), i=1 ..., o
-0

Como (2.7) tem solugio unica, entdo (2.11} deve ter solugio

Gnica em H'(-w, w). Seja 8.
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Se ¢ = 0 entdo uma solugdo de (2.11) seria uma soma de
funcBes trigonométricas e poderia possivelmente n&o satisfazer g(6) =

A, i.e. nfo pertencer a L¥*(~, ).

(e}
n,A'

satisfaz (2.10) deve tembém ser solucio de (2.9) para este «, portanto

Seja entSo o > 0. Observemos que G — wug = J entéo se @
tem as propriedades da Proposicio 2.3, i.e. 8 é um spline exponencial

com nds nos pontos xl, vy X
n

PROPOSICAO 2.6: O primeiro EMVFP nfo paramétrico de Good e Gaskins

existe e & tnico.

E o estimador correspondente a

00

_ o’ (t)>
¢(6) = J W dt

-0

8=40:020 e QUZGHI(—m,m]

E positivo, € é um spline exponencial com nés s6 nos pontos

PROVA: Pela Proposicio 2.5, (2.6) tem solugdo tnica ©& e pela

Proposicio 2.2 8> e solugio de (2.4).



O SEGUNDO ESTIMADOR DE MAXIMA VEROSSIMILHANCA PENALIZADA DE

GOOD E GASKINS

Ao aplicar a fungio de penalidade ¢1(9) = 4 J{B']zdt, Good e
Gaskins acharam que algumas vezes a curva de densidade estimada tinha
grandes porgBes lineares. Isto n3o foi surprendente pois a curvatura
depende também da 22 derivada. Como ji tinham sido desenvolvidos

métodos para ¢(8) = j [9”)zdt, Good e Gaskins sugeriram uma penalidade

mais geral, da forma

[+3] o
¢le) = 7[ 9’(t]2dt + SJ B”[t)zdt, para algum ¥y 20 e 8> 0

¢ : Hi-w, ©) — R (2.12)

0 sepundo EMVP de Good e Gaskins sera entfo a solucio de

r n
minimizar - Z log elxl] + Mn{Bl/z]. sujeito a
=1 e (2.13)
172 2
2] e H (-, w).J. e(tlddt =1e 08(t) 20 V¥V t & (~», o)

-0

LY

como no primeiro caso, para evitar a restrigdo de ndo negatividade,

Good e Gaskins sugerem resclver o seguinte problema
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r n
minimizar - Z log Glxllz + Ag¢(8), sujeito a

4 =1 (2.14)

0c Hz(—w, ®w) e B[t)zdt =1

-
\

2 . ,
se u € H(-w, w) for positivo em alguns pontos e negativo em outros,

ent§o em geral |u| ¢ H%(-w, o).

Pelo Lema 2.1 é possivel obter a solug@io do problema {2.13) a
partir de uma solugio do problema (2.14) se e somente se estas sfo ndo
negativas. Mas, & provado (De Montricher et al (1975)) que as solugdes
do problema (2.14) nfo 530 necessariamente n3o negativas.

Segue entdo, que o segunde EMVP de Good e Gaskins nido pode
ser obtido considerando o problema (2.14).

Se usarmos 93, onde 8, & uma solugiio do problema (2.14) como
estimador da fungfc de densidade que originou a amostra aleatéria
xl, vers xn, entdo claramente 83 gerd ndo negativa, sua integral sera
ipual a um e por isso serd uma densidade de probabilidade. Mas o

estimador obtide desta forma ndoc serd no sentido estrito da nossa

definicdo um EMVP. Serdé chamade o pseudo—estimador de méaxima

verossimilhanca penalizada de Good e Gaskins.

Mostra~se (De Montricher et al (19753)) que o segundo EMVP de
Good e Gaskins e o pseudo-EMVP de Good e Gaskins, existem, sio tnicos e

sdo distintos.
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2.4.2- ESTIMAGAO DA INTENSIDADE DE UM PROCESSO DE POISSON NAO

HOMOGENEOQ

Como fol mostrado em 1.2.2. é necessério a utilizacfio de um
método alternative para a estimagio de eo.
0 EMVP seri aquele que minimize
N (D)
n
3 @) = - Z zn[e(%;“’)] +n | ettt + Ag(o)
k=1 o
sobre um subconjunto 8 convexo e fechado de um espago de Hilbert de

fungdes, real e separavel 8,

Para evitar a restri¢gdo de nfo negatividede (8 = 0) o
funcional de penalidade seri escolhido de tal forma que penalizar a
intensidade sob restrigfes de ndo negatividade ou penalizar a raiz
quadrada da intensidade e elevar a sclugio ac quadrado sejam problemas
de otimizagio equivalentes.

- 172 .
Assumiremos que u = 8 ~, o parémetiro desconhecido, pertence

a B.
O EMVP de u é obtido minimizando sobre ® um funcional da
forma
unu) 1
2,~(n) 2
Jn 7J‘(u} = - Z In[u (‘rk ]] +n J u“(t)dt + A¢lu), A > 0 (2.15)
k=1 0

onde ¢ : 8 —R" ¢ um funcional de penalidade.
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Consideremos as seguintes suposicbes baseadas em nogBes
previas sobre o comportamento da intensidade desconhecida 60 e que

permitem que o problema de otimizagio seja tratavel.

o o]

ii) O funcional de penalidade ¢ & definido por

1

2
¢$(u) = J' {u’[s}} ds = Hqul
H [0.1]

0
iii) A "entropia”

1

1 2 2
H(uo) = - J{uots] ln[uots)] - uo(s)} ds

0
é finita, e uo, a rafz quadrada da verdadeira intensidade e limitada

inferiomente.

Jn’.h(u) ¢ um funcional par e entdo o problema de otimizagdo
anterior pode possivelmente nfo ter solugfie 1tnica. Segundo os
argumentos de De Montricher, Tapia e Thompson (1975) podemos
acrescentar a restrigio de nfo negatividade u > 0 ao problema anterior
e concluir sem perda de generalidade que se existir um minimizador de
(2.15), seu valor absoluto serd uma solugdio do problema com restrigdes

e sen quadrado serd a soluglo do problema de minimizag¢io de

N (1)

n i
G, = - Z n 9[?:‘“’] +n J a(s)ds + Ap(VE ),
k=1 4]
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sujeito a 8 = 0, 0% < H.

PROPOSIGAO 2.7: 0 funcicnal Gn h[u) tem um tUnico minimizador em

{uEH:uEO}.

PROVA: {u eH:uz= 0} & subconjunto convexo e fechado de H;(IO, 1)

Glu) = Gn h(u] ¢ funcional continuoc em {u €8 :ue 0} pois a norma é

funcional continuo, o logaritmo é continuo e como H;[O, T] & RKHS a

avaliagio pontual também é operador continuo,

Um calculo direto mostra que:

1 1
2
G?'u) (g, W) = Z?tJ. {n’(s)} ds + sz' nz(s)ds +
0 0
N
n nz{;{n))
k 2
* 2 —— = 22 |u|
u{;(n] H
k=1 k

Portanto G{u) é uniformemente convexa em {u €e H: u = 0}, e pelo

Teorema A-6, G(u) tem um unico minimizador em {u €eH:u= 0} .

Antoniadis e Gregorie (1990) caracterizam o estimador como um

spline hiperbélico com nés nos pontos de salto de ﬁn.
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CAPITULO 3

0 METODO DE "SIEVES"

Neste capitulo descrevemos o método de “sieves” proposto por
Grenander (1981). O método impde restriglies no espago paramétrico,
Assim o EMV existird em cada subconjunto de uma seqiiéncia crescente de
subconjuntos do espage paramétrico.

Resultades sobre existéncia e consisténcia dos estimadores

obtidos por este método serfio apresentados.

3.1 - DESCRIGCAO DO METODOQ

A idéia bésica consiste em restringir a estimagio a
subconjuntos do espago paramétrico. O processo de otimizagdo
(maximizacio da fungfo de verossimilhanga no nosso caso) & repetido em
cada subconjunte de uma seqgliéncia crescente de subconjuntes de 8,
indexados pelo tamanho amostral, obtendo-se entdo uma seqiléncia de

estimadores.

A seqliéncia particular {S } de subconjuntos de B é chamada
m

um “sieve” e o processo de estimacio resultante € o "méfodo de sieves”.

0 "sieve" deve ser escolhido da seguinte maneira:
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i) Para cada subconjunto Sm do espago paramétrico 8 deve existir

um estimador de méxima verossimilhanga.
iiy s €8 ,¥Vm=1, 2, ...

iii) US deve ser denso em 8.
m
m=1

"Sieves” diferentes produzem diferentes estimadores.

Na prética, o “sieve" precisa ser cuidadosamente escolhido
para explorar as propriedades estruturais especificas do problema.

Seria desejavel saber como construir o “sieve” para produzir
uma taxa de convergéncia otima para a seqiiéncia de estimadores de
"sieves”, mas esta questdo s6 ol estudada em alguns casos particulares.

Geman e Hwang (1982) estabeleceram alguns resultados sobre a
consisténcia dos estimadores obtidos por este método. Antoniadis (1988)
aplicou o método de "sieves” ao problema de estimaglo da média de um
procesgo gaussiano com valores num espago de Banach real sepa.ravel.
Utilizou uma seqiiéncia crescente de “sieves” natural em termos das
propriedades geométricas do espago de parédmetros.

0 método também tem sido aplicade a processos estocésticos
para a estimagfo de fungSes dependentes do tempo como a média de um
processo de Wiener (Grenander (198l), Geman € Hwang (1982)), o
coeficiente "drift” de um processo de difusdo linear (Nguyem e Pham
(1982)), e a fungdo de risco no modelo de intensidade multiplicativo

para processos pontuais (Karr (1982)).



Outras aplicagBes podem ser encontradas em Mkeague (1986) e
Kallianpur e Selukar (1990).
Os detalhes e a versatilidade do método s8o melhor ilustrados

nos seguintes exemplos.

EXEMPLO 3.1: ("Sieve de Histograma").

Seja Xl' ..y X uma amostra i.i.d de uma distribuicio
n
absolutamente continua com fungdo de densidade de probabilidade

desconhecida BD(X).

O “sieve” de histograma para o problema de estimacgio de Bn(x]

é definido por

8 : 0 é uma funcido de densidade de probabilidade,

52 = 1 constante em[k-l, k ],k=0,tl,12,
m m

e tal que m = mn cresga com o tamanho amestral.
{S } constitui um "sieve" e o estimador do método de “sieves”
m

serd a solugdo do problema:

1]
maxim i zar R B[xl), sujeito a
) (3.1)

8 €8
m

A solugdo deste problema é a fungdo
0 (x):ﬂd{x:k_lsx<£}paraxelk_l,£}
n,m n i m i m m m

43




i.e. o histograma com comprimento de intervalo 1/m .
n

Pode ser provado (Geman (1982)) que se m g ® suficientemente

lento, entfio en = Bn é consistente, no sentido que

n

r ]Bn(x] - Bo(x}|dx —— 0 quase certamente.
-

EXEMPLO 3.2: ("Sieve de convolucio")

Para o mesmo problema do exemplo 3.1 um "sieve” diferente e
mais interessante ¢ o "sieve de convolugdo”:

2

m 2
S =4 8:0kK)= ez Y F(dy), F funcio de
m VZr distribuigdo arbitréaria

0 estimador do método de sieves serd a solugio deo problema

{3.1) para este "sieve” {Sm } particular.

Pode ser mostrade {Geman (1982}) que € tem a forma

n 2
- mn mn 2
Bn'm(x) = Zpl = exp {~ —3 (x - yl)
1=l
para alguns yl, s Y€ Py prl satisfazendo P, =0, 1 =i =n,
111
E p, = 1. Pode-se mostrar que {yl, vees yn} # {xl, reey X_pCOM

1=1

probabilidade um.
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Observe que o estimador de kernel com kernel gaussiano B(x} =

n Z
1 m m 2
Y 121 = exp { < {x xl)} estd em Sm mas B néo € solugdo de

méxima verossimilhanga em S .
m

Prova-se (Geman (1982)} que se m 4 o suficientemente lento

entfo a seqgiiéncia de estimadores 8 = B € consistente,
n,m n

EXEMPLO 3.3: (Splines para regressio nio paramétrica)

Sejam X e Y variaveis aleatérias e seja [xl, yl). ..,(xn, yn]
uma amostra i.i.d. da distribuigdo bivariada de {X, Y).

0 estimador de minimos quadrados da fungdo de regresséo
E(Y/X = X) minimiza

n

2
{y1 - B{Xl)}

1=1

O minimo é zero e é atingido por qualquer fungdo que interpole os
pontos amostrais (xl, le, . (xn, ynJ.

Exceto em alguns casogs muito especiais este conjunto no
converge em nenhum sentido atil A& verdadeira regresséo.

Entdo, o método de "sieves” realiza a otimizagfio (neste caso,

minimizagiio da soma dos quadrados dos erros) dentro dos subconjuntos

2

4. 8(x)] =m

dx

m

S =4 6 : 08 & absolutamente continua e [
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A solugdo Bnm ¢ determinada de forma unica e é um spline polinomial de
primeire grau (i.e. continuo e linear por partes, com discontinuidades
de
n

m
—_— em X, ..., X L
1 n

em
dx

E possivel provar que se m cresce suficientemente lento
entio a seqiléncia de estimadores 8 ¢ consistente para E(Y/X = x)

numa métrica apropriada.

Especificamente,

1/4-€

Se m — « de tal forma que mn = 0O(n } para algum £ > 0,
n

entdo

- 2
. Sup 8 (x) -6 (x)| Fldk) —— 0 quase certamente.
m o

Outro “sieve” para o problema de regressdo ¢

8 : 8 tem p-l derivadas absolutamente continuas

= P
" e[S e ax < m
dx”

Neste caso a solugéo en - é um spline polinomial de grau 2p-1.

Estes dois “sieves” considerados para ¢ problema de regressio

ndo paramétrica sfo exemplos de um tipo usual de “sieve” da forma
Sm = {8 e B: ¢(o) = m}, onde ¢ : ®B—— R é algum funcional, geralmente

continuo e convexo.
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"Sieves” deste tipo tém sido usados também para a estimagHo
da fungdo média de um processo gaussiano. Consideremos o problema de
estimar o(t), t € [0, 1] a partir de uma amostra de tamanho n de um

t

processo X(t) = J. o(s) ds + W(t), t € [0, 1], onde W(t), t = 0 & um
0

processo de Wiener com variéncia um por unidade de tempo, onde
0 € L70,1] .

Um “sieve” proposto para este problema é dado por

=]

s = eeLZ[o,1]:Zar2<9,¢r>zsm

m
r=1

onde < *, * > denota o produto interno em LZ[O, 1] , {qbr, r =z 1} é um

sistema ortonormal completo em L2[0, 1l e Za;z < o,
r=l

Este “sieve” foi estudado por Geman e Hwang (1982). Para o

mesmo problema Grenander (1981} propos o “sieve” de Sturm-Liouville

1
2
5 ={0c@: J {p(t) [B’(t)] + q(t) Bz{tJ} dt =m
0
onde p e q sdo positivas, com primeira derivada continua.
Chow e Grenander (1985) consideraram a estimagio da densidade
espectral de um processo Gaussiano estacionario {X(t]. t =1, 2, }

T
com média zero e covarifncia r, = E[X(s) X(is + t)] = I e:it}L f(A)da,
-

onde f ¢ a densidade espectral.

0 “sieve” utilizado foi da forma
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n

1 1 d z
Sm= fel.[—rz,n],f=§e [mg] dA = m

-

Varias técnicas de estlmagBio nf8io paramétrica, como por
exemplo os métodos de séries ortogonais, “kernels", “splines”, méxima
verossimilhanga penalizada, etc., estfo relacionados com © método de

sieves,

3.2 - EXISTENCIA E CONSISTENCIA DOS ESTIMADORES

Embora o método de “"sieves” produza uma variedade de
estimadores segundo o “sieve” utilizado,certas propriedades (existéncia
e consisténcia, no minimo) podem ser provadas desde uma 6tica
unificada, sob a condigdo que o “sieve” cresga suficientemente lento
com o tamanho amostral.

Em continuagiio, apresentaremos os principais resultados a
este respeito obtidos por Geman e Hwang (1982}, também apresentados por
Grenander (1981).

Primeiramente descrevemos a notagdic e suposigfes basicas para
a exposicdo dos teoremas.

Dado H espago métrico, & ¢ H, um experimento estatistico
abstrato {Q, F, {Pe 1 8 € 8}} dominado por uma medida e¢-finita u e

dP_(x)

p(x, 8) a derivada de Radon-Nikodym —ar
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H(Go, 8) = Eeo[ln p(X, 6)] , 8¢9

¢ a entropia formal da distribuigic de probabilidade Pe , onde 60
0

designa o verdadeiro valor do parimetro.

OBS: Para uma amostra Xl, Xz, cees Xn i.i.d. de Pe , seja
0

Y1l = In [p[Xl, 9)]

Temos, entdc gque

]
o_ 1 _ 1
Y = Tln Ln(?“{’ B) = ? In p(Xl, 6)

i=1

onde Ln ¢ a funcdo de verossimilhanga.
Como E(Yl) = H(Bo, 6) ,entdo pela lei forte dos grandes nimeros
nn
1
—n—z In p(Xl, o) ——3 H(eo, ©), quase certamente (3.2)
i=1
Temos também que
H(Go, 8) < H(BO, 90)
{ver Rényi (1970)).

Para 8 ¢ Sm, Bm(B. e} = {B : B € Sm, dfe, B) < s} onde
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d(s,*) é uma métrica de 8.
Para g : 8—— R, ¥ B ¢ 8, seja

glB]= sup glB)
BeB

m“={ees :L(x,9)=L[x,S ]}
m m n n m

~ ~

dp

9
an (xl) e f = (xl, - xn) representa a amostra.

n
onde Ln(x, @)= 1
~ i=1

ILe. IM::l ¢ o conjunto de estimadores de maxima verossimilhanca

em Sm dado o tamanho amostral n.

A ={e:BES,H(B,9)=H[G,S]}
m m 0 0 m

representa o conjunto de entropia méxima em S .
m

Para C]n € 8, Cm—> {9} quando m —w se sup df(e, g)— O
Bec
m

quando m—— w, Para D § B, Cm—> D quando m — « se sup inf
6ec BeD
m

d(e, B) ——3 0 quando m — o,
O seguinte Teorema trata da existéncia de uma segliéncia m
n

para a qual o conjuntc de maxima verossimilhanga M:l é consistente.
n

TEOREMA 3.1: Suponhamos que um "gieve” {Sm} seja escolhido de tal forma

que:

1) Para todo m € N, todo B € Sm e tode & > 0,
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p[x, Bm[e, e}] é F-mensuravel;

e, para todom € N e todo 8 € Sm, exista € > 0 tal que

Eeo[ln p[x, Bm(e, e]]] {w

2) plx, *) é semicontinua superior em O, para 6 € S ,
Im

i.e. lim p[x, Bm{e. e)] = p(x, 6) p-quase certamente.
ed o

3) Sm € compacto para todo m € N.

4) mm—> 90 quando m — o,

Ent8o, para todos n, m € N e quase tode x, M"({x} & nio vazio
m

~ o

. P n
e para uma seqiléncia m crescendo suficientemente lenta , IMrn — B
n

0

P-quase certamente.

OBS: Como, em geral H(eo, em)—-—-9 H(Go, 90) implica Bm—> 90, quando

m-—w, se ¢ "sieve” {Sm} for escolhido de tal forma que exista Bm € Sm

com H(GO, em}—> H(Bo, 90], entdo ﬂm—> 90. A condigdo 4 garante,

entdio que U S ¢ denso em 8,
m m

PROVA: (ver Geman e Hwang (1982)).

Este Teorema da condi¢des para um sieve ser suficientemente
regular para produzir estimadores consistentes. Mas nd3o diz nada sobre
a velocidade com a qual m deve tender ao infinito.

n

0 método ndo tem aplicagdo se ndo pudermos identificar uma



seqiiéncia m_ que garanta a consisténcia qualquer que seja o parametro,
O seguinte Teorema fornece um meio para a identificaglo de

uma tal seqgiiéncia m .

TEOREMA 3.2:Seja H espago métrico, 8 ¢ H, e suponhamos que um “sieve”

{Sm} seja escolhido de tal forma que:

1) Para todos m, n € N, M:] é nido vazio P-q.c.

2)  a) Se para alguma seqliéncia Gm € Sm

H(e , em)—> He , 0),

entdo em———-> Bu’ quando m —= .

b) existe uma seqiiéncia em € Sm tal que
He , 8 )— H(e, 8 ).
¢’ m o o
Para cada 8 > 0 e cada m, seja

Dm = {9 € Sm : H(Bo, 8) = H(Go, Gm) - 5}

onde {Bm} ¢ a seqgiiéncia de 2) b).

Dados ¢ conjuntos 01, vees 0£ em Sm tais que p[ ., Ok] seja
F-mensuravel para cada k, seja
pl X, 0k
p_ = sup inf E9 exp{ tln [—l‘—l—p %, 6 ]}
k 0 m

tZ 0
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considere a seqiiéncia {mm} :m o — o e suponha que para cada & > 0

seja possivel encontrar OT, cany OIE ; m € N tais que:

m
i) D < U o™ ;
” k
ii} p[ ., OI::] ¢ F-mensuravel;

iii) z:ﬁmn[pm] ¢
n=l1 n

Entsio, M° — 90 P-quase certamente.
m
n

OBS: A métrica d a ser escolhida para o espago H e em termos da qual ¢
expressa a consisténeia dos estimadores, geralmente é sugerida pela

condicio 2.

Ela deve ser tal que se H(eo, Bm)—) H(Bo, Bo) entéo

d(a 3 6}'_)0.
m 0

PROVA: (ver Geman e Hwang (1982}).

A aplicagiio do Teorema para a determinagio da seqgliéncia m
ndo €& simples. Gomes (1991) estudou diferentes seqiiéncias m_ para
exemplos simulados utilizando os "sieves" de histograma e de Fourier
para a estimagdo da funglo intensidade de wum processo de Poisson

néo homogéneo,

Note que no Teorema 3.1 a fdnica suposicio feita sobre o
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espage H é que ele seja um espaco métrico com métrica d, em termos da
qual serd expressa a consisténcia dos estimadores.

Em continuagdo, apresentaremos uma nova versdo deste Teorema
necessaria para os resultados do Capitulo 4.

Suposicdes adicionais serfio impostas scobre o© espagc H e
pediremos também semicontinuidade fraca superior das funcgbes H(Bo’ e) e

Ln{x, B8}, e que os S}[n sejam limitados.

o

TEOREMA 3.3: Seja H um espago de Banach reflexivo, 8 c¢ H, e

suponhamos que um “sieve” {S } verifigue as seguintes condigbes:
m

1) Para todo m € N, todo 8 € Sm. todo £ > 0 e todo subconjunto
*
finito {cpl, cees wk} cH
p[x, Umqpl, s @ (e, s)] é F-mensurivel,
onde
Umwl, cens qok(a, e) = {9 € Sm: [@1(9) - (ol{B) | (g, i=1, ..., k}

é uma vizinhanca fraca do ponto & € 8 ;
m

Para todo m € N, todo 8 € Sm e toda Umqol, cees <pk[9, e)
lim p[x, Umgol, I tpkle, e)] = plx, 8)
£E— 0

i.e. p(x, @) é fracamente semicontinua superior em 8, para 8 € § ,
m
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2) Para todo m € N, tode @ € Sm, existe Umgol, ey ;ok(e, g) tal
que Ee [ln p[x, Umgol, qok(B, e)]] < o
o

3} Sm ¢ limitado para todo m € N;

4) mm-—> 90, quando m —— o,

Entdo para todos n, m € N, I'MI: # ¢ P-q.c. e para uma

seqiiéncia m que cresga de forma suficientemente lenta, M" —>90
m
n

P-q.c.

PROVA: As condicBes 1) e 2) implicam que H{BD, 8) e Ln[x, 8) sdo

~

fracamente semicontinuas superiores em 6, 8 € Sm.

Sm ¢ fracamente compacto por ser um conjunto limitado num
espago de Banach reflexivo (ver Goldstein (1967)). Entfo B+ ¢ e
IM::1 # ¢ j4 que uma funcgBo fracamente semicontinua superior definida num

conjunto fracamente compacto assume seu méximo.

Primeiramente mostra-se que, quando nm, definido de tal forma

gue

n = min<k:m =m
mo { k 0}

cresce de forma suficientemente répida, IM:. eventualmente fica contido

n

=311
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B[&.i]={e:ees,d(9,m)<L}
m| m m m m m

onde d(8, & ) = inf d{e, «). A condigio 4), entio completa a
oae
m
demonstracio.
Seja®@eS -B [& , —1—-], entdo existe ¢, > O tal que
m m|l m" m e
H[B,B]-H[ﬁ,S](—C , le.
0 m 0 m ]
H[Bo, Gm] - H[BD' a’.m] { - CB .
fixando & € A .
m m
Entdo para & suficientemente pequeno,
Eeo[ln p[x, Um(pl, cens qok[B. a)]] - Eeo[ln plx, ocm)] < - A (3.3)
Agora,
1
—n—{ln Ln[;g. Umqol,...,qok(e, e]] - 1n Ln{;g, am]}
1 { n n
= — ln[ sup nm plx, ¥) —ln[ Hp(x,a)]}
n y € lJ'“:pI,...,qok(g,e] jz1 L j=1 P

n n
= %{In[ 1lT p[xl, Uqul. tpk(e, a}] - ln[ 11'I p{xi, am]]}

=1 =1
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e como por (3.2)

n

1

- zln p(xi, G]n—) Eeo[ln p(x, 9)]
1=

quase certamente, temos por (3.3)

Ln l-x, Umgol, i, {ok[e, e]]

I L(x, &) ¢<-ncy
n ~ m
P-q.c. para n suficientemente grande, i.e.
111
Ln[§’ 8] tpl, e ony @k(e, 8}] ) e-n cg

Ln{x, am)

P-q.c. para n suficientemente grande.

Paratodo®d €S -B [& s -l—],podemostomarc >0ee_ >0
m m|l m m e 2]
tais que, com probabilidade 1, a desigualdade acima seja valida para n
: 1
grande. As bolas Umgol, very tpk(e, €) cobrem o conjunto Sm Bm[ﬂm, —r—n-],

que é fracamente compacto, entfo podemos encontrar um conjunto finito

-

m m m m A
8., .., Bp tal que {Umgol, ey qoktel, 81]}, i=1 .. P cobre

m

Ent8o, com ¢ = min { ce }, temos, com probabilidade 1,
i=1...p 1
m
Il
N Lnl.;g, U P ens !pk(e, e}] Y
P L (x, a) '
i=1...p n m
m L

para todo n € N suficientemente grande.
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Portanto, para todo m & N, existe k tal que, para todo n = k
m m

L|-§,Utpm. N (- N e)-l
[ 1 k x 1 51_2.

P sup L= o)
l=1...pm n m m

Finalmente, para qualquer seqiiéncia {nm} tal que n = km para todo m N

Ln(x, e)
= sup =z1 io
BesS -B[a ,L] Lx a)
m m m ~
Ln[x’ Um’pl’ LI ] on(er:ls ST}-l
< sup / L% %) =1 io
l=l...pm n m

e este dltimo conjuntc possui probabilidade =zero, pele Lema de

Borel-Cantelli.
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CAPITULO 4

COMPARAGAO ENTRE O METODO DE "SIEVES" E 0 METODO DE MAXIMA

VEROSSIMILHANCA PENALIZADA

Existern numerosas técnicas em anélise numérica e estatistica
que estdo muito relacionadas com o© método de “sieves”, visto no

Capftulo antericr.

Para problemas de regressfo existe uma rela¢do entre os
splines polinomiais de minimos quadrados e certo tipc de estimadores de
“sieves”. Sendo p=1,2,... e 8 a colecdo de fungles com p-1 derivadas

absolutamente continuas, o “sieve”

§ = BES:J'
m
n

2
aplicado ao problema de minimizagdo de z {yl - 6(x1)} produz um

i=1

P
a_ B(x])

dxP

dx =m

spline polinomial de grau 2p-1. Este estimador muite usade em regressio
nio paramétrica & solugdo do problema de minimos quadrados andlogo ao

problema de méxima verossimilhanga penalizada

s 2
minimizar Z {yl- B(Xl)} ¥ A J
L=

=1

2
dx sobre 8

p
a_ B{x)
dxP

Os estimadores de séries ortogondis truncadas e o estimador

de "méxima verossimilhanga admissivel"” introduzidos por Wegman (1975)
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também estdo relacionados com o método de “sieves”. Se os coeficientes
num estimador de séries ortogonais s8o escolhidos de forma a otimizar
algum critério, entfo o estimador tem uma interpretagio 6bvia como um
exemplo do método de “sieves”. Se relaxarmos a definiglo de “sieve” de
maneira que ele possa depender da amostra aleatéria, entfo o estimador

de Wegman também permite esta interpretagéo.

Neste Capitulo mostraremos que para alguns problemas
especificos de estimagBio o método de MVP é uma especic de “dual” do
método de “sieves”, para uma classe particular de "sieve”.

Como foi visto no Capitulo 3 o métode de “sieves” produz uma
variedade de estimadores, e propriedades de existéncia e consisténcia
tém sido provadas de um ponto de vista unificado por Grenander (1981)
e Geman € Hwang (1982) (Teoremas 3.1 e 3.2), sob a condicio que o
“sieve” cresca suficientemente lento com o tamanho amostral.

No entanto, para o métodc de MVFP o estudo da consisténcia dos
estimadores tem tido um tratamento particular caso a caso. Antoniadis e
Grégoire (1990} estudaram a consisténcia do EMVP da fungfo de risco
para dados de sobrevivéncia censurades. Utilizaram um modelo de
intensidade multiplicativo e provaram que o estimador da raiz quadrada
da intensidade é fracamente consistente em L° quando a seqgiiéncia de
pardmetros de suavizagfio depende do tamanho amostral de tal forma que
?tn—>0 de uma maneira apropriada quande n—w. Sob  as mesmas
condigSes também foi provada a consisténcia na norma do supremo.

Klonias (1982) estudou as propriedades de consisténcia do primeiro EMVP
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de Good e Gaskins de uma fungfo de densidade. Mostrou a convergéncia
quase certa do estimador nas normas de Ll, Lz, supremo e Sobolev, sob
a condicio de que o parmetro de suavizagio dependa do tamanho
amosiral de tal forma gque hn—-—->0 e ?Lnn—)oo quando n-—o,

Zucker e Karr (1990) provaram resultados de consisténcia do
estimador da fungio de regressio no contexto de um modelo de regressio
de Cox generalizado sempre que ?Ln—) 0 a uma taxa controlada quandeo
n—o0

Silverman (1982) provou resultados de consisténcia do
estimador do logaritmo de uma densidade quando hn—)O de uma forma
apropriada.

Da observagdo destes resultados surge a pergunta: & possivel
demonstrar um resultado geral de consisténcia do EMVP quando a
seqgiiéncia de parametros de suavizacio An—)O de alguma forma
apropriada quando ¢ tamanho amostral n—w ?.-

E o objetivo deste Capitulo demonstrar um resultado deste
tipo utilizando a "dualidade" entre o método de "sieves” e o método de
MVP.

O primeiro passo sera entdio provar essa "dualidade" para um
certo tipo de ‘sieves" que deverd relacionar necessariamente o
parametro m do “sieve” com o parametro de suavizagio A do método de
MVP.

Posteriormente utilizaremos o Teorema 3.3 sobre consisténcia

do estimador de "sieves” para derivar resultados de consisténcia para o

EMVP.



A seguir é descrita a notagBo necessdria para a exposigio dos
resultados desde Capitulo.

Seja B ¢ H, onde H é espago vetorial
n

ED:B —R , definido por £n(9) = log Ln[ﬂ) = z log p(xi,e)
i=1

$:0 —R, onde 0 =< ¢(@) (o ¥V 8 ¢ B.

J (@) =-£(8)
n n

)

g . (9)

- £(e) - A g¢6), A>0

J .(8)

A - !n’h(e} = J (8) + A ¢(6)

Consideremos novamente o problema de minimizagio (sem

restricdes) definido no Capitule 2.

minimizar J l(e), sujeito a
1]

! (2.2)
e, BcH, A>0
e formulemos o seguinte problema de minimizagio (com restrigfes)
minimizar J (8), sujeito a
" (4.1)

6ec®d, ¢(B)<m, meN

Note que o problema (4.1} é equivalente ao problema de

maximizacio de En[el sujeito a 8 € Sm, onde Sm= { 8 €@ ¢B) s m }

m € N, define um “sieve”.

Portanto uma solugio de (4.1) serd um EMV do métado de

"sieves”, i.e. um elemento do conjunto N:; definido no Capitule 3.
n

Uma solugio de (2.2} serd um EMVP. Notaremos por IM?t 0



conjunto destas solugbes.

Como foi dito no Capitulo 1, estamos considerande a resolugio
destes problemas de otimizagidc como método alternativo, nos casos em
que nfo existe én € B que maximize a log-verossimilhanca £n(8}. ou
equivalentemente, que minimize Jn[e) sobre todo @, i.e. estamos supondo

que,
ndo existe sn € © tal que Jn(en) = Jnte), Yeel (4.2)

A relacio entre os problemas (2.2) e (4.1) sera discutida

neste Capitulo.

4.1.- O METODO DE "SIEVES" COMO CASO PARTICULAR DO METODO DE MVP
Seja o "sieve {Sm}meiN definido por

m

5 ={ee:¢{9)5m}

A seguinte proposicdio mostra que, quando @ & convexo e Jn e ¢
sio funcionais convexos, um EMVP em Srn é também um EMVP para algum

parametro de suavizagio hm e funcio de penalidade ¢.

PROPOSICAO 4.1: Seja H espago vetorial, 8 ¢ H convexo, ¢:6—R e
J :8——R funcionais convexos. Suponhamos que exista um 8 & 8 tal que
n

¢(0) ¢ m. Entdo, existe hm = 0, hm € R, tal que se o minimo em (4.1) &
atingido por 9‘, ent&do e' € IN; , Le. 6. ¢ soluglo do problema (2.2)
m

para A = ?Lm.
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PROVA: Tomando ¢m(9] = ¢(8) -~ m o problema (4.1} & equivalente a

minimizar Jn(e). sujeito a

0 €8, ¢m(9) =0

Como o funcional Jn(e) & convexo e qsm[e) também é convexo,

pele Teorema A.7, 3 ?Lm z 0, hm € R, tal que

inf J{8) = inf {J ) + a2 ¢ {9)} = inf {J (B) + A ¢6) - A m}
g " 8eB \ " "o ged \ " " "

¢ (8)=0

m

e s¢ 6 minimiza Jn(GJ em (4.1), entdo 6" minimiza Jn(B) A ¢(e)

*
sobre 8. Como Am m ¢é independente de 8, entfio 6 minimiza Jn(9)+?\m¢(6}

sobre 6.

Para os casos de estimaclo de densidade e da intensidade de
um processo de Poisson nfo homogéneo foi visto que o funcional Jn(EJ]
resulta continuo e convexo em © (portanto, fracamente continuo em 8) e
que ¢{@) pode ser tomada como uma norma no espago de Hilbert H {i.e.
¢(8) & continua, convexa e coercival.

Foi provado em 2.4.1 que Jn'h(e) tem nestes casos um
tinico minimizador em 6.

Isto implica que existe um dnico EMY em Sm = {6 €6 9 fl = m}

Para ver isto, seja entdo m € N, e suponhamos que existam 61
S (ie. 6 eM )8 =0,
e Bz EMY em - (i.e 91’ A L )i 61 92

Pela Proposigéo 4.1, como Jnl é convexa e ¢{8) = 06 é
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n

convexa, existe hm z 0 tal que 61 € INA

e (:'J2 € IN; . Mas pelo Teorema
m m

2.4 ] tem um dnico minimizador em ©; entfo 81 =0,

n,A 2

4.2.- 0 METODO DE MVP COMO CASO PARTICULAR DO METODOQ DE "SIEVES"

Consideremos o problema (2.2), para cada A > O onde H é
espago de Hilbert, 8 & subconjunto fechado e convexo, ¢ € alguma fungio
de penalidade apropriada que supomos continua, convexa e coerciva,
Jn(e) é funcional fracamente continuo e Jn,h(e) ¢ coercivo em €. Entdo
IN; *d ¥V A>O0, pelo Teorema 2.1.

Provaremos que se 6 for solugéio de (2.2) entdo é serda solugdo
de (4.1) para algum im.

Mostraremos que os conjuntos de restrices em {4.1} definem

um “sieve”.

PROPOSIGCAO 4.2: Sejam Jn(ﬂ) e ¢(0) funcionais definidos em B.Suponhameos

que exista A > O e 9}\. € 8 tal que
J(6,) + 2 ¢(6,) =J(6) +2¢(6), Vees

entio 8, & solugBo do problema

A

minimizar J (@), sujeito a
; (4.3)

8 c8, ¢(6) = (b(BA)
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PROVA: Suponhamos que exista 8 € © com Jn(e‘) < Jn(B.A) e ¢(9~) = MBA)

Como A >0, A 95(9’) A MBA) , € entdo
J(87) + A ¢(87) <1 (8,) + A ¢(8,)

o que contradiz a hipo6tese.

Portanto, se eh € N; » entéo 6Jl ¢ solugdo do problema (4.3).
PROPOSICAO 4.3: Seja p > A > 0, entdo ¢(6“) = MBR) para 6;\ € IN; e
6 €N,

M |4
PROVA:

EO>A>0 3 p-1>0

1(6,) + 1 9(6,) = 1(8,) + i ¢(6,)
. o n
pois M € IN;;
e
Jn(el) + A ¢(9h) < Jn(ep) + A qb(B“)
pois B?. € INA.
Portanto, somando as duas dltimas desigualdades, temos
1 0(8,) + X 8(8,) = 1 #(6,) + 2 9(8,)
i.e.
(= 2a) ¢(Bu) = (p - A) qb(Bh)
Logo,
#o,) = ¢(6,)-
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COROLARIO 4.1: Seja {Am} seqiiéncia decrescente de nimeros positivos tal
que Am—> 0, quando m—> w. Entdo, {¢[8A ]} ¢ seqlidncia nflo decrescente
m

quando m— o,

PROVA: Pela Proposigéo 4.3, hl > AJ implica ¢[Bh] = ¢[eh], i<
i J

PROPOSICAO 4.4: Yme N 3 2™ > 0 tal que tﬁ[ﬁh(m)] > m.

PROVA: Suponhamos que 3 m tal que «p(el) < m, ¥YA>0, eseja
T = {B € 8: ¢(a) = mo}

T é limitado (por ser ¢ coerciva), convexc (por ser ¢ convexa) e
fechado (por ser ¢ continua), entéo é fracamente compacto (ver Tapia e
Thompson (1978}, por exemplo).

Como Jn(e) & fracamente continuo, é fracamente semicontinuo

inferior, ent3c atinge seu minimo sobre T (Teorema A.2), i.e.
* *
Je eTtalqueJ(B)aJn(B) VeeT,
n
em particular,
J(@)sJ(e) va>o0
(0" =1 (o))

fazendo A—> O

1(8%) s lim J (8,) (4.6)
" a0 "

Agora,
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Jn(eh) + A ¢(6a) = Jn(e) +A$0), YBE®B

e como {¢(B;\)} é limitada

Fim Jn(eh) s Jn(e) Yoel (4.7)
A-=>0

de (4.6} e (4.7},

» . —_—
Jn(e ) = lim Jn(BA) = lim Jn(eh) = Jn(e) Yee@
A-20 A-20

i.e. existe E!“I com norma finita, tal que
J(@)sl(e) Voes

mas isto é um absurdo, pela suposicio (4.2)

Portanto, ¥ m € N deve existir A™ 3 0 tal que ¢[0(m}] > m,

Seja agora, {hm} uma seqiiéncia decrescente de nimeros

positivos tal que Am—) 0 quando m— w.

Definamos a seguinte seqiléncia de subconjuntos de ©:

sm={9ea: ¢(e}s¢[ek ]} melN
I

Na seguinte proposi¢io provaremos que {S }mGIN constitue um
m

“sieve”,

PROPOSIGCAO 4.5: {S } constitue um “sieve”.
m [ melN
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PROVA: (i) Para cada m, 3 ?Lm >0ee0, € IN; ,entdo 6,

m m m

2\ € IM;: pela

Proposicdo 4.2, i.e. © € EMV em Sm. Portanto, para cada Sm C B existe

A

m

um EMV.

(ii) Se m, < m_, entdp A > A pois a seqliéneia {A é
1 2 m1 rn2 m

m

decrescente, e «,33[97t ] = ¢[9A ] pelo Corolario 4.2, entdo Sm cS
m m 1 2
1 2

(ifi) Us =aea.
meN m

Seja 8 € B8, e k = [¢(8)] + 1, entfo pela Proposicio 4.4

existe ?L(k) > 0 tal que tp[ehtk)] > k > ¢(0).Agora dado h(k’,B Am € {hm}

k
tal que A ¢ A‘k) pois <A é decrescente, e entdo ¢|@ = 4:[9 ]
mk m Am ?L(k)

pela Proposicéo 4.3.

Portanto ¢[B;\ ] > ¢(0) e entdo B € Sm .

m k

k

logo US =o8.
meN ™

Por (i), (ii), e (iii), {S } constitul um "sieve”.
m | meN

Conseqlientemente, temos provado gque dada uma seqliéncia de

problemas: [ minimizar J (8) + A ¢(0) , onde A Vv 0 quando m — o,
e € 9 n m m

. H L _— .
existe um “sieve {Sm}meN , onde Sm = {6 e & ¢(8) = qﬁ:[e>t ]} tal que se

m

n n
B?L € IN?‘ entido 9;l € le .

m m m

Podemos provar agora um resultado de consisténcia para os



4.3.~ CONSISTENCIA DOS EMVP
A seguir serd utilizada & notacfo definida no Capitulo 3.

TEOREMA 4.1: Seja o problema de otimizagfio (2.2), onde H ¢é espago de
Hilbert, 8 é um subconjunto fechado e convexo de H, ¢(8) & funcional
continuo, convexo e coercivo, e tal que 0 s ¢(B) < o V¥V O € B,

Suponhamos IN; *¢d Vad>0 . Seja {Rm} uma seqiléncia
decrescente de ndmeros positivos tal que }\m———) 0 quando m— w, e
Sm = {B € @ ¢lo) = q’:[eh ]}, m € N, tal que

m

1) Para todo m € N, todo @ < Sm e toda vizinhanca fraca

m
] P ..,:pk(B, e} do ponto 6 € Sm

p[x, Umqol, ..,fpk(B, e)] é F-mensuravel

2) Paratodome N, todo 8 € Sm e todo Umtpl. ...gokle, £)

Hm p[x, Umgol. ...tpk(B, e]] = p{x, @) p-qg.c.
£—>0

3) Para todo m € N, todo 6 € Sm existe Umtpl, ..,gok{e, £)

tal que

IT1
Eeo[ln p[x, Up, -0l el]] C o

4) A& — 0, quando m—> w.
m s}
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Entdo existe uma subsegliéncia {?tm } com ;'Lm—) 0 quando n—> w
15 n

de uma forma apropriada tal que

BA - 60“ — 0 P-g.c.,, onde eh é
mn mn

solugio do problema (2.2) para A = ?Lm

n

OBS. Note que H é espaco de Hilbert e portanto espago de Banach

reflexivo.

» n
PROVA: Seja Am >0¢e Bh € INA

m m

, pela Proposicéio 4.5 {Sm}mEN constitui

um "sieve”.
Este “sieve" verifica as hip6teses 1} e 2) e 4) do Teorema
3.3. A condigBo 3} ¢ satisfeita pois Sm é limitado por ser ¢
coerciva  (ver Tapia e Thompson, por exemplo).
Entdo existe uma subseqiiéncia m crescendo suficientemente

lenta quando n—> e tal que

] ~ n v s
Como {3?t € IN?t entido 6)L € le pela Proposig¢io 4.2,
m m m n
n n n
entédo,
6, -6 | = sup 0-86 ” — 0
|| Am 0 e IM“ °
n m
n
Portanto existe uma subseqiiéncia 8y € IN; tal que
m m
n n
”eh - 90 — 0 quando hm — 0, quando n— .
m n

n
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Como no Teorema 3.2 este teorema ndc diz nada sobre a

velocidade com a qual A  deve tender a zero.
m
n

Mostraremos a seguir que o “sieve” da Proposicio 4.5 (alias

qualquer "sieve” da forma Sm = {B € B; ¢o) = m}) satisfaz as condigfes

do Teorema 3.3 para os exemplos discutidos antes, de estimacioc de

densidade e de intensidade de um processo de Poisson ndc homogéneo.
ESTIMAGAO DE DENSIDADE

Nosso espago mensurivel & dado por {fa, bl, B(la, bl}), onde
B(la, bl) é a c-algebra de Borel em [a, bl
plx, 8) = 8(x}, 6 € 8, B fechado e convexo.

Para todo m € N, todo 6 € Sm, todo € > 0 e todo subconjunto

finito {tpl, ..,qok} < H‘

p[x, Umqol, ..,qok(s, e)] ¢ F-mensuravel, pois

{x : sup p{x, 8) > y}
xEUmgol, ..,cpk(s,a)

= U {x: plx, 8) > y}
X € U(Pl, ..,:pk(e,e)

€ {x: p(x, 8) = B(x) > y} ¢ aberto em [a, b] ¥V y € R, pois 68 € 8 €
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continua, com ® ¢ H = H;[a, bl ou Hl(-oo, w) (para os casos do
estimador de De Montricher, Tapia e Thompson e o primeiro EMVP de Good
e Gaskins, respectivamente).

p{x, ©) ser& fracamente semlicontinua superior em 8, se
provarmos que p(x, 0) é continua e céncava em 8, pois uma fungio
continua e céncava num conjunte fechado e convexo © ¢é fracamente
semicontinua superior (Proposigiio A.3}). Como H & RKHS, e 0 € H, entio

plx, 6) = 6(x) & continua e céncava em B,
Vejamos que E, [ln p[x, Umgol, SURCH e)]] < o
[

Como ¢ € coerciva, Sm é limitado, entdo se 8 € § existe
jart

C‘.m tal que 8 H = Cm.

Agora, como H é RKHS, |B(x)] = Mx ”e "H = Mx Cm, Yo e Sm.

Portanto In p(x, 8) = lne{x}=Iln (M C }, V6 &S
X m m

Conseqlientemente,

Eeo[ln p[x, Umgol, ..,qok[e, e}]] { o

Provemos finalmente a condig8o 4) do Teorema.

Como

H(Bo’ 8) = Eeo[ln plx, 8)] < =,

In p(x, en) < In (Mx Cm)

para 8 € 5 , entdo
n m

5



lim EB [In pl(x, 8}] = Ee [ lim In p{x, @ )] = EB [In pix, 8]]
e 0 ol n>w n o

pelo Teorema da Convergéncia Dominada e pela continuidade da funcgo

logaritmica e de p(x, @), ou seja H(eo' @) é continua em 6.

[+-]
Como US & denso em 8 e {Sm} é crescente, existe 8 e S
m m

m=1

m

tal que Bm——> BO quande m — . Portanto,

sup H(eo, 8) — H(Bo, 90), quando m— o, e
PeS
m

A — 0, quando m— .
m 4]
ESTIMACAO DA INTENSIDADE DE UM PROCESSO DE POISSON NAD HOMOGENEQ

Lembremos que o espago de observagdes ¢ dado por

[ID[O, 11, SB[II)[O, 1]]} e que

N(1,x) 1

o= [ ) facs)] [ [i- o] af

k=1 o
onde T, representa o instante do k—-ésimo salto de N.
0 € 8, onde 8 & subconjuntc fechade e convexo do RKHS
1
H=H 0[0, 1l
Como no caso de densidade, para verificar a condi¢o 1) do

Teorema 3.3 s6 precissamos mostrar que {x: pix, 8) > y} é subconjunto

aberto em B[O, 11, mas, para ver isto é suficiente provar que
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N(1,x)

{x: Z In B(tk) > y} ¢ aberto em DIO, 1] V y € R,

k=1
b

pois a fungdo exponencial ¢ continua e I [l - 6(t)] dt é constante
0

(por ser 8 deterministica).
Como a func@io logarftmica ¢ uma funcd@o continua e @ € Sm

também é continua, se x for tal que

H(st)
Z In e(tk) >y,
k=1
entdo existe €, > 0 tal que
N(l,x}
Z In 9('ck - ex) >y
k=1

Conseqlientemente, para todo x' tal que
ds(x, x') < €

temos

N{1,x")
p(x’, @) =Z In o(z}) > y

k=1
Portanto, {x: p(x, 8} > y} é um subconjunto aberto de D{0, 1l e entdo

{x: sup plx, ) > y} também é aberto.
e e Umqol, .19, (8,€)

Vejamos que p(x, 8) ¢ fracamente semicontinua superior em 8.

Um calculo direto mostra que

p(x, 6)n, n} =



N(1l,x} 1 N(1l,x) T?Z(Q)
= {exp [z In G(Tk) +1- L 8(s) ds]} { - Z 92(9:) } =0

k=1 k=1

V © ¢ B, para cada n & T(B),

i.e. px, 8) é concava em 8, e como p{x, @) é continua em & pois a
fungdio exponencial ¢é continua, logaritme € continua e a avaliagdo
pontual e a integragfio sfo continuas no RKHS H;[O, 1], ent30 p(x, @) &
fracamente semicontinua superior em 8.
Isto completa a demostragBo para a condig8o 1} do Teorema 3.3
Como ¢ & coerciva, Sm é limitado, entdo HGHH = Cm Yo e Sm.

Portanto, como H ¢ RKHS, [8(x)] =M C Ve esS.
X m m

Entio
N{1,x)
Z In G(Tk) = N(1, x} ln(Mx Cm)
k=1

Portanto

In px, 8) = N(1, x} In{M_C ) +1
X m

¥ x € @ tal que N(I, x} < w.

Conseqiientemente

E [m p[x, u™ (8, e)]] < w
CH T

pois P(N(l) = ») = 0.

Finalmente, como

H(Go, Bn) = Eso[ln p(x. en)] (o

78



In p(x, 8) = NI, x) In(M_C_ ) + 1

Vo €85, entéo,
n m

lim Eg [ln p(x, Gn)] = Eeo[ lim In p(x, en)] = E90 [ln pix, 6)]

n—>w 0 e

pelo Teorema da Convergéncia Dominada e pela continuidade da funcfo
logaritmica e de p(x, 6),i.e. H(Bo, @) é continua em 6.
0

Como U Sm é denso em 8 e {Sm} é crescente, provamos como no
n=l

caso anterior de estimacgdo de densidade que ﬂm—> 80, guando m— o,
4.4.~ CONCLUSQES

E possivel reformular o teorema desenvolvido por Geman e
Hwang (1982) sobre a existéncia de uma seqiléncia de estimadores de
“gsieves” consistente. Na nova versic do teorema é pedida compacidade
fraca dos subconjuntos do “sieve” (ou equivalentemente, que eles sejam
limitados num espago de Banach reflexivo} e semicontinuidade fraca
superior dos funcionais de verossimilhanga e entropia sobre esses
subconjuntos. E mostrado que estas hipéteses nfio resultam restritivas
demais, Os exemplos de aplicagfio mais estudados na literatura, sobre
estimacg8o de densidade e da intensidade de um processo de Poisson néo
homogéneo, verificam estas hip6teses,

Por outiro lado, dada uma seqiiéncia decrescente de numeros

reais positivos {?ﬁ,m}, com Am—) 0, quande m—w, temos urma seqliéncia de

problemas de maximizacd@o da verossimilhanga penalizada com parametro de
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suavizagéo Am e penalidade ¢{8). Supondo a verossimilhanga fracamente
continua, ¢(8) continua, convexa e coerciva, e a verossimilhanca
¢-penalizada coerciva, cada um destes problemas da segiiéncia tem
solugio. E  possivel ent8o definir um ‘“sieve” {Sm}, onde

Sm = {e € 6: ¢() = ¢[e>‘ )} e 97& é solugfio do problema da maximizacdo
m

m

da verossimilhanga ¢—-penalizada para o par&metro de suavizagio Am.

A nova versfio do teorema desenvelvida no Capitulo 3 pode ser
aplicada a este “sieve” particular para provar a existéncia de uma
seqiiéncia de EMVP consistente. E mostrada a existéncia de uma

subseqlténcia Am dependendo do tamanho amostral n, com Am — 0 quando
n n

m — o de uma forma apropriada, tal que se 9}\ ¢ EMVP para o
n

m
n

parametro de suavizagio hm , entdo d[eh . 60]-—> 0, onde 90 € o
n m

n
verdadeiro valor do parametro.

Nio encontramos na literaura resultados gerais de
consisténcia para os EMVP. Os resultados de consisténcia dos EMVP,
provados por Antoniadis e Grégoire (1990) para o problema de estimagao
da intensidade de um processo de Poisson ndo homogéneo e por Klonias
(1982) para a estimag8o de densidades, resultam casos particulares do

obtido neste trabalho. Os resultados por eles provados permanecem mais

fortes no sentide que conseguem identificar a seqiiéncia Am .
n

Supondo o funcional de log-verossimilhanca cdéncavo, mostra-se

que dado um “sieve” {S } ,onde § = {9 € 8: ¢(8) = m} com ¢ convexa,
m | melN m

agsociade a cada m existe um hm = 0 tal que qualquer EMV em SIn é
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maximizador da log-verossimilhanca ¢-penalizada com pardmetro de
suavizacio A .

m

Em geral os funcionais ¢(8) podem ser considerados como
normas em algum espago. Para este caso, e considerando a
log-verossimilhanga céncava ¢ continua, o problema da maximizacio da
verossimilhanca ¢-penalizada tem solugdo Unica, e isto implica na

existéncia de um inico EMV em cada Sm, onde Sm = {9 € B: ¢(0) = m}.

4.5« SUGESTOES

Para o método de MVP fica ainda o importante problema da
identificacio da seqiiéncia de parametros de suavizagio ?tn para a
consisténcia dos estimadores. O préximo passo de pesquisa poderia ser a

reformulagio do Teorema 3.2, que fornece um meio para a identificagéo

de tal seqiiéncia, para permitir sua aplicagio a um “sieve” da forma
Sm = {6 € B ¢(0@) = ¢[Bh ]} Mas, um resultado tedrico deste tipo,
m

como no Teorema 3.2, ndo forneceria nephuma regra simples para o
caleculo de tal seqiléncia. Ent3c, posteriormente poderiam ser estudadas
diferentes seqiiéncias para exemplos simulados.

Qutra proposta seria a aplicagdio de métodos de validacdo
cruzada para a estimacio do parédmetro de suavizacgio.

0 céalculo numérico dos estimadores para A fixo, poderia ser
objeto de trabalhos futuros. Isto envolve a aplicagio de métodos de
otimizag8o com restrigBes nio lineares. Os métodos que tém sido usados

incluem o método de Raleigh-Ritz (Good e Gaskins {1971)),onde a
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verossimilhanga € desenvolvida em séries ortogonais. Outra sugestio &
um procedimento de discretizagdio onde o funcional de penalidade é
substituido por uma soma de segundas diferengas ao quadrado e os EMVP
s80 encontrados resolvendo um problema de otimizagfoc de dimens8io finita
(Tapia e Thompson (1978)).

Estes e outros métodos numéricos para a maximizacfio dos
funcionais de verossimilhanca penalizados poderiam ser estudados e
comparados.

Uma vantagem observada do método de MVP sobre os chamados
"métodos de janela", e que seria de interesse estudar parece ser sua
aplicabilidade a pequenas amostras.

A anilise destes problemas deveria ser feita através de

discusstes de exemplos com dados reais e estudos de simulagio.
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APENDICE

Ao longo deste trabalho sfo usadas as nocdes topolégicas de
convergéncia, compacidade, continuidade,ete.

Quando falarmos destas nocBes estaremos fazendo referéncia a
topologia wusual, a menos que seja feita referéncia explicita A

topologia fraca.

Para uma definic8o dos conceitos envolvidos referimos, por
exemplo, a Royden (1968) ou Kolmogérov € Fomin (1978).

As provas dos resultados apresentados neste apéndice sobre
otimizagdo em espagos de Hilbert e espagos de Hilbert com kernel

reprodutivo podem ser encontradas, por exemplo, em Tapia e Thompson
(1978} e os resultados sobre teoria de multiplicadores de Lagrange em

Luenberguer (1968).

DEFINICAO A.l: Seja H um espago de Hilbert e f:H—R. Dados

x,nl,...,'nn € H, a n-ésima variagdo de Giteaux de f em x nas direcgdes

LA ¢ definida por

fx)m,...n )} =
1 n

{n-1)

= lim t7 [ £V xetn YooY = £ ) ]

com £'¥(x)=f(x)
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Dizemecs que f & m vezes Giteaux diferencidvel em S ¢ H se as
m primeiras variagles de Gé&teaux existirem em x € forem lineares em n,
¥ i e para cada x ¢ S fixo.

Também dizemos que f é continuamente diferencidvel em S se

*
W.e ¢ H—H

*
for GAteaux diferencidvel em 5, fu)(x) e H vYvxeSef
»
for um operador continuo. No caso em que f m(x) € H, o representante
de Riesz de f{_”(x) é denotado por Vf(x) e é chamado o gradiente de f

em x (i.e fm(x)(n) = Uf(x), wWv¥neH)

DEFINICAO A.2: Consideremos f:H—R e um subconjunto convexo S de H. O

cone tangente a S en x é definido por
T(x) = {'r.' € H: 3 t50: x+tn € 8 }

Suponhamos que ' seja duas vezes GAteaux diferenciavel em S.

Entdo f @ é dita semidefinida pogitiva relativa a2 § ce para cada x € S

tivermos

£fP()nm) 20 Ve T(x) (1)

Dizemos que f 2 € definida positiva relativa a S se a

desigualdade estrita valer em (1) para % # 0. Finalmente, f @ ¢ dita
uniformemente definida positiva relativa a § se existir C0, tal que
para cada x € 5, tivermos

t2mm z ¢ |a)’, v ae Tx
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PROPOSICAD A.l1: Suponhamos que f:— 3R seja duas vezes GAteaux
diferencidavel em um subconjunto convexo S de H.

Entdo,

(1) f & convexa » 2 & semidefinida positiva relativa a S.

(ii) f & estritamente convexa em S & f @ ¢ def inida positiva

relativa a S.

PROPOSICAO A.2: Suponhamos que f:—R seja duas vezes GAteaux
diferenciavel em um subconjunto convexe S de H. Entdo, f &
uniformemente convexa em $ com constante C ¢ f @) é uniformemente

definida positiva relativa a S com constante 2C,

EXISTENCIA E UNICIDADE DE SOLUGOES PARA PROBLEMAS DE OTIMIZAGAO EM

ESPACOS DE HILBERT

Seja H espago de Hilbert

Para S ¢ H e fi—>3R consideremos o seguinte problema de

otimizagio:

minimizar f(x), sujeito a (2)

xeS

as soluges do problema (2) s8o chamadas minimizadores.

TEOREMA A.l: (Unicidade). Se f for estritamente convexa e S convexo,

entdo o problema (2} tem no maximo um minimizador.



TEOREMA A.2: (Existéncia). Seja f:H——>R funcional fracamente
semicontinue inferior e seja S < H fracamente compacto, entdo o

problema (2) tem pelo menos um minimizador.

COROLARIO A.l: Seja f:H—R um funcional fracamente semicontinuo
inferior e S ¢ H um subconjunto fechado, limitado e convexo. Entdo

o problema (2) tem pelo menos um minimizador.

DEFINICAO A.3: Consideremos S ¢ H e f:——R. Dizemos que f é coercivo

em Sse {x}cSe [|x | —> « implica que f(x ) —— +u.
n n n n—300

COROLARIO A.2: Seja f:H—R um funcional fracamente semicontinuo
inferior e S ¢ H, fechado, convexo e nio limitado. Suponhamos que
f seja coercivo em S. Entfo, o problema (2) tem pelo menos um

minimizador.

PROPOSICAO A.3: Um funcional continuo e convexo (céneavo) f, definido
num subconjunto convexo e fechado S5 de H ¢ fracamente semicontinuo

inferior (superior).
TEOREMA A.3: Suponhamos que no problema (2) o funcional f seja convexo
e continuo em S, e o subconjunto S seja fechado, limitado e convexo.

EntSc o problema (2) tem no minimo um minimizador.

TEOREMA A.4: Seja S subconjunto convexo e fechado de H. Se {:5—aR
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for convexo, continuo e coercivo em S, entdio o problema (2) tem no

minimo um minimizador.

PROPOSICAD A.4: Seja S subconjunto convexo e fechado de H. Se f:S—R

for continuo e uniformemente convexo em S, entdio f & coercivo em 8.

TEOREMA A.5: Seja S subconjunto convexo e fechado de H. Se f:5—R
for continue e uniformemente convexo em S, entSo o problema (2) tem

um Gnico minimizador.

TEOREMA A.6: Seja S subconjunto convexo e fechado de H. Suponhamos
que f:H—R seja continuo em S, duas vezes Gateaux diferenciavel
em S e gque a segunda variagio de Gateaux seja uniformemente

definida positiva em 8. Ent&o o problema (2) tem um tGnico minimizador,

MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

Seja o seguinte problema de otimizagfo:

minimizar J(8), sujeito a
0o, ¢(0) <0

TEOREMA A.7: Seja H espago vetorial 8 subconjunto convexo de H, J e ¢
funciocnais convexos em B. Suponhamos que exista 6 € 8 tal que ¢(el)< 0.
Seja

B, = inf J{(8) (3)



sujeito a 8 € 8 , ¢(0) = 0, e suponhamos H finito.

Entdo existe A e R, A = 0 tal que

B, = inf { J8) + A ¢(6) } (4)
0eB

A € chamado é chamado multiplicador de Lagrange para o problema.
Se o infimo em (3) for atingido por um 6 e, qb(e') = 0,

entdio também serd atingido por 9' em (4).
ESPACOS DE HILBERT COM KERNEL REPRODUTIVO

DEFINICAO A.4: Um espago de Hilbert H de fungdes definidas num conjunto
T & dito um espaco de Hilbert con kernel reprodutivo (RKHS) se para
cada t € T a avaliagdo pontual em t for operagiio continua, i.e.

existe Mt’ tal que

Ift)| =M, |r}, vfeH

PROPOSICAO A.5: O espago
H (a,b) -<[f': 9 ¢ L%a,b), j=0...,s e t¥(a)=r"(b)=0, j=0,..,s-1}

com produte interno

¢ I
<, =<, g >L2(a,b)

é um RKHS.

b
PROPOSICAO A.6: O funcional integragio Q(f) = [f (t) dt é continuo

B
em Ho(a, b).
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PROPOSICAO A.7: O espaco

H(~, ) = { £: 9 & 13w, w) para j=0,...,s}

com produto interno

-3
S, = Z«”’, g 2
=0

L (-—0,00)
J

é um RKHS.

PROPOSICAO A.8: O espago de Sobolev
H(-%, o) = {v el: 1+ wz)S/z viw} € Lz(—m, m)}

onde L. ¢ o espago de distribuigbes com decrecimento polinomial no
infinito e v denota a transformada de Fourier de v, ¢ um RKHS se e

somente se s > 1/2.

FUNCOES SPLINE

k+1
Seja A = {x }1_0 a=x, { X < ..< X < xk+1=b uma partico
do intervalo [a, b] em k+l subintervalos, Il= [xl, xm), i=0,...k e

Ik= [xk’ xk-rl] )

DEFINIGAO A.5: Uma fungfio s(X) é chamada spline polinomial de grau m

associado i particdo A se :

(i) existem Sgre15, polindmios de grau m tais que s(x)=51(x}
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para X € I‘, i=0,..,k.

(ii) s(x) tem (m-1) derivadas continuas em cada X,.

DEFINICAO A.6: Uma funcfo f(x) & chamada monospline polinomial de

grau m associado a particdo A se

xm
fx) = —~ + s(x)

onde s{x) é um spline polinomial de grau m associado A partigio A.

PEFINICAQ A.7: Uma funcdo f(x) ¢ chamada spline exponencial com nés

nos pontos xl,..,xk se
o % o x

. . 1 m
(i} existem U,-l esp{e ,., e } onde a1< m2<..( @
com f(x) = ul{x) para X € Il, i=0,..,k.

(ii) f(x)} tem (m-1) derivadas continuas em cada X,
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