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Resumo

Esta tese possui quatro partes.

A primeira parte apresenta uma construgdo que permite abordar todas as geometrias cldssicas sob
um mesmo ponto de vista. Utilizando tal abordagem, expressamos e caracterizamos, de modo simples
e isento de coordenadas, varios aspectos destas geometrias, tais como geodésicas, distancias, transporte
paralelo, tensores de curvatura e curvaturas seccionais. Esperamos, assim, unificar e facilitar o estudo
das geometrias classicas, evitando a introdugao de vérios “modelos” para uma mesma geometria (como
é o caso dos modelos de Poincaré, de Siegel e de Klein para as geometrias hiperbélicas) bem como
evitando a descricao de métricas através de sistemas de coordenadas especificos.

A segunda parte consiste em aplicar as ferramentas desenvolvidas anteriormente para o caso especifico
da geometria hiperbdlica complexa. O foco central é o estudo de configuragoes de um nimero pequeno
de pontos. Deste modo estudamos propriedades béasicas de objetos elementares tais como linhas proje-
tivas, geodésicas e bissetores. Estas propriedades provaram-se essenciais com relagao ao nosso principal
objetivo, o estudo de grupos discretos de isometrias do plano hiperbdlico complexo.

A terceira parte consiste em uma versdo do Teorema Poliedral de Poincaré em que as exigéncias
sobre a tesselacao sao suficientemente locais. Além disso, buscamos para o referido Teorema condigoes
simples e verificaveis na pratica. A versao apresentada pode ser aplicada em geometrias de curvatura
nao-constante, nas quais nao podemos explorar, por exemplo, os conceitos de convexidade.

Por fim, a quarta parte é um artigo produzido em colaboragao com os professores Alexandre Ananin
e Nikolai Goussevskii. Neste artigo, novos exemplo de variedades com estrutura hiperbdlica complexa
sao apresentados, resolvendo alguns problemas da area.



Abstract

This thesis consists of four parts.

The first part consists of a construction interpreting all classic geometries in the same way. With
this construction, we express and characterize various aspects of these geometries, such as geodesics,
distances, parallel displacement, curvature tensors, and sectional curvatures, in a simple coordinate-free
way. We believe that this approach can unify and simplify the study of classic geometries escaping the
use of several “models” for the same geometry (as Poincaré’s, Siegel’s, and Klein’s models of hyperbolic
geometry) as well as avoiding descriptions of metrics in specific coordinates.

In the second part we apply the previously developed tools to the case of complex hyperbolic geometry.
The guideline is the study of finite configurations of points. From this point of view, we study basic
properties of elementary geometric objects such as projective lines, geodesics, and bisectors. These
properties turned out to be crucial for our central purpose, the study of discrete groups of isometries of
the complex hyperbolic plane.

The third part consists of a version of Poincaré’s Polyhedron Theorem where the conditions concerning
the tessellation are sufficiently local. Also, we consider conditions that are simple and verifiable in
practice. The proposed theorem can be applied in the case of geometries of non-constant curvature
when some concepts, as those of convexity, are not applicable.

Finally, the fourth part is an article written in collaboration with professor Alexandre Ananin and
professor Nikolai Goussevskii. In this article, new series of examples of complex hyperbolic manifolds
are constructed, solving some problems in the area.
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Introducao

to verify harmony through algebra.

— A. S. Pushkin, Mozart and Salieri

Apesar do nosso habito de dividi-la em muitas dreas, a matematica é uma ciéncia inteira. Conside-
remos a tipica “contraposi¢ao” entre geometria e dlgebra. Normalmente, os fatos vislumbrados através
da geometria obtém a forma mais geral quando expressados em termos algébricos. Assim, ganhamos
interpretagbes geométricas mais ricas e adequadas dos fatos originais. A geometria algébrica, da qual
nao trataremos neste texto, é um exemplo comum de tal fenomeno.

Esta tese ilustra a mencionada interacao entre geometria e dlgebra no que diz respeito as geometrias
cléssicas e, mais detalhadamente, & geometria hiperbdlica complexa. (Esperamos que o leitor nédo
interprete o termo “classicas” muito seriamente: por definicao, geometrias cldssicas sao aquelas tratadas
no Capitulo 1.)

Grosso modo, a geometria (Riemanniana) lida com variedades recobertas por um espago modelo cuja
estrutura é, por si, importante. Nas tltimas décadas, esta area alcancou grande éxito com relagao as
geometrias hiperbédlicas de curvatura constante, essencialmente em dimensdo trés (vide trabalhos de
Thurston, Hamilton, Perelman, etc.). Em dimensao quatro, destaca-se entre as geometrias hiperbdlicas
a geometria hiperbdlica complexa: por um lado, esta constitui o exemplo mais simples possivel de
variedade hiperbdlica Kéahleriana com curvatura holomorfa constante mas com curvatura seccional nao-
constante; por outro, a geometria hiperbdlica complexa lanca luz para as geometrias hiperbdlicas de
curvatura constante. Vale a pena mencionar que, dentre as C-superficies completas, as menos estudadas
sao exatamente aquelas que admitem estrutura hiperbdlica complexa.

Atualmente, a geometria hiperbdlica complexa estd em sua infancia. H& poucos exemplos conhecidos
de variedades com tal estrutura, inexistindo assim uma base que sustente hipdteses razodveis e que
permita a formulacdo de questoes adequadas. Logo, é importante buscar métodos que ampliem a
diversidade dos exemplos. Para isto, alguma cautela é necessiria: a maioria das ferramentas utilizadas
nos casos de curvatura constante ou nao se aplicam ou produzem céalculos enormes, nao realizaveis na
pratica.

Assim, nosso primeiro passo sera utilizar defini¢ées livres de coordenadas. Tipicamente, em geometria
hiperbdlica complexa, ou mesmo na geometria de Lobatchevskii, sao comuns férmulas complicadas ex-
pressando determinados fatos geométricos. Com um estudo livre de coordenadas, temos maiores chances
de obter expressoes mais simples, sem a complexidade relacionada a escolha arbitraria de coordenadas.
Além disso, a abordagem introduzida busca estudar os objetos e conceitos geométricos per se; a ade-
quagdo de tais objetos e conceitos as defini¢oes gerais das geometrias diferencial e Riemanniana, embora
obviamente presente, tem papel secundério. Neste sentido, poderiamos dizer que tratamos as geometrias
cldssicas de modo elementar (como a geometria do segundo grau), na medida do possivel.

Partindo disso, é importante realizar-se um estudo sistematico da geometria hiperbdlica complexa,
comecando pelos fatos mais basicos. Assim procuramos estudar alguns objetos geométricos naturais
(tais como linhas projetivas, geodésicas, planos reais e bissetores). A parte os novos resultados obtidos,



acreditamos que as técnicas introduzidas criam um método geral para se lidar com intmeras situagoes
geométricas. Aplicando-se este método, é comum que configuragdes & primeira vista distintas tenham
sua andlise reduzida aos mesmos raciocinios, como ocorre freqiilentemente na geometria algébrica. Além
disso, é possivel utilizar o método para provar boa parte dos resultados presentes no atualmente tinico
livro da drea, [Gol].

Salientemos, mais especificamente, alguns aspectos da abordagem em questao.

O espago hiperbdlico complexo (ou o seu “modelo” projetivo) é usualmente considerado como uma
bola aberta, que denotaremos BV, em CP?. Seu bordo, que denotaremos SV, ¢ uma esfera tridimen-
sional — o absoluto. Claramente, a geometria de pontos em AV = CP?\ (BV USV) nio é nada
mais do que a geometria de linhas projetivas em B V. De modo semelhante, a geometria de geodésicas
em AV (que s@o extensdes naturais das geodésicas em B V) reflete a geometria de bissetores em B V.
Portanto, a discutida interagao entre algebra e geometria mostra que nao devemos descartar o espago
pseudo-Riemanniano A V.

Utilizando-se as dualidades acima, bem como outras de natureza semelhante, é muitas vezes possivel
reduzir o estudo de configuracoes geométricas relativamente simples a andlise de arranjos finitos de
pontos em CP?. Tal reducéo normalmente leva & uma descricao da configuracio geométrica original em
sistemas de coordenadas naturais (e, portanto, adequados), nos quais os esforcos de célculo diminuem
ao minimo. As interpretagoes geométricas das caracteristicas algébricas de tais arranjos sao de grande
valor para a construgao de variedades hiperbdlicas complexas.

Destaque-se o importante papel do estudo de triangulos, isto é, de configuracoes de trés pontos
em CP?. Em geral, tridngulos podem ser considerados tanto como triangulos geodésicos quanto como
tridngulos de bissetores, obtidos pela mencionada dualidade entre geodésicas e bissetores. Assim, por
exemplo, certas triplas de pontos em AV determinam triangulos de bissetores em BV cujos vértices
sao linhas projetivas. A geometria de triangulos de bissetores é rica: eles s@o naturalmente munidos de
uma isometria de seus vértices (vide [AGG]). Ainda mais, os tridngulos de bissetores sao essenciais para
a descoberta de variedades com estrutura hiperbdlica complexa, servindo como tijolos para poliedros
fundamentais.

A construgao de variedades com geometria modelada em um determinado espago é, essencialmente,
equivalente a construgao de grupos discretos de isometrias do espago em questao. Uma ferramenta
usual nesta atividade é o Teorema Poliedral de Poincaré. No entanto, boa parte das formulacoes de tal
teorema aplica-se somente as geometrias de curvatura constante.

No caso hiperbélico complexo, bem como em outros de curvatura nao-constante, as faces do poliedro
fundamental nao sao totalmente geodésicas e, em geral, nao se interceptam com angulo constante. Além
disso, uma condicao tipica em versoes conhecidas do Teorema de Poincaré é a de que as faces de poliedros
adjacentes interceptem-se adequadamente. Tal condigao é muito dificil de se verificar no caso hiperbdlico
complexo, pois nao podemos explorar os conceitos de convexidade. Frente a estas dificuldades, surge a
necessidade de uma nova versao do Teorema de Poincaré na qual as condigoes sobre a tesselagao sejam,
por um lado, as mais locais possiveis e, por outro, bem verificiveis na pratica.

No estudo de grupos discretos, os bissetores aparecem naturalmente como faces dos poliedros de
Dirichlet. Isto os destaca como candidatos para a construcao de poliedros fundamentais de outras
naturezas. Em quaisquer destes casos, sao necessarios métodos que permitam analisar diversos as-
pectos do comportamento de dois bissetores, tais como aqueles relacionados ao calculo de angulos de
intersegao (vide, por exemplo, [AGG, Teorema 4.2]), a transversalidade da intersecao (vide, por exemplo,
[AGG, Corolario 4.3]) e ao “afastamento relativo” (vide, por exemplo, a Condigao (P9) do Capitulo 3 e
[AGG, Lema 5.4]).

Em conjunto com uma colecao de ferramentas elementares para a geometria hiperbdlica complexa, a
nova versao do Teorema de Poincaré que apresentamos pode ser aplicada diretamente nas construcoes
de variedades presentes em [AGG] e em [AGu].



Nas Secoes 1.2 e 1.3, introduzimos a “geometria classica’: um espago vetorial V', munido de uma
forma hermitiana, sobre um corpo K (que pode ser o dos reais, dos complexos ou dos quatérnios). Esta
definicao ganha aspectos geométricos através da descricao de espago tangente na Proposicao 1.2.1 e com
a introdugao da métrica (1.3.3). As se¢oes em questao contém ainda fatos que gostariamos de destacar.
Um é a acao do grupo multiplicativo dos quatérnios sobre o fibrado tangente de espagos quaternionicos
discutida no Exemplo 1.3.4 (vide também o Exemplo 1.4.7). Outro, presente na Proposicao 1.2.3, é
a descricao simples do espaco tangente aos objetos geométricos bésicos induzidos por R-subespagos
lineares de V.

Exemplos importantes de tais objetos, as geodésicas sao estudadas nas Segoes 1.4 e 1.5. Em particular,
as geodésicas e seus espacos tangentes sdo descritos por equagoes algébricas no Lema 1.4.5. A conexao de
Levi-Civita, introduzida na Secao 1.6, e as expressoes explicitas para o transporte paralelo, presentes na
Proposigao 1.7.3, permitem caracterizar as geodésicas do ponto de vista usual da geometria diferencial.
Nas Secoes 1.8 e 1.9, expressamos tensores de curvatura e curvaturas seccionais em termos algébricos.

Por fim, na Secao 1.10, mostramos como obter diversas geometrias usuais através da escolha do
corpo K e da assinatura da forma hermitiana.

O Capitulo 2 é dedicado a aplicagao e ao desenvolvimento sistemético da abordagem anterior, espe-
cificamente para a geometria hiperbdlica complexa. Aqui, o fio de Ariadne é o estudo de configuragdes
de um nimero finito de pontos em CP? e de seus invariantes geométricos em alguns casos envolvendo
poucos pontos.

A Proposicio 2.2.5 contém a classificacio geométrica de m-uplas genéricas de pontos em CP?. Uti-
lizando a correspondéncia entre pontos e linhas projetivas, a correspondéncia entre certos pares de
pontos e geodésicas (Observagoes 2.2.16 e 2.2.19) e a classificagdo de duplas e triplas de pontos (Clas-
sificagdo 2.2.7), apresentamos nas Proposigbes 2.2.13 e 2.2.21 vérias interpretagoes geométricas para
invariantes de dois e de trés pontos. Tais interpretacoes sao obtidas, geralmente, com o auxilio das bases
naturais em Bases 2.2.24.

Na Secao 2.3 estudamos os planos reais. Através da Proposicao 2.3.3, introduzimos o conceito de linha
projetiva ortogonal a um plano real passando por um ponto dado (nao pertencente ao plano em questao).
Este conceito reduz o estudo de configuragoes contendo um plano real e um ponto ao estudo daquelas
contendo uma geodésica e um ponto. Em particular, algumas questoes relativas ao célculo de distancias
envolvendo planos reais podem ser reduzidas aquelas envolvendo geodésicas (Observagao 2.3.4).

Um breve estudo de bissetores compde a Secao 2.4. Na Definicao-Lema 2.4.1, bissetores sao apre-
sentados através de quatro definigdes equivalentes, incluindo uma definigao projetiva. Dependendo do
contexto, a utilizagdo de uma particular defini¢do pode ser mais adequada do que a de outra. Assim
como ocorre com geodésicas, os bissetores e seus espagos tangentes caracterizam-se através de equagoes
algébricas simples (Lemas 2.4.5 e 2.4.6). Algumas propriedades bésicas e interessantes dos bissetores
aparecem na Proposicao 2.4.7. (A demonstracao desta proposi¢ao exemplifica a utilizagido dos invarian-
tes de quatro pontos obtida na parcial Classificacio 2.2.28.) Para ilustrar as ferramentas introduzidas,
utilizamos tais propriedades em uma demonstracao sintética da classificagdo de conjuntos totalmente
geodésicos no espago hiperbdlico complexo, presente nas Proposicoes 2.4.10 e 2.4.11.

Finalmente, um breve apéndice ao capitulo estuda, de um ponto de vista livre de coordenadas,
calibracoes para a estrutura de contato no absoluto S? ~ SV.

No Capitulo 3, apresentamos uma versdo do Teorema Poliedral de Poincaré adequada a situagoes
sutis nas quais nao se pode explorar o conceito de convexidade. A Condicao 3.2.5 (tesselagao local do
poliedro) e o Corolério 3.3.19 (tesselagdo de uma vizinhanga métrica do poliedro) contém exigéncias
bastante locais sobre a tesselagao, mas que ainda permitem demonstrar que um poliedro é fundamental.

Dentre as hipéteses suficientes para que um poliedro satisfaca as exigéncias locais em questao,
destacam-se a Condigao (P7), garantindo a tesselac@o local em torno das faces de codimensdo 2 (Le-
ma 3.3.15), e a Condicao (P9), que permite passar da tesselagio local & tesselagdo de uma vizinhanga



métrica (Lema 3.3.18). O Teorema (de Poincaré) 3.3.21 resume os resultados obtidos.

Ao se desenvolver uma abordagem elementar de modo sistemético, é muito dificil determinar onde
termina o folclore e onde comecam os fatos originais. Isto se aplica ao inicio do Capitulo 1, a uma parte
do Capitulo 2 e ao inicio do Capitulo 3. Cabe aqui dizer que provaveis auséncias de referéncias devidas
refletem apenas as provaveis lacunas em nossos conhecimentos da literatura.

As relagbes que conseguimos encontrar entre fatos presentes na tese e fatos da literatura sao listadas
no final de cada capitulo, sob o titulo “Referéncias”.






1. Uma abordagem para as geometrias classicas

“You see, the earth takes twenty-four hours
to turn round on its axis—"
“Talking of axes,” said the Duchess, ‘“chop off her head!”

— LEWIS CARROLL, Alice’s Adventures in Wonderland

1.1. Introducao

Neste capitulo, apresentaremos uma construgao que permite abordar todas as geometrias cldssicas
sob um mesmo ponto de vista. Utilizando tal abordagem, expressaremos e caracterizaremos, de modo
simples e isento de coordenadas, varios aspectos destas geometrias, tais como geodésicas, distancias,
transporte paralelo, tensores de curvatura e curvaturas seccionais. Esperamos, assim, unificar e facilitar
o estudo das geometrias classicas, evitando a introducgao de varios “modelos” para uma mesma geometria
(como é o caso dos modelos de Poincaré, de Siegel e de Klein para as geometrias hiperbélicas) bem como
evitando a descricao de métricas através de sistemas de coordenadas especificos.

Denotaremos por K um dos corpos! R (reais), C (complexos) ou H (quatérnios). Seja V um K-espaco
vetorial a esquerda cuja dimensao dimg V' = n + 1, n > 0. Dependendo do contexto, utilizaremos
elementos de V' para denotar pontos do espago projetivo (& esquerda) KPV. Se f é uma fungao definida
em uma vizinhanca de p € KPV, denotaremos por f o levantamento de f para a correspondente
vizinhanca de Kp \ {0}. Claramente, temos f(k - v) = f(v) para todo k € K\ {0}.

1.2. Espago tangente

Podemos utilizar a estrutura linear de V para descrever o espago tangente em um ponto de KPV'.
De fato, fixando p € V, seja ¢ € Ling(Kp, V/Kp) uma aplicacao K-linear e seja ¢ : Kp — V um
levantamento de ¢. Consideramos ¢ como um vetor tangente t,, € T, KPV através da férmula?

d .
tof = —| _ fp+26),

onde € € R e f é uma fungdo suave com valores reais (ou com valores em K) definida em uma vizinhanga
de p. A férmula acima independe da escolha do levantamento ¢ uma vez que, para todo k € K,

d% Ezof(P +e(@(p) +kp)) = - s=0f((1 +ek)p+ep(p)) =
T de szof (p+ 1 —fak ' g&(p)) - d% EZOf(IH' e@(p)).

IPor um abuso de linguagem, iremos nos referir & dlgebra de divisdo ndo-comutativa dos quatérnios como um corpo.
2Aqui, e no que se segue, o simbolo = significa “igual por definicdo”.
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Além disso, é imediato verificar que t, é R-linear e satisfaz a regra de Leibniz. Em outras palavras,
t, € T,KPV. Considerando em V a reta é(e) = (1 —e)p+€¢(p), € € R, que passa por p e @(p),

R d .
temos t,f = ¢'(0)f = £‘ Of(é(e)). Se t, = 0, entdo é(e) C Kp, isto é, ¢(p) € Kp. Portanto, a
e=

aplicagao ¢ — t,, é injetiva. E facil ver que a aplicagao ¢ — t, é R-linear. Como dimg Ling (Kp, V/Kp) =
dimg T}, KPPV, obtemos a

1.2.1. Proposigao. Sejap € V. Seja ¢ € Ling(Kp, V/Kp). A aplicacao ¢ — t,, é uma identificacao
natural entre os R-espagos vetoriais Ling (Kp, V/Kp) e T, KPV »

No caso K = C, o espago tangente T, CPV possui a estrutura complexa de Linc(Cp, V/Cp) dada
por ¢ — cp, ¢ € C. No caso K = H, ndo podemos munir Ling(Hp, V/Hp) da estrutura de espago
vetorial quaternionico, seja a esquerda ou a direita. No entanto, fixando em V uma estrutura de
(H, H)-bimdédulo, obtemos uma ac¢éo do grupo H\ {0} no fibrado tangente de HPV, nao-idéntica na base
(vide Exemplo 1.3.4).

Seja W C V um R-subespago vetorial, dimg W = m. No que se segue, apresentaremos uma condicao
suficiente para que um ponto em KPW seja liso. Em seguida, aplicaremos a Proposicao 1.2.1 para
descrever o espago tangente a KPW em pontos que satisfazem tal condigao.

Seja p € W um ponto que satisfaz a condi¢do de interse¢do minima

(1.2.2) dimg(KpNW) = O;r;lenw dimg(Kz N W).

Denotaremos r = o ;ninw dimg (Kz N W). Claramente, 1 < r < dimg K. E facil verificar® que existe
S

em W uma vizinhanga aberta U de p cujos pontos também satisfazem
a condicao de intersecao minima. Podemos assumir que o aberto U é
convexo. Tal aberto ndo contém a origem e, em particular, (Kzqy NU) N
(KzaNU) = @ se x1,x2 € U sao K-linearmente independentes. Dai segue
que KPU ~ R™~". Concluimos que p é um ponto liso em KPW e que
dimg T, KPW =m —r.

Seja ¢ € Ling(Kp, V/Kp) ~ T, KPV e seja ¢ : Kp — V um levanta-
mento de . E facil ver que, se $(p) € W + Kp, entéo ¢ define um vetor
tangente a KPW em p. Reciprocamente, se ¢ define um vetor tangente
a KPW em p, entao ¢(p) € W + Kp, pois dimg W/(KpNW) = m —r.
Resumindo, obtemos a seguinte

1.2.3. Proposicao. Seja W C V um R-subespaco vetorial. Seja p € W um ponto que satis-
faz a condigao de interse¢ao minima (1.2.2). Entao p é um ponto liso em KPW. Um vetor ¢ €
Ling (Kp, V/Kp) ~ T, KPV é tangente a KPW em p se e somente se @(p) € W +Kp, onde ¢ : Kp — V
é um levantamento de ¢ m

1.3. Forma e métrica

Munimos V' de uma forma hermitiana (—, —) & qual iremos nos referir como forma.*

Dois pontos p1,p; € KPV serdo chamados ortogonais caso (p1,p2) = 0. Dado um subconjunto
E C V, denotaremos por E+ = {v € V | (v,2) = 0Vx € E} o seu ortogonal. Em particular,

3De fato, variando # em uma vizinhancga aberta suficientemente pequena de p em W, a dimenséao da intersecio KN W
nao aumenta.
40 conceito de forma hermitiana estende-se naturalmente para o caso em que K = H (vide [Lan, Cap. XIII, Ex. 7]). A

forma toma valores em K, é biaditiva e satisfaz (kvi,v2) = k(v1,v2), (v1, kva) = <vl,v2)E e (v1,v2) = (va,v1), v1,v2 €V,
ke K.
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pt={veV|(vp) =0}, peV. Sep é ndo-isotrépico (isto é, se (p,p) # 0), temos a decomposigao
ortogonal V = Kp + pt, v = vP + Pv, onde

(v,p)
(p,p)

sdo projecoes ortogonais. Como v*? = vP e ¥Py = Py para 0 # k € K, as expressoes vP e Pv estdo bem
definidas para p € KPPV nao-isotrépico.

peEKp e pvﬁv—év’pipEpl
b

P =

1.3.1. Critério (de Sylvester). Sejam p,q € V distintos e tais que a forma em Kp+Kgq é nao-nula.
Seja D(p, q) = (p,p){q,q) — (p,q){(q,p). Se p,q sao K-linearmente dependentes, entao D(p,q) = 0. Caso
contrdrio, a forma em Kp 4+ Kq é definida (nao-degenerada indefinida, degenerada nao-nula) se e sé se

D(p,q) >0 (D(p,q) <0, D(p,q) = 0).

Demonstragao. E claro que D(p,q) = 0 se p, g sdo K-linearmente dependentes. Vamos supor que
p, q sdo K-linearmente independentes. Se um destes dois pontos, digamos p, é ndo-isotrépico, o resultado
segue diretamente das relagdes Pq # 0, (p,Pq) =0 e

(0,p) - (Pq,q) = (p,p) - (Pq,q) = (P, p) (<q,Q> - W) =D(p, q).

Se p, g sao isotrdpicos, utilizando que a forma sobre Kp 4+ Kq é nao-nula, encontramos u € Kp + Kgq
nao-isotrépico. Podemos supor que u = kp + ¢, k # 0. Claramente, “q # 0, (u,%q) = 0 e D(u,q) =
(u,u)(*q,“q). Resta observar que

D(u,q) = (kp+ ¢, kp+ q){q,9) — (kp+ ¢, ¢) (¢, kp + q) = —k(p,q) (¢, p)k = [k[*D(p,q) m

Para p € V, o dual (Kp)* = Ling(Kp, K) é um K-espago vetorial & direita, o que permite identificar
Ling (Kp, V/Kp) e (Kp)* @k V/Kp.

Seja p € KPV nao-isotrépico. Temos o isomorfismo natural T, KPV ~ (—,p) ®x p. Assim, todo
vetor em T, KPV tem a forma

(1.3.2) vp = (= p) ©Pv e (Kp)* @p-

para algum v € V. (Note-se que v, depende da escolha de representante para p.) Utilizando esta
identificacdo, vemos que ¢ € Ling(Kp, V) corresponde a P@. Sejam vp,v; € T, KPV dois vetores
tangentes arbitrarios. Definindo

(1.3.3) (vp,vp) = ((=p) @Pv, (=, p) @PV") = £(p,p) - (Pv,P'),

obtemos em T, KPV uma forma biaditiva que varia suavemente com p nao-isotrépico e que sera deno-
minada métrica.?

1.3.4. Exemplo. Vamos supor K = H. Seja p € V. Como dito na Secao 1.2, o R-espaco
Ling (Hp, V/Hp) nao possui estrutura de espago vetorial quaternionico. Fixemos em V uma estrutura
de (H, H)-bimddulo.

Seja ¢ € Ling(Hp, V/Hp) ~ T,HPV. Seja k € H, k # 0. Obtemos uma aplicagdo H-linear (a
esquerda) ok € Ling (H(pk),V/H(pk)) ~ T, HPV definindo ¢k(zpk) = ¢(zp) -k, = € H. (E

5Dependendo do contexto, fixaremos de modo conveniente um sinal uniforme para a métrica em KPV. A tinica excecdo
ocorre na Sec¢ao 1.5, quando estudaremos a geometria em linhas projetivas.
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claro que a multiplicagdo & direita por k leva V/Hp em V/H(pk)). Em outras palavras, temos a agao
(p, ) — (pk, pk) do grupo H \ {0} sobre o fibrado tangente THPV'.

Seja -k : HPV — HPV a aplicacdo induzida por -k :
. v vk, v € V. E fcil verificar que ¢k = (d(: k))p v. De
7 pk fato, fixemos um levantamento ¢ : Hp — V de ¢. Seja ;747
o iy um levantamento de ¢k definido através de pk(axpk) =
/// @(zp) - k, © € H. Pelas consideragoes presentes na Se-
01 / cao 1.2, a reta ¢(e) = p+ ep(p) é um levantamento de
y uma curva c(¢) definida em uma vizinhanca de p e que

p : _ / _

satisfaz ¢(0) = p e ¢/(0) = ¢. Temos
e HPV

k() = - k(é(c)) = pk + ep(p)k = pk + epk(pk).

Claramente, ¢k(c) é um levantamento da curva ck(e) = - k(c(¢)), que estd definida em uma vizinhanca
de ck(0) = pk e satisfaz (ck)'(0) = @k. Segue-se, assim, o resultado desejado.

Suponhamos que a estrutura de (H,H)-bimédulo em V' é compativel com a forma, isto é, que
(v1k,v9) = (v1,v2k), para quaisquer vi,v2 € V e k € H. Seja p € V ndo-isotrépico, seja v € pt e
seja k € H, k # 0. Claramente, vk € (pk)-. Neste caso, a acdo (p,¢) — (pk, k) pode ser escrita na
forma

(p,vp) = (p,<*,p> ®v) > (pk, (= pk) ® U{% ~vk) = (zﬂakl|2 ~ (vk)pk).

Em particular, H \ {0} age por isometrias, pois, dados v1,vs € p*, temos

1 1
(V1p, v2p) = <|k|2 (v1k)ps k2 (U2k)Pk>'

Obviamente, a acao de H \ {0} no fibrado tangente de HPV depende da escolha da estrutura de
bimédulo em V. E um fato conhecido (vide [Jac]) que todo (H, H)-bimédulo é completamente redutivel.
Além disso, todo (H, H)-bimédulo irredutivel é isomorfo ao préprio H considerado como (H, H)-bimddulo.
Dal segue que a escolha de uma estrutura de bimédulo em V' é equivalente a escolha de um R-subespago
W cCcV,dimg W =n+1, que gera V como H-mddulo a esquerda: a acao de H a esquerda identifica
V ~H®r W e a estrutura de bimédulo de H induz uma estrutura de bimédulo em V. E facil verificar
que W é o centralizador de H em V, isto é, W = {v € V | kv = vk para todo k € H}. Além disso, a
estrutura de bimédulo é compativel com a métrica se e s6 se a forma restrita a W é real. De fato, se a
forma restrita a W é real, temos, para todo k € H e para quaisquer wy,ws € W,

(wik, wa) = (kwy,ws) = k(wy, wz) = (w1, wa)k = (w1, kws) = (wy, wak),

de onde segue, por linearidade, que a forma e a estrutura de bimoédulo sao compativeis. Por outro
lado, se (—, —) é compativel a estrutra de bimddulo de V, entdo, para todo k € H, temos k(wq,ws) =
(wik,wa) = (wy, wek) = (w1, ws)k, onde wy,wy € W. Em outras palavras, (wy,ws) pertence ao centro
de H, ou seja, (wy,ws) € R. (Vide a continuagao deste exemplo no Exemplo 1.4.7.) m

1.4. Subespagos reais e projetivos. Geodésicas

Seja W C V um R-subespago vetorial tal que Kp N W = Rp para todo p € W. Obviamente,
KPW = RPW. Suponhamos ainda que a forma restrita a W é real. Denominaremos KPW um subespag¢o
totalmente real de KPV. Em particular, para dimg W = 2 e com a forma sobre W nao-nula, a curva
KPW = GW ~ S' serd denominada geodésica.® Para um K-subespaco E C V, temos o subespaco

60 uso do termo possui o mesmo sentido que o habitual (vide Corolario 1.7.5).
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projetivo KPE C KPV; em particular, temos a linha projetiva Lpy, p2l passando por py,ps € KPV
distintos. E 6bvio que todos os pontos de um subespago totalmente real e de um subespago projetivo
satisfazem a condicdo de intersegdo minima (1.2.2).

1.4.1. Lema. Seja W C V um R-subespacgo vetorial, dimg W = m.

Se a forma restrita a W € real e nao-degenerada, entao
(1) KnNn'W = Rp para todop e W e
(2) KW ~K @ W.

Temos KW ~ K Qr W se

(a) K=C e CpNW = Ryp para todo p € W, ou

(b) K=H, HpNnW = Rp para todop € W e m = 1,2, ou

(c) K=H, HpNW = Rp para todo p € W, m = 3 e a forma sobre W é real e nao-nula.

Demonstragdo. (1) Seja p € W\ {0}. Vamos supor que kp € W para algum k € K\ R. Entao, para
todo ¢ € W, temos (p, q), (kp,q) € R, isto é, (p,q) = 0 (absurdo, pois a forma em W é nao-degenerada).

A demonstragdo dos demais itens utiliza as bem-conhecidas consideracoes que se seguem. Qualquer
elemento Zj ki @w; € K@r W tal que os K 3 k;’s sao R-linearmente independentes e os W > w;’s
sao R-linearmente independentes é nao-nulo. Reciprocamente, todo elemento nao-nulo em K ®r W
admite esta forma. Temos K @z W ~ KW exatamente quando a aplicacdo linear definida através de
k®w— k-w é injetiva.

(2) Suponhamos }; kjw; = 0 para alguns K > k;’s R-linearmente independentes e alguns W > w;’s
R-linearmente independentes. Para todo ¢ € W, temos 0 = <Z] kjw;,q) = > kj(wj.q). Segue que
(wj, q) = 0, contrariando o fato de a forma sobre W ser nao-degenerada.

(a) Vamos supor >, cjw; = 0 para alguns W > w;’s R-linearmente independentes. Escrevendo
¢j = a;j +if;, aj, B € R, obtemos 37, ayw; = —i Y-, fjw;. Segue de CpNW = Rp para todo p € W
que Zj Bjw; = Zj ajw; = 0, ou seja, ¢; = 0.

(b) E trivial. De fato, se m = 1, ndo h4 nada para provar. Se m = 2, segue diretamente do fato
Hp N W = Rp para todo p € W que qualquer colecao de vetores R-linearmente independentes em W é
também H-linearmente independente.

(c) Vamos supor 22:1 hjw; = 0 para alguns W > w;’s R-linearmente independentes, h; € H e

I <m. Sel = 1,2 ¢é facil verificar, utilizando o fato Hp N W = Rp para todo p € W, que h; = 0,

j =1,...,1. Suponhamos que também os h;’s sejam R-linearmente independentes e que [ = 3. Neste
caso, temos 0 = <Z§:1 hjw;,q) = Z?Zlh_j (wj,q) para qualquer ¢ € W. Segue que (w;,q) = 0,

7 =1,2,3, contrariando o fato de a forma sobre W ser nao-nula g

1.4.2. Corolario. Seja W C V um R-subespacgo vetorial tal que a forma restrita a W é real e
nao-degenerada. Entao KPW é um subespaco totalmente real de KPV g

1.4.3. Observagao. (1) Para p;,ps € KPV distintos e ndo-ortogonais, existe uma dnica geodésica,
a qual denotaremos G {p1, pa?, contendo p; e ps. Claramente, G p1, p2l C Lip1, pal.

(2) Os subespacos totalmente reais, bem como os subespagos projetivos, sdo totalmente geodésicos,
isto é, contém a geodésica ligando quaisquer de seus pontos distintos, se for unica m

Sejam p1,pe € KPV distintos. Qualquer geodésica contida em L p1, pal que passa por p; é da forma

KP(Rq + Rp1) para g € Lipi,pat, ¢ # p1 e (¢, p1) € R.
Vamos supor que a forma restrita a Kp; +Kps é ndo-degenerada e que (p1,p2) = 0. (Em particular, p;
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é nao-isotrépico e ps é 0 inico ponto em Lpy, pal
ortogonal a p;.) Entdo, qualquer geodésica con-
tida em L p1, p2l passando por p; necessariamente
passa por pe. De fato, seja ¢ € Lipi,pal dis-
tinto de p;. Suponhamos (g,p;) € R. Temos
KP(RQ+R}?1) 5 plq =q— <Q7p1>

b1 = Dp2.
<pl 5 p1>
Vamos supor que a forma restrita a Kp; + Kps

é degenerada. Seja p € Lipy, pal tal que (Kp; +

Forma em Kp; + Kpo Forma em Kp; + Kp» Kpy) C pt. E facil ver que qualquer geodésica
indefinida, (py,p2) =0  degenerada, (p,p) =0 contida em Lipy, pal passa por p.

1.4.4. Lema. Sejap € KPV nao-isotrdpico. Seja ¢ € Ling (Kp, V/Kp) ~ T, KPV um vetor tangente
nao-nulo. Entao, existe uma iinica geodésica passando por p com vetor tangente .

Demonstragao. Seja ¢ : Kp — V um levantamento de . Podemos supor que 0 # <¢(p),p> € R,
pois, caso contrario, consideramos para ¢ o levantamento ¢ + p ao invés de ¢. Como ¢ é nao-nulo,
temos ¢(p) ¢ Kp. Logo, p # $(p) em KPV. Denotaremos ¢ = ¢(p). Segue da Observacao 1.4.3 que
existe uma unica geodésica Gp, @ = KP(Rp + Rq) passando por p e q. Pela Proposi¢ao 1.2.3, ¢ é
tangente a Gip, @l em p.

Seja G uma geodésica passando por p com vetor tangente ¢. Podemos encontrar v € G distinto
de p e tal que (p,u) # 0. Vamos supor que (p,u) € R. Temos G = KP(Rp + Ru). Definimos uma
aplicagdo ¢’ € Ling(Kp, V/Kp) através da expressdo ¢’'(p) = u + Kp. Pela Proposicao 1.2.3, ¢’ é
tangente a G em p. Portanto, ¢’ =71, 0 #r € R. Segue que Pu = r - Pq, isto é, u € Rp + Rgq, ou seja,
G=Gp,Qn

Para p € KPV isotrépico existem, em geral, varias geodésicas distintas

passando por p com um dado vetor tangente ¢, € T, KPV.

1.4.5. Lema. Sejam p1,ps € KPV distintos e nao-ortogonais. (Em
particular, a forma em Kp; + Kpy é nao-nula.)

Se x € Gipy, p2l, entao
b(x, p1,p2) = (x,p1)(P1,p2) (P2, ) — (&, p2) (P2, p1)(P1,2) = 0.

Se um vetor ¢ € TyKPV, com ¢ : Kg — V, é tangente a geodésica
G p1,p2l O g, entao

t(0. g, p1,p2) = t(2(9), 9,1, p2) = (B(9):p1) - (P1,12) - (P2, 9) + (9. p1) - (P1.p2) - (P2, B(9))—

—(@(9),p2) - (P2, p1) - (P1,9) — (9, p2) - (P2, 1) - {P1,¢(9)) = 0.

Vamos supor que a forma em Kp; + Kps € nao-degenerada. Entao, reciprocamente, se x € Lipy,pal
satisfaz b(x,p1,p2) = 0, temos & € Gp1, pal. Além disso, se ¢ € Ty Lipy, pal satistaz t(p, g, p1,p2) =0,
entdo ¢ é tangente a G p1,pal D g.

Demonstragdo. Vamos supor (p;,p;) = 0; € {p1,p2) = a € R\ {0}, onde o; € {-1,0,+1}.

Para x € Gp1, pal, podemos supor que (z,p1), (p2,z) € R, e a equagdo b(x,p1,p2) = 0 é satisfeita.
Por outro lado, qualquer x € Lpq, pol distinto de p; admite uma forma x = kp; + ps, k € K. Deste
modo, a condicdo b(x, p1,p2) = 0 se resume em (kp1 +pa2, p1)- (D2, kp1 +p2) = (kp1+p2, p2)-(p1, kp1+p2),
isto é, (koy + a) - (ak + 03) = (ka + 02) - (01k + a), ou seja, (a® — o102) - (k — k) = 0. Se a forma sobre
Kpi + Kpy é ndo-degenerada temos, pelo Critério de Sylvester 1.3.1, que a®? # o109. Dai segue que
k € R e, portanto, € G p1, pal.
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E f4cil verificar que t(v,g,p1,p2) estd bem definido, pois

(1.4.6) t(¢(9) + kg, 9,p1.02) = t($(9),9,p1,p2) + k- b(g,p1,p2) + b(g, p1,p2) - k = t((9), 9. P1,P2)

para k € K. Pela Proposicao 1.2.3, o fato de ¢ € T, Lpi,pal ser tangente a Gipi,pat significa que
&(g) € Rpy +Rps +Kg. Neste caso, a equagao t(p, g, p1, p2) = 0 é satisfeita. Por outro lado, escrevemos
(trocando, se necessdrio, os papéis de p1 e p2) ¢ = rp1 + p2, com r € R. Dado ¢ € T,Lipq,pal,
temos (novamente utilizando a Proposigao 1.2.3) ¢(g) = kip1 + kape. Por (1.4.6), podemos corrigir
&(g) por —kaog preservando t(@(g),g,pl,pg). Assim, podemos supor que ¢(g) = kpi1. A condigao
t(@(g), g,phpg) = 0 significa que (a? — o109) - (k—k) = 0. Se a forma em Kp; + Kps é ndo-degenerada,
temos a? # o109, ou seja, k € R. Segue que ¢ é tangente a G ip1,p2lem g m

1.4.7. Exemplo. Este Exemplo é uma continuagdo do Exemplo 1.3.4. Suponhamos K = H e
dimyg V = 2. Seja W C V um R-subespago, dimg W = 2, tal que HpN'W = Rp e tal que a forma restrita
a W é real. Temos em HPV a geodésica G = HPW. Segue do item (b) do Lema 1.4.1 que W gera V
como H-médulo. Logo, obtemos em V uma estrutura de bimdédulo compativel com a forma através da
identificacdo V ~ H®@gr W.

Assim, a escolha da geodésica G = HPW d4 origem a uma curiosa agao de S? (quatérnios unitédrios)
por isometrias em HPV, induzida pela estrutura de bimédulo em questao. Seu conjunto de pontos fixos
é a geodésica G (pois W é o centralizador de H em V), e é facil ver que a érbita de qualquer ponto em
HPV \ G é uma esfera S%. Portanto, temos uma folheagao de HPV \ G por esferas m

1.5. Comprimento de geodésica. Tancia

Vamos supor que a forma é nao-degenerada e tem assinatura (p,q), p+¢ = n+ 1, onde p e ¢ se
referem respectivamente as componentes positiva e negativa da assinatura. Dado z € KPPV, podemos
tomar um representante em V tal que (z,z) = 0 € {—1,0,+1}. Denominaremos o a assinatura de z.

A forma sobre uma linha projetiva L pode ser nula, definida, ndo-degenerada indefinida, degenerada
nao-nula. A linha L serd respectivamente dita nula, esférica, hiperbdlica, euclidiana. Se L é nao-nula,
possui um ponto nao-isotrépico p; que, por sua vez, possui um tunico ortogonal p, € L. No caso
em que (p1,p1){(p2,p2) > 0, a linha L é esférica e ndo possui pontos isotrépicos. No caso em que
{p1,p1){p2,p2) < 0, a linha L é hiperbdlica e seus pontos isotrépicos formam uma esfera S ~ S™1,
m = dimg K, que divide L em duas componentes conexas, positiva e negativa. Finalmente, no caso em
que {p1,p1){p2,p2) = 0, a linha L é euclidiana e possui um dnico ponto isotrépico.

Seja L uma linha esférica. Sejam pq, po € L distintos e nao-ortogonais. Vamos calcular o comprimento
de um segmento de geodésica que liga py e p; em L. Podemos assumir (p1, p1) = (p2,p2) =0 € {-1,+1}
e (p1,p2) = oa, onde 0 < a < 1. Assim, a curva ¢(s) = (1 — s)p1 + spa2, s € [0,1], parametriza em
L um segmento de geodésica ligando p; e pa que denotaremos G[p1, pa. E imediato verificar que este
segmento nao contém o ponto em G p1, p2l ortogonal a p;. Como c(sg +¢) = ¢(so) +¢- (p2 — p1), temos

¢(s0)f = | Flelso) + (2 ). Logo,

o) = ofsyy o (02 = p1)
(1.5.1) ¢(50) = (= cl50)) @ (e(s0), ¢(50))

¢ um vetor tangente a G[p1,ps] em ¢(sg). Utilizando na métrica (1.3.3) o sinal (+), obtemos

) = (S (pa —p1),“py —p1)) 1—a?

{c(s),c(s)) C(1-20-a)-s-(1-9)°
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Assim, o comprimento de G[p1,p2] é

1

, h V1—a?-ds V1—a?
(1.5.2) lc) = / | ()] ds = / T2 —a) 5 (=9 = arctan (a) = arccos a.
0

0

Consideremos agora o caso em que L é uma linha hiperbdlica. Sejam pi1,ps € L nao-isotrépicos,
distintos e de mesma assinatura. Podemos supor (p1,p1) = (p2,p2) = 0 € {-1,+1} e (p1,p2) = oa,
onde a > 1. E fécil verificar que, nestas condigbes, o segmento de geodésica G[p1,p2] definido por
c(s) = (1 — s)p1 + sp2, s € [0,1], estd contido em uma componente conexa de L. Além disso, a
expressao (1.5.1) fornece um vetor tangente a Glp1,p2] em ¢(sp). Utilizando na métrica (1.3.3) o sinal
B a?—1
S 1+2a—1)-5-(1—5)

(—) obtemos |/(s)] . Portanto,

1 1

(1.5.3) L(c) = O/ |c’(s)‘ ds = O/ 1 +2(aa_21—) 15 d(sl —5) =In <a+ Va2 — 1) = arccosh a.

Em ambas as situagoes, a distdncia é uma funcdo mondtona (decrescente no primeiro caso, crescente
no segundo) da tincia
(p1,p2) (P2, P1
ta(p1, p2) = (pr,p2) (P2, 1) =a?.
(p1,p1) (P2, P2)
Deste modo, é conveniente utilizar a tancia ao invés da distancia. Se p; ou py é isotrépico e (p1, p2) # 0,
entdo definimos ta(p1, p2) = 00. Se p1 ou po é isotrdpico e (p1,p2) = 0, a tancia é indefinida.

1.5.4. Observagao. Seja L uma linha projetiva. Sejam pi,ps € L pontos distintos de mesma
assinatura. Pelo Critério de Sylvester 1.3.1, a linha projetiva L é respectivamente esférica, hiperbdlica,
euclidiana, se e sé se 0 < ta(p1,p2) < 1, ta(p1,p2) > 1, ta(p1,p2) = 1. Para L esférica ou hiperbdlica e
q1,q2 € L, ta(q1,q2) = 1 significa que g1 = ¢2 m

A métrica em uma linha euclidiana L é nula. No entanto, as geodésicas desta linha se comportam
de maneira euclidiana. De fato, seja u; € L o ponto isotrépico. Fixamos uy € L nao-isotropico. Cada
z € L\{u1} admite um tnico representante da forma = = ku; +usq, k € K. A aplicagdo = — k estabelece
uma identificacdo L \{u1} =~ K. Sejam p; = kyuy + ug e py = kouy + ug. Temos (p1,p2) = (ua, uz) € R.
Através da identificagdao, o segmento de geodésica

Glp1,p2] = {(1 —3) (klul +u2) +s (k2ul +U2) = ((1 —s) k1 +Sk2) S U+ U2 | s €0, 1]}

é o segmento de reta ligando k1, ks em K. E possivel estender as consideragoes acima para o caso de
subespacos projetivos de dimensao arbitraria.

1.6. Conexao de Levi-Civita

Utilizando a forma (1.3.2) para vetores tangentes, é fécil descrever campos vetoriais suaves em abertos
de KPPV que nao contém pontos isotropicos. De fato, temos a seguinte

1.6.1. Observagao. Seja U C V um aberto que nao contém pontos isotrépicos. Sejaz : U — V uma
funcdo suave tal que z(p) € pt. Consideremos em U a aplicacio definida por X (p) = (—,p) @k z(p). E
claro que, se z(k-p) = (1/k) - z(p), entdo X define em KPU um campo vetorial suave. Reciprocamente,
todo campo vetorial suave em KPU admite um levantamento deste tipo g
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Sejam v € V e p € U. Definimos

d
1.6.2 X=|-—
(162) v.x= (%

_Ox(p +&(p, p) pv))p :

e=

No caso de um campo levantado, a defini¢do acima, para um v, fixo, independe da escolha de
representante para p.” E facil ver que V define uma conexao no fibrado tangente T KPU.
O lema seguinte estabelece as regras de derivacdo que serdo utilizadas com freqiiéncia.

1.6.3. Lema. Seja p € V nao-isotrépico e sejam z,y € V. Seja f : U — K uma funcgao suave, onde
U é uma vizinhanga aberta de p. (Vamos assumir, se necessério, que f(p) # 0.) Entao

Va, (f 9)s = (@p(f) -y = ) - (,0) @), @ply, %) = (y, "2)(p, D),

, AN S T
2p(03) = (0,9) (.3, xp(f)— ) e o) =0,

Demonstragao. E um célculo direto. Inicialmente, provemos a primeira igualdade. Sendo (f-y). =

(= %) ® f(*) <y - EZ’ :; *>, obtemos

ooy (o (v, p+e(p,p) P) , _
f(p+elp,p)'z) (y b+ elp.p) 7z, p+elp,p) Pa) (p+e(p.p) ff)))p—

L:O

Ve, (7 9). = (j

d (y,p) +elp,p)(y, Px) » d » _
= (100 ] (e s v et + | sloretnnr) v) =
< (a0 ] (BB ) s -
= (— f(p) d% E_O((E‘Z:g +e(y, pw>)(p+€<p7p>pw)> + p(f) y) =

= (= F®) - (wop) P2+ (y, 2)p) + 2p(f) ) =

p

= (= f®) o)’z + 2, (N)Py), = (xp(f) -y = f () - (g, ) - ) -

p

d
Quanto a segunda igualdade, temos x,(y, *) = d—&_’ O<y,p +¢e(p,p)Px) = (y,Px)(p,p). (A terceira
e=!

igualdade pode ser provada de modo andlogo.) Para provar a peniltima igualdade basta observar que

0=, (fi) =) 75 + 1) -, <}>

Finalmente,
d d
Up (¥, %) = %L:O@HE (p,p) - Pu, pHe-(pp) - Pu) = £’€:O(<pvp> +e% (p,p)? - (Fu, Pv)) =0m

"Para verificar este fato, deve-se levar em conta que, com v, fixo, o v depende da escolha de representante para p.
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Sejam z,y € V,  # 0. Em um aberto disjunto de KPz+ que nio contém pontos isotrépicos, definimos
0 campo vetorial

(1.6.4) Tu(z,y)(x) = ((z,+) " -y), .
Pela Observacao 1.6.1, a expressao acima define corretamente um campo vetorial no dominio especifi-

cado. Note-se que, dados p € V' nao-isotrépico e v, € T, KPV, temos Tn (p7 (p,p) v) (p) = vp.

1.6.5. Lema. Seja p € V ndo-isotrépico. Sejam x,y € p‘. Para qualquer q nao-isotrépico e
nao-ortogonal a p, temos

Vin(p.e) Tn(p,y)(q) = — <<p7 g)~" <<p<q’q>> (p 9y y 4+ () (p,q) ! x)) .

7){(g;p .

Demonstragao. Definindo ¢t = (p, ¢) ! = temos, pela expressao (1.6.4), t, = Tn(p, z)(g). Utilizando
repetidas vezes o Lema 1.6.3, obtemos

Vrne) T, v) () = Ve, (0, %) 'y), = (tq(@, A Ny — o)y ) p g x) =

q

= —(<p7 o) 't (0. 9)) )y + (0 0) @) (pa) ! w)q =

= —(<p7 9) " p, (@)t 1) g, @) (p.a) Ty + (0, 0) Ty, ) (poa) ! x)q =

= —((p, o) p, @), o) a.p) " ) T y 4 (a) T ) e ) I)q =

a){a,p

_ <<p, Q) (<p<‘”>> p 52y y + (@) o) a:)) .

Fixemos um aberto conexo U C V' que nao contém pontos isotrépicos. Sejam X (q) = (—, ¢) ® z(q)
eY(q) = (—,q9) ®y(q), v(q),y(q) € ¢, ¢ € U, campos vetoriais suaves em KPU.

Vamos provar, inicialmente, que a conexao V é simétrica, isto é, que o tensor de torcao VxY —
VyX — [X,Y] é nulo. Seja p € U. Denotamos z(p) = x e y(p) = y. Segue do Lema 1.6.5 que

Virn(p.x) T0(D,9) () = Vin(p.y) T, ) (p) = 0.

Assim, para obter a simetria de V, resta mostrar que [ Tn(p,z), Tn(p,y)](p) = 0. Por definigao,

Tn(p,y)f(q) = d% f(q +elg, ) pg) " "y),

e=0

onde f é uma fungdo suave definida em uma vizinhanga de p. Com o auxilio de identidades do tipo

d d
il (i

calculamos

€ d d
e=0f(”'+1+k55q—’—'”)) _%‘6:0 <d€

f(...+€q+...)),

e=0

f(p+ 6z +e(p + 6z, p+ 6x)(p,p + 5w>_1p+5’”y)> =

Tn(p, x)(Tn(pa y)f) (p) = %‘5:0 (jg e=0
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= il il (0 e )
: dé“sz"(de 5=0f<p+5x+€(1+62 <p,p>)p+ y)) _
d d A . . A 6
— %’5:0 (dg Ezof(l?—l-(h;—l—apﬂzy)) = %‘6:0 (de 8:Of<p+5a:+g(y _ <§Jpa pﬂﬁ>> (p+(533)>)> _

e=0f<(1 —852%13)])4—51‘—1—63;)).

- dd)a:o <d5 E=of<p+5x+€y €0 <p,p>p>) - d&‘a:o(da

Como f(k-p) = f(p), temos

T, ) (Tatp ) 0) = 5, (5

. ) €
Ezof(er 1—¢ed(y,z)/{p,p) T ed(y, x)/{p,p) y)) N

= sca Gl 080+ ).

Segue que Tn(p, m)(Tn(p7 y)f) (p) = Tn(p,y) ( Tn(p, :c)f) (p). Em outras palavras,

e=0

(1.6.6) [ Tn(p, ), Tn(p,y)] (p) = 0.

A conexao V é compativel com a métrica, isto é,
(X, Y) = (V,, X, Y) +(X,V,)Y).
De fato, como (X,Y)(q) = £(q,q) - (x(q),y(q)), ¢ € U, temos

v (X,Y) = i

= ((X, Y) (p+6<p,p>pv)) = id%

5_0(@* &(p,p) "v,p +(p,p) "v)-

e=0

d

,<x(p+ (p,p) pv)ay(l’+5<p,p> pv)>> _ :i:£

<<<p7p> + 62<p,p>2<”v,”v>)-

e=0

~<$(p+ e(p,p)Pv),y(p + &(p, p) pv)>) =+(p,p) - <d%

Szox(p +e(p,p)Pv), y(p)> N

P
4
<d5

y(p+e(pp) pv)>> =(V,, X,Y) + (X, V,,Y).

£lp,p) - (20), | v(o+lpp)?)) = £(.p) < 2(p+<(p.p) Pv)) ,y(p>> +

e=0

e=

e=0

+(p,p) - <$(p)7 (;E

Finalmente, é facil ver que existe um aberto maximal C' D U nao contendo pontos isotrépicos que
é uma componente conexa de KPV \ SV, onde SV = {z € KPV | (x,2) = 0}. Seja p € C. Sejam
T1p, T2, € T C. E claro que (71, 72,) = Re (1, 22,) define uma métrica pseudo-Riemanniana em C.
Temos, portanto, a

1.6.7. Proposicao. A conexao V é de Levi-Civita para a métrica pseudo-Riemanniana em qualquer
componente conexa de KPV \ SV g
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1.7. Transporte paralelo

Para estudar o transporte paralelo de vetores ao longo de uma geodésica em KPV utilizaremos o
seguinte

1.7.1. Lema. Seja p € KPV nao-isotropico. Seja q € KPV distinto de p e nao-ortogonal a p. O
campo vetorial

Tn(¢”,?q)(x) = ((¢", %)~ Pq),

€ nao-nulo e € tangente a geodésica G p, q! nos pontos nao-isotrépicos e nao-ortogonais a p da geodésica
em questao.

Demonstragio. Seja g € Gp, @@ um ponto nao-isotrépico e nao-ortogonal a p. Como Tn(¢?,?q)(g)
independe da escolha de representantes para p e ¢, podemos supor (p,q) € R, de onde segue que
g € KP(Rp + Rq). E claro que podemos supor ¢ € Rp + Rg, uma vez que Tn(¢?,?q)(g) também
independe da escolha de representante para g. A aplicagdo linear

¢ = Tn(¢","q)(9) = ((¢",9)""Pq), = (=.9) ® (¢",9)" " ?("q) € Link(Kg,g")

g

é tal que p(g) = (g,9) - (q?,g) "1 9(Pq) € Rp+Rq. Além disso, temos 4(g) # 0 (pois, se 9(Pq) = 0, entao
(g,p) = 0). E ébvio que ¢(g) ¢ Kg. Em outras palavras, pela Proposigao 1.2.3, Tn(¢”,Pq)(g) é um
vetor nao-nulo tangente a Gip,q em g m

Sejam z,y € V, x # 0. Em um aberto disjunto de KPPz que nio contém pontos isotrépicos definimos
0 campo vetorial

(1.7.2) Ct(z, y)(x) = <<”>y> .

(%, %)/ ta(x, *)

(Para x isotrépico, definimos Ct(x, y)(x) = 0.) Segue da Observagao 1.6.1 que a expressao acima define
corretamente um campo vetorial no dominio especificado.

1.7.3. Proposigao. Seja p € KPV nao-isotrépico. Seja q € KPV distinto de p e nao-ortogonal a p.
Sejam h,v € p* tais que h € Kp +Kq e v € (Kp + Kq)*. Entao

Vengr, rg) T (9, (,2) h) = Viru(gr, rg) Ct(p,v) = 0

nos pontos nao-isotrépicos e nao-ortogonais a p da geodésica G p, ql.

Demonstracao. Seja g € Gp, @@ ndo-isotrépico e nio-ortogonal a p. Definimos t = (¢, g) ! Pq.
Pela expressao (1.6.4), temos t, = Tn(¢?,?q)(g). Utilizando repetidamente o Lema 1.6.3, obtemos

Vi, Tn (p, (p,p)h) = (p,p) Vi, ((p. %) '), = (p,p) (tg(<p, #) ") h — (p, g>‘1<hyg><q”7g>‘1pq)g =
= (p,p) ( —(0,9) " tg((p, %) (P, 9) " = (p,g) " (R, 9) (", 9) " ”q)g =

= (p,p) ( —(p.9) 0.2 t)(g.9) (P, 9) " — (p,9) (R, g)(d" g) " ”q)g =

= (p,p) ( — (. 9) NP A, 9) 0 (P0)) (9, 9) (. g) " B — (p,g) (B, g) (g, g) ”q)g =

= (p,p) (<p, 9) " p, Pa.9) 9) (9.¢") " (p,g) " h—(p,g)  (h,9){(d",9) " ”q)g =
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(1.7.4) = (.0 ({9:"0){9.4") " (9, 9) " h— (p,g) " i g){a",9) " )

Q

Pelo Lema 1.4.5, temos (g,7q){(g,¢") ™" = (9,4 — ¢") {9,¢") " = (9, 0)(p. @) (9, p) " (p,p) — 1 € R. De
pt > h € Kp + Kq segue que h € KPq. Substituindo A por k -Pq em (1.7.4), K 3 k # 0, obtemos

Vi, Tn (p, (p,p)h) = (p,p){p.9) " ((<g,pq><g7q’)>‘1 — (P, 9)(¢",9)") kpq)g =0.

Pelo Lema 1.6.3,

<>k7p>7} <*7p>
Vi, Clp ) =Vo | o) T\ e )
g t(p ) g <<*’ *>\/m> . <t <<*, *> ta(p; *)) )g

Como tg(<*, *>) = 0, ¢ suficiente verificar que ¢, <‘<5>;7(?*)> = 0 para obter Vppgr, »q) Ct(p,v) = 0.
Temos
t( (+,p) >: (9:9)("t.p) (9,) t<<p,*><*,p>> _
“\ Vealp, %) ta(p,g)  2y/ta(p,g) -ta(p,g) * \(p:p){x %)
<g,g><gt,p> (g,p) tg(<p)*><*7p>) _

ta(p,g)  2v/ta(p,g)-ta(p,g)  (P.P)(9,9)

_ 9.9t .9t 9 g
Vialp.g)  2y/ta(p,g) ((p, 7)(9. 9){g9, D) + (P, 9)(9, 9)( %, p))-

Utilizando que (p,9t)(g,9) = —(p, 9)(9,79)(9,¢") " e que (g,”q){g,¢") " € R obtemos

tg( (*, p) >:_<qp,g>1<pq,g><g,p> ({9.79)(g,a") " + (a",9) "' (P4, 9)) (9, D)

ta(p, *) ta(p, q) i 2v/ta(p, g) -

1 D p\—1 _ / p —1/p ) _
:m'«g’ 0){9,4")"" = (d",9)"" ("3, 9)) - (9,p) = Om

1.7.5. Corolario. Seja G uma geodésica. Entao G é geodésica da conexdo V em qualquer compo-
nente conexa de KPV \ SV.

Demonstragao. Seja p € G nao-isotrépico. Seja U uma vizinhanga aberta de p em G que nao
contém pontos isotrépicos e que nao contém pontos ortogonais a p. Seja ¢ € GNU distinto de p.
Pelo Lema 1.7.1, o campo Tn(q?,Pq)(*) definido em U é tangente a G. Para h = (g,p) ! Pq temos
Tn (p, (p,p) h) = Tn(q?,Pq). Segue da proposigao anterior que

an(qP,Pq) Tn(qpa pQ) (p) =0m

E um fato conhecido (vide, por exemplo, [KNo]) que, dados p € KPV nao-isotrépico e x, € T, KPV,
existe uma tnica geodésica da conexao V passando por p com vetor tangente x,. Segue do corolario
acima que esta é a mesma geodésica construida na demonstracao do Lema 1.4.4.

Seja p € KPV nao-isotrépico. Seja g € KPV distinto de p. Vamos supor que a forma em Kp + Kq é
nao-degenerada. E facil verificar que um vetor tangente x, € T,KPV, = € pt, admite a decomposicao
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T, = hy + vy, onde h,v € pt, h € Kp+ Kg e v € (Kp + Kg)*. Pela Proposicao 1.2.3, as componentes
hy, e v, sdo, respectivamente, tangente e ortogonal a Lp, q1.

1.7.6. Corolario. Sejam p,q € KPV distintos, nao-isotropicos e nao-ortogonais. Vamos supor que
a forma em Kp + Kq é nao-degenerada. Seja x, € T, KPV, onde x = h +v, h,v € pt,heKp+Kqe
v € (Kp+Kgq)*. O transporte paralelo® de xp ao longo da geodésica Gip,q é dado em T, KPV pelo
vetor Tn (p, (p,p) h) (q) + Ct(p,v)(q).

Demonstragao. Observemos inicialmente que z, = Tn (p, (p,p) h) (p) + Ct(p,v)(p). Pelo Co-
rolario 1.7.5, temos Viy(gr,rg) Tn(¢”,Pq)(g) = 0 para g € G nao-isotrépico. Resta notar que, pela
Proposigao 1.7.3, Vipy(gr, ng) ( Tn (p7 (p,p) h) + Ct(p, v))(g) = 0 para g € G néo-isotrépico m

Logo, podemos distinguir duas componentes do transporte paralelo ao longo de uma geodésica contida
em uma linha projetiva ndo-euclidiana: a horizontal (tangente & linha projetiva) e a vertical (ortogonal
a linha projetiva).

Para realizar o transporte paralelo de vetores ao longo de uma geodésica contida em uma linha
projetiva euclidiana, nao contamos, em geral, com a decomposi¢ao de tais vetores em componentes
tangente e ortogonal a linha em questao. Assim, serd necessario introduzir o campo vetorial

Bu(z,y)(0) = (= (+0) 7 (2)ly ) @0 ') |

*

x,y € V, definido em um aberto disjunto de KPz" que nio contém pontos isotrépicos. E facil verificar,
utilizando a Observagao 1.6.1, que a expressao acima define corretamente um campo vetorial no dominio
especificado.

1.7.7. Proposigao. Sejam p,q € KPV distintos e nao-isotrépicos. Vamos supor que a forma em
Kp + Kq é degenerada (em particular, (p,q) # 0). Seja x € p. Temos

1
Vin(gr, vq) (2 Eu(p, z) + Ct(p, w)) =0

nos pontos nao-isotrépicos da geodésica G p, ql.

Demonstragao. Seja g € Gip,q ndo-isotrépico (em particular, {g,p) # 0). Definimos ¢t =
<qp7g>*1 Pq. Como a forma em Kp + Kgq é degenerada, t (e, portanto, 9¢) é ortogonal a todo ponto
em Lp, . Por (1.6.4) temos t; = Tn(gP, P¢)(g). Utilizando o Lema 1.6.3 obtemos

Vi, Bu(p,2) = Ve, (= (5,07 s p) @9 (p, ) 1) =

= (ta (= () PN ) () ™) P+ 9.9) g, P ) (02 ) T () t)g =

= ( —{9,9) Mg, p) tg ((x, %)) (. 0) " 0+ (9, 9) " (g, ) (, g) t)g =

= ({99 g, )&, 7t){(9.9)(p, 9) " ID + (9.9) (9, P) (2, 9) 1), =

= ((9.9) 9. 2) (@, %) g + (9,0) " (g, p) (. 79) 1), = ((9,0) " (g2} ({2, 8) Pg + (. ) gt))g,

8Definimos o transporte paralelo de x, ao longo de G p, qt em T4 KPV mesmo quando p e ¢ nio possuem a mesma
assinatura. Note-se que, neste caso, o campo Tn(¢P,Pq)(*) ndo estd definido em todos os pontos de um segmento de
geodésica ligando p e gq.
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uma vez que ta(p, g) = 1 (a forma em Kp + Kq é degenerada) implica em (g, g){(p, 9)~! = (p,p) "*{g,p),
de onde segue que (g, g)(p, g) "' 9p = —Pg. Utilizando novamente o Lema 1.6.3, temos

Vi, Ct(p.x) = Vi, (%) (sp) @), = (= {9:.9) g o), 90 1), = (= {9.9) " {g. ) (2,7 9) 1) -

Logo,
V., (5 Balp) + Cutp) ) = (5 0.9 0o (1270020 — (279) 7)) =
(1.7.8) (; <g,g>’1<g,p><<w,pQ><g,qP>’lpg - <x,”g><qp,g>1”q)> .

g

A expressao acima independe da escolha de representante para ¢q. Logo, podemos supor que (p,q) € R.
Agora, o fato g € G p, ! significa g € KP(Rp+Rgq). E claro que podemos tomar g € Rp+Rq, pois (1.7.8)
também independe da escolha de representante para g. Dai segue que Pg € RPq. Substituindo Pg por
r-Pqg, R>7r #0, em (1.7.8), obtemos

1 1 _ _ _
Vi, (2 Eu(p, ) + Ct(p, x)) = (2 (9,9) " (g,p) (@, "a) 7 ({9.0") " = (a”, ) 1)”(1) =0m
g
1.7.9. Corolario. Sejam p,q € KPV distintos e nao-isotropicos. Vamos supor que a forma em
Kp + Kq é degenerada (em particular, (p,q) # 0). Seja x, € T, KPV, x € p*. O transporte paralelo de
xp ao longo da geodésica Gip, @ é dado em Ty KPV pelo vetor %Eu(p7 x)(q) + Ct(p, x)(q).

Demonstragdo. Observemos que 1 Eu(p, z)(p) + Ct(p, z)(p) = Ct(p,z)(p) = z,,. O resultado segue
imediatamente da demonstragao do Corolario 1.7.5 e da proposicao acima g

1.8. Tensor de curvatura

Seja p € V ndo-isotrépico e sejam z1, 29,y € p-. Em uma vizinhanca U de p disjunta de KPp* e que
nao contém pontos isotrépicos definimos X; = Tn(p,z;), i = 1,2, e Y = Tn(p,y). Calculemos o tensor
de curvatura

R(X1, X2)Y(p) = (Vx.Vx,Y = Vx, Vi,V + Vix, x,]Y) ().

Para q € U temos, pelo Lema 1.6.5,

Vx,Y(q) =~ ((p, q)~" <m<q’q>> (p. "2y + (v, @) (p, @) " xz)) ,

7){(gp .

e, portanto,

VNV ) = s Vo, ((W) (0 "2) 4 0™ ) ) x> .

*

Utilizando o Lema 1.6.3, obtemos

V$1p(<p7*>_1<yv*><pv *>_1 3;‘2)* = (-1311) (<pv *>_1<y7 *><pv *>_1) 372)p =

1

=t (Jflp ((y,%)) 3:2) = o) ((y, 1) J;Q)p




uma vez que

(2,0 +e(p,p) 1)
P+ e(p,p) x1,p+e(p, p) 1

ny 0m) = ] (po (<l p)2)) = ) o,

Finalmente,
1
VXIVXZY(p) = <p7p>2 (<y,(1}1>.’li2 - <$1,.’E2> y)p
De modo anélogo,
1
Vszle(p) = —W (<%$2>$1 — (wa, 1) Z/)p~
Portanto, como [ X1, X2](p) = 0 (vide (1.6.6)), temos
R(X1,X2)Y(p) = % (y, 1) 22 — (y, x2) o1 + ((w2,21) — (21, 22)) y) .
(p,p) P
Multiplicando por {p,p)?, obtemos
(1.8.1) R($1p7$2p)yp = (p,p) ((y,x1>m2 — (y,m2) 71 + (<$2,$1> - <$1,332>) y)p.

1.9. Curvaturas seccionais

Seja p € KPV nao-isotrépico. Consideremos em T, KPV a forma real (—,—) = Re(—,—). Para
um R-subespago bidimensional W C T, KPV tal que a forma real restrita a W é nao-degenerada, a
curvatura seccional é definida por

(R(:Elp, $2p)x1p7 x2p)

(‘Tlp7 :Elp)(prv :I’.Qp) - (xlpu x2p)2

S(W) = S($1p,$2p) =

)

onde 1,72, € W sao R-linearmente independentes, x1,72 € pJ-. A curvatura seccional estd bem
definida uma vez que (—, —) é ndo-degenerada e a expressdo para S(WW) independe da base escolhida
para W.

Vamos supor que {(x;,z;) = 0; € {—1,0,+1} e que (z1,22) = k € K. O fato de (—,—) ser nao-
degenerada significa o105 # (Rek)?. Utilizando a expressdo 1.8.1 temos

Sw) = <<p,p> (<$1,x1> xg — (w1, x2) 11 + ((22,21) — (21, 22)) ml),g’ @Z)) )

(xlpa xlp)(x2p7 x2p) - (xlpa pr)Q

_ Ep.p)* (0102 — 2Re(k?) + |K]*) B 3k — 2
o = @) - o) Ep) - 2) — (Epp) - Rek)? <1 T o105 — (Re k)2)> ’
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onde a tltima igualdade ¢ obtida através da identidade |k|> — 2Re(k?) = 2|k — k|2 — (Re k).

E claro que, se K = R, entdo S(W) = £1. Vamos supor K # R. Se 1,z sdo K-linearmente
dependentes temos, pelo Critério de Sylvester 1.3.1, que o109 = |k|?. Portanto, |k| = 0109 = 1. Neste
caso, segue diretamente da identidade |k|]> = |k — k|2/4 + (Rek)? que S(W) = +£4. E facil ver que
x1, %9 € pt sdo sempre K-linearmente dependentes quando dimg V' = 2. Obtemos a seguinte

1.9.2. Observacdo. A métrica em uma componente conexa de RP™ \ SV, CP' \ SV, HP' \ SV
possui curvaturas seccionais constantes (quando definidas) m

Vamos supor que z1,z2 sao K-linearmente independentes, K # R. Fixemos um k' € K tal que
Rek’ =0 e |k'| = 1. No que se segue, utilizaremos repetidamente o Critério de Sylvester 1.3.1.

Inicialmente, suponhamos que a forma sobre Kz, + Ky seja definida. Temos 102 = 1 e |k|? < 1.
Daf segue que (Rek)? < 1, ou seja, a forma real sobre W é definida. Portanto, para o calculo da
curvatura seccional, podemos supor que Rek = 0, isto é, k = —k. Logo, pela expressio (1.9.1), S(W) =
+(1+3|k[?). Assim, S(W) varia no intervalo +[1,4). Provemos que S(W) assume qualquer valor neste
intervalo. Sejam w,w € Kz; + Kuzy tais que (u,u) = (w,w) = o1 (= 03) e (u,w) = 0. Definimos
= k’(\/ 1—7r2 u—l—rw), 0 <r < 1. E fcil verificar que z e w sao K-linearmente independentes. Temos

(z,z) = (w,w) = o1 e (z,w) = k'ro1. Segue que Re{x,w) = 0. Finalmente, ‘(w,w>‘2 = r? assume

qualquer valor em [0, 1).

Vamos supor que a forma sobre Kz, + Kzy é indefinida. Temos |k|?> > 0102. A forma real sobre W
sera definida caso (Rek)? < o102 e indefinida caso (Rek)? > o105.

Se ocorre o primeiro caso, temos necessariamente oyoo = 1. Podemos supor Re k = 0. Segue de (1.9.1)
que S(W) = £(1 + 3|k[?). Portanto, S(W) varia no intervalo +(4, 00). Para provar que S(W) assume
qualquer valor neste intervalo, sejam u,w € Kz + Ko tais que (u,u) = o1 (= 02), (w,w) = —o1 €
(u,wy = 0. Definimos = = k’(\/l +r2u+ rw), r > 0. E facil verificar que z e u sdo K-linearmente
independentes. Temos (z,z) = (u,u) = o1 e {(x,u) = k'v/1+r20y. Segue que Re(x,u) = 0. Por fim,
(@, u) |2 =1+ 72 assume qualquer valor em (1,00).

Se ocorre o segundo caso, podemos supor o109 = —1 e Rek = 0. De (1.9.1) obtemos S(W) =
+(1 - 3|k[?). Logo, S(W) varia no intervalo #(—o0, 1]. Novamente, S(W) pode assumir qualquer valor
neste intervalo. De fato, sejam u,w € Kz + Kzg tais que (u,u) = o1, (w,w) = —o1 e {(u,w) = 0.

Definimos z = k’(\/l +r2u+ rw), r > 0. E facil verificar que z e w sdo K-linearmente independentes.
Temos (z,z) = o1, (w,w) = —oy e (x,w) = —k'ro;. Segue que Re(x,w) = 0. Por fim, |<$7w>’2 =r?
assume qualquer valor em [0, 0o).

Finalmente, suponhamos que a forma sobre Kz +Kzx é degenerada nao-nula. Temos \k|2 =009 = 1.
Daf segue que a forma real em W é definida se (Re k)? < 1. Novamente, podemos supor que Rek = 0.
Por (1.9.1), temos S(W) = 4. Para provar que esta situacdo se realiza, sejam u,w € Kzy + Ko
tais que (u,u) = 0, (w,w) = o1 e (u,w) = 0. Temos (k' (u+ w),k' (u+w)) = o1, (w,w) = 0y e
Re (K'(u+ w),w) = 0.

A tabela abaixo resume os resultados obtidos, para z1,zs K-linearmente independentes:

Forma em Kz + Kzo, K # R Forma real em W Curvatura Seccional
Indefinida Indefinida + (—00,1]

Definida Definida +[1,4)
Degenerada Definida +4
Indefinida Definida + (4, 00)
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1.9.3. Lema. Seja p € KPV nao-isotrépico. Seja W C T, KPV um R-subespac¢o bidimensional.

Se a forma real sobre W é nao-degenerada e S(W) = +1, entdo a colecao das geodésicas passando
por p com vetores tangentes em W constitui um subespaco totalmente real bidimensional em KPV'.

Se W é tangente a um subespaco totalmente real® KPS bidimensional de KPV tal que a forma
restrita a S é nao-degenerada, entao S(W) = £1.

Demonstragao. Sejam z1,,%2, € W, 11,72 € pt, vetores ndo-nulos R-linearmente independentes.
Pelo Lema 1.4.4, existem tnicas geodésicas G1, Gy passando por p com respectivos vetores tangentes
T1p,T2p. Em uma vizinhanga suficientemente pequena de p, podemos encontrar g; € Gy, i = 1,2,
tais que g; e p possuem a mesma assinatura e tais que (g;,p) # 0, (g1,92) # 0. Pelo Lema 1.7.1, os
vetores x;, sao R-proporcionais aos vetores Tn(g;?,”g;)(p) = ((gi,p>_1pgi)p. Assim, podemos tomar

x; = (gi,p) " Pg;. Além disto, podemos supor (p,p) = (¢;,9;) = 0 € {—1,+1} e 0 # (g;,p) = o € R.

Vamos supor que, realizada a escolha acima de representantes para p, g1, g2, obtivemos
(1.9.4) 0 # (91,92) = o € R.

Neste caso, a forma restrita a Rp + Rg; + Rgo é real. Temos x; = a;lgi —op, (®;, ;) = a(oz;2 —1)e
(z1,22) = o((a1a2) ta—1). Logo, a forma real sobre W ¢ ndo-degenerada se e s6 se (a; >—1)(ay °— 1)—
((ar1o2)ta — 1)2 # 0, isto é, se e 56 se 1 4+ 2acias — (o + o + a3) # 0. A matriz de Gram para
P 91,92 €
g (5] (%)
M=|o1 o0 o«
Qg OQ g

Temos det M = a(l + 2000 — (% 4+ a2 + a%)). Em outras palavras, a forma real sobre W é nao-
degenerada se e s6 se a forma sobre Rp 4+ Rg; + Rgs é nao-degenerada.

Suponhamos S(W) = 1 (em particular, a forma real sobre W é nao-degenerada). Segue de (1.9.1)
que (z1,22) € R. Isto significa ((g1,p) " Pg1, (g2,p) ' Pg2) € R, ou seja, (91,p) (g1, 92)(p, 92) ' € R,
isto é, 0 # (p,g1){91,92)(g92,p) € R. Em outras palavras, ocorre (1.9.4). Dai segue que a forma sobre
Rp + Rgy 4+ Ry é real e nao-degenerada. Pelo Corolédrio 1.4.2, KP(Rp + Rg; + Rgs) é um subespago
totalmente real bidimensional de KPPV contendo G1, Gs. E f4cil ver que W é o espaco tangente em p a
tal subespaco totalmente real.

Reciprocamente, vamos supor que W é tangente em p a um subespaco totalmente real KPS bidimen-
sional de KPV tal que a forma restrita a .S é nao-degenerada. Isto significa que G; C KPS. E claro que
ocorre (1.9.4). Tomando S = Rp+Rg; + Rge, segue de a forma sobre S ser ndo-degenerada que a forma
real sobre W é nao-degenerada. Resta utilizar a identidade (1.9.1) g

1.9.5. Lema. Seja p € KPV nao-isotrépico. Seja W C T, KPV um R-subespago bidimensional.
Sejam x1,,x2, € W vetores R-linearmente independentes, x1, T2 € pt.

Se x1,x2 sao K-linearmente dependentes, entao as geodésicas passando por p com vetores tangentes
em W estao contidas em uma linha projetiva de KPV'.
Se W Cc T, L, onde L C KPV é uma linha projetiva, entao x1,x2 sao K-linearmente dependentes.

Além disso, se a forma real sobre W é nao-degenerada temos, em ambos os casos acima, S(W) = +4.

Demonstragao. Sejam Gp,Go as geodésicas passando por p com respectivos vetores tangentes
T1p, T2, Tomamos g; € Gy, i = 1,2, tais que (g;,p) # 0. Como na demonstracao do lema anterior,
podemos supor z; = (g;,p) " Pg;.

90nde S C V é um R-subespaco, dimp S = 3, satisfazendo as condicbes descritas no inicio da Secdo 1.4.
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Assim, se x1, 22 sdo K-linearmente dependentes, é claro que go € Lip, g1l. Seja z, € W, = € pr.
Existem r1,72 € R tais que (x), = (r1ix1 + raz2)p. Segue que x e z1 sdo K-linearmente dependentes.
Portanto, se G é a geodésica passando por p com vetor tangente x, entdao G C Lp, g1l.

Vamos supor W C T, L. Isto significa que G, G2 C L. Logo, g1, g2, p s@o K-linearmente dependentes.
Segue que Pg; e Pgy sao K-linearmente dependentes

Por fim, a dltima afirmacao deste lema segue das consideragoes que precedem a Observacao 1.9.2 g

1.10. Alguns exemplos. Resumo

Consideremos a forma positivo-definida em V e o sinal positivo para a métrica (1.3.3). Neste caso,
a métrica em KPV sera denominada métrica de Fubini-Study. Tomando, nos casos complexo e qua-
ternionico, apenas a parte real da métrica, vamos obter as respectivas métricas de Fubini-Study usuais
(vide [Arn]).

Consideremos a forma de assinatura (n,1) em V e o sinal negativo para a métrica (1.3.3). Munido
desta métrica (em seus pontos nao-isotrépicos), o espago projetivo KPV serd denominado K-espago
hiperbdlico estendido. E facil verificar que BV = {p € KPV | (p, p) < 0} ~ B", onde B" ¢ a bola aberta
de dimensao n sobre K. A decomposicio ortogonal V = Kp+p* implica que a métrica restrita a T, BV
é positivo-definida. Denominaremos BV o K-espaco hiperbdlico. Nos casos real e complexo, tais espagos
coincidem com os respectivos espacos hiperbdlicos usuais, a menos de um fator de escala para a métrica
(vide [Gol]). O espago hiperbdlico quaternionico usual pode ser obtido (também a menos de um fator
de escala para a métrica) tomando-se a parte real da métrica em BV.

Tomemos a forma de assinatura (n—1,2) em V e o sinal negativo para a métrica (1.3.3). Neste caso,
KPV serd denominado o K-espago de anti-de Sitter estendido. Restritaa BV = {p € KPV | (p,p) < 0},
a métrica é Lorentziana (isto é, possui a assinatura (n—1,1)). O conjunto BV, neste caso, é denominado
o K-espago de anti-de Sitter. Nos casos complexo e quaternionico, considerando apenas a parte real da
métrica (1.3.2), obtemos os respectivos K-espagos de anti-de Sitter usuais (vide [CMa] e [Wol]). Tais
espagos tém papel importante na Teoria da Relatividade Geral e na teoria de cordas.

Deste modo, podemos dizer que uma geometria classica nada mais é do que um K-espago vetorial
munido de uma forma hermitiana. De fato, a identificagao do espaco tangente T, KPV, para p € KPV,
com o R-espago vetorial Ling (Kp, V/Kp) permite a introdugao de uma métrica natural em KPV \ SV.
Como vimos acima, para diferentes escolhas de K e da assinatura da forma hermitiana, obtemos varias
geometrias importantes.

Nesta abordagem, os objetos de grande interesse geométrico podem ser tratados de modo bastante
elementar. Por exemplo, geodésicas nada mais sao do que projetivizacoes de determinados R-subespagos
lineares bidimensionais. Além disso, o comprimento das geodésicas é uma funcdo monétona da tancia.
Isto significa que podemos substituir, em muitos casos, férmulas complicadas que expressam distancias
por uma funcgao algébrica simples.

Em varias abordagens para as geometrias classicas, a descricao explicita do transporte paralelo ao
longo de geodésicas é muito complicada ou inexistente. Nos termos algébricos, ele se descreve facil-
mente. Vale a pena ressaltar que expressoes explicitas para o transporte paralelo sao ferramentas fortes,
cuja aplicacao pode ser encontrada, por exemplo, na construgao de variedades hiperbdlicas complexas
em [AGG] e em [AGu].

Em suma, podemos lidar com varias questoes importantes de uma dada geometria classica em termos
da algebra da forma hermitiana. No préximo capitulo, aplicaremos e desenvolveremos tal ponto de vista
para o caso particular da geometria hiperbdlica complexa.
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Referéncias

Em [Man] estd presente a descricdo do espago tangente apresentada na Secao 1.2.

Uma descrigao semelhante a (1.3.2) para vetores tangentes pode ser encontrada em [Petl], mas com
o fator (—, p)® esquecido.

Em [Arn], a descri¢ao do espago tangente e da métrica Riemanniana no caso das geometrias eliticas
tem relagao com o que apresentamos nas Segoes 1.2 e 1.3.

O Lema 1.4.1 tem relagdo com [Gol, Subse¢ao 2.1.2].

A férmula (1.9.1) e o tensor de curvatura (1.8.1) tém relagdo com [Gol, Subsegio 2.4.2].



29

2. Geometria hiperbdlica complexa elementar

Elementary, my dear Watson!

— SHERLOCK HOLMES

2.1. Introdugao

O estudo de configuracgoes de um niimero pequeno de pontos em CPV, bem como o de seus invariantes
geométricos, permite elaborar varias ferramentas e métodos adequados & andlise de situagbes comuns
em geometria hiperbdlica complexa. De fato, muitos arranjos de objetos essenciais tais como linhas
projetivas, geodésicas, planos reais e bissetores envolvem ou consistem de configuragoes finitas de pontos.
Em ultima andlise, as propriedades dos invariantes béasicos de tais arranjos provaram-se essenciais ao
nosso principal objetivo, o estudo de subgrupos discretos do grupo PUV de isometrias holomorfas do
plano hiperbdlico complexo.

A classificagao de m-uplas (suficientemente genéricas) de pontos em CPV, médulo a agdo de PUV,
se reduz a classificagao de matrizes de Gram de m-uplas de elementos em V, médulo uma agao semi-
algébrica do m-toro algébrico C*™, onde C* é o grupo multiplicativo de C. Neste caso, seria bom imitar a
teoria geométrica de invariantes (GIT), a qual se aplicaria de maneira razoavelmente simples dado que o
grupo redutivo envolvido é um toro. A anélise do problema nestas linhas constitui uma questao bastante
interessante, que pretendemos abordar em outro texto. No entanto, para o estudo de grupos discretos,
as respostas fornecidas pela GIT sao muito gerais, enquanto necessitamos de invariantes simples e de
suas propriedades béasicas, o que nao podemos extrair da GIT.

No que se segue, abordaremos alguns casos da classificacao em questao, os quais aplicaremos a
analise de propriedades de objetos elementares e de suas combinacoes no espago hiperbédlico complexo
estendido. Se, por um lado, algumas das demonstragoes que apresentaremos sao simples e diretas, por
outro, elas ilustram a forga do método (compare, por exemplo, algumas destas demonstracoes com as
equivalentes em [Gol]). Além disso, invariantes importantes e usuais tais como os de Cartan [Car] e de
Koranyi-Reimann [KRe] sdo introduzidos de maneira sistematica em um contexto adequado.

2.2. Configuragoes de um numero pequeno de pontos

Nos termos da Segao 1.1, fixemos n = 2 e K = C. Vamos supor que a forma em V tem a assina-
tura (2,1). Fixemos o sinal negativo para a métrica (1.3.3). Munido de tal métrica (em seus pontos
nao-isotrépicos), CPV é denominado o plano hiperbélico complezo estendido.

Utilizando coordenadas projetivas, é facil verificar que BV = {p € CPV | (p,p) < 0} ~ B* e que
SV ={peCPV | (pp) =0} =0BV ~S? onde B* é a bola aberta de dimensio real quatro e S3 é
a esfera de dimensdo real trés. Seja p € BV. A decomposicio ortogonal V = Cp + p* implica que a
métrica em T, BV ¢ positivo-definida. Munido desta métrica hermitiana, BV é denominado o plano
hiperbolico complezo. Denotaremos BV = BV USV. O conjunto AV = CPV \ BV sera denominado
alhures.'® Denotaremos AV = AV USV.

LOEmprestamos este termo da Teoria da Relatividade Restrita.
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Uma aplicacao I : W — W’ entre subconjuntos W, W’ C V é dita métrica se (Iwq, [ws) = (wy,ws)
para quaisquer wy, ws € W. Denotemos GL V o grupo de automorfismos lineares de Ve UV o subgrupo
formado pelos elementos métricos de GLV. O grupo projetivo PGLV = GL V/C* age naturalmente
em CPV, onde C* é o centro de GLV, isomorfo ao grupo multiplicativo de C. Denotaremos PUV a
imagem de UV em PGL V.

2.2.1. Lema. PUV age em CPV \ SV por isometrias.

Demonstragao. Sejam p € CPV \ SV e v, = (—,p) ®v € T, CPV, v € pt. Seja I € PUV. Temos
que ¢(t) = p+ t{p,p)v é um levantamento de uma curva c¢(t) definida em uma vizinhanga de p e tal
que ¢(0) = p e ¢/(0) = v,. Tomando um levantamento I € UV de I, temos f(é(t)) = Ip+tp,p)lv =
Ip+ t(fp, fp}fv. Segue que'! dI(v,) = (—, fp) @ Iv. Resta aplicar a definicdo da métrica em (1.33) m

E conhecido que as isometrias de BV sao holomorfas ou anti-holomorfas e que o grupo PU V' consiste
de todas as isometrias holomorfas de BV (néo é dificil provar estes fatos utilizando a Proposi¢ao 2.4.10).

/

2.2.2. Lema. Sejam (v1,...,0y) € (v,...,v},) duas m-uplas ordenadas de vetores em V. Sejam
!

W = [v1,...,0m] e W = [v],...,v],] os subespagos gerados por vi,...,vm, € v},... vl respecti-
vamente. Vamos supor que a forma restrita a W e a W’ é nao-degenerada. Entao, (vi,...,vy) e
(vi,...,v},) possuem a mesma matriz de Gram se e s6 se existe I € UV tal que Iv; = v}, i=1,...,m.
Em outras palavras, as m-uplas em questao classificam-se geometricamente em V através de suas ma-

trizes de Gram.

Demonstragao. Sejam M e M’ as respectivas matrizes de Gram de (v1,...,v,) e (vf,...,0).
E ébvio que M = M’ se existe I € UV tal que ITv; = v}. Reciprocamente, suponhamos M = M'.
Consideremos a aplicacao linear h : C™ — W, (aq,..., ) — Y, o;v;. Definimos b’ : C™ — W' de
modo andlogo.

Suponhamos ker h # ker h’. Logo, sem perda de generalidade, podemos tomar (ayq, ..., ;) € C™ tal
que Y, a;v; = 0 e tal que v’ = >, a;vj # 0. Como M = M’, temos (v',v}) = 0 para todo j. Em outras
palavras, a forma restrita a W’ é degenerada, uma contradigao. Segue que ker h = ker h/. Agora, é facil
verificar que a aplicagdo linear J : W — W’ dada através de v; — v} para todo ¢ = 1,...,m estd bem
definida e é um isomorfismo métrico. Pelo Teorema de Witt (vide, por exemplo, [KMa]), J se estende
a um automorfismo métrico I e UV, Il =J m

2.2.3. Observagao. Utilizando o Teorema de Witt, é facil ver que as matrizes de Gram também
classificam geometricamente em V' um tnico vetor isotrépico e um par ordenado de vetores que geram
um subespago bidimensional em que a forma hermitiana restrita é degenerada m

Concluimos do lema e da observagao anteriores que a classificacao de m-uplas ordenadas suficiente-
mente genéricas de pontos em CPV, médulo a acao de PUV, é equivalente a classificacao de matrizes
de Gram de m-uplas ordenadas suficientemente genéricas de vetores em V mdédulo a agao do toro C*™
dada por (T, M) — TMT, onde T' € C*™ é uma matriz diagonal com entradas em C*, T é a matriz
diagonal cujas entradas sao conjugadas as de T e M é uma matriz de Gram de elementos em V.

Em termos de GIT simples, seja C[g;;] a dlgebra polinomial nas varidveis formais ¢;; = (p;, p;), onde
1<i,j<mepi,...,pm € V. Seja P € C|g;;] um mondémio. Claramente, para cada 1 < k < m, existe
um peso (I, 1}.), 0 < i, 1}, € Z, tal que, considerando P como fungao de pi, ..., pm, temos

P(p1,...,CPky---sPm) = (el “P(p1y. s Dky -y Pm)

para todo ¢ € C. Diremos que dois monémios P, P’ € Clg;;] possuem o mesmo peso se e sé se possuem
0 mesmo peso para todo 1 < k < m.

11E f4cil ver que a expressdo para dI(vp) independe da escolha do levantamento I.
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Sejam Pi,...,Pn € Clg;;] monémios de mesmo peso. Seja U C CPV x --- x CPV (m vezes)
tal que, para toda m-upla (p1,...,pm) € U, existe 1 < k < N satisfazendo Py(p1,...,pm) # O.
Portanto, P, ..., Py determinam, como coordenadas projetivas, uma aplicacao U — CP". Assumindo

um analogo do Teorema de Nagata [New] nesta situacao simples, podemos tomar um peso apropriado
e N suficientemente grande (e U o maximal) de modo que esta aplicagdo produza todos os invariantes
Pk(ph XK 7pm)
Pk'(ph‘ c 7pm)
U que nao anulam simultaneamente P, e Py, toma valores em CP! ~ C U {o0}. A téncia, com valores
em RP' < CP!, é um exemplo de invariante desta natureza. No que se segue, introduziremos outros
invariantes deste tipo e os utilizaremos, juntamente com o Lema 2.2.2, para classificar determinadas
m-uplas genéricas de pontos em CPV.

algébricos da m-upla em questdo. A fungao racional , definida em todos os pontos de

Definimos o n-invariante [Gol], a k-tincia, o p-invariante e o X-invariante [KRe] respectivamente
através das expressoes

N (p1,D2) (P2, P3) - {Pr—1, D) (PR, P1)

<p17p2><p3»P1>
= — ta(pi,...,px) =
s ) (p1,01) - (Pk» PR)

P1,P2,P3) = ;
(p1, P2, p3) (p1,p1)(p3,p2)

)

(2.2.4)

_ (P1,p2)(ps, p4)

P1,D: pP2,P P3; D
N < 1 2>< 2 1>< 3 3> e X(plap27p3ap4) A ’
(p1,14) (p3, P2)

P1,P2,P3) =
(P, P2 ps) (p1,p3)(P3, 1) (D2, D2)

Claramente, consideramos estas fungoes no sentido projetivo discutido acima: o n-invariante, a k-tancia
e o X-invariante tomam valores em CP' e o p-invariante toma valores em RP'.

2.2.5. Proposicao. Seja (p1,...,pm) uma m-upla de pontos em CPV, m > 3, nem todos perten-
centes a uma mesma linha projetiva euclidiana.

(1) Se ao menos um dos pontos pi,...,p, € nao-ortogonal aos demais (em particular, tal ponto
é nao-isotrdpico), entdo a m-upla em questao classifica-se através das assinaturas dos pontos e dos
n-invariantes.

(2) Se p1,...,pm sao todos nao-isotrépicos e, além disso, quaisquer dois pontos consecutivos sao nao-
ortogonais, entao a m-upla em questao classifica-se através das assinaturas dos pontos e das k-tancias,
k=2,....,m.

Demonstragao. (1) Seja i € {1,...,m} tal que o ponto p; é ndo-ortogonal a py,...,p,. Podemos
supor que (p;,p;) = o; € {—1,0,+1} para todo j € {1,...,m} e que (p;,p;) =r; > 0 para todo j # 1.
Além disso, se p; ¢ isotrdpico, podemos reescolher o representante p; € V' de modo a obter r; = 1 sem
alterar as demais igualdades j4 estabelecidas. Caso contrario, se p; é nao-isotrépico e j # i, entao r;

2

4
calcula-se através do n-invariante n(p;, p;, p;) = ta(pi, p;) = —2. Seja k € {1,...,m}, k # i. Entao,
.

(V)
Tj?“k

(pr,pj) se calcula através do n-invariante n(p;, pj,pr) = —F—
oDk, Pj)

Lema 2.2.2.

para todo j # i,k. Resta aplicar o

(2) Podemos supor que (p;,p;) = 0j € {—1,+1} para j =1,...,m e que (p;,pj+1) = r; > 0 para
2
re

j=1,...,m—1. Assim, r; se determina através da 2-tancia ta(p;, p;+1) = ,ondej=1,...,m—1.
0505+1

Além disso, (pjtk,p;) se determina através da k-tancia

(P Pi+1)(Pi1:Pir2) - Pik—1, D54 k) Pitks Pi) _ 757541 Tith—1(Djths Ps)

ta(pﬁ s 7p'+k) =
’ ! (P> 0j) -+ (Pjsk>Pjtk) 05 Ojtk
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paraj=1,....m—2,k=2,...,m—j. Resta aplicar o Lema 2.2.2 g

Nos termos da GIT, as classes de matrizes de Gram correspondendo as m-uplas classificadas na
proposicao anterior nao contém pontos nao semi-estaveis com relacao & acao de C*™. (E possivel, em
nossos casos, desenvolver um critério analogo ao de Hilbert-Mumford que permita caracterizar pontos
estdveis e semi-estdveis de maneira simples.) No entanto, algumas configuragoes geométricas importantes
envolvem pontos nao semi-estaveis daquela agdo, como ilustrado no item (3) da classificacdo a seguir.
Para classificd-las, é necessario introduzir invariantes que nao se expressam em termos algébricos, como
o invariante angular de Cartan'? [Car]

(2.2.6) A(p1,p2,ps) = arg ( — (p1,p2)(p2. p3) (P, p1)),

onde p1,ps2, p3 € CPV sao dois a dois nao-ortogonais.

2.2.7. Classificagao. (1) Um ponto em CPV classifica-se através de sua assinatura.

(2) Um par ordenado de pontos em CPV classifica-se através das assinaturas dos pontos e da tancia
entre si.

(3) Uma tripla ordenada de pontos em CPV, nem todos pertencentes a uma mesma linha projetiva
euclidiana, classifica-se através das assinaturas dos pontos, das tancias, da 3-tancia, dos u e n-invariantes
e do invariante de Cartan.'3

Demonstragao. (1) Segue diretamente do Lema 2.2.2 e da Observagao 2.2.3.

(2) Sejam p1,ps € CPV. Podemos supor que (p;, p;) = 0; € {—1,0,+1} parai=1,2 e que {p1,p2) =
2
-

r > 0. Se p1, p2 sdo ambos nao-isotrépicos, entao r esta determinado através da tancia ta(py, p2) = .
0102

Assim, vamos supor que um dos p;’s é isotrépico. Logo, ta(pi,p2) = oo ou a téncia ta(py,ps) nao é
definida. No primeiro caso, reescolhendo o representante para o ponto isotrépico, podemos supor r = 1
sem perder as igualdades (p;,p;) = o;. No segundo caso, r = 0. Resta aplicar o Lema 2.2.2 ¢ a
Observagao 2.2.3.

(3) Sejam p1,p2, ps € CPV. Seja g; € {—1,0,+1} a assinatura de p;, ¢ = 1,2,3. Podemos supor

(228) <p17p7,> = 0O, <p1ap2> =r= 07 <p2ap3> = ’I“/ > 0) <p3ap1> =zc C,

para ¢ = 1,2, 3. Analisemos, separadamente, os varios casos possiveis.
Nenhum ponto isotrdpico. Suponhamos que nenhum dos p;’s seja isotrépico. Claramente, 7,7’ estao
2 12
r re ’ .
e ta(pa,p3s) = ——. Ser =0 our’ =0, é ficil ver que
o

determinados pelas tancias ta(pi,p2) =

(reescolhendo adequadamente o representante p; € V' ou o representante p3 € V') podemos ainda supor
z > 0 sem perder as igualdades estabelecidas anteriormente. Neste caso, z se determina através de

z e . . . N
ta(p1,p3) = ——. Caso contrério, isto é, para r,r’ # 0, z se calcula através da 3-tancia ta(p1,p2,p3) =
0103
rr'z

010903

12Consideramos a fungio arg com valores em [—, 7].

13Mais especificamente, a classificacdo da tripla em questdo envolve, dentre os invariantes continuos citados: tancias e
k-tancias, se a tripla ndo contém pontos isotrépicos; o invariante de Cartan, se a tripla contém apenas pontos isotrépicos

distintos; tancias, p e n-invariantes se a tripla contém exatamente um ponto isotrépico; n-invariante, se a tripla contém
exatamente dois pontos isotrépicos distintos.
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Todos os pontos isotrdpicos. Vamos supor que todos os p;’s sao isotrépicos. Utilizando o item (2),
podemos nos restringir ao caso em que tais pontos sao distintos. Portanto, r,7’, z # 0. Reescolhendo os
representantes p1, p2, p3 € V, podemos supor r = r’ = 1 e |z] = 1. De fato, reescolhendo adequadamente
p1,p3 € V, obtemos r = (p1,p2) = 1 e ' = (pa,p3) = 1. Agora basta notar que, multiplicando p;
e p3 por um complexo nao-nulo ¢ € C e dividindo ps pelo conjugado ¢, nao alteramos as igualdades
r =1’ =1 e multiplicamos z = (p3, p1) por |c|?.

Entao, z se determina através do invariante de Cartan A(p1, ps, p3) = arg(—=z).

Deste momento até o fim da demonstragao, fixemos i € {1,2,3}. Considerando os indices médulo 3,
seja o4, € {—1,0,41} a assinatura de p;1x, onde & = 0,1,2. Reescolhendo representantes, vamos
supor

(Pitks Pivk) = Oivk, (PisPiy1) =70 >0, (piy1,pive) =7Tig1 >0, (pir2,pi) = 2z € C.

Um ponto isotrépico. Suponhamos que exatamente um dos pontos da tripla em questao, digamos p;,

2
T
— 1 Além disso, como
Oi+10i+2
na demonstracdo do item (2), podemos utilizar a tancia ta(p;, p;+1) para determinar se r; # 0 e utilizar
a tancia ta(p;y2,p;) para determinar se z; # 0.

Se r; # 0, podemos supor r; = 1. Assim, por um lado, se r;11 = 0, podemos tomar z; > 0 e calcular z;

seja isotrépico. Entdo, ;41 se determina através da tancia ta(p;41,pi+2) =

. . . 0i+2 ~ ’ .
através do p-invariante pu(p;, Pi+1, Pite) = 2” . Por outro lado, se r;;1 # 0, entdo z; é determinado
zi0;
i Yi+1
. . ZiTi+1
pelo 7-invariante 7(p;+2, pi, Pi+1) = o
i+2

Finalmente, se r; = 0 e z; # 0, podemos supor z; = 1.

Um ponto nao-isotropico. Suponhamos que exatamente um dos pontos em questao, digamos p;, seja
nao-isotrépico. Através da tancia ta(p;, p;+1) (respectivamente, ta(p;i1, pitr2) € ta(pire,p;)), podemos
determinar se r; # 0 (respectivamente, ;41 # 0, z; # 0). Se exatamente dois dentre os nimeros r;, 741
e z; sao nulos, entdo podemos supor que o terceiro iguala 1. Da mesma forma, se apenas um dentre tais
nimeros é nulo, podemos supor que os outros dois igualam 1. Finalmente, se os trés nimeros sao nao-
nulos, entdo podemos supor r; = ;41 = 1 e calcular z; através do n-invariante 1(p;, Pi+1, Pit2) = Z u

K3

2.2.9. Corolario. (1) PUV age transitivamente em BV, SV e AV.

(2) PUV age transitivamente no fibrado tangente unitdrio de BV.

Demonstragao. (1) Segue diretamente do item (1) da Classificagdo 2.2.7.

(2) Sejam p,p’ € BV. Podemos supor (p,p) = (p’,p’) = —1. Todo vetor unitdrio tangente a BV em
p admite a forma v, = (—,p) ® v, onde v € p* é tal que (v,v) = 1 (a métrica em T, BV ¢ positivo-

definida). Analogamente, qualquer vetor unitdrio tangente a BV em p’ admite a forma v;,, = (—,pYev,

onde v’ € p’L é tal que (v',v") = 1. Os pares (p,v) e (p/,v’) possuem a mesma matriz de Gram. Segue
do Lema 2.2.2 que existe I € UV tal que I(p) = p’ e I(v) = v'. Pela demonstragdo do Lema 2.2.1, isto

significa que dI(vp) = v;,,, onde I é a imagem de [ em PUV g

Interpretagoes geométricas para invariantes de configuragoes finitas de pontos sao muito uteis no
estudo de subgrupos discretos de PUV. A téncia é o mais simples dentre os invariantes (continuos) que
consideramos. Com o objetivo de estudar suas interpretagoes geométricas nas diversas configuragoes
de dois pontos (Proposigao 2.2.13), apresentaremos no que se segue uma breve discussao sobre linhas
projetivas em CPV.
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H4a uma correspondéncia biunivoca entre pontos e linhas pro-
jetivas em CPV : ao ponto u € CPV associamos a linha pro-
jetiva CPut. Diremos que u é o ponto polar'* de CPut. A
natureza de uma linha projetiva é, obviamente, determinada
pela assinatura do seu ponto polar:

2.2.10. Observagao. Seja u € CPV. A linha projetiva
CPu™ é respectivamente esférica, euclidiana, hiperbélica se e
séseu € BV, ue SV, ue AV. Assim, BV, SV, AV
sao respectivamente os espacos de linhas projetivas esféricas,
euclidianas, hiperbdlicas de CPV g

Uma linha projetiva nao-euclidiana L possui curvatura sec-
cional (curvatura gaussiana) constante'® (—4) em seus pontos
nao-isotrépicos. Este fato segue diretamente da discussao an-
terior & Observacao 1.9.2 (levando-se em conta que escolhemos para a métrica (1.3.3) o sinal negativo).
Se L é hiperbdlica, a métrica restrita aos discos LNBV e LNAV é 1/4 da métrica de Poincaré usual
(vide [Bea]). Por esta razéo, iremos nos referir a tais discos como discos de Poincaré. Por outro lado,
a métrica restrita a uma linha projetiva esférica é —1/4 da métrica usual da esfera. Como vimos na
discussao apds a Observagao 1.5.4, a métrica restrita a uma linha projetiva euclidiana é nula, mas a
geometria das geodésicas em tais linhas é a geometria euclidiana plana usual.

AV

Ao lidar com linhas projetivas, necessitamos apenas da mencionada correspondéncia entre tais objetos
e pontos em CPV, além do fato de que duas linhas projetivas distintas possuem um (iinico) ponto de
intersegao. Conforme veremos no item (1) do lema a seguir, estas propriedades permitem realizar a
proje¢io em uma linha projetiva ndo-euclidiana CPu’, u ¢ SV, definida através da aplicacio “( ) :
CPV \ {u} — CPu™, p— “p.

2.2.11. Lema. (1) Sejau ¢ SV. Sejap € CPV, p # u. Temos {“p} = CPu' NLp,wl.

Sejam L; = CPuj e Ly = CPuj linhas projetivas distintas. Seja {q} = L; N La.

(2) CPg* = Ly, usl.

(3) Se Luy, us? é nao-euclidiana e uy,us ¢ SV, entao CPg- NL; = {“uy} e CPg* N Ly = {“2uy}.

(4) uy € Lo se e 56 se ug € Ly. Vamos supor uy € Lo, us € Ly e ug,us ¢ SV. Entao, ¢ ¢ SV e L1, Ly
sdo ortogonais em q (no sentido da métrica hermitiana).

Demonstragao. (1) e (2) sdo imediatos.

(3) Basta notar que temos ¢ # w; para ¢ = 1,2 : caso contrario, segue do item (2) e da Ob-
servacdo 2.2.10 que Liui,usl é euclidiana, uma contradicdo. Logo, CPgt # L;. Assim, as linhas
projetivas CPg* e L; sao distintas e, portanto, se interceptam em um tnico ponto. Agora, o resultado
segue facilmente do item (2).

(4) Obviamente, u; € Ly é equivalente a us € L. Vamos supor u; € Lo, ug € Ly e uy,ug ¢ SV.
Aplicando o critério de Sylvester, é ficil ver que a linha projetiva Luy, usl é ndo-euclidiana: uq,us sao
ortogonais e nao-isotrépicos. Portanto, pelo item (2) e pela Observacao 2.2.10, temos ¢ ¢ SV. Seja
Vig = (=, q) ®v;, v; € ¢t, um vetor tangente a L; em ¢, i = 1,2. Segue da Proposicao 1.2.3 que

14Segue desta correspondéncia que, ao classificar geometricamente configuracdes que contém linhas projetivas, pode-
mos substituir as linhas projetivas por seus pontos polares. Por exemplo, obtemos diretamente da Classificagdo 2.2.7 a
classificacdo em CPV de uma linha projetiva, de um ponto e uma linha projetiva, de um par e de uma tripla de linhas
projetivas, etc.

15N3o ha problema algum no fato de a curvatura gaussiana ser negativa quando L é esférica: neste caso, a métrica
restrita a L é negativo-definida.
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v; € ui + Cq. Utilizando o item (2) e o fato v; € g, é facil ver que temos v; € ¢- Nui. Segue
de (3) que CPg NL; = {uz} e CPg- N Ly = {u;}, pois uj,us sdo ortogonais. Em outras palavras,
gt Nui = Cuy e ¢t Nuy = Cuy. Portanto, (V14,V2¢) = (¢, @) (v1,v2) =0 m

Sejam Ly, Lo linhas projetivas hiperbdlicas distintas. Seja {¢} = L; NLy. Diremos que L, Ly sdo
respectivamente concorrentes, tangentes, ultraparalelas exatamente quando g € BV, g€ SV, g€ AV.

2.2.12. Observagdo. Sejam uj,uz € AV. Seja L; = CPu;, i = 1,2. Utilizando o item (2)
do Lema 2.2.11, a Observagao 2.2.10 e a Observagao 1.5.4, é féacil verificar que L, Lo sao respectiva-
mente concorrentes, tangentes, ultraparalelas exatamente quando 0 < ta(uy,us) < 1, ta(ui,us) = 1,

ta(ur,uz) > 1 m

Finalmente, para obter algumas interpretacoes geométricas naturais para a tancia em alhures, intro-
duzimos a distancia pseudo-Riemanniana como se segue.

Sejam p1,p2 € AV. O comprimento!® do(s) segmento(s) de geodésica mais curto(s) em Lpy, pa? li-
gando p; e p2 é dado respectivamente pela expressao (1.5.2) se L p1, pal é esférica e pela expressao (1.5.3)
se Lp1, pol é hiperbdlica. Para quaisquer pi,ps € AV, definimos a distincia pseudo-Riemanniana
dy,: AV x AV — [0,00) entre p; e ps :

arccos \/ta(p1,p2), se 0 <ta(pi,p2) <1

dp(p1,p2) =
P
, arccosh y/ta(p1,p2), se ta(p,p2) > 1.
Observe-se que a distancia pseudo-Riemanniana entre pontos contidos em uma linha projetiva euclidiana
é nula. Além disso, a distancia pseudo-Riemanniana é claramente uma func¢ao continua em seu dominio
de definicao.l”

Para tratar de modo homogéneo a demonstracao de alguns itens da proposigao abaixo, denotaremos
YTV=AVeX V=BV.

2.2.13. Proposigao. (1) A tancia ta(pi,p2) é uma fungdo mondtona crescente da distancia Rie-
manniana para (p1,ps) variando em BV x BV e é uma fungdo mondtona crescente (respectivamente,
decrescente) da distancia pseudo-Riemanniana para (p1,ps) variando na regiao de AV x AV determi-
nada por ta(p1,p2) > 1 (respectivamente, 0 < ta(pi,p2) < 1).

(2) Sejam u € AV e p € X°V, onde o € {—1,+1}. Seja L = CPu*. Se o = +1, suponhamos
ta(p,u) < 1. Entao, ta(p,LNX°V) = 1 — ta(p,u) é o minimo das tancias entre p e os pontos do
disco LNYX°V. A projecao “p é o tnico ponto em LNX°V que realiza tal minimo. Além disso, se
p # "p, a geodésica Gp,"pl é ortogonal a L. em “p, no sentido hermitiano.

(3) Sejam uy,us € AV. Seja L; = CPu;-, i = 1,2. Suponhamos ta(uy,us) > 1. Entao, ta(Ly "BV,
LyNBV) = ta(u1, us) é o minimo das tancias entre os pontos do disco Ly "BV e do disco Lo NBV. As
projecoes "us € LiNBV e “2u; € Lo NBV sao os tnicos pontos em Ly e Lo que realizam tal minimo.
A geodésica GV ug, “2uyl é ortogonal as linhas projetivas Ly, Ly, no sentido hermitiano.

(4) Sejam wy,uz € AV tais que u; # us. Sejam L; = CPu;i e {q¢} = LiNLy. Suponhamos
ta(uy,us) < 1. Entdo, o minimo dos angulos Riemannianos'® entre os vetores nao-nulos em Ty,Lq e em

16 A métrica em pontos nio-isotrépicos de uma linha projetiva esférica (hiperbélica) é negativo-definida (positivo-
definida). Portanto, para uma linha projetiva esférica, a expressdo (1.5.2) fornece, na realidade, o médulo do comprimento
do(s) segmento(s) de geodésica mais curto(s) em Lp1,p2? ligando p1 e pa.

17No entanto, nio é uma fungio diferencidvel nos pontos de AV x AV que satisfazem a equagdo ta(pi,p2) = 1.

180 angulo Riemanniano é(vlq,vgq) entre os vetores tangentes ndo-nulos vi4,v24 € Tq BV, ndo-orientado e com
Re(vig,v24)

\/<”1qvvlq) ) \/<”2q7v2q>.

valores em [0, 7], é definido através da expressao cos £(v14,v24) =
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T, La, o qual denotaremos Z(L1,Ls), determina-se através da tancia pela expressao cos? Z(Ly,La) =
ta(ul, ’LLQ).

(5) Sejamu € BV e p € AV. SejaL = CPut. Entdo, ta(p,L) = 1 —ta(p,u) é o maximo das tancias
entre p e os pontos da esfera L. A proje¢ao “p é o tinico ponto que realiza tal maximo. Se p # “p, a
geodésica Gp,“pl é ortogonal a L, no sentido hermitiano.

(6) Sejam uy,us € BV distintos. Seja L; = CPu;t, i = 1,2. Entao, ta(Li,La) = ta(ui,uz) é o
maximo das tancias entre os pontos da esfera Ly e da esfera Lo. As projecoes "‘ug € Ly e "2uy € Lo
séo os tinicos pontos em Ly e em Ly que realizam tal tancia. A geodésica G1*' ug, “2uql é ortogonal as

linhas projetivas L1, La, no sentido hermitiano.
Demonstragao. (1) Segue diretamente da discussao presente na Segao 1.5.

(2) Denotemos v = “p. Temos

(p, u)(u, p)

(u,w)

Como (p,p) > 0 e ta(p,u) < 1se o =+41e (p,p) <0 e ta(p,u) < 0se o = —1, obtemos v € XV.
Seja w o ponto ortogonal a v em L. Podemos supor (u,u) =1, (v,v) =0’ € {-1,+1} e (w,w) = —0’.
E fécil ver que, na base ortonormal u,v,w € V, o ponto p admite um representante p = cu + v,
onde ¢ € C, e qualquer ponto z € LNX?V pode ser escrito na forma z = zw + v, onde z € C e

(x,2) = a'(l - |z|2) tem o mesmo sinal de o’, isto é, 1 — |z|? > 0. Observando que (p, z) = o', obtemos

(2.2.14) (v,v) = (p,"p) = (p,p) — = (p,p) (1 —ta(p,u)).

ta(p,x) = > (0. Esta expressao possui um tnico minimo, atingido quando z = 0.

{p,p) - o' (1—2]?)
Em outras palavas, o minimo das tancias entre p e os pontos em LNYX?V é dado por ta(p, LNXV) =
ta(p,“p) = 1 — ta(p,u). Se p # “p, o fato que a geodésica Gip, "l é ortogonal a L em “p segue dos
itens (1) e (4) do Lema 2.2.11.

(3) Denotemos v; = “luy e vo = “2uy. Utilizando expressoes andlogas aquela em (2.2.14) e o fato
ta(uy,ug) > 1, é facil ver que vy, vy € BV. Seja {q} = Li NLy. Pela Observagao 2.2.12, temos g € A V.
Assim, podemos supor (v1,v1) = (ve,v2) = —1 e {q,q) = 1. Todo ponto z € L1 NBV pode ser escrito
na forma x = zq + vy, onde z € C e (x,2) = |2|> =1 < 0. Do item (2) desta proposi¢io segue que o
minimo das tancias entre x e os pontos de Lo "BV é dado por

—talz.uo) =1 — <Ulau2><u27v1> —1_ ‘<'U1,’U,2>|2
L talm ) =1 (|22 = 1) (uz, u2) 1 (‘Z|2—1)<u2,u2>>0'

Claramente, a expressdo anterior possui um inico minimo, atingido quando z = 0. Agora é facil ver que
v1 = "y e vy = “2uy realizam o minimo das tancias entre os pontos de L1 "BV e de Lo NB V. Temos

(u2,u1) (u1,uz)
(2.2.15)  ta( )= ("rug, "2 ur)("2us, " ug) <<u1,u1) Ulau2u1><<“2v"2> UQ’U1UQ> = ta( )
/N alv1,Vy) = ™ 0 s . = s e = taluy,u2).
< ug, U2>< Uy, U1> <U2, U2><u1, U1>

Por fim, o fato que a geodésica G 1**ug, “2uq? é ortogonal as linhas projetivas L1, Lo segue dos itens (3)
e (4) do Lema 2.2.11.

(4) Denotemos v = “tug e vy = “2u;. Segue de 0 < ta(uq,us) < 1 e de expressdes andlogas aquela
em (2.2.14) que vy, v2 € AV. Por (2.2.15), temos ta(vi,va) = ta(ug, uz). Pela Observacao 2.2.12, temos
g € BV. Logo, podemos supor (v1,v1) = (va,v2) = 1, (v1,v2) = a > 0 e (q,q) = —1. Claramente,
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a® = ta(uy,uz). Pela Proposi¢ao 1.2.3, todo vetor unitério tangente a L; em ¢ é da forma t;, =
(—,q) @ c;v;, onde ¢; € C e |¢;| = 1 (note-se que, pelo item (3) do Lema 2.2.11, v; € ¢*). Obtemos

cos Z(t14, t2q) = Re(t14,t24) = Re ((—,¢) ® crv1, (—,q) ® cov2) = aRe 1.

Portanto, o angulo Riemanniano entre I.; e Lo varia no intervalo [arccos(—a),arccos a]. O angulo
minimo é atingido exatamente quando Rec;é; = 1. Temos cos? Z (L1, L) = a® = ta(uy, uz).

(5) Denotemos v = “p. Seja w € L o ponto ortogonal a v. Podemos supor (u,u) = —1 e (v,v) =
(w,w) = 1. E claro que, na base ortonormal u,v,w € V', o ponto p admite um representante p = cu+ v,
onde ¢ € C (e |¢] < 1), e qualquer ponto x € L\{w} pode ser escrito na forma z = zw + v, onde

z € C. Temos ta(p,x) = . Esta expressao possui um tnico méximo, atingido quando

(p,p)(|2> +1)
z = 0. Como ta(p,w) = 0, obtemos que o méximo das tancias entre p e os pontos em L é dado por
ta(p,L) = ta(p,“p) = 1 — ta(p,u). Se p # “p, o fato que a geodésica G ip, Pl é ortogonal a L em “p
segue dos itens (1) e (4) do Lema 2.2.11.

(6) Denotemos v; = “lug e vy = “2uy. Seja {q} = Lj NLy. Claramente, podemos supor (vy,v1) =
(vo,v2) = {q,q) = 1. Todo ponto = € L;\{q} pode ser escrito na forma x = zq + v1, onde z € C.
Do item (5) desta proposicao segue que o maximo das tancias entre e os pontos de Ly é dado por

|<711, U2>| ~ . . . o
1-— ta(m, ug) =1- > 1. Claramente, a expressao anterior possui um nico maximo,

(I212 + 1) uz, uz)
atingido quando z = 0. Além disso, ta(q,Ls) = 1 — ta(q,us) = 1. Agora é ficil ver que v = “uy e
vy = "2y realizam o méximo das tancias entre os pontos de Ly e de La. Resta aplicar os itens (3) e (4)
do Lema 2.2.11g

A proposigao anterior ilustra alguns fenémenos curiosos, recorrentes quando buscamos interpretagoes
geométricas para invariantes algébricos. Note-se, primeiramente, que a tancia nao tem um sentido
geométrico bem definido. Na proposigao, ela indica distancias (envolvendo tanto pontos quanto linhas
projetivas) ou angulos entre linhas projetivas concorrentes. Além disso, consideremos dois pontos p1, ps €
BV. A tancia ta(pi,p2) mede a distancia entre p; e py. Variando um destes pontos até o absoluto,
perdemos instantaneamente o conceito de distancia. Perfurando o absoluto, a tancia em questao comega
a medir a distancia entre p; e a linha projetiva CPpy-, mas agora através da expressdo 1 — ta(py, pa).

Assim como linhas projetivas, as geodésicas nao-euclidianas'® estdo em correspondéncia biunivoca

com determinadas configuracoes de dois pontos em CPV. Vamos, inicialmente, descrever esta corres-
pondéncia para o caso hiperbdlico.

Seja L = CPu' uma linha projetiva hiperbélica. Seja G = CPW C L uma geodésica, onde W C u*
é um R-subespaco, dimg W = 2, satisfazendo as condigoes descritas no inicio da Secao 1.4. Pelo
Lema 1.4.1, temos u™ ~ C ®g W. Logo, a forma restrita a W ~ 1® W C C ® W ¢ indefinida nao-
degenerada. Portanto, G intercepta SV em dois pontos distintos, chamados os vértices dessa geodésica.
Reciprocamente, dois pontos isotrépicos distintos determinam uma tnica geodésica que os contém como
vértices. Sejam vy,vy € SV distintos. Por definicao, orientamos a geodésica Glvi,v9l de v para vs,
passando por BV. Obtemos, deste modo, a bem conhecida

2.2.16. Observacao. Geodésicas hiperbdlicas orientadas correspondem a pares ordenados de pontos
isotrépicos distintos m

Para descrever a correspondéncia entre geodésicas esféricas e pares de pontos, necessitaremos do
préximo lema.

19Uma geodésica serd dita hiperbdlica (esférica, euclidiana) de acordo com a natureza da linha projetiva que a contém.
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Seja D C CPV. Se D nao contém pontos isotrépicos, diremos que D eqiiita de um ponto p € CPV\SV
caso a tancia ta(x,p) independa de x € D. Por outro lado, diremos que D (mesmo contendo pontos
isotrépicos) eqiita de dois pontos p1,p2 € CPV \ SV se ¥(x,p1) = ¥(z,p2) para todo x € D, onde

(2.2.17) a1, q2) = W

para ¢ € CPV e g; ¢ SV. Note-se que, se x ¢ SV, entdo d(x,p1) = J(x,p2) é equivalente a
ta(z,p1) = ta(z, p2).

2.2.18. Lema. (1) Sejam vi,vy € V distintos, de mesma assinatura e tais que a forma restrita a
Cuvy + Cvy é ndo-degenerada. Vamos supor que (v1,v1) = (va,v2) e que (v1,v2) € R. Entao, {Ev; +evs |
e € C,|e] = 1} determina uma geodésica em Llvy,val. Se v1,vs sdo nao-isotrdpicos, esta geodésica
eqiiita de vy, vs.

(2) Seja L uma linha projetiva esférica. Para uma geodésica G C L, existem exatamente dois pontos
distintos vy, ve € L tais que G eqiiita de v; parai = 1,2. Além disso, os pontos v1,ve S0 ortogonais e a
geodésica G eqiiita de v1,vs. Reciprocamente, dados vy,vy € L ortogonais, existe uma tnica geodésica
G C L que eqiiita de v1,v9. Esta geodésica é o lugar eqiiitante de vi,vy em L e também eqiiita de v;
para i =1,2.

Demonstragao. (1) Podemos supor, sem perda de generalidade, que (vi,v1) = (vg,v3) = o €
{-1,0,+1} e que (v1,v2) = a € R. Assim, o fato de a forma restrita a Cv; + Cvy ser ndo-degenerada
significa, pelo critério de Sylvester, que a? # o2. Logo, temos <(1—i)v1—|—(1+i)vg, vy +U2> =2(o+4a) #0.
Além disso, para ¢ € C,

<§v1 +eve, (1 —2)v1 + (1 + i)v2><(1 — vy + (1 +4)vg,v1 + v2><vl + vg, By + EVg) =

= (20 Re (e(1 — 1)) + 2aRe (e(1 + z))) (2(c +a))(2(c + a)Ree) € R.

Segue do Lema 1.4.5 que {Ev; +evs | € € C, || = 1} determina uma geodésica em L vy, vol. Através de
um célculo direto, obtemos ¥(Zvy + eva,v1) = ¥ (Evy + va, v2).

(2) Seja wi € G. Pelos argumentos apds a Observacao 1.4.3, o ponto ws ortogonal a w; em L
pertence a G. Podemos escolher representantes wy, ws € V tais que (w;, w;) = 1 para i = 1,2, e tais que
CP(Rw; + Rwsy) = G (note-se que existem infinitas geodésicas em L passando por wy,ws). E facil ver
que qualquer ponto em G se expressa, ndo-univocamente,?’ na forma g(a, ) = aw; + Bws, a, 3 € R,
a® 4 32 = 1. Temos (g(a, 8),g(a, B)) = 1.

Qualquer ponto g € L \{w,ws} admite uma forma ¢ = 27 w; + 2ws, 0 # z € C (podemos obter esta
forma para ¢ sem alterar os representantes wy,ws € V). Por um célculo direto, temos

1 «@ o 1 a? z

ta (g, 9(, ) = = ( + Zﬂ) ( +2’5> = (2 + 6% |2 + 208 Re )
;)\ = z (0;0) \|2| z

A expressao acima independe de «, 3 exatamente quando |z| = 1 e Re z/Z = 0, isto é, exatamente quando

z= :I:g(l +i)ouz= :I:g(l —1). Em outras palavras, G eqiiita do ponto v1 = (1 — i)wy + (1 + @) we

e eqiiita do ponto vy = (1 +i)wy + (1 — i)we. E claro que (v1,v2) = 0 e que G eqiiita de vy, va.

Reciprocamente, sejam v1,v2 € L ortogonais. Podemos supor (v1,v1) = (v2,v2) = 1. Pelo item (1)
deste lema, a geodésica {Zvy + vy | € € C, |e| = 1} eqiiita de v1,v2. Seja ¢ € L um ponto que eqiiita de

20 A circunferéncia o? 4+ 82 = 1 recobre G com grau 2.
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v1,v. Claramente, q¢ # v1,v2. Logo, podemos supor ¢ = 2 'v; + zv9, 0 # 2z € C. E fdcil verificar que
¥(q,v1) = Y(q,v2) significa |z| = 1. Em outras palavras, ¢ € {gv; +¢evqs | € € C,|¢] = 1}. Finalmente,

através de um calculo direto, obtemos ta(Evy + ev2,v1) = ta(Evy + €v2,v2) = & m

Segue do item (2) do lema anterior que uma geodésica esférica G determina univocamente em sua
linha projetiva L dois pontos distintos e ortogonais de cada um dos quais ela eqiiita. Denominaremos
tais pontos os vértices de G. Reciprocamente, dois pontos ortogonais vy, vy € L determinam uma tnica
geodésica G = {&v; +evg | € € C,|e| = 1} que os contém como vértices. Orientamos G orientando a
circunferéncia unitaria em C no sentido anti-horario. Obtemos, deste modo, a

2.2.19. Observagao. Geodésicas esféricas orientadas correspondem a pares ordenados de pontos
ortogonais em alhures.

Segue das Observacoes 2.2.16 e 2.2.19 que, ao classificar configuracoes geométricas com relacao a
acao de PUV, podemos substituir geodésicas hiperbdlicas e esféricas pelos seus vértices. Por exemplo,
obtemos diretamente da Classificagdo 2.2.7 a classificagdo em CPV de uma geodésica ndo-euclidiana (isto
é, geodésicas hiperbdlicas e esféricas sao geometricamente tnicas), de uma geodésica nao-euclidiana e
um ponto, de uma geodésica nao-euclidiana e uma linha projetiva, etc.

O Lema 2.2.18 permite reescrever, no caso de uma geodésica esférica, as equacoes da geodésica e
dos seus espagos tangentes presentes no Lema 1.4.5. Enquanto o invariante de Cartan participa da
equacgao da geodésica envolvendo dois de seus pontos nao-ortogonais, o p-invariante permite descrever
uma geodésica esférica em termos dos seus vértices (ortogonais):

2.2.20. Lema. Seja G uma geodésica esférica com vértices vy,vo € AV. Seja L a linha projetiva
de G.
(1) G é dada em L pela equagao b’ (x,v1,v3) = @, 0)wi,w) (@, v2) (02, 7) = 0. Em outras palavras,
(v1,v1) (v2, v2)
(z,v1)(v1,2)(v2,v2)

(@, v2)(v2, 2) V1, 01)

(2) Um vetor ¢ € TyL, com ¢ : Cg — V, é tangente a G > g se e s6 se

x € L pertence a G se e s6 se pu(x,v1,v9) =

t'(0,9,01,02) = t'(§(9), g, v1,02) = <¢<g)7U1><U1’?Zl+vig>,m><vh¢(g)>

_ <g?:(g)7112><v2,g> + <9»U2><U2,¢(9)> —o.

<U2, U2>

Demonstragao. (1) Vamos supor (v;,v;) = 3. Pelo item (1) do Lema 2.2.18, temos G = {gv; +¢cvs |
e € C,le| = 1}. Assim, tomemos em G os pontos p; = v1 +v2 € pa = (1 —i)vy + (1 + i)vy. Temos
(p1,p2) = 1. Seja x € L. Pelo Lema 1.4.5, z € G se e s6 se Im(z, p1)(p1,p2)(p2, ) = 0. Por um cédlculo
direto, obtemos

Im(x, p1){p1,p2) (P2, x) = Im(z,v; + 1)2><(]. —d)v + (1 + i)vg,x> =

= Im ({2, v01) + (x,v2>)(<v1,x> + (vg,x) + i ({02, ) — <v1,x>)) -

= Imi(<$,1}1><11271'> - <3§‘,U2><U1,I> =+ <J),’U2><’U2,ZE> - <1‘,’U1><’Ul,$>) = <Z‘,’U2><U2,I> - <1’,’Ul><’01,$>.
(2) A demonstragao deste item é andloga & do item anterior g

Geodésicas euclidianas nao correspondem a uma configuracao finita de pontos. No entanto, um par
ordenado de pontos nao-isotropicos distintos cuja tancia é 1 determina uma tnica geodésica euclidiana



40

orientada. Pelo item (2) da Classificacao 2.2.7, pares desta natureza sdo geometricamente Gnicos. Segue
que, assim como nos casos hiperbdlico e esférico, PUV age transitivamente no espaco de geodésicas
euclidianas.

Apresentaremos, no que se segue, interpretacoes geométricas para invariantes de trés pontos em alguns
casos interessantes. (Um outro caso importante pode ser encontrado em [AGG], Secdo 4, Teorema 4.2,
onde o n-invariante de uma tripla contendo dois pontos isotrépicos distintos e um ponto em AV nao-
ortogonal aos demais caracteriza um par de bissetores (vide Segdo 2.3) com uma fatia em comum: neste
caso, o invariante 7 mede a distancia entre as espinhas complexas dos bissetores envolvidos e também
um determinado dngulo entre as espinhas reais dos mesmos.)

Sejam p1, p2, p3 € BV. (Como definido na Introducdo, BV = BV USV.) Por tridngulo geodésico ori-
3

entado com vértices p1,pa, p3 entenderemos o conjunto A(py,p2,p3) = U Glpi, pit+1], onde G[p;, pi+1]
i=1

denota o segmento de geodésica contido em BV ligando p; e p;11 e orientado de p; para p;11 (conside-

ramos o indice ¢ médulo 3). Diremos que um tridngulo geodésico é (complexo) plano se os seus vértices

pertencem a uma mesma linha projetiva.

Seja L uma linha projetiva hiperbdlica (respectivamente, esférica). Parap € L\ SV, o espago tangente
T, L é complexo unidimensional e estd munido de uma forma hermitiana positivo-definida (respectiva-
mente, negativo-definida). Logo, podemos medir o angulo orientado de v;, € T; L para vs, € T}, L, no
sentido anti-horério, através da expressao?! Z(v1p,v2p) = Arg(va,,v1,). (Algumas vezes, utilizaremos
também o angulo orientado de vy, para vy, definido através da expressao Z(vi,,v2,) = arg(ve,, v1p).)

Como anteriormente, denotaremos XtV = AV e X~V = BV.

2.2.21. Proposicao. (1) Sejam pi,ps, p3s € CPV distintos dois a dois. Entao, p1,ps, ps pertencem
a uma mesma linha projetiva se e s6 se (consideramos os indices i médulo 3)

(@) p1,p2,ps ¢ SV e Y, talpi, piy1) = 1+ 2Reta(py, pa, ps) ou
T
(b) P1,P2,P3 € SVe A(p17p27p3) = j:§ ou

(c) pi € SV para exatamente um i € {1,2,3}, (p;, pi+2) 7# 0 e (i, Dit1, Piv2) +1 = 2Ren(pi, Pit1, Piva)
ou

(d) p; € SV para exatamente um i € {1,2,3} e (p;, pi+1) = (Di, Pi+2) = 0 ou
1

(e) p; ¢ SV para exatamente um i € {1,2,3} e Ren(pi, pi+1,Pit2) = 7

(2) Sejam py,p2,p3 € BV distintos e pertencentes a uma mesma linha projetiva L. Entdo, a drea
orientada do triangulo plano A(pi1,p2,ps) € dada por Area A(p1,pa,ps) = %A(pl,pz,pg).

(3) Sejam p1,p2,p3 € BV distintos. Seja u; o ponto polar da linha projetiva Liu;,u;11l. Entao,
os tridngulos planos A("2py, pa, p3), A(p1, “3p2, p3) e A(p1,p2, “1p3) possuem a mesma drea orientada.
Além disso, se p1,p2,ps € BV ou se p1,p2,p3 € SV, entdo esta area e a tancia entre os vértices
determinam geometricamente o tridngulo orientado A(p1,p2,ps3).

(4) Sejam p1,pa € BV distintos. Seja ¢ € BV, q¢ # p;. O angulo Riemanniano (ndo-orientado)
Zp1gp2 entre Glg,p1] e Glg, p2] em q é dado através da expressao

cos Zp1qpz =

1 1
- - Re (1—( )>
\/1 . \/1 _ n(q,p1,p2

ta(p2,q)

21Consideramos a funcio Arg com valores em [0, 27].



41

Se p1, q,p2 pertencem a uma mesma linha projetiva, entao o angulo em g, orientado de Glg, p1] para

Glq, p2] no sentido anti-hordrio, é dado por Zpiqps = Arg <1 — 1).
(¢, p1,p2)

(5) Sejap € CPV\SV um ponto cuja assinatura é o1. Seja G uma geodésica hiperbdlica cujos vértices
sd0 v1,v2 € SV e cuja linha projetiva é CPu'. Suponhamos “p # v;, i = 1,2. Seja 0o € {—1,+1}.
Definimos

ta(p, GNE7*V) = Ren(p, vi,v2) + o102|n(p, v1,v2)|.

Entao, ta(p, GNX?2V) é o minimo (respectivamente, mdximo) das tancias entre p e os pontos de
GNX22V se o109 = 1 (respectivamente, o109 = —1). Existe um tinico ponto g € GNX?2V que realiza
tal minimo (respectivamente, maximo). Se p ¢ G e (p,g) # 0, entdo a geodésica Gp, gl é ortogonal a
G em g, no sentido (pseudo-) Riemanniano.

(6) Seja p € CPV \ SV. Seja G uma geodésica esférica cujos vértices sao vi,v2 € AV e cuja linha
projetiva é L = CPut. Se “p = v; para algum i = 1,2, entdao G eqiiita de p. Vamos supor “p # v;.
Neste caso,

1
t2 o (p, G) = E(ta(p, v1) + ta(p, v2)) + Vta(p,v1) - ta(p, va)

min

fornece o maximo e o minimo das tancias entre p e os pontos de G. Existem tnicos pontos g1,g2 € G
que realizam, respectivamente, tal mdximo e tal minimo. Se p ¢ G e (p,g;) # 0, i = 1,2, entao a
geodésica Gp, g;! é ortogonal a G em g;, no sentido pseudo-Riemanniano.

Demonstragao. (1) E uma aplicagdo direta do critério de Sylvester. Considerando a matriz
de Gram M para representantes pi,ps,ps € V quaisquer, temos det M = (p1,p1){p2,p2)(ps,ps) +
3
2Re(p1, p2) (P2, ps) (3, p1) — Y _(Pi» Pig1)(Dit1, i) (Dit2, ig2). O fato que py,pa, ps pertencem a uma
i=1
mesma linha projetiva significa que det M = 0. Resta verificar, por um calculo direto, que esta ultima
condigao se reduz aquelas indicadas em (a), (b), (c), (d) e (e).

(2) Suponhamos, inicialmente, que p; ¢ SV. Seja vp, € Tp, BV um vetor nao-nulo ortogonal a L
em p;. Transportamos paralelamente vy, ao longo do segmento de geodésica G[p1, p2], depois ao longo
do segmento G[pz,p3] e, finalmente, ao longo de G[ps,p1], obtendo um vetor (ortogonal a L em p;)
’U;l € T, BV. Utilizando repetidas vezes o Corolério 1.7.6, é facil verificar que

o = (p1,p3)(p3, p2) (P2, p1)
(p1,1)(2, P2) (P3, p3)v/ta(p1, p2) ta(pa, ps) taps, p1

P1 ) Up -

O angulo orientado de vy, para vj, , tomado no intervalo [—, 7], ¢ uma medida aditiva de triangulos.
Portanto, é proporcional & drea orientada do triangulo A(py, p2, p3). O angulo em questao é Z (v, , v, ) =
arg(vy,, , vp, ) = arg ( — (p1,p3)(p3, p2)(p2.p1)). Esta férmula se estende para pontos isotrépicos. As-
sim, para determinar a constante de proporcionalidade entre o angulo calculado e a area do triangulo
A(p1,p2, ps3), podemos supor p; € SV (isto é, podemos supor que o tridngulo em questao é ideal).
Neste caso, ¢ um fato bem conhecido?? em geometria hiperbélica plana que, para /A(py, p2,p3) orien-
tado no sentido anti-horéario, temos Area A(p1,p2,p3) = § (lembramos que a métrica em uma linha

220 fato pode ser demonstrado diretamente, por integragido. Segue-se uma demonstracio utilizando o Teorema de

3
Gauss-Bonnet (vide [Che]): temos 2mx(A) = Z(ﬂ' — o) +/ Kgds +/ KdA, onde x(A) = 1 é a caracteristica de
‘ an A
i=1
Euler do tridngulo A = A(p1,p2,p3), o; = 0 séo os angulos de A, kg = 0 é a curvatura geodésica dos segmentos de
geodésica que compdem o bordo OA e K = —4 é a curvatura gaussiana. Portanto, 2w = 37 — 4 Area A\, de onde segue que
Arean =T,
4
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projetiva hiperbélica tem curvatura constante —4). Identifiquemos o disco LNBV com o disco unitério
em C utilizando as coordenadas projetivas [1 : z], z € C, |z] < 1. Considerando o tridngulo ideal
orientado no sentido anti-hordrio cujos vértices sdo py = [1 : 1], p2 = [1 : i] e p3 = [1 : —1], temos
arg ( — (p1,p3)(ps, p2)(p2, 1)) = —%. Portanto, o fator de proporcionalidade procurado é —3, e o
resultado segue.

(3) O fato que os tridangulos planos A(*2py, p2,p3), A(p1, “3p2, p3) € A(p1, P2, “1p3) possuem a mesma
drea segue diretamente do item anterior e da seguinte simples observagao: (p1,p2){p2,ps3)(ps,p1) =
(“2p1,p2) (P2, p3)(P3, “2p1) = (P1, “*p2)(“*pa, p3)(P3, P1) = (P1,P2) (P2, “*p3) ("1 D3, P1)-

Para demonstrar o restante do item, suponhamos inicialmente que nenhum dos p;’s é isotrépico.
Neste caso, podemos supor que (p1,p2,ps) tem a matriz de Gram indicada em (2.2.8), com o; = —1 e
r,r’ > 0. E claro que r,7’ se determinam através das tancias ta(p1, p2) e ta(pe,ps). Além disso, z se
determina pela 4rea A(py,ps,p3) = arg(—z) e pela tancia ta(pi,p3) = |2|?. Por outro lado, se todos os
pi’s s@o isotrépicos, basta aplicar o pardgrafo correspondente da demonstragao da Classificacao 2.2.7.

, ap.
(4) E um célculo direto. Pelo Lema 1.7.1, o vetor t;, = Tn(p19,p1)(q) = (—,¢) ® (pqu> ¢ tangente
a geodésica G[g,p;] em q. Temos
(a,9) (4, 9)(Pi pi) 1
ligrtiq) = — Ip;, Ipi) = — 1 —ta(pi,q)) =1—
tiartia) = = gy VP T ey ) = R

I ) g _ g9 2 a)ep)\ _ 1
<t2q7t1q> - > < p23p1> < > <<p2,p1> ) 1 77(

(P2, 9) (¢, 1 D2, 9){(q, p1 (¢, 9) ¢, p1,p2)

Os resultados seguem diretamente das férmulas acima.

(5) Podemos supor (u,u) = 1 e (v, v2) = % Como “p # v;, é facil ver que na base u, v, v € V o ponto
p admite um representante p = cl_lvl + 010102+ cou, ¢1,¢0 € C, ¢ # 0. Reescolhendo os representantes
u,v1,v2 € V (por exemplo, multiplicamos vy por |¢1|, dividimos vy por |¢1| e multiplicamos v por um
complexo unitdrio § tal que dco > 0) podemos obter p = gv; + o1evy + ru, onde € € C, |e] = 1 e
r > 0, sem alterar as igualdades ja estabelecidas. Além disso, todo ponto em GNX72V se expressa
univocamente na forma g(a) = a vy 4+ o2avs com @ > 0 e (g(a),g(a)) = o2. Observando que

1/01¢ _
(p.g() =5 (i + ogsa) e que (p,p) = o1|(p,p)|, obtemos

0109 1 2 2
2.2.22 =— | — 2 .
( ) ta (p, g(a)) 1. <a2 +a?+ 0'10'2Re€>

Logo, se 010 = 1 (respectivamente, 0105 = —1), a fungio ta (p, g(a)) possui um tinico minimo (respec-
tivamente, méximo), atingido quando o = 1. Em outras palavras, g = v + 0209 realiza o valor minimo

82

(respectivamente, maximo) das tancias entre p e os pontos de GNX72V. Segue de n(p, v1,v2) = m
que ta(p, GNX72V) = Ren(vy,ve,p) + 0'10'2‘7’](1]1,’1)27]9)’.

Para provar a ultima afirmacdo do item, suponhamos p # g e (p,g) # 0. Seja wy = (—,9) @ w,
w € g, um vetor tangente a G vy, v9! em g. Como (vy,g) = (vi,v1 + Tov2) = %0’2, temos G v, v9l =
CP(Rwv; 4+ Ryg). Logo, segue da Proposigéo 1.2.3 que w € Rv; +Rg+ Cg. Portanto, w € R9v;. Por outro
lado, seja wy, = (—, g) @ w', w' € g, um vetor tangente a Gp, gl em g.
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Suponhamos o109 = 1, isto é, 01 = 05. Neste caso,
_ 1 _
0 # (p,g) = (Evy + 01802 + Tu, U1 + 020) = 5(801 +Z03) =01 Reec € R.
Logo, Gip, gt = CP(Rp + Rg). Daf segue que w’ € Rp + Rg + Cg, isto é, w’ € R9p. Assim,

(wg,w;> - 7<gag><w7w/> = 70—2<w7w/> ~ <gv17p> ~

_ 1, _ )
~ (V1 — O9V9,EV1 + 01602 + TU) = 5(015 — 09e) = —opilme,

onde ~ significa R-proporcionalidade. Portanto, Re(wg, wy) = 0.
Suponhamos o102 = —1, isto é, 01 = —o3. Neste caso, 0 # (ip,g) = %(60’1 +E803) = —o1Ime € R.
Portanto, Gp, @ = CP(Rip + Rg). Segue que w’ € Rip + Rg + Cg, isto é, w' € RI(ip). Temos

(wg,wg) ~ (Jv1,ip) ~ —5(018 — 02¢) = —o1i Ree. Obviamente, Re(w,, w;) = 0.

(6) Seja o a assinatura de p. Podemos supor (u,u) = —1 e (v1,v1) = (v, v2) = 3. Pelo Lema 2.2.18,
temos que g(e) = Evy + €vg, onde € € C e |g| = 1, lista todos os pontos da geodésica G. Claramente,

(9(e),9(e)) = 1.

Se “p = v;, entdo a tancia ta (p, g(s)) =ta (“p,g(z—:)) =ta (vi, g(s)). Logo, segue do Lema 2.2.18 que
a geodésica G eqiiita de p.

Vamos supor “p # v;, i = 1,2. Neste caso, p admite um representante da forma p = cl_lvl +c1v2+cau,
paracy,ca € Cecy # 0. Reescolhendo os representantes vy, v, u € V' (por exemplo, multiplicamos vy por
um complexo unitario § tal que & % > 0, dividimos vy por é e multiplicamos u por um complexo unitario

8" tal que §’co > 0), podemos obter p = o~ 1v; +ave+ru, onde a > 0 e r > 0, sem alterar as igualdades ja

. o 1
estabelecidas. E facil verificar, por um céalculo direto, que ta (p,g(z—:)) = m (2 +a® 4 2Re €2> .
b, p «Q
Portanto, ta (p,g(e)) possui dois valores extremos, atingidos quando ¢ = +1 e ¢ = +i. Em outras
palavras, se 0 = +1 (respectivamente, 0 = —1), o ponto g1 = v; +vs realiza 0 méximo (respectivamente,
(

minimo) das tancias entre p e os pontos de G e o ponto go = i(vy—v1) realiza o minimo (respectivamente,
o 1
méximo) de tais tncias. Segue das igualdades ta(p,v1) = —— - — e ta(p,v2) =

. . 2
2|(p,p)| 2 o

2|(p, p)|

t t
by €)= L) iy ) ).

Provemos a tltima afirmacio do item. E facil ver que %(gl +¢2) € G. Disto, e do fato (g1 +g2,91) =
(91,91) € Rsegue que G = CP(Rg1 +R(g1 +92)) = CP(Rg1 +Rgs). Seja w,, = (—,g;) ©w, w € gj, um
vetor tangente a G em g;. Pela Proposicao 1.2.3, temos w € Rg; 4+ Rga + Cgj, isto é, w € R9gy = Rgo
para j = 1 e w € R9%g; = Rgy para j = 2. Além disso, temos 0 # (p,g1) € R e 0 # (ip,g2) € R, ou
seja, Gip, g1l = CP(Rp + Rg1) e G ip, g2l = CP(Rip + Rgs). Seja w;j = (—,9;)0u’,w € gj‘, um vetor
tangente a G ip, g;l em g;. Temos w’ € Rp+Rg1 +Cygy, isto é, w' € R9pse j =1 ew’ € Rip+Rgo+Cys,
ou seja, w' € R¥%(ip) se j = 2. Como (g2,9'p) = (g2,p) € iR e (g1,92(ip)) = (g1,ip) € iR, obtemos
Re(wj,w}) =0 m

2.2.23. Observagao. Podemos aplicar a correspondéncia entre pontos e linhas projetivas aos
itens (5) e (6) da proposi¢do anterior para calcular tancias entre geodésicas e linhas projetivas (este
ponto de vista foi utilizado, por exemplo, em [San]). Para ilustrar, seja G uma geodésica hiperbdlica
com vértices v1,v2 € SV e seja u € AV. Entao, a tancia minima entre um ponto g € GNBV e os
pontos de CPutNBV é 1—ta(g,u), pelo item (2) da Proposicdo 2.2.13. (Note-se que ta(g,u) < 0.) Pelo
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item (5) da Proposicao 2.2.21, a tdncia méxima entre u e os pontos de GNBV é dada por Re n(p, v1,v2)—
|77(pa v1,v2) | Segue que

ta(CPu" NBV,GNBV) =1 —Ren(p,vi,v2) + |n(p,v1,v2)|

é a tancia minima entre (as partes negativas) da geodésica e da linha projetiva em questdao. Clara-
mente, um raciocinio semelhante pode ser aplicado para os demais casos, envolvendo geodésicas e linhas
projetivas de outras naturezas m

Como vimos, as demonstragoes do Lema 2.2.18 e da Proposigao 2.2.21 baseiam-se simplesmente na
escolha de bases para o espago vetorial V que sejam adequadas & descrigao de varias situacoes envolvendo
geodésicas e combinagcoes de pontos e geodésicas em CPV. Para referéncias futuras, colecionamos abaixo
todas as bases utilizadas nas referidas demonstragoes, bem como apresentamos outras que abragem os
demais casos, ainda nao utilizados.

2.2.24. Bases. Seja p € CPV. Seja G C CPV uma geodésica. Seja L = CPu’ a linha projetiva
de G.

(1) Vamos supor u € AV e u # p. Sejam vy, v 0s vértices da geodésica hiperbdlica G. Suponhamos,
inicialmente, que “p # v1,vs. Entao, existem representantes wu,vi,vs,p € V tais que a matriz de Gram
da base u,v1,v9 € V e as expressoes para p e G \{v1,v2} nesta base sdo dadas, respectivamente, por

1 0 0
00 5|, p=gvitevs+ru, c€C, lg[=1,r>0,
01 0

gr(@) =a vy tavy, >0, (gi(a),gs(a))==1, g4(a) €AV, g_(a) EBV.

Os nuimeros €2 e r tém significado geométrico. De fato, por um lado, se p é nao-isotrépico e o é a
assinatura de p, entao

n(p, v1,v2) 2. talw) o 1-2Ren(p,vi,v)
[n(p, v1,v2)| 2|n(p, v1,v2)| 2|n(p,v1,v2)|

(2.2.25) e =+0-

Por outro lado, se p é isotrépico, entao arg(Fe?) = A(p, v, v2) e 12 = Re(Fe?).
Se "p = wv; parai =1 oui = 2, entao existem representantes p,u,vy,vs € V para os quais sao validas
todas as expressoes acima, exceto aquela para p, que deve ser substituida por p = v; ou por p = v; + u.

(2) Vamos supor v € BV e u # p. Sejam vy, vy o0s vértices da geodésica estérica G. Suponhamos,
inicialmente, que “p # v1,v9. Entdo, existem representantes u,vy,ve,p € V tais que a matriz de Gram
da base u,v1,v9 € V e as expressoes para p e G nesta base sao dadas, respectivamente, por

\
e L

, p:a_lvl—i-owg—i—ru, a>0,r>0

o= O

o
= O O

9(5) =E&v; +¢evy, € € C, ‘5‘ =1, <g(5)ag(€)> =1

Os niimeros « e r tém significado geométrico. De fato, por um lado, se p é nao-isotrépico e o € a
assinatura de p, entao

t —t t t -1
(2.2.26) ot = B2 apw) _, talpu) Fralpig) 71

ta(p, v1) . 2./ta(p, v1) ta(p, v2) 2+/ta(p, v1) ta(p, v2)
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wp,va,v1) +1
N:(p,UQ,'Ul) 67"2: ( — ) .
2/ p(p; va, v1)
Se “p =wv; parai =1 oui = 2, entao existem representantes p,u,vy,vs € V para os quais sao validas
todas as expressoes acima, exceto aquela para p, que deve ser substituida por p = v; +ru, v > 0. Neste

Por outro lado, se p é isotrépico, entdo a* =

- . 2 . .
caso, temos 1> = = | 1 ) se p é nao-isotrépico ou r = 5 sepé isotrépico.

2 ( - ta‘(p7 Ui)

(3) Vamos supor u € BV, u # p. Sejam wy,we € G pontos distintos, ortogonais e tais que “p #
w1, wy. Entdo, existem representantes u, wy, wq,p € V tais que CP(Rw; +Rwsy) = G e tais que a matriz
de Gram da base u,wi,ws € V e as expressoes para p e G nesta base sao dadas, respectivamente, por

-1

o = O

0
0 0], p=clwi+cwy+ru, 0#£c€C,r>0
0 1

g(, B) = awy + Pws, a, BER, &® + 5% =1, (g(, ), 9(e, ) = 1.

(4) Vamos supor u € SV, u # p. Sejav € G, v # p,u. Seja w € CPv*, w # Vp,u. Suponhamos,
inicialmente, que "p # u. Entdo, existem representantes u,v,w,p € V tais que CP(Ru + Rv) = G e
tais que a matriz de Gram da base u,v,w € V e as expressoes para p e G\{u} nesta base sao dadas,
respectivamente, por

0 0 1
o1 0], p:cflu—kclw—i-ch,O;écle(C, ceC
1 00

gt) =tutv, teR, (g(t),g(t)) = 1.

Se Yp = u, entao existem representantes u,v,w,p € V para os quais sdo validas todas as expressoes
acima, exceto aquela para p, que deve ser substituida por p = ¢ 'v 4 cu, 0 # c € C.

(5) Vamos supor p = u. Se u € AV, entdo temos para V a base p,v1,v2 € V como em (1), com a
matriz de Gram e as expressoes para G \{v1,v2} indicadas naquele item. Se u € BV, entao temos para
V' as bases p,v1,vs € p, w1, ws indicadas em (2) e (3), com as respectivas matrizes de Gram e expressoes
para G indicadas naqueles items. Finalmente, se u € SV, temos para V a base p,v,w como em (4),
com a matriz de Gram e expressdo para G \{u} indicadas naquele item.

Demonstragao. (1) Fixemos (u,u) =1 e (v1,v2) = 3.

Vamos supor u # p e “p # vy, v2. Neste caso, podemos tomar p = cflvl +cjvo+cou, onde ¢y, co € Ce
¢1 # 0. Reescolhendo os representantes vy, v, u € V' (por exemplo, multiplicando v por |e1], dividindo
vy por |ci| e multiplicando « por um complexo unitario ¢ tal que dey > 0) podemos ainda obter, sem
alterar as igualdades j& estabelecidas, p = gv; +evy +ru, onde e € C, [e| =1 e r > 0.

Suponhamos, por um lado, que p é ndo-isotrépico. E claro que (p,v;) # 0 para i = 1,2 : caso
contrario, segue de 0 = (p,v;) = (“p,v;) e de “p € CPut que “p = v; (em CPV), absurdo. Logo, pela

parte correspondente da demonstragao da Classificagdo 2.2.7, o tinico invariante de trés pontos envolvido
2 2

€ ta(p, u) r

e ta(p,u) = —

2(p, p) ’ (p,p)
seguem facilmente as duas primeiras igualdades em (2.2.25). Quanto & dltima igualdade, observe-se que

é n(p,v1,v2). Através de um cdlculo direto, obtemos n(p, v1,v2) = +

, de onde

r? ta(p, u)(p,p)

T TRee2 112 2(p, p) Ren(p,v1,v2) + ta(p,u){p,p)

ta(p, u)
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Utilizando este fato e o item (le) da Proposigao 2.2.21, obtemos 2 Ren(p, v1,v2) + ta(p,u) = 1.

Por outro lado, vamos supor que p é isotrépico. Claramente, (p,v;) # 0, i = 1,2. Pela parte
correspondente da demonstragdo da Classificagdo 2.2.7, o tnico invariante envolvido é o de Cartan.
Temos A(p,v1,v2) = arg(Fe?). Segue de (p,p) = 0 que r? = Re(Fe?).

Finalmente, suponhamos u # p, “p = v; e p # v;. Neste caso, temos p € L w;, ! = CPv;-. Portanto,
podemos tomar p = cv; + u, onde 0 # ¢ € C. Sem alterar as igualdades ja obtidas, reescolhemos os
representantes vy, ve € V de modo a obter p = v; + u.

(2) Fixemos (u,u) = —1 e (v1,v1) = (v2,v2) = %.

Vamos supor u # p e “p # v1,vs. Neste caso, podemos tomar p = cflvl + ¢1v2 + cou, onde ¢, ¢ € C,
¢1 # 0. Reescolhendo os representantes vy, ve,u € V' (por exemplo, multiplicando v; por um complexo
unitdrio § tal que & % > 0, dividindo ve por este mesmo § e multiplicando « por um complexo unitédrio
8" tal que §’cy > 0), podemos ainda obter p = a~tv; + avs + ru, onde a > 0 e r > 0, sem alterar as
igualdades j4 estabelecidas. O fato que g(¢) lista todos os pontos de G segue do item (2) do Lema 2.2.18.

Suponhamos, por um lado, que p é nao-isotrépico. E claro que (p,v;) # O parai = 1,2: caso contrario,
segue de 0 = (p,v;) = (“p,v;) e de “p € CPut que “p = v;1; (em CPV, tomando o indice médulo 2),
absurdo. Assim, pela parte correspondente da Classificagdo 2.2.7, as tdncias sdo os tnicos invariantes

1 1
continuos a se considerar neste caso. Por um calculo direto, obtemos ta(p, v1) = ﬁ - —5, ta(p,v2) =
b, p

.2

% e ta(p,u) = ﬁ, de onde seguem facilmente as duas primeiras igualdades em (2.2.26). Quanto
p,p )

a ultima igualdade, basta observar que

2

ta(p, u) —r? ta(p, u)
a(p,u) = - = .
P g+ 9 =12 ta(p,vr) + ta(p, v2) + ta(p, u)

Assim, utilizando o item (la) da Proposicao 2.2.21, é facil ver que ta(p,v1) + ta(p, v2) + ta(p,u) = 1.

Por outro lado, vamos supor que p é isotrépico. Claramente, (p,v;) # 0 para i = 1,2. Logo, o

. . 7 7 . . 2
p-invariante é o tnico a se considerar neste caso. Temos u(p,v2,v1) = a* e 0 = (p,p) = ﬁ + % —r?

de onde segue o desejado.

Finalmente, suponhamos v # p e *p = v;. Neste caso, temos p € Liu,v;l. Logo, podemos tomar

p = v; + cu, onde ¢ € C. Reescolhendo o representante u € V', podemos obter p = v; 4+ ru, sem alterar
1

2(p, p) 192

as igualdades anteriores. Se p é ndo-isotrdpico, entao segue de ta(p,v;) =

desejada. Caso contrario, 0 = (p,p) = % — 72 implica que r = g

a igualdade

A demonstragdo dos demais itens é andloga m

2.2.27. Corolario. (1) Seja p € CPV \ SV. Sejam vi,v3 € SV pontos distintos e seja u o
ponto polar da linha projetiva Lvi,val. Vamos supor que “p # wvi,vo. Entéo, temos a identidade
2Ren(p,v1,v2) + ta(p,u) = 1. Além disso, valem as desigualdades Ren(p,v1,v2) < % parap € AV
e Ren(p,vi,v2) > % para p € BV. Em ambos os casos, a igualdade ocorre exatamente quando p €
Ly, val.

(2) Sejam py1,p2,ps € SV pontos distintos. Entao, A(p1,p2,ps3) € [=%,5]. Os valores extremos sao
assumidos exatamente quando p1, p2, ps pertencem a uma mesma linha projetiva.

(3) Seja p € CPV \ SV. Sejam vi,v92 € AV pontos distintos e ortogonais. Seja w o ponto polar
da linha projetiva Lvy,val. Vamos supor que “p # v1,va. Neste caso, temos a identidade ta(p,v1) +
ta(p,va) + ta(p,u) = 1. Além disso, vale a desigualdade ta(p,v1) + ta(p,v2) > 1 parap € AV. A
igualdade ocorre exatamente quando p € L vy, val.
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Demonstragiao. E uma aplicacio direta das férmulas em (2.2.25), em (2.2.26) e do item (1) da
Proposigao 2.2.21 g

A Classificacao 2.2.7 ndo permite o estudo, em geral, de configuragbes geométricas contendo duas
geodésicas. E f4cil ver, no entanto, que a classificacdo de 4 pontos em CPV (e, em principio, de n
pontos), pode ser realizada utilizando as mesmas técnicas presente na demonstracao daquela classi-
ficacao. Embora nao realizemos, neste texto, um estudo detalhado da interpretacao geométrica dos
invariantes de quatro pontos, apresentaremos no que se segue a classificagdo geométrica de um par de
geodésicas orientadas em CPV, que serd 1til na demonstragdo da Proposicdao 2.4.7. Como vimos nas
Proposigoes 2.2.13 e 2.2.21, é sob o ponto de vista dos invariantes envolvidos nesta situacao e de suas
interpretagbes geométricas, que problemas muito importantes como o da intersegio de bissetores (vide,
por exemplo, [San]) devem ser abordados.

A demonstragao da classificacao seguinte é semelhante a da Classificagdo 2.2.7.
2.2.28. Classificacao. Seja (p1,p2, p3, p4) uma 4-upla ordenada de pontos em CPV.
(1) Se todos os pontos em questao sdo isotrdpicos, a 4-upla classifica-se através das tancias, dos

invariantes de Cartan e dos invariantes de Koranyi-Reimann.

(2) Vamos supor que p1,ps sdo distintos e isotrépicos e que ps, py sdo positivos e ortogonais. Entao,
a 4-upla em questao classifica-se através das tancias, dos n-invariantes e dos p-invariantes.

(3) Vamos supor que p1,p2 sdo positivos e ortogonais e que ps, py Sao positivos e ortogonais. Entao,
a 4-upla em questao classifica-se através das tancias e dos invariantes de Koranyi-Reimann.

Demonstragao. (1) Utilizando a Classificagdo 2.2.7, vamos supor que os pontos da 4-upla em
questao sao todos distintos. Assim, podemos tomar

(p1,p2) = (P2,p3) = (p3,pa) =1, (p1,p3) = 21, (P2,pa) = 22, (P1,pa) = 23,

onde 0 # z; € C, i = 1,2,3. E facil ver que ainda podemos fazer |z1] = 1 : de fato, multiplicando
p1,p3 por um complexo nao-nulo ¢ € C e dividindo ps, py pelo conjugado ¢, ndo alteramos as igualda-
des acima, enquanto multiplicamos z; por |c|?. Agora, z; se calcula através do invariante de Cartan
1

A(p1,p2,p3) = arg(—z1). Por outro lado, 23 e 25 se calculam através dos invariantes X(p1, p2, p3, p4) = —
23

Z1%22

e X(p1,p3,p2,p4) = 0
3

(2) Vamos supor

(p3,p3) = (Pa,pa) =1, (p1,p2) =1, (p2,p3) = 21, (P1,p3) = 22, (P2,pa) = 23, (D1,Pa) = 2,

onde z; € C,i=1,2,3.

Inicialmente, consideremos z; # 0. Neste caso, podemos tomar z; = 1. Agora, zo se calcula pelo
invariante n(ps,p2,p1) = z2. Além disso, reescolhendo o representante py € V', é possivel supor que
z3 > 0. Deste modo, 23 se calcula através do p-invariante p(pa, ps,p3) = 25. Se z3 # 0, determinamos
z4 através de 1(p4,p2,p1) = z324. Por outro lado, se z3 = 0, entd@o podemos supor z4 > 0. Neste

2
. . , Z,

caso, ha duas alternativas: zo # 0 e z4 se determina através de u(p1,ps,p3) = ﬁ, ou zo = 0 e, pelo
22

critério de Sylvester, obtemos z4 = 1 automaticamente. (De fato, neste tltimo caso, a matriz de Gram

010 2z4

. 1010
de (p1,p2,p3,p4) é M = <0 11 0). Temos 0 = det M = 2% — 1.)
2400 1
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Por fim, vamos supor z; = 0. Note-se que nao é possivel que z3 = 0 : neste caso, teriamos ps, p3, P4
pertencentes & mesma linha projetiva euclidiana CPpy-, absurdo. Logo, podemos supor z3 = 1. Agora,
z4 se determina através de n(p4,p2,p1) = z4. Claramente, podemos supor zo > 0. Assim, se z4 # 0,

2

22 - .
calculamos zo por u(pi1,ps,p4) = W; caso contrario, se z4 = 0, obtemos automaticamente zo, = 1
4

através do critério de Sylvester. (De fato, neste tltimo caso, a matriz de Gram de (p1,pa,ps,ps) €

z20 10

0120
Mﬁ<1001>.Tem050:detM:z§—1.)
0101

(3) Vamos supor

(pispi) =1, (p2,p3) = 21, (p1,p3) = 22, (D2,pa) = 23, (P1,pa) = 2,

onde z; € C,i=1,...,4.

Suponhamos, inicialmente, que z; # 0 para todo i. E facil ver que podemos tomar z1, 29,23 > 0.
Logo, 21,22, 23 se calculam através das tancias ta(ps,p3) = 2%, ta(p1,p3) = 25 e ta(pe,ps) = 253. O
. 2223
complexo z4 se calcula através de X(p1,ps3, p2,p4) = ——.
R421
Finalmente, vamos supor que pelo menos um dos z;’s é nulo. Por simplicidade, tomemos z; = 0.
Podemos supor z», z3, z4 > 0 e utilizar as tancias adequadas para determinar estes trés tltimos niimeros

reais m

Concluindo esta secao, apresentaremos algumas caracterizacgoes e propriedades basicas de geodésicas
uteis para a discussao dos objetos elementares que encontraremos em seguida (planos reais e bissetores).

Seja L uma linha projetiva hiperbdlica. Sejam Gi,Ge C L duas geodésicas distintas. Diremos que
G1, Go sao concorrentes (tangentes, ultraparalelas) se e s6 se a interse¢ao G1 N Gz consiste de exatamente
dois pontos distintos (de um unico ponto, é vazia).

2.2.29. Lema. (1) Seja L uma linha projetiva. Seja G C L uma geodésica. Entao, existem
p1,p2 € L distintos, nao-isotrépicos e de mesma assinatura tais que G eqiiita de p;1,ps. Suponhamos L
nao-euclidiana. Neste caso, reciprocamente, dados p1,ps € L distintos, nao-isotrépicos e de mesma assi-
natura, o lugar geométrico dos pontos em L'\ SV que eqiiitam de pi,ps estd contido em uma geodésica.

(2) Uma geodésica divide a linha projetiva a qual pertence em duas componentes conexas distintas.

(3) Seja L uma linha projetiva ndo-euclidiana. Seja G C L uma geodésica. Sejam q1,q2 € G
pontos distintos e ndo-ortogonais. Entdo, as componentes conexas nas quais G divide L sao dadas pelos
conjuntos {55 €L |Im (<$7Q1><CI17QQ><CI273«”>) > 0} e {x €L [Im (<33,(11><Q17(12><Q2>$>) < 0}-

(4) Duas geodésicas distintas contidas em uma mesma linha projetiva hiperbdlica se interceptam, no
maximo, em dois pontos distintos.

(5) Seja L uma linha projetiva hiperbdlica. Sejam Gi = Gp1,p2l e G = Gluy, vl geodésicas
distintas em L, com p1,ps ndo-ortogonais e v1,v3 € SV. Entao, Gi, Gz sdo concorrentes (tangentes,
ultraparalelas) se e sé se

Im ((v1, p1)(p1, p2) (P2, v1)) - Im ((v2, p1)(p1, p2) (P2, v2)) <0 (=0, > 0).

(6) Seja G = Gy, val, v1,v2 € SV, uma geodésica hiperbdlica cuja linha projetiva é CPu'. Seja
p € CPV, “p # v;. Entao, dentre os pontos em G NBV nao-ortogonais a p, existe no maximo um ponto
g tal que a geodésica G p, gl é ortogonal a G em g, no sentido Riemanniano.

(7) Duas geodésicas distintas contidas em uma mesma linha projetiva esférica L sempre se interceptam
em dois pontos distintos e ortogonais.
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(8) Duas geodésicas distintas contidas em uma mesma linha projetiva euclidiana L. sempre se inter-
ceptam no ponto isotrépico de L. Existe, no maximo, mais um ponto de intersecao das geodésicas em
questao.

Demonstragao. (1) Comecemos pela reciproca. Assim, suponhamos L ndo-euclidiana e sejam
p1,p2 € L distintos, ndo-isotrépicos e de mesma assinatura. Podemos supor (p;,p;) = o € {—1,+1}
e (p1,p2) = a > 0. Temos o2 # a®. Todo ponto p € L\{p1,p2} admite um representante da forma
p(2) = 27 p1 + zpo. E fécil ver que ﬁ(p(z),pl) = ﬁ(p(z),pg) significa |z| = 1. Resta aplicar o item (2)
do Lema 2.2.18.

Reciprocamente, suponhamos que a linha projetiva L é esférica. Pelo item (1) do Lema 2.2.18, G
equita de seus vértices em L. Por outro lado, suponhamos L hiperbdlica. Sejam vi,v2 € SV os vértices
de G. Podemos supor (vy,vs) = 3. Fixemos € € C, [¢| = 1, Ree? > 0 (ou Ree? < 0) e Ime? # 0.
Definimos?? p; = gv; — evg e py = ev; — Evg. As restrigdes sobre & garantem que py,p2 € LNBV (ou
p1,p2 € LNAV), que p1,p2 ¢ G e que py # po. E f4cil verificar que G eqiiita de p1,ps. Finalmente, se
L é euclidiana, nao ha nada a fazer: neste caso, G eqiiita de quaisquer py,ps € L nao-isotrépicos.

(2) E imediato.
(3) E uma conseqiiéncia direta do Lema 1.4.5.

(4) Dados trés pontos distintos em L, dois sdo necessariamente nao-ortogonais. Estes, pela Ob-
servacao 1.4.3, determinam uma tdnica geodésica.

(5) Sejam Gi,Gs C L geodésicas hiperbdlicas distintas.

Se G1 e Gy nao possuem um vértice em comum e se os vértices de Gy ndo pertencem a uma mesma
das componentes conexas nas quais G; divide L,?* entdo é facil ver que G1, G possuem um ponto de
intersecao ¢ € BV. Neste caso, pelos argumentos apds a Observacao 1.4.3, as geodésicas em questao
também se interceptam no ponto positivo ortogonal a ¢ em G;. Segue que Gi,Gs sao concorrentes.
Reciprocamente, suponhamos G, Ga concorrentes nos pontos ¢i, g2. Claramente, ¢, g2 sao ortogonais
e, em particular, nao-isotrépicos de assinaturas diferentes. Pelo Lema 1.4.4, G, Gs sao transversais
(como subvariedades de L) em ¢; e em g2. Segue que os vértices de Go nao pertencem a uma mesma das
componentes conexas nas quais G; divide L. Em outras palavras, pelo item (3), Gy, Go sdo concorrentes
se e s6 se Im ((v1, p1)(p1,p2) (P2, v1)) - Im ({va, 1) (p1, P2) (P2, v2)) < 0.

Por outro lado, é facil ver que, se G1, Go possuem um vértice em comum, entao este é o inico ponto
de intersecao de tais geodésicas, que sao tangentes. Reciprocamente, se as geodésicas possuem apenas
um ponto de intersecdo, entdo, pelos argumentos apés a Observagdo 1.4.3, este ponto é isotrépico e,
portanto, um vértice comum. Em outras palavras, pelo Lema 1.4.5, G1, Gy sao tangentes se e sé se
Im ((v1, p1)(p1,p2) (P2, v1)) - Im ((v2, p1)(p1,p2) (P2, v2)) = 0.

Por fim, G, Gs sao ultraparalelas exatamente quando os vértices de G, pertencem a uma mesma das
componentes conexas nas quais G; divide L. Pelo item (3), isto significa Im ((vl,p1>(p1,p2><p2,v1>) .

Im (<U27P1><P1,p2><p2,112>) > 0.
(6) Como na primeira das Bases 2.2.24, vamos supor (vi,vs) = % ep=¢vy —evg +1u, € € C,
le| =1, 7 > 0. Todo ponto em GNBV se expressa univocamente na forma g(a) = a~tv; — avq, a > 0,

g(a)p
o (07 = —1. Su onao (07 €emos, pelo Lema 1.7. y ue —, o -_—
(g(), g(@)) = —1. Supondo {p, g(a)) # 0t pelo Lema 1.7.1, que {—, g( )>®<p7g(a)>

tangente a G p, g(a)! em g(c). Além disso, pela Proposicao 1.2.3, (—, g(@)) ® (™ v1 + aws) é um vetor

é um vetor

23Do ponto de vista do disco de Poincaré LNBV, o que fazemos é claro: pela demonstracio do item (5) da Pro-
posicao 2.2.21, v; — v2 é o ponto mais préximo de p; em G e p2 é a reflexdo de p1 em vy — va.

24Equivalentemente, neste caso, os vértices de G; ndo pertencem a uma mesma das componentes conexas nas quais
Go divide L.
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tangente a Glvy, vl em g(a) (note-se que (g(a),a™tv1 + awvs) = 0). Assim, Gp, g(a)l e Glvy, vyl séo
ortogonais em g(a), no sentido Riemanniano, exatamente quando

g(a)p L g(a) L
Re <<—,g(a)> ® ————, <—,g(oz)> ® (@™ v + av2)> = Re <,a vy + ow2> =
(p,9(e)) (p,g(a))
 Re (Evy — evg, ™ tvy + awg)  Re Fa—ea ! _ 0
- (Fvy — evg,a vy — aug) —Fa—ea~l
| =1
Finalmente, esta condigao significa e ea _fa—ed isto é, a® — a2 = a~? — o2, ou seja,

—Fa—cea~!  ea+Eal’
a=1.
(7) Sejam Gi,Gy € L geodésicas distintas. Seja p € Gy \ Go. E fécil verificar que p e o seu ponto
ortogonal em L nao pertencem a uma mesma das componentes conexas nas quais G; divide L. De fato,
sejam p1,p2 € G distintos e nao-ortogonais. Temos

m ((7p1, p1)(pr, pa) (b, ?p1)) = (Ppr, Ppr) Im (<p1,p2> (<p2,p1> _ W}) -

- _W Im ((p, p1)(p1,p2) (P2, 1))

Resta aplicar os itens (3) e a discussdo apds a Observagao 1.4.3.

(8) Segue diretamente da discussao apds a Observagao 1.4.3 e da identificagdo L \{p} ~ C estabelecida
apos a Observacao 1.5.4 @

2.3. Planos reais

Os objetos geométricos mais simples e naturais em CPV provéem de R-subespagos lineares em V. Na
secao anterior, abordamos algumas caracteristicas de dois objetos desta natureza, as linhas projetivas
e as geodésicas. Nesta secao, estudaremos subespagos totalmente reais de dimensao méxima em CPV,
os planos reais. Embora planos reais nao estejam em correspondéncia com arranjos finitos de pontos,
muitas configuracoes geométricas que os contém envolvem o estudo de invariantes de arranjos deste tipo
(vide, por exemplo, a Observagao 2.3.4).

Seja W C V um R-subespacgo vetorial, dimg W = 3, tal que W satisfaz as condicoes descritas no
inicio da Secéo 1.4. Nos termos daquela secio, R = CPW ~ RP? é um subespaco totalmente real
de CPV. Denominaremos R um plano real.?® Pelo Lema 1.4.1, temos a identificacio V ~ C @ W.
Segue que a forma restrita a W tem a assinatura (2,1) (em particular, é ndo-degenerada). Portanto,
as intersecoes de R com BV e AV sdo, respectivamente, um disco e uma fita de Mobius, colados pela
circunferéncia de pontos isotrépicos RN SV. Pelo Lema 1.9.3, R possui curvatura seccional (curvatura
gaussiana) constante —1 em seus pontos nao-isotrépicos. Restrita ao disco RN BV a métrica hermitiana

¢ a métrica de Klein usual (vide [Beal]). Por esta razao, tal disco serd denominado disco de Klein.

Seja R = CPW = RPW um plano real. Existe uma correspondéncia biunivoca entre pontos e
geodésicas em R. De fato, ao ponto p € R associamos a geodésica?® CPpw C R, onde p™ =ptNW

25Deste momento em diante, ao definir um plano real R através da expressio R = CPW, estaremos assumindo
implicitamente que W C V é um R-subespaco vetorial, dimg W = 3, satisfazendo as condigdes descritas no inicio da
Secao 1.4.

26Note-se que, como a forma restrita a W é real ndo-nula, temos dimp pW = 2. E claro que pW satisfaz as condicdes
descritas no inicio da Segao 1.4.
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é o complementar ortogonal de p em W. Diremos que p é o ponto polar em R da geodésica CPp-w .
Obviamente, a natureza de uma geodésica contida em um plano real depende da assinatura de seu ponto
polar, como no lema abaixo.

2.3.1. Lema. Seja R = CPW C CPV um plano real.

(1) Seja p € R. A geodésica CPp™ C R é respectivamente esférica, euclidiana, hiperbdlica exata-
mente quando p € BV, p € SV, p € AV. Em particular, a fita de Mébius RNAV é o espago de
geodésicas do disco de Klein RNBV.

(2) Seja G C R uma geodésica. Entao, o ponto polar de G em R é o ponto polar da linha projetiva
de G.

(3) Existe uma tinica geodésica em R ligando quaisquer dois pontos distintos deste plano real. Além
disso, duas geodésicas distintas em R sempre se interceptam em um iinico ponto.

Demonstragao. (1) A forma restrita a W tem assinatura (2, 1).
(2) E imediato.
(3) No sentido da projetivizagao real RPW = CPW = R, as geodésicas sao as linhas projetivas de R m

4

Assim, embora os discos de Klein e de Poincaré “modelem” uma mesma geometria (hiperbdlica plana),
hé uma diferenca essencial a se observar: o tipo de objeto geométrico que desejamos enfatizar. De fato,
trabalhando com o “modelo” real para a geometria hiperbdlica plana, estamos lidando com um espago
de geodésicas. Por outro lado, o “modelo” complexo é um espaco de pontos.

2.3.2. Lema. (1) Sejam pi,ps,p3 € CPV pontos distintos, nao-ortogonais dois a dois e nao
pertencentes a uma mesma linha projetiva. Entao, pi,ps,ps determinam um plano real se e s6 se
(p1,p2) (P2, p3){(P3,p1) € R. Se existir, o plano real contendo py,pa,p3 & tinico.

(2) Seja G uma geodésica nao-euclidiana e seja L = CPu™’ a linha projetiva de G. Seja p € CPV,
p ¢ G, p # u. Entao, existe um (iinico) plano real contendo a geodésica G e o ponto p se e s se a
projecao “p € G.

Demonstragao. (1) Se p1,p2, ps pertencem a um plano real CPW, entao (p1, p2)(p2,p3){ps,p1) € R
uma vez que a forma restrita a W é real. Provemos a reciproca. Podemos supor (p1,p2), (p2,p3) € R.
Segue de (p1,p2)(p2,ps)(ps,p1) € R\ {0} que (p3,p1) € R. Em outras palavras, a forma restrita a
Rp; + Rps + Rps é real. Finalmente, por nao pertencerem a uma mesma linha projetiva, p1, p2, p3 sao
C-linearmente independentes, de onde segue que a forma restrita a Rp; + Rps + Rps é nao-degenerada.
Resta aplicar o Corolério 1.4.2.

(2) Suponhamos “p € G. Neste caso, é claro que p e G ndo pertencem a mesma linha proje-
tiva. Além disso, podemos tomar p1,ps € G tais que “p, p1,p2 sao dois a dois nao-ortogonais. Temos
(p, p1){p1,p2) (P2, D) = (“P,p1){P1,D2) (P2, “p) € R. Pelo item (1) deste lema, p,p1,p2 determinam um
plano real. Reciprocamente, vamos supor p e G contidos em um plano real R. Entao, G possui um
ponto polar em R ; pelo item (2) do Lema 2.3.1, tal ponto polar é u. Agora, utilizando o fato u € R, é
facil ver que "p € G m

A proposicao a seguir estuda a intersecio entre linhas projetivas e planos reais.
2.3.3. Proposicao. Seja R = CPW C CPV um plano real.

(1) Sejam p € CPV e L = CPpt. A intersecao LNR consiste de uma geodésica se (e sé se) p € R e
de um 1inico ponto se (e sé se) p ¢ R.

(2) Seja p € CPV, p ¢ R. Entao, existe uma tnica linha projetiva que contém p e que intercepta R
em uma geodésica.
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(3) Sejap € R\ SV. SejaL = CPp*. Entao, L e R sdo ortogonais,?” no sentido pseudo-Riemanniano,
nos pontos nao-isotrépicos da geodésica G = RNL.

Demonstracgao. (1) Temos 1 < dimg p*" < 2. De fato, por um lado, dimg W + dimg p* = 7; por
outro, V ~ C® W. E facil ver que LNR é uma geodésica se e s6 se dimg p™" = 2. Este fato, por sua
vez, é equivalente a p € R.

(2) Se uma linha projetiva contém p, entdo seu ponto polar pertence a CPpt. Por outro lado, pelo
item anterior, se uma linha projetiva intercepta R em uma geodésica, entao seu ponto polar pertence
a R. Resta observar, também pelo item anterior, que CPp* N R consiste de um tinico ponto.

(3) Seja g € G um ponto nao-isotrépico. Seja G 3 ¢ distinto de g e ndo-ortogonal a g. Seja R\ G > u
nao-ortogonal a g,q. Fixemos representantes para g,u tais que (g,q), (q,u) € R. Segue do item (1)
do Lema 2.3.2 que (u,g) € R. Temos R = CP(Rg + Rg + Ru). Seja vy, = (—,9) @ v1, v1 € g+,
um vetor tangente a L e perpendicular a G em g. O fato de v, ser tangente a L em g significa, pela
Proposicao 1.2.3, que v; € Cg + Cgq, isto ¢, que v; € Cq. O fato de vy, ser perpendicular a G em g
significa que Re <1)1, (¢ g) 1 gq> = 0, pois, pelo Lema 1.7.1, o vetor Tn(q?,%)(g) = ((q-",g)‘1 9q)g é
tangente a G em g. Segue que v; € iR9¢ (note que (9¢,%¢) # 0, uma vez que L é ndo-euclidiana). Seja
Vag, V2 € g+, um vetor tangente a R g, ¢, ul em g. Temos vy € Rg+Rg+Ru+Cg, isto é, vo € R9g+R9u.
Portanto, Re <vlg,v2g> =0m

Seja R um plano real. Seja p € CPV, p ¢ R. Pelo item (2) da proposi¢ao anterior, existe uma
unica linha projetiva L contendo p que intercepta R em uma geodésica. Pelo item (3), tal intersecao é
ortogonal. Denominaremos L a linha projetiva ortogonal a R por p.

Dada uma linha projetiva L C CPV e p € CPV, p ¢ L, existem infinitos planos reais que contém p e
interceptam L em uma geodésica.

2.3.4. Observagao. Utilizando a linha projetiva ortogonal a um plano real passando por um
ponto dado, podemos estudar a configuracao geométrica envolvendo um plano real e um ponto nao
pertencente a este plano em termos das bases descritas em Bases 2.2.24. Como um exemplo interessante,
consideremos o caso a seguir.

Seja R C CPV um plano real e seja p € CPV \ R. Seja L = CPu' a linha projetiva perpendicular a

R por p. Seja G = RNL. Suponhamos u € A V. Sejam vy, vs 0s vértices da geodésica hiperbdlica G.

Vamos supor que {u,u) = 1 e que (v1,v2) = % Sem alterar estas igualdades, podemos reescolher

os representantes u,v1,vs € V de modo que CP(Ru 4+ Rv; + Rug) = R. Assim, qualquer ponto g €
R\(G1UGz), onde G; = CP(Ru + Rv;) e Gg = CP(Ru + Ruy), admite um representante da forma
q(a,r) = a~ vy £ avy + ru com o > 0 e r € R. Temos (g(e, ), q(a, 7)) = +£1 + r?. Além disso, p € L
admite um representante p = ¢ 'v; + cvg, onde 0 # ¢ € C. Em outras palavras, obtivemos para a
base u,v1,v2 € V, para os pontos em R\(G; UGs) e para p, respectivamente, a matriz de Gram e as
expressoes (vide a primeira das Bases 2.2.24)

1 0 0
00 3], glar)=alvytavy+ru, a>0, reR,
0 1 0

2

<q(a,r),q(a,7‘)> =4+1+4+7% p=c vy +cvy, 0#£ceC.

Utilizando a base acima e supondo, por exemplo, p € BV, calculemos a tancia extrema entre p e o
disco de Klein RNB V. Todo ponto em RNBV pode ser escrito na forma q(a,r) = a~tv; — avy + ru,

2"Isto significa que os vetores tangentes a L e ortogonais a G em um ponto g € RNL\ SV sio ortogonais ao plano
tangente a R em g (ou, equivalentemente, que os vetores tangentes a R e ortogonais a G em g s@o ortogonais ao plano
tangente a L em g).
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1
com a > 0 e |r| < 1. Observando que (g(a,r),p) = (o vy — avy + ru, ¢ vy + cvg) = 5(5 -
a

all ©
N—

obtemos 2 | |2
1 o c c
¢ = | — 4+ _92Re-].
a (p7Q(a?T)) 4<p7p>(742 _ 1) <c|2 + 042 ¢ C>
Se P 2 | |2 c
r o c ¢
o, o r (e Ref) g
oy 2 (p,q(oz,?")) 2(p,p)(r2 —1)2 <c|2 * a? © C) 7

entdao r = 0 (temos <q(a, r),p> # 0 para todo « > 0, |r| < 1). Isto significa que os valores extremos das
tancias entre p e os pontos de RNBV séo atingidos ao longo da geodésica G = G vy, val. Pelo item (5)
da Proposicao 2.2.21 e por sua demonstragdo, o ponto g = v; —v2 € G é 0 inico em GN BV que realiza
ral minimo, dado por Ren(p,vi,v2) + ‘n(p, V1, ’Ug)’. Além disso, a geodésica G p, gl é ortogonal a R em
g, no sentido hermitiano.

Claramente, os demais casos podem ser tratados de modo anédlogo m

Como vimos, o espago hiperbdlico complexo contém imersas copias dos espagos curvatura constante
que correspondem as linhas projetivas e aos planos reais. Tais espagos sdo (quase) os Unicos conjuntos
totalmente geodésicos em CPV (vide as Proposigoes 2.4.10 e 2.4.11). Além disso, sdo também aqueles
em que se realizam as curvaturas seccionais extremas de CPV. De fato, utilizando a Secao 1.9, é facil
realizar uma andlise dos valores possiveis para as curvaturas seccionais em CPV :

2.3.5. Lema. (1) As curvaturas seccionais em BV assumem todos os valores em [—4,—1]. Os
valor extremos —4 e —1 correspondem, respectivamente, aos planos tangentes a uma linha projetiva
hiperbdlica e a um plano real.

(2) As curvaturas seccionais em AV assumem todos os valores em (—oo, —4] U [—1,00). Os valores
extremos —4 e —1 correspondem, respectivamente, aos planos tangentes a uma linha projetiva esférica
e a um plano real.

Demonstragao. (1) Sejap € BV. Seja W C T, BV um R-subespaco bidimensional. Se W é
complexo entdo, pelos argumentos anteriores & Observagio 1.9.2, temos S(W) = —4. Caso contrério,
sejam W > w1, 72, C-linearmente independentes, x1,x2 € pt. A forma restrita a Czq + Cxo é definida.
Pela tabela da Secao 1.9, S(W) assume qualquer valor no intervalo (—4, —1]. Portanto, as curvaturas
seccionais de BV assumem todos os valores em [—4, —1]. Pelos Lemas 1.9.3 ¢ 1.9.5, temos S(W) = —4
(S(W) = —1) exatamente quando W é tangente a uma linha projetiva hiperbdlica (plano real).

(2) Sejap € AV. Seja W C T, BV um R-subespago bidimensional tal que a forma real restrita a W é
nao-degenerada. Novamente, se W é complexo, temos S(W) = —4. Caso contrario, sejam W > x1,, 2,
C-linearmente independentes, 1,z € p~. A forma restrita a Cz; + Czy é indefinida. E facil ver que
a forma real sobre W podera ser tanto definida quanto indefinida. Utilizando a tabela da Segao 1.9,
temos que as curvaturas seccionais de AV assumem todos os valores em (—oo, —4] U [—1, 00). Obtemos
S(W) = —4 (S(W) = —1) exatamente quando W ¢é tangente a uma linha projetiva esférica (plano
real) m

2.4. Bissetores

Os bissetores sao objetos geométricos de grande importancia nas geometrias classicas. Bem como
linhas projetivas, geodésicas e planos reais, bissetores provéem da projetivacao de subespacos lineares
de V. Uma de suas varias aplicagoes frutiferas é a participacao, como faces, na construcao de poliedros
fundamentais (para o conceito de poliedro fundamental, vide Capitulo 3). Em geometria hiperbdlica
complexa, bem como em outras geometrias de curvatura nao-constante, os bissetores nao sao totalmente
geodésicos. Isto torna ainda mais necessario o estudo de propriedades elementares destes objetos, das
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quais surgem ferramentas uteis para a descoberta de variedades com estrutura hiperbdlica complexa
(vide, por exemplo, [AGG] e [AGu]).
No que se segue, introduziremos bissetores em CPV através de quatro definigoes equivalentes. Ao

abordar os aspectos bésicos da geometria e da topologia dos bissetores, utilizaremos a definicao mais
adequada de acordo com o contexto.

2.4.1. Definicdo-Lema. Seja G C CPV uma geodésica nao-euclidiana. Seja L = CPut, u ¢ SV,
a linha projetiva de G. Sao equivalentes as seguintes definicoes para o bissetor B com espinha real G,
espinha complexa L e foco u :

(1) B=CP(Cu+S), onde S é um R-subespaco de V, dimg S = 2, tal que a forma restrita a S real,
tal que Cx NS = Rx para todo x € S e tal que G = CPS = RPS.

(2) B= U Lu, st. Cada uma das linhas projetivas Lu, st é dita uma fatia de B.
seG
(3) B = {z € CPV | x eqiiita de p1,p2}, onde p1,py € L sdo distintos, de mesma assinatura e tais
que G eqiiita de p1,p2 (vide Lema 2.2.29, item (1)).

(4) B é a unido de todos os planos reais que contém a geodésica G.

Demonstragao. (1)<=(2). E imediato.

(2)<=(3). Seja x € CPV, x # u. Observe-se, inicialmente, que as igualdades ¥(x,p1) = ¥(z,p2)
e ¥(*x,p1) = 9(*z,p2) sdo equivalentes. Em outras palavras, x eqiiita de p1,pa se e sé se a projegao
Uz € L eqiiita de p1, pe, isto é, se e s6 se “a € G (vide o item (1) do Lema 2.2.29). Assim, por um lado,
se x € Llu, st para algum s € G, temos “x = s, de onde segue que x eqiiita de p1, p2. Por outro lado, se
T eqiiita de p1, ps, entdao “x € G, e x pertence a fatia Liu, “x1. Resta observar que u € B em ambas as
definigoes em questao.

(2)<=(4) Seja R D G um plano real. Seja x € R\ G, z # u. Pelo item (2) do Lema 2.3.2, temos
Uz € G ; em outras palavras, x pertence a fatia Lu, “21. Por outro lado, seja x € Lu, st\ G para algum
s € G. Assim, temos “z = s. Novamente, pelo item (2) do Lema 2.3.2, a geodésica G e x determinam
um plano real. Resta observar que G C B e u € B em ambas as definigdes em questao m

Para um bissetor com espinha real G, denotaremos F, a fatia determinada pelo ponto g € G. Os
bissetores serdo denominados hiperbdlicos (esféricos) de acordo com a natureza de sua espinha real. Os
vértices da espinha real de um bissetor serao denominados vértices do bissetor. Dados p1,ps € CPV
distintos, nao-ortogonais e tais que a forma restrita a Cp; +Cps é nao-degenerada, denotaremos Bip1, p2l
o bissetor cuja espinha real é G p1, pal.

2.4.2. Lema. (1) Os pontos polares das fatias de um bissetor pertencem & sua espinha real.

(2) Sejam Ly, Ly linhas projetivas distintas. Seja {q} = Lj NLs. Vamos supor que ¢ ¢ SV. Entao, Ly
e Ly estdo contidas como fatias em um tinico bissetor. Tal bissetor possui CPq' como espinha complexa
e Gp1, pal como espinha real, onde p; = L; NCPg*, i =1, 2.

Demonstragao. (1) Sejam G e L as espinhas real e complexa de um bissetor B. Seja F, = CPut
uma fatia de B, g € G. Como Fy contém o foco de B, temos que v € L. Além disso, u é ortogonal a
g € G. Dali, segue dos argumentos apds a Observagao 1.4.3 que u € G.

(2) E imediato g

2.4.3. Observagao. Para exemplificar a dualidade estabelecida entre as partes negativas dos bis-
setores hiperbdlicos e as partes positivas das geodésicas hiperbdlicas, podemos aplicar o Lema 2.4.2; os
itens (5) e (6) da Proposigéo 2.2.21 e a Proposi¢ao 2.2.13 ao cdlculo de tancias extremas envolvendo um
ponto e um bissetor ou uma linha projetiva e um bissetor.
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A titulo de ilustragéo, seja B um bissetor hiperbdlico cujos vértices sdo vy, v9 € SV. Seja G a espinha
real de B. Seja p € BV. Pelo item (1) do Lema 2.4.2; a parte positiva GNAV da espinha real de B
contém os pontos polares das fatias hiperbélicas de B. Pelo item (5) da Proposicao 2.2.21, a expressao
ta(p, GNAV) = Ren(p,v1,v2) — }n(p, v1,v2)| fornece o méximo das tancias entre p e os pontos de
GNAV. Por outro lado, para cada g € GNAV, a expressao ta(p, CPg- NBV) = 1 — ta(p, g) fornece
o minimo das tancias entre p e os pontos da fatia CPg- NB V. Segue que

ta(p, BNBV) = 1—Ren(p,v1,v2) + [n(p, v1,v2)|

¢ o minimo das tancias entre p os pontos em B. Claramente, existe uma tunica fatia F, C B tal que
ta(p, BNBV) =ta(p, F,NBYV).
Os demais casos podem ser tratados de modo analogo m

Utilizando o item (1) da Definigdo-Lema 2.4.1, é facil verificar que os pontos de um bissetor que sao
distintos do foco satisfazem a condigdo de intersegdo minima (1.2.2). Logo, pela Proposigao 1.2.3, tais
pontos sao lisos. A proposicao seguinte estuda a topologia de um bissetor em torno do seu foco, bem
como a intersecao de bissetores com o absoluto.

2.4.4. Lema. (1) Seja B um bissetor hiperbélico. Entao, BNSV ~ S2.
(2) Seja B um bissetor esférico. Entao, BN SV ~S! x S,

(3) Seja B um bissetor com foco u. Se B é estérico, entdo B N BV é cone geodésico com vértice
u sobre o toro BN SV. Se B é hiperbdlico, entao B é cone com vértice u sobre um toro em uma
vizinhanca de w. Em ambos os casos, u é o dnico ponto topologicamente singular de B.

Demonstragao. (1) Seja u € AV o foco de B, seja G sua espinha real e sejam v1,v2 € GNSV os
seus vértices. E facil ver que uma fatia Fy; contém pontos isotrépicos somente se g € BV. Vamos supor
(u,u) =1 e (v1,v2) = —3. Entdo, g(a) = (1 —a)v1 + (1 +a)vs, onde a € [-1,1], lista todos os pontos
da geodésica G vy, vt MBV. Temos (g(a),g(a)) = a® — 1. Portanto, os pontos em B NSV sdo da
forma u(a,¢) = (1 — a)vy + (1 + a) v + cu, com ¢ € C e (u(w, ¢), u(e, ¢)) = 0. Esta tltima igualdade
significa a? + |c|? = 1.

(2) Sejam u € BV o foco de B e seja G sua espinha real. Sejam wy,ws € G distintos e ortogonais.
Fixamos representantes tais que (u,u) = —1, (w;,w;) = 1 e tais que CP(Rw; + Rwy) = G. Entao,
g(a, B) = aw; + Bws, onde o + B2 = 1, lista todos os pontos de G. Temos <g(a,ﬁ),g(a,ﬁ)> = 1.
Definimos ¢; = a+i6 € C, |1 = 1. E claro que toda fatia F, C B, g € G, é hiperbdlica. Portanto, os
pontos isotrépicos de B sdo dados por u(ey, c3) = aw; + fws + cou, com <u(01, ca),u(er, cz)> = 0. Esta
ultima igualdade significa |c1| = |co| = 1.

(3) No caso esférico, o fato segue do item (2) e das seguintes consideragdes. Denotando o cone em
questao por C, temos C \ {u} homotépico ao toro. Logo, m(C \ {u}) = Z & Z, enquanto o grupo
fundamental de R3 menos um ponto é trivial. Argumentos semelhantes podem ser aplicados no caso
hiperbdlico, tomando-se uma esfera suficientemente pequena em torno do foco m

A intersecdo de um bissetor hiperbélico (respectivamente, esférico) com SV é dita a esfera espinal
(respectivamente, o toro espinal) do bissetor.

Um bissetor é determinado por sua espinha real. Além disso, pelo item (3) do lema acima, dado um
bissetor B existe um foco u € B distinguido (topologicamente). Agora, a espinha real de B se determina
por CPu' N B. Portanto, segue das Observacoes 2.2.16 e 2.2.19 que ha uma correspondéncia biunivoca
entre pares ordenados de pontos distintos em SV e bissetores hiperbdlicos orientados e entre pares de
pontos ortogonais em AV e bissetores esféricos orientados.?®

28Orientamos um bissetor orientando sua espinha real e considerando a orientagio padrio (complexa) em suas fatias.
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Seja B um bissetor com espinha real G e com espinha complexa L. Uma das conseqiiéncias do item (2)
da Definicao-Lema 2.4.1 é a de que a equacao para G em L presente no Lema 1.4.5 é a mesma equagao
para B em CPV. Analogamente, a equacao para T, G em Ty L, onde g € G, é a mesma para T, B em
T, CPV, onde x € B é um ponto distinto do foco de B :

2.4.5. Lema. Sejam p1,py; € CPV distintos, nao-ortogonais e tais que a forma restrita a Cp; + Cpo
é nao-degenerada.

(1) O bissetor Bpy, pal é dado em CPV pela equagao
b(xap17p2) = <‘T7p1><p15p2><p2ax> - <l‘,p2><p27p1><p1,13> =0.

(2) Seja p € Bipi,p2l um ponto distinto do foco de B. Um vetor ¢ € T,CPV, ¢ : Cp — V, é
tangente a Bipi,p2l em p se e s6 se

(o, psp1,p2) = H(@(p), 0, p1,p2) = (B(p),p1) - (P1,p2) - (P2, D) + (P 1) - (P1,p2) - (P2, & (P))—

—(@(p), p2) - (P2, 1) - (P1,0) — (P, p2) - (P2, 1) - (P1,B(p)) = 0.

(3) Seja p € By, p2t \ SV um ponto distinto do foco de Blpy, p2l. Entao

<p7p1>p . <p7p2> p1> 7&0

(p2,p1) > (p1,p2)

n(p.props) = (—p) @i <

é um vetor normal a Bip1,pal em p.

Demonstragao. (1) Seja u o foco de Bipy,pal. Seja x € CPV, x # u. Pelo item (2) da Definigao-
Lema 2.4.1, o fato que x € Bpy, pal significa que “x € G p1, p2l. Agora, basta notar que as igualdades
b(x,p1,p2) =0 e b(*x,p1,p2) = 0 s@o equivalentes e aplicar o Lema 1.4.5. (Note-se que b(u, p1,p2) =0
automaticamente.)

(2) Seja u o foco de Bipy, p2l. Um vetor tangente T, CPV > ¢ € Ling(Cp, V/Cp) determina um vetor
tangente Tw, CPV 3 “¢ € Lin(C"p, V/C"p) através da definicdo “¢(*p) = (gﬁ(p)) + C¥p. Vamos supor
(pi,pi) = 0 € {—1,0,+1} e (p1,p2) = a € R\ {0}. Utilizando o item (1) da Definigao-Lema 2.4.1 e a
Proposigao 1.2.3, temos que o fato de ¢ ser tangente a Bipy, p2l em p significa ¢(p) € Cu+Rp; +Rpa+Cp.
Em outras palavras, significa que @(“p) € Rp1 + Rps + C¥p. Resta observar que “p € G ip1, pal, que as
expressoes t(gb(p),p,pl,pg) =0e t(”gb(p)7 “p,p1,p2) = 0 sdo equivalentes e aplicar o Lema 1.4.5.

(3) Basta notar que, para x € p*, a expressao t(z,p, p1,p2) = 0 significa

pop2)  popr) N p2) o (pp1)
o™ Tamd? ) = rpd? ™ o™

. P, p2 P, P1 . .
ou s€ja, < < > b1 — < : > P2a$> S R» isto €, Re <n(paplap2)axp> = 0.
<p17p2> <p27p1>
Claramente, para um bissetor esférico, podemos reformular o lema anterior em termos dos vértices

ortogonais de sua espinha real esférica:

2.4.6. Lema. Seja B um bissetor esférico cujos vértices sdo vi,v3 € AV.

(1) B é dado em CPV pela equacgao b’ (x,v1,v9) = (o), ) (2, v){vs, 2) = 0, que é equivalente

<01701> <U2702>

a u(x,v,v9) = 1.
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2) Seja p € B um ponto distinto do foco de B. Um vetor ¢ € T,CPV, ¢ : Cp — V, é tangente a B
P
em p se e s6 se

t' (0 p, v1,02) = ' (@(p), p, v1,v2) = <¢(p)’vl><vl’le+v?; kst

- <¢(p),’U2><U2,p> + <p’ U2><U27 @(p)> -0
<U27U2> o

(3) Seja p € B\ SV um ponto distinto do foco de B. Entao

/ . —i. <p7w1> w <paw2> w
n'(p,v1,v2) = (—=,p) ® <(w1,w1) 1+<w2,w2> 2>?é0

€ um vetor normal a B em p.

Demonstracao. Basta tomar, nas expressoes correspondentes do Lema 2.4.5, p1 = w1 + wy €
p2 = (1 —4)wy + (1 +4)wy (vide a demonstragdo do Lema 2.2.20) g

A proposicao que se segue apresenta algumas propriedades bésicas de bissetores. Além de importantes
por si, tais propriedades serao aplicadas na demonstracao das classificagoes de conjuntos totalmente
geodésicos (vide Proposigoes 2.4.16 e 2.4.17). Ainda mais, a demonstracao dos fatos que se seguem
ilustram varias técnicas 1teis para se lidar com bissetores, bem como a utilizagao dos invariantes de
quatro pontos obtida na Classificagao 2.2.28.

2.4.7. Proposi¢do. (1) Seja B um bissetor cuja espinha real é G. Sejam qi,q2 € G pontos
distintos e nao-ortogonais. Entao, B divide CPV em duas componentes conexas, dadas pelos conjuntos
{z € CPV | Im ((z, q1){(q1,42){q2, ¥)) > 0} e {& € CPV | Im ((z, q1)(q1,q2){q2, 7)) < O}.

(2) Seja B um bissetor. Entao, toda geodésica contida em B estd contida em uma fatia ou em um
plano real de B.

(3) Seja B um bissetor hiperbdlico com espinha real G. Seja p € CPV \ B e seja g € G\ SV. Entao,
se (p,g) # 0, a geodésica Gip, gl é transversal a B em g.

(4) Seja B um bissetor hiperbdlico. Seja G uma geodésica hiperbdlica tal que G ¢ B. Entao, G NBV
intercepta B N BV no mdximo duas vezes. Se G intercepta B nao-transversalmente, entdo ha um tinico
ponto de intersecdo. Além disso, neste caso, GNBV estd toda em uma mesma componente conexa de
BV dentre aquelas determinadas por BNBV.

(5) Seja R um plano real e seja p € CPV \ R. Vamos supor que o ponto {q} = RNCPp* (vide
Proposigao 2.3.3, item (1)) é nao-isotrdpico. Entao, existe um bissetor que contém p e cuja espinha real
pertence a R. Se ¢ € AV, entdo existe um bissetor hiperbdlico com estas propriedades.

Demonstragao. (1) E uma conseqiiéncia direta do item (1) do Lema 2.4.5.

(2) Vamos supor que o bissetor B é hiperbdlico. Sejam v1,v9 € SV os vértices de B. Seja G C B
uma geodésica. Analisemos separadamente os diversos casos possiveis.

Geodésica hiperbdlica. Suponhamos que G C B seja hiperbdlica. Sejam wy,ws € SV os vértices de G.
Claramente, podemos supor que B e G possuem, no maximo, um vértice em comum. Caso isto ocorra,
trocando se necessario os papéis de v; e vy e de wy e wo, podemos ainda supor que vo = ws. Como na
demonstracao do item (1) da Classificagdo 2.2.28, vamos supor e definir, para a 4-upla (w1, ws, v1,v2),

<w1,w2) = <w2,U1> = <1)17U2> =1, (w1701> = 21, <w2,112> = 22, (wl,v2> = 23,
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onde |z1] =1 e 23 #0. Como G C B, temos wy,wy € B. Dali segue, pelo item (1) do Lema 2.4.5, que
(w1, v1)(v1,v2)(v2,w1) = 2123 € R, (w2, v2)(v2,v1){v1, w2) = 22 € R.

Além disso, como na primeira das Bases 2.2.24, as expressoes g+ (a) = a~lw; + aws, com a > 0, listam
todos os pontos de G \{w1,w2}. Logo, G C B implica que, para todo a > 0,

<gi(oz),v1><v1,v2><vg,gi(a)> =(a 'z +a)(a  Z3tan) =a 2z +ale £ (2120 +23) €R,

. , _ . _ _ r _
isto é, que z129 + z3 € R. Definimos r = z1z3. Portanto, Z3 = — = rZz;, de onde obtemos que
z

1
z120 + 121 € R, isto é, 2120 + 1Z1 = Z129 + 721, ou seja, (21 — Z1)(z2 — ) = 0. Provemos que 21 = z;
significa que G esta contida em um plano real de B e que zo = 7 significa que G estd contida em uma
fatia de B.

De fato, G estd contida em um plano real de B se e s6 se a espinha real de B estd contida no
bissetor Biwi,wsl. Em outras palavras, G estd contida em um plano real de B exatamente quando
(v, w1){wr, wa){wa,v1) = Z1 € R e (vg,w1){wr,we){wa,va) = Zgze = 1Z1220 € R, isto é, se e s6 se
z1 € R.

Quanto a condigao zy = r, note-se que nao podemos ter zo = r = 0, pois isto implicaria em z3 = 0,
impossivel. Logo, é imediato verificar que z3 = r é equivalente a

w1, V1) (W2, U 2122 Z2
X(U)l,’UhU)Q,’Ug): < L 1>< ! > = ! = — =1.
<w17v2><w2,v1> z3 2123

Seja u o foco de B. Reescolhendo representantes (tais que ainda tenhamos (v1, v3) € R) podemos supor
wy; = a tvy & avy + ciu e wy = B vy + Bug + cou, para alguns a, 3 > 0 e ¢1,co € C (note-se que
+a(vg, v1) - B (g, v2)

a vy, va) - £3({ve, vy) ’
isto é, @« = . Em outras palavras, w;,ws pertencem a uma mesma fatia de B. Reciprocamente, se
w1y, wy pertencem a uma mesma fatia de B, entdo temos “w; = “ws (em CPV), de onde segue que
("wy,v1) (Ywa,va)

(“wr, v2)("“wa, v1)

we # vo uma vez que zz # 0). Neste caso, X(wq,v1,ws,ve) = 1 significa

X(IUl,Ul,IUQ,UQ) =

Geodésica euclidiana. Suponhamos que a geodésica G C B seja euclidiana. Podemos supor que o
ponto isotrépico de G ndo é nenhum dos vértices v; de B, pois isto implicaria automaticamente que G
est4 contida na fatia CPv;-. Sejam p;,p2 € G pontos distintos e nao-ortogonais. E claro que podemos
supor (p;,v;) # 0, 4,j = 1,2. Para a 4-upla (p1,p2,v1,v2), vamos supor

(pi,pi) = (p1,p2) = (v1,v2) = (p2,v1) =1, (p1,v1) =71, (P2,v2) = 21, (p1,v2) = 22,

onde z1,2z9 € Cer > 0. Assim, segue de G C B que (p1,v1){(v1,v2)(va,p1) = 1Z2 € R, isto é, z0 € R, e
que {pa,v1)(v1,v2){ve, p2) = Z1 € R. Em outras palavras, G estd contida em um plano real de B.

Geodésica esférica. Vamos supor que a geodésica G C B é esférica. Seja L a linha projetiva de G e
sejam wy,we € L os vértices de G em L. Como na demonstragdo do item (2) da Classificagio 2.2.28,
podemos supor e definir

(wy,w1) = (wo,wa) =1, (v1,v2) =1, (v2,w1) = 21,

<U1,w1> = 22, <U2,w2> = 23, <U17w2> = 24,
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onde z; € C, i = 1,2,3. Nao podemos ter (ve,w;) = (va,w2) = 0 pois, neste caso, wy,ws sdo distin-
tos, nio-isotrépicos e ortogonais na linha projetiva euclidiana CPuvy, absurdo. Portanto, trocando se
necessario os papéis de w; e wg, podemos supor z; # 0. Neste caso, podemos ainda tomar z; = 1 e
z3 € R. Agora, pelo Lema 2.2.18, a geodésica G é dada por {Ew; + cws | € € C, |¢| = 1}. Logo, o fato
G C B significa que

(2.4.8) (Ewr + ewaq, v1)(v1, Vo) (Va, Ewy + cwa) = (EZ2 +€24)(e +E23) € R

para todo € € C, |¢| = 1.

Vamos supor que z3 # +1. Neste caso, substituindo ¢ = 1 e ¢ = ¢ em (2.4.8) vamos obter (Z5 +
Z4)(1+ 23) € Re (Z2 —Z4)(1 — z3) € R. Segue que (Z2 + Z4), (Z2 — Z4) € R e, portanto, 22,24 € R.
Logo, (2o + c24)(e +Z23) € R para todo € € C, |e| = 1, isto é, 2o + 2324 + 22238° + 2462 € R, ou seja,
2923 = 24 € R. Assim, se z4 # 0, temos

X(wl,vl,wg,m) = % =1.
24

Observando-se que G esta contida em uma fatia de B se e sé se os seus vértices wy,ws também estao e
procedendo-se como no caso anterior (geodésica hiperbdlica), é facil ver que a igualdade acima significa
que G estd contida em uma fatia de B. Se z4 = 0, entdo 25 # 0 (pois, caso contrério, w,ws estariam
contidos na linha projetiva euclidiana CPvi-) e, portanto, zz = 0. Isto significa que wy é o foco de B.
Segue de {wi,ws) = 0 que wy pertence & espinha real de B. Em outras palavras, G estd novamente
contida em uma fatia de B.

Finalmente, suponhamos z3 = +1. Neste caso, por (2.4.8), é facil ver que zo = +z4 # 0. Temos
G contida em um plano real de B exatamente quando a espinha real G vy, vol de B esta contida no
bissetor cuja espinha real é G. Pelo Lema 2.4.6, isto significa que p(v1, w1, ws) = p(ve, w,ws) = 1.

2
z 1
2
Temos p(vy,wr,ws) = 2= 1 e p(vy,wyr,ws) = 2= 1.
1 3

A demonstracao do item no caso de um bissetor esférico é, claramente, andloga.

(3) Sejam vy,vy € SV os vértices de B e seja u o foco de B. Utilizado a primeira das Bases 2.2.24,
temos (v1,vg) = %, (u,uy =1, g = a~tv; £ avy e p = Evy + evs + ru para determinados o, 7 > 0, € € C,
le] = 1. Utilizando o item (1) do Lema 2.4.5, temos que a condicdo p ¢ B significa (p,v1)(vs,p) ¢ R,
isto 6, e2 ¢ R.

g
Pelo Lema 1.7.1, o vetor ty = (—, g) ® P tangente a G ip, gt em g. Pelo Lema 2.4.5, t, é tangente

(p. 9)
a B em g se e s6 se

N\ o w2\ _ o)+ pg)gv)
<<p,g>’ 1>< 29) + 9. 1>< > <p7g>> (,9) w2, 90+

<U27p> + <g,p><1)2,g> _ <p7U1><U27g> <g,’U1><’U27p>
o) (g.p) Y A ) (v 9) € R,

<p,v1><’u2,g> <g,1)1><1)2,p>
(p,9) (9,p)

€ R. Temos

isto é, se e sb se

eat N 1 Qe 1 a2 4+ a? £ 22 ¢ R
tza+cal T 2+ea+za!l 2 a2+ a2+ 2Ree? ’

(p,v1){v2,9) (g, v1){va,p)

_1
(p.9) (g.p) 2

dado que €% ¢ R.
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(4) Note-se que, para b e t definidos no Lema 2.4.5, temos formalmente ¢(z,x, v, v2) = 2b(x, v1, v2).

Sejam v1,v2 € SV os vértices de B e sejam w1, wy 0s vértices de G. Definimos t;; = t(w;, w;, v1,v2). E

facil ver que t12 = t91. Suponhamos (wy,ws) = —%.

Todo ponto da geodésica se expressa univocamente na forma g(s) = (1—s)wy + (1+$)ws, s € [-1,1].
Logo, o fato g(s) € B significa

t((1 = s)wy + (14 s)wa, (1 — s)wy + (1 4 s)ws,v1,v2) =
(2.4.9)
= (]. — 5)2t11 + 2(1 — S)(l + S)t12 + (1 + 5)2t22 =0.

Segue da expressdo acima que G NBV intercepta B N BV no méximo duas vezes.

Quanto a segunda afirmagao do item, vamos supor inicialmente que G intercepta B de modo nao
transversal em um dos vértices — digamos, w;. Neste caso, segue de w; € B que t1; = 0. Pela
Proposigao 1.2.3, o vetor ¢ : Cw; — V/Cw; definido através de p(w;) = ws + Cwy é tangente a
G = Rw; + Rws em w;. A ndo-transversalidade da interse¢do de G e B em w; implica, portanto, que
t1o = 0. Como G ¢ B, é facil ver que devemos ter tas # 0. Logo, t(g(s),g(s),vl,vg) = 0 significa
(1 + 5)%tae = 0, isto é, s = —1, ou seja, wy é o tinico ponto de intersecao entre a geodésica e o bissetor
em questdo. Além disso, temos Im (g(s), v1,v2) = 2 Im¢(g(s), g(s),v1,v2) = 2(145)?Imt, s € [-1,1]
de onde segue que G NBV estd toda de um mesmo lado com relacdo a BN BV.

Finalmente, vamos supor que G intercepta B de modo néo transversal em um ponto g(s,) € G, g(so) #
w;. Neste caso, reescolhendo os representantes wy, w2 € V' (e mantendo (wy,ws) = —35), podemos supor
9(s0) = g(0) = wy +wsy. Temos t(wy +wa, w1 +we, v1,ve) = 0, isto &, t11 + 219 + tag = 0. Além disso, o
vetor ¢ : C(w; +wsz) — V/C(w; +w,) definido através de p(w; +ws) = 12wy +C(wy +w2) = §(wy —
wy) + C(wy + we) é tangente a G em wy + wo. Logo, a ndo-transversalidade da intersegido de G e B em
w1 +ws implica que t(wy —ws, w1 +wsa, v1,v2) = 0, isto é, que t17 = tae. Portanto, temos t1; = tag = —t12.
Como G ¢ B, t11 # 0. A equacao (2.4.9) 1é-se, neste caso, como (1 —s)%2 —2(1—5)(1+5)+(1+35)2 =0,
isto &, ((1—s)— (1+ s))2 = 0, ou seja s = 0. Em outras palavras, g(0) = w; + wy é o tnico ponto

—

de interse¢do de G e B. Finalmente, Im (g(s),vl, '1)2) = %((1 —s)—(1+ s))2 Imty1, de onde segue que
G NBYV esta toda de um mesmo lado com relacio a BN BV.

(5) Seja G’ C R a geodésica cujo polar em R é g. Como q ¢ SV, existe g € G’ tal que a geodésica
G em R ligando ¢ e g (vide item (3) do Lema 2.3.1) é nao-euclidiana. Provemos que p pertence ao
bissetor B cuja espinha real é G. Realmente, é facil ver que Lig, gt N CPg+ = {g}. Além disso, pelo
item (2) do Lema 2.3.1, temos que p € CPqt e que o foco u de B, CPut = L1g, g, sendo ortogonal a
q, também pertence a CPgl. Se p = u, ndao hd nada a fazer. Caso contrario, {“p} = CPu’ N Lp,uw =
L, 9 N CPqt = {g} € G. Finalmente, se ¢ € AV, entdo a geodésica G’ é hiperbdlica. E claro que
podemos tomar g € G’ de modo que G é hiperbdlica g

Um conjunto C C CPV serd dito totalmente geodésico se é ndo-vazio e contém a geodésica ligando
quaisquer de seus pontos distintos, se for tnica. E claro que linhas projetivas e planos reais sao total-
mente geodésicos (vide Observagao 1.4.3). Para ilustrar as ferramentas desenvolvidas, classificaremos
os conjuntos totalmente geodésicos de BV e de CPV. Provavelmente ainda mais importante é que o
roteiro desta classificacdo sugere um caminho para tratar envelopes convexos de um nuimero finito de
pontos, que se aplicam no estudo da finitude de grupos discretos.

Vamos assumir, por um momento, que um conjunto totalmente geodésico C C BV é fechado. Seja
peBV. E fécil verificar que a reflexao de p em C estd bem definida. De fato, existe um ponto g € C
mais préximo de p. Se existe ¢’ € C distinto de g e também mais préximo de p, entdo p ¢ C e os pontos
q,q' s@o mais préximos de p na geodésica Gg, ¢t C C. Isto contradiz o item (5) da Proposigio 2.2.21.
Logo, a reflexdo R(p) de p em C é a reflexao de p em ¢q. Provemos que a reflexdo em C é uma isometria.
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Sejam p1,pe € BV e sejam ¢, g2 € C os respectivos pontos mais préximos de py, ps em C. As reflexdes
de p1 e po em C sdo reflexdes em um mesmo ponto, se ¢ = g2, ou reflexdes na geodésica G gy, g2! C C,
se q1 # q2. B fécil ver, em ambos os casos, que ta(pr, p2) = ta (R(p1), R(p2)), o que prova o afirmado.
Portanto, existe uma isometria que fixa C pontualmente. Sabendo que as isometrias (holomorfas) de
BV estao em PUV, é facil listar todos os C’s possiveis. No entanto, o caminho mais adequado para
provar que as isometrias de BV estao em PU V exige a classificagao de conjuntos totalmente geodésicos,
realizada no que se segue.

As Proposigbes seguintes descrevem todos os conjuntos totalmente geodésicos em BV e em CPV.
Por simplicidade, entenderemos por geodésica (linha projetiva, plano real) em BV a restrigdo para BV
de uma geodésica (linha projetiva, plano real).

2.4.10. Proposigao. Seja C C BV um conjunto totalmente geodésico. Entdao C estda descrito em
um dos itens abaixo:

(1) um dunico ponto.
(2) uma geodésica em BV
(3) uma linha projetiva em BV
(4) um plano real em BV.
(5)BV.

2.4.11. Proposicao. Seja C C CPV um conjunto totalmente geodésico. Entao C esta descrito em
um dos itens abaixo:

Dividiremos a demonstracao da proposi¢ao acima em uma série de lemas, que se segue. Por simpli-
cidade, denominaremos geodésica (plano real, linha projetiva, bissetor) em BV a restrigdo para BV de
uma geodésica (plano real, linha projetiva, bissetor).

2.4.12. Lema. Seja C C BV (CPV) um conjunto totalmente geodésico contendo uma geodésica G
em BV (CPV) e contendo um pontop ¢ G. Sep € L, onde L é linha projetiva de G, entao LNBV C C
(respectivamente, L C C).

Demonstracio. E uma aplicacao dos itens (2),
(4), (7) e (8) do Lema 2.2.29. A geodésica G em
BV (CPV) divide LNBV (respectivamente, L) em
duas componentes conexas. Seja x € LNBV (res-
pectivamente, © € L) tal que x e p pertencem a ‘
componentes conexas distintas. A (uma) geodésica
em BV (CPV) passando por p e x intercepta G em
um tnico ponto (dois pontos distintos). Este (um
destes) é nao-ortogonal a p. Segue que x € C g

2.4.13. Lema. Seja C C BV (CPV) um conjunto totalmente geodésico contendo uma geodésica
G em BV (CPV) e contendo um ponto p ¢ G. Se G e p determinam um (iinico) plano real R, entéo
RNBYV c C (respectivamente, R C C).
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Demonstragao. Vamos supor, inicialmente, que C C BV. Neste caso, G divide o disco RNBV
em duas componentes conexas e temos RNBV C C por argumentos andlogos aos apresentados no lema
anterior. Suponhamos C C CPV. Como R é inico, temos que p nao é o polar de G em R. Assim, existe
em G um tnico ponto ¢ ortogonal a p (dado pela intersecdo de G com a geodésica cujo polar é p — vide
Lema 2.3.1, item(3)). Seja G’ a geodésica em R contendo p e ¢. B facil ver que R\ G’ C C, de onde
segue diretamente que R C C.

2.4.14. Lema. Seja C C BV (CPV) um conjunto totalmente geodésico contendo um plano real R
em BV (CPV) e contendo um ponto p ¢ R. Entao C =BV (CPV).

Demonstragao. Vamos supor, inicialmente, que C C BV. Pelo item (5) da Proposigdo 2.4.7,
existe uma geodésica G C R em BV tal que p pertence ao bissetor B em BV cuja espinha real é G.
Pelo item (4) da Definigao-Lema 2.4.1, R C B. Seja R’ C B o plano real em BV determinado por G
e p. Pelo Lema 2.4.13, R’ ¢ C. Considerando as intersecoes de R, R’ com cada fatia de B em BV e
utilizando o Lema 2.4.12, é ficil ver que B C C. Observando que, pelo item (2) da Proposigio 2.4.7,
B nao é um conjunto totalmente geodésico em BV e que B divide BV em duas componentes conexas
distintas, obtemos C = BV. Por fim, suponhamos C C CPV'. E claro que podemos supor p € BV, pois
RNBYV # @. Pelos argumentos acima, BV C C. Portanto, C = CPV.

/]

N\

Seja p um ponto em CPV. Seja D um subconjunto qualquer de CPV. Denotaremos por cone geodésico
com vértice p sobre D o subespago Clp, D] = U Glp, z] (definimos G[p,p] = p).
z€D\CPp+
2.4.15. Lema. Seja C C BV um conjunto totalmente geodésico contendo uma geodésica G em BV
cujos vértices sdo v1,v9 € SV e contendo um ponto p € BV. Entdo, Glu;, M NBV C C,i=1,2.

Demonstracgao. E claro que podemos supor p ¢ G. Pelo Lema 2.4.13, podemos supor ainda que G
e p ndo determinam um plano real. Seja p’ € G. Pelo item (3) da Proposigao 2.4.7, a geodésica Gip’, m
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é transversal ao bissetor Blwy, pl em p (note-se que p’ ¢ Blvy, pl uma vez que p,v1, vy nao determinam
um plano real). Pelo item (4) da Proposigao 2.4.7, a geodésica G vy, v2l N BV estd toda de um mesmo
lado de BV relativamente a By, ptNBV. Seja ¢ € Gp',pNBV tal que G vy, v2lNBV e ¢q pertencem
a lados distintos de BV com relacao a Blvy,ptNB V. O cone geodésico C [q7 G, v2lNB V] intercepta
B, ptN BV em uma curva v C C que passa por p e que, por continuidade, passa por v;.

E claro que o cone geodésico Clp,7] C B, pl. Seja Fy, g € Gy, pNBV, uma fatia de Blvy, pl em
BV tal que p e v; pertencem a lados distintos de Bw,ptN BV relativamente a F,. Podemos supor que
g ¢ Clp,~y] C C (pois, caso contrério, ji temos G, N BV C C). Assim, C[p,7] NF, é uma curva
que, por continuidade, passa por g. Dai segue que g € C (pois C[p,7] N Fy é uma geodésica passando
por g ou, caso contrario, temos F,NBV C C pelo Lema 2.4.12) g

2.4.16. Lema. Seja C C BV um conjunto totalmente geodésico contendo uma geodésica G em BV
e contendo um ponto p ¢ G. Se p e G nao determinam um plano real e p ndo pertence a linha projetiva
de G, entao C=BYV.

Demonstragao. Sejam v1,v2 € SV os vértices de G e seja L = CPu’ a linha projetiva de G. Seja
vz € SV o vértice de Glvg, pt distinto de va. Pelo lema anterior, G lve, vt N BV C C. Pelo item (6) do
Lema 2.2.29 e sua demonstracao, existe (um tnico) p’ € Gy, vl NBV tal que G vy, vl e Glus, pt sdo
perpendiculares em p’. Utilizando a primeira das Bases 2.2.24, podemos supor {(u,u) = 1, (vy,v3) = %,
v3 =E8v) —evg +ru, p =v1 —vg,onde € € C, |e] =1 er >0 (uma vez que p — e, portanto, v3 — nao
pertence a CPut). Temos (v3,v3) = — Ree? +r2 = 0, de onde segue que Ree? > 0 e, portanto, Ree # 0.
Agora, é facil verificar que v4 = 2Reep’ —v3 € SV é o vértice de Glvs, p! distinto de vz : de fato,
temos (p’,v3) = (v1 — v9,Ev] — evg) = —Ree € R\ {0} e (v4,v4) = 4(Ree)?(p,p’) — 4Ree(p’,v3) = 0.
Segue do fato que vz e Glvy, v2l nao determinam um plano real que

1
Im(vs, v1)(v1, v2)(v2, v3) = ~3 Ime? # 0.
Em particular, Ime # 0.
Os pontos vz e vy pertencem a lados distintos de BV com relagao ao bissetor Blvy,val. De fato,

temos

1
Im(vy, v1){(v1, v2) (v, v4) = Im 3 <2Res(v1 —vg) — ’l)3,’U1><’U272R€€ (v —vg) — 1)3> =



64

1 1 1
= Im§( — Ree — (Ev; — eva, v1)) (Ree — (v2,Ev1 — v2)) = Im§< —Ree+ %) (Res - %) = —glmEQ.
Além disso, pelo item (4) da Proposigao 2.4.7, a geodésica G vz, v3? N BV estd toda de um mesmo lado
de B, vl N BV. Pelo Lema 2.4.15, o cone geodésico C [v4, Glvg, vt N B V] c C.
Suponhamos C [v4, G g, v3tNB V] N By, val C Gy, vel. Observando-se que (Evg, v3) = &(vg, Evy —
evg) = L € R, é facil ver que todos os pontos em G vy, v3t N BV se expressam na forma y(a) =

2
a"1Zvy — avs, onde a > 0. Além disso, para cada a > 0, os pontos pertencentes a L vy, y(a)l \ {vs}

tém a forma
cvs +v(a) = ¢(2Ree(vy — v2) — v3) + o™ 'Evy — aws,

onde ¢ € C. Como vy ¢ Ly, val, temos Lvg, v(a)l # Ly, val. Portanto,
Lwg, y(a NLwy, vl = (—2aRee) (v1 — v2) + (@ 12) v C Gy, val.
Logo devemos ter, para todo a > 0,
{(—2aRee) (v; — v2) + (a7 '8) va, v1 )(v2, (—2aRee) (v1 — v2) + ( 'E) v2) =

z—aRe5<aReE+a )ER,
o que é absurdo, dado que Ree # 0 e ¢ ¢ R. Segue que C [v4,G2112,v32 N BV] N By, vl & Glu, val.
Resta aplicar os Lemas 2.4.13 ¢ 2.4.14 g

2.4.17. Lema. Seja C C CPV um conjunto totalmente geodésico contendo uma geodésica G e um
ponto p ¢ G. Se p e G nao determinam um plano real, p nao pertence a linha projetiva de G e p nao é
o polar de tal linha projetiva, entao C = CPV.

Demonstracao. Seja L = CPu' a linha projetiva de G.

Se L for hiperbdlica, seja ¢ € GNBV um ponto nao-ortogonal a p e seja ¢ € GNBV, ¢’ # g. Entao,
é facil ver que a geodésica Gip, @NBV C C e o ponto ¢’ € C nao determinam um plano real (pois p e G
nao determinam um plano real) e que ¢’ nao pertence a linha projetiva de G p, ¢! (pois p néo pertence
a linha projetiva de G). Logo, pelo lema anterior, BV C C, de onde segue diretamente que C = CPV.

Se L for euclidiana, temos (p,u) # 0 uma vez que p ¢ CPut. A geodésica Glp,ul é hiperbdlica.
Seja g € Gip, ! N BV e sejam ¢f,g5 € G distintos, ndo-ortogonais e néo-ortogonais a g. Entdo, as
geodésicas hiperbdlicas Gg, gjl e Glg, g5 nao pertencem a um mesmo plano real (caso contrario, g1, g5
pertenceriam a tal plano, de onde segue que o mesmo pode ser dito com rela¢ao a G e p). Logo, aplicando
o lema anterior, obtemos C = CPV.

Argumentos anélogos ao do pardgrafo acima permitem lidar com o caso em que L é esférica e p € BV.

Portanto, resta considerar que L é esférica e que p € A V. Tomando a terceira das Bases 2.2.24, sejam
wy,wy € G ortogonais e tais que “p # w;. Podemos supor (u,u) = —1, (w;, w;) = 1, CP(Rw;+Rwsy) = G
ep=clw +cwy+ru,onde 0#cecCer>0. Ofato que G e p ndo determinam um plano real
significa

1
Im (p, w1 —|—w2)<w1 +w2,w1><w1,p> =Im (|c|2 + Z) = Im% # 0.

Temos (wy,cp) = 1. Logo, ¢ = 2wy — ¢p € G p, w1l. Segue da expressdo acima e de

Im (2w — ep, wy + wo) (w1 + wa, wr ) (wy, 2wy — ep) = Im(1 — ¢?) = —Im c* = —|c|? Img
C
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que os pontos p e ¢ pertencem a lados distintos de CPV com relacao ao bissetor Blwy, wol. Além disso,
temos (g, ws) = (2wy — cp,ws) = —c(p,ws) # 0. Portanto, CPg* # Lip, wal. Daf segue que existe um
segmento de geodésica v = v(t) = (1 — t)p + tewe C Gip,wal, t € (0,6), § > 0, contido em um mesmo
lado de CPV com relagéo a Blwy, wal e que ndo contém pontos ortogonais a q. Temos C[g,y] C C. Vamos
supor que C[g,v] N Blwy, wal C Glwy, wel. Para cada t € (0,6), os pontos pertencentes a L g, y(¢)2\ {¢}
tém a forma

zq +y(t) = z2(2w1 — ep) + (1 — t)p + tews,

onde z € C. Temos

2(1 —¢
Lg, vy NLwy, wal = %wl + tews C Glwy, wal.
Logo, para todo t € (0,9),
2(1—1)
< w1 + tcwsa, wy +w2><w1,7w1 +tcw2> =
c

<21—t >.2(16—t)>:2t(1_t)1m2:0,

o que é absurdo. Segue que Clg,v] N Blwy, wal ¢ Glwy, wal. Resta aplicar os Lemas 2.4.13 e 2.4.14 g
Finalmente, temos a

Demonstracao da Proposicao 2.4.10. E ébvio que um unico ponto em BV constitui um conjunto
totalmente geodésico C. Vamos supor que C contém dois pontos distintos. Neste caso, C contém a
geodésica G em BV que os liga. Suponhamos que C contém um terceiro ponto p ¢ G. Seja L a linha
projetiva de G.

Se p € L, entdo, pelo Lema 2.4.12, C D L. Se, além disto, C contém um ponto fora de L, tomamos
em L uma geodésica G’ tal que p e G’ ndo determinam um plano real (basta tomar uma geodésica que
nao passa pela projegdo de p em L) e, pelo Lema 2.4.16, obtemos C = BV.

Sep ¢ L e G e p determinam um plano real R entdo, pelo Lema 2.4.13, C D R. Se, além disso, C
contém um ponto fora de R, entao, pelo Lema 2.4.14, C=BV.

Se p ¢ L e G e p ndo determinam um plano real, entdo, pelo Lema 2.4.16, C=BV g

A demonstragdo da Proposicao 2.4.11 é andloga. Além disto pode-se provar, por argumentos seme-
lhantes, que ndo hd em AV conjuntos totalmente geodésicos além daqueles esperados.

Por fim, introduziremos o conceito de transporte meridional com o objetivo de provar a curiosa
dualidade entre transporte meridional e transporte paralelo observada apés o Lema 3.6 em [AGG].

Seja B um bissetor cuja espinha real é G. Sejam p,p’ € G\ SV pontos distintos e nao-ortogonais.
dp

(a,p) ©

T,Gwp,q C T,F, (vide Lema 1.7.1) é ortogonal & espinha complexa Lp, pt em p. Logo, pela Pro-
posigao 1.7.6, o transporte paralelo de v, ao longo da geodésica G ip,p"t é dado por

vy = Ct (L) () = ', p)(Pq)p T
v =0t (ot @) NG T

Seja ¢ um ponto distinto do foco de B e pertencente a fatia F),. O vetor v, = Tn(¢”,%q)(p) =

Yq
(d.p)
B formam uma base ortogonal para a fatia em questdo). Portanto, existe um tnico ¢’ € F, tal que

ry, pl !
vy =Tn(¢" 7 ¢)(p) = (;/> Através de um célculo direto, é facil verificar que

(2.4.18) ¢ =@ ,p)Pa+{g,p)Vtalp,p)p"

/

Na fatia F,/ existe um tnico ponto ¢’ para um valor especificado de (de fato, p’ e o foco de
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O ponto ¢’ é dito o transporte meridional de ¢ ao
oq °q longo da geodésica Gip,p"t. O transporte meridional
identifica quase todas as fatias de um bissetor, excetuan-
do-se aquelas tangentes a SV, se existirem. Tal identi-
ficacdo serd chamada identificacao meridional. Através
da identificacao meridional, cada ponto do bissetor gera

\X S ________ — uma curva denominada seu ¢-meridiano. Em particular,
p T e o {-meridiano de um ponto na espinha real ¢ a propria

espinha real. E ficil ver, utilizando a equagao (2.4.18),

F, F que todo f-meridiano passa pelos vértices do bissetor,

caso existam.

2.4.19. Proposicao. Seja B um bissetor cuja espi-

nha real é G. Para q € G\ SV, associamos a um vetor

tangente z, = (—,q) ® x € T,CPV, z € ¢*, o ponto z

pertencente a fatia CPq- de B. Sejam p,p’ € G\ SV

pontos distintos, ndo-ortogonais e de mesma assinatura. Sejam g,g' € G\ SV o0s respectivos pontos

polares das fatias Fp,F,. Sejaxy € Ty,CPV, x € g+, um vetor tangente. Entdo, o transporte paralelo
de x4 ao longo de Gp,p't produz o transporte meridional dos pontos associados.

Demonstragao. E claro que g, ¢ sao distintos, ndo-ortogonais
e de mesma assinatura. Como no Corolario 1.7.6, tomemos z =
h +wv, onde h,v € g, h € Cg+ Cg’ e v € (Cg + Cg')*. De
h € C9¢' segue que h € Cp, isto é, h = ¢p para 0 # ¢ € C (pois
9g" € G e p é o tinico ponto ortogonal a g em G). Transportando
paralelamente z, ao longo de Gp, p't obtemos

o = Tn (g, {g,9)h)(9') + Ct(g,v)(g") =

_(‘9.9) .90 ,
- (<g,g’> R S P )g/ €T ,CPV.

/
Logo, 2’ = (g,g/) g 9. 9) v é o ponto associado a
g9 (.9)/talg, ')
x;,. E facil ver que podemos tomar ' = 9h+ \/ta(g, ¢’) v. Temos
: h,g h,Pp) . (hp
gh:h_</’g/>g/:h_ </7 2/9> pp:Cp_Cpp:</7p/>pl~
(9.9") (F'p,”'p) ®.p)

Portanto, observando-se que ta(g, g’) = ta(p,p’),

, h, / /7 ’ h,
' =%h+ /ta(g,g') v = <<p, P) P+ Vtalp,p') v = (h,p)v/talp, p') p’ + W ta(p,p’)v =

') 2

— (b)) P + W ta(p,p')o = (h )P P B + (720) v,

onde ~ significa C-proporcionalidade. Pela equacao (2.4.18) o transporte meridional de z = h + v ao
longo de G ip, p"t é dado por (p',p)?(h +v) + (h + v, p)y/ta(p,p’) p" = (P, p) v+ (h,p)/ta(p,p')p' m
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2.5. Apéndice: Estrutura CR e calibragoes

Utilizando um ponto de vista livre de coordenadas, estudamos brevemente neste Apéndice calibragoes
para a estrutura de contato no absoluto.

Seja u € V, {(u,u) < 0. Sejap € SV, p # u (em particular, (p,u) # 0). Em uma vizinhanca de p
disjunta de CPu™, definimos a funcao

(z,x)
(x,u){u,x)’

ful@) =

Nesta vizinhanga, temos SV = f,71(0). O fato de um vetor ¢ € T, CPV ~ Linc(Cp, V/Cp) ser tangente
a SV significa ¢(f,)(p) = 0. Através de um célculo direto, obtemos

{(p,&(p))

fulv () = 2Re 2o,

(2.5.1) e(fu)(p) = %L:O

Assim, é fécil descrever o espaco tangente a SV em p:
(2.5.2) T, SV = {¢ € Lin(Cp, V/Cp) | (p,¢(p)) € iR} .

(E claro que a descrigao acima independe da escolha do levantamento ¢ : Cp — V para ¢, uma vez que
p é isotrépico.)

A linha projetiva euclidiana L = CPpt > p é tal que T,L c T,SV. De fato, seja ¢ € T,L.
Pela Proposicao 1.2.3, temos que $(p) € p+ + Cp. Portanto, <p, @(p)> = 0, de onde segue o afirmado.
Obtemos, assim, uma decomposi¢io T, SV = T,L®N,, onde N, = {¢p € T,CPV | (p,¢(p)) €
iR\ {0}}. A distribui¢ao

CR={(p.T,L) |[peSV,L=CPp} C TSV

dos subespacos complexos maximais dos espacos tangentes a SV ~ S3 é denominada estrutura CR
(Cauchy-Riemann) de SV. Uma calibragao para a estrutura CR é uma 1-forma £ € T'(T*SV) tal que
CR = Keré¢.

2.5.3. Lema. Sejau €V, (u,u) <0. A 1-forma

o 50
ulp)(p) =1 (p, u)(u,p)’

onde (p, ) € TSV, é uma calibragio para a estrutura CR de SV.

Demonstragao. Seja (p,) € TSV tal que p € T,L, onde L = CPpt. Pela Proposicio 1.2.3,
temos <p,¢(p)> = 0, ou seja, £,(¢)(p) = 0. Reciprocamente, seja (p,¢) € TSV tal que &,()(p) = 0.
Isto significa que Im <p7g5(p)> = 0. De (2.5.2) segue que <p,c,5(p)> =0, ou seja, ¢ € T, L (novamente,
pela Proposigio 1.2.3)

2.5.4. Corolério. Seja u € V, (u,u) < 0. Seja U C CPV uma vizinhanca de BV tal que
UNCPut = @. A I-forma

L o {u,9(p)) (p,p)
() (p) = T o ((pw(p)) o) )

onde (p, ) € TU, quando restrita a TSV, é uma calibracao para a estrutura CR de SV.

Demonstragao. A definigao de €2, independe do levantamento ¢ escolhido para . Resta aplicar o
lema anterior g



68

Referéncias

O item (3) da Classificacdo 2.2.7 tem uma forma rudimentar em [Gol, Teorema 7.1.1] ¢ em [BEt].
Além disso, estd relacionado com fatos em [Pra).

O item (1) do Coroldrio 2.2.9 estende [Gol, Lemas 3.1.3 e 3.1.6] para alhures. O item (2) deste
coroldrio é demonstrado em [Gol, Corolério 3.1.5].
A Observagao 2.2.12 é andloga a fatos em [Gol, Subsecao 3.3.2].

Os itens (1) e (2) da Proposigdo 2.2.13 estendem para alhures alguns fatos semelhantes em
[Gol, Subsecao 3.1.7] e em [Gol, Teorema 6.1.1]. Os itens (3) e (4) de tal proposigdo sdo demonstrados
em [Gol, Subsecao 3.3.2].

O item (1b) da Proposicao 2.2.21 é demonstrado em [Gol, Corolario 7.1.3] e o item (2) em
[Gol, Subsegao 1.4.3]. O item (le) é andlogo a [Gol, Teorema 7.3.1, item (6)]. O item (5) estende
para alhures fatos em [San)].

A Observagao 2.2.23 é demonstrada, no mesmo estilo, em [San].

O item (1) do Coroldrio 2.2.27 estende [Gol, Teorema 7.3.1, itens (5) e (6)]. O item (2) é demonstrado
em [Gol, Subsegao 7.1.1].

Os itens (1) e (2) do Lema 2.3.2 tém relacao com [Gol, Lema 2.2.5] e com [Gol, Teorema 3.2.12].

O item (3) da Proposicao 2.3.3 estende [Gol, Lema 3.1.12] para alhures.

Os itens (2), (3) e (4) da Defini¢do-Lema 2.4.1 estendem para alhures [Gol, Teorema 5.1.1], fatos em
[Gol, Secao 5.1.1] e [Gol, Teorema 5.1.10].

Os itens (1) e (2) do Lema 2.4.2 estendem para alhures fatos em [Gol, Secdo 5.1.5] e [Gol, Teo-
rema 5.2.4].

A Observagao 2.4.3 é demonstrada, no mesmo estilo, em [San].

O item (1) do Lema 2.4.4 é notado em [Gol, Secao 5.1.1]. O item (3) tem relagdo com [Gol, Teo-
rema 8.2.1].

A observacao que bissetores determinam seus vértices, presente apds o Lema 2.4.4, estende
[Gol, Subse¢ao 5.2.1] e [Gol, Teorema 5.1.6] para alhures.

O item (2) da Proposicao 2.4.7 estende para alhures [Gol, Teorema 5.5.1]. O item (4) é semelhante
a [Gol, Subsecao 5.5.5].

A Proposicao 2.4.10 é demonstrada em [Gol, Se¢ao 3.1.11] (com base em fatos gerais da teoria
de espagos simétricos). Possivelmente, a demonstracdo que apresentamos completa, neste caso, a
intengao de Goldman: “... explicit calculations are more valuable than quoting general theorems.”
[Gol, pg. (ix), linha 10]
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3. Teorema Poliedral de Poincaré

Point set topology is a disease from which
the human race will soon recover.

— HENRI POINCARE

3.1. Introdugao

O Teorema Poliedral de Poincaré é uma ferramenta usual no estudo de grupos discretos de isometrias
de uma variedade Riemanniana. Dentre suas aplicagoes, residem provar a discretude de um dado grupo
de isometrias e, principalmente, construir grupos discretos de isometrias. A histéria do Teorema é longa;
uma andlise de diversas versoes pode ser encontrada em [Pet].

Boa parte das formulagoes do Teorema de Poincaré aplica-se somente as geometrias classicas de
curvatura constante. Nestes casos, é comum utilizar-se um poliedro convexo, cujas faces sao hiperficies
totalmente geodésicas que se interceptam com angulo constante. Ainda mais, hd muitas vezes a exigéncia
de que o poliedro e suas copias, criadas a partir de isometrias que lhe identificam as faces, interceptem-se
adequadamente.

Entretanto, quando lidamos com geometrias de curvatura nao constante, como no caso hiperbélico
complexo, a escolha de um poliedro com faces totalmente geodésicas que se interceptam com angulo
constante é, em geral, impossivel (vide as Proposicoes 2.4.10, 2.4.11 e o Teorema 4.2 em [AGG]). Além
disso, nestes casos, nao podemos explorar conceitos de convexidade, o que torna dificil a verificacao
de que faces interceptam-se adequadamente (vide, como ilustragio, a Secdo 6.3 em [AGG]). Surge
assim a necessidade de um Teorema Poliedral que, dentre outras caracteristicas, estabeleca exigéncias
suficientemente locais sobre a tesselacao, de modo que, por exemplo, a intersecao adequada de poliedros
vizinhos seja um resultado valido a posteriori.

A versao do Teorema de Poincaré apresentada neste capitulo propoe exigéncias desta natureza. Com
efeito, a tesselagao de uma vizinhanca métrica do poliedro, presente no Corolario 3.3.19, é o resultado
local essencial utilizado na demonstragao do Teorema (de Poincaré) 3.3.21. Enfatizamos que, embora a
tesselacao de uma vizinhanca métrica do poliedro nao seja condicao necessaria em um Teorema Poliedral,
ela é garantida pelas hipdteses de praticamente todas as formulagoes do Teorema.

Vale a pena destacar ainda que buscamos um Teorema de Poincaré em que as condigoes sobre o
poliedro e suas identificagoes de faces sejam verificAveis na pratica e em termos simples, tais como
somas de angulos. Por esta razao, utilizaremos poliedros cujo bordo constitui-se apenas de elementos de
codimensoes 1 (faces) e 2 (arestas). Pelas mesmas razoes, nao permitimos um nimero infinito de faces
ou de arestas.

Neste sentido, poderiamos dizer que a versao do Teorema Poliedral que apresentamos é “plana”: ha
tesselacao apenas em torno de elementos de codimensoes 1 e 2, sendo que esta iltima expressa-se em
termos de determinada soma de angulos. Ainda assim, existe a necessidade de obter alguma estimativa
uniforme relativa ao comportamento das faces ao longo de arestas comuns. Em nosso caso, tal estimativa
é fornecida pela propriedade (P9).



70

O Teorema de Poincaré cldssico para o disco hiperbdlico permite poliedros (poligonos) contendo
faces (geodésicas) tangentes no absoluto. (H4 uma condigdo simples que garante a tesselagdo de uma
vizinhanga métrica para poligonos desta natureza.) Infelizmente, as hip6teses do Teorema 3.3.21 excluem
tais casos, bem como seus andlogos em outras geometrias e em maiores dimensoes.

Qualquer grupo (a posteriori) discreto possui um poliedro fundamental cujas faces sdo bissetores, o
poliedro de Dirichlet. Isto sugere, como primeira aplicagao da presente versao do Teorema de Poincaré,
a utilizacdo de bissetores como faces dos poliedros.?’

Deste modo, o Teorema 3.3.21 pode ser aplicado diretamente nas construgoes dos subgrupos discretos
do grupo de isometrias do plano hiperbdlico complexo presentes em [AGG]| e em [AGu], onde as faces
dos poliedros sao bissetores com fatias em comum.

3.2. Tesselagao Local

Seja (X, d) um espago métrico. Para Y C X, denotaremos respectivamente por Ve por Y o interior
e o fecho de Y em X. .

Diremos que um subespago P C X é um poliedro se P + 3, se P= P e se ao bordo 9P = P\IOD esta
associada uma decomposi¢ao nao-vazia P = U s em subconjuntos nao-vazios s € S chamados faces

ses
de P. Uma identificacao de faces para P é uma involucao o : S — S tal que a cada par de faces da

forma (s, 0s) estd associada uma isometria I : X — X satisfazendo Iys = s e I, = I7 1.

Seja P um poliedro em X e seja S o seu conjunto de faces. Seja o uma identificacdo de faces para P.
Denotaremos por GG o grupo gerado pelas isometrias da forma I, s € S. Introduzimos em G x P uma
relagao definindo (g, z) ~ (h,y) se e 86 se

(g=h e x=y) ou
r Esparaalgums € S, I;x =y e h_lg:IS.

Esta relagao é, obviamente, reflexiva. Provemos que é simétrica. De fato, se (g,x) ~ (h,y), entao
podemos supor que = € s para algum s € S, I,z = y e h~'g = I,. Neste caso, temos y € I,s = os,
Ly=I'y=xegth=(h"tg)"t =I;! = I,,. Em outras palavras, (h,y) ~ (g,7). Uma vez que ~
nao é necessariamente transitiva, geramos uma relagao de equivaléncia em G x P definindo (g, z) = (h,y)
exatamente quando existem (g;,z;) € G x P, j =1,...,n, tais que

(9:2) = (91,%1) ~ (92,22) ~ -+ ~ (g, 0) = (R, y).
Seja J = G x P/ m. Denotaremos por [g, 2| a classe de equivaléncia de (g,x) em J.

3.2.1. Lema. (1) Se [g,z] = [h,y] e x € }%’, entdio g =h e x = y.

(2) Se [g,z] = [h,y], entdo g(x) = h(y) e [fg,x] = [fh,y] para todo f € G.

Demonstragao. (1) E imediata.

(2) Sejam (g1, 21), (g2, 22) € G x P tais que (g1, 1) ~ (g2,22). B claro que podemos supor z1 € s
para algum s € S, Isx1 = x5 € gglgl = I,. Neste caso, temos g1(z1) = gg(Is(xl)) = go(x9). Além
disso, para f € G, temos x1 € s, I,(z1) = z2 ¢ (fg2) ' fo1 = 95'91 = I,. Em outras palavras,
(fgr,21) ~ (fg2,22) m

29Por esta razdo, seria importante entender em quais circunstancias a intersecio de bissetores no caso genérico satisfaz
a Condigao (P9).
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Munamos G, P, G x P e J de suas respectivas topologias naturais: discreta, induzida, produto e
quociente. Consideremos as aplicagdes ¢ : G x P — X, (g,z) — g(x), 7 : G X P — J, (g,2) — [g,x] e
p:J — X, [g,2] — g(x) (a aplicacdo ¢ estd bem definida pelo item (2) do lema anterior):

GxP -2 J

v e
X JE— X
Claramente, 1) = ¢ o . E facil verificar que ¥, e ¢ sdo aplicagoes continuas. Além disso, G age

naturalmente em G X P e em J : para f € G definimos, respectivamente, f(g,z) = (fg,z) e flg,z] =
[fg,z] (a agdo em J estd bem definida pelo item (2) do lema anterior).

3.2.2. Lema. (1) ¢, m e ¢ sao G-aplicagdes. Seja f € G. Temos 7= 1(fp) = fr=(p) e 7= 1(fU) =
fr~Y(U) para quaisquer p € J e U C J.

(2) G age em G x P e em J por homeomorfismos.

Demonstragao. (1) Segue diretamente das defini¢des de ¥, m e ¢ que estas sd@o G-aplicagOes.
Provemos que 7~ 1(fp) = fr~1(p). Seja u € 7~ 1(fp). Entdo, n(u) = fp, isto é, 7(f~tu) = f~imw(u) =
p, ou seja, f~lu € 7w 1(p). Assim, segue de u = f(f~'u) que u € fr—1(p). Por outro lado, seja
u € fr~(p). Entao u = fv, com 7(v) = p. Temos 7(u) = 7(fv) = fn(v) = fp. Em outras palavras,
uwer(fp).

(2) E imediato verificar que G age em G x P por homeomorfismos. Consideremos a acio de G em .J.
Seja f € G. Claramente, temos uma bijecao entre J e fJ. Seja U C J um aberto. Entao, pelo item
anterior, 771 (fU) = fr~1(U). Segue que 7~ 1(fU) é aberto em G x P, ou seja, fU é aberto em J g

Definimos [P] = {[1,z] |z € P} C J e [P] = {[1,2] |z € P} C J.
3.2.3. Lema. Temos J = U g[P]. Além disso, se g1 [}OD] ﬁgg[lo?] % &, entdo g1 = go.
geG

Demonstragio. Para provar a primeira afirmacao, basta notar que [g, z] = g[1,z] € g[P]. A segunda
afirmacao é uma conseqiiéncia direta do item (1) do Lema 3.2.1 g

No que se segue, vamos supor que a pré-imagem 7~ *(p) é finita para todo p € [P]. Note-se que, neste
caso, segue do fato [g,7] = g[1,z] e do item (1) do Lema 3.2.2 que 7 *(p) ¢ finito para todo p € J.

Seja x € P. Seja ¢ > 0. Tomando ﬂil([l, :v]) = {(gl,wl), cee (gn,xn)}, definimos

n

Voj=Vi(zje)={y e Pldly,z;) <e}c P, Vo=|]J(g.Vaj) CGxP,
(3.2.4) =1
Wy =n(Vy) CJ, B(x,e)={pe X |dpz)<e}CX.

Diremos que o poliedro g; P, para j = 1,...,n, é um vizinho formal de P no ponto x € P.

3.2.5. Condicao (de tesselagao local). Seja P um poliedro em X. Seja o uma identificagdo de
faces para P. Utilizando a notacao acima, diremos que P e o satisfazem a condigao de tesselacao local
se, e s6 se, para todo x € P e para todo € = ¢(x) > 0 arbitrariamente pequeno,

(1) a pré-imagem 7 ([1,2]) ¢é finita,*

390Obviamente, é suficiente verificar que a pré-imagem 71 ([1,]) é finita para x € OP.
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(2) W_l(Ww) =Va,
(3) ¥(Va) =J93Ves = Blw.2)

J
(4) ¢ estabelece uma bijegao entre W, e B(x,¢€).

3.2.6. Lema. Seja P um poliedro em X. Seja ¢ uma identificacao de faces para P.

(1) Se P e o satisfazem os itens (1) e (2) da Condicdo 3.2.5, entao os conjuntos fW,, para f € G,
x € P e € > 0 arbitrariamente pequeno, formam uma base para a topologia de J.

(2) Se P e o satisfazem os itens (1) e (2) da Condigao 3.2.5, entao J é Hausdorff.
(3) Se P e o satisfazem os itens (1), (2) e (3) da Condicao 3.2.5, entao ¢ é uma aplicagao aberta.

Demonstragao. (1) Note-se, inicialmente, que os conjuntos fW, sao abertos em J pelo item (2) da
Condigao 3.2.5 e pelo item (2) do Lema 3.2.2. Seja [f,z] € J. Seja U C J um aberto que contém [f, z].
Como 7 é continua, temos

aU) = | (h,Un),

heG

onde Uy é aberto em P. Utilizando o item (1) da Condi¢do 3.2.5, podemos tomar 7~ !([1,2]) =

{(glaxl)a cety (gnvxn)} LOgO, ﬂ-il([fv x]) = ,/Til (f[].,l’]) = {(fgla xl)a ceey (fgnvxn)} Segue que, para
h=fgj,5=1,...,n, temos x; € Uy,. Seja € > 0 suficientemente pequeno, de modo que seja valido o
item (2) da Condicao 3.2.5 e de modo que V, ; C Uy, para h = fg;, j =1,...,n. Portanto,

sz = U(fgjavz,j) C Wﬁl(U)'
J

Daf segue que fW, = fr(V,) =n(fV,) C n(7~1(U)) C U. Resta observar que [f,z] = f[1,2] € fW,.

(2) Sejam [f, z], [h,y] € J distintos. Pelo item (1) da Condicao 3.2.5, podemos tomar W’l(f[l,m]) =

{(fglvxl)v RS (fgnvxn)} e ﬂ-il(h[lay]) = {(hglla yl)v R (hg;n,ym)} E imediato que Wﬁl([f’ :L']) N
71 ([h, y]) = @. Assim, para € > 0 suficientemente pequeno, temos

U (fg5. Vo) 0 U (g}, Vi) = 2,
j=1 j=1

isto é, fVzNhV, = @. Do item (2) da Condicao 3.2.5 e do item (1) deste lema seguem, respectivamente,
que fW,NhW, = & e que fW,,hW, sao abertos em J.

(3) Utilizando o item (1) deste lema e o item (3) da Condigao 3.2.5, basta observar-se que, para f € G,
z € P e e > 0 suficientemente pequeno, temos p(fW,) = fo(n(V,)) = f¢(V) = fB(z,e) = B(fx,¢)
aberto em X g

3.2.7. Proposigao. Seja P um poliedro em X. Seja o uma identificacao de faces para P. Se P e ¢
satisfazem a condicao de tesselagao local, entao a aplicacao ¢ : J — X é um homeomorfismo local.

Demonstragao. Seja [f,z] € J. Para ¢ > 0 suficientemente pequeno, consideremos a vizi-
nhanca fW, de [f,z]. Segue diretamente do item (3) do lema anterior e do item (4) da condigdo
de tesselagao local que gp| W estabelece um homeomorfismo entre fW, e B(fz,e) m
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3.3. Um teorema de Poincaré “plano”

Seja X uma variedade Riemanniana conexa e simplesmente conexa. No que se segue, utilizaremos as
notacoes introduzidas na segao anterior.

Seja P um poliedro em X cujo conjunto de faces é S. Seja ¢ uma identificacao de faces para P.
Nosso objetivo é encontrar condigoes sobre P e o de modo que P seja uma regidgo fundamental para a
acao de G, isto é, de modo que

(3.3.1) X = U gP e glf%ﬂgg}% £ =g = go-
geG

Vamos supor que a cada face s € S estd associada uma colecao A (possivelmente vazia) de subcon-
juntos nao-vazios de s tais que, se a € Ay, entdo Isa € A,s. Os elementos de A serdo ditos arestas de s
(ou, em geral, de P).

Suponhamos que P satisfaz as propriedades (P1) e (P2) descritas abaixo.

(P1) P possui um numero finito de faces. Toda face de P possui um ndmero finito de arestas.

(P2) Uma aresta de P é aresta de exatamente duas faces distintas.

Consideremos o par (a,s1), onde s1 € S e a € Ag,. Aplicando a cada elemento deste par a isome-
tria I,,, obtemos a aresta Is,a e a face os;. Temos I5,a € Ays,. Pela propriedade (P2), existe uma
unica face so distinta de 0s1 que contém I, a como aresta. Consideremos, assim, o novo par (I, a, s2).
De modo andlogo, podemos aplicar aos elementos deste par a isometria I,,, obtendo (I,1s,a, s3) (isto
é, 0sy e s3 possuem a aresta I ,Is,a em comum). Repetindo este processo, chegamos & seqiiéncia de
pares

Is, Isg

I
(3.3.2) (a,81) — (Is,a,s2) A (Is, Is,a,83) = ...

(Ressalte-se que nao temos s;11 = I, s; = o0s;.) Claramente, pela propriedade (P1), esta seqiiéncia
contém finitos termos distintos. Ainda mais, temos o

3.3.3. Lema. A seqiiéncia (3.3.2) é ciclica.
Demonstragdo. E claro que basta considerar o caso

Isq Is, Is,, 1 Is,
(a,81) = (Is,a,82) — ... — (I o Iga,8,) — (I, a, 82).

Sn—1

I,
Entao, (Is, , - Is,a,8,) — (Is, a,ss) significa que I (1

Sn—1

< Iga) = Ig,a e que sg e 0s, sdo faces

I
. . S1 . .
distintas que possuem a aresta Iy, a em comum. Por outro lado, (a,s1) — (Is,a, s2) significa que sz e
osy sdo faces distintas que possuem a aresta I, a em comum. Segue de (P2) que os, = osi, isto é,
S, = s1. Portanto, I, = I,,. Finalmente, de I, (I, , - Is,a) = Is,a obtemos I, _,---Isa=anm

Diremos que a seqiiéncia ciclica da forma (3.3.2) é o ciclo de arestas de (a, s1). Consideremos o ciclo
de arestas

Isq Iso Tsp_1 Isy,

(3.34) (a,s1) = (Is,a,82) = ... — (Is,_, - Isa,8,) — (a,s1).

E fécil ver que a isometria do ciclo I = I I, _, --- I, preserva a aresta a, isto é, Ia = a. Seja s # s1
tal que a € Ay/. Temos sj = os,,. Portanto, o ciclo de arestas de (a, s7) é

1 —1
1 I

;! I, . . 1
o= (I I a,081) — (a,08,).

(a,08y) A (Is_nla,asn_l) i
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Vamos supor validas para P e o as propriedades que se seguem.

(P 2%) P é simples. (Em outras palavras, se duas faces distintas de P se interceptam, entdo o fazem
em arestas comuns.) Arestas distintas de P sdo disjuntas.3!

(P3) Sejam s € S e a € A;. A isometria I do ciclo de arestas de (a, s) satisfaz I|a =1el* =1 para
algum k € N\ {0}.

3.3.5. Lema. Seja p € OP. Vamos supor que p nao pertence a nenhuma aresta de P. Pela
propriedade (P 2%), existe uma unica face s € S tal que p € s. Temos 71'_1([].,]3]) = {(Lp), (L,S,Isp)}.
Portanto, os tnicos vizinhos formais de P em p € s sao P e I,,P.

Demonstragao. E imediata. Vamos supor (g,z) ~ (1,p) para (g,z) # (1,p). Entdo, existe t € S
tal que x € t, iz = p e g = I;. Além disso, por (P 2%), t é a Unica face tal que = € t (de fato, =
nao pertence a nenhuma aresta de ¢ pois, caso contrério, p = I;x deveria pertencer a uma aresta de s).
Como p € I;t = ot, temos s = ot. Logo,

1

c=Ip=I'p=ILp e g=1I =1,

Por outro lado, suponhamos (h,y) ~ (g, ) = (I,s, Isp) para (h,y) # (g, z). Entdo, existe uma face t’ € S
talquey €/, Iyy = Ispe I; h = 1. Como os =t > x = I,p € I/t = ot’, obtemos ' = 5. Segue que
h = Io’sIt’ =1le que y = I)fjllsp =p,ou Seja'7 (hvy) = (Lp) | ]

Na observagao que se segue, fixaremos algumas das notacgoes que serao utilizadas sistematicamente
até o final deste capitulo.

3.3.6. Observacgao. Seja p € 9P. Vamos supor que p pertence a uma aresta a de P. Seja s; uma
das faces satisfazendo a € A;,. Consideremos para (a, s1) o ciclo de arestas em (3.3.4). Logo, a outra
face que contém a como aresta é os,,.

Definimos p1 = pep = Is,_, - Is,p paral = 2,...,n + 1. Pela propriedade (P3), temos p,11 =
Is, - Is,p1 = Ip1 = p1. Assim, utilizaremos médulo n os indices para p;’s e para s;’s. Claramente,
pL € S1,08]—1.

Definimos I;; = DI, Iy, onde j =0,....k—1el =mnmn~—1,...,1. Paral = 1, temos
Ly 1=DlI - 141 = DI, - I I, . Paral =n, temos Iy = JER

Os seguintes poliedros contém a como aresta:

p I, P I, I, P ..,6I ---I,P 1IP,

n—1 )

II,,P, II, I, P, ..., I,P, ..., I)_5P, P.

Sn—1 )

(3.3.7)

As faces I;,s; e Ij,05,—1 do poliedro I; ;P contém a como aresta. Os poliedros I;;P e I;;_1 P tém em
comum a face I;;05—1 = I;;—15,—1. Os poliedros I ; P e I; ;1P tém em comum a face I; ;108 = I;;5;.

Diremos que dois poliedros I;; P e I ;P (respectivamente, duas faces I;;s; e I ;s;) sdo formalmente
diferentes se (j,1) # (3',1'), 0 < 4,7/ < k, n > ;! > 1. Neste caso, escreveremos I;; P #; I/ ;1P
(respectivamente, I;;s; #5 Iy sy ), onde #; abrevia “formalmente diferentes”. Note-se que podemos
ter dois poliedros (respectivamente, faces) formalmente diferentes iguais como subconjuntos de X g

3.3.8. Lema. Seja p € OP. Vamos supor que p pertence a uma aresta a de P. Nos termos da
Observagao 3.3.6, temos wil([l,p]) = {(ijl,pl) |[0<j<kn>I1> 1}. Portanto, a lista em (3.3.7)
contém todos os vizinhos formais de P em p € a.

31A exigéncia (P 2%) segue das propriedades mais fortes (P4) e (P8). Portanto, ao aplicar-se o Teorema 3.3.21, ndo ha
necessidade de verificd-la.
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Demonstracgdo. E imediata. Verifiquemos, inicialmente, que (L1, p1) ~ (Ij1—1,p1—1)- De fato,

pL €081, Ia’s;,_lpl :Is_lilpl =pPi-1 € (Iszn"'IslIsl_l)_l '(Iszn"'Isl) :Iasl_y
Passemos & verificagdo de que nao ha outros vizinhos formais de P em p além dos indicados. Assim,
suponhamos (g,z) ~ (I;;,p1) para (g,z) # (Ij;,p). Entdo, x € s para algum s € S, I,o = p; e
I;llg = I;. Pela propriedade (P 2%), a face I,s = 0s O p; é uma das duas as quais p; pertence. Logo,
0s = s; 0u 0s = 0s;_1. No primeiro caso,

It = IjISn T I$l+1 =1ji41

l Sy

e=I""p=Iyp=pp1 e g=LIL I, L, =TI, I
Em outras palavras, (g,2z) = (Iji+1,P1+1) € ﬂ_l([l,p]). Por outro lado, se os = 0s;_1, entao

e=I""p =1 p=pa e g=DIL, I, -I

S1— s = Ij,l—h

ou Seja’a (gax) = (Ij,l—lvpl—l) € 7771([1317]) | ]

Em particular, segue dos Lemas 3.3.5 e 3.3.8 que P e o satisfazem o item (1) da Condigao de tesselacao
local 3.2.5.

Sob o ponto de vista topolégico diferencial, exigimos que P satisfaca a propriedade

(P4) As faces de P sao variedades diferencidveis fechadas, orientadas, de codimensao (real) 1 em X

e com bordo (possivelmente vazio). Seja s € S. Toda aresta em A, é fechada, conexa e ds = |_| a.

a€EA;
Além disso, s esté orientada de modo que, em um ponto nao pertencente ao seu bordo, um vetor normal

aponta para o interior de P.

Em particular, toda aresta é uma variedade diferencidvel de codimensao 2, conexa por caminhos e
sem bordo. E claro que, se a € Ag, entdo Isa € Ay, uma vez que Iy é uma isometria.

Seja p € P. No que se segue, utilizaremos as notagoes estabelecidas em (3.2.4). Além disso, para um
subconjunto Y C X, denotaremos ¥ =Y N P.

Fixemos € = ¢(p) como abaixo.
o

Vamos supor, inicialmente, que p € P \ dP. Neste caso, escolhemos € de modo que B(p,e) C P.
Temos

(3.3.9) l/:{@B@@»}CGxP

Suponhamos p € s\ ds para algum s € S. Neste caso, escolhemos £; de modo que B(p,e1) nao

intercepte nenhuma aresta de s (esta escolha é possivel dado que s é variedade com bordo ds = U a)
a€A,

e de modo que B(p,£1) NOP = B(p,e1) N s (esta tltima escolha utiliza (P 21) e o fato que as faces de P

sao fechadas). Analogamente, escolhemos 5 de modo que B(Igp,e3) ndo intercepte nenhuma aresta

de os e de modo que B(Isp,e2) NOP = B(Isp,e2) Nos. Tomamos € = min{ey,e2}. Temos

(3.3.10) %:{@B@@y@mB@pm}chR
Finalmente, vamos supor que p € a para alguma aresta a de P. Seja s; uma das faces tais que

a € As,. Nos termos da Observagio 3.3.6, escolhemos ¢; de modo que B(p;,&;) ndo intercepte outras
arestas de s; e de os;—1 além de I, , ---Is;a (o que é possivel uma vez que arestas sdo fechadas e
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disjuntas) e de modo que B(p;, &) NOP = (B(pi,e1) Ns;) U (B(pr, 1) Nosi—1). Tomamos € = l_nlnin €.

=1,...,n
Temos

k—1 1
(3.3.11) V;,:UU (I;1,B(pi,e)) € G x P.
j=01=n

E claro que, para as consideracoes anteriores, podemos tomar qualquer 0 < e(p) < €(p).

3.3.12. Lema. P e o satisfazem o item (2) da Condicao de tesselagao local 3.2.5.

Demonstragao. E imediata. Vamos verificar que cada vizinhanga V}, definida acima é fechada com
relagdo a tomar-se a classe de equivaléncia de seus pontos.

Claramente, nao hd nada para provar no caso em que p € P\ 9P.

Vamos supor que p € s\ s para algum s € S. Seja (g,x) € V,, para V,, definido em (3.3.10). Podemos
supor x € OP. Segue da escolha de € que = pertence a uma tnica face de P : s ou os. Utilizando o
Lema 3.3.5 temos que, se s > @ € B(p,€) e g = 1, entdo 7 ([1,2]) = {(1,2), (Ips, Isz)} C V,. Por
outro lado, se cs > x € B(Isp7 €) e g =I5, entéo

7T_1([I(75737]) = {(-[0'87 ) (IUSIU(JS o's‘r } { osy L 1 IJS-T } C V

Finalmente, suponhamos p € a para alguma aresta a de P. Seja (g,x) € V, para V, definido
m (3.3.11). Novamente, podemos supor x € OP. Se I, - I5a > x € B(pi,,€) e g = L, .1, para
alguns lo e jo, consideremos o ciclo de arestas para o par (a’,t1), onde a' = I, _, - I5a e t; = sy,.
Definimos ; = Iy, , ---I,z, onde [ = 1,...,n e z1 = z. Definimos B = I, ---I;,. Agora, utilizando
o Lema 3.3.8 e os fatos t; = s;, e t,, = s51,—1, € facil ver que

T (Ljoso2]) = Lioao -7 ([, 2]) = {Ljguo - B Lt - Ity 1) |0< j < k,n>1>1} =

={(F"IL, - I BLy, - Iy,m) | 0< j < k,n>1>1} CV,

Por outro lado, se s 3 = € B(plo, €) para alguma face s € S e se g = I, ;, para alguns [y e jo, entdo, pela
escolha de ¢, temos = € s, \ 9s;, ou x € gs;,—1 \ (08;,—1). No primeiro caso, utilizando o Lema 3.3.5,
obtemos

7r71([Ij0’lo’x]) = {(Ijo,lo’x)’ (Ijo,lo “dosygs Slo } { joslor & Jo lo+1»ISz x } C V

O segundo caso é andlogo:
Wﬁl([ljmloax}) = {(Ijo,loax)v (IjoJo : Io(oszo 1)a osyg—1 L } { jolos T ]mlo 1,1 el } C VP.

Exigimos a propriedade

(P5) Seja s € S. Seja « € s\ ds. Entao, dI;((s) = —(ss, onde (; (respectivamente, (,s) é o vetor
unitdrio normal a s (respectivamente, a 0s) em x.

3.3.13. Lema. P e o satisfazem o item (3) da Condicdo de tesselagao local 3.2.5.

Demonstragdo. Inicialmente, note-se que para os conjuntos V, definidos em (3.3.9), (3.3.10)
e (3.3.11), as inclusdes ¢ (V,) C B(p, €) sdo imediatas. Provemos, pois, as inclusdes opostas.

O caso p € P\ 9P é Gbvio.



e

Vamos supor p € s\ ds para algum s € S. Temos os subconjuntos B(p,e) C P e I,,B(Ip,€) C I, P
colados ao longo de s N B(p,¢€), isto é, B(p,€) N I,sB(Isp,€) D sN B(p,e).

Seja g € B(p,e€). Pela inclusdo acima, podemos supor ¢ ¢ s. Seja
qo € B(p,€)\ s, o # q. Ligamos g e ¢ por uma curva suave orientada
v C B(p,e). Pela escolha de €, a curva vy pode interceptar em P e
em J(I,sP) = I,s0P apenas (s \ ds) N B(p,€e). Ainda mais, podemos
supor que ~ intercepta s\ Os transversalmente. Agora, utilizando as
Cs propriedades (P4) e (P5), é facil ver que a cada intersegdo com s a curva
7 sai de B(p,€) e entra em I,,B(Ip,€), ou vice-versa. Em particular,
q € B(p,e) UI,,B(Isp,e). Segue que B(p,e) C ¥(V,), como desejado.

Note-se que ainda mais pode ser dito neste caso. E ébvio que B (p,€) #
I,sB(I,p,€) (caso contrario terfamos, por exemplo, B(p,¢) = B(p,e¢),
isto é, B(p,€) C P, o que é impossivel uma vez que p € 9P). Assim, po-

dIo‘s (Cas)

{

demos supor qg € (B (p, )\ I,s B(I,p, e)) \ s. Portanto, pelos argumentos anteriores, ¢ pertence a apenas
um dos conjuntos B(p,€), I,sB(Isp,€). Temos B(p,e) N I,sB(I.p,e) = s N B(p,€). Agora, é ficil ver
que ¢ |w, ¢ injetiva, onde W, = 7V,,. Portanto, neste caso, vale também o item (4) da condicdo de
tesselacao local.

o

Por fim, suponhamos p € a para alguma aresta a de P. Seja s; uma das faces tais que a € As,.
Utilizando a notagao e os resultados estabelecidos na Observacao 3.3.6, é facil ver que

Iiis1B(pis1,€) NI B(pi,e) D Iiys; N B(p,e).

k=1 1
Seja g € B(p,€). Seja F = < U U Ij7lsl> N B(p,€). Pela inclusdo acima, podemos supor que g ¢ F.
j=01l=n
Seja qo € Ix—1,1B(p1,¢) \ F = B(p,e) \ F, qo # q. Ligamos gy e ¢ por uma curva suave orientada
k—1 1
v C B(p,€). Pela escolha de €, a curva «y pode interceptar em U U 0I; P (note-se que 0I; ;P = I; ;0P)
7j=01l=n
apenas (a U(F\ 8F)) N B(p,e). E claro que podemos supor que ~ néo intercepta a (pois codimy a = 2)
e também que v intercepta F' \ OF transversalmente. Agora, é ficil concluir das propriedades (P4)
e (P5) que a cada interse¢do com I;;s; a curva v entra em Ij;11B(pi41,€) e sai de I;; B(p;, €), ou

vice-versa (vide demonstragao anterior, para o caso em que p € s\ Js, tomando s = I;;s;). Segue que
E—1 1

g |J U LB =¢(V,) m

j=01l=n

Sejam s € Sea € Ay. Sejap € a. Denotaremos N, a = (T, a)® o espaco normal a T), a. Claramente,
dimg N, a = 2. Consideremos para N, a a base ortogonal composta pelo vetor 7, normal a a em p que
aponta para o interior de s e pelo vetor (; normal a s em p. Tomada na ordem indicada, esta base
orienta Ny, a. Iremos nos referir a tal orientagao como relativa a s. Seja s # s’ € S tal que a € Ay. E
facil ver que as orientagdes de N, a relativas a s e a s’ sdo opostas. Assim, utilizando a orientagéo de
N, a relativa a s (respectivamente, s), podemos medir o 4ngulo orientado de s para s’ (respectivamente,
de s’ para s) em p, com valores no intervalo [0, 27] : este é o angulo orientado, em N, a, de n, para 7,
(respectivamente, de 71y para 7). Denominaremos tal angulo o dngulo interno entre as faces s, s’
em p € a.

Utilizando a notagao introduzida na Observagao 3.3.6, consideremos o ciclo de arestas para o par
(a,s1). Seja p € a. Como p; € Iy, , -+ I, a, podemos calcular o dngulo interno «; entre as faces s; e
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osi—1 em p;. Denominaremos > ;- a; a soma dos dngulos ao longo do ciclo de arestas de (a, s1) no
ponto p € a.

Com relacdo a lista (3.3.7) de vizinhos formais de P em p € a, denotemos 3;; o dngulo interno entre
as faces I;;s; e I;;(0s;-1) do poliedro I; ;P no ponto I, ;p; = p. E claro que Bj1 = oy. Assim, utilizando
as propriedades (P3) e (P5), obtemos

n k—1 n k—1 n
kg Otl:E E Oél:E E Bji =2+ 0.
=1 =0 1=1 §=0 =1

Em outras palavras, a soma dos dngulos ao longo do ciclo de arestas de (a, s1) em p € a é um miltiplo
inteiro de 27 /k.

Para obter a condicdo de tesselacdo local para P e o, resta exigir as propriedades®? a seguir.

(P6) O angulo interno entre duas faces em qualquer ponto de uma aresta comum ¢é distinto de 0 e
de 2.

(P7) Sejam s € S e a € As. Em algum ponto p € a, a soma dos angulos internos ao longo do ciclo de
27

arestas de (a, s) vale -
3.3.14. Lema. Sejam s € S e a € A,. Entdo, a soma de angulos internos ao longo do ciclo de
arestas de (a, s) vale 2w /k em qualquer ponto p € a.

Demonstragao. A aresta a é conexa por caminhos. Pela propriedade (P6), a soma dos angulos ao
longo do ciclo de arestas de (a, s) é uma fungéo continua de p € a. Ainda mais, tal soma é um multiplo
inteiro de 27 /k em qualquer p € a. Concluimos que a soma de angulos ao longo do ciclo de arestas
de (a, s) é constante e, por (P7), vale 27/k n

3.3.15. Lema. P e o satisfazem o item (4) da Condicao de tesselagao local 3.2.5.

Demonstragao. Segue do Lema 3.3.13 e de ¢ = p o7 que, para cada um dos conjuntos V), definidos
em (3.3.9), (3.3.10) e (3.3.11), a aplicagio ¢ estabelece uma sobrejegao entre W, = mV,, e a bola B(p,¢).
Assim, resta provar que ¢|y, é injetiva.

Caso p € P\ 0P, nao hd nada para fazer.

Se p € s\ Js para algum s € S, entdo o fato ja foi demonstrado, na parte correspondente da
demonstracao do Lema 3.3.13.

Assim, suponhamos p € a para alguma aresta a de P. Seja s; € S tal que a € A,,. Utilizando as
notacoes introduzidas na Observacdo 3.3.6 e na discussao apds o Lema 3.3.13, temos em N, a a colecao
k=1 1
U U U, de vetores normais a a em p tais que i, Abonta para o interior da face I;;s;. Para
7j=01l=n
as faces I;s; e Ij ;051 do poliedro I;; P, consideremos em N, a o setor (fechado) T;; determinado
pelas semi-retas RT My © R* M oe, dUC contém o angulo interno (3;; entre as faces em questao
(R* denota os reais nao-negativos). As condigoes (P3), (P5), (P7) e o Lema 3.3.14 implicam que, para
(4, 0)# (G ),0< 4,7 <ken>11I>1, temos

[e]

k—1 1
(3316) U U 1"]',[ = Npa e Tj,l N Tj’,l’ = .
j=01l=n

32Embora utilizada para simplificar a abordagem, é possivel verificar que a propriedade (P6) nao é necessédria para os
resultados que se seguem.
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k=1 1
Seja F' = ( U U Ij7lsl> N B(p, €). Tomemos um vetor v no interior de um determinado setor T ;,
j=01l=n
digamos, v € Tj,_11. Seja £: [0,1] — X uma curva suave tal que £(0) = p e £(0) = v. E facil ver que,
se para t arbitrariamente pequeno, £(t) pertence a mais de um dentre os conjuntos ijlB(pl, €) C I;P,

entdo violamos a segunda condigdo em (3.3.16). Logo, para t = t3 > 0 suficientemente pequeno,
k—1 2
temos L(to) € B(p1,e) \ F C P e l(ty) ¢ U U I;1B(pi,¢). Denotaremos gy = £(to). (Observe-se
7=01l=n
que, aplicando a mesma argumentacao a outros setores 7} ;, obtemos que quaisquer dois poliedros da
forma I; ;P formalmente distintos sdo distintos).
Seja g € B(p,€). Vamos supor ¢ ¢ F. Ligamos qp e ¢ por uma curva suave v C B(p, ¢), orientada
de qp para q. Pela escolha de €, a curva y pode interceptar em U 01, P apenas (a U(F\ 8F)) N B(p,e).
Jil
Claramente, podemos supor que 7 nao intercepta a e que intercepta F transversalmente. Seja ¢’ o
primeiro ponto de intersegdo de v e F. Vamos supor que ¢ € I;;s;, onde I8 #5 Iy_1151 = $1
e Ij1s; #5 lonsn = osp. A face I;;s; é comum aos poliedros I ;1P e I;;P. Claramente, temos
Ljj 1P 1 P # P. E ficil ver, utilizando a parte correspondente da demonstracao do Lema 3.3.13, que

B(¢';e) = (B(¢',e) N 1141 P) U (B(¢',e) N 1, P)

para ¢ suficientemente pequeno. Isto significa que v entra em I ;1P ou em I;; P antes de interceptar F,
absurdo. Segue que ¢’ pertence apenas a s; ou a os, dentre as faces em F. Como, por (P 2%),
(s1 Nosy) N B(p,€) = a, obtemos que ¢’ pertence exclusivamente a uma destas duas faces. Agora é
facil ver que, ao passar por ¢’, a curva ~ sai de B(p, €) e entra unicamente em Iy, P ou em Ij_; oP.
Aplicando novamente os mesmos argumentos, obtemos enfim que o ponto ¢ pertence a exatamente um

dos conjuntos IjJB(pl, ¢). Em outras palavras, provamos que ¢ ¢ injetiva quando restrita a ﬂ(‘;p) =

k=1 1 .
(U U B0 ).

j=01=n

Seja ¢ € F'\ a. Vamos supor, inicialmente, que ¢ € IjmloB(plO,e) para alguns jo,lo. Entéo, é claro
que uma face f em F' a qual ¢ pertence nao é face do poliedro I;, ;, P. Portanto, sejam Py, Py # I, 1, P

os poliedros da forma I;; P para os quais f ¢ uma face comum. Para ¢ suficientemente pequeno, temos

o

(B(q,€) N Pl) U (B(Q7E) OPZ) = B(Qvg) C Ijo,loB(ploae)v

o que claramente contradiz a injetividade de ¢ restrita a F(Io/p).

Finalmente, vamos supor que ¢ pertence simultaneamente a duas faces formalmente distintas fy =
Lio 10510 € f1 = I, 1,81, Claramente, fo e f; nao sdo faces de um mesmo poliedro I;; P, pois vale (P 23).
Assim, temos os poliedros distintos Py = I, ;, P e P» = I, 1,+1F, para os quais fo ¢ uma face em
comum, e P{ = I, ;, P e P, = I; ;,+1P, para os quais f; ¢ uma face em comum. Para ¢ suficientemente
pequeno, temos

B(p,e) D B(g,¢) = (B(g,¢) N P1) U (B(g,¢) N Py) = (B(g,e) N P{) U (B(g,€) N Py),

o que, novamente, contradiz a injetividade de ¢ restrita a w(‘ofp) ™

Em suma, temos a
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3.3.17. Proposigao. Se valem as propriedades (P1) a (P7) e a propriedade (P 23), entdao J e X
sao localmente homeomorfos.

Demonstragao. Pelos Lemas 3.3.5, 3.3.8, 3.3.12, 3.3.13 e 3.3.15, temos que P e o satisfazem a
Condicgao 3.2.5. Resta aplicar a Proposicao 3.2.7 m

Seja Y C X. Denotaremos por V(Y,e) = {z € X | dist(z,Y) < €} a e-vizinhanga de Y em X.
Exigimos as condigoes (P8) e (P9) que se seguem.

(P8) Existe d > 0 tal que, para arestas distintas a,a’ de P, a distancia dist(a,a’) > d. Para faces
distintas s, s’ € S que ndo possuem aresta(s) em comum, temos dist(s,s’) > d. Para uma face s € S e
uma aresta a ¢ A, a distancia dist(s,a) > d.

(P9) Sejam s e s’ duas faces de P que possuem aresta(s) em comum. Entdo, para todo ¢ > 0,
existe & = d(s,s’,e) > 0 tal que, se p € s NV (s,d), entdo p € V(a,e), onde a é uma aresta comum
de se s

Fixemos ¢ < d de modo que as e-vizinhangas das arestas de P sejam duas a duas disjuntas. Em
outras palavras, para quaisquer arestas a,a’ de P distintas, V(a,e) NV (d/,e) = &.

Fixemos § < £/2, onde 6 = mi;l 5(s,s’,€/2) é o minimo, tomado sobre os pares de faces s,s’ € S
sNs'#Q
que possuem aresta em comum, dos §(s, s’,£/2) cuja existéncia é garantida pela propriedade (P9).

Seja s € S. Para cada a € A;, consideramos o ciclo de arestas de (a, s1), onde s1 = s, e definimos

a; = I,,_, -+ Is;a. (Como de costume, utilizaremos para a;’s os indices médulo n.) Definimos
k—1 1
aT = U U jlv Cll, ) € %,7":\{(17‘/(8’74))7(1 03 7‘ U VaT}
j=01l=n a€A,

Seja W = 7T<VS)5 U U Va,5>. E fécil verificar que W é aberto em J : de fato, segue de argumentos
a€Ag
andlogos aqueles presentes na demonstracao do Lema 3.3.12 que 7= (W) = V.

3.3.18. Lema. ¢ estabelece uma bije¢ao entre W e V (s,9) U U V(a,e)
a€A;

Demonstragao. E semelhante & do Lema 3.3.15. Note-se, inicialmente, que ga( (Vs, 5)) =¢(Vss) C
V(s,68) e que, para uma aresta a € A,, o(7(Va,)) = ¥(Vae) C V(a,e). Seja g € V(s,6) U U V(a,¢)
a€A;
Suponhamos ¢ € V(a,e) para uma (e, pela escolha de e, apenas uma) aresta a € Ag. Consideremos
o ciclo de arestas de (a,s1), onde s1 = s, e a notagdo introduzida na Observagao 3.3.6. Definimos

k=1 1
= ( U U ijlsl) NV(a,e). Seja p € a. Pelo Lema 3.3.15, existe uma bola aberta B(p,&’) C V(a,¢)
7j=01l=n
tal que ¢ estabelece uma bijecao

W(DO gz, pl, )))23(%5/)-

k=1 2
Deste modo, podemos tomar gy € B(p,e’) \ F tal que qo ¢ U U IMB(pl,e’). Portanto, qg €

j=01=n
k-1 2

V(a,e) \F e q ¢ U U lV aj,€). Vamos supor ¢ ¢ F. Neste caso, ligamos ¢y e ¢ por uma
j=01=n
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k=1 1
curva v C V(a,¢€) suave e orientada. Pela escolha ¢ < d, a curva v pode interceptar em U U 0l;,P
j=01l=n
apenas (a U (F\ 8F)) NV (a,e). Podemos supor que v nao intercepta a e que intercepta F transver-
salmente. Utilizando argumentos analogos aqueles presentes na parte correspondente da demonstragao
do Lema 3.3.15, obtemos ¢ pertencente a um, e apenas um, dos conjuntos I;;V(a;,¢). Ainda mais,
argumentos analogos aos do Lema 3.3.15 também aplicam-se para o caso g € F'. Deste modo, obtemos
que ¢ estabelece uma bijecao 7r( U Va,s) ~ U V(a,e).
acA; a€Ag

Por outro lado, suponhamos g € V(s,0) \ U V(a,e). Entao, existem p € s e uma curva -y suave,
a€Ag
orientada, que liga p e g e cujo comprimento E('?) < 4. Obviamente, v C V (s,d). Afirmamos que v pode
interceptar em JP e em 0l,sP apenas s\ ds. De fato, segue de ¢ ¢ U V(a,e) ede £(y) < d < € que
acAg
~ nao intercepta arestas de s. (Em particular, p € s\ 9s.) Além disso,efy nao intercepta uma face f € S
que nao possui aresta em comum com s, pois ¢ < d e, portanto, V(s,0) N f = & pela propriedade (P8).
Finalmente, v nao intercepta uma face s’ € S que possui aresta em comum com s : temos £(y) < § < /2
e, por (P9), a intersecao s’ NV (s, d) U V(a,e/2).
a€A,

Segue de p € s\ 0s e do Lema 3.3.15 que, para uma bola B(p,&’) C V(s,d) com &’ suficientemente

pequeno, ¢ estabelece uma bijecao

W((l,B(p, ) U (Isy B(Lup, 5’))) ~ B(p, ).

Portanto, utilizando nossos ja usuais argumentos, é fdcil ver que se g ¢ s, entao ¢ pertence a exatamente
um dos conjuntos V (s, 8) \ U V(a,¢) ou I,V (os,0) \ U V(a,€). Em outras palavras, ¢ estabelece
a€A, a€As
uma bijecgao 7r(V3,5\ U Va,g) ~V(s,0)\ U V(a,e)
a€Ag a€Ag
Sejam

VP\— 1, P UVQ(;/Q e WP:’/TVP:[]%)]UUW(V&(S/Q).
s€S s€S

E claro que, como uniao de abertos, Wp é aberto em J. Temos para o lema anterior o seguinte

3.3.19. Corolario. ¢ estabelece uma bijecao (e, portanto, um homeomorfismo) entre Wp e a
vizinhanga métrica V (P, §/2).

Demonstragao. Pelo lema anterior, ¢ estabelece uma bijecao 7(Vy 5/2) ~ V(s,6/2). Assim, é facil
ver que p(Wp) = V(P,d/2). Passemos a injetividade de ¢|w,.

Sejam s, f € S faces que ndo possuem aresta em comum. Neste caso, V(s,6/2) NV (f,0/2) = &,
pois § < d. Por outro lado, sejam s,s’ € S faces que possuem aresta em comum. Suponhamos
p€V(s,§/2)NV (s, §/2) para algum p ¢ U V(a,e). Isto significa que existem p; € s e uma curva y;

a€A;
ligando p; e p cujo comprimento ¢(;) < §/2. Do mesmo modo, existem ps € s’ e uma curva 7, ligando
p2 € p cujo comprimento £(v2) < §/2. Segue que d(p1,p2) < 6, isto é, ' 3 ps € B(p1,0) C V(s,d). Pela
escolha de §, temos ps € V(a, 5/2) para alguma aresta a € A;. Isto é impossivel dado que § < £/2. Em
outras palavras, V(s,0/2) NV (s',§/2) C U V(a,¢)

a€A,
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Resta observar, pelo lema anterior, que ¢ estabelece as bijecoes m(Vy 5/2) >~ V(5,6/2) e (Vo) =~
V(a,e) para cada s € S e para cada aresta a de P g

O coroldrio acima mostra que as condigoes (P1) a (P9) garantem a tesselacao de uma vizinhanga
métrica de P. Deste fato segue a

3.3.20. Proposicao. ¢ é uma aplicacao de recobrimento.

Demonstragao. Pelo item (3) do Lema 3.2.6, a aplicagdo ¢ é aberta. Em particular, ¢(J) C X
é aberto. Seja ¢ € ¢(J). Entdo, para algum g € G, temos B(q,6/2) N gP # @. Dai segue que
q € V(gP,6/2) = gV (P,§/2). Pelo Corolario 3.3.19, ¢ € ¢(gWp) C ¢(J). Portanto, p(J) é fechado
em X. Assim, X = ¢(J) uma vez que X é conexo.

Seja ¢ € X. Definimos G, = {g € G| B(q,6/4) NgP # @}. Para cada g € G, seja

Wy = ¢ ' (B(g,6/4)) N gWp.

Pelo corolario anterior, ¢ : Wy — B(g,6/4) é um homeomorfismo. De fato, B(q,0/4) N gP # @
implica que B(q,6/4) C gV (P,r). Seja p € ¢ *(B(q,6/4)). Se g € G é tal que p € g[P] (vide
Lema 3.2.3), entdo ¢(p) € B(q,0/4) NgP, de onde segue que g € G, e que p € W,. Em outras palavras,
¢ ' (B(q,6/4)) = U W,. Resta mostrar que a unido anterior ¢ disjunta.
9g€Gq

Assim, suponhamos W,, N Wy, # @ para gi,92 € G4. Obviamente, W, N W,, é aberto em Wy, .
Provemos que W,, N W,, é fechado em W, . A projecao Wy, x Wy, — Wy, induz um homeomorfismo
entre M = {(x1,x2) € Wy, x Wy, | o(x1) = @(z2)} e Wy,. A diagonal Aw, ~w,, = A;N(Wy, xW,,) C
M é fechada em M uma vez que J é Hausdorff (vide item (2) do Lema 3.2.6). Portanto, a imagem
Wy, "Wy, de Aw, aw,, € fechada em Wy,. Como Wy, é conexo, segue que Wy, =W,, m

Finalmente, exigimos a propriedade
(P10) J é conexo por caminhos.

E facil ver que (P10) é automaticamente satisfeita se o poliedro P é conexo.

Portanto, J é conexo por caminhos, X é simplesmente conexo e ¢ : J — X é um recobrimento. Segue
que ¢ é um homeomorfismo. Em particular, ¢ é uma bijecdo. Aplicando o Lema 3.2.3, obtemos que P
é uma regiao fundamental (3.3.1) para a agdo de G. Em resumo,

3.3.21. Teorema (poliedral de Poincaré). Seja X uma variedade Riemanniana conexa e sim-
plesmente conexa.

Seja P C X um subespaco (poliedro). Vamos supor que

oP #J e P= p.
e Temos uma decomposicao nao-vazia OP = U s em finitos subconjuntos nao-vazios s € S (faces).

seS
As faces de P sao variedades diferencidveis fechadas, orientadas, de codimensao 1 e com bordo (possivel-

mente vazio). Toda face s € S estd orientada de modo que, em um ponto nao pertencente ao bordo 0s,
o vetor normal unitario aponta para o interior de P.

e Para cada face s € S temos uma colegao finita A, (possivelmente vazia) de subconjuntos nao-vazios

de s (arestas). Toda aresta em A; é fechada, conexa e 0s = |_| a. Toda aresta é aresta de exatamente

a€Ag
duas faces distintas.
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e Existe d > 0 tal que, para arestas distintas a,a’ de P, a distancia dist(a,a’) > d. Para faces
distintas s, s’ € S que ndo possuem aresta(s) em comum, a distancia dist(s, s’) > d. Para uma face s € S
e uma aresta a ¢ As, a distancia dist(s,a) > d.

e Sejam s, s’ € S faces que possuem aresta(s) em comum. Entao, dado € > 0, existe 6 = §(s,s’,¢) >0
tal que, se p € sNV(s',4), entdo p € V(a,e), onde a é uma aresta comum de s e s’.

Seja o : S — S uma involugdo (identificagao de faces) tal que a cada par de faces da forma (s,0s)
estd associada uma isometria I, : X — X satisfazendo I;s = os e 1,5 = I; 1. Dado um par (a, s), para
s€ S eac A, obtemos o ciclo de arestas

Isy Isq Tsp—1 Isy,
(aasl) - (Is1aa 82) ... (Isn,l "'Isla; Sn) - (a,sl),

onde $1 = s e § e 0s;_1 tém em comum a aresta Is,_, ---Is a. Suponhamos validas as exigéncias
abaixo.

e O angulo interno entre duas faces em qualquer ponto de uma aresta comum é distinto de 0 e de 2.
Sejam s € S e a € A;. Para algum p € a, a soma dos angulos internos ao longo do ciclo de arestas

2
de (a, s) vale % para algum k € N\ {0}.

e Sejas € S. Sejax € s\0s. Entao, dIs((s) = —(ss, onde (s (respectivamente, () é o vetor unitdrio
normal a s (respectivamente, a 0s) em x. Seja a € A;. Com relagao ao ciclo de arestas de (a, s), temos
(Is, -~-Isl)|a =le(l,, - I)F =1.

Seja G o grupo gerado pelas isometrias I, s € S. Seja J o quociente da uniao disjunta G X P obtido
através das identificagoes de faces determinadas pelas isometrias I, s € S. Vamos supor que

e J é conexo por caminhos.?3
Entao, o poliedro P é uma regiao fundamental para a acao de G m

Munimos da topologia compacto-aberta o grupo Isom(X) das isometrias de X. (Em outras palavras,
uma sub-base para o topologia de Isom(X) é dada por abertos da forma U(K, W) = {g € Isom(X) |
g(K) C W}, onde K C X é compacto e W C X é aberto.) Diremos que um subgrupo do grupo Isom(X)
é discreto se o ultimo induz no primeiro a topologia discreta.

3.3.22. Corolario. Nas condigoes do Teorema 3.3.21, G ¢ discreto.

Demonstragao. Como P é uma regido fundamental para a acao de G, temos g]oD NP=go para todo

G>g+#1. Sejape P. Entio, Ulp,P)NG ={1} m

Diremos que a agao de um subgrupo H de isometrias é descontinua se, para cada compacto K C X,
o conjunto {h € H | hK N K # @&} é finito. E fécil verificar que, se H age de modo descontinuo, entao é
discreto. A reciproca, em geral, ndo é verdadeira, mas vale se X é uma variedade Riemanniana completa
(vide [Sco]).

3.3.23. Corolario. Vamos supor que a variedade Riemanniana X é completa. Entao, nas condigées
do Teorema 3.3.21, a acdo de G é descontinua. Além disso, se G age livremente,®* entao X/G é uma
variedade diferencidvel, a aplicagao Il : X — X /G é um recobrimento e G é o grupo de transformagoes
de recobrimento de 1I.

Demonstragio. Vide, por exemplo, [Rat, Teorema 8.1.3] m

33Note-se que esta condi¢io é automaticamente satisfeita se o poliedro P é conexo.
34]sto é, o estabilizador de qualquer ponto em X é trivial.
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ABSTRACT. We study oriented disc bundles M over a closed orientable surface ¥ that arise from certain
discrete subgroups in PU(2,1) generated by reflections in ultraparallel complex geodesics in the complex
hyperbolic plane H% The results obtained allow us to construct the first examples of

e Disc bundles M over ¥ that satisfy the equality 2(x + ¢) = 37,

e Disc bundles M over X that satisfy the inequality %X <e,

e Disc bundles M over ¥ that admit both real hyperbolic and complex hyperbolic structures,

e Discrete and faithful representations g : m1% — PU(2,1) with fractional Toledo invariant, and

e Nonhomeomorphic disc bundles M over the same ¥ and with the same T,
where x stands for the Euler characteristic x(X) of X, e, for the Euler number e(M) of M, and 7, for the
Toledo invariant of M. To get a satisfactory explanation of the equality 2(x + e¢) = 37, we conjecture that
there exists a holomorphic section in all our examples.

Constructing examples is based on a new version of Poincaré’s Polyhedron Theorem where requirements
concerning the tessellation have a form which is as local as possible. This version can be easily adapted to
be applied in subtle situations lacking the concept of convexity.

A more important feature of the examples is that, in [Ana], we will distinguish some examples having the
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1. Introduction

Dealing with geometry and topology of 4-manifolds, it is natural to study whether a topological
4-manifold M admits a classic geometric structure: real hyperbolic, complex hyperbolic, quaternionic,
etc. Henceforth, M is an oriented disc bundle over a closed orientable surface ¥, x denotes the Euler
characteristic x(X) of X, and e, the Euler number e(M) of M.

Gromov, Lawson, Thurston [GLT] and Kuiper [Kui] (see also Kapovich [Kap] and Luo Feng [Luo])
found various sufficient conditions in terms of x and e that provide the existence of a real hyperbolic
structure on the bundle M. Our article studies the case of complex hyperbolic geometry. In this case,
there is one more discrete invariant — the Toledo invariant of a representation ¢ : % — PU(2,1)
defined by M — related to the complex (= Riemannian) structure on M. It is shown in [Tol] that
the Toledo invariant 7 takes values in 2Z and satisfies the inequality |7| < [x|. There are not so many
known disc bundles M carrying a complex hyperbolic structure. For a trivial one, R-Fuchsian, M is
homeomorphic to the tangent bundle T X of 3 which results in e = x and 7 = 0. For the other trivial
one, C-Fuchsian, that can be characterized by x = 7 [Tol], M is homeomorphic to the square root of
T, and e = % X. The first nontrivial examples of complex hyperbolic disc bundles were constructed by
Goldman, Kapovich, and Leeb [GKL]. Their examples satisfy the relations e = x+|7/2| and y < e < $x.
Thus, R-Fuchsian and C-Fuchsian bundles provide the extreme values for e in all known examples.

The main purpose of the present article is to study discrete subgroups H in PU(2, 1) generated by the
reflections Ry,..., R, in ultraparallel complex geodesics My, ..., M, in H: with the defining relations
R, ...R; =1, R? = 1 such that a suitable torsion-free subgroup of index 2 or 4 in H produces a bundle
M in question. A fundamental domain for H is bounded by a cycle of bisectors B;’s such that the
neighbouring bisectors have a common slice and M; is the middle slice of B;. The results obtained allow
us to construct a large variety of new manifolds. It is worthwhile mentioning that our construction has
some features of the construction described in [GLT]. Also, it has some common features with Kuiper’s
construction [Kui] since both mimic well-known plane examples. However, the complex hyperbolic
situation is more subtle: to check that bisectors intersect properly is not an easy task, bisectors have
nonconstant angle along their common slice, to prove the fact that the fundamental domain is fibred
and to calculate the Euler number of M requires additional efforts.

At the end of this article, we apply our methods to construct some series of explicit examples of
complex hyperbolic disc bundles. Clearly, we simultaneously obtain a family of compact 3-manifolds
(circle bundles over closed orientable surfaces) admitting a spherical CR~structure. All the examples
of the series satisfy the inequality %X < e and the equality 2(x + e¢) = 37 (with negative x,e, 7). The
inequality was never valid for previously known examples, whereas the equality was valid only in the
C-Fuchsian case. It easily follows from the adjunction formula that the equality is a necessary condition
for the existence of a holomorphic section of the bundle M. It is intriguing to conjecture that there
exists a holomorphic section in all our examples. Such a section would produce a holomorphic disc
D in B* ¢ C? whose boundary 0D C S? is a fractal curve, D is the limit set of the corresponding
group. Also, in this case, M is not Stein. The only known non-Stein complex hyperbolic disc bundle is
C-Fuchsian. The fact that the R-Fuchsian bundles are Stein manifolds is proven in [BSh].

Combining our results with some known facts, we arrive at the following.

As was shown in [Kui], the inequality |e| < %| x| is sufficient for the existence of a real hyperbolic
structure on a bundle. Since some of our examples satisfy this inequality, we obtain the first disc bundles
admitting both structures: real hyperbolic and complex hyperbolic. Passing on to the corresponding
circle bundles, we see that there exist circle bundles over closed orientable surfaces admitting simulta-
neously conformally flat and spherical CR-structures. Compare our examples with those constructed
by Schwartz in [Schl] and [Sch2].

In a preliminary version [GKL1] of [GKL], it was conjectured that 7 is always an even integer for
any discrete and faithful representation 7% — PU(2,1). For many of our examples, 7 is not integer,
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implying, in particular, that the corresponding representation 713 — PU(2,1) cannot be lifted to
SU(2,1).

In [GKL], for any ¥ with x(X) < 0 and for any even integer 7 subject to the Toledo necessary
condition |7| < |x|, a complex hyperbolic disc bundle M over ¥ was constructed with the Toledo
invariant 7. Therefore, each of our examples with 7 integer provides a couple of nonhomeomorphic
complex hyperbolic disc bundles over the same ¥ and with the same 7. This implies that there exist
discrete and faithful representations ¢ : 713 — PU(2,1) lying in the same connected component of the
space of representations but in different connected components of the Teichmiiller space, the space of
discrete, faithful, and type-preserving representations.

In order to prove that H is discrete, we need a new version of Poincaré’s Polyhedron Theorem. In the
case of nonconstant curvature, the 3-faces of a fundamental polyhedron, bisectors in our case, are not
totally geodesic, and the angle between them along a common 2-face is not usually constant. A typical
condition in known versions of Poincaré’s Polyhedron Theorem is that the faces of adjacent polyhedra
intersect properly. Since we cannot explore the concept of convexity, this condition is rather difficult
to verify in the complex hyperbolic case. Our basic strategy to overcome the difficulties is to find
requirements concerning the tessellation in a form which is as local as possible. Although Poincaré’s
Polyhedron Theorem in the presented form looks very particular, it is easy to adapt the proof to a
suitable generalized version (see [AGr]).

Whenever reasonable, we work without coordinates. In fact, we rewrite a number of well-known facts
and formulae using this approach (some of them can be found in Goldman [Gol] or in Sandler [San]), so,
to a certain extent, our exposition is self-contained. Nevertheless, direct references would not simplify
the exposition, since, in most cases, we need something developed in the proof. Some proofs contain
straightforward and boring verifications. In such cases, we point out what the reader can omit without
loss of anything useful.

Sections 2, 3, and 4 establish our conventions regarding complex hyperbolic geometry and provide
technical tools. We believe that other classic geometries such as real hyperbolic, quaternionic, etc., can
be treated in a similar way [AGr]. Those sections also contain some crucial facts and concepts: the
meridional displacement, Proposition 3.9, Theorem 4.2, and Corollary 4.3. We should warn the reader
that our definitions — such as those of geodesics, bisectors, complex geodesics, etc. — are frequently
more general than the common ones. This is mostly due to the use of geometry of positive points in
subsequent articles.

Section 5 deals with the properties of bisectors that we need in the proof of Theorem 6.2.7. From the
lemmas of this section and from Lemma 6.2.4, one can extract those properties of 3-faces that allow to
compose an abstract version of Poincaré’s Polyhedron Theorem provable in the same way.

The geometrical core of the article begins in Section 6. We exhibit the general construction of funda-
mental polyhedra and prove our version of Poincaré’s Polyhedron Theorem (Theorem 6.2.7). Exploring
the concept of transversality of bisectors and planning further applications, we find a criterion (Cri-
terion 6.3.2) which reduces the problem of intersection of bisectors to the question of transversality.
In order to obtain a disc bundle, we require that fundamental polyhedra can be cut into transversal
triangles of bisectors and prove that each transversal triangle can be properly fibred into discs (The-
orem 6.5.1). Having in mind the examples that we are going to construct in Section 7, we establish
Criterion 6.5.3 which decides whether a triangle of bisectors is transversal. The transversal triangles
turn out to be important geometrical objects. They can serve as building blocks for constructing funda-
mental polyhedra, and not only in the way used in this article. Also, they are naturally equipped with an
isometry of its vertices (complex geodesics). Lemmas 6.5.4 and 6.5.5 used in the proof of Theorem 6.5.1
are also applied in Section 7: with the help of the isometry mentioned above, they permit us to control
the ‘fractional Euler number’ of triangles.

Section 7 is an application of the previous sections: we construct a series of explicit examples. Each
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of them is given by a torsion-free subgroup of finite index in the discrete group F;, generated by two
rotations U and V, being U™ = V" = (V71U)? = 1 the defining relations (V~!U is the reflection
in a complex geodesic). The fundamental domain for F,, is a quadrangle of bisectors glued from two
transversal triangles. Applying the numerical criteria of the previous sections, we reduce the verification
of discreteness to some explicit inequalities (see Theorem 7.1.2). Finally, in Subsection 7.2, we list some
of the most interesting examples.

The introduced methods are unexpectedly powerful. For instance, in [Ana], they will be applied to
a detailed study of the Teichmiiller space of the complex hyperbolic manifolds in question, that is, the
moduli space of faithful and discrete representations included in Hom(m X, PU(2,1))/PU(2,1). Some
of the examples found in the present work having the same yx, e, and 7 will be distinguished by a
series of new discrete invariants of the complex hyperbolic structure on the bundle, and will give rise
to open locus on the corresponding connected components of the Teichmiiller space. The meridional
displacement will turn out to be a particular aspect of a new rich structure related to a classic geometry.

Also, these methods allow to construct a trivial complex hyperbolic bundle [AGu].

Acknowledgements. The authors are grateful to Victor Gerasimov for the discussions in the
beginning of this work. We dedicate this article to the memory of Igor’ Vladimirovich L'vov.

2. Preliminaries

2.1. Tangent Bundle, Hermitian Structure, Levi-Civita Connection, Curvature. Let V
be a C-vector space, dim¢c V' = 3, equipped with a hermitian form of signature + + —. The form
identifies V* ~ V, where V stands for the C-vector space defined®® by ¢- 7 =¢-vforv e V,v eV,
c € C. Thus, we can equip Ling(V,V) ~ V* ®c V =~ V ®c V with the hermitian form defined as
(T1 ®vg, T3 ®u4) = —(v3,v1) - (v2,v4). For a nonisotropic p € V', we have the orthogonal decomposition
V = Cp+pt, v = 0P + Pv, where vP = M €eCpandPv=1v— (v, p)

(p.p) (p.p)

¢Py =Py for 0 # ¢ € C. For a nonisotropic p € V and for v € V, denote v, = (—,p) ® Pv € V* ®@¢ pt.
Obviously, v, (pt) = 0.
Depending on the context, we will use elements of V' to denote points in CPV. We regard any

p € pt. Clearly, v°? = v? and

d .
¢ € Linc(V, V) as a tangent vector t, € T, CPV by defining ¢, f = diz-:‘ of(p—i-egp(p)) for a local smooth
e=

function f on CPV and its lift f to V. In this well-known way, we identify T, CPV ~ Lin¢(Cp, V/Cp)
[Man]. Hence, for a nonisotropic p, T, CPV =~ (—, p) ® p* is equipped with a hermitian form defined by
(t1,t2) = —(p,p){v1,va) for t; = (—,p) ® v € T, CPV >ty = (—, p) ® v2, where vy, v € pt.

We will denote BV = {p € CPV | (p,p) < 0}, 9BV = {p € CPV | {p,p) = 0}, and BV =
BVUOBYV. As we will shortly show, the hermitian metric over the complex hyperbolic space H% =BV
coincides, up to the scale factor of 4, with the one introduced in [Gol].

For p1,p2 € BV, let us calculate the length of the curve (which turns out to be a geodesic) ¢(s) =
(1 — s)p1 + sp2, s € [0,1], assuming (p1,p1) = (p2,p2) = —1 and (p1,p2) = —a < 0 (which implies

a > 1). It is easy to verify that ¢/(s) = (—,¢(s)) ® Y] is the tangent vector to the curve.
(c(5),c(5))
, , a?—1 )
Then (c/(s),c(s)) = 5 and the length is ¢(c) =
(1+2(a—1)s(1—5s)) )

a? — 1). Using projective coordinates p; = [21,1] and ps = [22, 1] on the projective line containing p;

Va? —1ds
1+2(a—1)s(1—s)

= In(a +

35Here and in what follows, the symbol = stands for ‘equals by definition.’
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|]. — 21§2| —+ |21 — ZQ|
|1 — legl — |2’1 — 22|
model of the hyperbolic plane. Being the distance a monotonic function of the tance

ta(p17p2) <plap2><p27p1> _ a2
(p1,p1)(P2,P2)
it is frequently convenient to use tance® instead of distance.
Let X(p) = (—,p) ® z(p), where z(p) € pt, be a smooth tangent vector field defined out of 9BV
(normally, dealing with vector fields or functions, we will locally lift their argument, ‘living’ in CPV/, to

that in V') and let v € V. Tt is easy to verify that
d
Vo, X = <d€ z(p +e(p,p) ”v))
P

defines a connection such that v,(X,Y) = (V,, X, Y) +(X,V, Y).

which is the usual distance formula for the disc

and pe, we have 2dist(z1, 2z2) = In

36

e=0

2.1.1. Lemma. Let p € V be nonisotropic and let x,y € V. Then
vl’py* = —(y,p)xp, 'T;D<y>*> = (y,z)(p,p), xp<*7y> = (Pz,y)(p, D), xp<*>*> =0.

Proof is straightforward. As examples, we prove the first and the last. For the first, we have

Y = (= %) @ <y (w, > ) therefore,

Va4 = | o2

(2

<y7p+5<p?p>px> ) >(p+€<p7p>px))> =

~ (p+e(p,p)Pr,p+elpp) P )

(< (v, p>+6<p7p><y”’x>>(p+€<p,p>px))> _

p,p) +*(p,p)*(Px,Px P

y p) +ep,p){y, Pz >(p+€<p,p>px))) —

( (p,p) »
= —(;E _ 0((23/ i; +€<y,px>) (p+6<p,p>pw)>> =—((y,"x)p+ (y.p) "), =

= ()@ ((y,P2)p + (y,p) Px) = —(—,p) @ ({y,p) Px) = —(y, ),

For the last,
d d
Tp(*, %) = £L:0<p+€<p,p> Pz, p+elp,p)Pz) = ELZO((;D,M +&%(p,p)*(Pz,Pz)) =0 m

Let z,y € V, x # 0. The vector field

To(z,y)(x) = <j**>

is defined out of CPz+ UdBV. Clearly, Tn(p, —y)(p) = yp if (p,p) = —1.

2.1.2. Lemma. For a nonisotropic p € V, x,y € p*, and any nonisotropic q ¢ p*,
(v 9rg (P, 12)(d, )Yq
Vr y Tn(p,y)(q) = — —
) TP, 9)(9) p.a?  {ap)p9)?

(in particular, Vi 2) Tn(p,y)(p) = Virn(p,y) Tn(p,z)(p) = 0) and [ Tn(p, ), Tn(p,y)](p) = 0.

Proof is routine. By the first two equalities of Lemma 2.1.1,

36Tf one of p1,p2 is isotropic, we define conventionally ta(p1,p2) as being oo or 1 when (p1,p2) # 0 or {p1,p2) = 0,
respectively.
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N Vi) (¥« In(p,x , %)) Yq
VTn(p,z) Tn(p7 y) (Q) = an(p,m)(q) ( <py’ *>) = T <(p’ q)>( )y - (p zl(fi]gip >)y =
_{y,9) Tu(p,z)(q) <p’ W><q’ Wa (o, _ . "2)(a. 9y

(p,q) (p,q)? T pa? (ep)(pa)?
Let f be the lift to V of an (analytic) function defined in some neighbourhood of p (thus, f(cq) = f(q)
for any 0 # ¢ € C). By definition,

Tn(p,y)f(q) = d% L:Of (q +elaa) <pq,yq> )

In the sequel, we will repeatedly apply identities of a kind as follows:

%‘5:0 (jg e:of("'+ 1+€c€5q+...)> B %‘5:0 (js e—of("'+EQ+"')>'
In this way,
Tn(p, w)(Tn(p, y)f)(p) = %‘620 (js Szof(p—i-ch: +e(p+ 5m,p+5w><pjf:y(w>> =
- %‘5:0 <j€ E_0f<p+(55z:+zs(1+<5 <<x’x>>)p+5xy>) —
= Gilscs (i eof(P”””_MyO = s (de o ( +ore(y- <<y 5>>(p+5 )>)> B
(4]l 81) (4] o) )
From f(ep) = f(p), we derive
d d )
ra (Tt )00 = G,y (o O+ T = e a7 ) -
= Bls-o (Lo 0+ 5+ e).

Therefore, Tn(p,z)( Tu(p, y)f)(p) = Tu(p,y)( Tn(p,z)f)(p) W
2.1.3. Corollary. V is a Levi-Civita connection m

2.1.4. Proposition (compare with [Gol, p. 54]). For a nonisotropic p € V and x1, 2,y € p*, the
curvature tensor

R(w1,w2)pp = (.0} (0 21)22 = (y,02)o1 + ((w2,01) = (1,22)) ) -

p

Furthermore, assuming p € BV, (z1,21) = (w2, 22) = 1, (z1,72) = a +ib, a,b € R, a®> +V*> < 1,
3b?

the sectional curvature S(x1,,2,) = —(1 + 172) It varies in [—4,—1], being®” (—4) exactly if
—a

x9 € Cxq, and (—1), exactly if (z1,22) € R.

Proof is immediate. As above, we consider the fields X; = Tn(p,z;), i = 1,2, and Y = Tn(p,y).
(q) = 02720 B 22}, )y,

By Lemma 2.1.2, Vx,Y e — @0 .02 . Hence,
1 (Y, )72 (P, @2) (k, %)Y\ _
VYY) = Ve (< e ) T

37with respect to the well-known totally geodesic surfaces: projective line and real plane [Gol].
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_ _Ilp(<ya *>) Lo — T/lp(<p,*$2>) _ _(ygm) B Ilp(@, *9€2>)
(p.p)® " pp?* T )2 ) "

Since

* _ <$27*>* o <*7$2><p7*> _ _

$1p<<p, x2>) - xlp(<p7 - <*’*> >> - _xlp(W) - —$1p(<*,$2>) - —<x1,x2><p,p>,
we obtain
Vx,Vx,Y(p) = (p, D)2 (<x17$2>yp - <y7$1>$2p)-

Analogously,

VX2VX1Y(p) =

B} (<~T2,$1>yp - <%$2>$1p)~
By Lemma 2.1.2,

X1 T2 Y
R £ —=F L =R(X1,X2)Y(P) = (Vx,Vx,Y = Vx,Vx,Y + Vix, x,1Y —
(<p,p> <p7p>)<p,p> (X1, X2)Y (p) = (Vx, Vix X1 VX x1.x21Y) (P)

1
= e ((y,x1>x2 — (y, wa)a1 + ((z2,21) — <x179€2>)y)p,
(R(l‘l X9 )3?1 i) ) 3b2
implying the desired fact. Now, S(z1,,22,) = LRl Latl Sl 2 = _(1+ )
p y g ( 111 21)) (x1p7x1p)(m2p’ mzp) _ (-’Iflp7m2p)2 1 _ a2 [ |

2.2. Kahler Potential

2.2.1. Lemma. Let u € V. We define a 1-form P,(z,) = —lIm (W) for p ¢

CPult UOBV. Let uj,us € V, (uj,us) # 0. For p ¢ CPui U(C]P’uQ, we define®® f,, ., (p) =

1
-~ Arg (W) Then the form dP, = w is a Kéhler form and P, — P,, = dfy, u,-

Proof is a routine use of Lemmas 2.1.1 and 2.1.2 and involves the identity of Maurer-Cartan. Let
p € V be nonisotropic and let z,y € p*. For X = Tn(p,z) and Y = Tn(p,y), we have

X(Pu(Y))(p) = *%Im <<p,1p> zp(<;7*:><zz’$>)) - *% fm (‘T”(m)) -

=gt (s () - S () ).
From (. 0)) = (L 25) = () U (y.0) ) and rom 5, (9 2) (1) =
(p,p)2(x, u), we obtain X (Pu(Y))(p) = %Im (Zf) i; + <y’<z7>$2“>) By Lemma 2.1.2,
AP o) = AP Y) () = X (PuY)) ) = ¥ (Pu(X) ) = Pu(1X,Y]) () =
—m (G ) (G <x’<§f$é“>> -3 (G o)
implying that dP, (x5,p) = 5 1 (2, 35) — (9o 25)) = T )

For = € pt,

38In what follows, we understand by Arg a function taking values in [0,27]. However, in this Lemma, it is better to
read Arg as a multi-valued and, hence, smooth function defined in C\ {0}.
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Afuy uy () = d%‘szofm,uz (p+elp,p)z) = %di JAre ((ul,p +e(p,p)z){p+ €<p7p>w,u2>) =

Ele
= %Imdis E:O(ln <u1,p+5<p,p)x> +1In <p+5<p7p>x,u2>) =
_ L (enusa) | (pp)(e uz)y _ -
_21 ( (u1,p) - (D, u2) ) (Pm PuQ)(p).

2.3. Bisectors. For any projective line S ¢ CPV, there is a unique p € CPV such that S = CPp*.
We call p the polar point to S. We will denote by S(p1,p2) = CP(Cp; 4+ Cp2) the projective line passing
through two different points py,ps € CPV.

Let S € V be an R-vector subspace, dimg S = 2,
such that the hermitian form is real and nondegenera- e
ted (of signature ++ or +—) over S. We call GS = polar point p to S(p1,p2)
CPS = RP'S extended geodesic (or simply geodesic). For = fogUSIOREPY, p-!
p1,p2 € CPV, 0 # ta(p1,p2) # 1, there exists a uni-
que extended geodesic Gp1,p2l containing py,ps. It is slice Sy
easy to verify that Gipi,p2l is given in S(p1,p2) by the
equation b(x7p1,p2) — <p17JU><JU,p2> _ <p2,x><m,p1> = 0.

(p1,p2) (p2,p1)
In CPV, this equation describes® the (extended) bisector e T "G
Bp1,pal whose complex spine is S(p1,p2), whose focus
p ¢ OBV is the polar point to S(p1,p2), and whose real
spine is G p1,p2l. Let ¢ € Gpy,pal. The projective line
Sq = S(p,q) that connects ¢ with the focus p is a slice i P1
of the bisector. Obviously, the polar point to any slice g
belongs to the real spine. These definitions differ slightly
from common ones: for instance, what we call a bisector
is an extor in [Gol].

Out of 0BV, the bisector is given by zeroes of the
function f(z) = W This implies that v, is tangent to B(pi,p2), where ¢ € Bp1,pal \
OBV and v € ¢t, if and only if v,(f) = 0. By Lemma 2.1.1, this is equivalent to t(v,q,p1,ps) =
(1, v){g, p2) + (P1, @) (v, p2) _ (P2,0){a, 1) + (P2, @) {vp1) _

(p1,p2) (p2;p1) ’
2.3.1. Lemma. Let p;,ps € CPV, 0 # ta(p1,p2) # 1, and let ¢ € Bpy,p2t \ OBV. Then

(g, p2) P — g.p1) pg) # 0 (unless {(q,p1) = {q,p2) = 0) is a vector norma
(p1,p2) (p2.p1)

bisector Bp1, pal

complex spine S(py\, pg)

..
.......
-------
----------
..............

n(qaplap2) = <_,q>®l ( ]40

to Blp1,p2 at q.
Proof. The equation ¢(v, g, p1,p2) = 0 is equivalent to Re <n(q,p1,p2),vq> =0m

2.3.2. Remark. Every geodesic G of signature +— possesses exactly two isotropic points vy, vo

_1
called vertices. For a given g € GNB V| we can choose representatives v1,v2,g € V such that ( Ol o )
2

is the Gram matrix for v1, v and such that g = v; + vo. The formula g(a) = a~tv; + avs, a > 0, lists

39 Also, it is possible to define a bisector as the hypersurface equidistant (equitant) from two different points.
(p1,z){z, p2)

40with the orientation of Bip1,p2l taken into account: the region given by Im { )
P1,p2

> 0 is on the side of the

indicated normal vector.
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all negative points in G and (g(«), g(e)) = —1. For arbitrary pi,p2,g € GNBYV, we can assume that

-1 -1
g=v1 +v2, p; = a;lvl + v, a; > 0,49 =1,2. Then (p1,9){9,P2) = _(041 j—lal)(QQ —t1a2) < 0.
(p1,p2) 2(a] as +ajaz )
(p1, z)(x, p2)

(p1,p2)
for some g € Gp1,p2lN BV and ¢ € C, where p stands for the focus of Bipy, pal.

Similar considerations are applicable to the positive part of G.

It follows that, for any x € Blp1,p2t N BV, we have < 0 since we can write z = g + ¢cp

Let p1,p2 € BV. We will denote by Gpy, p2] (or by G[p1, p2)) a definite geodesic segment connecting
p1 and po (usually the one included in BV). A similar notation, B[p1,p2], will be used for bisector
‘segments’ corresponding to geodesic segments.

2.3.3. Remark. Let p ¢ BV and ¢ € BV. Then G[g,Pq| is the shortest geodesic from ¢ to
CPp-NBYV.

Let S; = CPpi and S, = CPps be different projective lines with a nonisotropic intersection p. We
assume S7 and Sy to be nonorthogonal, i.e., (p1,p2) # 0. Then, there exists a unique bisector B such
that S; and S, are among its slices; p is the focus of B. We define ta(S1,S2) = ta(py,ps). If p ¢ BV
and S;’s are of signature +— (i.e., S; and So are ultraparallel), then ta(S7, S2) is the minimum of the
tance between the points in S; BV and the points in SoNB V. Indeed, let g; denote the intersection of
the complex spine S(p1,p2) = CPp* with S;, i = 1,2. Then, the minimum in question equals ta(q;, g2).
Since q1, g2 € GIp1, p2l are respectively orthogonal to p1,p2 € G p1,pal, we have ta(qi,g2) = ta(p1,p2).
In particular, S; and Sy are ultraparallel if and only if ta(py, p2) > 1.

o3

................................

eet®

Glg, 7] 7 vertex v; vertex vs

(Cﬂppl .............

..............................

3. Displacements along Geodesics

3.1. Lemma. Let p € CPV \ OBV and let p # q € CPV \ CPpt. The vector field Tn(qP,?q),
defined out of CPp-UOBYV, has constant length over S(p, q), that is, <Tn(qp,pq) (z), Tn(qp,pq)(x)> =
1— P p)(a,9) for S

(a4, p) (p,q) >z ¢ CPptUOBYV, and it is tangent to Gp, q if ta(p,q) # 1.

Proof is a routine use of Lemma 2.1.1. From (p, q) # 0, it

.........................
..........

follows that ¢” # 0, and p # ¢ implies P¢ #0. . Tn(q?,Pq) .
Let S(p,q) > x ¢ CPp- UOBV. Then 2P # 0 and - - ~
(Tu(g”q)(2). Tn(¢",g) () = i G ‘
(g, ) (rq,z) 1 =
_ _ P, _ Py _ = -,
<x,x>< 4 (z,z) o (x, ) x> (@, qP)(qP, ) S .
(Pa.d)e — (a)PaPd) e

(z,q7){(q?, x)
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_ ({Pq,Px) P — (aP,aP) Pq — (Px,Px)Pq,Pq) _ (Pq,Px)(Pz,Pq) — (Px,Px)(Pq,Pq)

(z7, qP)(gP, 27) a (27, q7)(qP, zP)
(2P, 2")(Pq,Pq) (2P, a")(Pq,Pq)
_<33”,qp><qp ) (P, qP){gr,ar)
since Pz € CPq implies that (Pq,Pzx)(Px,Pq) — (Pz,Pz)(Pq,Pq) = 0. Using the fact that 0 # 2P € CqP, we

can substitute 2? by ¢” in the expression for ( Tn(¢?,?q)(z), Tn(¢”,?q)(z)). Consequently,

P p)(x). Ta(e? Pa)(z)) = — L 87D _ 1 PP
{Tolg®,"a)(a), Tn(g, Pa)(a)) @) e
The fact that g € Gip, @@ means that b(g,p,q) = 0, that is, <;m<gp><qg>,q> € R. We need to verify that
I(Pq) oy g ’_<g,pq><p, 9)
t((qp,g> . Gy D, q) = 0. It follows from (p,Pq) = 0 that {p,9(Pq)) = g Hence,
I(Pq) (Pq)
<p’ <q”7g>><g’q>+<p’g><<qp,9>’q> ___orapg) o, o V0D 9 (“(*q),q)
(p,q) (9,47)(9,9)(p;q) g )
_ {g.rq)(p.9) 3 (Pq,9)(g.q) (Pa,q)
— {9,9")(9,9)(p,q) (9.9) = p:9) (@, ) p ) og) .9) (¢%,9)(p,q)

(P99, 9) ({9:Pq)  (Pg,9) Fe.a)pp)  _lealr) | _,
 (pa){g,9) <<g,qp> * <q1’,g>> T p.g) (@), 9) (@)~ (& p)(p,q) =0, mod k.
This implies that t( *("q) 4, D, q) =0m
(q?, 9)

3.2. Corollary. Let R be a real plane and let p,u € R, p ¢ CPut NdBV. Then P,(z,) = 0 for
any x, € T R.

Proof. There exists ¢ € R such that z, is proportional to the tangent vector Tn(¢?,”q)(p) to G, @
1 (P, p)(Pq, u)
at p. Now, P,( Tn(¢P,Pq)(p)) = —=Im (7
(T ra0) = =5 U o)
Let z,y € V, x # 0. The vector field
(*, ) Y«
Ct(z,y) (%) = ———F——
(@)(x) (x,%)y/ta(x, *)

is defined out of CPzt UdBV (for z isotropic, it vanishes).

) =0, since p,u, g € R m

3.3. Lemma. Let p € CPV \ OBV and let 0 # ta(p,q) # 1. Let h,v € p* be such that
h € Cp+ Cq and v € (Cp + Cq)*. Then Vn(gr,rq) Tn (p, <p,p>h) =0 and Vry(gr »q) Ct(p,v) = 0 over
Gip, @\ (CPp-UdBV).

Proof is basically a direct verification. Let g € Gip, @\ (CPpt UdBV). Then b(g,p,q) = 0, i.e.,
(g.0)(ps0){(a,9) = (9,9){q, p)(p, g), implying
(9,p)(p, a"){d", 9) + (9, P) (P, ¢")(Pq, 9) = (9,a"){a”, P) (P, 9) + (9,7 D)(d", ) (P, 9)
which can be rewritten as
(g2, ) (0, d") (", 9") + (9, ) (P, ¢")(Pq, 9) = (9", ¢") (", D) (D, 97) + (9, Pq)(a”, D) (D, 9)-

It follows from g7 € CqP that (g7, p)(p, ¢")(¢", g") = (9", ¢")(¢”, p)(p, g"). Therefore, (g,p)(p,q")("q g)
= {g,Pq){q?, p)(p, g). Since p € CqP, we can substitute p by ¢? in the last equality, getting

(9,4")(Pq,9) = (9.7 9)(q", 9)-
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Pq (p,p)
(q®,9) (p, %)

Vinge ra)o) To (p, (p,p)h) = ny(g:ii h) = tg(éz:fi)hg - g:zi (h g}ty =

_ ) (.99, 9) _
(h gty == (o ha (e g)ta) =
oY ) (P {9.9)Pa— (Pa.9)9) (hg) o\
Q)”) ( (9,47)(p, 9) ho ¥ <q”,g>( q)g) a

For t = , we have Tn(¢?, Pq)(g) = t,. Being Tn( ,(p,p)h) (x) = h, by Lemma 2.1.1,

<

(p,p) (p,p

= 7<p’ g>2 <p,9t><g7g>hg -
(p,p) ( (p.9(*9)){9,9)

(v, 9\ (9,4")(p,9)

—~

since h € CPq and (g,¢")(Pq,9) = (9,7¢){(¢", 9)-

By Lemma 2.1.1, V; v, = —(v,g)t, = 0 and tg< ) % .

L i = in
W) = 0. Since Ct(p,v)(x) = PNy

order to prove that Vi, gr.rq) Ct(p,v) = 0, it suffices to verify that tg(

; ( {,p) ) _Utp)e:9) {9,p) o ({po *,p>) _
T\ talp, ) ta(p,g)  2\/ta(p,g) - ta(p, g) '\
(7t,p){g, 9) {9,p) tg((p*

N ) _

C Vialpg)  2V/talpg) ta(p,g) (P09, 9)

(¢, p){g9,9) (9,p) (p,t){g,9){g,p) + (P, 9)(?t, p) (9, 9)
)

ta(p,g)  2v/ta(p,g) - ta(p, ) (p,p)(9,9

_ (9,9)
2¢/ta(p, 9) - (v, 9)

— (9,9) . o )
=5 ta(p, g) - (p,g) (< t,p){(p,g9) — (p, t)(g,p>) 0,

(207, p) (. 9) — (1, 98)(g.P) — (P, 9)(*t,p)) =

since

g p9 ~ (UCa).p){p.9)  (p.°(9)){g.p)
(9t,p){p,9) — (P, 9t)(9,p) = @0 ™ —

(Pq,9)(9:p)(p,9) | (9:"0){p,9)(g,P)

(9,9)(q", 9) (9,9)(9,47)
by the equality (g,q”){Pq,9) = (9,7q)(¢", 9) m

3.4. Corollary. The parallel displacement of any v Ct(p,v)(q)

...........................
.....

xzp, € T, CPV, where © = h + v, along the geodesic
Gp, q yields Tu (p, (p,p)h)(q) + Ct(p,v)(¢) m

Thus, making the parallel displacement along a geo-
desic, we can distinguish its horizontal (tangent to the 3 ) T n :
projective line of the geodesic) and vertical (orthogonal S(p,q) n(p, (p,p )(q )
to the projective line of the geodesic) components. T, [ :

Let S be a projective line and let q,q/,q// ESNBV. Tt
For any hy € T,S, we parallelly displace h, along Glg,¢'], then along G[¢’,¢"], and finally, along
Glq", q], resulting in hj € T,S. The angle from h, to h; taken in the interval (—m, ) is an additive
measure of triangles and, therefore, it is proportional to the oriented area of the triangle A(q,q’,q"). As
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is easy to see, the angle in question is equal to F(m — a@ — @’ — ) in the case of a triangle oriented in
counterclockwise/clockwise sense, where a, o/, o stand for the angles of the triangle. So, the coefficient
1

of proportionality is —1, since AreaA(q,q',¢") = £ (7 — a — o/ — /) (we remember that our metric

in a complex geodesic is i of the usual one). The same arguments are applicable to a vertical vector. A
<q7 q”> <q/,7 q/> <q/7 Q>Uq

(@, 0)(q", q") (', ¢")/talg, ¢') ta(d, ¢") talq”, q)

Z(vg,vp) = arg(vy,v) = arg (= (¢,4")(¢",¢')(¢',q)). By considering a suitable ideal triangle (the

formula is extendable to the case of isotropic q,¢’,¢"”), we obtain

straightforward calculation yields v} = , implying that*!

h
qqh;

3.5. Remark. (see [Gol], for instance). Let S be a projective line and let ¢, ¢’,¢” € SNBV. Then
arg (— (¢.4')(d',¢"){d",q)) = 2 Area A(q,¢', ¢").

3.6. Lemma. Let p,p’ € CPV \ BV be such
that 0 # ta(p,p’) # 1. We denote by S, and S, the

/
slices of the bisector Bp,p'l passing through p and = *d
P, respectively. For q € S, different from the focus
of Bip,p't, let t,(q) = Tn(q”,Pq)(p) denote a tangent )
vector to the geodesic Glp,qt at p. We will use a To(¢?,%¢)(p) Tu(d” ,?¢)®)
similar notation t,(¢') = Tn(q/p’,p’q/)(p/) related to \S l R
q €Sy s e
For any ¢ € S, there exists a unique ¢’ € Sy, p
given explicitly by ¢' = (p',p)Pq + (g, p)/ta(p,p’) - P/,
such that the parallel displacement of t,(q) along the Sp Sp!

geodesic G p, p'l is exactly t, ¢’
Proof. By Corollary 3.4, the parallel displacement

I Pq
of Tn(q?,Pq)(p) = =Ct (p, 7) p) along the
@70) (¢, p) (¢, p) )
P ! o\ (P
. . q / <p 7p>( q)p’
geodesic Gp,p"t yields Ct (p, —— ) (p') =
/ ( <q»P>) (') (a0, p)\/talp, p')
/ / p ’
that (,]p - = W', p) ("0 . In S, there exists a unique point ¢’ with a given value of
{@.9) () {a,p)Vtalp,p)

(the slice possesses a linear orthogonal basis formed by the focus of Bp,pt and p’). Explicitly,

. We are looking for ¢’ € S, such

e
(¢ p")

41Here and in the sequel, we use the function arg taking values in [—, 7).
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¢ =@p)Pq+ (g, p)\/ta(p,p’) -0 m

We call ¢’ the meridional displacement of g. This meridional
displacement identifies almost all slices of B p,p’l, except those
tangent to OBV if they exist. In this way, we obtain meridional
identification of the slices that follow a given segment in the real
spine. Thus, every point of the bisector (except of the vertices)
generates a curve, called ¢-meridian, over a segment of the real
spine.*2 The real spine is one of the ¢-meridians. By Lemma 3.6,
every full /-meridian passes through the vertices of the bisector
(if they exist). Probably, an easier way to describe the meridional
displacement is as follows. Let g € Glp,p’] be the polar point
to Sp. To each tangent vector z, € T,CPV, we can associate
the point € S,. The parallel displacement of x, along G[p, ']
produces the ¢-meridian of the associated points.

3.7. Corollary. The ¢-meridian ¢(q, B) generated by q € B depends continuously on q and B g

3.8. Remark. Any real plane of a bisector can be obtained by
the meridional displacement of a geodesic included into some slice and
intersecting the real spine. Any f-meridian is included into some real | Y
plane of the bisector. N

(-meridian

Let m € CPV \ OBV. The reflection in CPm=' is an isometry given
by R(m) : x — 2 {x,m) m — x. As is easy to see, R(m) € SU(2,1).

real plane

(m, m)
For given slices S, and S}, of the bisector B, we call the slice S, = CPm* middle if R(m)S, = Sp.

3.9. Proposition. For different slices S, and S,/ of the same signature, there are exactly two middle

slices S,, = CPm’* and S, = CPm*, where (m,m’) = 0. The meridional identification of S, and S,
given by a segment Gp, p'] of the real spine is induced by the reflection in S,,, where m € G|p, p'].

Proof. We can assume that (p,p’) = or and (p,p) = (p',p’) = o, where 0 = 1 and 1 # r > 0.
Let m = ap + o'p’, where o, € R. The fact that R(m)p = p’ means that 2(a 4+ o&/'r)(ap + &'p') =
(a? + o+ 2aa'r)(p + zp’) for some z € C. This implies o? = o’?. Hence, we obtain m = p + p’ and
m =p—7p.

Let g be the focus of the bisector Bip,pt and let z # ¢ be a point in the slice S, passing through p.
For some ¢ € C, we can write x = ¢q + p. So, (z,p) = ¢ and {(x,p’) = or. By Lemma 3.6, 2’ =
orPz + orp’ = or((x — p) +p') = or(cqg+p'). It is easy to see that p — p/ is the polar point to the

x _
m(p—p’) —v=—(p +cqg) m
3.10. Corollary. The meridional identification is an isometry between slices of the same signature g

middle slice Sp4+, and that p +p’ € G[p,p']. Now, 2

4. Angle between Bisectors with Common Slice. Transversality

4.1. Lemma. Let p ¢ BV and py,p2 € CPV be such that ta(p,p),ta(p2,p) > 1 (in particular,

— Di, P
p1,p2 & BV and p1,p2 # p). Then v; = (ta(pi,p)Jr\/ta(pi,p)(ta(pi,p) -1) )pi— <<p p>>
of Bp, pil that is closer to the slice CPp;- than to the slice CPpt and

p is the vertex

42We believe that our ¢-meridians will not lead to any confusion, since we will not use the term ‘meridian’ in a generally
accepted sense.
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(v1,v2)(p,p) _ (p1,p2) (P, D)

) T i tamw (= o))

ta(pzm)

For any q € CPp-\ 0BV,

(v1,9)(g, v2) (P, D) _ 1 (p1, a){q p2)(p. p)
{v1,p)(p, v2){q. @) \/1 - e \/1 — iy PPl e P20 0)

Proof is a direct verification. The fact that the projective lines CPpt and CPp;- are ultraparallel
and are slices of the bisector Bp, p;l follows from Remark 2.3.3.

We can assume that (p;,p;) = (p,p) = 1 and denote t; = +/ta(p;,p). Now, v; = ¢; (ti +/t7 — 1)pi —
(pi»p)p and t7 = (p;, (pi,p)p). Hence, (v;,v;) = t2(t; + \/t? — 1)2 — 2t (t; + /12 — 1)t? + 12 = 0. Since
<vi, <pi,p>p> =t (ti + /2 — 1)75? — 2 =12 (tf — 1+ttt — 1) > 0, therefore, for a € [0, 1], the point
p(a) = (1 —a)v; + ap;, p)p is the polar point to some slice of Bip, p;tNBV, being p(0) = v;, p(%) ~ p;,
and p(1) ~ p (where ~ means C-proportionality). This implies that v; is the vertex of Bip,p;! that is
closer to the slice CPpj than to the slice CPpt. We have

(v1,02)(p,p) _
(v1, p)(p, v2)
@AV DB+ VB 1)) + (-1 — /] 115 — /1] — 1) (p1, ) (p, p2)
(1 + /8] = 1= 1) (8 + t2/t3 — 1 = 1) (p1,p)(p, p2)
(2 + 1 /B —1) (B + ta/B — 1)(<<pl’pQ>> “1) (Bt - 1-1) (B + /B -1-1)

P1,P)(P; P2

1_
(t2+t1s/2—1—1)(t2+t2\/ -1-1)
( pl,pz><p,p>)
h-1 /1 (p1,p)(p,2)
1 t2+t“/ 2 1 1
since ———— =1t; — 1/t? — 1 and —* fi = = . For the same
2 ? 2 2 L 2__
ti4+ /12— 1 t13+tm/ti—1—1 |t \t/iti 1 1-%
reasons,

(wa)g,v2)pp) _ (468 - D)+ 6V~ 1)1 a) e, pz ep)
(o1, p)(p,v2)a,a) (12 — 1+ ,/t2 1) (82 — 1+ t;\/t2 — 1) {p1, p)(p. p2) (a0, q)

(p1,q ><q p2><p p)

1_72 /1_7 p1.p) (0. p2) (g )

4.2. Theorem. Let p ¢ BV and let vi,v; € OBV \ CPpt. We put u = 1 —

(v1,v2)(p, )

<’U1,p> <p7 02>
bisectors Bip, vl and Blp, vyl possess a common slice S = CPp. We denote by ¢; € SNBV the point
in the real spine of Blp,v;l. Let ¢ € SNBV. Then the angle L(q, Blq1,v1), Blga, vg)) from Blq1,v1) to
Blgs,v2) at q can be calculated as follows:

(v1,9)(q, v2)

Z(an[QM’Ul)’B[q%UQ)) - Arg <'U1 p><p U2>

= Argu — 2 AreaA(q, ¢1,q2) mod 2.

. The

= Arg ( — u(q, g2){q2, 1) {q1,9)) =

The number u completely characterizes the geometrical configuration of B[qi,v1) and Blga,vs):
Argu is the angle from Glq1,v1) to Glga,vs) measured with the parallel displacement along Glgi, g2
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and |u|* = ta(qi, g2) is the tance between the complex spines of the bisectors. Any u € C with |u| > 1
is possible.

n(q, g2, v2)

n(q, q1,v1)

[ul?=ta(q1, g2

v P ~Pq; Vg

Proof. Clearly, we can take ¢; = Pv;. We can assume that (p,p) = (v;,p) = 1. Hence, ¢; =
vi = p, (vi,qi) = =1, (¢,4) = (qvi), (@, @) = =1, Tv; = p, (q1,q2) = (v1,v2) — 1 = —u, and
ta(qi,q2) = |u|?>. By Remark 2.3.3, ta(qi, q2) is the tance between the complex spines of the bisectors.
By Lemma 2.3.1, n(q,q;,v;) = (—,q) @i - ((q,m 4 — .4 “i) = (—,q) ® i (g, v;)p is a normal

(i, i) (vi, qi)
vector to Blg;,v;) at ¢. Both such vectors are orthogonal to S and, therefore, are tangent to the
projective line orthogonal to S at gq. Thus, Z(q,B[ql,vl),B[@,vg)) = Arg <n(q,q2,v2),n(q,q1,v1)> =

g (= {asa) o)1, 0)) = Arg (LU0 Since —ulgnaabaa ) an.a) = ol {on, g2,
<U17Q><Q7U2>

(or. PN U2>) = Arg (— u(q, ¢2){q2, ¢1){q1,9)) = Argu — 2 Area A(q, ¢1,¢q2) mod 27

follows that Arg (
by Remark 3.5.

U1 g1

By Corollary 3.4, the parallel displacement along Glqi, g2] of the vector 7 ) = —Viy, = Pq
U1, q1
tangent to Glgi,v1) (by Lemma 3.1) is equal to — (42, 41)Pq = —ipqw whereas —pg, is a
(q2,q2)/ta(q1, g2) |u
tangent vector to Glgs, v2) by Lemma 3.1.
111
The determinant of the Gram matrix <1 0 1u) for p, vy, and vy is equal to 1 — |u|?, implying the
11-w 0

rest m

Since Argu is independent of the choice of ¢ € SN BV, we call it the constant angle between the
bisectors: in fact, it is the angle between the bisectors at the points of Gigi, ¢t N BV. The angle
arg ( — (q,q2)<q2,q1)<q1,q)) = 2 AreaA(q1, ¢, g2) depends only on the position of ¢ in SNBV. We call
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it the nonconstant angle between the bisectors.

4.3. Corollary (compare with [Gol, Corollary 9.1.3, p. 273] and with [Hsi]). Let p ¢ BV and
p1,p2 € CPV be such that ta(p,p1),ta(p,p2) > 1. The bisectors B, p1l and Bip,pal are transversal
along their common slice CPpt N BV if and only if

(p1,p2)(p, ) o1 o1
e o P (. p) 1‘<\/1 ta(pl,p)\/1 ta(pz,p)’

In this case, Blp, p1l N Bp, pol N BV = CPp- N BV.

Proof. Due to Lemma 4.1, in terms of Theorem 4.2, the inequality means that | Reu| < 1. As in the
proof of Theorem 4.2, we can assume that (p,p) = (v;,p) =1, ¢; = v; — p, {qi, @) = =1, (@1, q2) = —u,
and (v1,v2) =1 — u. B

Let us verify the fact that, for ¢ € CPpt N BV, the nonconstant angle arg( — (q,q2><q27q1>(q17q>)

1

W’ a € [0,%). Indeed, assuming q1 # g2, each point in CPp™, except

u
1

of g2 and ¢1 — ugy (the point orthogonal to ¢3), can be written as q(z) = ¢1 + (: — u) q2, 0 # z € C,
Z

— 1
being q(z) € BV if |2 < \/ﬁ For such ¢(z), we obtain arg( - <Q(Z)>Q2><Q2,Q1><Q1,Q(Z)>> =

varies in [—a, «], where cos o =

_ 2 _1q
arg % (1 _ - z>7 implying the fact.

The bisectors Bip, p1? and Bip, pal are transversal along CPp N BV exactly when the angle between
Blq1,v1) and Blga, v2) along CPp-NBV is never 0 nor 7, that is, if Argu € (o, 7 — ) U (7 +, 27 — ).
In other words, for the transversality, we require |cos Argu| < cosa, i.e., |Reu| < 1. This ine-
quality implies the transversality of the bisectors along CPpt N dBV: let v € CPp- N dBV, let
¢ € Ling(Co, V/Cv) = T, CPV be a tangent vector to both bisectors, and let ¢ € Ling(Cv, V) be any lif-

(P, 2(v)) (v, vi) + (p,v) (P(v),vi)
<p’ Ui>

= 0, that is, <p, @(v)><v,vi> € R. This is equivalent to <p, @(v)><v,qi>

ting of ¢. The fact that ¢ is tangent to Blp, p;! = Bip, v;{ means that

(vi, §(v)){v,p) + (vi, v){P(v), p)
<’Ui’p>

e R. If <p,g2)(v)> # 0, then (v,q1) and (v, g2) are R-linearly dependent. Since v is a unique point in
CPp* orthogonal to v, we can take v = q; + aga, @ € R. Now, (v,v) = 0 implies 1 4+ a? + 2aReu = 0.
It follows that 1+ (a + Reu)? = (Reu)?. A contradiction with [Reu| < 1. Thus, (p,(v)) =0, i.e., ¢
is tangent to CPp*.

Interchanging, if needed, the vertices of one of the bisecti)rs, we can assume that 0 < Rew < 1.

o —

Every point in Glvy,pt but v; has the form g1(a;) = 12 v1 +p, a1 € R, and <gl(a1),gl(a1)> =

-1 -1
<a12 v1 + p, a12 U1 —|—p> = «ay. Therefore, g1(a1), @3 > 0, runs over all the polar points to

the slices of Blp,v1! N BV. The points ga(ag) = a22 v + p, ag > 0, play the same role for
B, viNBV. Now, (g1(a1), g2(a2)) = 3 ((a1 —1) (a2 —1)(1 —u)+2(a1 +az)) and ta (g1 (o), g2 (a2)) =
lul?(a; — 1)% (a2 — 1)% + (a1 + 1)% (g +1)%2 — 2Reu(a? — 1)(a2 — 1)
].60[1&2
rify the condition ta (g1 (a1), g2(a2)) > 1, which is equivalent to the inequality
(Jul> = 1) (a1 = 1)* (a2 — 1)? + 4(a1 — a2)? + 2(1 — Reu)(af — 1)(a3 — 1) > 0.
Since |u| > 1 and Rew € [0,1), the inequality is valid if a;,as > 1 or if 0 < a3, < 1. Therefore,

excluding the case of a; = ap = 1 (the case of the slice CPp* for both bisectors), we can assume that
0 < a1 <1< ap. In this case, we can take the minimum value of Rew, verifying that (Jul> —1)(1 —

. By Remark 2.3.3, we need to ve-
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a1)2(a2—1)2—|—4(0¢2—oz1)2—2(1—0@)(04%—1) = (|u\2—1)(1—041)2(042—1)2+2(a2—a1)2+2(a1a2—1)2 > O7
which follows from |u| > 1. The bisectors cannot have a common vertex v: otherwise, they would
coincide, having the same real spine Gv,pl m

5. More about Bisectors

5.1. Lemma (compare with [Gol, Theorem 5.5.1, p.193]). Let B be a bisector and let vi,v2 € OBV,
vy # va, G(v1,v2) ¢ B. Then G(v1,vs) intersects BNBV at most twice. If G(vy,vs) is not transversal
to BN BV, they intersect only once and G(vy,v9) is all on the same side from BNBV.

Proof. We can assume that (v1,vs) = —32 so that every point in G(vi,v2) has the form g(a) =
(g(a)UQ)g(a)

< g(a)7g( )>
tangent vector to G(vy,vs) at g(a), where o~ vy —awy € g(a)*. Let b(x, p1,p2) = 0 be an equation for B.
Obviously, t(z,x,p1,p2) = 2b(z, p1, p2), therefore, g(a) € B is equivalent to t11 + 2t1002 + taea? = 0,
where t;; stands for t(v;, v, p1,p2). If g(a) € B, the nontransversality of this intersection means that
t(oflvl — omg,g(oz),pl,pg) =0, i.e., t;; — toosa* = 0. The condition G(vy,vs) ¢ B implies that one
of the ¢;;’s does not vanish. Now, from ¢1; + 2t1202 + tooa* = 0 and t1; — taaa? = 0, it follows that
ti1tan = t?Q. Thus, t11 + 2t128 + t223? = 0 has a unique solution in . Furthermore, for p € BV, the
inequality Im b(p, p1,p2) > 0 determines if p is on the side of the normal vector to B (see Lemma 2.3.1).
Since t11,t12, tas € iR, from t11t9s = t2,, we conclude that Im b(vy,p1,p2) - Imb(va, p1,p2) >0 m

5.2. Lemma. Let p ¢ BV and ¢ € BV. Then ta(CPpt NBV,q) = 1 —ta(p,q). Let B be a bisector
with positive focus, let S be some slice of BNBV, and let ¢ € SNBV. Then the function ta(SNBV, q)
is increasing while S runs over the slices of BN BV on the same side from S.

-1

a" Y, + avs, a > 0, with <g(a),g(a)> = —1. By Lemma 3.1, = (@7 v1 — ava)g(a) is a

Proof is straightforward. We can assume that (p,p) = 1, (¢,q) = —1, and {(¢,p) = a € R. By
Remark 2.3.3, ta(CPp, q) = ta(Pq,q) = ta(qg — ap,q) = 1 + a? = 1 — ta(p, q).

Let v1,v2 € 9BV be the vertices of B, B = B(v1,v3). We assume that {q,¢) = —1, that (v, vs) = %,
and that vy + vg is the polar point to S, hence, z = (v1,q) = <’02, > # 0. The polar point to any slice
of BNBYV has the form p(a) = a~lv; + ave, a > 0, with (p(« > = 1. By the above assertion,

|z

(pla
ta((CIP’p(a)J-ﬂBV,q)zl—ta(p( ),q) =1+ (a2 +a*—2) |2
(

= (w1, 0){a,v2) (see [Gol]).

(v1,v2)(q, )

5.3. Lemma (compare with [San]). Let B be a bisector with positive focus and let ¢ € BV \ B.
Then there exists a unique slice S of BN BV such that ta(S N BV, q) = ta(BNBV,q). The function
ta(SNBYV,q) is increasing while S runs over the slices of BNBYV on the same side from SNBV. The
shortest geodesic from q to BN BV is transversal to BNBV. Let v1,vo € 0BV be the vertices of B.
Then ta(BNBV,q) =1 — Ren(vy,ve,q) + |n(vl,v2, q)|

For v1,v9 € 0BV and ¢ ¢ BV we denote n(vy,vq,q) =

Proof is routine. We assume that (¢, ¢) = —1 and (vy, v2) = 1. The polar point to any slice of BNBV
has the form p(a) = a vy + ave, a > 0, with <p(a),p(a)> = 1. We put z; = {(q,v;). By Lemma 5.2,
ta (CPp(a)t,q) =1 —ta(p(@),q) = 1+ 2Re(2122) + a~2|z1]> + ?[z2|?. For a > 0, this function has

a unique minimum, exactly when o = /+——. Hence, ta(BNBV,q) = 1+ 2Re(212Z2) + 2|21] - |22| =

o (o) (g ve) | (1,9) (g, v2)
L+ 2Re (01,00, 02) + 2| (01,0)g,va)| =1 - Re (v1,v2)(q,q) - (v1,v2)(q,q)

=1-Ren(vi,va,q) +

n(v1,v2,q)|.
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With this o, let p = o~ 1v; +ows. We can choose new representatives for v, and vy so that p = v1 + v
and (v1,v2) = 1. Now, for z; = (g,v;), we obtain [z1] = [22].

((pq)q)(pq) _ ( q B Pq ) _
(D), rq) (,Pq)  (Pq,Pq)/ (»q)

is a tangent vector to G[Pg,¢]

We have Pq = ¢ — (21 + 22)(v1 + v2). By Lemma 3.1,

( (a.p)p ) _ ((zl +2) (01 + vz))
(r, )0, 9) — (v, 0){a,p)/ (*0) 14|21 + 2212/ g—(z1t22)(v1+v2)

at Pq. When verifying the transversality, we can take ((zl + 29)(v1 + 1)2)) instead. Now,

q—(z1+22)(v1+v2)
t((z1 + 22)(v1 4 v2), ¢ — (21 + 22)(v1 + v2), v1,v2) =i -Im ((Z1 + Z2) (22 — 21) + (71 — Z2)(21 + 22)) =
4i-Im(Z122) = b(q,v1,v2) m

5.4. Lemma. Let By and By be bisectors with positive foci. Suppose that they possess a common
slice S of signature +— and that they are transversal along S N B V. Then, for any € > 0, there exists
some § > 0 such that, for every q € Bo N BV, the inequality ta(B; N BV,q) < 1+ 62 implies the
inequality ta(SNBV,q) <1+ &2

Proof. Let p be the polar point to S and let vy,v] € BV and vy, v € OBV be the vertices
of By and Bs, respectively. As in the proof of Theorem 4.2, we assume that (p,p) = (v;,p) = 1
and that (vi,ve) = 1 — u, where u stands for the invariant of B; and By (see Theorem 4.2). By
Theorem 4.2 and by Corollary 4.3, we know that |u| > 1 and |Reu| < 1. Writing v = ug + iuq,
ug,u1 € R, and denoting k& = /|u|? — 1, we obtain |ui| > k > 0. As is easy to see, v, = 2p — v;
serves as the other vertex of B;, (v},p) = 1, and (v;,v}) = 2. Also, (v1,v}) = (v],v2) = 1 + u and
(vi,v4) = 1 —u. Furthermore, d = v; — uvy + (u — 1)p is the focus of By, (d,v2) = (d,p) = 0,

(d,d) = (v1,d) = [u]> =1 = k? and (d,v}) = 1 — |u|> = —k%. Every point in G(vz,v}), the real
-1 _ /
spine of By, has the form g(a) = w, (g9(a),g(a)) = —1, where @ > 0. It follows that
a -« al—a al+a at—a al+a_
<g(0[),p> = Tu <U17g(a)> = 9 - 2 U, and <g(0&),’l}i> = 9 + 2 u. Every

point but d in the slice Sy(4) of By passing through g(a) has the form

aa.z)=g(@)+ 7 d. zeC,
(q(e, 2),q(e, 2)) = —(1 — |2]?), being ¢(a, 2) € BV exactly if |z| < 1. We derive that (v, ¢(a,2)) =
a'l—a alta_ : : L
5 + 5 u—kz, which straightforwardly implies

1_ ~1
a a_@ 2+au—|—k2and <q(a,z),vi>:

2
<'U17 Q(a’ Z)><Q(a7 Z)? ’Ui>

that = a + ib, where
(v1,v1)(a(@, 2),q(, 2))
14 OR824 202 — (a7 + a)k(uozo — urza) b a”l—a fgtu t ke
a= ) = ' ’
2(1—|z[?) 2 1—1z]2

and z = 2y + iz1, 20,21 € R. By Lemma 5.3, ta (31 N BV,q(a,z)) =1—a+ |a+ib|. Thus, for any
0 > 0, the inequality ta (B1 NBV,q(a, z)) < 14 62 is equivalent to the inequality b? < 6* + 2ad>.
-1 _ )2
On the other hand, by Lemma 5.2, ta (S N BV,q(a,z)) =1- ta( 7q(oz,z)) =1+ m =
— |z

e

2¢/1 —|z|2

ui/h2f2 4+ 1+ k2 1+2k% — k22 + kK2h2f2 — 2k\/h2f2 + 1(upzo —u1z1) . o '+«
+h 7 and a = 57 , since —5
= +/(hf)? + 1. Therefore, the inequality v*> < 6 + 2ad? has the form

1 + h?%, where h = varies in [0,00). Denoting f = /1 —|z]? € (0,1], we have b =
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2

(wrhV/R2f2 41+ kb)) — (k6y/B2 2 + 1 4 (urz1 — upz0)d)” <

(55) < (52(1 + k2 + 52f2 — k‘2f2 - (UOZO — U121)2).

The inequalities |zg|, |z1| < 1 imply that |u;z; —ugzo| < |u1| + |ug| = ¢. Using an inequality of the type
(14] = |B|)* = (IC| + |D|)* < (A= B)2 — (C + D)? and the fact that f2 < 1, we deduce from (5.5) that

(lur|hy/R2 2+ 1 — kh|2])® — (k6\/B2F2 + 1+ ¢8)” < 62(1 + k2 + 62).
The last inequality (in view of \/h2f2 +1 > 1, |uy| > k, and |21] < 1) implies that (Jus|h\/h2f2+1—
kh)? — (k6y/R2F2 +1 4 ¢8)” < 62(1 + k2 + 62) which can be converted into

(5.6) ((|u1|h — k) /B2 1 — (kh+ 05)) ((|u1|h +k0)VR2 2+ 1 — (kh — c§)> < 82(1+ k> +62).

Given £ > 0, we have to find some 6§ > 0 such that the inequality ta(B; N BV, q) < 1+ 62 implies

h < e. First, we require that § < € and § < %5. We can assume now that |ui]h — ké > 0 and

kh — ¢d > 0, for otherwise the inequality h < ¢ follows in view of |u1| > k. Next, we will require that

us| — &
c+k

Since \/h%f2+1 > 1, this implies that (Jui|h — k6)\/h2f2 + 1 — (kh + ¢6) > 0. Assuming that ¢ < 1,

2
we can deduce from the inequality (5.6) that ((|u1|h— k6)\/h2f? +1— (kh—l—cé)) < 0%(2+k?), which,
in its turn, implies |ui|h — k§ — kh — ¢ < 0v/2 + k2 due to /h2f24+ 1> 1 and |ui|h — k§ > kh + ¢d.

V2+k2+k
We obtain (Jui| — k)h < 8(v2+ k2 + k + ¢) and, therefore, h < %
=

0 < e. Now, we can assume that |uj|h — kd > kh + ¢ (otherwise, the inequality h < e follows).

0. Finally, we require

lus| — &

—€
V2t +k+e T

that § <

6. General Construction

6.1. Cycle of Bisectors. Our general construction in HZ mimics the following plane example.

Let us fix an integer n > 5. Let P be a simply connected geodesic n-polygon in H2 with the vertices
$1,...,58, and the angles aq,...,a, such that ay + --- + a,, = 2. It is convenient to treat indices
modulo n. We denote the edges by by, ...,b,, where b; connects s; and s;41. Let r; denote the reflection
in the middle point of b;. By Poincaré’s Polyhedron Theorem, P is a fundamental domain for the group
H,, generated by r;’s and the defining relations are r,,...r; = 1 and r? = 1. For even n, by the same
theorem, P Ury P is a fundamental domain for the subgroup G,, generated by ri7;, 2 < i < n, implying
that G, is the fundamental group of a closed orientable surface of genus § — 1 (the polygon P Ury P
has two cycles of vertices and n — 1 pairs of edges to identify).

For odd n, we will observe that the polygon @ = P U1 PUroP Uryr; P is a fundamental domain
for the group T, generated by a = rorirory, u = Toriry, v = roryri, T; = 1175, and y; = Tor17T2,
where 3 < i <n — 1, implying that T}, is the fundamental group of a closed orientable surface of genus
n — 3. The polygon @ has the following vertices, angles, and edges:

e the vertex s3, whose angle is a; + as + ag, connected by b3 with s4

e the vertex s;;1, whose angle is «;41, connected by b; 11 with s;40, for 3<i<n-—1
e the vertex s; = 1159, whose angle is a; 4+ aq, connected by r1bs with rqs3

e the vertex r1s;, whose angle is «;, connected by r1b; with r1s;41, for 3 <i <n
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e the vertex r1s7 = ros3, whose angle is a1 + ag + a3, connected by robs with ros4

e the vertex rgs; 11, whose angle is a;11, connected by 79b;11 with 795,49, for 3<i<n—1

e the vertex rosy = rory s, whose angle is a; + aso, connected by r971by with 79783

e the vertex roris;, whose angle is «;, connected by rorib; with roris;y1, for 3 < ¢ < n, with
27181 — S3

T2by r1by

The edges and the vertices are identified as follows:

ee 1, identifies b; and r1b; so that x;s; = r1s;41 and 238,11 =r18;, for 3<i<n—1

ee 1y identifies b,, and ra7r1b,, so that us,, = ror1s; and us; = raris,

ee ¢ identifies r1by and rori1by so that aryse = ror1s3 and aris3 = ror1Ss

ee v identifies r1b,, and r2b,, so that vrys,, = res; and vris; = ras,

ee y; identifies 79b; and ror1b; so that y;res; = ror18;41 and y;ras;11 = ror18;, for 3<i<n—1

The following are four cycles of vertices:

x3 T4 Ts5 T6 Tn—2 Tn—1 u

S§3 — 17184 «— S5 — IS¢ «<— ... —> I'1Sp—1 <— Sp, — TI2Tr1S1 = S3
T3 a v Tn—1 Tn—2 Tn—3 Tn—4 s Ty

S4 — 183 ——= T2T182 = 1281 <— T1Sp <— Sn—-1 —~ TSpn—-2 < Sp—3 — ... — > 7185 <— 84
u Yn—1 Yn—2 Yn—3 Yn—4a Ya Y3 a

§1 ——= TeTiSn ~— T2Sn—1 — T2TlSn—2 <— T28p-3 — ... < T284 — T2T"183 < T'1S2 = 51

Y3 Ya Ys Yo Yn—2 Yn—1 v
983 —— 1917184 <— 1285 —— 19718 <— ... —=> 271 8Sp—1 <— 28y «<— T'1S1 = IraS3

It is easy to see that total angle of each cycle is a1 + -+ - + v, = 27r. (Notice that each generator z;, u,
a, y;, and v appears twice and involves its both vertex identifications.)

Now, let Ry,..., R, be reflections in projective lines My, ..., M, of signature +— such that R,, ... R;
=1 (in PU(2,1)). Let S; be a projective line of signature +—. We define S;1; = R;S;. Requiring
that M; and S; are distinct, not orthogonal, and M; N.S; ¢ OBV, there exists, by Remark 2.3.3,
a unique bisector with slices M; and S;. Denote by B; the closed oriented segment of this bisector
starting at Sy, including M;, and ending with S;y;. We call (By,...,B,) a cycle of bisectors. We
claim that almost any choice of S; meets the above requirements. Indeed, we have M; = CPm; and
S1 = CPp; for some m;,p; ¢ BV. We can think of R; as being R(m;) € SU(2,1). In this way, the
relation R,, ... Ry = 1in PU(2,1) takes the form R,, ... Ry = §, where 6§ € C, 63 = 1. In fact, we defined
S; = CPpj, where p;11 = R(m;)p;. (Notice that p;1,, = dp;.) In these terms, the above requirements
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are 0 # ta(m;,p;) # 1, i = 1,...,n. Equivalently, 0 # ta (R(m1)... R(mi_2)R(m;—1)m;,p1) # 1,
i=1,...,n, implying the claim.

Let ) € Sy NBV. This point generates an f-meridian b} C BV of B; which ends with some
sh € Sy NBV. By Proposition 3.9, R1b} = b} and R; exchanges s} and s). In the same way, we obtain
(-meridians b, ..., b, such that R;b; = b}, R;s; = s;,,, Risj,, = s;. From R, ... Ry = 1, it follows that
b, ends with s}. We call the closed curve b’ = b} U---Ubl, a meridian of the cycle (By,...,By). The
arcs bl,..., b, are edges and the points §/,..., s, are vertices of the meridian. Also, we can start with
sy € S1 N OBV, obtaining an ideal meridian ¥ = b U---Ub,, C dBV. By Remark 3.8, the edges of
any ideal meridian are segments of some R-circles.

6.1.1. Proposition. Let (By,...,B,) be a cycle of bisectors and let R; € SU(2,1) denote the
reflection in the middle slice of B;. We have R,,...R; =6, 5 € C, § = 1. Let o : H, — PU(2,1),

r; — Ry, be the induced representation. For odd n, the Toledo invariant of |7, satisfies T = 4n— ‘lﬁrﬂ
mod 8. For even n, the Toledo invariant of g|g, satisfies T = 7@ mod 4.

Proof. Let ¥ = b} U---UDb,, be a meridian of the cycle (By,...,B,) with vertices s,...,s,. We
can assume that R; = R(m;) : ¢ — 2(x,m;)m; — x with (m;,m;) = 1. Taking s} € V, we define
representatives as s;,, = R;s; € V, implying that s}, = ds}. Since (R;x,z) = 2(x, m;)(m;, ) — (x, )
> 0 for any € BV, we obtain (sj,s;) > 0.

Let P/ € BV be any disc with P’ = b'. It is easy to define a g-equivariant continuous map
¢ : H3 — H2 such that o(P) = P, (s;) = s}, and p(b;) = b,. The Toledo invariant of g|r, is
defined as 7 = 45 Jo ¥*w [Tol]. Taking u € BV, we obtain (see Lemma 2.2.1) 7 = g [ow =
S Pu=2%%, fb; P, (for even n and o|g,, 7 =23, fb; P,). By Corollary 3.2 and by Lemma 2.2.1,

(u, p) (P, 57)
{u, 57)

, while p runs

1
fb; P, = fb; (Py—Py) = fb; dfu,s;- This number is the total variation of 3 Arg
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(u, p){p, 57)

over b; C BV from s; to sj, ;. By Remark 2.3.2, is never real nonnegative. It follows that

{u, 57)
1 (wsi)(sins)) Ly (usi(sis) 1, (usipg) m
fb; df s = 3 Arg 0, ) b Ar s =3 Arg sy 2 since (s}, ;) > 0 and
(s},st) <0.
For odd n (similarly for even n), calculating mod 8, we obtain

! o) — Arglunsl) ) =
T*ﬂ-Z(Arg<uasi+l> Arg(u, s;) W)*

4
T

4 Argé
— ] mod 8 g
T

(—nm+ Arg(u, s, 1) — Arg(u, 1)) = 4n

6.2. Poincaré’s Polyhedron Theorem. Henceforth, we will assume that the focus of each bisector
in our cycle is positive. As default, we will mean by B;, S;, etc. the former B; N BV, S; N BV, etc.
and denote B; = B; N BV, S, = 5N BV, etc. We treat bisectors as oriented: B; begins with S;
and ends with S;,1, that is, B; = Blg;,q; ], where ¢; € S; and ¢;,; € Si;1 are in the real spine
of B;. By B;, we denote B; with the opposite orientation, B; = Blq;,1,q]. We denote B; = Blus, g,
Bf = Blq; 1, vi], Bi= = Blqgi, v, B> = Blq;,1,u;], and <By>= = Blu;, v;], where u; and v; stand for
the vertices of B; which are closer to S; and to S;11, respectively. So, B;> = B; U Bj, B;> =DB;U B,
and <B;> = B; UB; U Bi‘". We also denote by BY and B} the bisectors from S; to M; and from M;
to S;11, respectively, B; = BY U B}.

Unless otherwise stated, we consider all isometries as ‘living’ in s
PU(2,1). B
We put A;x = R;Ri41...Rk—1, where R; denotes the reflection B,
in M;. For instance, Ai(ifl) = RRiy1...R,RiRy...Ri_3R;_ o5 = —_—
Ri—l and A” =1. By B? B} Bj
Let us fix some 4. Since A;p Sy = S;, the bisectors A;; By (in particu- . -
lar, A;;B; = B; and Aj;_1)Bi—1 = RiRi11...Ri 2B, 1 = Ri_1B;1 s, M, S
= B,_1) have the common slice S;: they all begin with S;. Let : : :
b ="b U---Ub, be a meridian of the cycle (By,...,B,) with ver- i i : fqpy, Vi
tices s1, ..., S,. Denoting by ayj the | —
angle from By, to By_1 at the point T

sp €Sy, wecall o = g + -+ ay,
the total angle of the cycle at the Bir

meridian b. For any k, A;psp = s;. Hence, the angle ay, is equal to
the angle at s; from A By, to Aj_1)Br—1. Now, it is easy to see
that the total angle at the meridian is a multiple of 27. Varying the
meridian, we arrive at

. . 6.2.1. Remark. Modulo 27, the total angle of any cycle of bi-
_:.'-"-'.‘.,. sectors is zero. If, for any k, the bisectors <Bj_1> and <By> are
e transversal along their common slice S, then the total angle does not
depend on the choice of a meridian and is an integer multiple of 27.

We call a cycle of bisectors transversal if, for any k, <Bj_1>~ and <Bj>~ are transversal along Sj.
Our intention is to study the discreteness of the group H generated by the R;’s. We will take as a
fundamental domain the polyhedron bounded by a cycle of bisectors. It seems reasonable to require
the transversality of the cycle, otherwise, we will not have a good tessellation around any S; (see
Corollary 4.3 and its proof). Clearly, the transversality of the cycle is equivalent to the transversality
of Ajp—1)<Bg—1>~ and Ay <By~ along S; for all k& (an arbitrary i is fixed).
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For a transversal cycle of bisectors, we can change the cyclic order of the bisectors and their orientation
so that the total angle of the new cycle will be 2nm — «. Therefore, without loss of generality, we can
assume that 0 < o < n7 (meaning that we deal with the ‘inside angles’). Since we are going to prove the
discreteness by showing that some transversal cycle of bisectors bounds a fundamental domain for H,
we do not have hope, if the total angle is different from 2.

We call a cycle simple if B; N By, # @ implies that k=i —1ork=dior k =17+ 1.

Let (By,...,B,) be a simple transversal cycle of bi-
sectors. The solid torus P = By U ---U B, is fi-
bred in two ways: the fibres are the meridians (including
ideal ones) and the slices, 9pP ~ S! x B2. The torus
T = 9hPNOBV = 09yP divides BV ~ S3 into two
closed connected pieces. Let F' be either of them. Since
0o P is transversal to 9 BV, the orientable connected clo-
sed 3-manifold 9yP U F divides the 4-ball BV into two
closed connected polyhedra. We denote by P the closed
polyhedron on the side of the normal vector to each B;.

Every <B;> divides BV into two closed 4-balls K; and K;, being K; on the side of the normal
vector to <B;>. (Notice that, in general, P ¢ K;.) By Corollary 4.3, the bisectors <B;_1> and <B;>
divide BV into four 4-balls. To every S;, we associate the inside sector T; from B;> to B;_1>: if oy < 7
(it does not matter at which point in S; we measure «;), then we put T; =

K, 1N K;; otherwise, we put T; = K;_1 UK;. We define 8Ty = Bi=UB;_1>. Bi B
The polyhedron P ‘includes’ the inside sectors, i.e., for any p € 5;, we can /
find a point p’ € Pn T arbitrarily close to p, where P and T stand for the T - K. 1 UK:
7 — N1 %

interior of P and for the interior of T;, respectively.

Clearly, BY N Bff = B} N B; = @. Since <B;_1> and <B;> intersect
only in S;, we obtain S; N B;_; = S; N Bj- = @. The cycle is simple, hence,

B;,N By =@ for k #4i—1,i,9+ 1. Since <B;> and <B;;1> intersect only in S;;; and the cycle is
simple, BY N B, = @ for k # i — 1,4. For similar reasons, B} N By = @ for k # i,i + 1. Consequently,
there exists d > 0 such that

dist(BY, B}, dist(B}, B;), dist(S;, B;~ ,), dist(S;, B;") > d,
dist(B;, By) > d for k #i—1,i,i+1, dist(BY, By) > d for
k#i— 1,4, and dist(B}, By,) > d for k # i,i + 1.

For p € BV and € > 0, we denote by N(p,¢) the open
ball of radius € centred in p. For X C BV, we denote by
N(X,e) = U N(p,¢e) the e-neighborhood of X.

peX

Let 0 < & < d/3 be fixed.
6.2.2. Lemma. PN N(S;,e) = T; N N(S;,¢).

Proof. Let q € N(Si,s) \ 9pT;. There is a geodesic
of length < d/3 connecting ¢ with some p € S;. We can
find a point p’ € N(p,d/3) N Pn ZO“Z and connect ¢ and
p’ with a curve ¢ C BV of length < 2d/3 transversal
to <B;_1> and to <B;> and not passing through S;.
So, £(c) + dist(p',p) < d. If k # j—1,5,j + 1, then
dlSt(Bj,Bk) > d by the choice of d. Hence, in 9yP, c
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can meet only (B;_; \ S;_1) U (B; \ Si4+1). The parity of the number of such intersections indicates if
g € P. Also, dist(Si,Bi:l) > d and dist(gi, B:‘) > d by the choice of d. Therefore, in 9yT;, ¢ can meet
only (B;_1\ Si—1)U(B;\ Si;1). Consequently, the same parity verifies if ¢ € T;. For ¢ € N(S;,€)N By,
it follows from dist(S;, B;r) > d that ¢ € B;. The same reason works for ¢ € N(S;,) N Bi_1> m

By Lemma 5.4, there exists some §, 0 < § < /2, such that <B; 1> N N(B;,6) C N(S;,£/2) and
<Biy 1= NN(B;,8) C N(S;41,¢/2) for all i. In what follows, we will refer to these inclusions as related
to the choice of §. We fix ¢ and put DY = PN N(BY,0), D} = PN N(B},6), and D; = PN N(B;,9).
So, l)l:l)?UDz1

6.2.3. Lemma. D? c T; and Di1 C Ti+1-

N(S,;,E)

Proof. By symmetry, it suffices to show that DY C T;.
Let ¢ € DY. We can assume that q ¢ N(S;, ), otherwise,
the result follows from Lemma 6.2.2. Let p € BY be a
point closest to ¢. Since § < €, we obtain p ¢ S;. We can
connect ¢ and p with a curve ¢ C BV of length < § trans-
versal to <B,;_1> and to <B;> and not passing through
S;. Since <B;_1> N N(B;,8) C N(Si,e/2), § < ¢/2, and
q ¢ N(S;e), the curve ¢ cannot meet <B;_;>~. Now,
the inequalities dist(BY,By) > d > 6, k # i — 1,i, im-
ply that, in 9yP, ¢ can meet only B, \ S¢+1 and the
inequalities dist(B?,B;r) > d > ¢ imply that, in 9T}, ¢ can meet only B; \ 5i+1. Since ¢ € P, we
conclude that ¢ € T; m

6.2.4. Lemma. Let B>, 1 < k <n, be bisectors with positive foci. Suppose that they all have a
common slice S of signature +— (they all begin with S) such that <Bj,_,> and <Bj, > are transversal
along S for all k and that the sum of the angles from B}~ to B _,> at some and the same point in
S equals 2. Then Bj,~’s divide BV into n sectors T} (from B~ to B} ,>) such that T}, N ;=S8 if
j#k—1kk+1and T,NT},, =B, ~*

Proof easily follows by viewing the projective line orthogonal to S and passing
through the ‘extra’ point of the intersection in question (see also the Corollary 4.3
and its proof)*! g

6.2.5. Lemvma. Suppose that the total angle of tvhe cycle equals 27. Then N(S’i, e)u
N(Bl, 5) U N(Si+1,€) = N(SZ,S) U -Dz U Rle U N(Si+1,€) and Dl N RzDz = Bz

Proof. Let ¢ € N(B;,5). We have two tasks: to prove that ¢ € N(S;,e) UPUR;PUN(S;;1,¢) and
that ¢ € PN R, P implies q € B;.

For the first task, we can obviously assume that ¢ ¢ N(S;,€) U N(Si11,¢). So can we do for the
second one by applying twice Lemmas 6.2.4 and 6.2.2 to the bisectors A;xBr>’s and to the bisectors
A¢is1)kBe="s. Also, we assume that q ¢ B;. Let Glg,p] be the shortest geodesic (of length < &)
connecting ¢ with some point p € B;. By Lemma 5.2 and by the inequality § < &, we obtain ¢ ¢ <Bj>.
Now, by Lemma 5.3, p is the point in <B;> closest to ¢. By the choice of §, we have <B;_1> N
N(R,é) C N(Si,€/2), %BH_l} n N(BZ, 5) C N(Si+1,€/2), Ri<Bi_1>- n N(BZ, 5) - N(Si+1,€/2), and
Ri<Bi+1>- N N(Bi, (S) C N(Si,é‘/Z), since RiB,’ = Bi, Rzgz = Si+17 and Rigi—i-l = gi.

43Tn other words, the intersections of the sectors are ‘prescribed.’
44Nevertheless, notice that the bisectors are not necessarily all transversal, some pair of them can even form a full
bisector.
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Let us show that G[g, p] cannot meet <B;_1>U <B;;1>. Indeed, if z € Glg, p]N(<B;_1=U<Bj 1)
then = € N(S;,/2) UN(S;41,¢/2) by the choice of 6. Now, it follows from & < £/2 that ¢ € N(S;,&) U
N(Si41,¢). By symmetry, G[g,p] does not meet R;<B; 1> U R;<Bj1>. o i

By the inequalities dist(B;, Bx) > d > ¢ and dist(B;,

N(S;,€) R;By)>d> 6 fork#i—1,i,i+1, in &P and in Oy R; P,

the geodesic Glg, p] can meet only B;. Since G[g, p|] meets
B; only in p € PN R; P, we conclude that ¢ € P U R;P.

Suppose that ¢ € PN R;P and ¢ ¢ B, that is, ¢ ¢
OoP Uy R;P. Then we slightly extend Glg,p] to Glg,p’].
iBit1 R;D; B;

i| D; -l By Lemma 5.3, Glg,p] is transversal to B;. Hence, by
: Lemma 5.1, p’ ¢ PUR;P. A contradiction g
R, P Biy q P . 5
p'_. We Put NkvﬁPﬂN(Sk,s),EiﬁNiUDiUNHl,and
U, = B; N N(Si,é‘).
RZ‘Bi,l Bi+1

6.2.6. Lemma. Suppose that the total angle of the
- n

cycle equals 2w. Then the set N = P U |J R;E; U
i=1

Sit1 i
n . n . n 5
N(Sit1,€) U U ANy =PU J N(B;,0)U |J N(S;,¢) is open
b i=1 k7 i=1 i=1

and N D N(P,6). The following are the only nonempty intersections between P, R;F;, and ANy,
k#i—14,i4+1:
e PN ANy = SZ
e R, 1Ei_1NRE; =S5,
o Ri 1B 1N Aji—2yNi2 = Aji—2)Ui2
o RiE; N Ajiy2)Niv2 = Aiir 1)Ut
[ ] Ri—lEi—l N Aika = Sa for k 7é i—2
o R,E; N ANy ZSi for k # i+ 2
® A Ni 0 Ajer1) N1 = Ai Uy
[ ] Aika: ﬂAiij = SZ for k 7é ] - ].7] +1
In other words, all these intersections are ‘prescribed.’

Proof is routine and straightforward. The inclusion N O N(S;,¢) follows from Lemmas 6.2.4
and 6.2.2. Now, by Lemma 6.2.5, we obtain N O N(B;,§). By Lemmas 6.2.4, 6.2.2, and 6.2.5,
PNR,E; = B;. By Lemmas 6.2.4 and 6.2.2, PNA;;, Ny = S;. By the choice of d, we have dist(By, B;) > 6,
hence, due to 2¢ < d, N(S;,¢) N N(Sj,s) = o for i # j. Therefore, A;x Ny N A; N, = & for i # j. By
Lemmas 6.2.4 and 6.2.2, A;, Ny ﬂAi(k+1)Nk+1 = A;; Ui and A;p Ny ﬂAiij = S’z fork#j—1,5+1. By
the choice of d and due to 26 < d, we obtain N (B;,d) ﬁN(Bj, 0) =@ for j #i—1,i,i+ 1. With the use
of N(S;,€) N N(S,,,e) = @ for | # m, this implies that R;E; N R;E; = @ for j # i — 14,7 + 1. By the
choice of d, d < dist(BY, B;) < dist(S;, B;) for j # i —i,i. Since d > &+, N(S;,e) N N(B;,8) = @ for
j #1—1,4i. Hence, R;jE; N Ay, N, = @ for j #i—1,4.

By the choice of d, N(BY_,,6) N N(S;,¢) = @, N(BY ,,8) N N(B;,8) = @, N(B;_1,0) N N(Si41,¢)
= @, N(B},6) " N(S;,e) = @, N(B!,6) N N(B;_1,6) = @, and N(B;,0) N N(S;_1,¢) = @. Since
N(S;,e) N N(Spm,e) = @ for | # m, we obtain R; 1E; 1 N R;E; = R;_1(DY_, UN; ;)N R;(D} U
Ni—i—l) and R;F; N A;p N, = RZ(DJ U Ni+1) N A;xNg. By Lemma 6.2.3, D?fl UN,;,_1 C T;_1 and
D}UN;1 C Tiqq. Now, from R; = A;(41y and R;_y = A;(i_1), it follows that R;_1E;_1 N R E; = S,
R;E; N Ai(i+2)Ni+2 - Ai(i+1)Bi+l>_7 and R;F; N AN, = S’l for k£ # ¢ + 2 by Lemma 6.2.4. By the
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choice of ¢, -<B,u,.1>- N N(B“ 5) C N(S’H_l,&‘). Therefore, (Dll U Ni+1) N B1‘+1>— = Ui, which implies
that R;E; N Aj(ip2)Niv2 = Ajip1)Uit1. If we change the orientation of the cycle, the conditions related
to the choice of d and ¢ will remain valid. By this symmetry, R; 1E; 1 N Aj;_2yNi—2 = Aji—2yU; 2
and Ri—lEi—l N Aika = S’l for k 7& 1 —2 ]

In literature, we have found no convenient version of Poincaré’s Polyhedron Theorem. Some versions
require that P and A;; P have no extra intersection (which leads to a difficult problem of proving that
two bisectors have no intersection), other ones have gaps in the proof. Probably, [Bea, p. 246] could be
applied in our case. Unfortunately, there is a mistake in the description of condition (A6) there. Our
proof essentially uses some specific properties of bisectors (see Lemmas 5.1, 5.2, 5.3, 5.4, and 6.2.4).

6.2.7. Theorem (Poincaré’s Polyhedron Theorem). Let (B, ..., B,) be a simple transversal cycle
of bisectors with the total angle 2rw. Then H is discrete and P is a fundamental domain for H ~ H,.

Proof is standard. The group H,, naturally acts on H,, x P, the disjoint union of H,-copies of P.
There are a homomorphism h : H, — H, r; — R;, and a continuous H,-equivariant map v : H,, x P —
BV, (9,p) — h(g)(p). For all g € H,, and i, we identify (g,B;) C (g,P) and (gr;, B;) C (grs, P)
with the help of R;. We obtain a topological quotient space J and continuous H,-equivariant maps
n:H,xP — Jand ¢:J— BV such that 1) = ¢ o 7. We put m(g,p) = gp € J, @iy = TiTig41 ... Th—1,
and N = PU UmE,UlU U aixNi C J. It follows from the choice of § that D;,NB;_; C N(gi,a) and

S
D;N BiJrl C N(S’Hl, ). Now, it is easy to see that N is an open neighborhood of Pin J. Lemma 6.2.6
can be read as follows: @[5 is a bijection between N and N. Taking into account that bisectors are
smooth hypersurfaces and that A;,<Bj>~’s are transversal along S;, we conclude that ¢|5 is open.
Hence, ¢ is open. In particular, ¢(J) is open in BV. Let ¢ € BV be in the closure of ¢(J). Then
h(g)P N N(q,0) # @ for some g € H,,. Hence, q € N(h(g)f?,é) C h(g)N = p(gN) C ¢(J). Thus, ¢ is
surjective.

Let ¢ € BV. We define W, = {g € H, | N(g,6/2) N h(g)P # @} and, for every g € Wy, we put
Ny = ¢ 1(N(q,6/2)) NgN. Since N(g,8/2) Nh(g)P # @ implies N(q,8/2) C h(g)N, we conclude that
¢ : Ny, — N(q,0/2) is a homeomorphism. Let p € gp’l(N(q,é/Q)). Then p € gP C J for some g € H,.
Hence, o(p) € N(q,6/2) Nh(g)P, g € Wy, and p € N,. In other words, cp_l(N(q,(S/Z)) = U N, If

geW,
Ny, N Ny, # @ for some g1,g2 € W), then Ny, = Ngy,. Indeed, Ny, is connected and Ny, N Ng, pis open
and closed®® in Ngy,. We proved that ¢ is a covering and, therefore, a homeomorphism g

6.3. Simplicity and Transversality. We remember that the initial projective line S; was chosen
almost arbitrarily. In H, there are many collections of reflections with product 1. For instance, let
us fix an arbitrary i. We denote by R} = R?““ (where XY stands for Y XY ~!) the reflection in the
projective line M; = A;;; My. Tt is easy to verify that R RS ... R}, = 1. We can view a cycle of bisectors
in a simpler way as being given by some projective line S (= 5;) of signature +— and by a collection of
projective lines M1, M, ..., M), (M] = A;;My) of signature +—, each ultraparallel to S and different
from S, such that R{R,... R, = 1, where Rj, stands for the reflection in Mj. These data suffice to
restitute the cycle: we define A}, = RiR; ... R, _, and R} = R;A;’“.

Let S;, = R},S and let B, (= AixBy in the terms of the first description of the cycle) denote the
bisector starting at S, including Mj, and ending with Sj. Then S, = A,.S, M, = A}, M;, and
By, = A}, Bj.. As was noticed below Remark 6.2.1, the transversality of the cycle is equivalent to the

45The projection Ng, x Ng, — Ny, induces a homeomorphism between M = {(z1,22) € Ny, X Ny, | ¢(z1) = ¢(z2)}
and Ng,. The diagonal An, ANy, = Ay N (Ng, X Ngy) C M is closed in M since J is Hausdorff. Therefore, the image
Ng, N Ny, of AN_ql AN, is closed in Ny, .
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transversality of <Bj,_;> and <Bj,> along S for all k. As was observed above Remark 6.2.1, the total
angle of the cycle at a meridian is equal to the sum of the angles from Bj,_,> to B;>, 1 <k < n, at
the respective point in S.

Let (By,...,By) be a cycle of bisectors and let C' be a projective line of signature +— different from
all My’s and ultraparallel to each M. We call C' a centre of the cycle. By the above considerations,
the condition that the cycle possesses a centre does not seem too restrictive. By Remark 2.3.3, we can
connect C' and M, with some bisector By, (oriented from C to My). Let ¢ € C. Denoting by i the
angle from Bj_,> to B; > at ¢, it is easy to see that 3 = (1 + -+ + (3, the central angle of the cycle
at C, is zero modulo 27. If, for any k, the bisectors <Bj,_,> and <Bj > are transversal along their
common slice C, then the total angle does not depend on the choice of ¢ € C' and is an integer multiple
of 2m.

Let C, C1, Cs be pairwise ultraparallel different projective lines of signature +—. By Remark 2.3.3, we
can connect them with three oriented segments of bisectors which form the oriented triangle A(C, Cy, Cs)
of bisectors. We call the triangle transversal if these bisectors are transversal along their common slices.
We denote by L the bisector from C; to Cs, by Ly the bisector from C' to C7, and by Ly the bisector
from Cy to C. Since <L~ and <Ly > are transversal along C, either the angle from L, > to Ly is less
than 7 or the angle from Lo> to L;> is less than 7. We denote by 7' the sector including the smaller
angle. So, T = K1 N Ky or T = K; N K, respectively (we denote by K; or by K the part of BV on
the side of the normal vector to <L;> or to <L>). We call T' the angle at C and L, Lq, and Lo, the
sides. Similarly, we define the angle T; between L and L;. By changing the orientation of the triangle,
if needed, we can always assume that T = K; N K5. Let C’ be one more projective line of signature +—
ultraparallel to C; and to Cy such that the triangle A(C’, Cs, Cy) is also transversal. We denote by L}
the bisector from C; to C’ and by L}, the bisector from C’ to Cy. We say that the triangle A(C’, Cy, C1)
suits the triangle A(C,Cy, C2) if some point in C” belongs to T and the bisectors <L;> and <L.> are
transversal along C; for i = 1, 2. o4

6.3.1. Lemma. Let A(C,C4,C5) be a transversal triangle oriented so that
T = K1 N Ky, where T stands for the angle at C. Then the side L from Cy to
C5 is included into T. Moreover, for the angle T; at C;, we have T; = K N K. C2
Suppose that some transversal triangle A(C’, Cy, Cy) suits A(C,Cy, Cy). Then*® Lo
A(C/,OQ,Cl) cT. C

Proof. Since L is connected and intersects <L;>’s only in the C;’s, the side L is included into one
of the four sectors formed by the <L;>’s. The only sector that includes both C;’s is T

Suppose that Ty = K N K. Then, by the above statement, we have Ly C T} which implies Ly C K.
On the other hand, Ly C T C K1, a contradiction. The same works for T5.

The bisector <L/ intersects <Li> only in C;. Hence, either L}~ C K; or L= C K;. Since some
point of C’ belongs to T' C K; and C' C L} >, we conclude that L{> C K;. By the same arguments,
f;> C Ky. From L C T, we conclude that L~ C K; and L= C K,. Consequently, T] C K; and
T} C Ky, where T} stands for the angle of A(C’,Cs,C4) at C;. Since Ly C 1] and L} C T4, we obtain
L, C Ky and L} C Ks. Now, from Lj> C K; and fl2>- C Ko, we deduce that L, C T n

If the cycle is transversal, then Mjy_; and M}, are ultraparallel. In this case, assuming that the cycle
possesses a centre C', we can form two triangles Ay = A(C, My_1, M) and A} = A(Sk, My, My_1).

It is difficult to decide whether two bisectors intersect (see, for instance, [San]). So, there is no
good numerical criterion verifying the simplicity of a cycle. To a certain extent, transversality implies
simplicity:

46Notice that A(C’,C2,C1) can be ‘inside’ or ‘outside’ of A(C,C1,C2).
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6.3.2. Criterion. Let (By,...,B,) be a transversal cycle of bisectors possessing a centre C. For
every k, we suppose that the triangles Ay and A} are transversal and that A}, suits Ag. If the central
angle is 27 and the angle from Bj,_,> to Bj > is less than m for every k, then the cycle is simple.*”

Proof. By Lemma 6.2.4, the bisectors By~ divide BV into n sectors T}’s. Clearly, Bx_1 N Bj,_ ;> =
My,_y and By, N B> = Mj,. By Lemma 6.3.1, Bl_UB) C T} m

6.4. Fibred Polyhedra, Euler Number

We can weaken the condition R, ... R; =1to R, ... R1S; = S, obtaining the notion of a configu-
ration of bisectors instead of the notion of a cycle of bisectors. A (transversal) triangle is an important
example of a configuration. We can also define meridians for a configuration, however, they can be
nonclosed. A configuration (Bi,...,By,) is said to be simple if B;N By, = & for k # i —1,i,i + 1
and B;_1 N B; = 5;. (Notice that the latter requirement is weaker than the transversality of <B;_1>
and <B;> along S;.) Henceforth, we will also apply this notion of simplicity (which differs from the
first one) to cycles. As above, if the configuration is simple, it divides BV into two closed connected
polyhedra. We denote by P the polyhedron on the side of the normal vector to B;’s and introduce the
solid torus Oy P fibred into slices and the torus 7' in the above way. We put 1P = PN JBV and
OP = 9yP U O P. Clearly, T = 9yP N0, P.

6.4.1. Lemma. Suppose that the polyhedron P related to a simple configuration of bisectors is
a 4-ball, P ~ B*. Then P is a disc bundle over a disc with OyP being a union of entire fibres, i.e.,
P ~ B2 x B? with OyP ~ S' x B?, if and only if 01 P is a solid torus. In this case, the slice bundle of
0o P is extendable to a disc bundle of P over a disc.

Proof is standard. If P ~ B? x B2, then P ~ B* and 0P is a sphere S? decomposed into two solid
tori OB2 x B? and B2 x 0B? glued along the torus 0B? x 0B2. Hence, §yP ~ OB? x B? implies that
01 P ~ B2 x OB2.

Conversely, if 9; P is a solid torus, then P ~ S? is decomposed into two solid tori glued along the
torus T. As is well known, such a decomposition of S? is topologically unique and, arbitrarily fibering
one of the solid tori into discs and extending the fibration for the other one, we obtain compatible
decompositions T~ S x S!, 9P ~ S! x B2, and 8; P ~ B? x S'. Since P ~ B* is a cone over P ~ S?,
we can readily extend these decompositions to a compatible decomposition P ~ B? x B? g

In the situation described in Lemma 6.4.1, we will say that the polyhedron P is fibred. The Dehn
Lemma immediately implies

6.4.2. Remark. Let P be a polyhedron related to some simple configuration of bisectors. Then
P is fibred if and only if there exists some simple closed curve ¢ C T contractible in 0y P such that ¢
intersects each slice of Jy P exactly once.

We call such a curve c trivializing.

Let (By,...,B;,Biy1,...,By), 1 <1 < n, and (B,,,...,BBi,...,B1), 1 <1 < m, be simple
configurations of bisectors with a common sequence of bisectors (oriented in the opposite way in the
other configuration) such that the polyhedra P; and P; related to the configurations intersect only in
Bi1U---UB;. Then we can glue P; and P, along By U ---U By, obtaining a gluing P = P; U Ps, the
polyhedron related to the simple configuration (By1, ..., Bn, By,, ..., B, ;). The polyhedra P and R; P
in Theorem 6.2.7 yield an example of such a gluing: they are glued along B;. Suppose that P, and P»
are fibred. Then the solid tori 01 P; and 04 P, intersect in the annulus A = 0B; U---U dB; which is an
annular neighbourhood of a simple curve generating the fundamental group of each solid torus. Hence,

47This condition is not too restrictive, since only one of these angles can be more than .
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we can choose a trivializing curve ¢; contractible in 04 P; so that ¢; and ¢ coincide along A. Thus, we
arrive at

6.4.3. Remark. Let P; and P, be fibred and
let P = P, U P be their gluing. Then P is fibred
and a trivializing curve for P can be obtained by
gluing (and removing the common part) some tri-
vializing curves ¢; and ¢ for P; and for P, which
coincide over the common sequence of bisectors.

Let P be a fibred polyhedron related to a simple
cycle and let b be a meridian of the cycle. Clearly,
there exists a simple disc D C P which intersects
each fibre in P exactly once and such that b = 9D

and D C P. We assume that meridians and trivia-
lizing curves are oriented with respect to the orien-
tation of the cycle and we also equip T" with the fol-
lowing orientation: the first coordinate is the stan-
dardly oriented boundary of a slice and the second
is an ideal meridian already oriented. The orien-
tation of b orients D. We call D an equivariant section of the fibred polyhedron P. For another
meridian &', bN b = @, we can find an equivariant section D’ with 8D’ = b’ and choose D and D’ to be
transversal. We call the number eP = #D N D’ (the signs are taken into account) the Euler number®
of the fibred polyhedron P. In fact, e P measures the difference between two decompositions of the slice
bundle 9y P into the product S' x B2: the meridian decomposition and the decomposition induced by
the trivialization P ~ B? x B2. Obviously, the difference can be measured in terms of T :

6.4.4. Remark. Let P be a fibred polyhedron related to a simple cycle. Then eP = #b N ¢, where
b stands for an ideal meridian and ¢, for a trivializing curve. In other words, [b] = eP]s] in m 01 P
equipped with the generator [s] represented by the boundary of a slice oriented naturally.

Summarizing, we obtain

6.4.5. Proposition. Let P be a fibred polyhedron related to a simple transversal cycle of bisectors
(B1,...,By,) whose total angle equals 2rw. Then BV/T, for odd n (BV/G,, for even n) is a complex
hyperbolic manifold homeomorphic to a disc bundle over a closed orientable surface of genus n — 3 (for
even n and for BV/Gy,, the genus equals § —1). The Euler number of the bundle equals 4¢P (for even
n and for BV/G,,, the Euler number equals 2eP).

Proof summarizes previous results. We assume n to be odd. (The same arguments work for even n.)
By Theorem 6.2.7, P is a fundamental domain for the discrete group H ~ H,, generated by R;’s.
Using the arguments similar to those in the beginning of this section, we can see that @ = P U R; P U
RyPU Ry Ry P is a fundamental domain for 7T,,. By Remark 6.4.3, @ is a fibred polyhedron related to a
suitable simple cycle C of bisectors. By Proposition 3.9, the meridians in P, Ry P, RoP, and Ry R P are
glued along the ¢-meridians of By, Ba, and Ry B; forming (the common parts removed after gluing) the
meridians of C. Since T, identifies the bisectors in C according to their slice fibration, by Lemma 6.4.1,
BV/T, is a disc bundle over a surface. These identifications glue any meridian with itself, hence, any
equivariant section of () generates some section of the bundle. Clearly, for an equivariant section D of
P, the simple disc D U Ri{D U Ry D U Ry R D is an equivariant section of () g

48Standard arguments show that this number does not depend on the choice of the meridians b and b and the
equivariant sections D and D’.
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6.5. Transversal Triangles. Let (Bj, Bs, B3) be a transversal
triangle of bisectors. By Lemma 6.3.1, we can assume that the tri-
angle is oriented so that its angles are of the form T; = K;_1 N K;.
We call such an orientation counterclockwise. By Corollary 3.10, the
meridional identifications, first, along By, then along B, and, finally,
along Bs, induce some isometry I; in S;. We say that the triangle is
elliptic, parabolic, hyperbolic, or trivial if I is elliptic, parabolic, hy-
perbolic, or I; = 1. In the elliptic case, for any s; € Sy, following the
counterclockwise orientation of the triangle, we can draw a meridian b
beginning with s; and ending with some s} € S;. So, I1s; = s|. Let
s1 € 0S1. Then s} € 9S5;. Since 95 is a naturally oriented circle,
following this orientation, from s} to s1, we can draw in 957 an arc a,
obtaining a closed oriented curve ¢ = bUa C T. We call this curve
standard. In the case of a hyperbolic triangle, there are two fixed points for I; in 957. They divide 951
into two [;-invariant parts: the R-part where I; moves the points in counterclockwise sense and the
L-part where I; moves the points in the clockwise sense. Let s; € 57 be a point in the interior of the
L-part. As above, we can draw a meridian b beginning with s; and ending with s} = I;s; € 957 which
is also in the L-part. We can draw an arc ¢ from s} to s; in the counterclockwise sense. Clearly, ¢ C 9.5,
is included in the L-part. We call the closed oriented curve ¢ = bUa C T standard as well. We notice
that there are two closed meridians in 7', both isotopic to a standard curve. For a parabolic Iy, we
distinguish R-parabolic and L-parabolic cases. Exactly one point in 957 is fixed for I;. The isometry Iy
moves all the other points in 957 in the same sense, counterclockwise for I; R-parabolic and clockwise
for I; L-parabolic. As above, for an L-parabolic triangle, we define a standard curve. In T, this curve
is isotopic to a closed meridian. In the case of an R-parabolic or trivial triangle, there is no standard
curve.

We will also define L-part of 057 for the cases of I; elliptic, parabolic, or trivial. For elliptic I1, it is
all the 957. For L-parabolic Iy, it is 057 minus the fixed point. For the other two cases, it is empty.

In order to be able to prove that some polyhedron P is fibred and to calculate the Euler number eP,
we need the following

6.5.1. Theorem. Let (B1, B2, Bs) be a transversal triangle of bisectors oriented in counterclockwise
sense. Then the triangle cannot be trivial nor R-parabolic. The polyhedron P is fibred and its standard
curve is trivializing. In particular, any closed meridian in T is trivializing if it exists.

6.5.2. Lemma. Theorem 6.5.1 holds for any triangle of bisectors with common complex spine.

Proof. In fact, any triangle of bisectors with common complex spine S is generated by a usual
triangle Ag = A(eq,c2,¢3) C S ~ Hﬁ. By our convention, A is oriented in counterclockwise sense,
therefore, AreaAg € (0,%) (we remind that our metric in a complex geodesic is § of the usual one).
By Remark 3.5, by the considerations above Remark 3.5, and by Proposition 3.9, I; is a rotation about
¢1 by the angle —2 Area Ag. Hence, the angular measure of the arc a (with respect to the centre ¢;)
is £(a) = 2AreaAg € (0,F). We can contract Ay inside of Ag. For instance, we can choose a point p
in the interior of Ay and define a triangle A; = A(cy(t), ca(t), e3(t)), t € [0,1], where ¢;(t) € Gle;, pl,
¢i(0) = ¢;, and ¢;(1) = p. We define s1(t) as obtained by the meridional displacement of s; along
B(cy,c1(t)) and generate with s1(t) a curve ¢; = b, Uay C T;. Considering the polyhedron P; built
over /A, it is easy to see that P, C Py and, hence, 0, P, C 01 Fy. Since, by Corollary 3.7, the meridional
displacement continuously depends on the choice of geodesics and £(a;) — 0, the result follows g

6.5.3. Criterion. Let p; ¢ BV, i = 1,2,3, be such that (p;,p;) # 0. We put C; = CPp;,
(p1,p2) (P2, p3)(P3,P1)
(p1,p1) (P2, P2) (P3, P3)’

t3, = ta(pi,p;), tiy > 0, k = e = —, gg = Ree, ¢ = Ime, and d =

L
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t%Q + t%3 + t%l — 2t12t23t3180 — 1. Suppose49 that 1 < t12 S t23,t31. Then d Z O, where the equality
means that p;’s are in the same projective line. The triangle A(C1,Cy, Cs) is transversal if and only if
12563 + 135 + 13, < 1+ 2t1atastsieg. The transversal triangle is oriented in counterclockwise sense if and
only if 1 < 0.

Proof is a straightforward verification. We can assume that (p;,p;) = 1, (p1,p2) = t12, (p2,p3) = ta3,
1 12 t318
and (p3,p1) = tz1e. Now, G = | tiz 1 tas > is the Gram matrix for p1, p2, ps. The first assertion
tz1e taz 1
follows from det G = —d by the Sylvester Criterion.

t12

By Corollary 4.3, the transversality of the bisectors along C3 can be written as | Re -1 <

VB 1B 1
toglal

two transversalities can be written as t3, + t3363 + t3; < 1 + 2t1atastzico and as t3, + 135 + t3,e2 <

1+2t19ta3t3160. The last two inequalities follow from t2,63+13,+t3, < 142t19ta3tz160, since t1, < 34,13,

and 0 <1 —¢&2.

By Lemma 6.3.1 and by Corollary 4.3 (and its proof), it suffices to measure the constant angle from
Blq1,v1) to B[ga,v2), where v; stands for the vertex of Bips,p;l which is closer to C; than to C3 and
q; € C3 stands for the point in the real spine of Bips, p;l, i = 1,2. By Theorem 4.2 and by Lemma 4.1,

t t
the angle in question equals Arg (1 — W) = Arg (1 o e ) with —2— >0 ™
(p1,p3)(P3, P2) tosts1 loslal

6.5.4. Lemma. Let p; ¢ BV, i = 1,2,3, be such that ta(p;,p;) > 1 for i # j. Let C;, tj, k,
g, €0, and d be defined as in Criterion 6.5.3. Denoting by R; € SU(2,1) the reflection in the middle
slice of the respective side of the triangle A(C1,Cs,Cs), we obtain tr(RsRoR1) = € — (1 + é)(l +

d
(tlg + 1)(t23 + 1)(t31 + 1)

d
induced by R3RsRy, we have |trIy] = /2(1 + £0) (1 + G T 00T 1)).

t31Etog

which is equivalent to 3,63 + 135 + t3; < 1+ 2t12tastsieo. Similarly, the other

) and Rs3RoRipy = epy. For the isometry I € SU(1,1) of the slice Cy

p1+ P2

2t12 + 1)
€
mo = _P2Aps and m3 = M It is easy to verify that m; is the polar point to the middle

2(ta + 1) V2(ts1 +1)
slice of the respective side of A(C4,Cs,C3) and that (m;, m;) = 1. Hence, R; = ¢; — 1, where p;x =
2(z, m;)m;. Clearly, Rip1 = p2, Rops = ps, and Rsps = ep;. Since gjp;x = 4(x, m;)(m;, m;)m; and
orpipir = 8(z,m;){m;, m;)(m;, mi)ms, by considering the orthogonal decomposition V = Cm;+m;",
we obtain try; = 2, tr(gjei) = 4(mi,m;)(m;, m;), and tr(ere;e:) = 8(my, m;)(my;, my){my, m;).
It follows from R3RoR1 = @3p201 — P32 — P31 — P21 + 3 + w2 + o1 — 1 that tr(R3R2R1) =
8<m1, m2><m2, m3><m3, m1> — 4<m2, m3><m3, m2> — 4<m1, m3>(m37 m1> — 4<m1, m2><m2, m1> + 3. With

a straightforward calculation, we derive

1+ t12 +fog + 1318 1+ to3 + 31 + 128 € + t31€ + t12€ + a3

= 3 <m27m3> = 9 <m3am1> = 5
2¢/(t12 + 1) (tas + 1) 2¢/(tas + 1)(ta1 + 1) 2¢/(ts1 + D)tz + 1)
(]. + 112 + to3 + tglg)(l + toz + 131 + tlzg) (5 + t31€ +t12e + tgg)
8(m1, ma)(ma, mz)(mz, my) = =
(tlg + 1)(t23 + 1)(t31 + 1)
(t3y + 133 + 13 — 1)(2 + t1 + tog + t31) + tiatasts (1 +E2) n
(t12 + 1)(t23 + 1)(t31 + 1)

Proof is straightforward. In terms of the proof of Criterion 6.5.3, we put m; =

<m17 m2>

49By Remark 2.3.3, this means that the C;’s are pairwise ultraparallel.
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n (t1otos + togtsr + taitia + tigtog + tiaths + tigtar + tosth + thitia + tslt%2)§+
(t12 + 1)(taz + 1)(t31 + 1)
(14 t12 +t23)(1 +ta3 + t31) (1 + 131 + t12)e
(t12 + 1)(t23 + 1)(t31 + 1)
d(2 + tio + tag + t31) + tiatasts1 (2 + tia + tog + t31) (e + E) + tiotastsi (1 + &%)
(ti2 +1)(tas + 1)(t31 + 1)
_, (1 —t3) — 135 — 13,)8 — tiotastsi (2 4 12 + Loz + t31) (€ +E)
+(t12 +tag +t31)(e +E) + (ta T 1)(t2s + D){tor + 1) =
d(ti2 + toz +t31 + 3) _
=2+ 2(t12 + tog + t31)e0 + (12 + (tas + D)tar + 1) +e—E8+
+—d + tiotagtar (1 +8°) + (1 — 3, — 135 — 13,)
(ti2 + 1)(t23 + 1)(t31 + 1)
d(t12 + taz +t31 + 3) ezl d(1+¢%)
(triz + 1)(taz + 1) (31 + 1) (tig 4 1)(tes + 1)(tay + 1)’
4(my, ms)(ms,mg) — 1 = (ti2 + 1) (1 +tag +t31)* + ) + 2t12(1 + tag +ta1)e0) 1=
(ti2 + 1) (taz + 1)(t31 + 1)
 (tag + 1) (tas 4 ta1 + tastar + 35 + t53 + 131 + 2t12(1 + oz + t31)e0)

(ti2 +1)(t2s + D)(ta1 + 1)

=2+ +e—7+

=2+ 2(t12 + ta3 + t31)e0 +

t1o + 1) (d + 2t12(1 + tog + t31 + tostsi)e d(t12 +1
14 (t12 +1)( 12( 23 + t31 + tasts1)eo) 14 %eg + (ti2 +1) 7
(tig + 1)(ts + 1)(ta1 + 1) (tia +1)(t2s + 1)(ta1 + 1)
d(tes + 1)
4{mq1,mg)(ms,my) = 1 + 2ta3e0 + ,
ma, ) (ms, ) 0 (s + 1(tas + D(tar - 1)
d(ts; +1)

Ami, mo)(mo,mi) = 1+ 23160 + ’
(m1, ma)(ma,my) B0 s D) tos + 1)(ta1 + 1)

d
This implies that tr(RsRoR1) = e — (1 +8)(1+ . Si det RsRo Ry = 1,
is implies that tr(RsRaR;1) = € — ( s)( (t12+1)(t23+1)(t31+1)> 1ncede 3RaRy
R3RyR1p, = ep1, and C; = CPpy-, ive at tr I = +(\/e + 1+
sRoR1p1 = ep1, and C pi, we arrive at trlq (Ve \/E)< (t12—|—1)(t23+1)(t31+1)) -

6.5.5. Lemma. In terms of Lemma 6.5.4, let I, be parabolic or trivial, let €1 < 0, and let t12e¢9 > 1.
Then the triangle is L-parabolic.

Proof. Let ¢ € 0C; be a fixed point of ¢ = R3RoR; and let p = Pipy. It follows from ¢15 > 1 that
p € BV NCy. We can assume that (p,q) = 1. Since ¢ is parabolic or trivial on Cp+ Cq, we have ¢(p) =
up + uivg and p(q) = uq for some u,v € C, u # 0. Since ¢ € SU(2,1), (p,q) = 1, and (q,q) = 0, we
obtain 1 = (p,q) = (¢(p), ¢(q)) = [ul* and (p, p) = (¢ (p), p(p)) = |ul*({p,p) —iT+iv) = (p,p) —2Imw.
Hence, v € R.

For p’ = (p,p)q — p, we have (p',p) =
z € C, if and only if |z| < 1. Clearly, p(1) ~ ¢ (
<p7p> ( )“J (<

(p,p)

—(p,p) and {(p,p’) = 0. Therefore, p(z) = zp’ +p € BV,
where ~ means C- proportlonahty) In terms of z,
(p,p) + (1 = 2)iv /
p=pz),
(p,p) =)

o(p(2)) ~ 2(p,p)g+ (1 — 2)(p + ivg) = p.p)q—Dp) +

z(p,p) + (1 — 2)iv
(p,p) + (1 — 2)iv
210 —

20 = PP} 4 T =
2iv + (p, p) |2iv + (p, p)|
and only if v < 0 (v =0).

where 2/ = . (Since |z| < 1, we have (p, p)+ (1 —2z)iv # 0.) In particular, p(p(—1)) ~

4v(p, p)

p(20), where zg = 5. Thus, the triangle is L-parabolic (trivial) if
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1
Asis easy to see, v = — (u_1<g0(p),p> - (p,p)). So, we have v = Im (u‘1<<p(p),p>). By Lemma 6.5.4,
i
d
(tlg + 1)(t23 + 1)(t31 + 1)
and only if Im ((1 + s)(cp(p),p>) >0 (=0).
Using the expressions for m;’s obtained in the proof of Lemma 6.5.4, we have

et+2u=¢e—(1+4%) (1 + ) Since d > 0, the triangle is L-parabolic (trivial) if

p1+ P2 p2 +p3 €p1 + p3
Ri(x) = {(x,p1 + —x, Ry(z) = (x,pa + —x, R3(z) = (x,ep1 +p3)—— —
1( ) < b1 P2>t12+1 t 2( i < b2 P3> fos + 1 3( ) < P1 Ps) )
+ t31€
Hence, Ry (p2) = p1, Ro(p1) = ———2= (po + p3) — p1, and
tos + 1
t1o + €318 >€p1 +p3s  ti2+t31E
= (———— (p2+ps) —p1, ep1 + — +p3) 1=
¢(p2) < P— (p2 +p3) — p1, €p1 + p3 P—T P— (p2 +p3) + 1
t12 + t31€ _ _ _\ép1+p3 ti2+t31€
= (22T (ot by by + 1) —E—t 5) - +p3)+pr =
( tos + 1 (12 23 31 ) 31 ta + 1 tos + 1 (p2 p3) b1
(ti2 + t318) (t128 + t31) + (t2z + 1)(t12 — ©) t1o + 1318
= ep1+p3) — 2% (py + p3) + p1.
(taz + 1)(t31 + 1) (ep1 +p3) toz + 1 (P2 +ps) + 1

Since p = pa — t12p1 € pi and p(p1) = ep;, we obtain
(taz + 1)(ts1 + 1){(p), p) = (taz + 1)(ts1 + 1){0(p2), p2 — t12p1) =

(t12 +t318) (128 + t31) + (tos + 1)(t12 — €) ti1o + t318
= (tys + 1)(tsg + 1 < -
(f2a - 1)(fa1 1) (ts + D)t + 1) R

= (t12 + t318)(t128 + t31)(t2z — tiatsie) + (taz + 1)(t12 — €)(tag — t1otz16)—
—(t12 + tglg)(tsl + 1)(1 — t%g + tog — t12t316) =
= t1ota3ts1E2 + (t3gtag + tigtsy — t3 — togtsy — t3; — tog — t31)E+

+t3y + t1otds + tiotostsr + tiatd; — tia — tigtagtsie.

(p2 +p3), P2 — t12p1> =

Hence,
(tas + 1)(ts1 + 1)(1 + &) (@(p),p) = tiatastsi% + (t3ytas + tiatsr + tiatogtsr — t33 — tagtsr — th—
—tog — t31)E + 3y + t1otos + tigtar + t1ot3s + tiolostsr + tiats; — t33 — tastsy — t3; — tia — taz — ta1+
+(t35 + t12t33 + tiotastsy + t1atd; — t1a — tiytastsr)e — t1ytagtsie?

and, since Im e? = 2egeq,
Im ((t25 + 1) (ta1 + 1)(1 + €){p(p). ) ) =
= (t12 + 1)51 (t%Q + t%3 + t§1 — 2t12t23t3150 -1 (t12 - 1)(t23 + 1)@31 + 1)) =

= (t12 + 1)eg (d — (tiz — 1)(taz + 1)(t31 + 1))

d
By Lemma 6.5.4, v/2(1 + =) (1 + OIS Towen 1))

2
1= (s = 1) b1+ )+ Dt + 1)

= 2, implying that

t 1
We conclude that the triangle is L-parabolic (trivial) if and only if 51( 12+ ) — tlg) >0 (= 0).

2(1+¢o
This follows from g1 < 0, 1969 > 1, and t1o > 1 m

6.5.6. Lemma. The inequalities

(6.5.7) 1<t <tg<ts,  t3e+13+12<2totze+1 <13 +13 412
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imply the inequalities tje > 1 > e > 0. Every point in the region Z of R* given by the inequalities (6.5.7)
is path-connected with the part of Z given by the equality 2t1tatze + 1 = t3 + t3 + 3.

Proof. Clearly, the inequalities (6.5.7) imply €2 < 1 and, hence, t;e < tat3. Now, the inequality
t2e2 + 12 + 12 < 2titatze + 1 can be rewritten as (t1e — tat3)? < (13 — 1)(t2 — 1) and thus is equivalent
to the inequalities tots — /(13 — 1)(t3 — 1) < tie < tots. It follows from tots > 1 that 1 < tot3 —

V/(t3 — 1)(t2 — 1) which implies that ;e > 1 and, hence, 1 > e > 0.

Dealing with the inequalities
(6.5.8) 1<t <ty<ts,  tots—/(t3—1)(t3 —1) <tie <tot3,  2titatze+1 <t? +t2 412

equivalent to (6.5.7), we will increase t;. Our inequalities imply that t;e > 1. Consequently, t5 < taotse,
which means that the function f(x) = 22 +t3 +3 — 2ztatze — 1 is decreasing for x € [t1,t]. Increasing
t; and preserving the inequalities (6.5.8), we can reach a position where either ¢; = to or f(¢1) = 0. The
latter means that 2ttatse + 1 = t2 + 3 + t2.

In the first case, our inequalities are 1 < t; =ty < t3 and 2t3(tze — 1) < t3 — 1 < t3(2tze — e® — 1).
As we know, they imply that t;e > 1 > e > 0. It follows that t3e — 1 > 0 and 2t3e — e? — 1 > 0. Now,
we will increase t; = to preserving our inequalities. We will come to a position where either ¢ = to = t3
or 2t3(tze — 1) = t3 — 1. The latter means that 2t1tatze + 1 = t3 + 13 + t2.

For the case t; = ty = t3, our inequalities are 1 < t; = to = t3, (t7 — t1e)? < (2 — 1)?, and

3t —1

e < 573 and they imply t; > e > 0. Therefore, they are equivalent to 1 < t; =t =t3 >e >0 and

1
3t2—1 3t —1 . . - . .
1 <tie < ———. It follows from ——— < t; that, preserving our inequalities, we can increase e until

, 2t7 2t3
3ty —1
= ;T Again, 2t totze +1 =12 +12 + 12 g
1

Proof of Theorem 6.5.1. For given numbers ¢12, t23, 131,09 € R satisfying the inequalities 1 < t12
< to3,t31 and t3,e3 + 135 + 13, < 1+ 2tiotestsieg < t35 + t33 + t3;, by the Sylvester Criterion, by
Criterion 6.5.3, and by Lemma 6.5.6, there always exists a transversal triangle of bisectors oriented in
counterclockwise sense with the invariants t1o, to3, 31,6 = €9 — /1 — 5% (this triangle is geometrically
unique) and vice versa: these invariants of an arbitrary transversal triangle of bisectors oriented in
counterclockwise sense (with a suitable choice of ¢;5) satisfy the above inequalities. Moreover, the
equality 1 + 2tyotostsieg = t%Q + t%B + t?ﬂ means that the triangle is one of those we dealt with in
Lemma 6.5.2. By Lemmas 6.5.6 and 6.5.5, the triangle cannot be trivial nor R-parabolic. Therefore, it
possesses a standard curve.

It is easy to see that, when continuously varying the parameters 15, %23,t31,€0 and preserving the
above inequalities, we can continuously change the corresponding triangle. Moreover, by Lemmas 6.5.5
and 6.5.6, we can supply each triangle with some standard curve that will vary continuously during the
deformation. In other words, we obtain a continuous deformation of a simple torus T' C 9 BV equipped
with a simple curve. By Lemmas 6.5.6 and 6.5.2, we can assume that, for the final torus, its standard
curve is contractible in 9y P. By standard topological arguments, the initial polyhedron 0, P is a solid
torus and its standard curve is contractible.

One can detail the above deformation in more explicit terms. For p;, ps, and p3 of an initially
given triangle, we will assume that (p;,p;) = 1, (p1,p2) = t12, (P2,p3) = ta3, and (p3,p1) = tz;6. We

put u = (\/ 2, —1— t12)p1 + p2
= 1 )

V1, — 1)p1 + /13, — 1u. We choose p € V such that (p,p1) =0, (p,u) =0, and (p,p) = 1. It follows

It is easy to see that (u,u) = 0, (p1,u) = 1, and py = (t12 —
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o3 — t12t31€) t12t31€ — to3
1
Vi, —1 Vi, —1
r € C. We can take a representative for p so that » > 0 and (p,p) = 1. During the deformation, py, v,
and p will be fixed.
For given parameters e, t1, t2, t3 satisfying inequalities (6.5.7), we define &’ = e — iv/1 — €2, pj = p1,

/ /

ph= (t1 =/t = 1)p1 + /17 — 1u, and pj = <t35 + b2 2t1t3€ >p1 + fats€ — by u -+ 7r'p, where ' >0
t2—1 Vi —1
can be determined from the equality (p4,ps) = 1. The existence of such an 1’ is guaranteed by the
inequality 2titatse + 1 < 3 + t3 + t3. While varying t1,ts,13,e subject to inequalities (6.5.7), the
triangle determined by pf, p5, and p§ changes continuously. So do the isometry I of Cy, the nonordered
pair of its fixed points, and the L-part of 9C; (nonempty by Lemmas 6.5.5 and 6.5.6). In order to define
a standard curve continuously varying during the deformation, due to Corollary 3.7, we only need to
choose the initial point s; € 9C; of a standard curve varying continuously during the deformation. In
the initial triangle, we choose s in the interior of the L-part. All we need to be careful with is to avoid
s1 being a fixed point of I; during the deformation. Then it will automatically be in the interior of the
L-part during all the deformation g

from (pa, p3) = ta3 and (ps3, p1) = t31€ that p3 = (t315+ u+ rp for some

7. Examples

7.1. Basic Examples. In this section, we will construct an explicit series of discrete groups with
defining relations U™ = V" = (V~1U)? = 1. Taking a subgroup of index 4n (or of index 2n if n is even),
we will arrive at a disc bundle over a closed orientable surface of genus n — 3 (§ — 1, respectively).

From now on, all isometries will ‘live’ in SU(2,1). We will look for two rotations U,V € SU(2,1)
such that VU = R is a reflection in a projective line of signature +—, assuming that each rotation
has pairwise different eigenvalues. In order to diminish the number of conditions, we will explore the
symmetry of interchanging U and V.

2
v; 0 0
In some orthonormal basis, V = 0 +Z o ), where |v;| = 1 and v1v9v3 = 1. We denote by u% u%, ug
0 0 v

the eigenvalues of U subject to |u;| = 1 and ujusug = 1. Let g; denote the eigenvector of V' corresponding
to v2 and s;, the eigenvector of U corresponding to u?. We will assume that ¢; € BV. So, we require

¢ € BV, [ui] = |vi| = urugug = vivevs = 1, u? # us # ui # ul, viFvs £l A0 (1)

The reflection R(m) = VU is given by some m ¢ BV, (m,m) = 1. Multiplying, if needed, the
elements of the orthonormal basis for V' by unitary complex numbers, we can assume that the coordinates
mi
of m are real nonnegative: m = <m2 ), m; > 0, and m? = m3 + m3 — 1. As is easy to see, R(m) =
m3
—Zm?—l 2mims 2mims
—2myms 2m3—1 2mams | in the basis ¢, g2, g3 € V. By [Gol, Theorem 6.2.4, p. 204],5° the condition that
—2mims3 2mams 2m§71
V R(m) is a rotation with eigenvalues u?, u3, u2 is equivalent to the equality tr (VR(m)) = u? +ud +u?,
uf +ud +ud + v+ 03+ 0l

i.e., to the equality (v — v?)m3 + (v — v?)m3 = w — v, where w =

Since the v2’s are pairwise distinct, the equation (v —v%)ys + (v3 — v¥)ys = w — v in y2 and y3 has
Re (v2(vf — w))

—— =~ and
Re (vo(v? — v%)) a

a unique real solution (ys or y3 can however be negative). Let us verify that yo =

__Re (v3(vi — w))

= 1 vield a solution. Indeed,
Re (Ug(v%—'y%)) yie a solution naee

Y3

50The curve in [Gol, p. 205] is a deltoid.
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o) £ @ ) _ (= o)+ -l _ udvitw —of) + e o
P o)) 4@ 0] ofed(ef —of) + (o - 03) (vFvf = 1)(3 = o7)
2,4 52 2,2 2,2
. vv(w—v)—i—vv(w—v) . L V{3 v3vs
Similarly, y3 = —— L .S =1 impl =0 and
imilarly, ys (Pl —1)(02 — o) ince v1vv3 implies ol =1 T vl 1 an
Urvy vivy = 1, we obtain (v — v?)ys + (v — v?)yz = w — vi.
0%1‘1%7 1 v -1
e require
Re(vow) < Revs < Re(vgv?), Rev3 < Re(vzv?) > Re(vaw). (2)

It follows from (2) that y» > 1 and y3 > 0. Hence, conditions (1-2) guarantee the existence and the
uniqueness of m ¢ BV and U such that VR(m) = U. Moreover, by (2), ta(m,g2) > 1 and (m,m) =1
for my, mo, mg > 0 given by
Re (v (v} — w)) Re (vs(v} — w)) \/27
me = =—F 5 ms =4 —F—5— 5 my = \/m3+m3—1.
\/Re (vg(v% - v%)) Re (U3(’U% - v%)) 2 3
For the reason of symmetry between U and V', we will also require

Re(ugw) < Reud < Re(ugu?), Reu3 < Re(uzu?). (3)

Since V71U = R(m) implies U~V = R(m), assuming that s; € BV, we deduce from (1-3) that
ta(m, s3) > 1 and that Re(uszu?) > Re(uzw). Consequently, conditions (1-3) are symmetric under the
assumption that s; € BV.

We require the conditions

Re (ul_Q(vg - v%)) 5 Re (ul_Q(’ug —v?

)
14 Re(uj ?v3) > 14 Re(uj %02) =1 @

2,2 2
ui +v3 #0, ms

my
u2vf2+1
7.1.1. Lemma. If u? +v]2 = 0 for some i and for all j, then s; = uz,;;%+1 . The point s; belongs
ms

u2'u3_2+1

1
to BV. If u?—&—vjz = 0 for some i and j, then either i = j =1, my =0, and s; = (0) ori=j=3,

0
0
m3 =0, and s3= {0 ).
1
T

Proof. Until some moment, we will not use conditions (4). Let z = <932
xr3

> % 0. We fix some

i = 1,2,3. The condition that z is the eigenvector of VR(m) corresponding to u? is given by the
equalities QU?mjf(x) = (u? + vf)xj, j = 1,2,3, where f(x) = —myix1 + maxs + maxs. Thus, if

u? —i—v? # 0 for all j, then f(z) # 0 and we can take z; = 277”723, ji=1,23.
uzv; " +1

If u? + UJQ» = 0 for some j and f(z) # 0, then m; = 0, f(x) does not depend on z;, and we can
arbitrarily choose z;, keeping  an eigenvector of U. Would z}, be different from 0 for some k # j, we
could obtain too many eigenvectors corresponding to u?. The eigenvalues of U are pairwise different.
Hence, z, = 0 for any k # j, implying f(z) = 0, a contradiction. Therefore, u? + ’UJZ- = 0 implies
f(z) = 0. In this case, u? + v} # 0 for any k # j. Also, we have z, = 0 for any k # j and z; # 0.
Now, f(x) = 0 implies m; = 0. In other words, u? + vjz = 0 implies s; = ¢; and m; = 0. Since, by (2),
ms > 1, this can only happen for j =1, 3.
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Now, with the use of conditions (4), we will prove that s; € BV. Suppose that uj + v; = 0 for
some j. It follows from (4) that j # 3 Hence j=1and s = ¢ € BV. So, we can assume that

“1“1 +1
u? + U? # 0 for all j and take s; = u%vﬂggﬂ . The condition that s; € BV (it suffices to prove only
ms
uZvg 241
ml m% m%

that s; € BV) has the form —

+ — + — < 0. In view of the equalities
Jeor? 43P o 1P a1 1P
2 _

m? =m3 +m?— 1 and |[ulv; > + 1|2 =2(1+ Re(u1 *v2)) for k = 1 2,3, the last inequality is equivalent
to m2 Re (ui?(v3 — ) gRe (uy?(v3 —v?))
1 4 Re(uj ?v3) 14 Re(uj ?v3)
The conditions symmetric to (1-3) follows from (1-4), since the latter imply s; € BV. We derived
from (1-3) that the equality u? —H)Jz = 0 implies s5; = ¢; and j # 2. By symmetry, it implies 7 # 2. Since
qr or si belong to BV only for k = 1, the proof is complete

> 1.

We claim that conditions (1-4) are symmetric (in particular, they imply that u3 + v3 # 0 for j =
1,2,3). Indeed, by Lemma 7.1.1, v? 4+ u3 # 0. In the proof of Lemma 7.1.1, we deduced the conditions
symmetric to (1-3). The second inequality in (4) expresses the fact that s; € BV in the case of
u? + 1}]2- # 0 for all j. By Lemma 7.1.1, the symmetric inequality is valid unless u? + v? = 0. If
u? 4+ 0¥ = 0, then my = 0, i.e., m3 + m3 = 1, and the last inequality in (4) is automatically valid.

By (2-3) and by Remark 2.3.3, M; = CPm*" is ultraparallel to C = CPgy and M, is ultraparallel
to Sy = CPsy. It follows from R(m)M; = My, VC = C, and US, = S, that

My =VM =UM
is ultraparallel to C and to Sy. Clearly, ta(C, M) = ta(C, M2) = m3 and ta(S2, M) = ta(Sa, Ma).
We require

Re(v3w) > 1, Re(u3w) > 1. (5)
Since (Vm,m) = —vim? + vim3 + v3m3 = v? + (v5 — v})m3 + (v3 — v¥)m% = w, the inequality

|w| > 1, implied by (5), means that M; and My are ultraparallel. We have (g2, m)(m, Vm}(Vim, g2) =
27

_ v
moWvams, hence, & = g

jw| -
f (Re(v%@))2 +2m3 < 1+ 2m3 Re(v3w) and

By Criterion 6.5.3 and its proof, the triangle A(C, My, Ms) is transversal

2 21 2
M +m3 + |w* < 1+ 2m3 Re(v3w). We
w
will show that the second inequality implies the first one. Indeed, the first inequality is equivalent

o (Re(v3w) 4+ 1)(Re(v3w) — 1) < 2m3(Re(v3w) — 1), i.e., to Re(v3w) + 1 < 2m3. The function
max
|w|?
the second inequality, we obtain (|w| + 1) (Jw| — 1) < 2m3(|w| — 1). Therefore, |w| 4+ 1 < 2m3, which
implies Re(v3w) + 1 < 2m3.

+m3 + |w|* — 1 — 2m3x is decreasing in x while z < |w|?. Hence, substituting Re(v3w) by |w| in

27
The second inequality can be written as <|w\ - Re|(:11}2w)) m3 < (Jw|* —1)(m3 — 1). We require
Re(v3w) \ 2 2 2 2
(|w| — T) Re (vg(vl — w)) < (|w\ — 1) Re (112(112 — w)), (6)
Re(u3w) 2 2 2 2
<|w| — T) Re (u2(uf — w)) < (Jw|* = 1) Re (u2(u3 — w)), (7)

which imply that the triangles A(C, My, Ms) and A(Ss, My, M) are transversal.
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We will prove that the bisectors Bim, so! and Bim, g2 are transversal along their common slice Mj.
By Lemma 7.1.1, we obtain

<827q2><m7m> _ ma
S9, M) (M, 2 —2 _ m?2 m32 m
< 2 >< q2> (u2v2 + 1)( u2v11+1 + u2v22+1 + u2v33+1)m2

[since m? = m3 +m3 — 1]
(u3v;? + 1) (udvg 2 + 1)

2
2

2, -2 2,20 —
503~ + 1) + m3uz (v

C (udvy? + 1)(“2”3 +1) + m3u3(v; 2 — vy %) (u 2 —v3?)(udvy® + 1)
[since mi(vy” — vy *Jos” +mi(vy* — vy ")y ” = mi (03 — ofJur Puy Pvg” +mi(0F — ooy vy vy,
m3(vy* —wvy°) + m3(111 —v3 %) = m3(v} —v3) + m3(v3 —v3), V1203 = UjUouz = 1, and
m3(v3 — vf) + m3(v] — vf) = w — vf]

_ u3 (3 + U3 + 3) + ujv3 _ (@3 + 7] +73) +usvi _

u3 (U3 + 035 +02) + usv? +ud(w — v?) —uE(W —v37)  ugw + U (U3 + V3 + Vs + V3 — W)
[since w3 + 02 + 03 + V3 — W = W — U3 — U3
_ @A) fued W@ AW AT VT ) fus(ei —w)
Usw + WaW — (WU + UaT3) usw + W — (ugu + UaT3)

e T2 | 2 2 a2 = o oo -2
[since Ty + U5 + U5 + 0, +05 —W =W — V35|

2 =2
_ uz(vy — w) — Uz(v3 — W) +1e144R.
U W + UsW — (u2u3 + u2u3)
By Corollary 4.3, Bum, s3! and Bun, g9l are transversal along Mj;. This implies that BiUm, s9! =
BiVm, so! and BiV'm, ga! are transversal along Ms.

Let n > 3. By Theorem 4.2 and Lemma 4.1, the angle of the triangle A(C, M1, Ms) at ¢; € C equals

1% _ =2
(ms a){ar, Vm) = Argw = Arg(v3v;?). By symmetry, the angle of the triangle
(m, q2)(q2, Vm) mavaMm2

A(Sy, My, My) at s1 € S equals Arg(ufuy 2). We require

_ _ 2mi
utuy ? = vivy? = exp —, ub" = 8" = 1. (8)
n

Conditions (1) and (8) imply that both the angle of A(C,M;, Ms) at ¢z € C and the angle of

2
A(Sy, M2, M) at s; € S equal T and that U™ = V™ = 1 in PU(2,1). By Lemma 6.3.1, the tri-

n
angles A(C, My, Ms) and A(S3, M2, M) are oriented in counterclockwise sense.
We require

Re(u; 'v1) - Re(uy 'vg) - Re(uy 'os) - Tm (uflvg(@m% — 1) (u? + v — v +0d) +ud+ ug)) >0. (9)

Let us verify that A(Ss, M, M) suits A(C, My, Ms). We have already proven that Bim, sl and
Bim, g2t are transversal along M; and that BiVm, s3! and BiVm, gl are transversal along M. So,
(g2, 51)(s1,m) >0 and Im (Vm, s1)(s1,q2) >0.
am) Vin, g2}
uZvy 241
Since the case of u? + v? = 0 is trivial, we can assume that s; = P41 | As is easy to see, each

by Lemma 2.3.1, it suffices to verify the inequalities Im

inequality is equivalent to the inequality
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1 m? m3 m3
Im( 2 2(_ e R e R R 72) 20,
uj +v3 Uy~ +vp Uy~ + Uy Uy~ + 3

2 2

1—-m mi(v; % — v3?)
i.e., to the inequality Im ( ( 2 321 3 ) > 0. This inequality can
T PN T T T ) ) '
uflvglulululvg((l —m3)(uy® + vz %) +mi(vr? - v 2))

> 0 which is equivalent to

be rewritten as Im — — —
(ugvy Ly Uy 112)(u1 vy + U] 1)(u1 Lyg + U105 1)

Re(uj'v1) - Re(uy *vs) - Re(uj 'oz) - Im (u1v2_2((1 —m3)(uy? +v3?) Fm3(vy 2 — v ?) W+ vl_2)> >0
due to m3(vy? —v3?) = m3(vy® —v; %) —w+wv; 2. All we need to arrive at (9) is to conjugate the terms

inside of Im.

7.1.2. Theorem. Letn >3,0<k <I1<n-3, and p=1,2 be such that 4np+3n—2k+4l+6 # 0
mod 6n. We put

(2np — k)i (2np — k — 3)mi (2np + 2k + 3)mi
up = exp-—m——, Ug = exp—m——F—, uz = exp ,
3n 3n 3n
vy = exp lm" vy = exp (l+3)7ri7 Vs = exp 7(21+3)7ri’ w — u? + ud +ul + v? + vl Jrv%,
3n 3 3n 2

Re ((v? — v3)vs)’

vf 0 0 72m171 2mims 2mims
V= 0 v3 0 R R= [ —2mim2 2m2—1 2mams
00 vg —2mims 2maoms 2m§71

with V and R written in some orthonormal basis of signature — + +.
We require that

Re(usw) < Reusd, Re(vow) < Rev3, Re(vsv?) > Re(vsw), Re(uw) > 1, Re(viw) > 1,
,Re (uf2(v§ — v%)) 2 Re (U1 2(1}% - U%))
> 1+ Re(uj %02) * 1+Re(uy 202)
Re(uw)\ 2
(|w| — |(w2|)) Re ((u% - w)uz) < (|w|2 - 1) Re ((ug — w)uQ),
Re(v2w)\ 2
(|w| — |(102|)) Re ((v% - w)vg) < (|w\2 — 1) Re ((v% — ’U})’Ug),
Re(uj 'v1) - Re(uy *vs) - Re(uy *v3) - Im (ul v3((2m3 — 1)(u} 4+ v} — v} +v3) +u3 + u%)) > 0.

2 2
mQ:\/Re(mw)vﬂ, mg:\/fie(%ﬁ)a) S s

Then the group F,, generated by V and R is discrete in PU(2,1) and has the defining relations V"™ =
R? = (VR)" = 1. For odd n, a suitable subgroup T,, C F,, of index 4n (for even n, a suitable subgroup
G, C F, of index 2n) defines a complex hyperbolic manifold M(n,l, k,p) = BV/T, (for even n,
N(n,l,k,p) = BV/G,) which is homeomorphic to a disc bundle over a closed orientable surface of
Euler characteristic x = 8 —2n (for even n and for N(n,l, k,p), x = 4—n). For this bundle, the relation
2(x +e) = 37 mod 8n holds (for even n, 2(x + €) = 37 mod 4n holds), where e and 7 stand for the
FEuler number of the bundle and for the Toledo invariant of the representation defined by the manifold.

4
Moreover, T = §t — 4n (for even n and for N(n,l, k,p), we have T = §t —2n), where 0 < t < 3n is
defined by t = 2np — k — 1 mod 3n.
Proof. The inequalities n > 3 and 0 < kI < n— 3 imply both (1) and the inequalities Reu3 <

Re(ugu?), Reui < RQ(U3U1) Revs < Re(vgvl) and Revi < Re(vsv}). Since 4np+3n — 2k +41+6 £ 0
mod 6n, we obtain u3 + v3 # 0. It is easy to see that (8) holds. So, all conditions (1-9) are valid.
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By the above considerations, Ry = R is the reflection in the projective line M; of signature +—
such that the rotations U = VR and V satisfy U™ = V"™ = 1 in PU(2,1). There are a U-invariant
projective line Sy and a V-invariant projective line C, both of signature +—. Denoting by s’ € Sy and
g € C the fixed points of U and of V, respectively, the transversal triangle A(Sy, My, M7) oriented in
counterclockwise sense suits the transversal triangle A(C, My, Ms) oriented in counterclockwise sense

and both the angle of A(Ss, My, M7) at s’ € Sy and the angle of A(C, My, Ms) at ¢ € C equal 2%,
where My = V M.

Forj=1,2,...,n, weput R; = RV, M; = VI=IM;, and S; = V7725, (we remember that indices
are considered modulo n). Since RV ! = U~! and U~1S, = S5, we obtain R;S; = Rvjilvj_252 =
VITIRV =18y = Vi=18y = S;4q and R,... Ry = V" (V7'R)™ = 1 in PU(2,1) (in SU(2,1), we have

2(k + 1+ np)mi

R, ...R; = 0, where § = exp ). Clearly, R; is the reflection in the projective line M;

of signature +—. Since Sy and M, are ultraparallel, S; and M; are ultraparallel. Thus, we have a
cycle of bisectors with positive foci. Applying V7=2, we see that the triangle VI=2A(Sy, My, M) =
A(Sj, M;, M;_1) suits the triangle VI72A(C, My, Mz) = A(C,M;_q,M;) for all j and that C is a
centre of the cycle with central angle 2. Hence, the cycle is transversal and simple by Criterion 6.3.2.
We put s) = Rs’ € ) and si = Rysh € Sjp1 for j = 1,2,...,n (so, sh = s" and s}, = ds}).
Obviously, s;-’s are the vertices of some meridian of the cycle. Therefore, the total angle of the cycle
is 2. By Remark 6.4.3, the polyhedron related to the cycle is fibred. By Proposition 6.4.5, we arrive

at the desired manifold M (n,l, k,p) for odd n and at N(n,l, k,p) for even n.
n 1 ; /
In order to calculate the Toledo invariant, we apply the formula T:§ Z (7 Argw(si“;1> — E)

T \2 (u, s}) 2

obtained in the proof of Proposition 6.1.1, taking u = ¢. Since RV~!' = U™', Us' = wuis’, and
Vg =viq, for j=1,...,n+ 1, we have sh = VIZ2(RV—1)i=2¢ = VIT2U%0g = 1L411727Vj*2s'7 (q,57) =

. . . . . . . 75/,
u? Mg, VITR) = w TNV g s) = u? e (g8 = (ufer )T g, o)), and <(2q ;Jfr;> = ujv”?
127
Aro(u2o2 An Are exp 22np—k—lmi 8
It follows that 7 = 4n(M - 1) = 8 eXP 3n —4n = §t — 4n for odd n and
T T

T= gthn for even n.
Until the end of the article, all points will ‘live’ and ‘die’ in BV and all isometries, in PU(2, 1).
Let p1 € OM;. We draw an ideal ¢-meridian

r1 of the bisector B(C, M7) that begins with p; €

OM; and ends with z; € 0C. We put z; =

Vi-lzy € oC, pj — Vjilpl S an, and r; =

Vi=lr,. Clearly, r; is the ideal {-meridian of

the bisector B(C,M;) that begins with p; and

ends with z;. Since p; € OM; and M, is the
middle slice of the bisector B; = B(S;,Sj+1),
we can draw an ideal meridian b; = bg U b; of

B; passing through p; so that b‘; begins with

z; € 9S; and ends with p; € dMj, b} begins

with p; € OM; and ends with y; € 9541, and b,

begins with z; € 05; and ends with y; € 95;41.

Since B; = V/=!B; and p; = V/~!p;, we obtain

bg = Vi=1p), b} = VIiTll, by = VIiTlhy, x5 =
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VIi=lzy, and y; = V7~1y;. Following the natural orientation of dC, we draw an arc ¢; C dC' that begins
with z; and ends with z;_;. Following the natural orientation of 95;, we draw an arc a; C 95; that
begins with y;_; and ends with z;. We put b = b;UazUbyU---Ua,Ub,Uay, d; = r;_ll Ub;_1 Ua; Ub?u
r;Uc;, and U; = UY’ ™" and denote by b’ = b, UbyU- - -Ub!, C T = 99, P the closed meridian that begins
with z; and whose edges are b}’s (so, Uy = U and b} = b;). It is obvious that b,b" C T are closed curves
that begin with z1, that d; C 9, P is a closed curve that begins with z;_;, that d; = V/~!d;, and that
R; U;f = U;HR]- (since RV~! = U~1!). Identifying C with the unitary disc of complex numbers so that ¢
2(0+ 1)mi
corresponds to 0, we can easily see that V|o : 2z — 3712, where 3 = v%v§2 = exp u The same
n

is valid for Us|s, = Uls,: when identifying S, with the unitary disc so that s} = s’ corresponds to 0, we
obtain Ulg, : y — oy, where a = u3u;? = exp M By induction on j, we show that s’ is a fixed
point for Uj : ), = R;s} = R;U;s}; = (VRV_lU)Vrzs; = Vs and Uj = UY. So, Ujls, - y — oy,
when we identify S'j with the unitary disc with s; corresponding to 0. Since Up; = VRp; = Vp1 = po,
UM; = VRM; = VM = My, USy = Sy, and UB(S2, My) = B(S2, M), we obtain Ub} = (b3)~1. In
particular, Uy; = x3. Thus, we conclude that U;y;_1 = x;.

We know that 9, P is a solid torus and that 710 P is generated by [c],
m101 P = Zc], where ¢ stands for OC naturally oriented. Hence, [d2] =
fle] in m 01 P for some f € Z. Since d;j 1 = Vd; and ¢ = V¢, we obtain
[d;] = flc] in m10,P. Consequently, [di] +---+ [dn] = nflc] in m 01 P. It
is easy to verify that [dyUcy ' UdsUcs ' U+ Udyy1 Ucy 4] = [b]. Hence,
[di] + -+ [dn] = [b] + [cn41 Ucp U+ - - Uea). Since zj41 = Vz; and, when

identifying C' with the unitary disc of complex numbers, Vz; = 871z

2(0+ 1)me

for B = exp M
n

7101 P. Therefore, [b] = (nf — (I + 1))[c] in 7101 P.

Let us prove that [b] = [b'] + (k + 1)[¢] in ™01 P. We denote ag = a; C 05; and put aéH = Ryaj.

Clearly, aé C 0S; is an arc following the natural orientation of 0.5; and aé ends with the same point

, we arrive at [cp41 Uc, U---Ues] = (14 1)[c] in

as a’,, begins with. Moreover, it follows from the relations R;U; = Uj;1R; and Ujy; 1 = x; that,
when identifying S; with the unitary disc of complex numbers, we have z = ay, where y and z stand
respectively for the initial point and for the final point of aé-. It is easy to see that ab Ual U--- U
alUb; ~ b uabtt ualtt U--- Ual™, where ~ stands for ‘is homotopic to’ in 7. This implies that
b = b;Ua3UbsUa3UbsUajU- - -Ua Ub,Ual ~ b} Ua3UbsUa3UbsUajU- - -Ua Ub, Ual ~ b} UbyUajUa3u
bsUaju---UalUb,Ual ~ - ~ by Ub,U- - -Ub, Uad T U- - -Ualtt Ual = b UbyU- - -Ub, UalU- - -Ual, Ual.

2 1)
It follows from a = exp Akt Vi that [adU---Ual Uai] = (k+1)[051]. Since [051] = [¢] in 710, P,
the result follows.

Finally, by Remark 6.4.4, eP = nf —(k+1+2) and e = 4(nf— (k+1+2)) (for even n and N(n,l, k,p),

ez?(nf—(k‘—i—l—i—Q))).

In order to explicitly find f, we need to study the mutual position of triangles A(C, My, M>) and
A(So, M, My). For ty,te,t3 € S, where S is some oriented circle, we put o(ty,ta,t3) = 0 if ¢1, to, t3
are in the cyclic order of the circle and o(t1,ta,t3) = 1, otherwise. For an isometry K of a slice D
of a transversal triangle and for d € 9D, we define A(d, K) = 0 if p belongs to the L-part of K and
A(d, K) = 1, otherwise. We denote by I the isometry of C in the triangle A(C, My, Ms) and by J, the
isometry of Sy in the triangle A(S2, My, M).

We draw, in the bisector B(Sa, M), an ideal f-meridian b” that begins with J ly; € 0S,. Let
ph € OMs5 denote its final point. There exists an ideal ¢-meridian g of B(Mj, Ms) that begins with p;
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and ends with py. Following the natural orientation of 9S3, we draw an arc a’ from y; to J ly;. By
Theorem 6.5.1, the closed curve v = b”Ug~tUbiUd/ is trivializing for the triangle A(Sy, Mo, My ) if J =1y,
belongs to the L-part of 053, and [y] = [0S2], otherwise. This fact can be written as [y] = A(y1, J)]c]
since [0S53] = [c].

Let 75 be an ideal ¢-meridian of B(Ms,C') that begins with p,, € 9Ms. Clearly, 1z € OC is the final
point of r}. Following the natural orientation of dC, we draw an arc ¢ from Iz to z;. As above, by
Theorem 6.5.1, [0] = A(21,I)[c], where ¥ = 7' UgUr,UC.

Following the natural orientation of 9Ss and of OC, we draw arcs a”” C 0Ss from xz9 = Uy; to
J7ly; and ¢’ C OC from 25 = Vz to Iz;. It is easy to see that b Ury ~ a” Ub' Urh U c”il,
that [ay Ua” Ud "] = o(J 'y1,y1, Uy1)[0S2] = o(J y1,y1, Uyr)[c], and that [c; Ue U’ '] =
—0(Iz1,21,Vz)[c]. In terms of H1(01P,Z) = m0; P, we have [do] = [—r1 + b} +ag + b + ro + 2] =
[+ bl +ag+ad +b" +1h - +co) =[-ri+g+rhb+]+[-g+b+a +V]+[az +a" —
a'l +[ca — ¢ — "] = XNz, D)[c] + My, J)[c] + o(J  y1,y1, Uyr)[c] — o(Iz1, 21,V z1)[c]. We arrive at
f =Xy, J) +o(J Yy, y1,Uy1) + Mz1,I) — o(I21,21,Vz). Clearly, the terms \(y1,J) and \(z1, )
vanish if both triangles A(C, My, M3) and A(S2, Ma, M) are elliptic.

7.2. Some Interesting Examples. In this subsection, we present some explicit examples of
complex hyperbolic bundles obtained with straightforward computer calculations (a simple program
that verifies our computational claims is available upon request: all we need is to find parameters
satisfying the conditions in Theorem 7.1.2).

We have tested all n < 1001 and obtained the following. For any n satisfying the inequalities
9 <n <1001 and n # 11,12, there is at least one example of the type described in Theorem 7.1.2. The
total number of such examples is 308359, and only 89546 of them have the Toledo invariant integer. Each
example satisfies the equality 2(x + e¢) = 37 and the inequalities 7 < 0 and %X < e < 0. For every such
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example, both triangles A(C, My, M) and A(Sy, Ma, My) are elliptic and o(I21, 21,V 21) = 0. Forp =1,
we have f = 1 with o(J Yy1,91,Uy1) = 1, and, for p = 2, we have f = 0 with o(J ty1,y1,Uy1) = 0.

The following table contain all the examples with extreme values of g, e, and e/ :

Manifold gl x | e T Comment

N(10,6,3,1) | 4| —6|—2| —53 minimal g, maximal e
M(9,4,4,1) 6|—10|—4 79% next to minimal g, next to maximal e
M(9,5,3,1) 6|—10|—4 —9% next to minimal g, next to maximal e
M(9,6,2,1) 6|—10|—4 —9% next to minimal g, next to maximal e
N(14,7,7,1) | 6|—10|—4 79% next to minimal g, next to maximal e
N(14,8,6,1) | 6|—10|—4 —9% next to minimal g, next to maximal e
N(14,9,5,1) | 6|—10|—4 —9% next to minimal g, next to maximal e
N(14,10,4,1) | 6|—10|—4| —91 |next to minimal g, next to maximal e
N(14,11,3,1)| 6|—10|—4 79% next to minimal g, next to maximal e
N(14,0,0,2) 6|—10|—4 —9% next to minimal g, next to maximal e
N(16,0,0,2) | 7|—12|—4 —10% next to maximal e
N(18,0,0,2) | 8|—14|—-4| —12 next to maximal e
N(20,0,0,2) | 9/-16|—4|—131 next to maximal e
N(22,0,0,2) [10|—18|—4|-142 next to maximal e
N(24,0,0,2) |[11|—20|—4| —16 next to maximal e
N(26,0,0,2) |12|—-22|—4 —17% next to maximal e
N(28,0,0,2) [13|—24|—4 —18% minimal e/y = ; next to maximal e

The four tables below expose all 55 examples that satisfy the inequality %X < e and, therefore, due
to [Kui], admit a real hyperbolic structure:

Manifold gl x | e T
N(10,6,3,1) | 4| —6|—2| —5%
N(16,0,0,2) | 7|-12|—4|-102
N(18,0,0,2) | 8|—14|—4| —12
N(20,0,0,2) | 9]|-16|—4[—-133
N(22,0,0,2) |10|—18|—4|—142
N(22,1,0,2) [10|—18| 6| —16
N(24,0,0,2) [11|—20|—4| —16
N(24,1,0,2) |11]|—20|—6|—174%
N(26,0,0,2) |12]—22|—4|—171
N(26,1,0,2) [12]|-22|—6|—182
N(28,0,0,2) |13|—24|—4|—182
N(28,1,0,2) [13|—24| 6| —20
N(28,1,1,2) |13]|—24|-8|—211
N(28,2,0,2) [13]|—24|—-8|—-21%
M(17,0,0,2) | 14| —26| —8 | —222
N(30,1,1,2) |14|—26|—8|—222

Manifold | g | x e T
N(30,2,0,2) [14]|-26| —8|—222
N(32,1,1,2) |15 28| —8| —24
N(32,2,0,2) [15|—28| —8| —24
M(19,0,0,2) |16|—30| —8|—25%
N(34,1,1,2) |16|-30| —8|—254
N(34,2,1,2) |16 |—30|—10| —262
N(34,3,0,2) |16 |—30|—10| —262
N(36,1,1,2) |17|-32| —8|—262
N(36,2,1,2) [17|—32| 10| —28
M(21,0,0,2) [18|—34| —8| —28
N(38,2,1,2) [18|—34|—10| 294
N(40,2,2,2) [19]—36|—12| —32
N(40,3,1,2) [19]|-36|—12| —32
M(23,0,0,2) |20|—38| —8|—302
M(23,1,0,2) |20 | —38|—12| —334%
N(42,2,2,2) [20|—38|—12| —33%
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Manifold | g | x e T

N(44,2,2,2) |21|—40|—12|—342 Manifold | g| x | e| 7

M(25,0,0,2) |22 |—42| —8|—33% M(33,1,1,2) |30 | —58| —16 | —491
M(25,1,0,2) (22| —42|—12| —36 M(35,1,1,2) (32| —62|—16| —52
N(46,3,2,2) |22 |—42| —14| 373 M(35,2,1,2) 32| —62| —20| —542
M(27,0,0,2) (24| —46| —8| —36 M(37,1,1,2) | 34| —66 | —16 | —542
M(27,1,0,2) |24 | —46 | —12| —382 M(37,2,1,2) | 34| —66 | —20 | —57+%
N(52,3,3,2) |25|—48|—16| —422 M(41,2,2,2) |38 | —74| —24| —65%
M(29,1,0,2) |26 | =50 | —12| —414 M(41,3,1,2) | 38| —74|—24| 651
M(29,1,1,2) (26| —50 | —16| —44 M(43,2,2,2) (40| 78| —24| —68
M(29,2,0,2) (26| —50 | —16| —44 M (45,2,2,2) |42| 82| —24| 702
M(31,1,1,2) |28 | =54 | —16| —462 M(47,3,2,2) (44| —86 | —28| —76
M(31,2,0,2) |28 | —54|—16| —462 M(53,3,3,2) | 50| —98 | —32 | —862

The following tables show all the examples for n = 101 (g = 98, x = —194).
behaviour of I, k, p, and the Euler number for some fixed parameter n :

This illustrates a typical

e=—96, 7 =—1931 =—96, 7 = —193%
M(101,62,61,1) M(101,79,44,1)
M(101,63,60,1) M(101,80,43,1) e=—96, 7 =—1931
M(101,64,59,1) M(101,81,42,1) M(101,96,27,1) e=—92,7=-1902
M(101,65,58,1) M(101,82,41,1) M(101,97,26,1) M(101,96,26,1)
M(101,66,57,1) M(101,83,40,1) M(101,98,25,1) M(101,97,25,1)
M(101,67,56,1) M(101,84,39,1) M(101,11,11,2) M(101,98,24,1)
M(101,68,55,1) M(101,85,38,1) M(101,12,10,2) M(101,11,10,2)
M(101,69,54,1) M(101,86,37,1) M(101,13,9,2) M(101,12,9,2)
M (101,70,53,1) M(101,87,36,1) M (101, 14,8, 2) M(101,13,8,2)
M(101,71,52,1) M(101,88,35,1) M(101,15,7,2) M(101,14,7,2)
M(101,72,51,1) M(101,89,34,1) M (101,16, 6,2) M(101,15,6,2)
M(101,73,50,1) M(101,90,33,1) M(101,17,5,2) M (101,16, 5,2)
M(101,74,49,1) M(101,91,32,1) M (101,18, 4,2) M(101,17,4,2)
M(101,75,48,1) M(101,92,31,1) M (101,19, 3,2) M (101,18, 3,2)
M(101,76,47,1) M (101,93,30,1) M (101,20,2,2) M(101,19,2,2)
M(101,77,46,1) M(101,94,29,1) M(101,21,1,2) M (101,20, 1,2)
M(101,78,45,1) M(101,95,28,1) M(101,22,0,2) M(101,21,0,2)

e=—88, 7= —188
M(101, 10,10, 2)
M (101,11,9,2)

M(101,12,8,2)

M(101,13,7,2) e=—84, 7=-1851

M (101,14, 6,2) M(101,10,9,2)

M(101,15,5,2) M(101,11,8,2) e=—80, 7 = —1822
M (101,16, 4, 2) M(101,12,7,2) M(101,9,9,2)
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Some of the examples in the above tables could represent the same complex hyperbolic bundle, that is,
the corresponding groups would be conjugated in PU(2,1). For instance, examples 2-10 in the first table.
(In general, it makes sense to treat as representing the ‘same example’ two discrete groups of isometries
having some subgroups of finite index conjugated in the group of all isometries.) Nevertheless, it can
be proven that these complex hyperbolic bundles define different points in the space of representations.

In subsequent articles (for instance, in [Ana]), we will study the connected components of the Tei-
chmiiller space (the space of discrete, faithful, and type-preserving representations o : m ¥ — PU(2, 1))
and will distinguish some of our examples having the same g, e, and 7 with new discrete invariants of
complex hyperbolic structure on the bundles in question.
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6.2 106
a 7.1126
a’ 7.1126
aj 7.1125
at 7.1125

a’ 7.1125

A 6.2 106

Al 6.3 110
AreaA(q,q',q") 396
arg 3 96

Arg 2.291

a T7.1125

a,...,an 6.2 106

b 7.1125

[b] 6.4 113

o 7.1125
V=>bU---Ub, 6.1105
b’ 7.1125

bi,...,b, 6.1103
iy..., bl 6.1105
#bNec 6.4113

b; 7.1 125

b; 7.1124

bg 7.1124

b} 7.1 124
b(xz,p1,p2) 2.3 92
Bi,...,B, 6.1104
(B1,...,B,) 6.1104
B 6.2 106

B 6.2 106

BY 6.2 106

B! 6.2 106

B; 6.2 106

B; 6.2 106

B;> 6.2 106

B~ 6.2 106

<B;> 6.2 106

B; 7.1124

B;, 6.3 111

B> 6.2 108, 6.3 110
=B~ 6.2108, 6.3 111
BV 2.188

BV 2.188

g 6.3111,7.1 125
Bi,...,0n 6.3111

c 7.1125

9. Index

[c] 7.1125

¢ 7.1126

" 7.1126

cj T.1125

C 6.3111,7.1121
CPpt 2.3 92
Ct(z,y)(x) 394

d 6.2107, 6.5 114
dj 7.1125

D; 6.2 108

DY 6.2 108

D} 6.2 108

5 6.1104, 6.2 108
A(C,Cy,Cy) 6.3 111
A, 6.3 111

A, 6.3 111

OBV 2.188
00yP 6.2 107

OP 6.4 112

dP 6.2107,6.4 112
0P 6.4112

oT; 6.2 107
eP=#DND 6.4113
E; 6.2109

e 6.2107,6.5 114
g 6.5 114

€1 6.5 114

n 5101

f T.1125

i (p)  2:291
F, 7.1123

g T.1125

G, 6.1103,7.1123
v 7.1126

H 6.2 106

HZ 2.1 88

H, 6.1103

HZ 6.1 103

I 71125

I, 6.5115

J 7.1125

k6.5 114, 7.1 123
K; 6.2107

K; 6.2107

I 7.1123

Md,K) 17.1125

m  7.1119

mp; 7.1123

mi, Mo, M3 6.5 115
mo 7.1 123

ms 7.1123

m; 7.1 119
M(n,l,k,p) 7.1123
M, 7.1121
My,..., M, 6.1104
M, 7.1121,7.1124
M; 7.1124

M 6.3110

n 7.1123
n(q,p1,p2) 2.3 92
N 6.2109

N 6.2 109
N(n,l,k,p) 7.1123
N(p,e) 6.2 107
N(X,e) 6.2107
Vi, X 2.189
O(tl,tg,tg,) 7.1125
p 7.1123

pt 2.188

pp 7.1124

ph 7.1125

p; 6.1104

p; T7.1124
(—,p)@pt 2.188
(—,p)®@v 2.188

P 6.1 103, 6.2 107, 6.4
112

P 6.2 107

7T181P 6.4 113

qg 7.1124

q; 6.2106,7.1119
q; 6.2106

Q@ 6.1103

r 7.1124
T1,...,Tn 6.1103
ry 7.1126

r; 7.1124

R 7.1119,7.1123
Ry, 7.1124
Ry,...,R, 6.1104
R; 7.1124

R), 6.3110
R(mq),...,R(m,) 6.1 104
o 6.1105



[s] 6.4 113

s 71124
S1y...,8, 6.1 103
Siy..., 8, 6.1105
s; 7.1119

5; 7.1124

S 6.2 108
S1,...,5, 6.1104
Sy 7.1 121

S; 6.2 106

S; 71124

S, 6.3 110
S(pl,pg) 2.3 92
Sq 2.392

t 7.1123
ta(Sl,Sg) 2.3 93
ty; 6.5114
t(v,q,p1,p2) 2.3 92
T 6.4112,7.1125
T, 6.2107

T; 6.2107

T, 6.2108

T, 6.1103,7.1123
To(z,y)(x) 2.1 89
9 7.1126

7 6.1 105

up 7.1 123

up 7.1 123

ug 7.1 123

u; 6.2 106, 7.1 119
U 7.1119,7.1124

U; 6.2109

U; 7.1125

vy 7.1123

vy T7.1123

vy 7.1123

v; 6.2 106, 7.1 119
v, 2.1 88

P 2.1 88

Py 2.1 88

vV 2188, 7.1119
w 7.1119,7.1 123

r; T.1124
XY 6.3110
y; 7.1124
2 71124
zj 7.1 124
~ 7.1125

(=,—) 2.188
angle of a triangle of
bisectors 6.3 111
bisectors transversal along
their common slice 4 100
central angle of a cycle of
bisectors 6.3 111
centre of a cycle of bisectors
choice of § 6.2 108
choice of d 6.2 107
complex spine of a bisector 2.3 92
configuration of bisectors 6.4 112
constant angle between bisectors
with common slice 4 99
counterclockwise orientation of
a transversal triangle 6.5 114
cycle of bisectors 6.1 104
edges of a meridian 6.1 105
elliptic triangle of bisectors
equivariant section of
a fibred polyhedron 6.4 113
Euler number eP of
a fibred polyhedron 6.4 113
(extended) bisector Bip1,pal 2.3 92
(extended) geodesic G ip1,p2l 2.3 92
fibred polyhedron 6.4 112
focus of a bisector 2.3 92
gluing fibred polyhedra 6.4 112
gluing polyhedra 6.4 112
Hermitian metric 2.1 88
horizontal parallel
displacement 3 95
hyperbolic triangle of
bisectors 6.5 114
ideal meridian of
a cycle of bisectors
inside angle 6.2 107
inside sector 6.2 107
isometry of a slice of

6.3 111

6.5 114

6.1 105

a transversal triangle 6.5 114
Kahler form w 2.2 91
Kéhler potential P, (z,) 2.2 91

L-parabolic triangle of
bisectors 6.5 114
L-part of the boundary of a slice of
a hyperbolic triangle 6.5 114
f-meridian 3 97
meridian of a cycle of
bisectors 6.1 105
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meridional displacement 3 97
meridional fibering 6.2 107
meridional identification 3 97
middle slice of a bisector
segment 3 97
nonclosed meridian of a
configuration of bisectors 6.4 112
nonconstant angle between
bisectors with common slice 4 100
normal vector to an oriented
bisector 2.3 92
one triangle of bisectors suits the
other triangle of bisectors 6.3 111
orientation of a bisector 2.3 92
orientation of a configuration of
bisectors 6.4 112
orientation of a cycle of
bisectors 6.4 112
orientation of a meridian of a cycle
of bisectors 6.4 113
orientation of a triangle of
bisectors 6.3 111
orientation of a trivializing curve of
a cycle of bisectors 6.4 113
orientation of a trivializing curve of
a fibred configuration of
bisectors 6.4 113
orientation of the torus 7' 6.4 113
oriented bisector 6.2 106
oriented triangle of bisectors 6.3 111
orthogonal points 2.3 93
parabolic triangle of
bisectors 6.5 114
polar point p to a projective
line 2.3 92
real spine of a bisector
reflection R(m) 3 97
R-parabolic triangle of
bisectors 6.5 114
R-part of the boundary of a slice of
a hyperbolic triangle 6.5 114
segment of a bisector

2.3 92

B[pl,pg] 2.3 93
segment of a geodesic
G[pl s pg) 2.3 93
segment of a geodesic
G[pl,pQ] 2.3 93
simple configuration of
bisectors 6.4 112
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simple cycle of bisectors 6.2 107 total angle of a cycle at a meridian 6.2 106
slice fibering 6.2 107 transversal cycle of bisectors 6.2 106

slice fibering 6.4 112 transversal triangle of bisectors 6.3 111
slice of a bisector 2.3 92 trivial triangle of bisectors 6.5 114
standard curve of a triangle 6.5 114 trivializing curve 6.4 112

tance ta(pi,p2) 2.1 89 vertical parallel displacement 3 95

tangent space T, CPV 2.1 88 vertices of a bisector 2.3 93

to ‘include’ a inside sector 6.2 107 vertices of a geodesic 2.3 92

Toledo invariant 6.1 105 vertices of a meridian 6.1 105
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