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Resumo

Apresentaremos neste trabalho um estudo sobre a aritmética corpos de caracteristica distinta
de 2 com um numero finito de classes de quadrados. Dividido em duas partes, comecaremos
com um estudo do radical de Kaplansky de um corpo F e seu comportamento em 2-extensoes
de F. Na segunda parte introduziremos um novo objeto, as bases distinguidas, e exploraremos
suas propriedades obtendo uma generalizagao do Teorema 90 de Hilbert, versao para o radical de
Kaplansky e propriedades cohomologicas de corpos que possuam base distinguida.

Abstract

We will present in this work a study about the arithmetic of fields of characteristic different
from 2 with a finite number of square class. Divided in two parts, we will start with a study of
the Kaplansky’s radical of a field F and its behavior in 2-extensions of F. In the second part will
introduce a new object, the distinguished bases, and we will explore its properties obtaining a
generalization of Hilbert’s Theorem 90 for the Kaplansky’s radical and cohomological properties
of fields that own distinguished basis.
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Introducao

Antes de entrarmos na apresentacao dos resultados principais da tese, vamos fixar algumas
notacoes e definicbes que irao aparecer com maior frequencia. No decorrer do trabalho, todos
os corpos considerados sao de caracteristica distinta de 2. Para um corpo F, usaremos sempre
F* (F X)2 e 3. F? para denotar os grupos multiplicativos dos elementos nao nulos de F, dos
quadrados de F'* e das somas de quadrados nao nulas. Ainda, todas as formas quadraticas serao
consideradas na forma diagonal e uma forma quadratica ¢ n-dimensional sobre F' serda denotada
por ¢ = {(aj,...,a,)r, e o conjunto de valores nao nulos representados por ¢ em F' serd indicado
por Dg(q). Denotaremos por W (F') o anel de Witt do corpo F) isto é, o anel formado pelas classes
de anisotropia das formas quadraticas. Para mais informagoes sobre o anel de Witt sugerimos [L ].
Denotaremos ainda por IF o ideal fundamental de W (F'), que é gerado pelas formas quadréticas
de dimensao par.

A 4lgebra de quatérnios sobre F' gerado pelos simbolos a e b serd denotada por (a,b)r e a
parte de 2—torgao do grupo de Brauer serd denotada por o Br(F). Usaremos (a,b)r tamém para
representar, caso nao haja ambiguidade, a classe de o Br(F') representada pela algebra de quatérnios
(Cl, b)F

A reunido de todas as extensoes galoisianas de grau poténcia de 2 de F' sera denotada por
F(2) e o respectivo grupo de Galois, Gal(F(2)/F), por Go(F). Finalmente, o n-ésimo grupo de
cohomologia de Gy(F') com coeficientes no corpo Fy ~ 7Z/27 serda denotado simplesmente por
H™(F). No Capitulo 1, o leitor encontraré resultados extraidos da literatura sobre sobre formas
quadraticas, grupo de Brauer que utilizaremos com frequencia nos capitulos seguintes; O leitor que
esteja familiarizado pode seguir diretamente para o capitulo 2.

Em 1969 no trabalho Fréhlich’s local quadratic forms, Irving Kaplansky definiu um novo objeto
para um corpo F, que chamou simplesmente de radical. O Radical de Kaplansky, como ficou
conhecido na literatura, é definido a partir das 2-formas de Pfister. Mais especificamente, o Radical
de Kaplansky é o conjunto, denotado usualmente por R(F), dos elementos z € F* tais que a
2—forma de Pfister (1, —x) é universal, isto é, Dp(1,—x) = F*. Equivalentemente, temos que
R(F) é o conjunto dos elementos x € F* tais que (x,y)r ~ My(F'), para todo y € F*. Segue
diretamente da defini¢ao do radical de Kaplansky que R(F') é um subgrupo do grupo multiplicativo
F*e (F X)2 C R(F) C F*. Podemos dizer que o radical de Kaplansky se tornou peca central no
desenvolvimento do nosso trabalho e o Capitulo 2 da tese é totalmente dedicado a ele. Este capitulo
se divide em 3 partes, sendo a primeira delas dedicada somente ao estudo do radical de Kaplsnky
e 0 comportamento do radical em extensoes quadréticas K = F(y/a), onde a € F* ~ (F*).



Na segunda parte, apresentamos um estudo mais detalhado sobre o radical de Kaplansky e
extensdes quadraticas K = F(y/a), onde a € R(F)~ (F*)?, que chamamos de extensdes quadrati-
cas radicais de F. Podemos destacar nesta parte do trabalho o Teorema 2.2.4, onde mostramos
que o radical de Kaplansky de uma extensao quadrética K = F'(y/a) é determinado diretamente
pelas classes de quadrados de F. Nesta parte do trabalho, tinhamos como objetivo mostrar uma
versao do Teorema 90 de Hilbert para o radical de Kaplansky e extensoes quadraticas radicais.
Mais especificamente, tinhamos o objetivo de mostrar que para uma extensao radical K = F'(y/a),
N ;(/IFR(F ) = F*R(K). Demonstramos a validade deste teorema no Capitulo 3, com o uso das
bases distinguidas(veja Defini¢do 3.2.1).

Encerraremos o Capitulo 2 apresentando, em analogia ao fecho quadratico F(2), um fecho para
o radical de Kaplansky. Este fecho nao é novidade na literatura, pois foi apresentado primeiramente
por Becher em [B ]. Denotando o fecho radical por F,.q, nos dedicaremos a uma apresentagao
construtiva deste fecho, diferentemente da apresentacao existencial de Becher. Nossa construcao
fornecerd informagoes mais precisas sobre este corpo e reunimos as propriedades principais sobre
o fecho reduzido no Teorema 2.3.13. Com a validade do Teorema 90 de Hilbert citado acima,
mostraremos no Capitulo 3 que a extensao F,.q/F ¢é galoisiana com grupo de Galois Gal(Fcq/F')
livre, Teorema 3.2.23.

Antes de apresentarmos os capitulos restantes, é valido ressaltar que nosso foco, desde o inicio,
era demonstrar que para um corpo F' tal que |2Br(F)| = 2, isto é, se F' possui somente duas
algebras de quatérnios, a menos de isomorfismo, o grupo Gal(F(2)/F) ¢é isomorfo a um produto
livre, na categoria dos pro-2 grupos, de um grupo de Demushkin por um grupo livre de posto
finito. Para a defini¢do de produto livre sugerimos [RZ ].

Esperavamos com a construcao do fecho reduzido F,.; e o Teorema 90 de Hilbert teriamos
0s objetos necessarios para a demonstragdo da conjectura inicial, mas infelizmente este objetivo
nao foi alcancado em geral. Apesar de ndo conseguirmos a demonstracao no caso citado, com a
introducao de novos objetos que descobrimos no decorrer dos estudos, conseguimos demonstrar
que a decomposicao vale para corpos bem especificos, a saber, Teorema 4.1.18. E dentre os
corpos para os quais demonstramos valer a decomposicao do grupo de Galois se inserem os corpos
tais que dimp, F'*/R(F') = 1, que sao corpos formalmente reais com duas algebras de quatérnios,
a menos de isomorfismo.

Vamos voltar a falar da conjectura em geral, pois dela extraimos objetos interessantes. A expec-
tativa de demonstrar que o grupo de Galois Gal(F(2)/F'), onde F é um corpo tal que |3 Br(F)| = 2,
¢ decomponivel em um produto livre da forma £ * D com L livre e D de Demushkin, vem dos
seguintes fatos:

1. Se F' é um corpo tal que R(F) = F* e F*/R(F) tem dimensao finita como Fy—espago
vetorial, entao G(F') é livre de posto finito.

2. Se F ¢ um corpo tal que R(F) = (F*)* ¢ F*/R(F) tem dimensao finita como Fy— espaco
vetorial, entao G5(F') é um grupo de Demushkin.



E nossa estratégia era a de construir duas extensoes L e H satisfazendo a segunda afirmagao
do seguinte teorema devido a Neukirch:

Teorema Sejam F um corpo qualquer e {H; C F(2)}, j € J, 2—eatensoes de F. Denotando por
G; o grupo de galois Gal(F(2)/H;), sdo equivalentes:

(i) Ga(F) =~ *je;,Gj

(ii) Res' : H(G) — @ H'(G;), é um isomorfismo para i = 1 e monomorfismo para i = 2,
jeJ
onde Res® e d funcdo restricdo.

Com este objetivo paralizado, fizemos o caminho inverso utilizando o teorema acima. Isto é,
assumimos ter um corpo F' tal que o Go(F') possui uma decomposigao em produto livre na categoria
dos pro-2 grupos da forma

Go(F) = L+«Dyx---x Dy,

onde D; é um grupo de Demushkin para todo ¢ = 1,...,t e £ é um grupo livre. Nesse caminho
descobrimos a necessidade de o grupo quociente F*/R(F') posssuir uma base, como Fs—espaco
vetorial, com boas propriedades. Mais especificamente, para que tal decomposicao seja verdadeira
é necesséario, mas ainda ndo mostramos ser suficiente, que o Fy—espaco vetorial F*/R(F") possuia
uma base {z1,...,x,}, que, dentre outras propriedades, satisfaga (F'* : Dp(l, —z;)) = 2, para
todo7=1,...,n. A esta base demos o nome de Base Distinguida.

Pensavamos agora que nosso objetivo nao era de todo inoportuno, pois se F' é um corpo tal que
|oBr(F)| = 2, entao toda base de F'*/R(F') é uma base distinguida. Este fato é verdadeiro pois
sabemos que para um elemento z € F* \ R(F'), o conjunto das élgebras gerados por z, usualmente
denotado por Qg(x), é isomorfo como Fo—espago vetorial a F'*/Dp(1, —x). Desta forma, como
Qr(z) é um subgrupo de o Br(2), temos que (F* : Dp(1,—x)) < 2.

Continuando com a descri¢ao do trabalho, no Capitulo 3, além de apresentarmos formalmente
as bases distinguidas, faremos um estudo sobre extensoes quadraticas radicais de um corpo F' que
possui base distinguida. Podemos destacar como resultados principais, os Teoremas 3.2.23 e
3.2.27. O primeiro deles é o Teorema 90 de Hilbert, j4 mencionado acima. Este resultado é uma
das contribuigoes da tese, uma vez que generaliza as versoes encontradas na literatura até entao.
Ainda, como consequéncia deste resultado, mostramos que o grupo de Galois Gal(F,.r/F) é livre,
assumindo que F' é um corpo com base distinguida.

O segundo teorema que destacamos garante que se F' possui base distinguida completa(veja
Definigao 3.2.13) entdo toda extensdo quadratica K = F(y/a) radical também possui base dis-
tinguida completa. Podemos ressaltar que, no caminho para encontrar estes resultados, obtivemos
muitos resultados auxiliares que também sao importantes e que motivaram a continuidade dos
estudos.

No Capitulo 4, continuamos nossos estudos sobre a existéncia de bases distinguidas para exten-
soes quadraticas, agora sem a restricao de radicalidade. E neste caminho chegamos a conclusoes



importantes sobre a estrutura cohomoldgica dos corpos com base distinguida. O resultado mais
importante que obtivemos neste capitulo ¢ o Teorema 4.1.20, que garante que se F' é um corpo
com base distinguida completa cuja partigdo principal ndo possui subconjuntos unitarios(veja De-
finigdo 1.2.4) entdo a dimensdo cohomoldgica de F ¢ igual a 2, isto é, H'(F) ¢ nulo para todo
i > 3. A parte final do capitulo é dedicado ao caso em que a base distinguida completa do corpo F’
admite particdes unitarias. Nesta parte final demonstramos o Teorema 4.1.15, que entre outras
afirmagoes, garante que F, neste caso, é formalmente real com tantas ordens quantas forem os
subconjuntos unitarios da particao principal.

Finalmente, dedicaremos o ultimo capitulo da tese para o estudo das extensoes quadraticas nao
radicais de corpos com base distinguida completa. Apresentaremos neste capitulo o Teorema 90 de
Hilbert, versao radical de Kaplansky, para extensoes quadraticas nao radicais de corpos com base
distinguida completa, Teorema 5.1.8. Ainda, mostraremos a existéncia de base distinguida para
extensoes quadraticas nao radicais de corpos com base distinguida completa. Este ultimo fato,
juntamente com os resultados alcancados no Capitulo 3, garantem a existéncia de base distinguida
para 2—extensoes finitas quaisquer de F.



Capitulo 1

Preliminares

Com o objetivo de dar completude ao trabalho, apresentaremos neste capitulo alguns resultados
sobre a teoria algébrica das formas quadraticas, algebra de quatérnios e o Teorema 90 de Hilbert,
versao extraida da Teoria de cohomologia de grupos. Salientamos que estes resultados aparecem
dispersos na literatura e para um estudo mais geral, sugerimos [L |, [M ] e [R ]. Ainda, poderemos
omitir algumas demonstragoes, dando as devidas referéncias.

1.1 Resultados sobre formas quadraticas

Assumiremos, para o restante do trabalho, que o leitor esteja familiarizado com as notacgoes e
resultados gerais acerca das formas quadraticas sobre um corpo F. Entretanto, alguns resultados
extraidos da literatura que foram importantes para o desenvolvimento serao apresentados.

Neste capitulo, as formas quadratica que desempenharao papel importante serdao as n—forma
de Pfister, que serao denotadas por ({ai,...,a,)).

Usaremos com frequéncia que se g ¢ uma forma de Pfister, entdao Dr(q) é subgrupo de F'*, veja
[L ]. E estes grupos serao muito importantes para a desenvolvimento do trabalho.

Ainda, pela [L |, IF é um ideal de W(F) e é gerado, como grupo abeliano aditivo, pelas
1—formas de Pfister. Além disso, para cada n € N podemos considerar as poténcias do ideal
fundamental, I"F, que sao geradas, aditivamente, pelas n—formas de Pfister. Desta forma, temos
que I™F C I"F se m > n, e usaremos os grupos quocientes I"F/I"*1F para fazer a ligacdo entre
a Teoria de formas quadraticas e a Cohomologia Galoisiana, que estabeleceremos mais adiante.

Apresentaremos, a seguir, resultados envolvendo g—formas de Pfister, os grupo de valores das
g—forma de Pfister Dr(q), e o ideal fundamental, I F, do anel de Witt do corpo F.

Lema 1.1.1. Sejam F um corpo e a,b € F*. Entaoa € Dp(1, —b) se, e somente se, b € Dp(1, —a).

Demonstragio. Pela simetria do resultado, vamos mostrar simplesmente que se a € Dgp(1,—b),
entdo b € D (1, —a). Vejamos, se a € Dp(1l, —b), entdo existem ¢,d € F*, ndo ambos nulos, tais



que a = c®—bd?. Sed = 0, entdo a € (FX)2 e a 1-forma de pfister (1, —a) é universal, o que implica
que b € Dp(1, —a). Supondo entdao que d # 0 e multiplicando a igualdade por d—2, teremos que
b= (cd™)? —a(d™')?, isto é, b € Dp(l, —a). O

Vamos relembrar, na definigdo a seguir, as operagoes do anel de Witt W (F).

Defini¢ao 1.1.2. Se ¢ ~ (a1,...,an) € @2 =~ (by,...,by), sio duas formas quadraticas em W (F),
entao

1. a soma de q1 e @9, usualmente denotada por 1, é dado por
q1 J—(12 =~ <a1a"'7an7b17"'abm>;
2. a produto de q e qo, usualmente denotada por ®, é dado por

q1 & qo =~ <a1b1, c ,Clibj, C 76Lnbm>.

Note que q1 L qo tem dimensao n+m e ¢ ® qo tem dimensao nm.

Lema 1.1.3. Seja ¢ uma n—forma de Pfister qualquer sobre um corpo F. Para a,b € F* temos
que
Dp(p @ (1, —a)) N Dp(p @ (1, =b)) = Dp(p ® (1, —a)) N Dp(p @ (1, —ab))

Demonstragio. Desde que as formas (1, —b) e (1, —a?b) sdo isométricas, basta mostrar que

Dp(p @ (1,=a)) N De(p @ (1, =) € Dr(e ® (1, —a)) N Dp(p © (1, —ab)).

Seja © € Dp(p ® (1,—a)). Considerando que ¢ é uma n—forma de Pfister, entdo existem
2"—uplas 21, 29, 21, 2} tais que © = p(21) — ap(z2) = p(2]) — bp(2).

Agora, se p(z2) = 0 ou p(24) = 0, entdo x = ¢(z1) ou & = Yz, mas em todo caso, temos que
x € Dp(p) e ainclusdo estd demonstrada, uma vez que Dr(¢) é um subgrupo de Dp(¢ ® (1, —a)),
Dp(p®(1,-b)) e Dr(p © (1, —ab)).

Assuma entdao que p(z9) # 0 e p(25) # 0. Dai, temos que a = ©(21)p(22)"" — zp(22)7?
e b = p(z))p(zh) ™t — zp(25)! e ambos estdo em Dp(p ® (1, —x)). Desta maneira, temos que
ab € Dp(p® (1,—x)), desde que Dp(¢ ® (1,—z)) é um subgrupo de F*. Logo, existem duas
2"—uplas u, v tais que ab = p(u) — zp(v).

Suponha que ¢(v) = 0. Entdo ab = p(u) e, consequentemente, podemos escrever a = ¢(u)b™2b.
Agora, p(a) — ap(B) = ¢(a) — bb2p(u)p(B) € Dr(p @ (1,—Db)), onde «, 8 sao duas 2"—uplas
quaisquer. Dai, Dp(¢® (1, —a)) € Dp(e® (1, —b)). Analogamente, como estamos assumindo ab =
¢(u), podemos escrever b = p(u)a"2a e pelos mesmos argumentos, temos que Dp(p @ (1, —b)) C
Dr(e ® (1,—a)). Portanto, Dp(¢p ® (1,—a)) = Dp(¢ ® (1,—-b)). Usando o mesmo procedimento
acima com ab e 1, terfamos que Dp(p ® (1, —ab)) = Dp(p® (1,—1)) = F*. Concluimos assim que
se p(v) = 0, entdo a inclusdo segue.

Suponha agora que ¢(v) # 0. Entao, * = p(u)p(v)™! — abp(v)™ € Dp(p @ (1,—ab)) e a
inclusao também ¢é verdadeira.

-1
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Sabemos que toda extensao quadrética de um corpo F, K = F(y/a), é galoisiana. Considerando
o grupo de Galois Gal(K/F) = {1,0}, aaplicagdo N : K — F, dada por N(x) = xo(z) é chamada
de funcdo norma da extensao K/F.

Observe que se x € K*, entdo x = a + 8/a, com «, f € F nao ambos nulos. Portanto,

N(x) = (@ + Bva)(a — 8v/a) = a? — Fa € Dp(1,—a).

E reciprocamente, se dado ¢ € D (1, —a), temos que existem «, § € F, ndo ambos nulos, tais que
¢ =a?— %a. Tomando x = a + 3y/a € K* segue que N(z) = c.
Portanto, temos que N(K*) = Dg(l, —a).

Enunciaremos a seguir o Teorema 90 de Hilbert, que seréd utilizado no decorrer do trabalho.

Teorema 1.1.4 (Teorema 90 de Hilbert). Sejam K = F(y/a), uwma extensio quadrdtica de F, e

x € K*. Entao N(z) = 1, se, e somente se, existe y € K tal que v = ——, onde o é o gerador de

a(y)
Gal(K/F). Em particular, N(z) € (F*)* se, e somente se, & € F*(K*)*.

Demonstragdo. [La | O

Sabemos que para um corpo F, (F X)2 ¢ subgrupo de F*. Desta forma, podemos definir a
seguinte funcao, induzida pela inclusao,

F~ K>
><2—> x)2?
(£7%) (K)

r*

dada por r*(c(F*)?) = ¢(K*)*.
Ainda, como N(K) C F*, podemos também definir
—  K* ke
: 7 29
(£) (£%)

dada por N(z(K*)*) = N(2)(F*)*. As aplicacdes r* ¢ N nio homomorfismos de grupos.

Lema 1.1.5. Considere K = F(y/a), r* ¢ N como acima. Entio
F* .~ K* 5§ Dp(l,—a)
3 3 2
(£) (K>) (£7)

¢ uma sequéncia exata de grupos e homomorfismos.

1 — {(F)?, a(F)*} —



Demonstragio. Note que se 2 € F* N (K*)?, entdo 2 = (o + f/a)? = o2 + a2 + 2a8+/a. Logo,
temos que 2a8 = 0 e assim, z = o2 € (F*)? ou x = aff? € a(F*)*. E como a € (K*)?, temos que
X

a sequeéncia é exata em W Além disso, N é sobrejetora, pois Dp(1, —a) é a imagem da funcao
norma.
K
Falta entdo mostrar que a sequéncia é exata em W Note que N(a) = o? para todo

a € F e assim, a imagem de r* estd contida no nicleo de N. Reciprocamente, seja z € K tal
que N(z) € (F*)? ou seja, N(z) = o para algum o € F*. Dai, temos que N(za~') = 1 e, pelo
u

Teorema 1.1.4, existe u € K tal que za~! = ——, onde o é o gerador de Gal(K/F.) Assim,

o(u)

o que implica que

= K*)°.
N N
Portanto, z pertence a imagem da funcao r*.

]

Sejam F' e K = F(y/a) como acima e para y = b+ cy/a # 0 € K defina o seguinte funcional
linear

Sy K — F
a+ Bya — ac— pb.
Vamos a seguir recordar alguns fatos envolvendo o transfer de Scharlau. Para o funcional
definido acima, tomaremos as construgoes que podem ser encontradas em [L |. Ainda, usaremos a
fungao transfer apresentada em [CR ].

Proposigao 1.1.6 (Cordes-Ramsey). Sejam z,y € K e considere o funcional linear s, definido
acima. Entao s;(r) = y(1,=N(xy)), onde v € Dp(s;(x)) e N denota a fungido norma da extensdio

K/F.

Demonstragio. Temos que x = a+5+/a e y = b+cy/a e desta maneira, xy = ab+Sca+ (ac+Pb)/a.
Além disso, a forma (z)x tem por forma bilinear

B,: KxK — K
(z,t) +— zzt.

Tomando a base {1,+/a} de K sobre F, temos que a matriz da forma bilinear s,(B,) serd

(ot et )= (50 2 )

que tem determinante a(ac — 3b)% — (afBc — ab)?.
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Note que a(ac— Bb)? — (afic — ab)?* = a(ac+ b)? — (aBc+ ab)?, pois desenvolvendo os quadrados
teremos 2abca S —2abcaS no primeiro e —2abcaS+2abcaf no segundo caso, e ambos sao iguais a 0.
Logo o determinante da matriz é a(ac+3b)?—(afc+ab)? = —((aBc+ab)?—a(ac+5b)?) = —N(xy).
Por construcio, temos que a dimensdo de s;(z) é 2. Agora, tomando v € Dpg(s;(r)), entdo
sy(x) = (7, =yN(ry)), e o resultado segue.

]

O resultado acima nos da a imagem da funcao transfer para um elemento y € K qualquer.
No préximo resultado, vamos fazer uma relagao entre a fungao transfer sj e a fungao transfer sj,
denotada simplesmente por s*.

Corolario 1.1.7. Sejam K = F(y/a) uma extensio quadrdtica do corpo F, s : K — F o funcional
liner satisfazendo s(1) =0 e s(v/a) =1, e N a fung¢io norma da extensao K/F.
Para o funcional linear s,, temos que s,(kz) = s(z) para todo z € K, onde k = —y/N(y).
Ainda, para as respectivas fungoes transfer temos s; o (k) = s*.

Demonstrag¢io. Sejam z = u + vy/a,y = b+ cy/a € K. Entao yz = (bu + acv) + (bv + cu)/a e

= (557) (552

_C<—(bu+acv)> B <—(bv+cu)) _ —cbu —acv +b*v +beu

N(y) N(y) N(y)
b? — ac?
:vizvzsu—l—v\/a = s(%),
Vi (u+ 0v/a) = 5(2)
ficando assim demonstrada a relagao entre s, e s, do que decorre s; o (k) = s*. O

Corolario 1.1.8. Mantendo as notacoes do Coroldrio 1.1.7, considere ¢ uma forma quadrdtica
sobre o corpo K = F(y/a). Entdo s,(q) ¢ isotrdpica se, e somente se, eviste f € F* tal que

fy € Dk(q).

Demonstragdo. Suponha que s

ES

+(q) seja isotropica. Entdo existe v € Dg/(q) tal que s,(z) = 0. Mas
isso implica que x € ker s, = yF. Assim, temos que = = fy, para algum f € F. Por outro lado, se
existe f € I’ tal que x = fy, temos que s,(x) = 0 e portanto, s;(q) é isotrépica. ]

Este resultado finaliza o estudo da funcao transfer. Apresentaremos agora o principio da
norma que serd uma de muitas aplicagoes das fungoes transfer.

Teorema 1.1.9 (Principio da Norma). Sejam F um corpo e K = F(y/a) uma extensdo quadratica
de F. Denotando por N a fun¢do norma da extensdo, entdo parax € K* ec € F* temos o sequinte:

N(z) € Dp(l, —c) se, e somente se v € F*Dg(1, —c).



Demonstragio. Note que N(z) € Dp(l,—c) é equivalente a (1, —c,—N(x),cN(z))r ser isotrd-
pica sobre F. Agora, pela Proposi¢ao 1.1.6, s*({(x) ® (1,—c)k) = s*({(x)) L —es*({x)) =
a(l,—c,—N(z),cN(z)), onde a« € F*. Logo, s*(z ® (1,—c)k) ¢ isotrépica, que é equivalente
a F* N Dg(x @ (1,—c)g) # 0 pelo Corolario 1.1.8, com y = 1. Desta forma, temos que
N(z) € Dp(l,—c), se, e somente se, existe § € F* tal que f € Dg(x ® (1,—c)k). Mas dai,
B = zy, onde y € Dg (1, —c) e consequentemente, * = By~ € F*Dg(1, —c), pois Dg (1, —c) é um
subgrupo de F'*.

[

Estudaremos os grupos de valores de 1—forma de Pfister sobre F' e em extensoes quadraticas
de F.

Lema 1.1.10. Sejam F um corpo e ay, ay € (F*) tais que ajay # (F*)*. Considere K; = F(\/a;),
i = 1,2. Denote a extensio F'(\/ay,/az) por L e tome K = F(\/a1a3). Considere também N :
L — Ky, N\: L — Ky, Ny : K — F e Ny : Ky — F, as fungdes norma correspondentes.
Se eziste z; € K; tais que Ni(z1) = Na(z9) entdo existem z € L e ¢ € F tais que Ni(z) = cz; e
Ni(z) = czs.

L
N Ny
K, K Ky
M N,
F

Demonstra¢io. Vamos escrever G = {1,071, 09,0102} para o grupo Gal(L/F'), onde O1)y, = id e
02|, = id. Desta maneira, temos que Gal(K1/F) = {1,01} e Gal(K/F) = {1,0}. Note ainda
que K é o corpo fixo por {1,010} e seja N’ : L — K a func¢do norma correspondente. Entao,
usando as propriedades descritas acima, temos que

N(znzn') = (az')oos(az’) = (2125)o1(21)02(2) "

= (2101(21))(25 '02(22) ") = Ni(21)No(22) ™" = L.
Pelo Teorema 1.1.4, temos que existe u € L tal que

z1 (% .
— = ————, ouseja, uzy = 210102(u).
29 0'102(U)
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Seja z = zou € L e observe que
2009(2) = 2909(29u) = 2909(z10109(1))
= zz101(u) = 2101(20u) = z101(2).
Agora, seja ¢ = N!(2)zy ' € K. Entdo

. z01(2) _ 209(2) _ Ni(z) € K.
Z9 Z1 Z1

Consequentemente, temos que ¢ € K; N Ky = F e além disso,

Ni(z) = cz9 € Ny(2) = c21.

Lema 1.1.11. Sejo K = F(y/a), onde a € F* ~ (F*)*. Para qualquer b € F*, temos
DK<1, b> N " = DF<1,b>DF<1,CLb>

Demonstragio. Note primeiramente que Dy (1,b) = Dg(1,ab), pois a € (KX)Q. Logo temos que
Dp(1,b)Dp(1,ab) € Dk(1,b), o que mostra uma inclusdo. Para mostrar a outra inclusdo, tome
x € Dg(1,b) N F* e sejam «, 3,7,0 € F tais que z = (a + /a)? + b(y + dv/a)* = o® + f%a +
Y2b + 6%ab + 2(a3 + v0b)+/a. Conseqiietemente, aff +vob =0 e

r=0a’+ fa+~b+6%ab. (1)
Vamos agora, separar em dois casos. O primeiro caso que analisaremos é quando 5 = 0 e entao
v =0o0ud =0. Para v = 0, temos que * = a? + §%ab € Dp(1,ab). Agora, se 6 = 0, temos que
r = a? 4+ 7%b € Dr(1,b). Portanto, para 3 = 0, temos que x € Dp(1,b) Dr(1, ab).
O segundo caso, 8 # 0, multiplicando () por 5% e usando que a3 = —7db, temos que

42 = (af)? + B2B%a+ 5% + 6*B%ab
= (—y0b)* + F25%a + 2% + 8 ab
= °b(0°b+ B%) + Ba(5* + 0%D)
= a(B+ (va )ab)(B? + 6°D),
portanto, multiplicando ambos os lados por a~!, temos

z(Ba1)%a = (82 + (ya')?ab) (5% + 6b) € Dp(1,b)Dp(1, ab).

Agora, desde que Dp(1,b)Dp(1,ab) é subgrupo de F* que contém b,ab e (FX)2 entdo contém
também a. Logo, © € Dp(1,b) Dr(1,ab), mostrando a outra inclusao.

]
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Corolario 1.1.12. Considerando a situac¢iao como no Lema 1.1.10, temos que a sequinte sequén-
cia é exata

1 — {(F¥)?, aa(F*)*} = (Dp(l, —a1) D (1, —a1a,))/(F*)° Ly Dy (1, —an) /(Ko *)°
22 (Dp(1, —a1) N Dp(1, —as)) /(FX)? —> 1,

onde j € induzido pela inclusio F' C Ky e Ny por No.

Demonstragio. Note que ay € Dp(1, —ay)Dp(1, —ajas) e ay ¢ (F*)?, assim i esta bem definido e é
injetivo. Além disso, pelo Lema anterior, temos que D (1, —a;)Dp(l, —ajas) = Dy, (1, —a;) N F*
e assim a inclusao F' C K3 induz a fungdo j. Ainda, como visto na demonstra¢ao do Lema 1.1.5,
(Kx)g NF = (FX)*Uay(F*)?, isto é, o niicleo da funciio j é {(F*)?, aqy(F*)*}.

Observe que a imagem de j estd contida no nticleo de Ns.

Falta entdo mostrar que (Dp(1, —a;) N Dp(1, —as))/(F*)* ¢ a imagem de N, e que o nticleo de
N, estd contido na imagem de j.

Observe, da notagdo do Lema 1.1.10, que Dk, (1, —a;) é a imagem de Nj. Assim, se z €
Dk, (1, —a;) entdo existe u € L = Ky(y/a1) tal que Nj(u) = z. Portanto Na(z) = Na(Nij(u)) =
Ni(Ni(u)) € (Dp(l,—a1) N Dp(l, —as)) e Ny induz Ny.

Vamos agora mostrar a sobrejetividade de No. Para x € (Dp(1, —a1) N Dr(l, —as)), existem
21 € Ki e z5 € Ky tais que Ni(z1) = = e Ny(z3) = z. Pelo Lema 1.1.10, existe z € L e
c € F tais que Nj(z) = cz9 e Nj(2) = cz;. Desta maneira, >z = Ny(cz) = No(Nj(z)). Ainda,
N{(2) € Dk, (1,—a;) e dai, z = ¢ 2Ny(N{(2)) € No(Dg,{(1,—a;)) e Ny é sobrejetiva.

Seja & € Dy, (1, —ay) tal que Ny(z) € (F*)*. Pelo Teorema 1.1.4, existe u € K, tal que

U u?

y  oaw)  Ny(u)

onde y = oy(z).
Dai, yNy(u)™! = zu™? € F N Dg,(1,—a;) e pelo Lema anterior, segue que yNo(u)™' €
Dp(l, —a1)Dp(1l, —ajas) e assim,

2(K5*)* = yNo(u) " (K2*)" = j(yNa(u) ™ (F*))

o que implica que o niicleo de N, estd contido na imagem de j. O

1.2 Algebras de quatérnios

Apresentaremos nesta se¢ao alguns resultados sobre as dlgebras de quatérnios. Sugerimos Ca-
pitulo 3 de [L ]| como leitura complementar. Os resultados que apresentaremos serao utilizados
com frequencia durante o trabalho e fixaremos algumas notacgoes para facilitar a leitura.

Comecaremos apresentando a definicao formal de uma &algebra de quatérnios.
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Para a,b € F*, a algebra de quatérios gerada por a e b, e denotada por (a, b) p, é a F—algebra
de dimensao 4 com base {1,1, j, k, }, onde

i*=a, j2=0b, ij=—ji=k.
Desta forma, os elementos 7, j, k anticomutam. Ainda, podemos identificar o grupo multiplica-
tivo F* em (a,b)r como sendo o subespaco gerado por 1, isto é, {1-a | a € F*}.
A seguir, um resultado que apresenta algumas propriedades das algebras de quatérnios.

Proposicao 1.2.1. 1. (a,b)r ® K ~ (a,b)k, onde K é uma extensio de F.
2. (a,b)r ~ (az? by*)F, onde a,b,z,y € F*.
3. (=1,1)p =0 € oBr(F), isto €, a representa a classe trivial do subgrupo o Br(F) de Br(F).

4. (a,b)p é uma dlgebra central simples, isto €, o centro de (a,b)r € o subespagco 1 - F e nao
possui ideiais bilaterais ndo triviais.

Demonstragdo. [L |.
[

Vimos na se¢ao anterior que as 1—formas de Pfister sobre um corpo F estao ligadas diretamente
a normas de extensoes quadraticas de F. Estamos interessados em estabelecer uma conexao entre
algebras de quatérnios e 2—formas de Pfister.

Desta maneira, poderemos estudar as propriedades de (a,b)r usando a forma quadrética asso-
ciada.

Para cada © = x¢ + 219 + 22j + 23k € (a,b)r definimos o conjugado de x por T = x¢ — x1i —
x9) — x3k. Note que x € F' se, e somente se, v = Z. Considere agora as seguintes fungoes:

tr: AXxA — F
Iy + YT

(z,y) — 5

N (a,b)p — F
x —  tr(z, x)

Note primeiramente que a funcdo tr estd bem definida, pois tr(z,y) = tr(z,y) e consequente-
mente tr(z,y) € F.

Ainda, tr é uma funcao bilinear e simétrica, definindo um produto interno sobre o espago
vetorial (a,b)p. A forma quadritica associada & fungao serd a fungdo N, chamada também de
norma.
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Com relagao ao produto interno tr, temos que a base {1, 1, j, k} é uma base ortogonal e portanto
a forma quadrética N tem como representante a forma quadratica (N (1), N(i), N(j), N(k)). Note
que N(1) =1, N(i) = —i* = —a, N(j) = =b e N(k) = —k* = i*j2 = ab.

Portanto, temos que a forma quadratica (N (1), N (i), N(j), N(k)) é justamente a 2—forma de
Pfister (1, —a, —b,ab) = (1, —a) ® (1, =b).

No préximo teorema, agrupamos alguns resultados acerca das algebras de quatérnios que usa-
remos mais adiante. As demonstragoes podem ser encontradas em [L], dispersas entre as paginas
58 e 75.

Teorema 1.2.2. Mantendo as notacoes acima, as sequintes afirmacgoes sao verdadeiras:

1. Para a dlgebra de quatérnios (a,b)r sao equivalentes:

(a) (a,b)p € um anel com divisao
(b) {a,b) € anisotropica.
(c) (—a,—b,ab) € anisotropica.
(d) a ¢ Dp(1, D).
(e) 1 ¢ Dr{a,b).
2. Se (a,b)p nao é anel com divisio, entdo (a,b)r ~ My(F) e (1,—a,—b,ab) ~ (1,—1,1,—1).
Além disso, a € Dp(1, —b).

3. Dados a,b,c,d € F*, sao equivalentes:

(a) (a,b)p ~ (¢,d)p.

(b) (1,—a,—b,ab) ~ (1, —c, —d, cd).

(c) Eziste e € F* tal que (a,b)r ~ (a,€)p, (¢,d)r ~ (c,e)r € (ac,e)p ~ My(F).
(d) bDp(1,—a) NdDp(1,—c) N Dp(1, —ac) # 0.

4. Dados a,b,c € F*, valem:

(a)
(b)
(c)
(d)

a,b)p ~ (b,a)p.
lL,a)p ~ (a,—a)p ~ My(F).
a,a)p ~ My(F) se, e somente se, a ¢ Dp(1,1).

a, b)F SQF (C, b)F >~ ((IC, b)F SQF MQ(F)
Em particular, (a,b)r @p (a,b)r ~ My(F) @p My(F) ~ My (F).

~—~~ I~ —~

A equivaléncia entre os items 3a e 3¢ do Teorema 1.2.2 é chamada de propriedade linkage,
que ¢ uma das mais importantes propriedadas das algebras de quatérnios.

14



1.2.1 Grupo de Brauer

Neste paragrafo, vamos apresentar o grupo de Brauer de um corpo F. Considere inicialmente B
o conjunto {A | A é algebra central simples sobre de dimensao finitaF'}. Para A, B € B dizemos
que A e B sao Brauer equivalentes se existem inteiros n, m tais que

Esta relagdo é uma relagdo de equivaléncia e denotaremos por Br(F) o conjunto das classes de
equivaléncia.

Sejam agora [A], [C] € Br(F) e defina a seguinte operacao binaria

+: Br(F)xBr(F) — Br(F)
(A, [B])  +— [A®r D]

Com esta operagao, temos que Br(F') é um grupo comutativo com elemento neutro 0 = [M,,(F)].
O grupo Br(F') é chamado de grupo de Brauer do corpo F. Por abuso de notagio, poderemos
escrever simplesmente A para representar a classe [A] em Br(F).

Nosso interesse estd no conjunto 2Br(F) = {A € Br(F); A®r A = 0 € Br(F)}, isto é, o
conjunto das algebras sobre F' de ordem 2. Em vista do item 4. parte (d) do Teorema 1.2.2,
temos que as classes representadas por algebras de quatérnios pertencem a o Br(F).

Pelas propriedades de dlgebras centrais simples, temos que o Br(F') é um subgrupo de Br(F')
e, pelo teorema de Merkurjev, que apresentaremos a seguir, o Br(F') é gerado aditivamente, pelas
classes de algebras de quatérnios.

Teorema 1.2.3 (Merkurjev). Mantendo as notagoes anteriores, temos que a aplicag¢do

o 2F/BF — LBr(F)
(1,—a,—b,ab) + PF +—— (a,b)p

se estende, por linearidade, a um isomorfismo de grupos.

Desta forma, se A € o Br(F), entdo existe n € N tal que

A~ (a1,b1)F b---D (ambn)F % Mn(F)

Para um corpo F, denotaremos por Qr(b) o conjunto das classes de algebras de quatérnios
sobre F' geradas por b, isto é, Qr(b) = {(a,b)r | a € F*}.

Proposigao 1.2.4. Sejam F um corpo e b ¢ (FX)Q. Entao temos um isomorfismo
QF(b) >~ FX/DF<1, —b)

Demonstragio. Considere a seguinte aplicacao ¢ : F*/(F*)*> — Qg(b), dada por o(a(F*)?) =
(a,b)r. Note que ¢ é um homomorfismo sobrejetor. Pelo item 2. do Teorema 1.2.2; temos que
o nicleo de ¢ é o grupo Dp(1, —b). Portanto, temos o resultado. ]
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O préximo resultado caracteriza as intersegoes Qr(b) N Qr(c), onde b, c € F*.

Proposicao 1.2.5. Para a,b € F* temos que
QF(CL) N QF(b) ~ DF<17 —ab>/DF<1, —(l> N DF<]_, —b>

Demonstra¢do. Vamos definir uma aplicagdo ¥ de Dp(1, —ab) em Qr(a) NQr(b) de forma que seja
homomorfismo sobrejetor com nicleo D (1, —a) N Dp(1, —b).

Seja entao ¥ : Dp(l, —ab) — Qr(a), dada por () = (a,a)r. Como o € D (1, —ab) temos
pelo item 3 do Teorema 1.2.2 que a classe de («, ab)r seja nula em o Br(F') e consequentemente
(a,a)r = (b,a)p como classes de o Br(F'). Logo, segue que Im9 C Qp(a) N Qr(b) e podemos
considerar entdo v : Dp(l,—ab) — Qr(a) N Qpr(b). Usando novamente o item 3. do Teorema
1.2.2 temos que ¥ é um homomorfismo injetor com nuicleo Dp(1, —a) N Dp(1, —b).

Falta mostrar que 9 é sobrejetiva, isto é, Im 9 = Qr(a) NQr(b). Seja entdo Q € Qr(a)NQr(b) e
z,y € F* tais que Q ~ (z,a)p ~ (y,b)p. Pelo item 3. parte (¢) do Teorema 1.2.2 existe z € F*
tal que (z,a)F ~ (x,a)p, (2,b)F =~ (y,b)F € (z,ab)p = 0 € yBr(F). Portanto z € Dg(l, —ab) e
Y(z) = @, mostrando a sobrejetividade da aplicagao 9.

[

1.3 Fecho quadratico e cohomologia galoisiana

Esta secao serd destinada a apresentagao formal do fecho quadratico de um corpo F' e alguns
resultados extraidos da Cohomologia Galoisiana, que usaremos no decorrer do trabalho.

_ Convém relembrar que F' é um corpo quadraticamente fechado se F* = (FX)Z. Denotando por
F' o fecho algébrico de F, o corpo
F(2)= () E,

ECF

onde F é quadraticamente fechado, possui as seguintes propriedades:

1. F(2) é quadraticamente fechado e minimal para esta propriedade, isto é, se K ¢é corpo
quadraticamente fechado tal que ' C K C F, entao F(2) C K.

2. F(2) é uma extensao galoisiana de F.

O corpo F'(2) é chamado de fecho quadratico de F) e as propriedades que citamos sobre F'(2)
seguem diretamente da definicao.

Antes de darmos uma outra caracterizacdo de F(2), que sera tltil para explorarmos o grupo de

Galois Gal(F(2)/F), relembremos que K C F é uma 2—extensao finita de F' se K/F é galoisiana
e [K : F| é um poténcia de 2.
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Teorema 1.3.1. O fecho quadrdtico F'(2) é a unido de todas as 2—extensoes finitas de F.

Demonstragio. [L ].

[]

Pelo Teorema acima, podemos chamar F(2) de a maxima 2—extensao de F.

Vale ressaltar também que se F' ndo for quadraticamente fechado, entdo a extensao F'(2)/F s6
serd finita se F' for um corpo euclidiano. E neste caso, F'(2) serd uma extensao quadratica de F.
Mais espcificamente, F(2) = F(y/—1), veja [L ].

Finalmente, sobre o fecho quadratico, o grupo de Galois da extensao F'(2)/F, que serd denotado
simplesmente por Go(F'), serd dado por:

G (F) = lmGal(K/F),

onde K percorre todas as 2—extensoes finitas de K, como no Teorema 1.3.1.

Durante o nosso trabalho, alguns dos nossos resultados foram obtidos utilizando sequéncias exa-
tas envolvendo grupos de cohomologia com coeficientes em Z/27. E a traducao destes resultados
em Teoria de Formas Quadraticas foi obtida através da Teoria de Kummer e o Teorema de Merkur-
jev. Mais especificamente, o n-ésimo grupo de cohomologia H"(Gy(F); Z,/27.), que denotaremos
simplesmente por H"(F) tem a seguinte caracterizacao paran = 1,2 :

1. HY(F) ~ F*/(F*)*
2. H*(F) ~4Br(F).

A definigao formal dos grupos H"(G, A), onde G' é um grupo pro-finito e A é um G—mdbdulo
discreto, que apresentaremos posteriormente, serd utilizada na demonstragao do Teorema 90 de
Hilbert, versao para o radical de Kaplansky, Teorema 3.2.22.

Teorema 1.3.2 (Teorema 90 de Hilbert). Seja N/F uma extensdo galoisiana de corpos e denote
por G o grupo de Galois da extensio. Entio H'(G,N*) = 1.

Demonstragio. [NSW | O
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Capitulo 2

Radical de Kaplansky e fecho reduzido

Este capitulo sera dedicado ao estudo do radical de Kaplansky de um corpo F' e o comporta-
mento do radical de Kaplansky de Kaplansky de F' em relacao a suas 2-extensoes finitas.

2.1 Radical de Kaplansky

Comecaremos esta secio definindo o radical de Kaplansky. E vélido ressaltar que este radical
apareceu primeiramente em [K |, onde Kaplansky estava interessado no estudo de corpos que
possuem somente duas algebras de quatérnios, a menos de isomorfismo.

Definicao 2.1.1. Seja F' um corpo qualquer e, para cada v € F*, considere o grupo de valores
Dp(l, —z) da 1-forma de Pfister (1, —z). O radical de Kaplansky do corpo F € definido por

R(F)= () Dr(l,—z).

zeF'X
As seguintes propriedades seguem diretamente da definicdo do radical de Kaplansky.
(i) R(F') é um subgrupo de F’*.

(ii) Uma vez que (F*)> C Dp(1, —z), para todo z € F* e R(F) C Dyp(1,1) segue que (F*)* C
R(F) C Dg(1,1), isto é, todo elemento de R(F) é uma soma de no maximo dois quadrados.

Definicio 2.1.2. Dizemos que um corpo F tem radical trivial se R(F) = (F*)* ou R(F) = F*.
No caso particular onde que R(F) = (F*)?, chamaremos o corpo F simplesmente de corpo com
radical reduzido.

Lema 2.1.3. Sejam F um corpo qualquer e R(F) o radical de Kaplansky do corpo F. Entao:

1. Para x € F* temos que x € R(F') se, e somente se, Dp(l, —x) = F*, isto €, se a 1—forma
de Pfister (1, —x) for universal. Em particular, Qr(x) = 0 para todo x € R(F'). Relembremos
aqui que Qp(x) denota o subgrupo de s Br(F') gerado por x.(Veja a Proposi¢do 1.2.4.)
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2. Dp(l,a) = Dgr)(1,a), para todo a € F*, onde Dgpy(1,a) = {ry —rsa; r; € R(F)}.
3. Para x,y € R(F) tal que x +y # 0, temos que x +y € Dp(1,1)

Demonstragio. Para o 1, suponha seja © € R(F'). Pela Definigao 2.1.1 temos que = € D (1, —a)
para todo a € F* e pelo Lema 1.1.1 segue que a € Dp(l, —z), para todo a € F*. Por outro
lado, se Dp(l,—z) = F*, entao, novamente pelo Lema 1.1.1, temos que x € Dg(l, —a), para
todo a € F*, isto é, x € R(F) pela Defini¢do 2.1.1.

Para 2., note que para todo a € F* temos que Dp(l,a) C Dg (1, a), pois (F*)* C R(F).
Agora, se € Dgp)(l,a) entdo existem r,79 € R(F) tais que = 11 + 10 = (1 + aryry?t).
Para mostrar que € Dp(1, a), precisamos mostrar que 1+ aryr;* € Dg(1,a), pois Dr(1,a) é um
grupo multiplicativo e 1 € Dp(1,a). Usando o Lema 1.1.3 temos que para qualquer r € R(F')

Dp(l,a) N Dp(l,ar) = Dp(l,ar) N Dp(l,—r) = Dp(1,ar),

pois D (1, —r) = F* pelo item anterior. Portanto, temos que para todo r € R(F'), Dr(1,ar) C
Dp(1,a) e consequentemente 1+ ar € Dp(1,a) para todos a,r € F*.

Para a terceira parte do lema, vamos assumir que —1 ¢ R(F’), pois caso contrario Dg(1,1) = F*
e a afirmagdo é verdadeira. Tome x,y € F* e escreva v +y = y(1 +xy~') e observe que —xy ™! =
1—(14zy™ ') € Dp(l,—(1+2y™')) e também zy ' € R(F) C Dp(l,—(14+ay~')), pois x,y € R(F).
Como Dp(1,—(1 + xy~1)) é um subgrupo de F* temos que —1 = zy '(zy~ 1)t € Dp(l,—(1 +
zy~1)). Agora, se —1 € Dp(1, —(1 + ay™1)), entdo —1 = a* — b*(1 + zy~') e consequentemente,
(1+zy ) =(ab™1)?2+1-(b71)2 € Dp(1,1). Portanto, temos que x +y € Dp(1,1). O

Como conseqiiencia imediata do item 2. do lema anterior temos o seguinte resultado devido a

Cordes.

Corolario 2.1.4 (Cordes). Seja ¢ = (1,—b) uma 1—forma de Pfister. Para todo r € R(F') temos
que Dp(l,—b) = Dp(1, —br).

Demonstragio. Note inicialmente que, pelo ftem 2 do lema anterior, Dp(1, —br) = Dgm (1, —br).

Como Dpgp)(1l, =br) = Dpgr)(1, —b) temos, usando novamente o item 2 do lema anterior, que
Dr(ry(1, —br) = Dp(1,—b). Portanto, Dg (1, —b) = Dp(1, —br). -

Proposicao 2.1.5. Seja F' um corpo tal que R(F) # F*. Entdo as sequintes condigoes sao equi-
valentes:

1. R(F) € aditivamente fechado, isto é, R(F) + R(F) = R(F).
2. R(F) = Dp(1,1).

3. Existe a € F* tal que R(F) = Dp(1,a).

4. R(F)=Y_F? ¢F ¢ formalmente real.
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Demonstragio. Assumindo 1. e usando que (F*)* C R(F), segue que (F*)* + (F*)* C R(F).
Logo, Dp(1,1) C R(F') que mostra 2., pois R(F) C Dg(1,1) por definicdo. Note que 2. implica
em 1. pelo Lema Lema 2.1.3.

2. implica 3., basta tomar a = 1.

Agora suponha 3., isto é, suponha que existe a € F* tal que R(F) = Dpg(l,a). Neste caso,
a € R(F) e usando o Lema 2.1.3, temos que

R(F) = DF<1,CL> = DR(F)<1,(Z> = DR(F)<1; 1> = DF<1, 1>,

onde a uctima igualdade vem do item 2. do Lema 2.1.3.Portanto, temos 2.

Vamos mostrar que I. implica em 4. Seja x = x7 + 95721 € ZFQ, vamos mostrar que
z € R(F) por inducdo em n. Note que se n = 1, z € R(F) pois (F*)*> C R(F). Agora, suponha
por hip6tese de inducio que z? + ---22_| € R(F). Estamos assumindo que R(F) # F* e entdo,
—1 # R(F) pois caso contrario, R(F') = Dp(1,1) = F* por 2, o que seria uma contradigao.
Usando agora a equivaléncia entre 1. e 2., segue que a2 + ---x2_| + x2 # 0 e consequentemente
v =a}+ 22, +22 € R(F), novamente pelo Lema 2.1.3. Portanto, R(F) = > F? e como
—1 ¢ R(F) temos que F ¢ formalemente real.

Finalmente, 4. implica em 1. trivialmente.

]

Definic¢io 2.1.6. Sejam F e K = F(\/a), onde a € F* ~ (F*)*, uma extensio quadritica de F.
Dizemos que a extensio K/F é uma extensdo radical se a € R(F) ~ (F*)>. Caso contrdrio,
dizemos que a extensao nao radical.

Lema 2.1.7. Seja K = F(y/a), onde a € F* (FX)2, uma extensao quadrdtica qualquer de F.
Entdo as sequintes afirmacoes sdo verdadeiras:

(a) R(F) C R(K).

(b) RIK)NF* ={x € F* | Dp{(l,—x)Dp(l,—xa) = F* e Dp(l,—a) C Dp(l, —x)}.

(¢c) N(x) € R(F), para todo x € R(K), isto é, N(R(K)) C R(F).
Demonstragio. Seja r € R(F') e considere as = a e a; = r no Corolario 1.1.12. Temos assim a
seguite sequencia exata

F~ i Dg(l,—r) ~ Dp(l,—

BTN K<,27’>l> F<>2@>

(£) (K) (£)

Dg(1, — Dp(l, —
K<7’2T> — F<7’2a> é sobrejetiva com micleo j(F*/(F*)?). Note que a
(K>) (£)

imagem da norma de K = F(y/a) em F* é exatamente Dp(1, —a). Desta maneira, temos que
K* = Dg(1, —r), portanto r € R(K).

Dado r € R(F') temos que r € Dg(1,y) para todo y € F*. Aplicando o Corolario 1.1.12
para a; = a e a3 = —y, temos que N(r) € Dp(l,y) N Dp(l,—a). Desta maneira, temos que
N(r) e R(F).

1 — {(F9)?, a(F)*} —

Entdo, N :

]
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Corolério 2.1.8. Sejam K = F(y/a), onde a € R(F) ~ (F*)?, uma extensio quadritica de
F eb € F*. Entio Dg(l,—b) N F* = Dg(l,—b). Ainda, para ay,...,a, € R(F) considere
K, = F(\/a1,...,/an). Entio Dg, (1,~b) N F* = Dp(1, D).

Demonstragio. Usando o Lema 1.2.5, temos que Dk (1, —=b)NF* = Dp(1,—b) Dr(1, —ab). E pelo
Corolario 2.1.4 Dp(l,—b) = Dp(1, —ab), ou seja, Dp(1l, —b) Dp(1, —ab) = Dp(1,—b). Portanto,
Dg(l,=by N F* = Dr(1,—b).

O proximo passo serd demostrado por indugao em n. Se n = 1, entao temos exatamente o caso
que acabamos de demonstrar. Paran > 1 e ay,...,a, € R(F') como acima, existe uma cadeia de
extensoes quadraticas

Ko= K = F(\a) C Ky = K(a) C -+ C Ky, = Ky (y/an).

Vamos supor, por hipétese de inducao que Dk, ,(1,—b) N F = Dgp(1,—b). Agora, pelo caso
anterior temos que D, (1,—b) N K, 1 = Dg, ,(1,—b), uma vez que a, € R(K,_1) pelo lema
anterior.

Portanto,

Dk, (1,=b)NF = (Dk, (1,-b) N K,_1) N F = Dg, (1,=b) N F = Dp(1, —b).
[

Corolario 2.1.9. Seja K = F(y/a), onde a € R(F) ~ (F*)*. Entio R(K)N F* = R(F). Ainda,
para ay,...,a, € R(F) tome K, = F(\/a1,...,\/a,), entao R(K,) N F* = R(F).

Demonstragao. Pelo lema anterior temos que
RIK)NF* ={x € F* | Dp(1,—x)Dp(l, —xa) = F* e Dp(l,—a) C Dp(l,—x)}.

Agora pelo item 1. do Lema 2.1.3, temos que Dr (1, —a) = F* e consequentemente, R(K)NEF* =
{r € F* | Dp(l,—x) = F*}. E usando novamente o item 1. do Lema 2.1.3 podemos trocar a
igualdade Dp(1, —z) = F'*} por € R(F) e o resultado fica demonstrado.

A segunda parte serd demonstrada por indugdo em n. Se n = 1, entao temos exatamente o caso
que acabamos de demonstrar.

Paran >1eay,...,a, € R(F) como acima, existe uma cadeia de extensoes quadraticas

Ko=K=F(Va) CK = K(ya) C -+ C K, = K, 1(y/an).

Vamos supor, por hipétese de indugao que R(K,_1) N F* = R(F). Agora, pelo caso anterior
temos que R(K,) N K, ; = R(K,_1), uma vez que a, € R(K,_1) pelo lema anterior.
Portanto,

R(K,)NF* = (R(K,) N FK,_1)NF* = R(K,_1) N F* = R(F).
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Vamos agora mostrar um lema mais geral que relaciona R(F) e R(M), onde M é uma extensao
de F tal que M C F(2), relembrando que F(2) denota o fecho quadratico de F' introduzido no
capitulo anterior.

Lema 2.1.10. Para toda 2-extensio M de F temos que R(F) C R(M). Relembramos que M é
uma 2-extensdo de F se F C M C F(2).

Demonstragio. Pela construgao do fecho quardtico, temos que F(2) = U E, onde F é um fecho
ECF
algébrico de F' e E é uma 2-extensao finita.

Note primeiramente que para o caso em que M = F(y/a) onde a € F* ~ (F*)* o resultado
segue do Lema 2.1.7.
Para uma 2—extensao finita R(F) C R(F) segue por indugao sobre o grau [E F], pois E pode
ser obtido de F' por uma cadeia finita de extensoes quadraticas Fop = F C F; C--- C F, = F.
Vamos agora ao caso geral. Sejam r € R(F') e y € M, vamos mostrar que y € Dy (1, —r).
Desde que M C F(2) = |J E, entdo y € F para algum E. Portanto, como R(F) C R(E),
ECF

Dp(l,—r) = E* e assim y € Dg(1,—r) C Dy (1, —r). -

2.2 Extensoes radicais

Nesta secao abordaremos somente resultados envolvendo extensoes radicais de F isto é, exten-
soes K = F(y/a), onde a € R(F)~ (F*). Ja apresentamos alguns resultados envolvendo extensoes
radicias, a saber os Corolarios 2.1.8 e 2.1.9. Voltaremos a tratar do Radical de Kaplansky e ex-
tensoes radicais no estudo de corpos com base ditinguida, veja Definigao 3.2.1, e demonstraremos
o Teorema 90 de Hilbert para o radical de Kaplansky em uma versao mais geral, Teorema 3.2.18.

Antes de prosseguirmos, vamos relembrar a caracterizagdo dos grupos de cohomologia H"(F),
ja apresentada no Capitulo 1.

X
Uma vez identificado H'(F) com o grupo de classes de quadrados W, temos que para dois
homomorfimos x4, x» € H'(F), o produto cup x, U xp seréd identificado com a classe (a,b)r em
H?*(F) ~ ,Br(F).
O préximo resultado apresenta a ordem do grupo H?*(K) ~ ,Br(K), onde K = F(y\/a) é uma
extensao radical.

Lema 2.2.1. Sejam F corpo qualquer e K = F(y/a) uma extensao radical de F. Entdo |oBr(K)| =
loBr(F)|?. Além disso a funcdo restricio, Res : oBr(F) — 2Br(K) dada por Res((a,b)r)
(a,b)r @p K, € injetora.
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Demonstra¢io. Considere a seguinte exata longa e [A |.

o= HY(F) —» HY(K) — H'(F) 5~ H*(F) - H*(K) — H*(F) S~ H*(F) — - --

Desde que a € R(F), temos que a aplicagdo x, U _ é nula. Assim, produzimos a seguinte
sequencia exata curta

0 — H*(F) — H*(K) — H*(F) — 0.
E usando as observagoes acima, obtemos:

0— gBT(F) — QBT(K) — QBT'(F) — 0.
Portanto, temos que |, Br(K)| = |Br(F)|>.

Proposigao 2.2.2. Sejam F um corpo e K = F(y/a) uma extensio radical de F. Entdo
(K : Di(1,=b)) = (F : Dp(1, b)),

para todo b € F* ~ (F*)*.

Demonstragdo. De inicio, considere a seguinte aplicagao

o F*)(F*)* — F*/Dp(1, —b).

O ntcleo dessa aplicacio é Dp(1,—b)/(F*)? e portanto pelo primeiro teorema do isomorfismo
temos:

(F>/(F*)")/(Di(L, =b) /(F*)") =~ F* /D (1, =b).

Além disso, usando o primeiro e o segundo teorema do isomorfismo para grupos, temos

(F*Dic(1,=b)/(K*)*) /(Dg (1, =b) / (K*)?) F*Dg (1, =b)/Dk(1, —b)
F*J(F N D (1, —b)) =~ F* /Dp(1, —b).

~
~

Portanto,
[(F* Dic (1, =b)/ (K*)") /(D (1, =) /(K *)’| = |F* /Dr(1,=b)]) ($).
Ainda, usando a sequencia exata do Lema 1.1.5 e observando que Dp(l, —a) = F* e
N=YDp(1,=b)/(F*)*) = (F*Dg(1,=b)/(K*)?), temos que

[(K/(K*)*)JF* Dy (1, —0) /(K*)?| = [(F* /(F*)) /(D (L, =b) /(F*)*)| = |F* /Dp(1,-b)| (1).
Assim, de (t) e (f), obtemos que
[(K/(K*)*) /(D (1, =by/ (K*)*| = |[F*/Dp(1, =b)[.

Novamente pelo primeiro teorema do isomorfismo, temos que

(K : Dg{1, b)) = (F : Dp(1,—b))*.
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Lema 2.2.3. Sejam K = F(y/a) uma extensdo radical, x € K* tal N(z) € R(F) e Gal(K/F) =
{1,0} o grupo de Galois da extensio K/F. Entao valem:

1. Dg(l,—x) = Dg(l,—0o(z)), Qx(z) = Qk(o(x)) e para todo y € K* wvale (z,y)xk
(x,0(y)) k. Consequentemente Dy (1, —x)? = Dk (1, —x) e Qr(z) = Qk(x)°.

I

2. Para y € K* temos que N(y) € Dp(l,—z) se e somente se y € F*Dy (1, —x). Consequen-
temente, N"Y(Dg (1, —z) N F*) = F*Dg (1, —x).

3. Dg(l,—z) N F* = N(Dg(1l,—x)) = N(F*Dg(1, —z)).

Demonstragio. 1. Como o(x) = z(N(x)x™?) e N(z)z™2 € R(K), pelo Corolario 2.1.4 temos que
Dr(1,—0o(x)) = Dp(l, —z). A igualdade o(z) = x(N(x)z~?) mostra também (z,y)x = (o(x),y)x-

Agora, pela Proposigao 1.2.5 temos que Qg (z) N Qk(o(z)) = Dp(l,—N(x))/Dp(l,z) N
Dp(1,—0(2)) = K*/Dp(1,~N(2)) = Qx(x). Logo Qx(x) = Quc(x) N Qx(#(x)) ¢ por simetria
Qr(0(x)) = Qk(2) N Qk(a(x)), também. Logo Qx () = Qx(a(x)).

2. Numa dire¢ao a equivaléncia é trivial. De fato, se y = az, com a € F* e z € Dg(l, —z),
entdo N(y) = a®N(z). Pelo item anterior, Dy (1, —x) é invariante por o e portanto N(z) =
z0(z) € Dg(l,—x), ja que Dg(l,—z) é multiplicativamente fechado. Concluimos entdao que
N(y) € Dk (1, —z), como afirmado.

Na outra direcio observemos primeiro que se N(y) € (F*)?, entao pelo Teorema 90 de Hilbert,
Teorema 1.1.4, y € F*(K*)? e portanto o resultado vale. Vamos entdao assumir que N(y) €
Dy (1, —x) e N(y) & (F*)*.

Temos agora que o(y) = y(N(y)y=2). Como N(y)y =2 € Dg(l,—x) temos que (z,0(y))x =
(x,y)k. Logo pelo item 1. temos (z,y)x = (0(x),0(y))x = (z,y)%, pois (z,y)x € invariante
por automorfismos de Gal(K/F). Vamos agora langar mao de [KMRT |. Na notagdo desse livro
Ni|p corresponde a funcao correstricdo da cohomologia. Mas independente disso, no item (a) da
proposicao que acabamos de citar, encontramos Ny (p((2,y)x) ®r K = (2,y)k @K (z,y)%. Mas
entao Nkp(2,y)x @p K é trivial.

No nosso caso, K = F(y/a) com a € R(F), a inclusao o Br(F) — Br(K) é injetiva. Ainda, se
A é uma algebra central simples sobre F', A, vale que Ar ®p K ~ Ag. Logo, no caso radical, Ag
é trivial se e somente se Ap é trivial. Concluimos assim que Ng|p(z,y)x € trivial. Por [KMRT
| temos que (z,y)x admite uma involucao de segunda espécie. Nesse caso [KMRT | implica que
existem b, ¢ € F'* tais que (b,¢)x = (b,c)r ®p K = (z,y) k. Obtemos entao a isometria das forma
quadréticas (1, —b, —c,bc)x ~ (1, —x, —y, xy) k, onde o indice K indica a extensao da forma sobre
F' para uma forma sobre K.

Vamos agora lancar mao das duas formas de transfer estudadas na Proposi¢ao 1.1.6 e no
Corolario 1.1.7. Por [L | temos que s*((1, —b, —c,bc)x) = 0 € W(F') e como (1, —b, —c,bc)x ~
(1, —x, —y, zy) x vamos obter s*((1, —z, —y, zy)) =0 € W(F).

Pelo Corolério 1.1.7, s o (k)((1, —x, =y, zy)) = s, ({(k)(1, =z, —y,2y)) = 0 € W(F).

Observe agora que —y € Dk (1, —x, —y, xy) e também N(y) € Dk (1, —z) C Dg (1, —x, —y, zy).
Logo (k)(1, —x, —y, vy) ~ (1, —x, —y, vy), do que resulta y; ({1, —r, —y,ry)) = 0 € W(F). Vamos
agora fazer o calculo direto
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s, (L =z, =y, zy)) = 5,((1, =) = 5,((y)) — 5,
Pela Proposicao 1.1.6 exite a € F* tal que s;((y)) = (a)(1,—=N(y*)) = 0 € W(F). Por
outro lado, existe 3 € F* tal que s;((zy)) = (B)(1, =N (zy?)) €
N(z) € R(F) temos para todo § € F* que (8)(1, —N(x))
Juntando tudo vamos obter

0= s3({L, ~, ~y,29)) = (1, ) — {1, ~N(x)) € W(F).

Ou entao
s,((1, —z)) = (1, =N(z)) € W(F). (1)

Yy
Como N(y) & (F*)? por hip6tese, (1, —N(x)) é anisotrépica. Por outro lado sabemos que
s;((1,—)) tem dimensdo 4. Portanto a igualdade (f) significa que a parte anisotrépica de
sy ({1, —x)) tem dimensdo 2, ji que ¢ isométrica a (1, —N(x)). Logo s;((1, —z)) é isotrépica. Mas
isso implica, pelo Corolario 1.1.8, que y € F*Dg(1, —z), conforme queriamos.

3. Pelo item anterior vale que Dg(l,—x) N F* = N(F*Dg(1,—x)). Também é claro que
N(Dg(l,—z)) C Dg(1,—x)NF*, pois por 1., Dk (1, —x) é invariante por 0. Resta entdo mostrar
que se ¢ € Dg(1,—x)NF* entdao ¢ € N(Dg(1l,—x)). Como N é sobrejetiva, existe z € K* tal que
N(z) = c. Peloitem 2., existem b € F* ey € Dg (1, —z) tais que z = by. Logo ¢ = N(by) = b’ N (y).
Por outro lado, existe também u € K* tal que N(u) = b. Vemos agora que z; = u*y € D (1, —x)
e N(u?y) = ¢2N(y) = c. Portanto ¢ € N(Dg (1, —z)), como querfamos. O

Podemos agora, a partir do resultado anterior, caracterizar melhor R(K), onde K = F(y/a) é
uma extensao radical do corpo F.

Teorema 2.2.4. Mantendo as notagoes acima, temos que R(K) = (] Dx(1, —c).
ce F™

Demonstragdo. Para simplificar a notagdo, vamos escrever simplesmente R, para denotar a inter-
seccao ﬂ Dk (1, —c).
ceF*

Como x € Dk (1, —c), para todo ¢ € F* temos pelo Lema 1.1.1 que F* C Dg (1, —z). Mas
entao para todo z € K* temos N(z) € Dk (1, —z). Dessa forma, pelo Lemma 2.2.3 item 2., temos
z € F*Dg(l,—z) = Dg(l,—x), ja que Dg(l,—x) é multiplicativamente fechado. Mas entao
K* C Dk (1, —x), resultando em = € R(K). Portanto R, C R(K), demonstrando a igualdade.

]

2.3 Fecho reduzido

Nesta secao, apresentaremos o segundo resultado citado no inicio do Capitulo. Para tanto,
inicaremos definindo formalmente o fecho reduzido para um corpo F' de caracteristica distinta de
2.

26



Definicao 2.3.1. Seja F' um corpo qualquer e considere
R={FCMCFQ2)| RM)=(M*)*}.

O conjunto R assim definido é composto de todas as 2—extensoes de F' que possuam radical
reduzido.

Considere agora

Frea= (] M.

MeR

Como F,..q C M, para toda extensao M € R, seque que R(F,.q) C R(M), para todo M € R,
pelo Lema 2.1.10. Logo, R(F,.q) = (Fx)fed, isto €, Freq € um corpo com radical reduzido e
chamaremos de fecho reduzido de F.

Observacao 2.3.2. Definido desta maneira o fecho reduzido nos apresenta poucas propriedades
que nos possibilitem estudar sua estrutura. Antes de apresentar F,.q de uma maneira construtiva,
apresentaremos algumas de suas propriedades que sequem diretamente da definicdo e dos resutados
anteriores.

(Z) R(Fred) - (FX)2

red®

(2) Se E ¢é corpo tal que R(E) = (E*)* ¢ F C E, entio Fyeq C E.

Considere primeiramente, K = {K; = F'(/r1,.../r:), onde r; € R(F)}, ordenado por inclu-
sa0.

Lema 2.3.3. O conjunto IC é indutivo, isto é, dados Ky,, K;, € K temos que K, K., C Ky, para
algum K; € K.

Demonstrag¢io. Note que Ky, = F(\/T11,.../T11) € Ky, = F(\/T21, .. .+/T2) € considerando
K, = F(\/Tlla---a\/Tlta\/T217---a\/T2t)a

temos que K, K, C K; e K; € K.
O

Vamos considerar a seguir a seguinte construgao.
Seja Ly = F({\/r | » € R(F)}), subcorpo de F(2) gerado por F e {\/r | r € R(F)}, ou seja,
Li=NE,onde FCECF(2)e{yr| reR(F)} CE.
Lema 2.3.4. Para o corpo Ly e conjunto K definidos acima valem:
(CL) L1 = U Kt.
t
(b) Para todo K; € IC, temos que R(K;) N F* = R(F).
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(¢) (Li*)* N F* = R(F) e para todo K, temos que (L1*)° N K, = R(K,).
Demonstragdo. (a) Note que U K; C Ly, por construgao de L;. Seja z € Ly, entdo existem {r; }icy,
r; € R(F) tais que z € F({t\/ﬁ | © € I}. Denote por a; o elemento /r;. Assim, temos que
z = iﬂs Hafi, onde s; € {0,1} e s; = 0 a menos de um numero finito J;. Considere J = U J.

s=1 i€l s
Dai, temos que z € F({/75| j € J} = K; € K.

(b) Vamos mostrar por indugdao. O caso K = F(y/r), r € R(F) foi mostrado no Corolario
2.1.9. Suponha verdadeira a afirmagao para toda extensao com t geradores e considere K;,; € K.
Entao Ky = F(\/r1,...\/Te41), com 1r; € R(F'). Assim, temos que F'(/r1) C F'(\/T1, .. \/Tt51)-
Por hipétese de indugao, temos que R(F(\/71,.../Te+1))F(y/T1) = R(F(/r1)). Assim, temos que
R(F(\/fr1,...\/Tix1)) N F* = (R(F(\/T1, ... \/Tes1)) N F(\/r1)) N F* = R(F(y/r1)) N F* = R(F).

(c) Sejar € R(F), entao r € (le)2 por definicao de L. Reciprocamente, seja r € (le)QﬂFX.
Assim, r = (2, para algum 3 € L;*. Por (a), temos que 8 € K;, para algum K; € K. Logo,
r=p3%¢e (Ktx)2 C R(Ky). Portanto, temos que r € R(K;) N F* = R(F), por (b).

O

Considere agora a cadeia de corpos F' = Ly C Ly C --- C L, C ---F(2) onde para todo
1=20,1,2,... temos
Livi = Li({Vr | r € R(L)}).

Corolario 2.3.5. Dados i > j > 0, temos que (L,-X)2 NL;* = R(L;) e para todo i > 1, (Lix)2 N

F* = R(F). Ainda, para L = | JL;, temos que (L*)*NF = R(F).

>0

Demonstracao. Para a demonstracao deste resultado, note que L;;; é obtido de L; com a mesma
construcao de Ly a partir de F' no lema anterior. Desta forma, o resultado segue novamente por
inducao em 1. O

Lema 2.3.6. Seja K conjuto das extensoes consideradas no Lema 2.3.3. Entdao para K; € K e
a€ Ky, D, (1,a) =UDkg,(1,a), para K, C Ky € K.

Demonstragio. Seja x € Dr,{(1,a), entdo x = x? + x3a, com x1, 75 € L;*. Desde que L; = UKt,
t

segue que x1, Ty € K,*, para algum s. Pelo Lema 2.3.3, temos que existe n tal que K;, K, C K,,.
Logo, a,z1, 7 € K,, ou seja, € D, (1,a) o que implica que D, (1,a) C UDk,(1,a). A outra
inclusao segue diretamente do fato que Ky C Lq, para todo t'. O]

Corolario 2.3.7. Com as notacoes anteriores, temos:
(a) Parai>j>0ecac Ly, Dp(1,a) N L;* = Dg(1,a).

(b) Para todo j > 0 e a € Lj, Dr(l,a) N L;* = D (1,a). Em particular, Dr(1,a) N F* =
Dg(1,a), para todo a € F*.
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Demonstragio. (a) Considere a cadeia de corpos
L;CLjy C---C L

Desde que Ljy; foi construido a partir de L, analogamente a construcao de L; a partir de F)
podemos supor entdo que L; = F' e L1 = Ly e mostraremos que Dy, (1,a) N F = Dp(1,a). Seja
y € Dr,(1,a) N F Pelo lema anterior, y € Dk, (1,a) N F, para algum t. Mas K;/F é extensao finita
e K; C F,.q. Desta maneira, temos que K; é uma 2—extensao finita e entdao pelo Corolario 2.1.8,
Dg,(1,a) N F = Dp(1,a), mostrando que y € Dg(1,a). Logo, Dr,(1,a) N FF C Dp(1l,a) e a outra
inclusao ¢ clara.

Portanto, por recorréncia, temos que

DLi(l,a> N Lj = (DLi<1,0J> N Lz'fl) N Lj == DLJ.+1<1,CL> N Lj = DL],<1,a).

(b) Seja y € Dr(1,a) N L;, entdo existem i e y1,y2 € L; tais que y = y? + ays € L;, por
construgao de L. Agora, se ¢ < j, temos que L; C L; e portanto y € DLj<1,a>. Se i > 7, entdao o
resultado segue pelo item (a). A ultima afirmagao é clara, desde que F' = L. O

Corolario 2.3.8. Para L construido no Coroldrio 2.3.5, temos que R(L) = (L*).
Demonstragio. R(L) = (L*)* segue da construcao de L e do Corolario 2.3.5. O

Note que pelo Corolario anterior, temos que R(L) = (LX)2 e portando, por definicdo de F..q,
Fred g L.
Vamos mostrar a outra inclusao.

Proposicio 2.3.9. Qualquer que seja corpo M tal que F C M C L e R(M) = (M*)?, temos que
LCM.

Demonstragio. Se M ¢ um corpo tal que F € M C L e R(M) = (M*)?, entdo voltando &
construgao do corpo L, temos que L; C M, uma vez que Ly = F({y/r | » € R(F)}) e R(F) C

R(M) = (M*)*.
E desta maneira, considere novamente a cadeia de corpos F = Lo C L1 C --- C L, C --- onde
para todo i = 1,2, ... temos

Liyn = Li({v/r | € R(L)}),
temos que L; C M, para todo j. Portanto,

L= ULj C M.
Jj=20
m
Corolario 2.3.10. Para L e F,.q como acima, temos que L = F.q.
Demonstragio. Observe que pela Proposigao 2.3.9 temos que L C F4.
E por definicao de F..q, temos que F,.q C L, completando a demonstracao.
m
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Proposicao 2.3.11. Para toda extensdo intermedidria FF C E C M C F,.q as sequintes afirmagoes
valem:

(a) Para todo a € E*, Dy(1,a) N E = Dg(1, a).
(b) (M*)’NE = R(E).

Demonstragao. Basta notar que pela construgao do Fj.q, temos que E,.q = F,.q para ' C E, pelo
Lema 2.3.4(c) e o Corolario 2.3.7.
n

Proposicao 2.3.12. Seja 0 : E — K isomorfismo de corpos, entio R(K) = o(R(E)).

Demonstragio. Se © € R(E), entdo Dg(l, —z) = E*. Tome z € K e desde que o é isomorfismo,
existe y € F tal que z = o(y). Mas y = 312 — zy2? e assim, 2z = o(y) = o(y1)? — o(z)o(ya)? €
Dk (l,—0o(x)), ou seja, o(x) € R(K). Para a outra inclusdo basta notar que F = o~ !(K). O

Pelo resultado anterior, temos que se E é reduzido, ou seja, R(F) = (E X)2, entao todo conju-
gado de F é também reduzido. Usaremos este fato nos préximos resultados.

Teorema 2.3.13. Seja F' corpo e considere Fi.q. Entdo valem as sequintes propriedades:

(a) R(F,eq) = (F*)2., e para toda extensio M de F tal que R(M) = (M*)? temos Fyeq C M.
(b) Para toda extensao intermedidria F' C E C Freq temos que Freg = Freq.

(¢) Freq € extensao normal de F e (F*)? N F* = R(F).

(d) Para todo a € F* temos que Dp._,(1,a) N F* = Dg(1,qa).

(e) Sejam a,b € F*. Entio (a,b)p Qp Freq = 0 € 9Br(Feq), se e somente se, (a,b)p = 0 €
QBT'(F)

Demonstragao. Para a demonstracao do teorema, resta demonstrar somente que Fi..q é extensao
normal e o item (e).
Por construgao, temos que

Fred = ﬂ M
MeR
onde R ={M | F C M C F(2)eR(M) = (M*)*}.
Usando a Proposigao 2.3.12, temos que o(M) € R para todos M € R e o € Go(F). Portanto,
temos que

Fred = m U(M)7
c€Ga(F)

ou seja, Fj.q é invariante por automorfismos. Assim F..; é normal.
(e) Se (a,b)p,., = 0 € 9Br(Freq), entao a € Dg ,(1,—b). Assim, a € Dp,

red red(l’ _b> m FX =
Dp(1,—b), ou seja, (a,b)p = 0 € o Br(F).

]
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Capitulo 3

Bases distinguidas - parte 1

Este capitulo é totalmente dedicado ao estudo de corpos com base distinguida(veja Definigao
3.2.1) e extensoes radicais destes corpos. O conceito de base distinguida apareceu no trabalho apds
a demonstracao dos Teoremas 3.2.23 e 3.2.18. Como ja haviamos determinado o comportamento
do radical sobre as extensoes quadraticas, procuramos uma maneira de entender o comportamento
das édlgebras de quatérnios sobre extensoes finitas de corpos com dimp, o Br(F') finita. Este é um
conceito novo na teoria de corpos que tivemos que introduzir para podermos lidar com 2-extensoes
gerais. No caso de anéis de Witt abstratos, Marshal introduziu um conceito parecido em [M], mas
nao trabalhou suas propriedades.

O principal objetivo deste capitulo é mostrar que as propriedades de base distinguida com-
pleta(veja Definigdo 3.2.13) se transferem para toda extensao finita K/F, onde F' C K C Feq.
O caso nao radical sera deixado para o capitulo seguinte.

Durante este Capitulo e nos seguintes, usaremos sempre expressoes como “base,” “linearmente
independente,” ou “conjunto de geradores” considerando espagos vetoriais sobre Fs.

3.1 Motivacao

Mandendo as notac¢oes anteriores, assumiremos nesta primeira se¢ao que temos um corpo F
com grupo de Galois G5(F') decomponivel em um produto livre da forma

onde Dy, ..., D, sao grupos de Demushkin e £ é um grupo livre.
Por [NSW |, temos que D é um grupo de Demushkin se:

1. dimgp, H'(D) < oo.

2. dimg, H*(D) = 1.
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3. O produto cup HY(D) x H(D) — H*(D) é nao degenerado.

Relembramos que H"(D) denota o n-ésimo grupo de Cohomologia de D com coeficientes em
Z]27.

Sobre os grupos de Cohomologia dos grupos livres, temos, pelo [RZ ] que H"(L) = 0 para todo
n > 2, isto é, a dimensao cohomoldgica de £ é 1.

Corpos K com Go(K) livre ou de Demushkin sdo bem conhecidos. Podemos ver por exemplo
em [Se | e [Se |. Desta maneira, podemos garantir que as parcelas da decomposigao (3.0) sao
realizaveis, e o préximo teorema, garantira que o produto livre de tais grupos ¢é realizavel.

Teorema 3.1.1 (Jacob-Ware). Sejam G, ...G, pro-2 grupos realiziveis como Go(F;) para con-
venientes corpos F;. Entio G = G * - -- x (G, também € realizdvel, isto €, existe corpo F tal que

G ~ Go(F).

Demonstra¢io. Teorema 3.6 de [JW ].
[

Dada a apresentacao do corpo F' e das parcelas da decomposi¢ao do grupo de Galois Go(F),
vamos agora ao estudo da estrutura do corpo F. Do isomorfismo de 3.1.1, segue que £, Dy, ..., D;
sao subgrupos fechados de Go(F'), e para cada i = 1,...,t, considere H; = Fiz(D;) e E = Fiz(L),
isto é, os subcorpos de F'(2) fixos pelos subgrupos fechados Dy, . . ., Dy, L. Consequentemente, temos
que Hy,..., H;, E sdo 2—extensoes de F| isto é, sdo extensodes de F' contidas no fecho quadratico
F(2).

E desta maneira, temos o seguinte:

Lema 3.1.2. Usando as propriedades sobre grupos de Demushkin e grupos livres, juntamente com
o isomorfismo (3.0), temos o sequinte:

1. para todo i = 1,...,t, dimp,oBr(H;) = 1 ¢ R(H;) = (HX)?. Além disso, para todo a €
H\ (HX)Z2 temos que (H; : Dy, (1,—a)) =2 e oBr(H;) = Qu,(a).

2. 9Br(F) =0 e consequentemente R(E) = E*.

Demonstrag¢io. Note que para todo i = 1,...,t, Gal(F(2)/H;) é um grupo de Demushkin e obte-
mos, pela teoria de Kummer, que dimg, o Br(H;) = dimg, H*(F(2)/H;) = 1. Vamos mostrar agora
que R(H;) = (HX)?. Suponha que exista a € H;\ (HX)? tal que a € R(H;). Desta maneira, temos
pelo Lema 2.1.3 que (a,b) g, ~ My(H;) para todo b € H;*, isto é, x, U xp = 0, contradizendo o fato
de o produto cup

HY(Gal(F(2)/H;)) x H'(Gal(F(2)/H;)) — H*(Gal(F(2)/H;))
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ser ndo degenerado. Portanto, temos que R(H;) = (H*)?.
Para finalizar a demonstragao do item 1., note para todo a € H;* \ (H X)?, temos que

0< disz QHz<a) < dimFg QBT<H1) = 1,

o que implica que dimg, Qp,(a) < dimy, 2 Br(H;) = 1. Agora, pela Proposigao 1.2.4, Qp,(a) ~
H}/Dpy,(1,—a), para todo a € H e i = 1,...,t. Consequentemente, (H; : Dy, (1,—a)) = 2 e
dimp, Qg,(a) = 1, mostrando também que Qy,(a) = o Br(H,).

Para a segunda afirmacao, note que o fato de Gal(F'(2)/FE) ser um grupo livre implica que
2,Br(E) ~ H2(E) = H2(Gal(F(2)/E) = 0. Dai, se € EX\ (E*)*, entdo (z,b)g = 0 para todo
b € E*. E novamente pelo Lema 2.1.3, temos que = € R(E).

]

Observacao 3.1.3. Vamos aqui considerar, para todo i = 1, . HX/(HX)?, como TFy—espaco

vetorial. Observe que se B; = {h;,...,hy,} induz uma base de HX/(HX) entao pelo item 1. do
lema anterior, temos que:

7

1. (H : Dy, (1, —hy;)) =2, para todo j =1,...4%

2. oBr(H;) = Qu,(hij), para todo j =1,...4,

Para continuarmos, vamos apresentar um resultado que usaremos para determinar a estrutura

de F*/(F*)*.

Teorema 3.1.4 (Neukirch). Sejam F' um corpo qualquer e {H; C F(2)}, j € J, 2—eatensoes de
F. Denotando por G; o grupo de galois Gal(F'(2)/H;), sao equivalentes:

(i) Go(F) ~ e, G,
(ii) Res' : H(G) — @ H'(G;), é um isomorfismo para i = 1 e monomorfismo para i = 2,
jeJ
onde Res' e a funcdo restricdo.

Demonstra¢io. A demonstracao pode ser encontrada em [NSW ].

[]

No nosso caso, onde estamos assumindo verdadeira a afirmacao (i) do teorema acima, podemos
concluir que vale o seguinte:

Corolario 3.1.5. Para os corpos F, H;, i =1,...,t, e I/, valem:
1P )(FX) o HYJ(H*); @ @ HYJ(HX); © E* ) (57)°

t
2. (\(Du,(1,—a) N F*) C Dp(l, —a), para todo a € F*/(F*).
i=1
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3. R(F)/(F*)* ~ E*/(E*)*.

Demonstragio. A afirmacao 1. segue do teorema acima, pois para cada ¢ = 1,...,t valem os
seguintes isomorfismos H(Gal(F(2)/H;)) ~ H;*/(H*)? ¢ HY(Gal(F(2)/E)) ~ E* /(E*)*.

)

Para a afirmacdo 2., note inicialmente que pela afirmagao (7i) do teorema anterior, a aplicagao
Res?: H*(G) — H*(Gal(F(2)/H,)) @ ---® H*(Gal(F(2)/H,)) éinjetiva, pois H*(Gal(F(2)/E))
é trivial.

Para todo a € F*/(F*)® por 1. do Teorema 1.2.2, temos a algebra de quatérnios (a,b)p €
oBr(F') é trivial se, e somente se, b € Dg(1, —a). Tomando-se agora a,b € F* a injetividade do
pardgrafo anterior implica que se a algebra de quatérnios (a,b)r ® H; ~ (a,b)q, for trivial em

9Br(H;), para todo j = 1,...,t, entdo (a,b)p é trivial em ,Br(F). Em outras palavras, dado
t

qualquer que seja a € F*, temos que se b € F* pertence a intersecao ﬂ Dy (1, —a), entao
j=1
t
b € Dp(1, —a). Concluimos assim que (| (Dy, (1, —a) N F) € Dp(1, —a) para todo a € FXJ(F*)?.
j=1

Para o dltimo item, vamos denotar o isomorfismo do ftem 1. por ¢ e mostrar que a restri¢ao
de ¢ a R(F)/(F*)* é o ismorfismo desejado. Para z € R(F) ~ (F*)’, temos pelo Lema 2.1.10
que x € R(H;), para todo i = 1,...,t. Se p(z) = (h1,...,h,e), onde h; € Hix/(HX)?, para todo
i=1,...,teee EX/(EX) entdo, p(z) = (1,...,1,e), pois R(H;) = (H*)? e ¢ é induzido pela
inclusio. Note que se © # 1 € F*/(F*)? entdo z # 1 € EX/(E*)?, mostrando a injetivdade.

Vamos agora mostrar a sobrejetividade da fung¢ao . Para toda classe e € E*/(E X)2, considere

(1,....1,e) € H J(H) @ --- @ Hf J(H*); & EX/(EX)*.

Desta forma, por ¢ ser um isomorfismo, existe z € FX/(FX)2 tal que p(z) = (1,...,1,¢e). Para
garantir que x € R(F’), vamos usar a injetividade da restrigao

Res? : H*(G) — H*(Gal(F(2)/H,)) @ --- ® H*(Gal(F(2)/H,)).

Suponha que z ¢ R(F). Entdao Qr(z) # 0 e consequentemente, existe pelo menos um indice i tal
que Qpm,(z) # 0. Portanto, « ¢ R(H;) e consequentemente, ¢(z) = (..., h;,...), onde h; # 1 €
H)/(H X)?, contrariando a escolha de x.

]

Usaremos agora os argumentos semelhantes aos usados na demonstracao do item 3. do corolario
anterior para construir uma base para F*/R(F'), considerado como IF5 espago vetorial.
Pelos itens 1. e 3. do corolario anterior, temos que

F*/R(F) ~ HY J(H*), @ -~ @ H}/(H*)].

Para cada i = 1,...,t, considere B; = {hs, ..., hy,} uma base de H/(H*)? como na Obser-
vagao 3.1.3.
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Agora, usando o isomorfismo ¢, existem {z;1,..., x4, } C F*/R(F), tais que

SO(ZEZ]) = (17--';17hij717-'-71)7

para j = 1,...,t;, onde h;; estd na i-ésima posigao. Denote por C; o conjunto {x;1, ..., z;,}. Para
facilitar a notacdo, usaremos que ¢(z;;) = h;; ao invés de escrever (1,...,1,h;;,1,...,1).
Teorema 3.1.6. Considere para cada i = 1,...,t, o conjunto C; como acima. Entdio o conjunto

t
C = UC’i possui as sequintes propriedades:
i=1

1. (F*: Dp(l,—c)) =2, para todo c € C e consequentemente, Qr(c) tem ordem 2.

2. Denotando por F; o subespago de F*/R(F') gerado por C;, temos que F; ~ HZ-X/(HX)?, para
todo i = 1,...,t. Além disso, todo x € F* ~ R(F') pode ser decomposto em um produto da
forma x = xy, - -2y, onde x5, € Fy, e Qr(z) = Qr(zr,) © - ® Qr(1y,).

3. C € uma base de F*/R(F).

Demonstragdo. 1. Seja ¢ € C, entao ¢ € C;, para algum i. Pelas propriedades dos conjuntos Cf,
temos quep(c) € R(H;), para todo j # i e consequentemente, Qr(c) ® H; = 0, se j # i, onde
Qr(c) ={(z,0)p @ H; | v € F*}.

Agora, como Res? é injetiva, temos que 0 < dimg, Qr(c) < dimgp, Qr(c) ® H; = 1. Portando,
Qr(c) tem ordem 2 e (F* : Dp(1l,—c)) = 2, pela Proposicao 1.2.4.

2. Vamos primeiramente mostrar que o conjunto C; é linearmente independente visto como sub-
conjunto das classes de F*/R(F'), paratodoi = 1,...,t. Para tanto, suponha que x = ' - - xiz €
R(F), onde a; € {0,1}. Entdo, usando o fato que R(H;) = (H*)? e que ¢ é um isomorfismo, se-
gue que p(z) = A - hy' € R(H;) = (H*)?. Agora, como B; = {hy,..., hy,} ¢ linearmente
independente, temos que «; = 0, para j = 1,...,t; e consequentemente, C; = {z;,..., Ty, } €
linearmente independente. Agora, denotando por F; o subespaco de F*/R(F) gerado por Cj,
temos que dimg, F; = dimg, H/(H*)? = t;. Podemos concluir entdao que F; ~ H;/(H*)?, pelo
isomorfismo induzido por ¢, pois ¢(F;) C HZ-X/(HX)?, para todoi=1,...,t. E desta forma,

F*/R(F)~F,&---&F,.

Considere agora x € F* \ R(F). Pelo isomorfismo acima, v = xy, ---xy,, onde xy;, # 1 € F),
para todo j = 1,...,t. Além disso, note que para cada z,, temos que Qr(zy;) # 0, pois x5, ¢ R(F)
e Qr(ry;) ® H; = 0 para i # );. Finalmente, uma vez que ¢(z,,) = 1 € H;, para i # \;, temos
que

dimp, Res*(Qp(x)) = 1.

Por outro lado, Res? é injetiva e dai dimg, Qr(x) = r. Portanto, temos que

Qr(z) = Qr(zy,) ® - ® Qr(z),),
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pois Qr(zy,) N Qr(xy,) =0, se \; # A; e dimp, Qp(z) = dimg, Qp(xy,) + ... dimg, Qr(zy, ).

3. Para mostrar que C' é uma base, precisamos somente mostrar que C' é linearmente indepen-
dente, pois vimos no paragrafo anterior que F'*/R(F') é gerado por C' como Fy—espago vetorial.
Mas note que

dimp, F*/R(F Z dimg, F; = Z #C; = #C.

Portanto, C' deve ser linearmente independete, pois caso contréario, dimg, F'*/R(F') seria menor
que #C, uma contradicao. O

A seguir um diagrama ilustrativo dos corpos envolvidos.

\\\

\/ red

No inicio desta se¢ao, assumimos que F' é um corpo cujo grupo de Galois Go(F’) é decomponivel
da forma

Go(F) = L+«Dyx---x Dy, (3.1.2)

onde Dy, ..., D, sao grupos de Demushkin e £ é um grupo livre.
O Teorema 3.1.6 nos diz que:

1. o espago vetorial F*/R(F) possui uma base C' tal que (F* : Dp(l,—c)) = 2, para todo
ceC.

2. A base C' é a uniao de t subconjuntos linearmente independentes, onde ¢t = dimp, o Br(F).

3. Toda algebra de quatérnios (z,y)r pode ser decomposta em o Br(F') da forma

(xay>F = (37/\17?JA1)F S (x)\t7y>\t)F’
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onde wy,,yx;, € Cj,.

Podemos obter resultados semelhantes se trocarmos os grupos de Demushkin por grupos de
ordem 2 na decomposigao abaixo do grupo Gy(F).

Go(F) >~ L+ Dy * - Dy, (3.1.3)

Como preparagao vamos recordar os pontos que nos interessam sobre corpos formalmente reais,
que também serao usados na parte final do trabalho.
Vamos relembrar a seguir a definicao de corpo formalmente real e ordem.

Definigao 3.1.7. 1. Dizemos que F é um corpo formalmente real se —1 ¢ > F?.

2. Dizemos que P C F* € um cone positivo de uma ordem do corpo F' se possui as sequintes
prorpiedades:

(a) P+PCP
(b)) P-PCP
(c) PU(=P)=F*

Lema 3.1.8. Para um corpo F' as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
1. =1 ¢ ¥ F? isto é, F ¢é formalmente real.
2. Para todo n € N a n—forma quadrdtica (1,...,1) d anisotropica, isto é, 0 ¢ Dp((1,...,1)).

Reuniremos no proximo resultado algumas propriedades envolvento corpos formalmente reais
e ordens.

Proposicao 3.1.9. Sejam F' um corpo e P um cone positivo de uma ordem de F. Entdo as
sequintes propriedades sao verdadeiras:

1. F ¢ formalmente real e, consequentemente, a caracteristica de F ¢é 0.
(F*)* C P.
—1¢ PePn(—P)={0}.

P> € um subgrupo de indice 2 de F*.

Se P’ é um cone positivo e P' C P, entao P' = P.

Demonstragdo. |L |.
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Vamos assumir agora que F' é um corpo cujo grupo de Galois Go(F') é decomponivel na forma

Go(F) >~ L+«Dy %+ DyxGpig k- %Gy,

onde D;, j = 1,...,n é um grupo de Demushkin e G; ~ Z/27Z para j = n + 1,...,t. Note que
estamos apenas trocando algumas das parcelas de Demushkin por grupos de ordem 2.
Desta maneira, temos que os corpos Hj, tais que Gal(F(2)/H;) = G;, j = n+1, ..., t satisfazem:

1. HY/(H;*)? é de ordem 2.
2. H; é um corpo formalmente real e euclidiano.

Desta maneira, temos que os conjuntos C}, associados as 2—extensoes H;, j =n+1,...,t sao
unitarios. Denotaremos por J o conjunto de indices n+ 1,..., 1.

Teorema 3.1.10. Seja F' corpo tal que Go(F) =~ LxDy*---Dyp*xGypr%-- %Gy, onde Dy, j=1,...,n
¢ um grupo de Demushkin e G; ~ Z/27 para j =n+1,...,t. Entdo valem:

1. F € um corpo formalmente real.

2. Os grupos Dp(l,—x;), j =n+1,...,t, sdo ordens para o corpo F.

Demonstragdo. 1. Para j =n,...,t, temos que H; é um corpo formalmente real. Como F' C Hj,
segue que F' é um corpo formalmente real, mostrando a afirmacao 1.

O item 2. serd demonstrado em alguns passos. Para tanto, considere os subespagos F}, gerados
pelos conjuntos C}, com j € J ={n+1,...,t}.

e dimp, F*/Dp(l, —x;) = 1, segue das propriedades dos conjuntos C;.

e —1¢ Dp(l,—x;).

Em Hj temos (—1,—1)y, # 0, pois H; é formalmente real. Seja x; € F; tal que ¢(z;) =
(1,....,—1,....1,), onde 0 —1 estd na j-ésima posicdo. Logo Res*((x;,z;)r) = (0, ..., (=1, —1)x,,...0).
Assim, temos que z; ¢ Dp(l, —z;). Agora, caso —1 € Dp(l, —z;) terfamos z; = (—1) - (—z;) €
Dp(1,—x;), pois Dp(l, —z;) é grupo multiplicativo e —z; € Dp(1l, —x;). Portanto, temos que
—1¢ Dp(l, —x;).

o X = DF<1, —Ij> U —DF<1, —l’j>.

Seja x € F* e suponha que = ¢ Dp(l,—z;). Como F*/Dp(l,—x;) é de ordem 2, temos
que x = z,;r, para algum r € Dp(l,—xz;). Como —1 ¢ Dp(l, —z;), temos que —1 = z;a, onde
a € Dp(l, —z;). Portanto, —x = x?ar € Dp(1l,—x;), como querfamos.

e Para finalizar a demonstragao de que Dp(l, —z;) é uma ordem, precisamos mostrar que
Dp(1, —z;) é aditivamente fechado.

Vamos mostrar que Dp(l, —z;) = Dp(l, —x;, —x;,1) C F*.

Como Dp(l,—z;) C Dp(l,—x;,—x;,1) e F*/Dp(l,—z;) tem ordem 2, basta verificar que
Dp(l, —xj, —x;,1) # F*.

Se z; € Dp(l,—z;,—x;,1), entao (1, —z;) ® (1, —z;) ® (1, —x;) seria isotrépica, e portanto
hiperbdlica, pois é uma forma de Pfister. Mas entdo (1, —z;) ® (1, —z;) ® (1,—z;) =0 € W(F).
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Como (1, —z;) ® (1, —z;) ® (1, —z;) = 3(1, —z;) teremos que a classe de (1, —z;) em W (F) seria
um elemento de torcao. Nesse caso, por [L | z; é uma soma de quadrados em F. Mas isso é

impossivel pois nesse caso, como H; é euclidiano, temos z; € (H J-X)2 contra escolha de z;.
]

3.2 Bases distinguidas

Definig¢ao 3.2.1. Sejam F um corpo e {ay,...a,} C F* um conjunto nao vazio tal que:
(i) {a1R(F),...,a,R(F)} é uma base de F* | R(F);
(1t) Para todo 1 < j <mn, (F*:Dp(l,—a;)) = 2.

Chamamos um conjunto { ay,...a,} com as propriedades acima de base distinguida de F.

Nossa expectativa era demonstrar que reciprocamente o grupo de Galois Go(F') de um corpo
com base distinguida admitiria uma decomposicao em produto livre na categoria dos pro-2 grupos
como as que foram consideradas no paragrafo anterior. Contudo, depois de muito tempo e muitas
paginas escritas ainda nao chegamos a demonstrar o resultado no caso geral. Isso é o projeto que
temos para um futuro imediato. Entretanto, como veremos nas paginas seguintes, o estudo de
corpos com base distinguida mostrou-se produtivo e obtivemos varios resultados importantes, em
particular o Teorema 90 de Hilbert para o Radical de Kaplansky e a validade da decomposicao
para alguns corpos formalmente reais.

Vamos iniciar o estudo de corpos com base distinguida, apresentando um resultado técnico que
sera bastante 1til neste trabalho.

Lema 3.2.2. Dado um corpo F, quaisquer que sejam x1,...,x, € F'* temos a igualdade abaixo
DF<1, —I'1> N---N DF<1, —l‘r> = DF<]_7 —I1> n---N DF<]_, —{ET_1> N DF<1, —Xq ZL’T>.

Em particular,

1. se {z1R(F),...,x,R(F)} é uma base de F*/R(F), entio R(F) = (| Dp(1, —z;).

2. Sexy---x, € (F*)?, entio Dp(1,—z;)N---NDp(l, —x,) = Dp(l,—z1)N---NDp(l, —x,_1).
3. DF<1, —l'1> N---N DF<1, —$r> C D].?(]_7 —Xq '$r>-

Demonstra¢io. Mostraremos a igualdade por indugéo sobre r. No casor = 2, parax € Dp(l, —z1)N
Dp (1, —z3) temos que x1, 5 € Dp(l, —x), pelo Lema 1.1.1. Logo x5 € Dr(1l, —z) e consequen-
temente x € Dp(l, —x125), mostrando assim a inclusao Dp(l, —z1) N Dp(1l, —z2) C Dp(1l, —x1) N
Dp(l, —z125). Tomando b = 125 e usando a inclusdo anterior temos que D (1, —x1)NDgr(1, —b) C
Dp(l, —z1) N Dp(1, —21b), que mostra a inclusdo na outra dire¢do e portanto a igualdade no caso
r=2.

39



Vamos assumir que a igualdade vale para r = k e tomemos 1, ..., T, 51 € F*. Temos entao
por hipétese de indugao que Dp(l, —z1) N - N Dp(l, —zg) = Dp(l,—x1) NN Dp(l, —xk_1) N
Dp(l, —xq -+ xy). Logo

DF<1, —l’1> MN---N DF<17 —$k> N DF<1, —;Ek+1> =

Dp(l,—x1) N -+~ N Dp(l, =w_1) N Dp(1l, =21 - - - 2) N Dp(l, —2441). (1)

Aplicando-se o caso r = 2 nos dois ultimos grupos do segundo membro da igualdade obtemos
Dp(l,—z1 - xk) N Dp(l, —zk41) = Dp(l,—x1 - -xk) N Dp(l, =21 - - - xxTx41) € substituindo-se
esta igualdade em () vamos obter

DF<]_, —{23'1> n---N DF<1, —ZL‘k> N DF<1, —ZL']H_1> =
DF<]_, —ZL‘1> n---N DF<]_, —I'k_1> N DF<]_, —T1 £L‘k> N DF<]_, —X1 ZL‘kZL'k+1>.
Agora, usando novamente a hipotese de inducgao voltamos para
Dp(1,—x1) M-~ N Dp(l, —z) N Dr(l, —Tp41) =
DF<1a _$1> AEERD DF<17 _$k> N DF<17 —Ty - zkxk+l>a
ficando assim demonstrada a primeira parte do lema.

(1) Seja x = x5* -+ - xfr € F*, com ¢y,...,&, € {0,1}. Pela primeira parte do lema obtemos a
igualdade

Dr(l,—23)N---NDp(l,—2;" )N Dp(l, —z) = Dp(l,—25*) N -~ N Dp(l, —z5).

T

Consequentemente

reFX

e como R(F) C i, Dr(l, —x;) concluimos que R(F) = Nj—; Dr(1, —;).
(2) E imediato, pois nesse caso Dp(l, =21 ---x,) = F*. Também (3) é consequéncia imediata
da primeira parte do lema. O

Proposicao 3.2.3. Sejam F um corpo e {ay,...a,} C F* uma base distinguida de F. Entdo as
sequintes afirmagoes valem:

1. F*JR(F) = [[ F*/Dr(l, —a,).

Jj=1

2. Para todo subconjunto {iy,...,in} C{1,...,n} epara todoj € {1,....n}~{i1,...,im}

vale
{

IDE

DF<1, —ait>> DF<1, —CLj> = FX.

1
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Demonstragio. 1. Note que pelo lema anterior temos que R(F' ﬂ Dr(1 ) e entdo a projecao

natural F* — [[ F*/Dr(1, —a;) induz o homomorfismo F*/R(F) — H F*/Dp(1,—a;) que sera
j=1 j=1
injetivo. Devido as condi¢oes da Definicao 3.2.1 os Fay-espacos vetoriais tem a mesma dimensao

e portanto sao isomorfos.
2. Devido a condigao (ii) da Definigdo 3.2.1 basta demonstrarmos que qualquer que seja j €

{1,...,n} ~{i,...,in} temos (ﬂ Dp(l, —a;, > ¢ Dp(1, —a;). Note porém que caso ocorresse

(ﬂ Dr(1, —a;, ) C Dp(l,—a;) obterfamos R(F) = ()] Dp(l,—a;). Mas nesse caso terfamos
125;?71
homomorfismo injetivo F*/R(F) — [] F*/Dp(l,—a;) induzido pela projecdo natural. Mas
1<i<n
oy
isso implicaria dimg, (F*/R(F)) < n— 1, contradizendo o fato de { a1 R(F),...,a,R(F)} ser uma
base de F'*/R(F). O

Proposi¢io 3.2.4. Sejam F um corpo, ai,...,a, € F*, e € F*X ~ (F*)?, ¢ K = F(\/e).
Denotemos também por o o gerador de Gal(K/F) e assumimos que |[F*/R(F)| < co.
Consideremos as sequintes afirmagoes:

1. Para todo subconjunto {i1,...,im} C{1,...,n} epara todoj € {1,...,n}~{i1,...,in}
(m DF —Qy, )DF<1,—CL]'> = F.

2. A projecao natural induz um isomorfismo

F*/ <lé Dp(1, —%)) = ﬁFX/DF@, —a;)

=1

3. Para todo I C {1,...,n}, nao vazio, a projecio natural induz um isomorfismo
P/ (Pt ~a)) * TP /Dl -
iel iel
4. Considerando-se ay, . ..,a, € K* e um subconjunto {iy,...,im} C{1,...,n}, entdo
(ronts o) = (ot o)
t=1 t=1
5. Considerando-se ay, . ..,a, € K* e um subconjunto {iy,... i} C{1,...,n}, entdo

(FX>2NK|F (ﬂ DK<1,—CL“ > (ﬂ DF —Qy, > N Im NK/F
t=1

Convém observar que Im Nk p = Dp (1, —e).
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6. Considerando-se aq,...,a, € K* e assumindo-se adicionalmente que
Im N = <ﬂ Dp(1,—a;) NIm N> (Dp(1l,—a;) NIm N)
temos para todo subconjunto {iy,...,im} C{1l,....;n}etodoje{l,...;n}~{i,...,in}

(ﬂ Dy (1, —a;, ) Di(l,—a;) = K*.

7. Com a mesma hipdtese adicional do item anterior temos para todo I C {1,...,n}, ndo
vazio, que a projecdo natural induz um isomorfismo

K/ <ﬁ D1, —ai>> = [ K/ D1, —as).

Nessas condigoes valem as sequintes afirmagoes: (1) implica (3); (3) implica (2); (1) implica (4);
(4) implica (5). Temos também que (1) e (5) com a hipdtese adicional implicam (6). Finalmente
(6) implica (7) e assim (1) implica todas as outras afirmagoes menos (6) e (7) que dependem da
hipdtese adicional.

Demonstrag¢io. (1) = (3) Considere I = {iy,...,i; } e note que a aplicacao

X/ (ﬂ Dr(1, —ai>> — I F*/Dr(1, —a:)

iel iel
que associa a x € F* a k-upla (zDp(l,—a;,),...,xDp(l, —a;,)) é um homomorfismo injetivo.
Logo, para termos o isomorfismo s6 resta demonstrar que para z;,,...,x; € F* existe y € F'* tal
que y~lz;, € Dp(l,—a;,), paratodo t = 1,...,s. Vamos verificar recursivamente sobre o niimero k
de elementos de I, isto ¢, que para todo I = {i,...,i; }, com 1 < k < n, e toda k-upla z; ,..., x;
existe y tal que y~'x;, € Dr(l, —a;), para todo t =1,..., k.
Para k = 1, basta tomar y = x;. Suponha, indutivamente, que para todo k =1,...,m <n a
afirmacao estd demonstrada e tome uma (m + 1)-upla x;, ..., 2;,,, ;.. Por hipétese de inducao
exite z tal que 27 'x;, € Dp(l, —ay,), para todo t = 1,...,m. Por outro lado, usando (1) temos a

igualdade
(ﬂ DF a/lt >DF<17_aim+1>:F><7

e consequentemente existem u, b € NZ, Dp(l, —a;,) e v, ¢ € Dp(l, —a,, ) tais que z = uv e

T, = bc. Tomando y = vb segue que
y o, =z ury, = 27 ey, (b ) € Dp(l, —a;,), paratodot=1,...,m
ey 'z, =v'lce Dp(l,—aq;,. )

mostrando que y~'z;, € Dp(l,—a;,), para todot =1,...,m + 1 como querfamos.
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(3) = (2) Fazendo-se k = n em (3) obtemos (2).
(1) = (4) Note que a inclusao F'* (ﬂ DgA(1, —ait>> C (ﬂ F*Dg(1, —ait)> ¢ claramente ver-

t=1 =1
dadeira. Vamos mostrar que a inclusao inversa também vale recursivamente, isto ¢, para todo 1 <

k
k<mnetodox e <ﬂ F*Dg(1, —ait)> mostraremos que existem a € F* ey € <ﬂ Dk(1, —a;, )
t=1

tals que x = ay.

Para k = 1 o resultado é direto. Suponha indutivamente que para todo £k = 1,...,m < n a
m—+1

inclusdo estda demonstrada e tome x € ( () F*Dk(1,—a;,)
t=1

Por hipdtese de inducao existem a € F* e y € (ﬂ Dk (1, —ay, ) tais que *r = ay, e como

v € F*Dg(l,—a;, ), existem b € F* e z € Dg(l, —a;,,,,) satisfazendo = = bz.
Por outro lado, como por (1) vale a igualdade

(m —Qy ) DF<17_aim+1> = FXv

existem 1, 21 € ﬂ Dp(l,—a;,) e a1, by € Dp(l, —a,,, ) tais que a = ayy; e b = byz;. Juntando
t=1
as informacoes temos que a,y;y = ¥ = b1z12z e consequentemente

m—+1
u=1yyz ' =a;'bz € ﬂ Dk (1, —a;,).
t=1

Tomando em seguida ¢ = ay2; € F'* podemos concluir que

m+1
a:zcuEFX<ﬂDK a@t>,

com queriamos. Logo, para k = m + 1 obtemos a que a inclusao inversa vale, completando a
demonstracao da igualdade.
(4) = (5) Denotaremos Nk r simplesmente por N. Pelo Principio da Norma, Teorema 1.1.9,

! <éDF<17 _ait>> = éN_l(DF<1, —(Iit>) = ﬁFXDKU_, —ait> =[x ﬁ DK<]_, —ait>,

t=1 t=1

onde a tltima igualdade decorre do item (4) anterior.
Logo

(ﬂ Dp(l, —a,, ) NImN =N (FX ﬁDKﬂ,—ait)) (ﬂ Dk (1, —a;, ) ,

t=1

conforme afirmado.
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(1), (5) e a hipétese adicional = (6) Para z € K*, pela hipdtese adicional temos que
N(z) eIm N = <ﬂ Dp(l, —a;,) NIm N) (Dp(l,—a;) NIm N).

Pelo item (5) temos

(F*)’N (Dg(1,—a;)) = Dp(l,—a;) NIm N e

°N (ﬁl Dy (1, —a, ) (6 —a;, ) NIm N.

Garantimos que existem 21 € () Dk(1, —a;,), 22 € Dk (1, —a;) e z3 € F* tais que N(z) =
t=1

2N (21)N(x5) = 22N (x129). Desta maniera, utilizando o Teorema 1.1.4, podemos garantir a

existéncia de u € K* tal que z = u(o(u)) 'z1m022 = N(u)(o(u)?)z12973. Uma vez que vale (1)

para o corpo F, temos que N(u) = cic2 com ¢; € () Dr(l,—a;,) e ¢a € Dp(l,—a;). Portanto,
t=1
temos que

z = (c121) (220 (u (ﬂ Di(1, —a;, ) Dk(1, —ay),

demonstrando (6).
(6) = (7) Como no caso do corpo F' em (3), temos que a projegao natural induz homomorfismo
injetivo
KX/ (ﬂ -DK<17 _az>> — HKX/DK<17 _ai>7
iel i€l
restando mostrar entao a sobrejetividade.

Demonstraremos a sobrejetividade por indugao sobre o nimero de elementos de I = {iy, ... iz}
Se k = 1 entdo o resultado é claramente verdadeiro. Suponhamos que vale para todo I com k < n
elementos e seja [ com k + 1 elementos. Fixe j € I e considere J = {i € I | i # j}. Logo
I=JU{j}.

Sejam agora x; € K* para todo ¢ € I. Por hipotese de inducao existe y € K* tal que
ry~' € Dg (1, —a;), para todo i € J.

Usando (6), temos que existem u € [ Dk (1, —a;) e v € Dg(1, —a;) tais que z; = uv. Apli-

ieJ
cando 0 mesmo argumento para y temos que existem c € ﬂ Dg (1, —a;) e d € Dg(1, —a;) tais que
icJ

y = cd. Para x = du € K*, temos que

v le; =d e ler; = yla(ule) € D (1, —a;) para todo i # j,
extz; =d 'uluww =d v € Dp(l, —a;)

Y

que mostra que ™ x; € D (1, —a;), para todo i € I, e consequentemente a sobrejetividade para
1.
m
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Corolario 3.2.5. Sejam um corpo F e ay,...,a, € F* tais que { a1 R(F),...,a,R(F)} € uma
base de F*/R(F) que satisfaz o item (1) da Proposi¢do 8.2.4. Para K = F(\/e), onde e €
FX~ (F¥)° e

R, = () Dr(l, —a;),

=1

tem-se que (F*)’N(R,) = R(F) e N"(R(F)) = F*R,.

Demonstragio. Pelo item (5) da Proposi¢ao 3.2.4 temos que
(FX)QN(RO) = (ﬂ DF<1, _ai>> N Im N.
i=1

Como, pelo item (2) do Lemma 3.2.2 temos

e R(F) CIm N = Dgp(l,—e) a igualdade fica demonstrada.
Por outro lado, pelo pelo Principio da Norma, Teorema 1.1.9, juntamente com item (4) da
Proposicao 3.2.4 obtemos a segunda igualdade. [

Definic¢ao 3.2.6. Seja {ay,...,a, } uma base distinguida de F' e sejam by, ..., b, € F*. Dizemos
que {by,...,b, } é uma base dual de {ay,...,a,} em F se para todo 1 < j < n tivermos b; €
Dg(1,—aj;), para todo i # j e o conjunto {byR(F),...,bj_1R(F),bj.1R(F),...,b,R(F)} for uma
base de Dp(1,—a;)/R(F).

Proposicao 3.2.7. Seja { ay,...,a, } uma base distinguida de F. Entao:
1. Existe base dual {by,...,b,} de {ay,...,a,} em F.

2. Se {by,...,b,} € uma base dual de {ay,...,a,} em F entdo {by,...,b,} também é uma
base distinguida de F' e {ay,...,a,} é uma base dual de {by,...,b,} em F.

3. Para todo subconjunto {iy,...,im} C {1,...,n} temos que {b;R(F) | j & {i1,...,im}} €
uma base de (Dp(l, —a;) N Dp(1l,—a;,) N---NDp(l,—a;,)) /R(F).

Demonstragio. Para cada 1 < j < n seja

Sj == ﬂ DF<1,—CLi>.
Pelo item (2) da Proposicao 3.2.3 temos S;Dp(l,—a;) = F*. Pela construcao de S; e pelo
Lema 3.2.2 temos que S; N Dgp(l, —a;) = R(F). Portanto (S; : R(F)) = 2. Seja b; € S; \
DF<1, —CLj>. LOgO Sj = R(F) U b]R(F)
Vamos mostrar que { by, ..., b, } é uma base dualde { ay, ..., a, } em F e é uma base distinguida
de F. Além disso, { ay,...,a, } é uma base dual de {by,...,b, } em F.
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Observe que b; € Dp(l, —a;), para todo i # j, mas b; ¢ Dpr(l, —a;). Logo a; € Dp(1,—b;),
para todo i # j, mas a; ¢ Dp(l,—b;). Podemos entao concluir que Dp(1l,—b;) # F* e que
dimp, (Dp(1, —=b;)/R(F)) > n — 1. Concluimos entao que:

o (F*: Dp(l,—b;)) =2, que é a condicao (ii) da Definicao 3.2.1 para { by,...,b, } ser uma
base distinguida de F', e que

o {a;R(F),...,a;1R(F),a;11R(F),...,a,R(F)} é uma base de Dp(1l,—b;)/R(F), que ¢é
parte da condigdo para que {aq,...,a,} seja uma base dual de {by,...,b,} em F, faltando
mostrar ainda que { b1 R(F),...,b,R(F)} é uma base de F*/R(F).

Note agora que pela construgdo dos conjuntos S; temos que fixado um a;, S; C Dp(l, —ay)
para todo j # t. Logo

e b; € Dp(l, —a,;) para todo j # t e consequentemente, caso o conjunto { by R(F),...,b,R(F)}
seja uma base de £ /R(F'), podemos concluir que { by R(F),...,bj_1R(F),bj 1 R(F),...,b,R(F) }
é uma base de Dp(1, —a;)/R(F). Isto é, uma vez demonstrado que { by R(F),...,b,R(F)} é uma
base distinguida de F*/R(F'), entdo {b1,...,b, } é uma base dual de {ay,...,a, } em F.

e Por outro lado b; ¢ Dp(1, —a,), pela construgao de b;.

Vamos mostrar que {b;R(F),...,b,R(F)} é uma base de F*/R(F), isto é, a condigao (i)
da Defini¢do 3.2.1. Suponha que z = bi*---b5" com ¢y,...,6, € {0,1} é tal que z € R(F) e
que existe 1 < j < n com ¢; # 0. Dai, temos que z € Dp(l, —a;), para todo t = 1,...,n, pois
z € R(F) Como z € Dp(l,—a;) e também by ..., bj_1,b;41,...,b, € Dp(l, —a;), obtemos que b; €
Dp(1, —a;), uma contradi¢do. Logo ¢; = 0, para todo j =1,...,n, e assim { by R(F),...,b,R(F)}
¢ um conjunto linearmente independente em F*/R(F).

Portanto, temos que esse conjunto é uma base de F'*/R(F'), completando a demonstracdo de
que {by,...,b, } é uma base distinguida de F'.

O 1ltimo e o pentltimo pontos que foram destacados completam a demonstragao dos itens 1.
e 2.

3. Devido a definicao de base dual temos que b; € Dp(l, —a;,) para todo j & {i1,...,0m } €
todot € {1,...,m}. Temos entao o conjunto {b;R(F) | j & {t1,...,im } } que é linearmente
independente contido em (Dp(1l, —a;) N Dp(l,—a;,) N ---N Dp(l,—a;,,)) /R(F). Pelo item (3)
da Proposigao 3.2.4 o Fy-espago vetorial F*/ N, Dr(l, —a;,) tem dimensdo m. Uma vez que
dimp, F*/R(F') = n, temo que (Dp(l, —a;,) N Dp(1, —a;,) Dp(1, —ay,) N -+~ N Dp(l, —a;,)) /R(F)
tem dimensao n—m, que é o nimero de elementos do conjunto { b;R(F) | j & { i1, .. ,im } }. Logo
esse conjunto é uma base, conforme afirmado. O]

Vamos a seguir introduzir alguns novos elementos com os quais poderemos ter uma visao mais
clara dos subgrupos de oBr(F), para um corpo F' que tenha base distinguida. Recordemos antes
que dado d € F* seja o subgrupo de oBr(F), Qp(d) = {(d,z)r | © € F* }. Pela Proposigao
1.2.4 temos que cong Qp(d) ~ F*/Dgp(1,—d).

Definigao 3.2.8. Seja { ay,. .., a, } uma base distinguida de um corpo F. Consideremos a particao

{1,....n}=U LW onde ijel\ <= Qrla)=Qr(a)).
A=1
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Chamaremos tal particio de particao principal em F.
Ainda, para 1 < X\ < m introduzimos dois novos objetos, a saber:

1. Bx={{a; |i€I\})R(F) o subgrupo de F* gerado por {a;|i € I\ } e R(F).
2. Qr(\) = Qrl(a;), para i € I,.

Observacao 3.2.9. Observe que a relacao que aparece na particao principal é claramente uma
relacdo de equivaléncia.
Ainda, na definicio de Qr(\) nao importa o indice escolhido em Iy.

Lema 3.2.10. Seja F' um corpo e sejam x, y € F* tais que Dp(l, —z) = Dp(l,—y) e Qp(x) =
Qr(y). Entio xy € R(F).

Demonstracao. Temos que

QF(a:) = QF('CE) N QF(?/) = DF<17 _xy>/(DF<1’ _37> N DF(L _y>) - DF<17 _xy>/DF<1> —3$>,

pela Proposigao 1.2.5. Por outro lado, temos que Qp(z) = F*/Dp(1,—z), pela Proposigao
1.2.4. Logo F* = Dp(1,—xy) e zy € R(F). O

Teorema 3.2.11. Tomemos um corpo F com base distinguida {a,...,a, }, particio principal
I, 1< X<m, e os subgrupos Fy e Qr(X\) definidos acima. Entdo

1. para todo a € F\ ~ R(F) temos que Qr(a) = Qr(X\). Consequentemente para todo a €
F\ ~ R(F), temos que (F* : Dp(1,—a)) = 2.

2. dados x, y € F* tais que |Qr(z)| = 2 = [Qr(y)| e Qr(x) # Qr(y), temos que x € Dp(l, —y)
(e igualmente y € Dp(1,—x)). Consequentemente,

(a) para 1 < v # X <m, dados x € F, ey € F\ temos que y € Dp(l,—x). Em particular,
a; € Dp(l,—z) para todo i € I, e consequentemente F\ C Dp(l, —x) para todo v # .
(b) Para todo a € F* tal que |Qr(a)| = 2, existe e é dnico 1 < X\ < m tal que a € F.

3. Firado 1 <~ < m, temos que
F17 = ﬂ DF<1, —ai).

i€ly
AFEY

4. Dados1 < A\y,...,A\s < m distintos e N & { A1, ..., \s }, entao FxN(F\, @ ---® F\,) = R(F),
onde a operacdo de composicio € a multiplicacao. Consequentemente

FX/R(F) = Fy/R(F) & - ® Fn/R(F).

5. Toda base distinguida de F induz a mesma particio Q,...,Qm em oBr(F). Isto é dada
{e1,...,e, } uma outra base distinguida de F, a particio induzida por essa base apenas
permuta os elementos dos conjuntos { Qr(1),...,Qr(m)}, e {Fi,...,Fn}.
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Demonstragio. 1. Seja a = [licr, a;' € F) ~ R(F), onde ¢; € {0,1}, para todo i € I. Dado

d € F'*, temos que
(d.a)r = > (d,ai)p € Qr(N),
i€l
porque (d,a;)r € Qr(A), para todo i € Iy. Como a &€ R(F), temos Qr(a) = Qr(\), j4 ndo é um
subgrupo trivial. Logo |Qr(a)| = 2 implicando a segunda parte do item.

2. Suponhamos por absurdo que x & Dpg(l,—y). Nesse caso (z,y)r # 0 € Br(F). Mas
(x,y)r € Qr(x), e igualmente, (z,y)r € Qr(y). Resulta disso a contradigdo Qr(z) = Qr(y).

2.(a) Decorre imediatamente do item 1. e do que acabamos de provar, pois Qr(z) = Qp(\) #

Qr(v) = Qr(y).

2.(b) Dado a € F* nas condigoes do item 2.(b) se Qp(a) # Qr(\) para todo 1 < A < m,
entdo pelo item 2. demonstrado, temos para todo 1 < A < m e todo i € I, a; € Dp(l, —a).
Mas isso implica que F* C Dg(1, —a), contradizendo a hipdtese de que |Qr(a)| = 2. Logo existe
1 <A <m tal que Qr(a) = Qr(N).

Concluimos entdo que para todo 1 < v < m, com v # A, temos que Qr(a) # Qr(y). Logo,
pelo item 2., a; € Dp(1l, —a), para todo i € I, com v # .

Vamos em seguida escrever a = af' - - - aZ", comey, ..., e, € {0, 1 }. Tomando-se d = af" - - - al»,
onde p; = 0 para todo i € I e ; = €; para todo @ € I, com v # A, resulta pela observacao anterior
que d € Dp(l, —a). Analogamente se ¢ = a}* ---alr, onde v; = ¢; para todo i € I e v; = 0 para
todo 7 € I, com 7y # A, vamos obter ¢ € F), satisfazendo cd = a, como querfamos.

4. E imediato pois Uy, {a;R(F) | i € I} é uma base de F*/R(F).

5.5eja {1,....n} =U,J,, [ ={1,...,s}, ¢ Fﬁ; gerado médulo R(F) por {e; | j € J,}
com v € I, a partigao associada a base { ej, ..., e, }. Decorre do item 2(b) anterior que para todo
1 <i < n existe um tnico 1 < XA < m tal que e; € F) e portanto Qr(e;) = Qr(N). Sejal <y <s
tal que ¢ € J,. Para todo j € J, temos que Qr(e;) = Qr(e;) = Qr(N). Logo e; € Fy para todo
J € J, e assim FWI C Fi.

Por simetria, ja que temos duas bases distinguidas, existe um tnico 6 € I' tal que F\ C F 5’.
Logo F\ C F, implicando 6 = v (se § # 7, FVI N F; = R(F)). Dessa forma FVI = F\ e temos uma
correspondéncia injetiva I' — A dada por v — A tal que le = F). Assim s < m e novamente por
simetria vamos concluir que m < s, i.e., s = m e a aplicagao acima é uma bijecao.

Concluimos assim que uma troca de bases distinguidas apenas produz uma permutacao nos

conjuntos { Qp(1),...,Qr(m)}, {Fi,...,F.}.
[

Observacao 3.2.12. Com as hipdteses e notacoes do Teorema 3.2.11 vemos que dado ¢ € F*
temos uma representacio ¢ = [lierci, onde I C A, ¢; € F;, e ¢; € R(F), para todo i € 1.
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Relembramos que A representa o conjunto de indices na particao principal. Mais ainda, pelo
item (4) desse teorema essa representagdo ¢ tunica. Isto é, caso ¢ = [l;e; c;, com J C A ec; €l
para todo j € J, entio J =1 e ¢, € ¢;R(F), para todoi € I = J.

Defini¢ao 3.2.13. Sejam {aq,...,a,} uma base distinguida de um corpo F e {1,...,n} =

UYL, I sua partigio principal. Dizemos que {aq, ..., a,} é completa |3Br(F)| = 2™.
Teorema 3.2.14. Sejam F um corpo com base distinguida { ay,...,a, } e base dual {by,... b, },
particio principal Iy, 1 < X <m e os subgrupos F e Qr(\) como na Definigao 3.2.8.

Se a base {ay,...,a,} é completa, entio para todo subconjunto J C {1,...,m} ek €

{1,...,m}~J temos Qr(k)N (ZJ-EJ Qp(j)) ={0}. Concluimos assim que para todo subconjunto
JcC{l,...,m} temos que
Z Qr(j) = @Qp(j) e em particular oBr(F) = Qp(1) ®--- & Qr(m).
Jj€J
Mais ainda, seja J C {1,...,m} um subconjunto ndo vazio com t elementos e tomemos
¢; € F;/R(F), para cada j € J. Para

c=]]¢ temos que Dp(l,—c)= () Dr(l,—c;), Qr(c) =P Qr(j),
jeJ jeJ jeJ

e (F*: Dp(l,—c)) = 2"

Demonstragio. Observemos inicialmente que dados z, y € F* se escrevermos ¢ = aj'---a"u e
y="0"--bv, comey,....e0,M,...,Nn €{0,1} eu, v € R(F), temos que em oBr(F)

@r= Y (ab)i = 3 <ak,bk>§ﬁ"ke§@F<A>,

1<i,j<n 1<k<n

pois pelo item 2. do Teorema 3.2.11 (ax,b;)r = 0, para todo j # k. Note que se k, k' € I,
temos (ag, bx)r ~ (ag, by ) r, isto é, a soma acima pode ser nula mesmo com &g, n # 0. Usando
o Teorema de Merkurjev, que garante que todo elemento de ,Br(F) é uma soma de classes de
algebras de quatérnios, podemos concluir que

Suponhamos agora que exista k € {1,...,m} ~ J, para algum J C {1,...,m} tal que

Qr(k) €Y Qr(j). Logo

jed

i@m) = Y Qe

1<A<m
A#k
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Por outro lado, como os grupos envolvidos sao todos abelianos, temos que

>oorW)| < II 1Qr(N)] < 2™

1<A<m 1<A<m
P P
Mas isso contradiz a hipdtese de que |;Br(F')| = 2™, pois a base é completa.. Logo, para todo

subconjunto J C {1,....m} ek € {1,...,m} ~ J temos Qr(k) N (ZjEJQF(j)> = {0}, que
completa a demonstracao da primeira afirmacao do teorema.

A segunda afirmacao decorre da primeira pois dado J C {1,...,m} e tomando J, = {j € J |
j # k}, temos

jeJ
ik

para todo k € J, que é a condi¢ao para que a soma de subgrupos Z Qr(7) seja uma soma direta.

Finalmente, por 1. do Teorema 3.2.11 temos que QF(C]) = Qp(j), para cada j € J e

consequentemente (¢, z)p ~ Y (¢, 2)p € @ Qr(j), paratodoz € F*. Logo Qp(c) C Djes Qr(j).
e jeJ

Para verificarmos a outrajincluséo obsejrvemos que para cada j € J temos que a;jy € Dp(l, —c;)
para algum i(j) € {1,...,n}, pois { a1 R(F),...,a,R(F)} é uma base de F*/R(F) e pelo item
1. do Teorema 3.2.11 temos que (F* : Dp(1, —¢;)) = 2. Dai, podemos concluir que (c;, a;(j))r #
0 € o Br(F) implicando que Qr(j) = Qr(c;) = Qr(aiy)), uma vez que 2 = |Qp(c;)| = |Qr(aig))|-
Portanto a;(;) € Fj, pois a tltima igualdade significa que i(j) € I;, conforme a defini¢ao de partigao
principal.

Por outro lado, pelo item 2. (a) do Teorema 3.2.11, temos que a;;y € Dp(l, —c,), para
todo s € Jes # 7 (i(j) € ;). Logo (cs,a;)r = 0 € 9Br(F) para todo s € Jes # je
(¢j,aijy)r =~ (c,a,;))r, implicando em Qp(cj) C Qp(c) para todo j € J, que mostra a inclusao
contraria conforme desejado.

A igualdade Qp(c) = €D Qp(j) acarreta em (F* : Dp(l, —c)) = |Qp(c)| = 2". Para terminar a
JjeJ
demonstracao do teorema verificaremos por indugao sobre t = \J | que

DF 1 —C m DF
jeJ
Parat = 2 e J = {\, v} sabemos que Qr(cy) N Qr(c,) = {0}. Pela Proposicao 1.2.5
temos o isomorfismo de grupos Qr(cx) N Qr(cy) = Dp(l, —erey)/(Dp(l, —cx) N Dp(1, —c,)) Logo
Dp (1, —cxey) = Dp(l, —cy) N Dp(l, —c,) como queriamos.
Suponhamos que seja verdadeira para todo k < t. Fixemos i € J e sejam J' = J~{i} e
= H c;. Por hipétese de inducao temos que
je
DF<1a _C/> = ﬂ DF<17 _Cj>'

jeJ’
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Por outro lado, conforme demonstrado acima temos que

(F*:Dp(l,=c)) =21 e Qr(d) =D Qr())

jeJ
Ainda, Qp(c;)) N @ Qr(j) ={0}, pois i ¢ J'. Portanto Qp(c) N Qr(c;) = {0} implicando que
je
Dp(l,—c) N Dp(l, —¢;) = Dp(1l,—'¢;). Como ¢ = c'¢; decorre da hipétese de indugao que
DF 1 —C m DF

jeJ

conforme afirmado. O

Observagao: Tomando-se J C {1,...,m} com t # 0 elementos e duas familias c;, c;. € Fj,
para cada j € J, se definirmos
c=]l¢ e ¢ =1] ¢

jed jet
vamos obter pelo Teorema 3.2.14 acima que Qr(c) = Qr(c). Valera também
r(1,—c) ﬂ Dr(1 Dp(1, —Cl> = m Dp(1, —C;'>7
jeJ jeJ

mas nao podemos dizer que Dp(l,—c) = Dp(l,—c) e assim concluir que ¢ '¢ € R(F), pelo
Lema 3.2.10.

Teorema 3.2.15. Sejam ' um corpo, e € F* (FX)Q e K = F(y/e). Considere também o o
gerador de Gal(K/F) e também Res : o:Br(F) — oBr(K) a fungdo restrigao.

Dados z,y € K*, se (z,y)xk € Im Res, entdo eziste ¢ € F* tal que (z,y)x = (z,c¢)k. Isto
¢, dados x, y € K* se existem a, b € F* tais que (z,y)x = (a,b)k, entdo existe ¢ € F* tal que
(z,y)k = (z,0)k-

Demonstrag¢io. Do isomorfismo entre dlgebras (z,y)x = (a,b) g obtemos a isometria entre formas
quadraticas:

(1, —x, —y, zy) ~ (1, —b, ab). (1)

Vamos usar duas fungoes transfer de Scharlau, como no Corolério 1.1.7, s* e s, onde y = a+f/e.
Pelo Corolério 1.1.7 temos que y;0 < k >= s, onde k = —y/N(y).

Da isometria em (T) temos que s*((1, —x, —y,zy)) = 0 € W(F). Logo 5*(<k;><1 —y,xy)) =
0 € W(F). Mas —y € Dg(l,—z, —y,zy), e como Dg(l, —z, —y,zy) = DK< b ab) vamos
ter que o (Dg (1, —x,—y,zy)) = Dk (1, —z, —y, zy). Portanto o(—y) € Dk(1,— y, xy) e assim

N(y) = (—y)o(—y) € Dk(l, —z, —y,xy), também. Finalmente k € D (1, —z, —y,xy>. Podemos
entdo concluir que (k)(1, —z, —y, zy) =~ (1, —x, —y, zy). Portanto s; ({1, —z, —y,ry)) = 0 € W(F).
Temos entao que

0=s,((1,—2)) — s,({v)) + s, ({zy)) € W(F).
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Fazendo-se os calculos obtemos s7(y) = (7)(1, =N(y*)) =0 € W(F) e s;(zy) = (6)(1, =N (zy?)) =
(0)(1,—N(z)) € W(F), para apropriados v, 6 € F*. E desta maneira podemos concluir que
sy ({1, —x)) = (§)(1, =N(z)) € W(F). Como s;((1, —7)) tem dimensdo 4, essa tltima igualdade
mostra que s, ((1, —r)) é isotrépica em W (F'). Como consequéncia obtemos que y € F* D (1, —).
Sejam ¢ € F* e z € Dg(1, —x) tais que y = cz. Substituindo-se esse valor de y na dlgebra obtemos
(x,y)k = (z,c2)k = (z,¢)k, como queriamos. O

Vamos a seguir usar o resultado anterior para determinar a parte fixa de um subgrupo Q(z),
onde z € K = F( /e).

Lema 3.2.16. Sejam F um corpo tal que Cor : H*(K) — H?*(F) € sobrejetiva onde K = F( /a)
com a € F* ~ (F*)?. Denotemos G = Gal(K;F), o grupo de Galois da extensio, e seja o o
gerador de G. Entdo

Im Res = kernel Cor = (o — 1)H?*(K) C H*(F)“,

para Res : H*(F) — H?*(K). Recordando que H*(F) = ,Br(F), temos para o homomorfismo
XaU_: HY(F) — H*(F) que Im x,U_ = Qr(a) que

kernel Res = Im x, U_ = Qr(a) = H*(K)% /(o — 1) H*(K).

Conclusdo Cor(3Br(K)) = oBr(F) e Cor(sBr(K)%) = Qr(a).
Observemos que Im Res = H?(K)Y se e somente se a € R(F) e nesse caso Res € injetiva pois

Qr(a) ={0}.

Demonstragio. A igualdade kernel Cor = Im Res decorre da sequéncia exata de Arason, [A ]. J&
a igualdade kernel Cor = (¢ — 1)H?*(K) é o Corolario da Proposicio 2 de [LLMS ]. Aplicando-se
agora [LLMS |, para p = 2, obtemos (¢ — 1)H?(K) C H*(K)“. Finalmente, decorre da agdo de
G sobre H%(K) que Im Res C H%(K)“. Juntando-se tudo, conclufimos a primeira afirmagio do
teorema.

A igualdade kernel Res = Im y, U _ decorre de [A ]. O isomorfismo Qp(a) = H*(K)% /(o —
1)H?*(K) é consequéncia direta de [LLMS ].

Para a tltima afirmacao do teorema observemos que Qr(a) = 0 se e somente se a € R(F). A
segunda afirmacio implica que H2(K)® C kernel Cor se e somente se Qr(a) = 0. Juntando-se
esses dois fatos com a primeira conclusao obtemos o resultado. O

Teorema 3.2.17. Sejam F um corpo, e € F* ~ (F*)* ¢ K = F(\/e). Considere também o o
gerador de Gal(K/F) e assuma que Cor : H*(K) — H*(F) € sobrejetiva.
Para cada z € K* consideremos o homomorfismo

0: K* — QK(Z) C QBI'(K)
dado por 0(x) = (z,2)k que induz isomorfismo

0: K*/Dg(l,—2) — Qx(2).
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1. A restrigao de 0 a Di(1,—N(z)) N F* induz isomorfismo

Dr(l,=N(:)NEF*/(Dg(1l,—2) N F) — Qk(z) NyBr(K)°. ()

2. Qr(2) NaBr(K) = {0} implica Qx(2) N Q(o(2)) = {0}

Demonstragio. (1) Para a € Dp(l,—N(z)) temos que (a,N(z))p = 0 € 3Br(F). Decorre de
Cor((a, 2)kx) = (a, N(2))r que (a, z)g € ker(Cor) = Im Res, conforme Teorema 3.2.16.

Vemos entao que a restrigio de 6 a Dp(l,—N(z)) tem imagem dentro de Qg (z) N Im Res.
Como o nucleo dessa restri¢ao serd Dy (1, —z) N F obtemos injetividade para a flecha ().

Seja agora y € K* tal que (y,2)x € ImRes. Teremos entdao (y,z)x = (a,b)g, para apro-
priados a, b € F*. Logo, pelo Teorema 3.2.15 existe ¢ € F* tal que (y,2)x = (¢, 2)g. Pelo
Teorema 3.2.16 temos que 0 = Cor((c, 2)g) ~ (¢, N(2)) k. Mas entao ¢ € Dp(1,—N(z)) e como
0(c) = (¢, 2)k ~ (y, z) k obtemos a sobrejetividade, completando a demonstragao.

(2) Sejam z, y € K tais que (z,2)x = (y,0(2))x € Qk(2) N Qk(o(2)). Pelo Teorema 1.2.2,
existe u € K tal que = (z,2)k e (u,0(2))x = (y,0(2))k. Mas (u,2)x = (u,0(2))x (d) implica
(u, N(2))k = 0 € 9Br(K). Resulta entdo que u € Dk (1, —N(z)). Logo, pelo Principio da Norma,
Teorema 1.1.9, N(u) € Dp(1,—N(2)).

Por outro lado, a hipétese Qg (2) N Br(K)% = {0} implica Qx(z) NImRes = {0}. Logo,
o item (1), aplicado a o(z), implica que Dr(l, —N(z)) = Dk (1, —o(z)) N F* (Claro que o item
(1) deve valer tando para z como para o(z).). Logo uo(u) = N(u) € Dk (1,—0c(z)) e portanto
(1w, 0(2)) = (o(u), 0(2))x (#).

Juntando () com (M) vamos obter (u, z)x = (o(u),02)x = (u, 2)%. Logo
(2,2)k ~ (u,2)% € Qr(2) NyBr(K)¢ = {0}

o que nos permite concluir que Q(2) N Qx(o(z)) = {0}, como queriamos. O

3.2.1 Teorema 90 de Hilbert para extensoes radicais

Como mencionado no Capitulo 2, vamos demonstrar o Teorema 90 de Hilbert, versao radical
de Kaplansky, para extensoes quadraticas radicais de corpos com base distinguida.

Apresentaremos inicialmente a versao aritmética para um extensao K = F(y/r), onde r € F*

R(F). Algumas versoes dete resultado podem ser encontradas na literatura, citamos especialemente
as versoes dos trabalhos dos trabalhos [CR | e [KN ].

1. Em [CR |, Cordes e Ramsey mostraram a validade somente no caso em que F' é um corpo
com duas algebras de quatérnios, a menos de isomorfismo, isto é, dimg, o Br(F') = 1.

2. A versao apresentada em [KN | vale somente se F' é tal que o indice de R(F') em F* é 2.

Mas podemos observar que nos casos acima, os corpos F' sao corpos com base distinguida como
ja visto no decorrer do trabalho. E entao, o resultado que apresenteremos a seguir engloba os
resultados ja existentes.
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Teorema 3.2.18 (Teorema 90 de Hilbert). Se F' é corpo com base distinguida e K uma extensao
radical de F, entdio N"'(R(F)) = F*R(K).

Demonstrag¢io. Considere {ay,...,a,} uma base distinguida de F. Pelo Teorema 2.2.4 temos que
R(K) = ﬂ Dk (1, —c).
ceF*

Denotando por {ai,...,a,} a base ditinguida de F temos que R(K) = (| Dx(1, —a;). Portanto,
i=1
o resultado segue diretamente do Colorolario 2.2.4. O]
Vejamos uma primeira consequéncia do Teorema 90 de Hilbert.

Corolario 3.2.19. Se K ¢ uma extensdo quadrdtica radical de um corpo F com base distinguida,
entao

dimp, K*/R(K) = 2dimg, F*/R(F).
Demonstragio. Considere a seguinte sequéncia exata, extraida da demonstracao do teorema acima
1 - NYR(F))/R(K)— K*/R(K) = F*/R(F) — 1.

Pelo teorema acima N~} (R(F)) = F*R(K) e portanto a N~} (R(F))/R(K) = F*R(K)/R(K).
Mas, pelo Teorema do Isomorfismo, F*R(K)/R(K) = F*/(F* N R(K)) e usando o Corolario
2.1.9 concluimos que N7 (R(F))/R(K) ~ F*/R(F). Portanto, a sequéncia acima e equivalente a

1—F*/R(F)— K*/R(K) = F*/R(F) — 1
e o resultado segue. O]

O proximo resultado que apresentaremos é a versao classica do Teorema 90 de Hilbert, para o
radical de Kaplansky. E para a demonstragao precisamos da construcao dos grupos de cohomologia,
H"(F).

Seja G um grupo pro-finito. Dizemos que A é um G—mddulo discreto, ou simplesmente um
G—modulo, se A é um grupo e existe uma aplicagdo continua

p:GXxA— A
satisgazendo:
(i) ¢(o7,a) = op(T, a);
(i) p(o,a+0b) =¢(o,a) + (o, b);
(i) v(lg,a) = a,
para todos 0,7 € G e a € A. Denotaremos (o, a) simplesmente por o,.

Exemplo 3.2.20.
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(1) Seja G um grupo pro-finito qualquer e A um grupo abeliano. Defina a agao o, = a para
todos a € Ae o € G. Entao A é um G—mdbdulo, chamado de médulo trivial e a acao é
chamada de agao trivial.

(2) Seja N/F uma extensao galoisiana de corpos e seja G = Gal(N/F), o grupo de galois da
extensdao. Se definirmos para 0 € G e x € L a acdo 0, = o(x), temos os seguintes exemplos
de G—modulos:

(a) N*, o grupo multiplicativo do corpo N,
(b) (N*)?, as classes de quadrados de N,
(¢) R(N), o radical de Kaplansky do corpo N.

Sejam A e B G—mddulos discretos. Um G—homomorfismo ¢ : A — B, é um homomorfismo
de grupos abelianos tal que
(b(O-a) = O¢(a),

para todo a € A. Denotaremos por Mod(G) a classe dos G—modulos e G—homorfismos.

Considere agora GG um grupo pro-finito e denote por G? o produto cartesiano de ¢ copias de G.

Para A € Mod(G), defina

C1G,A) ={z: G — A\ x continuo },
chamado grupo das cadeias nao homegéneas.

Para os seguintes homomorfismos

Sgr1 : CU(G, A) — CIH(@, A),
dado por:
(5q+133)(017 02, .. a0q+l) = 01$(02> s a0q+1) + Z(—l)lﬂf(al, 02y, 00541, - - 70q+1)

+1
+(_1)q l’(O’l,O'z, N ,O'q).
temos o seguinte complexo de co-cadeias:

0 — CO(G, A) 25 Y@, A) 22 CHG A) — -

Por defini¢ao temos que o g—ésimo grupo de cohomologia de G com coeficientes em A é o grupo

quociente - -
HY(G, A) = Z(G, A)/B'(G, A),

onde Z9(G, A) = ker 6,41, que é chamado de grupo dos co-ciclos e BY(G, A) = Imd,, é chamado
grupo dos co-bordos.
Para maiores detalhes indicamos [NSW |.
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Observacao 3.2.21. Sejam N/F uma extensdo galoisisana de F' e G = Gal(N/F) o grupo de
Galois da extensao N/F. Sabemos que

G = limGal(L/F),

L/F

onde L/F percorre todas as subextensoes normais e finitas de N/F. Além disso, 0s grupos quoci-
entes Gal(N/L) formam uma base para a topologia de G, contendo a identidade.

Seja agora A € Mod(G) e denote por Ay = ACUN/L) o subgrupo fivo por Gal(N/L), onde
L/F € uma subeztensdo finita de N/F. Dai, temos que

A= limAy,
L/F

Consequentemente, temos que

HY(G, A) = limH*(Gal(L/F), Ap).
L/F

Teorema 3.2.22 (Teorema 90 de Hilbert). Sejam F e K = F(y/a), onde a € R(F). Entdo
HY (Gal(K/F),R(K)) = 1.

Demonstracio. Seja v € Z'(Gal(K/F), R(K)). Como R(K) é subgrupo de K*, temos que x pode
ser considerado um co-ciclo com coeficientes em K. Pelo Teorema 1.3.2 existe y € K* tal que

Dai, segue que
2(0)y* = o(y)y = Ni/r(y) € R(K) N F = R(F).

Pelo Teorema 3.2.18, y € F*R(K), ou seja, existem ¢ € F* e z € R(K) tais que y = cz.

Temos, entdo, que para todo o € Gal(K/F), z(o) = o(y)y™ = o(cz)(cz)™t = a(2)z7" pois
ce F*.
Portanto, » € BY(Gal(K/F),R(K)) e H'(Gal(K/F), R(K)) = 1. O

Como consequéncia do teorema acima, mostraremos que se F' é um corpo com base distinguida,
entdo o grupo de Galois Gal(F,¢q/F) é um pro-2-grupo livre.
Teorema 3.2.23. Sejam F corpo com base distinguida e F,.q, 0 fecho reduzido do corpo F. Entdo:
1. HY(Gal(Fyea/F), (F¥)2,) =1

2. G = Gal(Freq/F) € um pro-2-grupo livre.
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Demonstragio. 1. Pela observacao feita antes do Teorema 3.2.22, temos que

H(Gal(Frea F), (F);.4)) = B (Gal(L/ F), (F);,) /")

red ’
L/F

onde L/F percorre todas as subextensoes normais e finitas de F..q/F.
Ainda, como ((F*)?_)GL/E) = (F*)2 N L = R(L), temos que

HYGal(Fyea/F), (F*),.,)) = limH'(Gal(L/F), R(L)).
L/F

Logo, é suficiente mostrar que H'(Gal(L/F), R(L)) = 1 para toda extensdo galoisiana fi-
nita L/F, com F' C L C F,.4. A demonstragiao desse fato serd feita por indugdo sobre n, oden
[L: F]=2" Sen=1, o resultado segue do Teorema 3.2.22.

Suponha entao n > 1. Como o grupo de Galois é um 2-grupo e é reséluvel por radicais, existe
uma cadeia de corpos

F=RhChCFkhC---CF, =1L,

onde Fi, = Fi(\/a;), a; € R(F;). Considerando K = F,,_;, G o grupo Gal(L/F) e H o subgrupo
Gal(L/K), temos as seguintes propriedades de G e H( sao consequencia da resolubilidade por
radicais).

1) Gal(L/K)<Gal(L/F);

)
2) Gal(K/F) = G/H.
3)
)

(
(
(3) [K:F]=2""1
(

4) [L: K] =2.

Considere agora a sequéncia exata dos cinco termos, ver por exemplo [NSW |, pagina 64.

1 — HY(G/H,R(L)") — HY(G,R(L)) — H'(H, R(L))%/" —

— H*(G/H,R(L)"%) — H?*(G, R(L)).

Observe agora que R(L)*/# = R(LYN K = R(K), pois a F C K C F,.4. Além disso, temos
que Gal(K/F) = G/H. Dai, a sequéncia exata se escreve da forma:

1 — HY (Gal(K/F),R(K)) — HYG,R(L)) — H'(H, R(L))CaE/F) ...
Mas, pelo Teorema 3.2.22, H'(H,R(L)) = 1 ¢ H'(Gal(K/F),R(K)) = 1 por hipétese de
inducdo. Portanto, temos que H'(G, R(L)) = 1 e consequentemente, H*(Gal(F,.q/F), (Fx)ied) =
1.

Vamos agora apresentar a demostracao da segunda parte do teorema.

2. Considere inicialmente a seguinte sequéncia de G—moddulos:

2
red

1 —A{1,-1} — F

g — (F) . — L.
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Usando [NSW |, temos a seguinte sequéncia exata longa:

1 — {1,-1}¢ — (FX,)¢ — ((F*)? )¢ — HY(G,{1,-1}) — HY (G, F},;) —

red red
— Hl(G7 (Fx)ied) — Hz(Ga {17 _1}) — H2(G7 Frid) — HQ(G7 (Fx)ied) —
Usando o Teoremas 1.3.2 e o {tem (e¢) do Teorema 2.3.13 temos que H*(G, FX;) = 1 e pela
primeira parte H'(G, (Fx)fed) = 1. Logo, pela sequéncia exata acima segue que H?(G, {1, —1}) =
1.
Agora, pela [NSW |, temos que c¢d(G) = 1, onde cd(G) denota dimensao cohomolégica de G.
Portanto temos que G é um pré-2-grupo livre pela [NSW .
[

3.2.2 Base distinguida para extensoes radicais

Nesta se¢ao vamos mostrar a existéncia de base distinguida completas para 2-extensoes de um
corpo F' com base distinguida completa. Para o caso de uma extensao quadratica K = F(y/e),
onde e € R(F'), vamos apresentar explicitamente a construgao. Nesse caso, pelo Lema 3.2.16,
temos que Res é injetiva e Im Res = H?(K)®. Podemos entdo considerar ,Br(F) C ,Br(K).

Comegaremos com um resultado que mostra que a condigdo e € R(F') é bastante restritiva.

Teorema 3.2.24. Sejam F um corpo, e € F* N\ R(F) e K = F(y/e). Conside ainda o o
gerador de G = Gal(K; F) e Res : oBr(F) — oBr(K) a restricio. Para todo u € K* \ R(K),

Qr(u) ¢ 2Br(K)C.

Nesse
(K™

Demonstrag¢io. Suponhamos por absurdo que existisse u € K* com Qg (u) C oBr(K)“.
caso, pelo Teorema 3.2.17 temos que (Dp(l,—N(u)) : F* N Dg(l,—u)) = |Qk(u)]
Dy (1, —u)). Observemos agora que

(K* : De(1,—u)) > (F* D (1, —u) : De(1, —u)) = (F* : FX N Dy(1, —u)) >
> (Dp(l, —N(u)) : F* 0 D (1, —u)).

G

Juntando a igualdade inicial com as desigualdades concluimos que (F* : F* N D (1, —u)) =
(Dp(1,—N(u)) : F* N Dg(l,—u)) e consequentemente F'* = Dp(l,—N(u)), isto é, N(u) €
R(F). Pelo Teorema 3.2.18 obtemos v = ¢z com ¢ € F* e z € R(K). Como por hipdtese
u ¢ R(K) temos que Dk (1,—u) = Dg(1,—c). Usando agora a outra ponta das desigualdades
obtemos também que (K™ : Dg(1l,—u)) = (F*Dg(1,—u) : Dg(l,—u)), implicando que K* =
FXDK<1, —’LL> = FXDK<17 —C>.

Logo (K* : Dk(l,—c)) = (F* : Dp(l,—c)), pois F* N Dg(l,—c) = Dg(l,—c). Portanto
temos um absurdo, pois sabemos que (K* : Dg(l,—c)) = (F* : Dp(l,—c))? uma vez que K ¢
uma extensao radical de F, pela Proposicao 2.2.2.
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Corolario 3.2.25. Sejam ' C E C F,.q uma extensdao intermedidria qualquer e resg)p : oBr(F) —
oBr(E) a restrigio. Entao:

1. resgp € injetiva e podemos considerar Br(F) C ,Br(F).

2. Caso E seja uma extensdo galoisiana de F, entdo oBr(E)“UF) = ,Br(F).

Proposicao 3.2.26. Conservamos a notacao e os objetos introduzidos no Teorem 3.2.11. Seja
K = F(\/r), comr € R(F)~ (F*)*. Dados ¢, d € Fy, para algum 1 < X\ < m, tais que cd ¢ R(F),

temos que Qg (c) = Qx(d).
Recordemos que para todo ¢ € F), para algum 1 < A < m, |Qk(c)| = 4, pela Proposigdo
2.2.2

Demonstragio. Como ¢, d € Fy ecd ¢ R(F) temos pelo Lema 3.2.10 que D (1, —¢) # Dgp(1, —d).
Dai, como (F* : Dp(1,—c)) = 2 segue que Dp(l, —c)Dp(1l,—d) = F*. Como Im N = F*, entao
D (1, —c)Dk (1, —d) = K* pelo item (6) da Proposig¢ao 3.2.4. Sabemos pela Proposicao 2.2.2
que (K* : Dk (1, —c)) = 4. Portanto,

(Dg(l,—d) : Dg(l,—c) N Dg(l,—d)) = (K* : Dg(1l,—c)) = 4.
Como também temos que (K* : Dk (1, —d)) = 4 obtemos
(K™ : Dg(1,—c) N Dg(1, —d)) = 16.

Note agora que o fato de c¢d € F\ implica em (F* : Dp(l,—cd)) = |Qr(cd)| = 2 e conse-
quentemente (K : D (1, —cd)) = 4. Temos que Dk (1, —c) N Dk (1, —d) C Dg(1l, —cd) e assim
(Dk(1,—cd) : D (1, —c)NDg(1,—d)) = 4. Esta tltima igualdade implica que |Qk (¢)NQ(d)| = 4.
Portanto Qk(c) = @k (d), pois |Qk(c)| = 4 = [Qk(d)]. 0

Teorema 3.2.27. Sejam r € R(F) ~\ (F*)*> e K = F(\/r). Denotemos por o o gerador de
G = Gal(K; F) e por N = Ngr, a norma da extensdo.

1. Se F possui uma base distinguida, entao K também possui. Mais precisamente, dada uma
base distinguida de F {ay,...,a, } existem zy,..., 2z, € K* tais que:

(a) N(z;) = a;, para todo i =1,... n.
(b) Para todoi=1,...,n temos que Dy (1, —z;) N F = Dp(l, —a;).
(C) DK<1, —Zi> N DK<1, _J(Zi)> = DK<1, —CL,L'>.
(d) {z1,...,2n,0(21),...,0(2,) } € uma base distinguida de K.
2. Se{ay,...,a,} € uma base distinguida completa de F' entdo {z1,...,2n,0(21),...,0(2,)} €

uma base distinguida completa de K (conforme Defini¢do 3.2.13).
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Demonstragio. 1. Considere inicialmente { ¢y,. .., ¢, } uma base dual de { ay,...,a, } em F, con-
forme visto na Proposigao 3.2.7. Desta forma, para cadai = 1,...,n temos que DF( al>/R( )
é gerado por {¢1...,¢1,Cit1,-..,Cn }. Usando novamente a Proposu;ao 3.2.7 temos que a; €
Dp(1, —c;), para todo j # i. Logo, se z; € K é tal que N(z;) = a;, entdo pelo Principio da Norma

Zi € ﬂ FXDK<1, —Cj> = F* (ﬂ DK<1, —Cj>) s

J#i J#i

onde a igualdade vale pelo item 4. da Proposicao 3.2.4, pois conforme o item 2. da Proposi-

¢ao 3.2.3 uma base distinguida de F' satisfaz a hipotese da Proposigao 3.2.4. Portanto existem

z; € F* ey; € () Dr(l, —c;) tais que z; = x;y;, consequentemente z; 'z; = y; € Dx (1, —¢;), para
i

todo j #i e c; € Di(l,—x;'2) N F* para todo j # i.

Obtemos entao que dimg, (DK<1, —z;7'z) N FX) JR(F) >n—1ecomoc; ¢ Dg(l,—z;"2) po-
demos concluir que dimp, (DK<1, —z7 ) N FX) J/R(F) =n—1,pois R(F) C Dg (1, —x;'2)NF*.
Novamente pelo Principio da Norma Dy (1, —x; '2;)NF* C Dp(l, —N(z;'2)) = Dp(l, —z; %a;) =
D(1, —a;).

Agora, como dimg, (Dg (1, —a;)/R(F)) = n — 1, podemos concluir que Dg (1, —x;'z;) N F* =
Di(1,—a;).

Note que que podemos trocar { ai,...,a, } por {x7%ay,...,x%a, yem Fe z,...,2, € K por
w7121, .., 17 2, que as propriedades se mantem. Logo podemos assumir sem perda de generalidade
que Dg (1, —z)NF* = Dk (1, —a;). Dessa forma os elementos 21, ..., z, € K tém as propriedades
(a) e (b) requeridas.

Vamos agora ao {tem (c). Note que o item (b) juntamente com o item 1. do Teorema 3.2.17
nos garante que Qg (z) N (2Br(K))¢EH = {0}, para todo i = 1,...,n. Logo, usando o item
2. do Teorema 3.2.17, temos que Qk(z) N Qk(o(z)) = {0}, para todo i = 1,...,n. Sabemos,
pela Proposicao 1.2.5, que Qk(z;)NQk(0(2)) = Dk (1, —N(z))/(Dk(1, zz>ﬂDK<1 o(z))) e
consequentemente podemos concluir que Dg (1, —N(z;)) = D (1, —z;) N Dk (1, —0(z;)), para todo
i=1,...,n, mostrando (c).

Para o item (d) note inicialmente que { 21 R(K),..., 2, R(K), 0(z1)R(K),...,0(z)R(K)} ¢
uma base de K/R(K). De fato, suponha que existam e1,...,&,,m1,...,1n, € {0,1} tais que

:HZ]EJHO' )" € R(K)
j=1 = j=1
e defina
Ji={jileg=1emn, =0} Ja={jile;,=0 e n, =1} Js={jile =m}

Como z € R(K), pelo Principio da Norma, Teorema 1.1.9, temos que N(z) € R(F). E o cdlculo
da norma de z produz a seguinte equagao:

(ll aj) (ll aj) (ll ajj) € R(F).
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Como J1NJy=0,J;NJyg =0, JoN.Jy =10 vamos obter um absurdo se J; # () ou J, # 0, pois
por hipdtese o conjunto {as, ..., a, } é linearmente independente médulo R(F'). Logo J; = Jo =)
e J3={1,...,n}. Portanto temos que

n n
z=][70(z)7 =[] a; € R(F
=1 j=1

e assim z € R(K) N F, pois a; € F*, para j = 1,...,n. Agora, pelo Corolario 2.1.9, temos que
R(K)NF = R(F) e como {ay,...,a, } uma base distinguida de F, segue que ¢; = 0, para todo
j=1,...,n

Portanto, temos que o conjunto { 21 R(K), ..., 2z, R(K), 0(z1)R(K),...,0(z,)R(K) } é linear-
mente independente médulo R(K) e consequentemente uma base de K*/R(K), pois a dimensao
de K*/R(K) é 2n pelo Corolario 3.2.19.

Para completar a demonstragao de que { z1,...,2,,0(21),...,0(2,) } é uma base distinguida
falta mostra que (K : Dg (1, —z;)) = (K* : Dg(l,—0(2;))) =2 paratodoi=1,...,n

Vamos separar esse caculo em alguns passos:

(i) Por construgao temos que ¢; ¢ Dp(l,—a;) e dai 0 # (¢;,a:)r € Qr(c;) N Qr(a;) e como
|Qr(c;)| = 2 = |Qr(a;)| concluimos que Qr(c;) = Qr(a;). Portanto existe 1 < A < m tal que
¢i, a; € Fy e pela Proposicao 3.2.26, Qx( QK (a;).

G) =
(ii) Pelo Lema 3.2.2 temos que R(F) = (| Dr(1, —¢;) e usando o Teorema 2.2.4 temos que

R(K) = () Dk(1, —¢;). Sabemos ainda que para todo i = 1,...,n, z € (| Dx(1l,—¢;). Como
i=1 i

Dg(l,—c¢;) # K*, temos que z; ¢ Dg(1l,—¢;) do que resulta 0 # (z;,¢)x € Qk(z) N Qk(c;).

Portanto |Qx(z;) N Qk(c;)| > 2 e devido ao passo (ii) concluimos que |Qx(z;) N Qk(a;)| > 2 e

Consequentemente, pela Proposicao 1.2.5, (Dg (1, —z;a;) : Dg(l,—2;) N Dk (1, —a;)) > 2 para

todoi=1,...,n

(iii) Devido ao item (c), Dg(l,—z;) N Dg(l,—a;) = Dg(1l,—a;) que junto com a ultima
desigualdade significa que (Dg (1, —z;a;) : Di (1, —a;)) > 2. Agora, pelo item (a) temos que z;a; =
o(z;)2? e assim Dy (1, —za;) = Dg (1, —0(2;)). Obtemos destas observacoes que (D (1, —o(2;)) :
Dg(1,—a;)) > 2.

Finalmente, como vimos no passo (i) que ¢; ¢ Dk (1, —z;) e igualmente ¢; ¢ D (1, —0(z;)).
Dai, (K* : Dg(1,—0(z))) > 2. Mas, pela Proposigao 2.2.2, (K* : Dg(1,—a;)) = 4 e portando,
usando a desigualdade do passo (ii), temos que (K* : Dg (1, —0(z;))) =2, para todoi =1,...,n.
Analogamente, mostra-se que (K* : Dg(l,—z;)) = 2, para todo i = 1,...,n, completando a
demonstracao do item (d).

2. Suponha que {ay,...,a,} seja uma base distinguida completa de F' e vamos verificar que
{z1,...,2n,0(21),...,0(z,) } é uma base distinguida completa de K. Note primeiramente que
para todo 1 < k < n temos que Qg(zx) # Qx(o(zx)). De fato, caso contrario teriamos que
0(Qk(zx)) = Qk(o(zx)) = Qk(zk), e como Q(z;) tem ordem 2, necessariamente a agao de
G(K; F) sobre Qg(zx) seria trivial. Logo, como vimos no primeiro paragrafo desta subsegao,
Qx(zr) C 2Br(F), o que contradiz o Teorema 3.2.24. Portanto Qg (2x) # @k (0o(zx)) e seguindo
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os passos da demonstragdo do do caso t = 2 do Teorema 3.2.14(pagina 49) podemos concluir
que Qg (ax) = Qk(2r) @ Qk(0o(zk)), para todo 1 < k < n.

Conforme observado na Proposigao 3.2.26, |Qk(ax)| = 4, para todo k& = 1,...,n. Logo
Qi (ar) tem exatamente trés subgrupos préprios e todos de ordem 2, a saber Qg (z), Qk(o(zx)), €
Qx (ar) NeBr(K)EHH) - A natureza desse tltimo subgrupo decorre do item 1. do Teorema 3.2.17
aplicado a z = ay.

Seja {1,...,n}= | I\ a particdo principal da base distinguida {as,...,a,} de F. Para cada
A=1
1 <X <mdados i, j € I, temos pela Proposicao 3.2.26 que Qk(a;) = Qx(a;). Logo, pelo que
vimos no paragrafo anterior vamos ter

Qr(z) ® Qr(0(z)) = Qr(z) ® Qr(0(2))).
Concluimos entao dos trés ultimos paragrafos que

Qr(2i) = Qk(z) ou  Qk(z) = Qk(o(z)))
Dessa forma, fixado I, com 1 < A < m, podemos assumir que para todo par i, 7 € I, temos
Qk(z) = Qk(z;). De fato, basta escolher { z; | ¢ € I} como sendo exatamente os elementos para
os quais os Qx(z;) sdo iguais e denotar por o(z;) os seus conjugados por o. Desta maneira teremos
que os grupos Qk(o(z;)) sdo todos iguais para i € I,. Reciprocamente, se Q(z;) = Qk(z;) entao
Cor(Qr (%)) = Cor(Qr(z;)), isto é, Qp(a;) = Qr(a;) e consequentemente ¢, j € I, para algum
1 < X\ < m. Portanto, temos que Q (z;) = Qk(z;) se e somente se i, j € I, paraalgum 1 < X < m.

Vamos agora reescrever a base { z1,...,2n,0(21),...,0(2,) }. Para todo 1 < j < 2n considere
- Zj paratodo 1 <j3<n
J 0(2z,—j) paratodon < j<2n

Antes de definirmos a partigao principal para a base distinguida {1, ..., 2, } de K, vamos fazer
uma observagdo. Pelo exposto acima e pela definicdo dos elementos x;, temos que se Qk(z;) =
QK (x;) entdo necessariamente temos que 1 < 4,5 < n oun < i,j < 2n. Defina entdo a seguinte
particao

2m
{1,....2n} = U J,., onde
k=1
g I para todo 1 <k <m
"l A L) = {0+ lmm) | Ge—m) € I(x—m)} para todo m < k < 2m

Portanto temos que a particao definida acima é principal pois Qk(z;) = Qk(x;) se, e somente
se 1,] € J, para algum 1 < xk < 2m.

Finalmente, da maneira como foi definida, temos que a base {x1,...,2,} serd completa se
{ai,...,a, } for completa pois [,Br(K)| = [,Br(F)|?, pelo Lema 2.2.1. O
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Corolario 3.2.28. Seja F' C E C F,.q uma extensdo intermedidria finita. Se F' tem base distin-
guida completa, entao E também tem.

Demonstragio. Seja [E : F| = 2*. Vamos demonstrar o coroldrio por inducio sobre k. O caso
k =1 corresponde ao Teorema 3.2.27. Assumindo-se que o resultado vale para k seja F tal que
[E : F] = 281 Como estamos dentro de uma 2-extensido galoisiana, existe F' C K C E tal que
[E: K] =2. Como [K : F] = 2" pela hipétese de indugdo K tem uma base distinguida completa.
Finalmente, pelo Teorema 3.2.27 essa base distinguida completa de K da origem a uma base
distinguida completa de F. O
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Capitulo 4

Bases distinguidas - parte 11
Dimensao cohomolégica

No capitulo anterior apresentamos as bases distinguidas, um objeto novo que deparamos du-
rante nossos estudos. No contexto em que trabalhamos, as bases distinguidas nos oferecem uma
nova visao sobre os corpos com um nimero finito de dlgebras de quatérnios.

Vimos, nos resultados anteriores que as propriedades de base distinguida se transferem dire-
tamente as extensoes quadraticas radicais. Para o caso das extensoes nao radicais precisamos de
resuldos mais gerais, que apresentaremos separadamente neste Capitulo.

No decorrer do estudo sobre a existéncia de bases distinguidas para extensoes quadraticas
quaisquer, chegamos a conclusoes importantes sobre a estrutura Cohomoldgica destes corpos, que
apresentaremos no final da primeira parte do Capitulo.

4.1 Resultados gerais

Nesta secao vamos apresentar resultados mais gerais, alguns sao generalizagoes de resultados
que aparecem no capitulo anterior e serao apresentados aqui com o objetivo de aplicéd-los ao caso
nao radical também. Trataremos aqui do estudo das propriedades cohomoldgicas de corpos com
base distinguida.

Conforme colocado na Observagao 3.2.12, cada elemento ¢ # 0 de um corpo com base
distinguida tem uma decomposi¢ao tnica médulo R(F') na forma ¢ = ¢; -+ ¢, com ¢; € F), para
algum \; correspondente a particao principal.

Nosso proximo resultado vai refinar os resultados obtidos no Teorema 3.2.11 para tratarmos
de extensoes quadraticas nao radicais.

Teorema 4.1.1. Seja F' um corpo com base distinguida { a, ..., a, }, particio principal I, 1 <
A < m e os subgrupos Fy e Qr(X\) definidos anteriormente.

Denotemos por A ={1,...,m} e seja c =[lic;c;i € F*, onde I CA, ¢; € F;, ec; & R(F), para
todo 1 € 1.
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1. Dado e € F,,, com e ¢ R(F), temos que
DF<1, —C) C DF<1, —€>

se e somente sey € I, e também e € ¢, R(F).
Consequentemente Dp (1, —c;), com i € I, sao os unicos subgrupos da forma D (1, —y), com
indice 2 em F*, que contém Dp(l, —c).

2. Dado d = [l;e;d; € F*, onde J C A, dj € F}, ed; € R(F), para todo j € J, Dp(l, —c) C
Dp(1,—d) se e somente se J C I e ainda d; € c¢;R(F') para todo j € J.
Consequentemente, Dp(1, —d) = Dp(1,—c) se e somente se dc € R(F'). (Vale aqui ressaltar
que esta propriedade foi demonstrada por Cordes, em [C ], para corpos com duas dlgebras de
quatérnios, mas vale para corpos com base distinguida.)

8. Dado d = [];c;d; € F*, onde J C A e d; € Fj para todo j € J, seja Cy ={BcINJ|cse
dgR(F) }, o conjunto de elementos “comuns” nas representacoes de ¢ e d. Entdo

dimg, (F*/ (Dp(l — ) Dp(1, —d))) = #C; ¢

DF<1, —C>DF<1, —d> = m DF<1, —C)\> = DF<]_, —Z>,
AeCy

onde z = [[xec, cr. Consequentemente, no caso de nao haver fator comum (Cy =0), temos

4. Tomando-se K = F(;/c) temos que
R(K)NF = (¢gR(F),ieI)
o subgrupo de F* gerado pelo conjunto {c;|i € I} e R(F). Mais ainda,

dimp, (R(K) N F)/R(F) = #1.

Demonstragio. (1) Observemos inicialmente que pelo item 2(b) do Teorema 3.2.11 sabemos que
existe v € A tal que e € F,. Se v ¢ J, entdao F, C Dp(l, —¢;), para todo j € J, pelo item 2(a)
desse teorema. Por outro lado, pelo Teorema 3.2.14, temos que

ﬂ DF<1, —Cj> = DF<1, —C).

jeJ

Juntando-se os dois fatos obtemos F, C Dg(l,—c) C Dp(l,—e). Como e € F,, essa ultima
inclusao contradiz o item 2(a) do Teorema 3.2.11. Portanto v € J.
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Seja agora ¢, = ecy € F,. Temos que ec = ¢, H‘i;é 1 ¢; ¢ a decomposicao de ec. Suponhamos que
iy

¢o & R(F) e seja d = ec. Temos que

DF<1_d>:DF<17_CO>m ﬂDF<17_C’L> )

iy

pelo mesmo Teorema 3.2.14.

Como Dp(l,—c) C Dp(l,—e) e também Dp(1l,—c) C Dp(l,—c,), usando o Lema 1.1.3,
temos que

DF<1, —C> C DF<1, _CV> N DF<1, —€> = DF<1, —C,y> N DF<1, —CO>.
Portanto D (1, —¢) C Dp(1, —c,). Por outro lado
DF<17 —C> C n DF<]_, —CZ‘>,
2,
implicando
DF<1,—C> C DF(l,—cO>ﬂ ﬂ DF<1,—CZ> :DF<1,—d>

Mas isso implica que Dp(1, —c) = Dp(1, —d), pois, dimp, F*/Dp(1,—c) = #I = dimp, F*/Dr(1,—d)
pelo Teorema 3.2.14.

Por outro lado, por esse mesmo resultado temos que

c) = EBQF(Z) = Qr(d),

iel

pois Qr(c,) = Qr(y). Logo, pelo Lema 3.2.10, temos que cd € R(F). Mas isso produz uma
contradigdo, pois devido a construcio de d temos que cd = ec* € R(F).

(2) Esse item é consequéncia do item (1) pois Dp(1l, —d) C Dp(1,—d;) para todo j € J.

(3) Sem perda de generalidade vamos assumir, simplificadamente, que dsz = cg, para todo

B € Cy. Escrevemos entao y = (H,8602 cﬂ> (ngzcz dj>.
Pelo Teorema 3.2.14 temos que dimg, F'*/Dp(1l,—d) = #J, dimg, F*/Dp(l, —c) = #I,

peCs JgCa i€l
Logo

BeCs JZCo igCo
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Resultando entao Teorema 3.2.14 que
dimp, F*/(Dp(l,—d) N Dp(l,—c)) = #1 + #J — #C,.
Pelo Teorema do Isomorfismo temos que
Dp(l,—d)Dp(1,—c)/Dp(l,—d) ~ Dp(l,—c)/(Dr(1l,—d) N Dp(1, —c)).

Logo

= dlIIl]F2 FX/(DF<1, —d) N DF<1, —C>) - diIIl]F2 FX/DF<1, —C> = #J - #Cg

dim]FQ FX/DF<]_, —d>DF<]_, —C> =
= ChHl]F2 FX/DF<1, —d> — dim[FQ DF<1, —d)DF<1, —C>/DF<1, —d> = #02,

como afirmado.

Para a segunda igualdade como z = [[ycc, cx € 0 produto dos termos comuns, entao pelo
item (2) temos Dp(l, —c), Dp(l,—d) C Dp(1l,—2). Logo Dp(1l,—c)Dp(l,—d) C Dpr(l,—z). Pelo
Teorema 3.2.14 temos que dimp, F'*/Dp(l, —z) = #C5. Logo

Como dimp, F*/Dp(1l,—z) = dimp, F*/Dgp(l,—c)Dp(1, —d) resultando na igualdade. Final-
mente, pelo Teorema 3.2.14, Dp(1, —z) é igual a intersecao dos grupos de seus fatores.

Para a demonstraciao do ftem (4), vamos apresentar um lema auxiliar. Para tanto, recordemos
que, pelo Lema 2.1.7, d € R(K) N F se e somente se Dp(1l, —d)Dp(l, —dc) = F* e Dp(l,—c) C
Dp(1, —d), onde K é uma extensao quadrética de F. No caso em que F' tenha uma base distinguida

a segunda condicdo pode ser simplificada:

Lema 4.1.2. Assumido-se as hipoteses e notacoes do Teorema 4.1.1 temos para ¢, d € F* que
Dp(1l,—c) C Dp(1,—d) implica em Dp(l,—d)Dp(l,—cd) = F*. Logo, para K = F(y/c) temos
que d € R(K) N F se e somente se Dp(l, —c) C Dp(1l, —d).

Demonstragio. Consideremos ¢ e d como no Teorema 4.1.1. Caso Dp(1l, —¢) C Dp(1, —d), temos
pelo item (2) do Teorema 4.1.1 J C [ e d; € ¢;R(F'), para todo j € J. Isto é, Cy = J e todos
os termos de d sao comuns. Portanto cd = [[;¢y ¢;d*. Resulta disso que d e cd néo tem fatores em
comum e assim Dp(l, —d)Dpr(1,—cd) = F*, pelo item (3) do Teorema 4.1.1. O

Voltando a demonstragdao do teorema.

(4) Usaremos aqui o lema anterior.

Pelo Lema 4.1.2, d € R(K) N F se e somente se Dp(1,—c) C Dr(l,—d). Por outro lado,
pelo item (2), j& demonstrado, a condi¢do Dp(1, —c) C Dp(1, —d) é equivalente a d € (¢;R(F),i €
I). O

68



Introduziremos na observacao a seguir uma nova notagao que sera bastante usada no decorrer
do trabalho.

Observacao 4.1.3. Seja F' um corpo com base distinguida { ay,...,a, }, particio principal Iy,
1 < X < m e os subgrupos Fy e Qr(A\) como na Definicgo 3.2.8. Continuamos denotando

A={1,....m}.
Dados ¢ = [lierci e d = lje dj em F*, onde I, J C A ec; € Fy ~ R(F), para todo i € I, e
d; € F; ~ R(F), para todo j € J, respectivamente, sejam

I = IN(INJ), Jy = J~(INJ), Ci ={a €INJ | ca & daR(F)}, Co={BE€INJ | cs € dyR(F)}.

Observe queC’lLJC'g:IﬂJ, Jlﬂh:@, JlﬂC'1:®, ]1ﬂ01:@, Clﬂ(]g:@, etc.

Veremos a seguir uma combinagao do item (3) do Teorema 4.1.1 com o item (5) da Poposi¢ao
3.2.4, apresentada no Capitulo 3.

Proposicao 4.1.4. Considere as condicoes da Observagdo 4.1.3 acima. Sejam ¢, d € F*
(F*)2, com decomposicoes como descritas na Observagdo 4.1.8, e seja K = F(\/c). Entdo

dim]}r2 KX/DK<1, —d> = 2#J1 + #Cl

Demonstragio. Pelo Lema 1.1.11, Dg(1,—d) N F = Dp(l,—d)Dp(1, —cd) serd conveniente en-
contrar a decomposicao de cd em fatores dos F).

cd = (H dj> (H ci) ( H daca> )

Vemos que os termos correspondentes a f € Cy podem ser descartados, pois dgcs € R(F'), para
todo £.

Concluimos entao que J; é o conjunto dos termos “comuns” a d e cd e portanto, pelo item (3)
do Teorema 4.1.1 temos

Dp(l,—d)Dp(1,—cd) = () Dr(1 = Dp(1, —d),

JE€N

onde d© = [Ljes, dj. Sabemos também que dimg, F*/Dg(1, —d©)) = 4.
Pelo Corolario 1.1.12; a seguinte sequéncia é exata

1 — { (F¥)%,c(F*)?*} — Dp(l, —d©) /(F*)*13 D (1, —d) /(K *)?

X, (Dp(L,~d) 0 Dp{1, —e) /(F*)2 = 1.

(4.1.1)

onde j ¢ induzida pela inclusao F' C K e N pela norma N, K|F-

Vamos inicialmente determinar dimg, (Dp(1, —d) N Dp(1, —c)) /(F*)?. Para isso recordemos
que, pela Proposi¢ao 1.2.5, Qr(c¢) N Qp(d) ~ Dp(1l,—cd)/(Dr(1,—c) N Dp(1,—d)). Conforme
Teorema 3.2.14
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=PQrii) e Qr(d)=PQr0)

i€l jed
Logo
Qr(c)NQr(d) = P Qr(A

AeInJg
resultado em dimp, (Qr(c) NQr(d)) = #(I NJ) = #Cy + #Cy. Assim
dimFQ DF<1, —Cd>/(DF<1, —C> N DF<1, —d>) - #Cl + #Cg
Como
dimp, F*/(Dp(1l,—c) N Dp(l,—d)) = dimp, F*/Dp(1l, —cd)+

a decomposicao de cd descrita acima juntamente com o Teorema 3.2.14, nos dizem que
dimp, F*/Dp(1l, —cd) = #J1 + #1; + #C4. Juntando os dois tltimos calculos obtemos

dimp, F*/(Dp(l,—c) N Dp(l,—d)) = #J1 + #11 + 2#C, + #Cs. (4.1.2)
Devido a sequéncia exata (4.1.1) acima, temos que
dimp, Dg (1, —d)/(K*)? = dimg, Dp(1, —d'?)/(F*)?> =1 +dimg, (Dp(1, —c) N Dp(1, —d))/(F*)?.
Como dimy, (Dp(1, —c)NDp(1, —d))/(F*)? = dimy, F*/(F*)*~dimg, F*/(Dr{1, —c)NDg(1, —d))

vamos concluir que

dimg, D (1, —d)/(K*)? = dimg, Dp(1, —d©)/(F*)?> — 1+ (4.1.3)
dimp, F*/(F*)* = (# + #L + 2#C) 4 #C5),
devido a equagao (4.1.2).
Por outro lado, dimp, Dp(1, —d@)/(F*)? = dimg, F*/(F*)? — dimp, F*/Dp(1,—d"), e
sabemos pelo Teorema 3.2.14 que dimg, F*/Dp(1, —d®)) = #.J;. Substituindo-se esses valores
na equacao (4.1.3) obtemos

dimp, D (1, —d)/(K*)* = 2dimp, F*/(F*)? — 1 —2#J, — #I, — 2#C, — #C. (4.1.4)
Calculando-se as dimensoes por outro caminho vamos obter
dimp, Dg (1, —d)/(K*)? = dimp, K*/(K*)? — dimp, K*/Dg(1, —d).
Recordemos a seguir a sequéncia exata
L= {(F*)?%c(F*)?} — F*/(F*)? — KX/(KX)ziDF(l, —c)y/(F*)? — 1,
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onde N ¢ induzido pela norma. Essa sequéncia permite substituir dimg, K*/(K*)? na equacio
acima para obter

dim[[r2 DK<1, —d)/(KX)Q = dlIIlIE‘2 FX/(FX>2—1+CHH1]F2 DF<1, —c>/(FX)2—dimF2 KX/DK<1, —d>

(4.1.5)
Temos ainda que dimg, Dr(1l,—c)/(F*)? = dimy, F*/(F*)* — dimg, F*/Dg(1,—c); de onde,
pelo Teorema 3.2.14, obtemos dimg, Dp(1, —c)/(F*)? = dimg, F*/(F*)? — #I; — #C; — #C5.
Substituindo-se esse dltimo valor na igualdade (4.1.5) obtemos

dimz, Drc(1, —d)/(K*)? = 2dimz, F*/(F*)> — 1 — 41, — #C, — #Cs — dimg, K* /Dy (1, —d).
(4.1.6)
Finalmente, comparando-se as equagoes (4.1.4) com (4.1.6) obtemos

diIIl]F2 KX/DK<1, —d> = Q#Jl + #Cl,

conforme afirmado. O

Proposicio 4.1.5. Seja K = F(,/c), onde ¢ € F* ~ (F*)? possui decomposigio ¢ = e, com
icl

I CAec € F* N R(F) para todo i € I. Considere também d € Fy ~ R(F), para algum X\ € A.

Entao:

1.
1 seXel edecyR(F)

(K*:Dg(l,—d)) =4 2 seX€l edd&c\R(F)
4 seX¢gl.

2. Consequentemente
]2 sedel eddg o R(F)
ontl={ 5 2157

F* C Dg(1,—d) sexel
DK(l,—d>ﬂF:DF<1,—c> 86)\%[.
4. Para todo e € Fx\NR(F) e caso X € I, assumimos e, d & cxR(F), temos que Qk(d) = Qk(e).

Demonstragio. (1) Para o primeiro caso temos que d € R(K)NF, pelo item (4) do Teorema 4.1.1.
Logo Dg(1,—d) = K*, como afirmado.

Usando-se a notagao da Observagao 4.1.3 temos no caso A € I e d & c\R(F) temos J; = () =
Cy e Cp = { A }. Portanto dimp, K*/Dk(1, —d) = 1, como afirmado.

O tltimo caso também decorre diretamente do Teorema 4.1.4 pois J; = { A} e C; = = Cb.

(2) é equivalente ao item (1).
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(3) Caso A € [ ed € ¢ R(F) ja vimos que Dg(l,—d) = K* e portanto F' C Dg(l, —d)
trivialmente.

Recordemos que Dk (1,—d) N F' = Dp(l,—d)Dp(1, —cd) e pelo item (3) do Teorema 4.1.1
temos dimp, F*/Dp(1,—d)Dp(1, —cd) = nimero dos temos “comuns” nas fatoragoes de d e cd.
No caso A € I e d & ¢ R(F) ndo ha fator em comum entre d € F) e cd. De fato cd terd como
fator em F)\ o produto dcy. Portanto D (1, —d)Dpr(1,—cd) = F* e assim F* C Dg(l,—d), como
afirmado.

Para A & I teremos que d é o fator de c¢d em F\. Logo ha um fator em comum entre d e cd, a
saber d. Nesse caso, ainda pelo item (3) do Teorema 4.1.1, D (1, —d)Dp(1, —cd) = Dp(1, —d),
completando a demonstracao deste item.

Para a demonstracdo do ultimo item, precisamos de um Lema auxiliar.

Lema 4.1.6. Sejam ¢ = [[c;, com ¢; € F; \ R(F) para todo i € I, e K = F(\/c). Denotemos por
il
N a norma Nkr e por o o gerador de G(K; F).
Sejam também d, e € F tais que de ¢ R(F) e se X € I, entdo d, e & cxR(F'). Nessas condigoes
temos que
DF<1, —C> = (DF<1, —d> N DF<]_, —C>)(DF<17 —€> N DF<]_, —C>),
DK<1, —d>DK<]_, —6> = K*.

Demonstrag¢io. Pelo item (2) do Teorema 4.1.1, Dp(l,—c) ¢ Dg(l,—d), Dp(1,—e). Logo

Dp(l,—c)Dp(l,—d) = F* e Dp(l,—c)Dp(l,—e) = F* Portanto 2 = (F'* : Dp(l,—d)) =
(Dp(1,—c) : Dp(1l,—c) N Dp(1, —d)) e, analogamente, (Dp(1,—c) : Dp(l,—c) N Dp(1, —e¢)) = 2.

Para completarmos a demonstragao, afirmamos que os subgrupos D (1, —c) N Dp(1, —d) e
Dp(l,—c) N Dp(1l, —e) de F’* sdo ndo comparaveis.

E desta forma temos que D (1, —c¢) = (Dp(l, —d) N Dp(1, —c))(Dr(1l, —e) N Dp(1, —c)), como
queriamos.

Verificaremos agora os subgrupos Dp(1,—c) N Dp(l, —d) e Dp(l,—c) N Dp(1l, —e) de F™* sao
nao comparaveis. E a demonstragao desse fato sera surpreendentemente longa.

Observemos inicialmente que, pelo item (2) do Teorema 4.1.1, Dp(l, —d)Dp(1, —e) = F*.
Agora, usando o Teorema do Isomorfismo para grupos, temos que

Di{1,~d)/Dp(L,~d) N De(1, ~¢) = (Dp (1, ~d)) (Di{L, —€))/Dp(L, —¢) = F* /Die{1, ~e).

Portanto (Dp(1,—d) : Dp(l,—d) N Dp(1, )) = (Dp(l,—€) : Dp(l,—d) N Dp(1,—e)).
Isso implica que (F* : Dp(1,—d) N Dp(1, —e)) = 4. o Dp(1, —d) NDp(l,—e) C Dp(l, —de) e
(F* : Dp(1,—de)) = 2, vemos que Dp(1l, —d), D <1 —e), e Dp(l,—de) sdo os tnicos subgrupos
com indice 2 em F* que contém Dp(l,—d) N Dp(l,—e). Esse 3 subgrupos sao distintos pelo

item (2) do Teorema 4.1.1.
Consideremos agora Dp(l, —c)(Dgr(1l,—d) N Dp(1,—e)). Se esse subgrupo de F* for igual a
Dp(l,—d) N Dp(1, —e) teremos que D (1, —c) C Dp(1l, —d) (também Dp(1,—c) C Dp(l,—e)), o

72



que contradiz item (2) do Teorema 4.1.1 pois d (também e) ndo estd presente na decomposigao
de c.

Caso esse subgrupo seja igual a um dos subgrupos de F* com indice 2, teremos também uma
contradigao com o item (2) do Teorema 4.1.1. Logo a tinica possibilidade é Dp(1, —c)(Dr (1, —d)N
Dp(l,—e)) = F*. Dessa forma (Dp(l,—c) : Dp(l,—c) N Dp(l,—d) N Dp(l,—e)) = (F* :
DF<1, —d> N DF<1, —€>) =4.

Procurando por uma contradi¢gdo vamos supor que os subgrupos Dp(l,—c) N Dp(l,—d) e
Dp(l,—c)N Dp(l, —e) sao comparaveis. Assumimos, sem perda de generalidade, que Dp(1, —c) N
N
N

Dp(l,—d) C Dp(l,—c) N Dp(l,—e). Logo Dp(l,—c) N Dp(l,—d) = Dp(l,—c) N Dp(1, —d)
Dp(1,—e), implicando 2 = (Dp(l,—c) : Dp(l,—c) N Dp(l,—d)) = (Dp(l,—c) : Dp(l,—c)
Dp(1,—d) N Dp(1,—e)) = 4. Resultando na contradigao desejada.

A igualdade Dk (1, —d)Dg(1,—e) = K* é imediata. De fato, como Qr(c) = Qr(d) e cd ¢
R(F), Dk(1,—d) # Dk(1,—e), pelo Lema 3.2.10. De (F* : Dp(1l,—d)) = 2 temos a igualdade.

Para cada z € K* existem, pela primeira parte do lema, x € Dk (1, —d),e y € Dk (1, —e) tais
que N(z) = N(x2)N(y) = N(zy). Portanto existe u € K* tal que z = (o(u)/u)ry = N(u)u?zy.
Como N(u) € Dp(l,—c), pelo que demonstramos no inicio desta parte do lema, existem a €
Dp(l,—d) N Dp(l,—c) e b € Dp(l,—e) N Dp(l, —c) tais que N(u) = ab. Logo a € Dg(1l,—d) e
b€ Dk(l,—e) e assim z = (ax)(byu=?) € Dk (1, —d)Dk (1, —e), como querfamos. O

(4) Seja e € F) \ R(F). Caso e = dr, para algum r € R(F), como R(F) C R(K) trivialmente
Qk(e) = Qk(d). Também se tivermos d, e € c\R(F), entdo Qk(d) = {0} = Qx(e), pois pelo
item 4 do Teorema 4.1.1, c\R(F) C R(K).

Consideremos finalmente o caso nao trivial, ed € R(F) ese A € I, d, e € cxR(F'). Nesse caso
pelo Lema 4.1.6 acima, Dy (1, —d)Dg (1, —e) = K*. Logo (K* : Dk(l,—e)) = (Dg(l,—d) :
DK<1, —d) N DK<1, —€>).

Por outro lado, as condigdes impostas a e fazem com que de € Fy \ R(F'). Logo os itens (1) e
(2) aplicam-se a de. Vamos apresentar nas tabelas abaixo as possibilidades.

N [ (K% : Dg(L, —d)) = (K~ : Dx(L, —e)) | (K" : Dx(1,—d) N D (1, —e))

el 2 4
N1 1 16
X | (K : Dg(l,—de))
el 2
g1 4

Temos entao que

|Qx(d) N Qg (e)| = (Dk (1, —de) : D (1,—d) N Dg (1, —e)) = { 2 sedel

4 seN&€1
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Portanto |Qk(d)| = |@k(e)| = |Qk(d) N Qk(e)| nos dois casos acima. Resulta entdo que
Qx(d) = Qk(e), como afirmado. =

Vamos a seguir demonstrar o andlogo do Teorema 3.2.14 do capitulo anterior.

Teorema 4.1.7. Seja ¢ = Hci em F*, onde I C A ec; € F;~ R(F), para todo i € I, como na
iel
Observagido 4.1.3. Considere ainda K = F(\/c). Desta forma, temos que:

1. Para todo d = de em F*, onde J C A ed; € Fj ~ R(F), para todo j € J temos que
jeJ

Qr(d) = D Qx(d)),

JE€J1UCY

onde J; e C definidos na Observagdo 4.1.3.

2. Mais geralmente, dado J C A e d; € F; ~ R(F), para todo j € J, e se j € I, entdo

d; & ¢;R(F), temos que
> Qr(d)) = D Qx(d)).

jeJ jeJ
3. Para todo d como no item 1 acima vale

DK<]., —d> = ﬂ DK<17 _dj>

jeJ
Demonstragio. (1) Dado z € K* temos em oBr(K) que

(r,d)xk = Y (v,dj)x e Y Qx(dy).

je€J1UCT jeJLUCy

Logo
Q) Y Quldy).
jESUC
Como, pela Proposigao 4.1.4, dimg, K*/Dg (1, —d) = 2#J; + #C, temos que dimy, Qx(d)
é também igual a 2#J; + #C'.
Por outro lado dimp, > Qx(d;) < Y dimg, Qx(d;) = 2#J1+#C,. Desta forma temos

jeJL1UC jeJLUCT

uma igualdade entre dimg, Qx (d) edimp, Y Qx(d;), o queimplica que Qx(d) = > Qx(d;).

JEJ1UCY JEJ1UCY

Observe agora que temos naturalmente um homomorfismo sobrejetor

I[I @Qx(d)— > Qxldy).

JjeJ1UCT jeJ1UC
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Vimos acima que os dois espagos tem a mesma dimensao. Logo esse homomorfismo é um isomor-
fismo e obtemos a validade do item (1)

Qr(d) = Y Qkl(d)= D Qx(d)).

JjEJLIUCT jeJ1UCT

(2) Basta aplicarmos o item (1) a d = [[;c; d;. Observe que a escolha dos elementos d; implica
que Cy = ) e assim J = J; UC,.

(3) Vamos inicialmente destacar que as consideragoes acima sobre dimensao implicam que
Qk(dy) N Qk(d;) = {0} sempre que X\ # j, pois o item (1) aplicando-se a qualquer d € K*,
aplica-se também a d = dyd;. Resulta disso que Dk (1, —dy\) N Dk(1l,—d;) = Dg(l,—dy\d;),
sempre que A # j. Fica assim demonstrado o item (3) para o caso de d = d)d; ter dois fatores
(#J1 + #C1 = 2). Vamos demonstrar o caso geral por indugao sobre #.J; + #C4. Observe que no
item (3) basta tomarmos j € J; U Cy, pois Dk (1, —d;) = K*, para todo j € Cs (d; € R(K)NF,
para j € Cy).

Para A € J; U (] seja

d» = 1] 4.

jeJLuCy
J#A
Pelo que vimos acima, temos
QM) = @ Qx(d;) e Qx(d)= @ Qx(d)).
je€JLUC ]GJlUCl

JFEA

Logo Qr(d™) N Qk(dy) = {0}. Tendo-se em conta que d = dVdy vamos obter Dg (1, —d) =
D1, —d™) N Dy (1, —dy). Assim, pela hipétese de inducio

Di(l,—d)=| () Dx(l,—d;) | N Dk(1,—d\) = () Dx(1,—d;)
jEJIUCT jeJ
J#A
como queriamos. O

Vejamos agora um lema que ja apareceu implicitamente na literatura inclusive em [L |. Vamos
apresenta-lo aqui em uma formulagao que é conveniente para o trabalho.

Lema 4.1.8. Consideremos uma extensio K = F(\/c) com ¢ € F* ~ (F*)? de um corpo F. Seja

Bo = Z QK(a)
acF*

0 subgrupo de 9Br(K) gerado pela dlgebras de quatérnios da forma (z,a)k, comx € K* ea € F*.
Temos que B, = oBr(K).
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Demonstragio. Pelo famoso resultado de Merkurjev basta mostrarmos que para toda algebra de
quatérnios (u,v)x sobre K, u,v € K* sua classe satisfaz (u,v)x € B,. Como dimp K = 2,
temos que o conjunto {u,v} pode ser linearmente dependente ou independente sobre F. Caso seja
linearmente dependente, temos que v = au para algum a € F e consequentemente (u,v)x =
(u,au)g = (u,a)k + (u,u) g = (v, a)k + (u, —1)k, pois (u,u)x ~ (u, —1)k. Logo (u,v)x € B,.
Suponhamos agora que o conjunto {u, v} seja linearmente independente sobre F. Logo {wu,v }
é uma base de K sobre F' e portanto existem a, b € F' tais que au + bv = 1. Temos entao que
(au,bv)g = 0 e desenvolvendo obteremos que 0 = (u,v)x + (u,b)x + (a,v)x + (a,b) k. Portanto,
(u,v)g = (u,b)k + (a,v)x + (a,b)k € B,, ficando assim demonstrado o lema. O

Teorema 4.1.9. Seja F' com base distinguida e sejam F\, A =1,...,m, os subgrupos correspon-
dentes a parti¢io principal, como introduzidos anteriormente. Se dimg, F\/R(F') > 1, para todo
A=1,...,m, entao cd Go(F) = 2.

Para F' com cd Go(F') = 2 todo elemento de F' é uma soma de no mdzimo 4 quadrados.

Demonstragio. Assumimos agora que dimg, F\/R(F') > 1, para todo A = 1,...,m. Dados a =
[Licrai e b =1lc;b; em F* onde I, J C Aea; € F;\ R(F), para todoi € I, e b; € F; \ R(F),
para todo j € J, respectivamente, sejam [y, J; e C; como na Observacao 4.1.3. Recordemos
que Co, = {f € INJ | az € bgR(F)} é o conjunto de indices dos “fatores em comum” nas
decomposicoes de a e b.

Afirmamos que exitem z, y € F* cujas decomposi¢oes nao tem “fator em comum” e (a,b)p ~

<I7 y) F-
Observe inicialmente que

(a>b)F = Z (aaaba)F+ Z (aﬁvbﬂ)F7

aeCy BeCs

pois (a;,b;)p = 0 sempre que 4, j & I N J = C; U Cy, pois neste caso a; € F; e b; € Fj, com i # j,
onde F;, F; sao grupos da particao principal da base de distinguida de F.

Ainda, para todo 8 € Cs, (ag,bg)r =~ (ag,ag)r pois ag € bgR(F). Para todo f € Cj
tal que (ag,ag)r # 0, temos que ag € Dp(l, —ag). Dessa forma, como dimp, Fz/R(F) > 1
e (Fs : Dp(l,—ag) N Fz) = 2 podemos tomar cz € ag(Dp(l,—ag) N Fz) com ¢z & agR(F).
(Nao pode acontecer I N\ agR(F) C Dp(l,—ag) N Fz = Fg ~ ag(Dp(l, —ag) N Fp), pois isso
implicaria ag(Dp(1l, —ag) N F3) C agR(F') e como R(F) C Dp(l,—ag) N Fz resultaria em R(F) =
Dp(l,—ag) N Fz e assim (Fj : R(F')) = 2, contra hipdtese.) (Caso (ag,ag)r = 0 € 3Br(F),
tomamos cg = bg). Com esse escolha de ¢z vamos ter (ag; cg)r = (ag; ag)r = (ag; bg)r em 9 Br(F),
para todo 3 € Cy tal que (ag, bg)r # 0.

Tomando-se C5 = { € Cy; (ap, bs)r # 0 € 9Br(F)},

x:HaiHaaHaB

el  aeC BECs

y=1106 II ba II s

jeJ1  a€cCy BeCs
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vamos, por construcao, ter que
(avb)F = (xvy)F em2Br(F>'

Logo (a,b)r ~ (z,y)r e z,y nao tem “fatores em comum”, comprovando a afirmagao. Resulta do
isomorfismo entre as dlgebras que ((a,b)) ~ ({(x,y)) e portanto D ({{—a, —b))) = Dr({{—x, —y))).

Pelo item (3) do Teorema 4.1.1 temos que D (1, —x)Dp(1l, —y) = F*. Logo Dr({((—a, —b)))
F*. Isto é, para todo para a, b € F'* a forma ((—a, —b)) é universal. Resulta disso que toda 3-
forma de Pfister é isotrépica, portanto hiperbélica, implicando I3F = 0, pelo [L |. Novamente
pelos resultados de Voevodsky ([OVV ], [V1 |,[V2 ]) podemos concluir que H3(F) = 0 e por-
tanto ¢cd Go(F) = 2. Observe que cd Go(F) # 1, pois caso cd Go(F') fosse igual a 1, terfamos
H?*(F) ~ 3Br(F) = 0 implicando toda 1-forma de Pfister universal, isto é, R(F') = F*, contrari-
ando a hipétese dimp, F\/R(F) > 1.

Finalmente, se (1,1,1,1) for anisotrépica, serd universal, pois acabamos de observar que toda
2-forma de Pfister anisotropica é universal. Como toda forma quadratica isotropica é universal,
podemos concluir que (1,1,1,1) é universal em qualquer caso. Logo todo elemento de F' é soma
de no maximo 4 quadrados. O

Corolario 4.1.10. Sejam F, ¢, e K como no Teorema 4.1.7 e assuma que dimy, F\/R(F) > 1,

1
para todo A € 1. Considere d = Hd,\ € F'*, onde dy € Fx~ R(F) para todo A € A, edy & cyR(F).
AEA
Nestas condicoes temos

Qx(d) = P Qx(dy) = 2Br(K).
AEA

Demonstragdo. Para esse d temos Cy = () e C, = I. Logo

Qx(d) = P Qk(dy) = 2Br(K),

A€A

onde a segunda igualdade é dada pelo Teorema 3.2.14.

O
Proposicdo 4.1.11. Seja ¢ = [[¢; em F*, onde I C A e ¢; € F; ~ R(F), para todo i € I.
iel
Assumiremos ainda que dimgp, F\/R(F) > 1, para todo A = 1,....,m e e = [[hener € F*,

onde ey € Fy \ R(F) para todo X\ € A e, se A € I, escolhemos ey & cAR(F).
Sejam ainda K = F(y\/¢), G=Gad(K/F)={1,0} e N: K — F a fungio norma. Nessas
condicoes temos

G
QBr(K)G =Im Res® (@ QK(ei)> e ImRes= @QK(e,\) = @QK(e,\)G.
i€l AEA AEA
AZI I
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Demonstragio. Para todo x € F* ey € K* temos que (z,y)% = (z,0(y))x. Desta forma,
0(Qk(x)) = Qk(x) e Qk(x) é um G-mddulo. Sabemos pelo Corolario 4.1.10 que

e) = P Qx(ex) = 2Br(K).

AEA
Logo
oBr(K ) = Qxkl(e @QK ex)” (4.1.7)
AEA
Observe agora que para todo i € I, |Qk(e;)| = 2, pelo item (2) da Proposigao 4.1.5. Logo
Qx(e:)” = Qi les), (4.1.8)

para todo i € I.
Sabemos pelo item (3) da Proposigao 4.1.5 que Dk (1, —e)) N F = Dg(1, —e,). Pelos Teore-
mas do Isomorfismo para grupos, temos que

FXDK<1, —6)\>/DK<1, —6)\> = FX/ (F’>< N DK<1, —6)\>) = FX/DF<1, —6)\>.
Portanto (F*Dg(1,—ey) : Dg(l,—ey)) = (F* : Dp(l,—e))) = 2 e podemos entdo tomar u €
KN F*Dg(1,—ey). Logo N(u) & Dk (1, —e,), pelo Principio da Norma. Logo, (u,e))x € Qk(ey)
e
(u,ex)r + (u,exn)i = (u,ex)x + (o(u), ex)x =
(N(u),ex)rk >~ Res((N(u),ex)r) € ImRes
e (u,en)g + (u,ex)% # 0 € o Br(K), pois (N(u),ex)r # 0 € o Br(F'), pela escolha de u. Mas isso

F
mostra que (u,e))g # (u,ex)%. Como |Qk(ey)| = 4, pelo item (2) da Proposi¢ao 4.1.5, con-

cluimos que Qg (en) = {0, (u,ex)k, (u,ex)%, (N(u),e ,) } e assim Qg (ex)® = {0, (N(u),ex)x} =
Res(Qr(ey)). Desta maneira, temos que

G

@QK(€A> C ImRes.

AEA
b33

Por outro lado, como oBrF = @ Qr(ey) temos que
AEA

Im Res = @Res Qr(ey)) @GK ex) ,

AEA AEA
AT

pois pelo item 3 da Proposigao 4.1.5 F' C Dk (1, —e;) e assim Res(Qr(e;)) = Res(Qr(c;)) =0,
para todo i € I. Juntando-se as duas inclusdes obtemos

e
ImRes = [ P Qx(en)
AEA
AT
que juntamente com as equagoes (4.1.7) e (4.1.8) implicam o resultado. O
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Proposigao 4.1.12. Seja F' com base distinguida completa tal que dimg, Fj/R(F) > 1, para

algum j € 1. Para cada X\ € A seja {ayy,...,ax,, } uma base de Fy mddulo R(F). Sabemos entdo
que U {ax1,...,axs } € uma base distinguida de F e que cada base distinguida de F pode ser
A=1

decomposta nessa forma.
Seja agora K = F(y/¢) onde ¢ = [Ljer¢i com I C A ec; € Fy ~ R(F), para todo i € I, como
na Proposi¢cdo 4.1.11 acima. Seja

Ro = ﬂ DK<1,—CL>\7]‘>.
AEA
J=1,...,rx
Entao R, # R(K), diferentemente do que ocorre no caso F(/r) com r € R(F), conforme visto no
Teorema 2.2.4.

Demonstragio. Pelo item (4) da Teorema 4.1.1 sabemos que dimp, (R(K) N F)/R(F) = #1.
Vejamos agora R, N F. Para isso observe que pelo item (3) da Proposi¢ao 4.1.5 temos
Dr(l,—ay;) NF =F*paratodo A€ lej=1,...,r).
Por outro lado, Dk (1, —ay;) N F = Dp(l,—ay ;) paratodo A€ [ e j =1,...,ry, pelo mesmo
item (3) mencionado. Logo
ROﬂF: m DF<1,—CL)\J'>.

gl
]:17~~'1T)\

Pelo item 2(a) do Teorema 3.2.11 temos F; C Dp(l,—ay;), paratodo A € [ e j =1,...,7).

Dessa forma F; C R, N F, para todo ¢ € I e assim dimg, (R, N F)/R(F) > > r;. Como para
il

r; > 1 para todo i € I e existe j € I com r; > 1 temos que dimp, R, N F/R(F) > #I =

dimp, R(K)NF/R(F). Logo R, # R(F'), como afirmado. O

Nos tltimos resultados apresentados, usamos como hipétese que dimg, F\/R(F) > 1, para
algum \ € A.

Vamos agora apresentar alguns resultados onde assumiremos que dimg, Fy\/R(F) = 1, para
algum A =1,... m.

4.1.1 O Caso formalmente real

Nesta parte do trabalho vamos ver que um corpo com base distinguida ou bem corresponde ao
caso c¢d Go(F') = 2 que acabamos de ver ou entdao corresponde a um corpo formalmente real com
propriedades muito fortes. Vamos iniciar com um resultado técnico.

Proposicao 4.1.13. Sejam F um corpo com base distinguida completa e F\, \€ A={1,...,m}
os subgrupos ligados a particao principal. Suponha que exista A € A, 1 < X < m, tal que
dimg, F\/R(F) = 1. Entdo para ¢ € Fy ~ R(F) a aplicagio x. U _ : H*(F) — H*(F) ndo
pode ser nula.

Em particular, cd Go(F) >3 ec & Dp(l1,1,1,1).
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Demonstrag¢io. Buscando por uma contradicao seja ¢ € Fy ~ R(F') e suponhamos que a aplicagao
XeU_ : H*(F) — H3(F) seja nula. Aplicando-se entdo a sequéncia exata

al_

o= HY(F) > HY(K) = HY(F) 5~ H*(F) —» H*(K) — H*(F) S~ H3(F) = - |
A |, a extensao K = F(+/c) temos sequéncia exata
[A ], q
oo HY(P) XS B2(P) S B K SS H2(F)“S H3(F) — -

Nossa hipdtese sobre a nulidade de y. U _ implica que Cor ¢é sobrejetiva. Mais ainda, tem ntcleo
=ImRes.

Por outro lado Res tem nicleo = x.U (H'(F)) = Qr(c). Deduzimos entao da sequéncia exata
acima que dimp, H*(K) = dimp, H*(F) + (dimp, H*(F) — dimp, Qr(c)) = 2dimg, 2Br(F) — 1,
pois Qr(c) tem ordem 2 em F*, pois ¢ € F).

Vamos aplicar a Proposi¢ao 4.1.5 na extensao K = F(/c). Para todo j # X e todo d; €
F; N R(F) temos dimp, Q(d;) = 2, pelo item (2) da referida proposi¢ao. Temos também, pelo
item (4) que Qx(e) = Qk(d;) para todo e € F; \ R(F).

Por outro lado, como dimg, F\/R(F') = 1, nao vai ocorrer a possibilidade j = X e d) & cR(F).
Seja d = [[;e;d;j em F*, com J C A e d; € F; \ R(F) para todo j € J, um elemento genérico
de F*. Com a notacao da Observagao 4.1.3 temos I = { \} e as seguintes alternativas:

JIIJ,Clz(Z):CQ, Se )\%J
J1:J\{)\},01:®,ng{)\} se AeJ’

Mais ainda, se A € J, entdo pelo item (4) do Teorema 4.1.1, dy € R(K) e Qx(dy) = {0}.
Podemos entao concluir que para todo d € F'*,

Qx(d) = @QK(dj) C @QK(%’),

JFEX JFX

onde tomamos e; € F; \ R(F) para todo j € A, j # \.
Logo, com a notagao do Lema 4.1.8, temos

,Br(K) =B, C @QK(ej).

JFA

Ou melhor

2Br(K) = P Qx(d;).
P
A igualdade acima implica que dimp, Br(K') = 2(m—1), pois pelo Teorema 4.1.5 dimp, Qx(d;) =
2 para todo j.
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Combinado os dois célculos feitos de dimp, oBr(K’) chegamos a contradi¢do 2m — 2 = 2m — 1.
Logo a aplicagao x. U _ nao pode ser nula, conforme afirmado.

A primeira das duas tltimas afirmagdes da proposigao é clara, pois se cd Go(F) = 2, entdo
H3(F) = 0, implicando na nulidade de x, U _. Vejamos agora a tltima afirmacio, isto é, se
c€ Dp(1,1,1,1), entao x. U _ é nula, contradizendo o que acabamos de demonstrar.

Recordemos inicialmente que a aplicagio (1, —a) ® (1, —b) — (a,b)r de I*F em »Br(F) induz,

Y

conforme Merkurjev, um isomorfismo I?F/I3(F) = ,Br(F). No nosso caso, todo elemento de
»Br(F) é uma soma de 4lgebras de quatérnios, isto é, todo elemento de H*(F) = ,Br(F) é da
forma (a,b)r. Recordemos que H'(G5(F)) pode ser identificado com o grupo dos homomorfismos
continuos { x : G2(F) — Z/2Z}. Para cada d € F* seja xq € H'(G2(F)) o homomorfismo cujo
nicleo é Gy(F(v/d)). Temos entdo a identificacio candnica entre F*/(F*)? ¢ HY(Gy(F)) que
associa a classe d(F*)? o homomorfismo y,. Prosseguindo nessa linha de identificagoes vamos
identificar (a,b)r com o produto cup x, U xp, veja por exemplo [Se |, paginas 204-207.

Voltando a demonstragao do resultado, dados a, b € F* e tomando-se a decomposicao a =
[Licrai e b =1T1l;esbj, onde I, J C Aea; € F;\ R(F), para todo i € I, e b; € F; \ R(F), para
todo j € J, respectivamente, como na Observacao 4.1.3 temos que

(a, b)F ~ Z (aa,ba)p + Z (CLg,CLﬁ)F,

aeC BeCs
pois (ag, bg)r =~ (ag, ag)r no caso ag € bgR(F). Usando a notacdo do “cup” temos
XaUXo = D Xaa UXbw + D Xap U Xas-
acCy BeC2
Como o produto “cup” é associativo e distributivo em relacdo a soma temos que
XaUXoUXe = Y Xaa UXoa UXe+ D Xag U Xay U Xe-
acCy BEeCs

Recordemos agora que para todo a € C e todo 3 € Cy temos x4, UXp, UXe = 0 € XazUXazUXe =0
a menos que a = A\, ou § = A. Como a, & b,R(F'), para todo o € C} e (Fy : R(F)) = 2, vamos
ter que a # A para todo a € (. Mais ainda, no caso § = A podemos também assumir que ag = c.
Concluimos assim que para todo z € H?(F) vale

zUxe=0 ou 2 U Xe = Xe U Xe U Xe- (4.1.9)

Observe a seguir que para todo ¢ € Dp(1,1,1,1) a 3-forma de Pfister (1, —¢) ® (1, —c) ® (1, —¢)
é isotropica e portanto hiperbédlica. Logo sua classe no anel de Witt de F' é nula. Aplicando-

se os resultados de Voevodsky, [OVV |, [V1 |, [V2 |, ou mesmo por [A |, de que aplicagao
e3: PF/I'F — H3(K), cuja acio estende

63((1, —CL1> ® <1’ —CL2> ® <1’ —CL3>) = Xay U Xas U Xaz, Para quajsquer ay, Gz, az € FX:

estd bem definida e é um isomorfismo, concluimos que x.Ux.Ux. = e3({1, —c)® (1, —c)®(1, —c)) =
0. Portanto, devido a equagao (4.1.9) temos que a aplicagao x.U_ é nula, contradizendo a primeira
parte da demonstracao. O]
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Vamos agora aprofundar o estudo dos corpos onde ocorre dimp, F)/R(F) = 1, para algum
A =1,...,m. Antes porém, a ultima afirmagdo do resultado (4.1.13) sugere o lema técnico a
seguir que serd usado varias vezes nas demonstragoes.

Lema 4.1.14. Seja F' com base distinguida completa e os subgrupos Fx, A\ = 1,...,m, corres-
pondentes a particdo principal como introduzido anteriormente. Para todo 1 < A < m e todo
c € F\ N R(F) temos que uma das sequintes possibilidades ocorre: ¢ é uma soma de no mdzimo
quatro quadrados ou Dp(1,—c) + Dp(l,—c) C Dp(1,—c).

Demonstragio. Dado ¢ € FA\NR(F), caso ¢ € Dp(1,1) o resultado vale. Assumindo-se ¢ ¢ Dp(1,1)
temos que a 2-forma forma de Phister (1, —c¢, 1, —¢) é anisotrdpica, e portanto Dp(1,—c, 1, —c) C
F*. Como Dp(l,—c) C Dp(l,—c,1,—c) e (F* : Dp(l,—c)) = 2 temos duas possibilida-
des: Dp(l,—c¢) = Dp(l,—c,1,—c), ou Dp(l,—c,1,—c) = F*. Resulta do primeiro caso que
Dp(l,—c) + Dp(l,—c) C Dp(1,—c), ocorrendo uma das possibilidades anunciadas. No segundo
caso —1 € Dp(1,—c,—c,1) e assim (—1)(1, —c, —c¢, 1) ~ (1, —¢, —¢, 1), por [L |. Isto é

(1,—c,—c, 1) ~ (—1,¢,¢,—1).
Somando-se (1, 1) + (¢, ¢) dos dois lados dessa igualdade temos

(1,1) + (¢, e) + (1,—c,—c, 1)

12

(1,1) + (c,c) + (—1,¢c,c, —1).
Rearranjando os termos das formas quadraticas obtemos
(1,1,1,1) 4+ (¢, ¢, —¢c, —¢) = {c,c,c,¢) + (1, —1,1,—1).
Cancelando-se 2(1, —1) dos dois lados obtemos
(1,1,1,1) ~ {c,c,c,c) ~ (c)(1,1,1,1),

do que resulta ¢ € Dp(1,1,1,1), novamente por (|L ]),terminando a demonstracao do lema. [

Usaremos nos préoximos resultados conceitos e propriedades sobre corpos formalmente reais
introduzidos na parte final do Capitulo 3.

Teorema 4.1.15. Seja F' com base distinguida completa e conservemos a notagdo e os objetos jd
introduzidos. Sejam Fx, X = 1,...,m, os subgrupos correspondentes a particio principal. Supo-
nhamos que para algum 1 < X\ < m temos dimp, F\/R(F) =1 e seja c € F\ ~ R(F). Entao:

1. =1 &€ Dp(1,—c), ou entao, equivalentemente, ¢ ¢ Dr(1,1).

2. Seja agora —1 = c¢y---¢, a decomposicio de —1 em relagdo a particao principal, onde
¢ € F\, ~ R(F), para todo i = 1,...,r. FEntio existe 1 < i < r tal que ¢; € cR(F).
Consequentemente, Dp(1,1) C Dp(1, —c).
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3. P = Dp(l,—c) € o cone positivo de uma ordem definida em F e portanto F' é formalmente
real.

Demonstragio. (1) Como vimos no item 2(a) do Teorema 3.2.11 que (F) : F\ N Dp(l,—c)) =
2, podemos concluir que R(F) = F\ N Dp(l,—c). Como ¢ ¢ R(F), entdao ¢ ¢ Dp(l,—c), e
equivalentemente —1 ¢ Dp(1, —c).

(2) Para a decomposicao de —1 = ¢; - - - ¢, em relagdo a partigao principal assumimos, sem perda
de generalidade, que {1,...,r} sdo os r < m primeiros elementos de A. Ainda pelo item 2(a) do

Teorema 3.2.11 temos que

Lj C DF<1, 1) = ﬂ DF<1, _Ci>7
i=1
para todo j > r, caso r < m. Como ¢ & Dg(1,1), concluimos que A < r. Isto é, existe 1 < XA <r
para o qual podemos assumir que ¢y = ¢, pois dimg, F\/R(F) = 1.

(3) Temos que P = Dp(1, —c) é multiplicativamente fechado e ja temos (F* : Dp(l,—c)) = 2,
pois ¢ € F\. Também pelo item (1), —1 ¢ P. Por outro lado, a Proposigao 4.1.13 implica que
¢ Dp(1,1,1,1), e assim, pelo Lema 4.1.14, P+ P C P e entdao P é o cone de uma ordem sobre
F. O

Veremos a seguir a reciproca do tltimo resultado e também a descricado do espaco de ordens
de um corpo com base distinguida completa. Caso F' seja formalmente real, recordemos que 3 F?
¢ um subgrupo de F*, tal que —1 € S F? ¢ S F? + > F? C Y F?. Propriedades essas que
caracterizam uma pré-ordem. Para um corpo nao formalmente real F, temos 3 F? = F.

No caso de F' ser formalmente real denotaremos por Xz o espago de ordens de F. Recordemos
que X pode ser topologizado tomando-se como base de abertos as intersecoes finitas dos conjuntos
de Harrison: H(a) = {P € Xp | a € P}. Com essa topologia Xp é compacto e totalmente
desconexo.

Os corpos formalmente reais com base distinguida tém propriedades aritméticas muito parti-
culares, podendo mesmo serem caracterizados por elas. Seguindo Elman e Prestel [EP | dizemos
que um corpo formalmente real F' tem a propriedade

(S1): sew € Y. F? entdo Dp(l,—w) ¥ F? = F*.

Vamos também, como de costume, dizer que um corpo formalmente real F' tem a propriedade
SAP, ou que X tem SAP (strong approzimation property), caso para todo par A, B de fechados
disjuntos de X exista a € F'* tal que A C H(a) e B C H(—a) = Xp~ H(a). A propriedade SAP
estd bem estudada e pode ser facilmente encontrada na literatura. Para maiores detalhes sobre ela
sugerimos, por exemplo, [P ].

Recordamos a seguir um resultado que combina as duas propriedades introduzidas acima com
uma propriedade do grupo de Galois Go(F'). Os grupos profinitos reais livre foram introduzidos
em [HJ |, embora ji tivessem aparecido em [Er | onde foram denominados quase livres. Sao os
grupos que podem ser descritos como o produto livre F * (xxZ/2Z), onde F é um pro-2 grupo
livre e *x7Z/27 é um produto livre sobre um espago Booleano X, conforme descrito em [Er | ou
[H ]. No caso Go(F) = F = (xxZ/27), para algum corpo F, temos que X = Xp é homeomorfo ao
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espaco de ordens de F' e F = G(F,/F) corresponde ao grupo de Galois do fecho pitagérico de
F em relacao a F'.

Particularmente para corpos com um numero finito de ordens, dizer que Gy(F') é real livre
significa que G(F) = F x C % - - - x C,, é produto livre usual na categoria dos pro-2 grupos, onde
C; tem ordem 2 para todo 1.

Os corpos considerados no Teorema 4.1.16 abaixo nao tem X necessariamente finitos.

Teorema 4.1.16. Para um corpo formalmente real F' denotaremos por Fy, seu fecho pitagorico.
As sequintes condigoes sao equivalentes:

1. F tem SAP e tem 5.
2. Foyu tem SAP
3. Go(Fpyn) = F % (xxZ/2Z) é real livre.

Demonstragio. A equivaléncia entre os itens (1) e (2) é consequéncia de [PW |. A equivaléncia
entre os itens (2) e (3) corresponde ao [Er | no caso de F ser pitagérico (de forma mais explicita

[Er ). O
O resultado acima sera aplicado no estudo dos corpos com base distinguida.

Teorema 4.1.17. Seja F' com base distinguida completa e sejam F\, A =1,...,m, 0s subgrupos
correspondentes a particao principal. Entao, F' é formalmente real se e somente se existe 1 < \ <
m tal que dimg, F\/R(F) = 1.

Assumindo-se agora que F € formalmente real temos:

1. Para todo P € Xp existe um tunico A € A e ¢y € F\ ~ R(F), dnico mddulo R(F), tais
que dimp, F\/R(F) = 1 ¢ P = Dpg(l,—c)). Mais ainda, todos os elementos de Xp
sao dessa forma. Vamos entao escrever Py para a ordem Dp(l,—cy\) onde 1 < X\ < m,

dimF2 FA/R(F) =1, ecy € F) \R(F)

2. Seja d =[] cy onde Py = Dp(1l,—cy) é uma ordem de F. Entdo Dp(l,—d) =¥ F?. Assim
dimp, F*/ S F? = #Xp. Mais ainda, todo elemento de 3. F* é uma soma de no mdzimo
quatro quadrados.

3. Xr tem as propriedades SAP e S;.

Demonstragdo. Pelo item (3) do Teorema 4.1.15, dimp, F\/R(F) = 1 para algum 1 < X\ < m
implica que F' é formalmente real. Reciprocamente, se P € Xy é uma ordem, como P # F*,
existe 1 < A < m tal que F)\ ¢ P. Para ¢ € F) com ¢ & P temos —c € P. Logo Dp(l,—c) C P.
Dessa forma Dp(1, —c) # F* implicando que ¢ ¢ R(F'). Mais ainda, como (F* : Dp(l, —c)) = 2
temos que P = Dp(1, —c).

Observe agora que como D(1,1) C P, pelo item (1) do Teorema 4.1.1 temos ¢ € ¢;R(F),
onde —1 = ¢; -+ - ¢, é a decomposigdo de —1 em relagao a partigdo principal, com ¢; € F), \ R(F),
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para todo ¢ = 1,...,7. Sem perda de generalidade vamos novamente adotar a numeracao dos F)
de forma que Ay, ..., A, sdo os r primeiros elementos de A. Podemos também assumir que ¢ = ¢;.

Acabamos de ver que se F; ¢ P, entdo 1 < j < r e c = ¢; é a tnica componente (mddulo
R(F)) de —1 em Fj. Consequentemente, para todo = € Fj tal que © ¢ P temos z € cR(F)
(pois x estard na fatoracdo —1 que é tnica modulo R(F')). Isto é, F; N~ PN F; = cR(F'). Como
F;, = (PN F)Uc(PNEF;) (pois (F; : PN F;) = 2) concluimos que ¢(P N F;) = cR(F), ou
entdo PN F; = R(F) e (Fj : R(F)) = 2. Logo Xp # 0 implica que existe 1 < X\ < m tal que

Por outro lado, para todo 1 < i < m com i # j temos F; C Dp(l, —c) = P. Logo, temos um
tnico j € {1,..., m} tal que P = Dp(l,—c), com ¢ € F; e ¢ ¢ P. Fica assim demonstrado a
primeira parte do teorema e também o item (1).

A primeira parte do item (2) é imediato pois 3 F? = Npex, P. Vamos demonstrar a segunda
parte junto com o item seguinte. Como Dp(l,—d) = > F?  pelo Teorema 3.2.14 temos que
dimg, F* /Y F? = #Xp. Essa igualdade implica que F' tem SAP pelo Teorema 17.4 de [L2 ].

Usaremos agora a decomposicao —1 = ¢; --- ¢, em fatores de F)\ e mantemos também a con-
vencao de que 1,...,7 sdo os r primeiros elementos de A. Decorre de Dp(1,1) C Dg(l,—d)
que podemos adotar a decomposi¢ao de d, médulo R(F'), na forma d = ¢; --- ¢, com s < r, pelo
item (1) do Teorema 4.1.1. Feito isso, dado w € 3 F?, como Dp(1, —w) ¢ P, para todo P € Xp,
podemos concluir pelo item (1) do Teorema 4.1.1, para todo 1 < j < s, que ¢; ndo comparece
na decomposicao de w. Logo d e w nao tem “termos em comum”, conforme descrito no item (3)
do Teorema 4.1.1. Por esse mesmo item obtemos entao Dp(1l, —d)Dp(1l, —w) = F*, mostrando
que vale Sy, conforme afirmado. Fica assim demonstrado o item (3).

Finalmente, para completarmos a demonstragdo do item (2), tomemos a decomposigdo de
w=ey---ep comeg € Ly, NR(F). Vimos no pardgrafo anterior que Ay > s, paratodok = 1,...,¢.
Logo D (1, —ex) ndo é uma ordem sobre F. Caso ocorra —1 € Dp(1, —ey), entao e, € Dp(1,1).
Caso —1 & Dp(l, —ey), como Dp(l, —ei) é multiplicativamente fechado e tem indice 2 em F*, a
tnica maneira de D (1, —eg) nao ser uma ordem é nao ser aditivamente fechado. Nesse caso, pelo
Lema 4.1.14, ¢, € Dp(1,1,1,1). Conclusao, e, é uma soma de no maximo 4 quadrados, para
todo k. Como Dpg(1,1,1,1) é multiplicativamente fechado, resulta também w € Dg(1,1,1,1).
completando a demonstracao do item (2). O

A pesar de nao alcancarmos o objetivo inicial, isto é, mostrar que para todo corpo F' com base
distinguida completa o grupo de Galois G5 (F') é decomponivel como um produto livre, na categoria
dos pro-2 grupos, de um ntmero finito de parcelas de Demushkin e um parcela livre, conseguimos
mostrar para um caso particular de corpos com base distinguida.

Teorema 4.1.18. Seja F' formalmente real tal que dimp, F*/R(F) € finita. Assumindo-se as
mesmas notagoes do Teorema 4.1.17 temos que as sequintes afirmacoes sdo equivalentes:

1. F tem base distinguida e dimg, F\/R(F) =1, para todo A =1,...,m.
2. R(F)=XYF* ¢ F tem SAP.

3. Go(F) € real livre.
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Demonstragio. Valendo (1) temos que dimy, F*/R(F) = m. Por outro lado, resulta dos itens
(2) e (3) do Teorema 4.1.17 que F tem SAP e dimp, F*/> F' = #Xp = m. Como R(F) C
Dr(1,1) C 3 (F*)?, podemos concluir das duas igualdades que R(F) = 3 (F*)?, demonstrando

2).

Assumindo (2), temos que a igualdade R(F) = Y (F*)? permite usar a equivaléncia (5)< (1)
do Teorema E, pg. 295, de [ELP ] para aplicar o Teorema F, pg. 296 de [ELP |. Como F' tem SAP,
pela equivaléncia (7)< (1) desse tltimo resultado, implicam que toda forma quadratica totalmente
indefinida com coeficientes em F' que tenha dimensao > 3 é indefinida (isto é, F' tem invariante
de Hasse < 2, como foi introduzido em [EL ]). Segue entdo de [Er | que G5(F) é real livre.

Finalmente, como F' é formalmente real com dimy, F*/R(F) finita temos que X é finito. Logo
Go(F) = FxCy*---xCy,, onde C; tem ordem 2 para todo i. Resulta entdo do Teorema 3.1.6 que
F' tem base distinguida. Por outro lado, sejam, como no paragrafo logo apdés o Teorema 3.1.1,
pagina 32, L, o corpo fixo de F e para cada ¢ =1,...,m, L; o corpo fixo de C;. Observe que para
i > 1, L; ¢ um corpo euclidiano e (L)?> N F' ¢ uma ordem de F. Mais ainda, como por [HR |
todo elemento de ordem 2 de Go(F') deve ser conjugado ao gerador de algum C; temos que toda
ordem de F' é induzida por algum L;. Logo Xp = { (L{)*NF,...,(L})*NF}.

Obtemos, como no Coroléario 3.1.5, que R(F) = FN(L{)*N---N(L%)? Logo R(F) =3 F?
pelo que vimos acima. Assim pelo item 2. do Teorema 3.1.6, dimp, F)/R(F') = 1, para todo
A=1,...,m. O

Os resultados acima também permitem completar o Teorema 4.1.9. A saber,

Observacao 4.1.19. O resultado acima mostra que a decomposicio que desejdvamos mostrar em
geral vale para corpos com base distinguida completa bem especificos. Mas é valido ressaltar que
se F' é um corpo tal que dimp, F*/R(F) = 1, entao dimp, :Br(F) = 1 e o grupo de Galois é
decomponivel. Isto é um caso particular de corpos com duas dalgebras de quatérnios, a menos de
isomorfismo, e nos incentiva a continuar trabalhando para demonstrarmos o caso geral.

Teorema 4.1.20. Seja F' com base distinguida e sejam Fy, A\ = 1,...,m, os subgrupos cor-
respondentes a particio principal, como descrito na introducdo. Nessas condicoes temos que
dimp, Fy/R(F) > 1, para todo A =1,...,m se, e somente, se cd Go(F') = 2.

Para F' com cd G5(F') = 2 todo elemento de F' é uma soma de no mdximo 4 quadrados.

Demonstragdo. Precisamos somente mostrar um dos lados da primeira afirmagao, veja Teorema
4.1.9. Se cdGo(F) = 2, entao F nao é formalmente real. Portanto, pelo Teorema 4.1.17,
dimp, F)/R(F) > 1, para todo A =1,...,m.

O
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Capitulo 5

Bases distinguidas - parte 111
Extensoes nao radicais de corpos com
base distinguida

Como ja adiantado na introducao, apresentaremos neste capitulo resultados gerais sobre 2-
extensoes de corpos com base distinguida completa. Apresentaremos aqui o Teorema 90 de Hilbert
para extensoes nao radicais de corpos com base distinguida, versao para o radical de Kaplansky. E
finalmente a construcao de uma base para extensoes quadraticas nao radicais de corpos com base
distinguida completa.

5.1 Extensoes nao radicais de corpos com base distinguida
completa

Apresentaremos inicialmente dois lemas técnicos que usaremos nas demonstragoes de varios
resultados deste capitulo.

Lema 5.1.1. Sejam F um corpo qualquer e K = F(y/c) uma extensdo nao radical de F.

1. Dados x,y € K* linearmente independentes sobre I, teremos que existem a, b € F* tais
que ax + by = 1. Logo

(a) (z,by)x =0 € 9Br(K) do que resulta
(az,y)x = (a,b)x + (a,y)x + (b, x)x em2Br(F).

(b) Caso (x,y)x € oBr(K)% obtemos que, em o Br(K), (a,b)x+(a,y)x+ (b, 2)x = (a,b)x +
(a,0(y))x + (b,0(x))k € assim

(a, N(y))x = (b, N(2))x € Qx(N(y)) N Qx(N(x))
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2. Para x € K* se '* C Dk (1, —x), entao N(x) € R(F).
Reciprocamente, se N(z) € R(F'), entao eziste e € F* tal que F* C Dg(1, —ex).

Demonstragio. O item (1) é imediato. Quanto ao item (2) observe que F* C Dg(l,—x) se e
somente se x € Ry, onde Ry é como no Corolario 3.2.5. Ainda, como vimos no Corolario 3.2.5
que N~ (R(F)) = F*Ry, entdao N(z) € R(F).

Reciprocamente, se N(x) € R(F), entao, pelo mesmo Corolario 3.2.5, existe e € F'* tal que
er € Ry e assim F* C Dg(1, —ex). O

Lema 5.1.2. Seja F' um corpo com base distinguida completa { ay, ..., a, }, particio principal Iy,
1 <X <m e os subgrupos F\ e Qr(\), como na Defini¢cio 3.2.8.

Denotemos por A = {1,...,m} e seja c =1Tljcrc; € F*, onde I C A, ¢; € F; ~ R(F), para todo
i € I. Seja também d = [];e;d; € F*, onde J C A e d; € F; ~ R(F) para todo j € J. Se
d € Dp(l,—c), entio d; € Dp(l,—c), para todo j € J.

Demonstragio. Pelo Teorema 3.2.14 se d € Dg (1, —c), entdo d € Dp(l, —¢;), para todo i € 1.
Para cada i € I fixado, temos pelo item 2(a) do Teorema 3.2.11 que d; € Dp(l, —¢;), para
todo j # i. Como d € Dp(l, —¢;), resulta disso que se i € J, também d; € D (1, —¢;) que é um
subgrupo de F*. Conclusao, d; € Dp(1, —¢;), para todo j € J, para cada i € I, fixado. Mas entao
d; € Dp(l, —¢;), para todo i € I e todo j € J. Logo d; € Dr(l, —c), para todo j € J, novamente
pelo Teorema 3.2.14. O

Proposigao 5.1.3. Seja K = F(\/¢), onde ¢ € F* \ (FX)2 e F' é um corpo com base distinguida
completa. Para todo x € Im Ng,p = Dp(l,—c) existe z € K* tal que N(z)z™' € (F*)* e
DK<1, —Z> NF = DF<1, —33)

Demonstrag¢do. Consideremos primeiro o caso em que x € R(F) e seja 2’ € K* tal que N(2') = .
Pelo item (2) do Lema 5.1.1, existe e € F* tal que F'* C Dk (1, —ez’). Para z = ez’ teremos que
N(z)z™! € (F*)% Pela escolha de z temos que

Dg(l,—2)NF = F* = Dp(1,—N(z)) = Dp(l,—x), poisz € R(F),

demonstrando o resultado para x € R(F).
Consideremos a seguir o caso em que (F* : Dp(l,—z)) = 2. Isto é, podemos ter uma base

distinguida as,...,a, para F onde a; = x. Tomemos também {by,...,b, } uma base dual de
{ai,...,a,} em F, conforme visto na Proposicdo 3.2.7. Para cada i = 1,...,n temos que
{b1...;bi—1,bi41,...,b, } geram Dpg(l, —a;), médulo R(F). Mais ainda, conforme essa mesma

proposicao temos que a; € Dp(1, —b;), para todo j # . Logo, se 2’ € K* étal que N(2') = a; = x,
teremos pelo Principio da Norma que

2 e (| F*Dg(l, —b;) = F* (ﬂ Dk (1, —bj)) ,
J#i J#i

onde a igualdade vale pelo item (4) da Proposigao 3.2.4. Concluimos entéo que existem a € F'*
ey € Njz Dr(1,—b;) tais que 2z’ = ay. Portanto a™'2' = y € Dk (1, —b;), para todo j # i. Dessa
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forma b; € Dg(1l,—a"'2') para todo j # i. Consequentemente, b; € Dy (1,—a"'2') N F* para
todo j # i. Obtemos como consequéncia que dimg, (D (1, —a™2’) N F*) /R(F) >n—1 (%).

Seja 2z = a1z’ e observe que N(z)x™' =a"2 € (F*)%

Afirmamos que F* ¢ Dg(l,—z). De fato, se d € Dg(l,—z) para todo d € F*, entdo
z € Dg(1,—d) para todo d € F*. Pelo Principio da Norma, Teorema 1.1.9, resultaria que
N(z) € Dp(1,—d), para todo d € F*. Isto é N(z) € R(F'), contrario a hipétese x ¢ R(F).

Resulta da desigualdade (k) e da afirmacao acima que dimg, (D (1, —2) N F*) /R(F) =n—1
e portanto (F* : Dy (1, —z) N F*) = 2.

Por outro lado, Dg(l,—2z) N F* C Dp(l,—N(z)) = Dp(l,—x), pelo Principio da Norma,
Teorema 1.1.9. Como acabamos de ver que (F* : Dg(l,—2)NF*) =2 e Dp(l,—x) # F* (pois
estamos assumindo que (F* : Dp(1l, —z)) = 2), resulta na igualdade Dk (1, —2) N F* = Dp(1, —x)
que queriamos demonstrar.

Seja agora x € F'*| qualquer, e tomemos sua representacao x = xy - - - x3 onde x; € F; \ R(F),
para todo i = 1,..., k. Pelo Lema 5.1.2, z1,...,x;, € Dr(l,—c) e pelo caso anterior, existem
21, ..., 2 € KX tais que N(z)x; ' € (F*)? e Di(1,—2)NF = Dp(1, —x;), paratodoi = 1,..., k.
Seja z = 21 -+- 2. Entdo N(z)z~! € (F*)? como querfamos. Vejamos que z também satisfaz a
outra condicgao.

Pelo Principio da Norma, Teorema 1.1.9, Dk (1,—2z) N F C Dp(1,—N(z)) = Dp(l,—x).
Para demonstrarmos a inclusdo inversa tomemos y € Dp(1l, —x). Pelo Teorema 3.2.14 sabemos

que Dp(1 ﬂ Dp(l,—x;). Logo y € Dp(l,—x;), para todo i = 1,...,k, resultando que
y € DK<1 ) para todoi=1,..., k. Vemos entdo que
k
<y7 Z)K = Z(ya Zi)K =0€ 2BT(F)

i=1

Dessa forma y € Dk (1, —z), implicando a outra inclusao e portanto vale a igualdade procurada. [
Vamos a seguir ver um resultado da mesma natureza da Proposicao 3.2.4, caso nao radical.

Proposigao 5.1.4. Seja K = F(\/c), onde F é um corpo com base distinguida completa e ¢ €

F*X(F*)% Sejam agora ay, ..., a, € F* tais que para todo subconjunto {i,... i} C {1,...,r}
e para todo j € {1,...,r} ~{i1,...,is}

(m DF —Qy, >DF<]_,—CL]‘>:FX.

Sejam também zi,...,z € K* tais que Di(l,—z;) N F = Dp(l,—a;), para todo i = 1,...,r.
Nessa condigoes, para um subconjunto {iy,...,is} C{1,...,r}, vale que

(ﬂ F* D (1, =2, ) (ﬂ D (1, —z, ) .

t=1
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Demonstragio. A inclusao F* (N;_; D (1, —z2;,)) C (Ni_y F*Dg(1l,—z;,)) é claramente verda-
deira. Temos que mostrar que a inclusdo inversa também vale. Vamos verificar isso recur-
sivamente, i.e., para todo 1 < k < s e todo x € (ﬂle FXDK<1,—,Z%>) existem a € F* e

y € (ﬂle Dg(1, —zit>) tais que v = ay. Para k = 1 a inclusao é obvia. Suponhamos indutivamente

que para todo k = 1,...,n < s a inclusao estd demonstrada e tomemos x € ( X Die(1, —zl-t>).
Por hipédtese de indugao existem a € F* ey € (N, Di (1, —2;,)) tais que x = ay. Mas como

também temos x € F* Dy (1, —z;,.,) existem b € F'* e w € Dk(1, —z;,, ) satisfazendo = = bw.
Por outro lado, como por hipdtese vale a igualdade

(ﬂ DF —Qy, )DF<17_ain+1> :FX7

existem y1, wi € Ni=y Dp(l, —a;,) e a1, by € Dp(l, —a;,,) tais que a = a1y, e b = byw;.
Temos como consequéncia de uma das hipoteses da proposicao que

mDK<17_zit>mF mDF azt e DK<1,—Zin+1>QFIDF<1,—CLZ'TL+1>.
t=1

Logo y1, w1 € N2y Dr (1, —2;,) € a1, by € Dk (1, —%;,,,). Juntando as informacoes temos que

n+1
a1y1y = & = byww. Logo temos u = yiyw; ' = ay'biw € () D (1, —2;,).
t=1

Tomemos em seguida d = ajw; € F'* e vamos concluir que

m+1
x:duEFx<ﬂDK Z“>,

com queriamos. Logo, para k£ = s obtemos a que a inclusao inversa vale, completando a demons-
tracao da igualdade.
O

Lema 5.1.5. Sejam F um corpo com base distinguida completa e K = F(y/c), ¢ € F* ~ (F*)*.
Dados x, y € K*, temos:

1. Se N(z)N(y)~' & (F*)?, entdo existem a, b € F* tais que ax + by = 1.

2. Assumido-se que Dy (l,—x) N F = Dp(l,—N(z)) (ou D(l,—y) N F = Dp(l,—N(y))),
entio Qi (z) NImRes = {0} (ou Qx(y) NImRes ={0}).
8. Suponhamos que N(z) € Dg (1, —y) e N(y) € Dy (1, —z). Entdio (z,y)x € 2Br(K)C.

Particularmente se Dk (1, —x)NF = Dp(l, —N(z)), D (1, —y)NF = Dp(1,—N(y)), N(x) €
F\, N(y) € F,, e mais ainda, caso X\ =, entdo N(z) € Dp(l,—N(y)), entdo (z,y)x €
QBI'(K)G.
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Demonstragio. (1) Por hipétese temos que N(z)N(y)~' & (F*)? e dai z, y sdo linearmente inde-
pendentes em relacao a F.Logo existem a, b € F'* tais que ax + by = 1.

(2) decorre de Dk (1, —z) N F = Dp(l,—N(z)) devido a Teorema 3.2.17.

(3) Como zo(z) = N(z) € Dk(l, —y), resulta que (x,y)x ~ (0(z),y)rx. Analogamente temos
que (o(z), y)xc = (7(x),0(5)x, pois N(y) = o(N(y)) € o(Dye(l,—1)) = Dye{l, —o(x)). Dessa
forma (z,y)x ~ (0(x),0(y))x = (2,y)% € 2Br(K)%, conforme afirmado.

Caso A # v, entdao Fy C Dp(l,—N(y)) C Dg(1l,—y). Logo N(x) € Dk(l,—y) e igualmente
e igualmente N(y) € Dk (1, —z). Se A = v, entdo N(x) € Dp(l,—N(y)) por hipdtese. Assim as
hipéteses do item (3) valem nesse caso particular. O

Nos proximos resultados vamos sempre manter as seguintes notagoes:
Fé
Seja também ¢ = [[;c;¢; onde J C A e ¢; € Fj . R(F'), para todo j € J.

Teorema 5.1.6. Considere F' um corpo com base distinguida completa {ay,...,a,}, particio
principal Iy, X€ A={1,...,m} e os subgrupos Fy e Qr(\) como na Defini¢cao 3.2.8. Sejam
c=1Iljesc; onde J C A ecj€ F;\ R(F), para todo j € J e K = F(/c).

Para todo z € K com N(z) € F\NR(F) eziste f € F* tal que D (1, —f2)NF = Dp(l, —N(2))
e (K*: Di(l,—fz)) = 2. Mais ainda, f € [] F}.

jer
Demonstragio. Pela Proposigao 5.1.3 podemos assumir que D (1, —z) N F' = Dp(l, —N(2)).

Seja a aplicacao sobrejetiva K /(K*)25Dp(1, —c) /(F*)? induzida pela norma. Nosso obje-
tivo é demonstrar que para um conveniente f € F*, existe x € Dg (1, —fz) tal que N(z(K*)?) =
d(F*)? e D(l,—fz) N F = Dp(1,—N(2)).

Como o nticleo de N é F*(K*)?/(K*)? vamos ter, para esse f, que F*Dg(l,—fz) = K*.
Logo (K* : Dg(l,—fz)) = (F* : Dg(l,—fz) N F) = (F* : Dp(1,—N(z))). Finalmente, como
(F* : Dp(l,—N(2))) = 2 vamos obter o resultado desejado.

Pelo Lema 5.1.2, temos que d = [[,erd, € Dp(l,—c), onde I' C A e d, € F, \ R(F) para
todo vy € T, basta demonstrarmos que para todo d, existe z., € D (1, —z) tal que N(z,(K*)?) =
d,(F*)?. Logo para « = [],er 2, vamos obter © € D (1, —z) e N(z(K*)?) = d(F*).

Obtemos assim uma simplificacao do problema. Vamos demonstrar que existe f € F* de forma
que para todo d € Dp(l,—c) N F, e todo v € A, existe & € D (1,—fz) tal que N(z(K*)?) =
d(F*)? e as outras condigoes requeridas também valem. Demonstrar esse fato ¢ um pouco longo
e vamos dividir a demonstracio em vdrios casos. Observe que caso d(F*)? = N(z)(F*)?, basta
tomar x = —z, pois N(—z) = N(z) e —z € Dk (1, —2) e a existéncia de x vale trivialmente. Logo
vamos considerar somente o caso dN(z)™! & (F*)?. Dessa forma, pelo Lema 5.1.5 as férmulas
dos itens (1a) e (1b) do Lema 5.1.1 valem.

Como o argumento a seguir é longo convém destacarmos o seguinte: o indice A é fixo e N(z) €

F. Ja o indice v assume todos os valores de A.
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Caso I: d € R(F) oud € F, com v ¢ J e sem restri¢des sobre A.
Nessas condi¢oes demonstraremos que existe x € D (1, —z) tal que N(x(K*)?) = d(F*)?2. Isto é,
tomamos f = 1 no caso 1.

IA: seja d € R(F). Pelo item (2) do Lemma 5.1.1 podemos escolher = € K* tal que
N(z)d™ € (F*)* e F* C Dg(1,—x). Usando a féormula (la) do Lema 5.1.1 temos

(.T, Z)K = (au b)K + (CL, Z)K + (ZE, b)K
Como F* C Dg(1, —x), conforme nossa escolha, (b, x)x = 0 € yBr(K). Logo (z,2)x ~ (a,b)x +
(a, 2) i, implicando que (azx, z)x = (a,b)x € Qr(z)NImRes = {0}, pelo item (2) do Lema 5.1.5.
Assim (az, 2)x =0 € ,Br(K) e ax € Dg(l,—z). Como N(azx)d™' = a*N(z)d~* € (F*)?, obtemos
N(ax(K*)?) = d(F*)?, como queriamos.

Antes de prosseguirmos vamos fixar alguns fatos que serao usados nos casos seguintes.

Dado d € F, podemos escolher, pela Proposicao 5.1.3, x € K tal que Dg(l,—z) N F =
Dr(1,—d), e N(z)d™* € (F*)%. Como estamos procurando por representantes das classes de F'*
médulo (F*)? podemos assumir que existe x € K* tal que Dg (1, —x)NF = Dp(1,—d) e N(z) = d.
Posteriormente vamos trocar z por gz, com g € F* ou por o(z). Em ambos os casos a norma do
novo elemento é igual a N(x), médulo (F*)2.

Sejam agora a = [[;er, @; € b = [licr, bi, onde Iy, Iy C A e a; € F; ~ R(F) para todo i € I; e
b; € F; ~ R(F) para todo i € I, as decomposi¢des de a e b, respectivamente.

Pelo item 2(a) do Teorema 3.2.11 para todo i € I; tal que i # A temos F; C Dp(l, —N(z)) =
Dg(l,—z) N F e para todo i € I tal que i # 7 temos F; C Dp(l,—N(z)) = Dg(l,—x) N F
concluimos entdo que (a, z)x =~ (ay, 2)k € Qx(ayr) e (b, )k ~ (by,x)k € Qk(b,). Logo

(,2)k >~ (a,b)k + (ax, 2)k + (by, T) k- (5.1.1)
Vamos manter essas escolhas e usar suas consequéncias em todos os casos a seguir.

IB: v ¢ J ey # A\ Nesse caso, pelo item (2a) do Teorema 3.2.11 temos F., C Dp(1l, —N(2))
e F\ C Dp(1,—N(z)). Logo, pelo item (3) do Lema 5.1.5 temos que (z,2)x € 2Br(K)%. Entdo
usando a equagao (5.1.1), teremos

(a,0)k + (ax, 2)k + (by, @) = (a,b)k + (ax,0(2))k + (by, 0(x)) K

(ax, N (2))x 2= (by, N(2))x € @k (N(2)) N Qr(N(z)) = {0},

onde a ultima igualdade estd no item (1) do Teorema 4.1.7, pois v # A. Entao, como v & J,
pelo item (3) da Proposigao 4.1.5

implicando que (by, )k = 0 € 2 Br(K), pois que N(z) = d.
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Logo (z,2)k =~ (a,b)kx + (ay, 2)k resultando que
(arx,2)kx ~ (x,2)k + (ax, 2)k =~ (a,b)x € Qr(2) NImRes = {0},

pelo item (2) do Lema 5.1.5. Portanto (ayz, 2)x = 0 e ayz € Dg (1, —2). Como N (ayz(K*)?) =
N(z(K*)?), o CasolB fica demonstrado trocando-se = por a,z.

IC: v =\ ¢ J. Para d € F) dividimos a demonstracao em duas alternativas.

ICy: d € F\N Dp(1,—N(z)). Como no Caso IB, pelo item (3) do Lema 5.1.5 (z,2)x €
»Br(K)%. Portanto, o item (b) do Lema 5.1.1 implica

(ax, N(2))k = (br, N(2))k € Qk(N(2)).
Se (ax, N(2))r = 0 (ou simetricamente (b, N(z)r = 0), entao, como \ & J,
ay € Dp(l,—N(z)) ~ Dg(1,—N(2)) N F = Dg(1,—2) N F, (5.1.2)
pelo item (3) da Proposigao 4.1.5.

Vemos entao que se (ay, N(2))r = 0, entdo 0 = (ax, N(2))x = (b, N(2)x. E consequente-
mente, by € Dg(l,—N(z)) N F = Dp(l,—N(z)) = Dp(l,—z), pelo item (3) da Proposigao
4.1.5. Logo (by,x)x = 0 e também (b, N(z))r = 0. Concluimos assim que em Br(F):

(ax, N(2))r =0 implica  (by, N(z))r =0,

e simetricamente

(bx, N(x))p =0 implica (ax, N(2))r =0,

Por outro lado, como vimos também em (5.1.2) que ay € Dg(1,—z), (ax,z)x =0.

Resumindo a discussdo acima, temos que: se (ax, N(z))r = 0 ou (by, N(xz)r = 0, entao
(by,x)k =0 e (ay, z)xg = 0.

Consequentemente (z, 2)x ~ (a,b)x € Qk(z) NImRes = {0}, pelo item (2) do Lema 5.1.5.
Assim x € Dg(1,—z), como afirmado.

Consideremos agora a situacao em que (ay, N(2))r # 0 que implica em (by, N(x))r # 0, como
vimos acima.

Nesse caso, como N(z), N(x) € F), temos que (ax, N(z))r = (bx, N(2))p, pois Qr(N(2)) =
Qr(N(x)) tem ordem 2, por definicio de Fy. Conforme vimos na demonstracao da Proposi-
¢ao 4.1.13 podemos identificar a cada classe (a,b)x com o produto “cup” x, U xp, para a, b €
K. No caso das classes (ay,z)x e (by,2)k, como ay, by € F essa identificagdo pode ser es-
crita, respectivamente, nas formas Res(xa,) U x> € Res(xp,) U Xz, COM Xay, X0, € HY(Ga(F))
e X. € H'(Gy(K)). Dessa identificagdo obtemos por [RZ | que Cor((ay,2)x) = (ax, N(2))r e
Cor((by, 2)k) = (ax, N(2))r. Podemos entao concluir que Cor((z,2)x) = 0. Como ker Cor =
ImRes, (z,2)kx € Qk(z)NImRes = {0}, pelo item (2) do Lema 5.1.5. Podemos entéo concluir
que x € Dk (1, —z) conforme afirmado.
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Caso IC,; Tomemos agora d € Fy, mas d ¢ Dp(1,—N(z)). Recordemos que
(7, 2)k ~ (a,0)x + (ax, 2)k + (bx, 2)k
(lembrar que agora v = \). Aplicando-se Cor temos
Cor((z, 2)) = Cor((ar, 2))x + Cor((by, 2)1) = (ar, N(2))r + (b, N(2))-

Caso (ax, N(z))r = 0 teremos a) € Dp(l,—N(z)) = Dk (1,—z) N F implicando (ay, z)x = 0.
Resulta disso que (z, z) g = (a,b)k + (bx, ) k. Como (x, 2)k, (b, 2)x € Qr () e Qx(x)NIm Res =
{0}, devido a escolha de x, temos que (a,b)x = 0 ¢ assim (z,2)x = (b, z)k. Se (z,2)x # 0,
como Qg(z) NImRes = {0} e kerCor = ImRes, resulta que Cor((z,2)x) # 0. Por outro
lado Cor((z,2)x) = Cor((bx,x))x = (bx, N(z))p, implicando que (by, N(z))r # 0. Logo by ¢
Dp(l,—N(z)). Por hipétese N(z) = d & Dp(l,—N(z)) e assim também N(z) & Dp(l, —N(z)),
pelo Lema 1.1.1. Como (F) : Dp(l,—N(x)) N F)) = 2, pelo item 2(a) do Teorema 3.2.11,
vamos ter que by = N(z)g, para algum g € Dp(l, —N(z)) = Dk (1,—x) N F. Portanto (by, )

(K, N(2))., resultando que (z,2)x = (N(2),2)x = (z,2)x +(0(2), z) k. Temos como consequéncia
que (0(z), )k = 0 implicando (z,0(z))x = 0. Assim o(z) € Dg(l,—z). Como N(o(z)) = N(x)
a afirmagao fica demonstrada nesse caso.

Caso (by, N(z))r = 0, teremos como acima que by € Dp(1,—N(z)) = Dk (1, —x), implicando
em (by, )k = 0. Como no caso anterior essa igualdade nos leva a (a,b)x = 0 e portanto (z,2)x =
(ax, 2) k. Resulta disso que (axz, 2)x = 0 e entdo ayz € Dg (1, —z). Como d = N(z) = ay?N(axv)
teremos um representante da classe d(F*)? em D(1, —z), conforme afirmado.

Assumimos finalmente que (ay, N(z))r # 0 e (by, N(2))r # 0. Como Qr(N(z)) = Qp(N(x
tem ordem 2, isso implica que (ax, N(2))r =~ (bx, N(x))r. Logo 0 = (ax, N(2))r + (bx, N(2))F
Cor((z, z)k). Mas ker Cor = Im Res e Qk(z) NImRes = {0}, pela escolha de z, logo (z,2)x =
e temos novamente x € Dg (1, —z).

Fica assim demonstrado o Caso I.

Caso II: vy € J.
Afirmacao: Para todo d € Dp(l,—c) N F, existe v € K* com Dk(l,—x) N F = Dp(l,—d) e
N(z)d™' € (F*)? tal que z € F*Dg(1, —x) (sem nenhuma restricao sobre \).

Vamos considerar duas situacoes.

ITA: X € J. Observe inicialmente que (ay,b,)x = 0, pois F* C Dk (1, —a,) ja que X € J, pelo
item (3) da Proposigao 4.1.5.

Rearranjando a equagao (5.1.1) temos que (z,2)x + (ax, 2)k = (a,b)x + (ax,by)x + (by, 2) K
Logo (ayz, 2)k + (by, arz)k = (a,b)k € Qk(arx) N Im Res.

Pelo Lema 1.1.3 temos que Dg (1, —ay) N Dk (1, —x) = Dk (1, —ay) N Dg(1, —ayz) de forma
que

Fn DK<1, —(l>\> N DK<1, —CL’> =FnN DK<1, —CL)\> N DK<1, —CL)\ZL'>.

Como F* C Dg(1, —ay), resulta que

Fn DK<1, —J]> = FﬂDK<1,—CL)\ZE>.
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Recorde agora que F' N Dk (1, —x) = Dp(l,—N(z)), pela escolha de z. Como Dp(l,—N(z)) =
Dp(1, —N(ayz)) vamos obter também FNDg(1, —ayz) = Dp(l,—N(ayz)). Dessa forma podemos
trocar = por ayr na escolha do representante da classe d(F*)% Com essa escolha obtemos a
igualdade (z, 2) k — (b, 2) k = (a,b)x € Qk(z)NImRes = {0}, pelo Teorema 3.2.17. Concluimos
assim que (z,2)x = (by,x)rx. Logo (z,byz)x = 0, implicando que b,z € Dg(l,—z). Logo
z € F*Dg(1, —x), conforme afirmado.

IIB: A\ ¢ J. Logo v # A para todo v € J e assim pelo item (3) do Lema 5.1.5 temos que
(z,2)k € oBr(K)Y. Consequentemente, usando a equacdo (5.1.1), teremos

(a,0)k + (ax, 2)k + (by, )k = (a,b) Kk + (ax,0(2))k + (by, 0(2)) K

e assim

(ax,N(2))k = (by, N(2))x =0 € 2 Br(K),

pois, como N(z) € F,, com v € J, temos pelo item (3) da Proposicao 4.1.5 que F* C
Dk (l,—N(zx)). Logo

ay € Dy (1, —N(2)) N F = Dp(1, —~N(2)) = D (1, —2) N F,

a primeira igualdade decorre do item (3) da Proposi¢ao 4.1.5 e a segunda da escolha de z.
Resulta entdo que (ay, z)x = 0 e assim

(z,2)k = (a,b) ik + (by, T) k.

Logo
(x,by2)k = (a,b)x € Qr(z) NImRes = {0},

pelo item (2) do Lema 5.1.5. Consequentemente, (z,b,z)x = 0. Novamente obtemos b,z €
Dk (l,—z) e assim z € F* Dk (1, —x), como querfamos.
Fica assim demonstrada a Afirmacao.

Vamos a seguir tomar dy, ...,d,—s € Dp(l,—c) de forma que se I(j) ={1<i<n—-t|d; €
F;NDp(l,—c) }, entao o conjunto { d; | i € I(j) } é uma base de F;NDp(1l, —c) médulo R(F), para
todoj € J. Istoé, {di,...,dn_ } ¢€uma base de [[;c, F; médulo R(F), pois dimg, F'*/Dp(1, —c) =
t = #J, pelo Teorema 3.2.14.

Para cada i € [ = U I(j) seja x; € K* para o qual vale a Afirmacdo do Caso II, isto

jet
é, Di(l,—z;) N F = Dp(1,—d;), N(z;)d;' € (F*)% e z € F*Dg(1,—z;). Pela escolha dos
elementos dy,...,d,_;, com a mesma demonstracao do item (2) da Proposigao 3.2.3, obtemos

que esse conjunto tem a seguinte propriedade:
Para todo subconjunto { ji,...,js} C{1,...,n—t}eparatodoj € {1,... ,n—t }~{Jj1,...,Js}
vale

<kﬁ1 Dp(1, —djk>> Dp(l, —d;) = F*.
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Consequentemente, pela Proposig¢ao 5.1.4 temos que

(ﬂ F* D (1, —$i>> = F* <ﬂ D1, —$i>>

icl i€l
Como
z € (ﬂ F*Dg(1, —xl)) ,
iel
pela igualdade acima existe f € F* e u € (MNie;r Dr (1, —x;)) tal que z = fu. Seja agora [ =
[Tsea f5, onde A C A e fs € Fs~ R(F) para todo § € A, a decomposi¢ao de f. Recorde que para
todo ¢ & J temos fs € Dp(1l,—d;) C Dg(1,—x;), para todo i € I. Dessa forma vemos que

(H fi) u€ (ﬂ DgA(1, —a;i)> .

idJ 13

Podemos entao assumir, sem perda de generalidade, que A C J e f € [[;c; F}.

Finalmente, como z = fu temos que fz = f*u € Dk (1, —x;), para todo j € J. Consequente-
mente z; € Dk (1, —fz), para todo j € J.

Vamos manter fixos os elementos d;, x;, i € I e f obtidos, para cada Dp(l, —c) N F,, com
v e J.

Observe agora que dado d € F, N Dp(l,—c), com v € J, existem ¢; € {0,1} tais que d =
[Licry) di'r, com r € R(F), pois {d; | i € I(7y)} é uma base de F, N Dp(1, —c) médulo R(F).

Veremos no fim que os elementos fz e Dg(1,—fz) encontrados satisfazem as hipdteses do
Caso I, logo pelo Caso IA existe y € D (1, —fz) tal que N(y)r—1(F*)%

Tomamos a seguir = = [[;e(y) 77" € D (1, —fz) teremos que N(zy)d~' € (F*)?, pela escolha
dos elementos z;, i € I(y) e y. Podemos entao concluir que N (zy(K*)?) = d(F*)>.

Para terminarmos a demonstragao lembremos que pelo item (3) do Teorema 4.1.7,

DK<1, —f> = ﬂ DK<1, —f5>, onde A C J
LISTAN

Como cada f5 € Fs com ¢ € J, pelo item (3) da Proposicao 4.1.5, temos F* C Dg (1, —fs).
Logo F* C Dg(1,—f). Dessa forma

FODK<17_Z> :FQDK<17_f>mDK<17_Z> :FQDK<17_f>mDK<17_fZ> :FﬂDK<17_fZ>7
onde a igualdade do meio decorre do Lema 1.1.3. Ainda Dp(1,—N(z)) = Dr(1,—N(fz)). Logo,
pelo Caso I, para todo 7 € R(F) existe y € Dg (1, —fz) tal que N(y(K*)?) = r(F*)% Ficando

assim demonstrado o teorema.

]

Corolario 5.1.7. Sejam F e K = F(\/c) como no Teorema 5.1.6.
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1. Para todo z € K* tal que N(z) € F\ ~ R(F) com X\ € J e satisfazendo as condigoes
Dk(l,—2) N F = Dp(l,—N(2)) e (K* : Dg(1,—z)) = 2, temos que Qr(N(z)) = Qr(2) ®
Qi (0(2)).

Mais ainda, para todo N € A com A € J ed € FxNR(F) existe z € K* com N(z)d™* € (F*)?
e satisfazendo D (l,—2z) N F' = Dp(1,—d), (K* : Dg(l,—z)) = 2.

2. Para todo z € K* tal que N(z) € F; ~ R(F) com j € J e satisfazendo as condigées
Dg(l,—2z) N F = Dp(l,—N(z)) e (K* : Dg(l,—2)) = 2, temos que Qk(z) = Qk(e;),
onde e; € FyR(F).

Mais ainda, para todo j € J ed € Dp(l,—c)NFy, d & R(F), existe z € K* com N(z)d™' €
(F*)?* e satisfazendo D (1, —2) N F = Dp(1,—d), (K*:Dg(l,—z)) =2,

3. Escolhendo-se dy € F\ ~\ R(F) com dy € Dr(l,—c) e assumindo-se que para A € J podemos
tomar dy € cxR(F), entdao existem zy € K* tais que Di(1,—z,) N F = Dp(l, —d\) para os
quats temos

2Br(K (@QK ) ®Qk)(o )@(@QK zj).

g jeJ

Demonstragio. (1) Como (K* : Dg(l,—z)) = 2 temos que |Qx(z)| = 2. Vamos verificar que
Qx(N(2)) = Qk(2) & Qk(o(z)). Pelo item 2(a) do Teorema 3.2.11 sabemos que
(Fy: Dp(l,—N(2))NF\) = 2 e portanto existe e € F) com e & Dp(1, —N(z)). Logoe & Dg(1, —2)
e assim 0 # (e,2)x € Qk(e) N Qk(z). Como |Qk(2)| = 2 resulta que Qx(z) C Qk(e). Como
e € F\, o item (4) da Proposigao 4.1.5 nos diz que Qx(e) = Qx(N(z)). Ja o item (2) dessa
proposigao garante que |Qx(N(2))| = 4.

Por outro lado, como Qk(0(z)) = Qk(2)7, temos que |Qk(o(z))| = 2. Logo basta mostrar-
mos que Qk(0(z)) # Qk(z) para concluirmos que Qk(o(z)) N Qk(z) = {0} Temos também
Q(0(2)) € Qu(N(2)), pois Que(N())7 = Q(N(2)). Assim Que(N(2) = Q () & Qx)(0(2)).

Observe que Dg(1,—0(2)) N F = Dg(l,—z) N F. Portanto (0(z),e)x # 0. Se Qk(o(z)) =
QK (2), entdo (0(z),e)x = (2,€)k, e consequentemente (N(z),e)x = 0. Nesse caso concluimos
e € Dg(1,—N(z)), um absurdo, devido a escolha de e.

Para completarmos a demonstracao deste item basta observarmos que o Teorema 5.1.6 ga-
rante a existéncia de z para o qual as condigoes exigidas valem.

(2) Observe inicialmente que |Qx(z)| = 2, pois (K* : Dg(1,—z)) = 2. Por outro lado (F; :
Dp(l,—N(2)) N F;) =2, pelo item 2(a) do Teorema 3.2.11.

Logo existe e € F; com e ¢ Dp(l, —N(z)), implicando também que e ¢ Dg (1, —z). Assim
04 (e 2) € Quele) N Ql2).

Como (e,2)k # 0, o item (4) do Teorema 4.1.1 garante que e ¢ c] R(F) e portanto, pelo
item (2) da Proposigao 4.1.5, |Qk(e)| = 2. Resulta entdao que Qk(e) = Qx(2).

Devido ao Teorema 5.1.6, para todo j € J e d € Dp(l,—c) N F};, d ¢ R(F'), existe z € K*
satisfazendo as condigoes exigidas.
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(3) Pelo Corolério 4.1.10, para d) € F\ ~ R(F') para todo A € A e escolhendo dy & c\R(F),
para A € J, temos que

A€A

Logo, pelos itens (1) e (2) acima, basta trocarmos dy pelos apropiados z, para obtermos o resultado.
O

Vamos a seguir demonstrar o Teorema 90 de Hilbert, versao para o Radical de Kaplansky, para
extensoes quadratica nao radicais de corpos com base distinguida completa.

Teorema 5.1.8. Para I' e K como no Teorema 5.1.6 temos
N"YR(F)) = F*R(K) e F*R(K)=F*R,,
onde R, = () Dk(l,—a). Mais ainda, se u € N~ (R(F)) € tal que F* C Dg(l,—u), entio

acF*
existe f € [1je; Fj tal que fu € R(K). Dessa forma R, = (][] F;)R(K).

jeJ

Demonstragio. Dado 2 € K* tal que N(x) € R(F) e N(z) & (F*)?, pelo item (2) do Lema 5.1.1
existe e € F* tal que F* C Dg(l,—ex). Pelo Lema 5.1.1 isso implica que u = ex €

m DK<1, —CL> == Ro.

acF*
Tomamos {ay,...,a,_¢+} a parte de uma base distinguida de F' que estd na contida em
Dp(1l,—c) e é¢ uma base de Dp(1l,—c) médulo R(F). Sejam zy, ..., z,—¢, de acordo com os itens

(1) e (2) do Corolario 5.1.7, tais que N(z)a;* € (F*)?, Dg(l,—z)NF = Dp(l,—N(z)) =
DF<]_, —CLZ‘>, e |QK(Z1)| = 2.

Claramente N(u)N(z;)™' € (F*)? para cada i = 1,...,n —t, e pelo Lema 5.1.5 podemos
tomar Ay, By € F* tais que Ayu + Byz; = 1. Obtemos entao, como no Lema 5.1.1, (u, z;)x =
(Ag, Br) ik + (Ag, zi) k + (By, u) k. Como vimos acima que F* C Dy (1, —u), teremos (By,u)x =0 e
como (u, z;)k € (A, z;) Kk estdo em Qk(z;) que pela escolha de z; satisfaz Qx(z;) NImRes = {0,1}
pelo item (2) do Lema 5.1.5 , obtemos também (A, Br)x = 0. Assim (u,2;)x = (Ak, 2K,
implicando (Agu, z;)x = 0.

Portanto Ayu € Dg (1, —z;), ou entdo u € F*Dg(l, —z;), para todo i = 1,...,n —t. Pela
Proposicao 5.1.4 existe a € F* tal que au € Dk(1,—z;), para todo i = 1,...,n — t. Fixemos
entao para uso futuro que

2 € Dk (1, —au), paratodo i=1,...,n—t. (5.1.3)

Vamos agora denotar por o o gerador do grupo de Galois G(K; F'). Como o(au)au = N(au) €
R(F) C R(K), resulta que D (1, —c(au)) = D (1, —auN(au)(au)™2) = Dg(l,—au), onde a
ultima igualdade ¢é vélida pelo Corolario 2.1.4. Logo o(Dk (1, —au)) = Dg(1, —au) e portanto

N(Dg(1,—au)) C Dg(l, —au) N F. (5.1.4)
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Vamos agora escrever a = a") f onde

at) = [Te e f=]]qa
AT jeJ
com €y, ¢; € {0,1}. Observe que F* C Dg(1,—f). Resultando entdo que F* C Dg(l,—f) N
Di(1l,—u) = D (1, —f) N Dg(1, — fu), pelo Lema 1.1.3.

Analogamente Dg (1, —aM) N Dy (1, —fu) N F = F N Dy (1, — fu) N Dg (1, —a™M fu), ou entdo
Dr{l,—au) N F = Dg(l,—aW) N F, pois a = aVf e Dg(l,—fu) N F = F. Podemos concluir
do item (3) da Proposi¢do 4.1.5 e do item (3) do Teorema 4.1.7 que Dg(l,—aV) N F =
Dr(1,—aM). Juntando-se as duas tltima igualdades obtemos

Di (1, —au) N F = Dp(1, —aM).
Dessa forma, pela equagao (5.1.4) obtemos
N(Dg (1, —au)) C Dp(1, —a'V).

A equagao acima junto com a equacao (5.1.3) implicam que para conveniente y; € F* teremos
a; = N(2;)y; € Dp(1,—aW), para todoi=1,...,n —t.

Recorde agora que pela escolha de ay, ..., a,_, todo elemento e € Dr(1, —c) pode ser escrito
na forma e = [["-/aj’r, onde r € R(F) e &; € {0,1}, para todo i. Como R(F) C Dp(1,—aW)
podemos concluir que e € Dp(l, —a™M), isto é, Dp(l, —c) C Dp(l,—a™). Mas essa inclusao
contradiz o item (1) do Teorema 4.1.1 devido as decomposicoes de ¢ e a, sem termos comuns.

Resulta dessa contradicio que a = f € [[;c; Fj e na verdade Dg (1, —fu) N F' = F* assim
como N(Dg(l,—fu)) C Dp(l,—c) = Im N. Voltando porém a equagao (5.1.3) vemos que para
todoi=1,...,n—t temos a; = N(z;)y; € N(Dg(l,—fu)).

Vamos agora verificar que R(F) C N(Dg(1,—fu)), médulo (F*)%. Dado r € R(F), se
r € N(u)(F*)? temos —fu € Dg(l,—fu) tal que N(fu)r=' € (F*)?. Parar € R(F) com
N(u)r=t & (F*)? seja y € K* tal que N(y)r~! € (F*)? e F* C Dk(1, —y), conforme o item (2)
do Lema 5.1.1. Sejam também e, g € F* tais que e(fu) + gy = 1 implicando que

(y, fu)g = (e,9)k + (e, y)x + (fu, 9)k-

Como F* C Dg(1,—y), conforme nossa escolha, (e,y)x = 0. Vimos acima que F* C Dg(1, — fu)
também, logo (fu,g)x = 0, restando (y, fu)x = (e,g)k. Pela Proposigao 3.2.15 existe h € F*
tal que (y, fu)xk = (h, fu)g. Novamente, como h € F, temos que (h, fu)x = 0. Dessa forma
(y, fu)k =0 ey € Dg(l,—fu). (Na verdade (F*)? = N(F*) C N(Dg(1,—fu)).)

Os dois ultimos paragrafos implicam que

N(Dg (L —fu)/(K*)?) = Dp(l — c) /(F*)? = N(IK*/(K*)?)
. Finalmente, como o nticleo de N = F*(K*)?/(K*)? estd contido em Dg (1, — fu)/(K*)? vamos
concluir que Dg (1, —fu) = K*. Assim fu € R(K) e como temos f € [[;c; F; resulta que

u € (Hje 7 F]) R(K), ficando demonstrado o resultado.
[
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Corolario 5.1.9. Com as mesmas hipotese do Teorema 5.1.8 acima temos que
dimp, K*/R(K) = 2(dimp, F*/R(F) —t)
onde t = #J = dimy, F*/Dp(1,—c).

Demonstragio. Observe que o Teorema 5.1.8 implica que a seguinte sequéncia é exata
1 - (R(K) N F)/R(F) — F*/R(F) — K*/R(K)-5Dp(1, —¢)/R(F) — 1,

onde N ¢ induzida pela norma. Pelo Teorema 3.2.14 temos que dimp, Dp(l,—c)/R(F) =
dimp, F*/R(F)—t. Por outro lado, dimg, (R(K)NF)/R(F) = t, pelo item (4) do Teorema 4.1.1.
Logo dimp, ker N = dimy, F*/R(F) — t implicando o resultado proposto.

[l

5.1.1 Base distinguida para uma 2-extensao finita de um corpo com
base distinguida completa.

No Teorema 3.2.27, apresentamos a construgao de uma base distinguida completa para uma
extensao quadratica radical de um corpo F' que possui base distinguida completa. Apresentaremos
agora uma versao estendida desse fato, isto é, mostraremos que se F' possui base distinguida
completa, entdo toda 2—extensao finita de de F' também possui base distinguida completa.

Comecaremos por fazer a construcao, a partir do Corolario 5.1.7, da base para o caso de K
ser uma extensao quadratica nao radical de F.

Teorema 5.1.10. Sejam F' um corpo com base distinguida completa e uma extensao nao radical
K = F(y/c), onde ¢ = [[c; com ¢; € F;~ R(F) e I C A, onde A = {1,...,m} € a particio
i€l

principal. Entio K = F(y/c) possui base distinguida completa.
Demonstragcio. Como no Teorema 3.2.27, a construgao da base distinguida para o corpo K sera
a partir de uma base distinguida de F.

Vamos mostrar inicialmente que o conjunto {c;; i € I}, é linearmente independente sobre
R(F). Sem perda da generalidade, vamos supor que [ = {1,...,t}.
Suponhamos que H§:1 ¢’ =r e R(F), come; € {0,1} para todo j. Sabemos, pelo item 2(a)
do Teorema 3.2.11, para cada j temos que (Fj : Dp(l, —¢;) N F;) = 2. Logo, novamente para
cada j, existe g; € Fj tal que g; &€ Dp(l, —c;) e portanto (c;, g;)x # 0. Por outro lado

t
i €j
0=(g5,0)x = D_(g: )& = (95, )%
i=1
pois g; € Dp(l, —¢;) para todo i # j. Logo ¢; = 0. Como o argumento acima vale para todo j
obtemos €; = 0 para todo j = 1,...,t e, consequentemente, o conjunto ¢ linearmente independente.
Agora, podemos encontrar uma base distinguida completa de I’ que possui como subconjunto
{c1,...,¢}. Para tanto, consideremos os seguintes conjuntos:
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e para cada i = 1,....t seja {¢;, b;1,...,b; ), } uma base de F;/R(F)
e para cada j =t +1,...,m seja {bj1,...,b;, } uma base de F;/R(F).
Desta maneira, temos que

t m
B = <U{Ciabi7la'-->bi)\i}> U ( U {bj71,...,bj7)\j})
1=1

j=t+1

¢ uma base distinguida de F'*/R(F).

Agora, reordenando se necesséario, podemos assumir que ¢y, .. ., ¢s a0 tais que ¢; € Dp(1, —¢;)
para todoi=1,...,se ¢ ¢ Dp(l,—¢;) parai=s+1,...,t. Ainda, para cada i = 1,...,s vamos
assumir que b,y ¢ Dp(l, —¢;).

Faremos uso agora do Corolario 5.1.7 para construir uma base de K*/R(K) a partir da base
B acima.

e Para cada ¢;, com i = 1,...,s, temos pelo Corolario 5.1.7 que existe z; € K* tal que
N(z) = ci(F*)? e (K : Dg(1,—2)) = 2. Ainda, temos que Qg (z;) = Qx(bi1).

e Para cada b;, onde i = 1,...,s e k = 2,...,\;, novamente pelo Corolario 5.1.7, existe
Zi) € K tal que N(Zi,k) = bi,k<FX>27 (K : Dg(1, _Zi,k>) =2e QK(Zi,k) = QK(bi,k>-

e Para cada b;;, ondei=s+1,...,tek=1,..., )\, novamente pelo Corolario 5.1.7, existe
Z“g & KX tal que N(Zi,k) = b@k(FX)Q, (K N DK<1, _Zi>k>> =2 (§] QK(Zi,k) = QK(bz,k>

e Paracadab,;,onde j=t+1,...,mek=1,..., ), novamente pelo Corolario 5.1.7, existe
zix € K* tal que N(zj;) = bj7k(FX)2, (K : Dg(1l,—2z1)) = (K : Dg(l,—0(zix))) = 2 ¢
Qx(bjr) = Qr(2jk) ® Qx(0(zr)).

Considere agora os seguintes conjuntos:

S
o ()= U{Ziazi,%-"7Zi,)\iabi,1>-"7bi,)\i}
i=1

t
¢ 02: U {Zi,lv"'7Zi,)\i7bi,l7"'abi,)\i}

1=s+1

m

[ ] 03: U {Zi’l,...,Ziy)\i}

i=t+1

° 04: Lnj {O'(Zi71)7...,0'(2’i7)\i)}

i=t+1
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Tomando C' = C} U --- U Cy, temos que cada z € C, temos que (K : Dg(l,—z2)) = 2 e
#C = 2(dimp, F*/R(F) —t) = dimp, K*/R(K), pelo Corolario 5.1.9. Ainda, pelo item (3) do
Corolario 5.1.7 que

237“([() = é@}((l)m) = (G_? QK(bi,1)> S ( é QK(Zzl ) (@ QK Zzl )

i=t+1 i=t+1

Vamos mostrar que C' é um conjunto gerador do Fo—espago vetorial K*/R(K), para tanto,
considere z € K*/R(K).

Caso I: Se N(z) € R(F), entao pelo Teorema 5.1.8, temos que z € F*R(K), isto é, z = fr,
onde f € F*/R(F). Desta maneira, temos que f pertence ao espago gerado por

(iq{ci,bi,l,...,bi,&}> U (9 Ltjﬂ{b]l,.. m }),

Como ¢; € R(K), para todo i = 1,...,t pelo item 4 do Teorema 4.1.1, temos entdo que f
pode ser tomado no subespago gerado por

t m
(U{biJ?"'?bi,)\i}) U ( U {bj71,...,bj7)\j}).
1=1 Jj=t+1

t
Portanto, temos que f pertence ao subespaco gerado por U{bi,l, ...y bixn }, Cs, Cy. Portanto z
i=1
¢ gerado por C.

Caso II: Se N(z) ¢ R(F), entdao N(z) € z(F*)*, onde z € F* ~ R(F) e consequentemente,
x gerado pela base B de F* \ R(F). Dai, x = z1---x,, onde z; € B para i = 1,...,n. Pela
construgao do conjunto C, existem yi,...,y, € C tais que N(y;) = x;. Logo, y = y1 -+ -y, € tal
que N(z) = N(y)(F*)* e pelo Teorema 1.1.4 segue que z € y(K*)*. Portanto, a classe de z em
K*/R(K) é também gerada por C.

Finalmente, como C' é um conjunto gerador do Fy-espago vetorial K* \ R(K) com #C =
dimp, K*/R(K), temos que C é um base.
O

Finalmente, apresentaremos um Corolario que garante a existéncia de uma base distinguida
para toda 2—extensao finita de F.

Corolario 5.1.11. Se F' é um corpo com base distinguida completa, entdo toda 2— extensdo finita
K de F possui base ditinguida completa.

Demonstragdo. Sabemos, pelos Teoremas 3.2.27 e 5.1.10, que qualquer que seja M corpo com
base distuinguida completa, entdo toda extensao quadratica L de M possui base distuinguida

completa. Portanto, o resultado segue por inducao sobre o grau da 2-extensao.
O
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