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Lapitulo 1§

Introdugio

1.1 TABELAS DE CONTINGENCIA

Dados coletados em 4reas das ciéneias exatas representam
frequentements resultados experimentais de medidas com varidveis
guantitativas, Em outras 4reas de estudo, no entanto, os dados
raramente resultam de experimentos controlados. Além  disto, as
observagfes usualmente podem ser expressas somente em termos
gualttativoy ou calegbricos, tals como sim - n8e, vive - morte,
concorda - discorda, classe A -~ classe B ~ clazse C, ete. Com este

tipo de resposta obtem~se tabelas de frequéncias ou contagens.

Um individuo de dada populag@io pode ser classificado por exemplo,
por sexo, raga, habito de fumar, por nivel de renda, ete; para uwma
amostra de individuos provenientes desta populagdo, dos individuos
classificados segundo as caracteristicas acima resulta uma Tabela de
Contingéncia, com tantas dimensfes quantas forem as classificacBes ou

caracteristicas.

Uma Tabela de Contingéneia ¢ uma forma de apresentagio de dados
agrupados. Em um caso simples, um grupo de N i{tens pode ser
classificado em dois grupos de acordo com, digamps, presenga e
auséneia de certas caracteristicas. ¥m uma caracteristica fixa, os
diferentes grupos de classificagfio s8o denotados por categorias. Por
exemplo, N individuos podemn ser classificados de scorde com a Cor dos
cabelos {caracteristica} & as categorias serdo preto, castanho, lours,
etc., As categorias podem ser qualitativas, como as Gltimas, ou
quantitativas como, por exemplo, na classificagiio de FPeso em

quilegramas consistindo de quatro categorias :

40 ~ 30, 50 ~ 60, 60 - 70 e 70 - BO.



Quando existir sémente uma caracteristica de acordo com a qual os
individuwos  sdo  classificados, obtem - se o gque se denomina por
Tabela de Freguéncias., Se existirem duas formas de classificagdo,
digamos por linhas e colunas, a tabela resultante ¢ denominada por
Tabela de duas Entradas, ou tabela IxJ. Esta idltima notaglo
proporciona ¢ nimero de categorias em cada classificacfo, desta feita,
uma tabela IxdxK terd trés caracteristicas de classificacio, onde a
primeira terd I categorias, a segunda terd [ categorias e a terceira

terd K categorias de classificagdo.

EXEMPLOS

As tabelas L1 e 2.1 s8o exemplos de Tibelas de uma Entrada, e
podem ser encontradas em Kullback e Gokhale {351, Na tabela 1.1 existe
apenas uma caracteristica de classificagio, Area Geografica, e gquatro
categorias. Tal tabela proporciona a distribuigic de Estudantes por

Area Geografica :

Tabela 1.I.- Distribuiciio de Estudantes por Area Geografica

LESTE NORTE OESTE SUL, TOTAL
4201 4552 2840 5130 16723

Tabela 2.1 -~ Distribuigfio de vinte bolas em seis caselas

Casela i 2 3 4 5 & Total
Frequéncia 2 4 4 5 1 4 20

Pode ser observado neste ponto, que a situagso da distribuigdo de
N bolas em k caselas ¢ adequadamente descrita pela distribuiglo
Multinomial, £ de se esperar portanto, que =z distribui¢fo Multinomial

tenha um papel importante na analise de Tabelas de Contingéncia.



A tabela 3.1 & um exempla de Tabela de duas Entradas. A
distribuicio de estudantes por Area Geografica e Sexo resulta em uma
Tabela de Contingéncia 2x4 :

Tabela 3.I - Distribuicfio de estudantes por Area Geogréafica e Sexo

SEXO AREA GEOGRAFICA TOTAIS

LESTE NORTE OESTE  SUL

MASCULING 2201 2350 1400  3i00 20351
FEMINING 2000 2202 1440 2030 7672
TOTAIS 4201 4552 2840 5130 16723

Cada uma das combinagBes das categorias de Sexo e Area Geografica,
resulta em uma casela da Tabela de Contingéneia. A tabela 3.1 possui
2x4 = 8 caselas. As frequéncias de ocorréncia das caselas resultam da
classificagdo de um ntmero fixe de individuos {(no case da tabela
acima, N = 16723) de acordo com uma certa distribuigic de
probabilidade, em geral desconhecida. Em outras palavras, um individuc
é classificado em uma dadas casela de acordo com uma probabilidade
associada a esta casela. Neste exemplo, a distribuigBo associada aos
individuos amostrados pode ser congiderada como uma Multinomial com

oito caselas.

Neste ponto introduzimos algumas notagBes gerais para Tabelas de
Contingéncia IxJ. Estas notagles podem ser extendidas para Tabelas de

Contingéncia de maiores dimensfes.

A Forma Geral de uma Tabela de Contingéncia IxJ é dada pela tabela
4.1, na qual uma amostra aleatéria simples de N individuos &
classificada com  respeito a duas varidveis {caracteristicas)

gualitativas, uma tendo I categorias e a outra tendo J categorias.



A frequéncia observada na i-ésima categoria da Varidvel - Linha e
j—ésima categoria da Variavel - Coluna, i.4., a frequéncia da {j-ésima
casela da Tabela de Contingéncia, é representada por 11ij .

0 ndmero Total de observagBes na i-ésima categoria de
Varidvel-Linha, é denotado por nL. e o nimero Total de observagBes na
J-ésima categoria da Varidvel-Coluna por n.‘t . Estes s3o conhecidos
por Tolais Marginais, ¢ em termos das frequéncias de casela, nu , S&0

dados por : n o= jz nlj e n'j = Z nu .

Tabela 4.1 Forma Geral de uma Tabela de Contingéncia IxJ

COLUNAS_ {VARIAVEL 2) TOTAIS
1 2 .. J
1 n 1 . n n
11 12 1§ 1.
2 nz1 o2 e nz; nz.
LINHAS {VARIAVEL 1}
I n n
1 12 . n” ni.
TOTAIS n n . n n =
.1 . 2 .3 ‘-

n  representa o Nomero Total de individuos da amostra e usuaimente €

denotado por N.

Na Tabelz de Contingéncia IxlJ, representaremos cada casela por
(i,j} com i=l,...I e j=ti,...,J. A probabilidade de um individuo ser
classificado na casela (i,j] €& denotada por le; as preobabllidades

Marginais sdo, consequeniemente, dadas por :

p =} P, » (1L1.1)



P_j = )1: Pu e {1.1.2)

COtn

= 1.3)
E);pu 1 {1.1.3

Neste estudo, assumiremos que as probabilidades de classificagio
dos individuos nas caselas permanecem constantes de individuo para
individuo e que os mesmos s53o amostradas independentemente um ao

outiro,

Na Tabela de Contingéncia acima, seja eu a frequéncia esperada na

ij-ézima casela com

elj z2 Npu, {1.1.4}
onde eij = E{nu) ¢ a Esperanca Matemética de n, sob a suposicio de
que as Frequéncias Observadas seguem Distribuicio Multinomial com

probabilidades pij.

A seguir consideraremos alguns esquemas amosirais para a geragio
de Tabelas de Classificac8o Cruzada. Este termo € genérico e pode ser
utilizado para quaisquer das Tabelas geradas pelos esguemas amostrais

abaixo .

1.2 - MODELOS AMOSTRAIS

Fxistem trés modelos que sao comumenie utilizados para a

amosiragem de dados de contagem :

(1} Poisson : Observa-se um conjunto de processos de Poisson
{totalmente independentes), um para cada casela da Tabela de
Classificagfio Cruzada, sob um periods fixe de tempe e sem nenhum

conhecimento a priori do mamero total de observagdes na tabela.



Cada processo produz uma freguénciz observada da correspondente
casela e, no caso de Tabelas de Classificagio Cruzada IxJ, as
frequéncias observadas nlj tém distribuicdo de Poisson com frequéncias
esperadas Ati' A probabilidade de uma ocupacio {nu : k=is=i, 1xi=])
para esie esquema amostral é dado pelo produte das probabilidades em

todas as caselas ;

A nij expl~ A }

11 1)
1 S (L2.1
i,1 1]

Como as caselas 1ém  distribuicdes de Poisson totalmente
independentes, a frequéncia total da tabela, n, tem também

distribuigo de Poisson com um Namero Total Esperado X = X A
Ty

i

(2} Multinomial : Toma-se uma amostra de tamanho fixe N e
procede-se A classificaglo cruzada dos individuos. Este modelo foi
assumido em todas as tabelas acima. A probabilidade de ocupagio para
este esquema amostral ¢ dado por :

Nt
1] pijnlj 1.2.2)

!
ll:rj nlj : .l,j

onde }:pu=1e ZnUzN.
1,1} i,

(3) Produto de Multinomials : No casoe de Tabelas IxJ, para cada
categoria da varigvel-Linha tem-se uma amostra {(Multinomial} de
tamanho n independente das outras e classifica-se cada membro da
amostra de acordo com sua categoria para a varidvel-Coluna {ou
vice~versa). A probabilidade de ocupagfio para este esquema amestral €

dado por :

n
il {wmf—————— el 1.2.3)

1 ;
ﬂj n, 1y



Neste esquema tem-se 1 amostras Multinomiais independentes de

tamanhos nl, i=i,....I .

Estes esquemas amostrais podem ser extendidos para Tabelas de
Classificaciio Cruzada de malores dimensfes. © tfermo Tabela de
Classificagdo Cruzada é geral, enquanto o termo Tabela de Centingéncia

¢ conveniente para o esguema amostral (2) (vide Everitt [09] cap. 1)

1.3 - INVESTIGAGOES COM TABELAS DE CONTINGENCIA IxJ ~ TESTES

Uma andlise de Tabelas de Contingéncia consiste,geralmente, de um
estudo sobre o relacionamenio entre as classificagles ou varidveis.
Uma questfio de muito interesse é saber se as classificagBes ou

caracteristicas sdo independentes ou nio.

Para responder a esta questfo € necessério esciarecer ¢ gue vem 2
ser independénciaz entre duas caracteristicas. No caso de uma Tabela

2x%Z, isto é relativamente facil.

Para a tabela 5.1 {vide Everitt {09]) & de se esperar que a
propor¢do de homens gue morrem de Tuberculeose do Sistema Respiratério
seja igual & propor¢ic de mulheres que morrem da mesma causa € a
Forma de Tuberculoge da qual a pessoa morre for independente de seu
sexe. Se as proporcbes diferem, morte por Tuberculose do Sistema
Respiratério tende a estar mais vinculada a um dos sexos do que com ©
gutro. Logo, a independéncia em Tabelas 2x2 implica na igualdade de

duas propergies.



Tabela 5.1 Mortes por Tuberculose

HOMENS MULHERES TOTAIS
TUBERCULOSE DO
SIST. RESPIRATORIO 3534 1319 4853
OUTRAS FORMAS DE 270 252 522
TUBERCULOSE
TOTAIS 3804 1571 5375

Examinaremos o conceito de Independéncia de maneira mais formal,

para Tabelas de Contingéneia IxJ.

A independéncia em probabilidade entre as variaveis Linha e Coluna

implica em

Py = PPy {1.3.1}

J

em termos das Frequénciag Fsperadas eu, independéncia implica em

e, = Np,p . (1.3.2)

As probabilidades pu sic geralmente desconhecidas mas € possivel

estimé-las de manpeira simples a partir das frequéncias observadas nu.

Em Agresti [01] cap. 3, & mostrado que as melhores estimativas

para plj, p e pj, respectivamente, flj’ f‘l ef ¢ sdo dadas por :

f =n /N, {1.3.3)
1 i}
fimIH/Ne {1.3.4}
f =n /N. (1.3.5)
. |



Esta nomenclatura ¢é facilmente extendida para Tabelas de

Contingéncia de maiores dimensfes.

Utilizando as  estimativas de p, ¢ pj & possivel estimar a
frequéncia esperada eu, na ij-ésima cagela, se as varidveis Linha e

Coluna forem independentes, A Frequéncia Esperada e” é estimada por :

E =NP f =2 {1.3.6)

Quando as varidveis Linha e Coluna s8o independentes, as
Frequéncias Estimadas EIJ ¢ as Frequéncias Observadas nu devem
diferir por fatores devidos somente ao acaso. Se, no entanto, as duas
variaveis nic s#8c  independentes, pode-se  esperar diferencas
sistematicamente maiores entre EIJ e nn. Consequentemente, € coerente
basear um Teste de Independéncia entre as varidveis Linha e Coluna no
tamanho das diferencas entre os dois conjuntos de frequéncias Eij e
nlj. Um Teste possivel é o denominado Teste Qui-guadrado discutido

entre outrosz, na secgdo 2.1,

No caso de ndo haver independéncia em probabilidade entre as
variaveis Linha e Coluna significa que existe alguma forma de

associagio enire estas.

Algumas formas de associagio mais conhecidas podem ocorrer em
Tabelas de Contigéncia quadradas, ou seja, IxI. Estas tabelas podem

surgir de diferentes situagBes (vide Everitt [0%] cap. 6k

(1} Quando uma amostra de individuos ¢ classificada de acordoe
com duas variaveis categéricas similares; por exemplo, ¢ Grau de visio

do olho direito e esquerdo.

{1} Quando amostras de pares de individuos tais como esposo e
esposa, ou pais e filhos, sfo classificados de acordo com alguma

variavel categébrica de interesse, comum a cada metade do par.



{111} Quando individuos que podem ser, por exemplo, objetos de
uma Linha de Produgdo s@o submetidos a algum tipo de exame por dois
examinadores independentemente, e as notas que cada individuo obtem

sdc dadas de acordo com uma escala comum e pré-estabelecida.

Para Tabelas de Contingéncia resultantes dos esquemas [, M ou
11T, ¢ de Interesse testar a simetria e homogeneldade das marginais.

A simetria em tabelas quadradas significa que :

Py =Py iz 3 (1.3.7}

e a homogeneidade das marginais significa que

P =P, {para i = i,.,.,1). {1.3.8}

i.

Em tabelas 2x2 estes esquemas sHp equivalentes; em tabelas
malores, a simetria definida em (1.3.7) implica na homegeneidade de

marginais definida em {1.3.8]

E possivel a utilizagBo de testes Qui-quadrade para testar
hipdteses relativas a simetria e homogeneidade de margineis, bastando
pars  tantos que as frequéncias esperadas de casela sejam
convenientemente definidas. Para malores detalhes vide Everitt [09]

cap. 6.

1.4 - TABELAS MULTIDIMENSIONAIS

Os métodos para andlise de Tabelas de Contingéneia Ixd s3o
geralmente bem conhecidos mesmo por pesquisadores ndo-estatisticos. No
entanto, métodos para andlise de tabelas com trés ou mais varidveis
envolvemn conhecimentos mais técnicos, Tais tabelas podem surgir de
muitas &reas de estudo, por exemplo, a tabela 6.1 encontrada em
Bishop et al [03] descreve os dados relativos & sobrevivéncia de récem
nascidos de acordo com os cuidados pré-natal {menos - mais) recebidos

pela mie. Os dados forma coletados nas Clinicas A e B

0]



Tabela 6.1 ~ Tabela tri-dimensional relatando a schrevivéncia de récem
nascidos de acordo com os cuidados recebidos pela mie em

duas clinicas ~ A ¢ B,

SOBREVIVENCIA DO RECEM-NASCIDO

VIVO MORTO
CUIDADOS PRE-NATAL MENOS MAIS MENOS MAIS
RECEBIDOS PELA MAE
LOCAL ONDE CLINICA A 3 4 176 293
RECEBEU A
ASSISTENCIA CLINICA B 17 2 197 23

{t esquema amostral utilizado pa tabela acima fol ¢ de Produto de
Multinomiais, onde duas amostras foram coletadas independentemente nasg

Clinicas A e B. A distribuicBio de probabilidade de cada amostra €

Multinomial com quatro caselas,

Na andlise desta tabela, &€ intuitivo que se pense em simplificar o
problema reduzinde este caso ao de tabelas IxJ. Iste seria feito
somando-se os dados, por exemplo, das duas Clinicas. O resuitado seria
uma tabela combinada com quatro caselas. Uma razdo pela gual este
procedimento néo deveria ser feito & que pode levar a conclusSes

equivocadas.

Segundo Everitt [09] cap. 2 e 3, a combinagdo de tabelas, digamos,
para o exemplo acima, somente pode ser feita se as proporgdes obtidas
nas Tabelas de'Co'ntingéncia das Clinicas A e B forem muito préximas.
Consequentemente, se as proporgfes variam de tabela para tabela, este
procedimeto n8o deve ser utilizado, pois os dados combinados n#o

refletem a informagfo contida nas tabelas originais.

il



Fara ilustrar o que o problema significa, tomemos como exemplo a
tabela 6.1. As estatisticas Qui-quadrado, xi e xz, calculadas sob a
hipdtese de Independéncia em <cada uma das clinicas, sdo
aproximadamente zero. Se combinarmos os dados das duas iabelas com
respeite as clinicas, i.é., n3oc levando-se em conta o Local onde as
mies receberam o atendimento, a estatistica Qui-quadrado combinada xi
iguala a 5.26, que é significativa com 1 grau de liberdade ao nivel de
5% {vide Everitt cap. 4).

Na andlise de tabelas separadas conclui-se gue a sobrevivéncia néo
estd associada aos cuidados pré-natais, enquants na andlise da tabela
combinada conclui-se justamente o contrario. As proporges das caselas

em cada clinica s8o :

CLINICA A 0.006 0.008 0.370 0.616
CLINICA B 0.059 0.00% 0.860 0.100
Como se observa, as proporgdes mnas  clinicas  diferem

consideraveimente, e de acordo com os critérios para a combinaclo de
tabelas descritos por Everitt, a tabela 61 ¢é um casc onde =&
combinagio das sub-tabelas n#Zo deveria ser feita. Este exemplo
esclarece a observacio de que tabelas multidimensionais ndo devam ser

tratadas como simples combinacBo de tabelas bi-dimencionais.
1.5 ~ AJUSTES DE MODELOS

Mencionamos anteriormente algumas maneiras para analisar &
associacio em Tabelas de Contingéncia IxJ. A maioria dos estudes, no

entanto, inchi muitas variaveis {digamos K) e o tratamentc do
K
2

] tabelas & inadequado. Para descrever asg
associaches existentes entre todas as varidveis de maneira segura, a

probiema via célculo das [

consirugio de Modelog & a téenica adequada.

¥



Esta metodologia é comum em Estatistica. Um exemplo € a Andlise de
Regressdo, onde na majoria dos modelos lineares os valores esperados
das observagles sdo dados por uma combinagio linear de um certe nGmerc
de parametros. Téenicas tais como Méxima Verossimilhanga e Minimos
Quadrados (vide Bishop et al [03]) podem ser utilizadas para estimar
os parametros e para identificar quais varidveis s8o de maior
importancia na determinagio dos valores das observages. Os medelos
para Tabelas de (lassificacio Cruzada s8o similares aos utilizados

para dados quantitativos.

1.5.1 - MODELOS PARA TABELAS DE CLASSIFICAGCAO CRUZADA

Modelos para Tabelas de Classificag8o Cruzada estdio descritos em
Bishop et al [03], Fienberg {11}, Everitt [0% ], entre outros. As
maiores vantagens obtidas com o uso destas técpicas, segundo Fienberg,
sdo primeiro: o tratamento que € dado as tabelas ¢ sistemético e
segundo : estimativas da magnitude dos efeitos (ou par@metros do
modelo} de mais interesse podem ser obtidos. Consequentemente, £
possivel julgar a Importancia relativa dos diferentes efeitos para a
escolha de um modelo. Por exemplo, na tabela 6.1 que & 2x2x2, quais
seriam os efeitos de malor interesse 7. Para responder a esta

pergunta, deve-se introduzir a notagio necessaria :

B =n_ +n (1.5.1.1)

1} it 12
= = + exda ks
ni., nii] N nnz + anI + n!ZZ nll. n[z.’ (i 5 1 2}
&
2 2 2 2
n_o= [ Z nijk = Z nl {1.5.1.3)
t=1 351 =1 151

3



Se as trés varidveis, Sobrevivéncia, Cuidados Pré-parto e Local,

que denominaremos por varidveis 1, 2 e 3, nesta ordem, fossem

independentes, entfdic valeria a relagho

P = Py, P P, (1.5.1.4)

e analogamente a (1.3.6), sob a Independéncia, a estimativa para a

frequéncia esperada da casela {i,jk} seria dada por :

ni n J n k
E”kn[ : )[ - ]{ - ]N (L.5.1.5)

Tomande o logaritmo nos dois lados da igualdade, tem-se

iagEUk = log n. o+ log n‘j‘ + log noo- 2logN  {1.5.1.6)

Esta forma aditiva para os logaritmos dos valores esperados €
muito utilizada na construgfio destes tipos de modelos. Tomando o valor

esperado de Iog‘i’Ejk em {1.5.1.6) e lembrando que e*1jk = E{nm), temos

2z 2

v izl j; kg‘iog € = 412?31“ + 4; e +4}e - 8x2ogN

Fazendo

1 2 2 2
u = v/8 = -2logN + 5= [ 1}: e + e+ ::“k ], (1.5.1.7)

1
Yy T T Z log e”k u, {1.5...8)

14



¢ de maneira andloga para u e u ode—
ga p 2t At p gse escrever log em na

forma

log e = U tu Lt U U {1.5.1.9}

Este modelo € muito conhecido em Analise de Varifncia {ANOVA) e é

conhecido como Modele Leog-linear.

Sendo
2 2 2
= o = 0, 1.5.L
L Ui ) Y2 Y Vo {1.5.1.10)
1=1 j=1 k=1
o termos u ., U e u representam os desvios da Média Geral u
143} i 3k}

e (L.5.1.10) representam as restrigdes do Modelo Log-linear de

Independéneia entre as variéveis 1, 2 e 3,

Supondo que as varidveis 1, 2 e 3 nfo sejam independentes, surjem
outros tipes de modelos que podem ser expressos em termos do
relacionamento estrutural entre as trés varidveis. 0 Modelo Log-linear
Geral é dado por

= 4+ + + u 4+ U
log e = u+u % * Yyt Yy

a0 * uzQUk; + ulzamk; (1.5.1.11),

e as restrigies do modelo geral sdo :

2 2 P

Z T Z uz(j) = ); Y © o,
=1 k=1

2

z 23{ 5k} Z 23(3k) -

o)



2

u = 0,
kgl 123030

z 2
6o = LU
N £2341 Jic} - 123{1}iq

vide Fienberg {11} cap 3.

Os termos u representam os efeilos principais

il
iy uz(}) € 3{K)

das varidvels 1, 2 e 3, a ue u e u
¢ 0 passo g Y 2ap Miamo 23050

representam os efeitos de interacio de primeira ordem e v, k)

representa o efeito de interacdo de segunda ordem.

No caso de

w1 = 1t =
ulzm) 13050 23{ i)

3

ulZS(ijk} =

o modelo acima se reduz ac modelo (1.5.1.9) de independéncia

compieta.

Modelos descritivos com tantos parametros independentes gquantos
forem as caselas de uma Tabela de ClassificagBo Cruzada sf@io chamados

de Saturados. O modelo (1.5.1.11) é um exemplo de modelo saturado,

Estes modelos sfo Gteis na reducgBo da complexidade de um probiema,
pols proporcicnam meios seguros para gue se possa  analisar a

pessibilidade da redugfo do ntmero de varidveis na tabela.

Em termos de modelos, a complexidade de uma problema € refletida
pelo nimero de parametros gue devem estar presentes para que se tenha
um ajuste satisfatério quando se observa as divergéneias entre os
valores ajustados e cbservados. Quando o relacionamento estrutural €

simples, o modelo possui poucos pardmetros.

A estatistica Qui-quadrado, entre outras, é utilizada para testes

de ajuste (vide Bishop [03]}L

kG



Quando o modelo possui menos parmetros do gque o ndmerc de
caselas, diz-se que o modelo é Insaturade. Em alguns modelos
insaturados pode-se reduzir ¢ nfimers de caselas na Tabela, sem que

haja distorg8o na estrutura de assocliagfo das varidveis.

A reducio da complexidade de um problema via modelos insaturados,
& norteada por algumas condigles discutidas por Bishop et al [03}
cap.2, e Fienberg {11] cap. 3, & € conhecida pelo termo COLLAPSING,

Esta técnica proporciona ferramentas para que se possa estudar o

problema da combinacio de tabelas discutido na segfio 1.4.

Suponha, para o caso de tabelas IxJxK, que estejamos interessados

em estudar o relacionamento entre as variaveis 1 e 2, uiilizando um

modele Log-linear de f{requéncias esperadas das caselas {e ou

1k }’

seja, deseja-se estudar os termos de interagdo u Se agregarmos

2

a terceira varigvel, produzimos uma tabela de frequéncias {ezj },

*

gueremos saber se o5 termos de interagfo u para esta tabela

1203

marginal, s8¢ o5 mesmos u calculados de acorde com uma tabela

*

12013
tri—dimensional.

Fienberg [i1] cap. 3, apresenta um Teorema que indica 05 casos

onde é razodvel proceder o collapsing :

Teorema 1.0 - Az interacBes entre duas variadveis em uma Tabela
tri-dimensional podem ser medidas a partir de uma tabela marginal
ohtida agregando a terceira varidvel se a terceira variavel for

independente de no minimoe uma das duas varidveis restantes.

Isto significa para o casc da tabela 6.1, que podemos medir v, @

partir de uma tabela marginal bi-dimensional se e somente se u, o= 0
ouu, = 0. Bishop {03], ajustou o modelo (1.5.1.11) para a tabela 6.0
em questdo e enconirou que LI % @, U, * 0e v, = 0. O autor conciul

que u  ndc pode ser avaliada em termos da tabelza combinada, mas

12
segundo o0 ajuste do modelo {1.5.1.11), as varidveis 1 e 2 ndo sfo

associadas.

k3



Nesso estudo, neste trabalho, € voltado para a redugBo de dimensdo
em Tabelas de Contingéncia do tipo IxJx2. A abordagem, no entanto, ¢
distinta da que descrevemos acima, pois n8o faremos ajustes de
Modelos, mas sim, © gue se pretende ¢ investigar a possibilidade da

construgdo de um teste para a hipoOtese

onde Dl e Dz’ sfc Matrizes de Dependéneia e Codependéncia, definidas

por Cordeiro (OS]

Roy {31} prop6s, em 1957, o critéric das Raizes Caracterisiicas
Méxima e Minima, para comparar matrizes Vl € Ve de Varidncia e
Covaridncia onde os autovalores extremos de Vz'ivl sio encontrados e
se espera que sejam iguais guando He : Vl = Vz for verdadeira. O mesmo

enfoque foi utilizado por Flury [12L

0Os elementos de matrizes de Dependéncia e Codependéncia D1 e Dz'
mencionados anteriormente, s#o obtidos em Tungdo das divergéncias
medidas por meio da distancia de Hellinger (vide Cordeiro [05]) entre
a distribuicdo observada na tabela e sua distribuicic sob a hipStese
de independéncis. Ter-se-ia  portanic as matrizes de Dependéncia e
Codependéncia Dl € Dz para cada nivel da varigdvel 3. O caso D! = D2
implica que as tabelas de contingéncia para cada nivel da variavel 3
podem ser combinadas, produzinde desta forma uma terceira tabela gue

devera refletir as tabelas originais.

Para testar a hipdtese

& necessdrio a construcio da distribuicio nula de um critéric que
compare IL)1 a Dz‘ Este critérie deve ser invariante, pelo menos, ao

tipe de associagBo entre linhas ¢ colunas.



O critério utilizado neste trabalho estd descrito no capitule 4, e

fol baseado nas idéias de Roy, mencionadas acima.,

De acordo com os resultados que obtivemos as distribuigbes
simuladas indicam que os dados se ajustam a familias de distribuicdes
Beta. Estes resultados, no entanto, ndo s8o definitivos. Devido a
{imitacBes de espago em disco apemas um nimero reduzide de simulagdes
de Moate Carle puderam ser empreendidas. Naturalmente ao aumentarmos
consideravelmente o tamanho das amostras simuladas teremos uma idéia
mais clara da distribuigBo do critério § Além disto, um estudo da
distribuicio tebrica de critério £ deve ser feite para que possamos

explicar questles que no momento encontram-se em aberto.

As questBes acima motivaram este trabalho gue estd dividido em

irés partes :

Na primeira, apresentamos a medida de Hellinger e suas
propriedades. A segunda parte & uma revisSo bibliografica de az*ti;cges
em Quajs a medida de Hellinger & utilizada com fins inferenciais, sem
a pretencio de ser exaustiva, e a (itima parte é destinada a descrigio
e resultados da comparacio entre matrizes de Dependéncias e

Codependéncias.
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Capitulo 2

A distancia de Hellinger
2.1 Intredugio

Quando se pretende estudar as discrepincias entre duas populacSes
{traduzidas por suas distribui¢Ses de probabilidade} utiliza~se muito
frequeniemente a estatistica Qui -~ quadrade de Pearson. Tal
estatistica ¢ um dos exemplos mais comuns de Disténeia Euclideana
Ponderada., Para estudarmos algumas das medidas de discrepancia

existentes, introduziremos algumas definicBes e notagBes,

Seja X = (X ,..‘,xk)t uma varidvel aleatéria com distribuicio

1
K

Multinomial de par&metros n e p = (pl,m,pk}t, onde Z p = 1 e P >0
T

para Isizk. A esperang¢a matematica do vetor X é o vetor E(X) com

componentes E{XI} = np, i=1..k

O wvetor p = (pl,...,pk)t de probabilidades da distribuicio da
variadvel aleat6ria X representa uma dada populagic estatistica 1. E
natural portanto que sejam definidas discreplncias entre duas
populacBes IIl e TIZ em termos de vetores p e g de probabilidades das

distribuicles de variavels aleatérias X e Y.

k
Seja O = {::4:1,...,}:‘(}11 uma observagio de X, com Z X = n Qs
¥
estimadores de Maxima Verossimilhanga de P, s8o dados por T = xifn
(vide Agresti pgs. 40 e 41 {01}, resultando no vetor f =

t
(fl’""fk} .

0



A estatistica Qui-quadrade de Pearson para testar a existéncia de

discrepéncias entre £ & p é dada por :

-1 k
Q =nif - pi D, (f - p)=nL(f- PP, (2.11)
i

onde Dp é a matriz diagonal do vetor p.

A estatistica Q pode ser re-escrita na forma simplificada :

¥
2
Q=n {z o 7/ p)- 1}, (2.1.2)

i=1

Supondo~se que X provenha da populago Ht e O da populagio Hz’ &
que a distribuicdo de X tenha um vetor de probabilidades dado por p e

a de O, dado por f, & quantidade

k
Z (ff /p) -1 (2.1.3)
Tl

pode ser considerada segundo Mathai e Rhatie [16] pg 96, uma medida de
discrepi&ncia entre asz populagbes discretas Tfl e Hz. Tal quantidade
mede a "separacfo” entre as distribuicBes de £ e p, mesmo que (2.1.3}

ndo seja distAncia no sentido matemdtico por ndo ser métrica, pois

k k

2 2
E (7 /p) -1 ): (®F 7 £) - L
i=1 i=1



Ao aceitar Q como uma guantidade que expressa a discrepancia entre
duas distribuigSes devemos observar que as discreplncias em eventos
com pequena probabilidade sf@o  responsiveis por uma  excessiva
contribuicdo, Isto revela que em geral a estatistica Q n3c deva ser
utilizada em problemas de ajuste, sem que se atente para esses

detalhes,

2.2 Divergénecias, Disténcias e Informagic Discriminatéria

1 - Divergéncias

Varios autores consideraram definigdes de disténcia, divergéncia,

ou Informacio discriminsidria, entre populacgdes Hz e sz.

Cressie & Read [051 em 1984, e Aickin [02] em 1983, derivaram
independentemente familias de medidas de Divergéncias para testes de

Ajuste.

Tals familiag englobam varias estatisticas de teste como 2
Qui~guadrado de Pearson, Qui-quadrado de Neyman, Qui-quadrado da Razdo
de Verossimilhanga, Freeman-Tukey, entre outras. A familia derivada

pelos primeires autores mencionados serd tratada na secgfo 2.5,

¥ - Medidas de distincia baseadas em idéias de teoria da Informacio

Sejam as populacbes H: e H2 e as variéveis aleat6rios continuas Xl
e X, em R tais que Flfx} e Fz(x) sejam fTungbes distribuicio de X e
Xz respectivamente, em I'I1 e Hz’ enquanto pI{xJ e pz{x} sio suag

correspondentes fungtes densidade.



Véarios autores propuseram definigSes de distancia, ou informagdo

discriminatéria MH:’Hz} enire as populagSes IT1 e Hz :

i} Kullback e Leibler [14] em 1951 apresentaram as medidas de
informacio discriminatéria

'&K&(ni,ﬂz) = J.plfx}log{plix)/pz{x}idx , {2.2.1}

A () = Ipzfxnog{pz{x}/pl(x};dx . (2.2.2)

&K g :‘.&Kb sdo sempre ndo-negativas, atingindo o valor =zero
i
quande e gdmente quando P e P, forem a mesma distribuicio e

portanto guando ‘{Ii e }'Iz forem a mesma populacso.

A distancia de Kullback-Leibler entre f e p ¢ relacionada &

estatistica Qui-quadrado da Raz8o de Verossimilhanga, Gz, como segue

sendo

3
ﬁxa{f,p) =i;x1/n 1og{xi/npi),
entdo

ASZ{f’p} = nA__(f,p),

vide Bishop et al [03] pg 346

i} Fol observade por Kullback e Leibler em 1951 que a medida de

Jeffreys [14] & obtida come uma combinag8o das medidas acima :

AMT) = J{pz(xJ - p,(x) Hoglp, (x)/p ()]dx,  (2.2.3)

23



isto & 1

i’ﬁjfﬁl,ﬁzl = &KQ{HI,HQ + AKb(HI,HE) {2.2.4)

A medida de Jeffreys descreve simetricamente a divergénecia entre
as populacBes II1 e Hz .

IIf - Mediday de distdneia relacionadas 3 Afinidade de Bhattacharyya

Bhattacharyya propds em 1943 2 medida p de afinidade como segue

p = fipl{x}pztx)lmdx, {2.2.5}

e em 1946, definiu ABmfnz} = cosﬁlp‘

Matusita [17], em 1955, definiu

1/2
y 2 _ R 172
AM(IIi,I{z} = { ngiix} — \/pz{xl] dx } = {2 ~ 2p) " {2.2.6]

de onde se ve que O = p < L.

Mas,

. 2 172
Eif'pl(xJ - w’pz(x)} dx (2.2.7}

é 2z distincia de Hellinger, vide Cordeiro [04].
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Segundo Mathal & Rhatie {16] pg. 100, da expressio
ATLTL) = { J' | Ip Gl - {pzixn"‘“|‘”dx}"’" (2.2.8)

onde p 2 1lesg 2z, derivam-se

se r=e=2, a disténcia de Hellinger;

se r=g=], a distincia variacional ¥ de Kolmogorev :

onde V= j Ip () - p (x)]dx. (2.2.9)

2.3 Desigualdades

Segundo Mathal e Rhatie [16] pg. 112, Toussaint em 1972 provou gque
AJ(Hi,Hz) = 4{1 ~ pj}, - {2.3.1
e Matusita [17] em 1955 mostrou que
1/2
200 ~ p) =V = 24201 ~ p)} ", (2.3.2}

o mesmo autor em 1856, provou que

v =201 - p9Y° = 2{20 - PR (2.3.3)

A medida de Helinger (2.2.7} possui propriedades Otimas que
passaremos a descrever. Além disso, daremos alguns exemplos de sua

aplicagéo.
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2.4 Afinidade e disténcia ~ Definicbey Basicas

Estudaremos 2 medida de Hellinger apenas no casc discreto pois ©
nosso maior interesse estd no estude de dados agrupados em tabelas de
contingénecia e  na  investigagdo de medidas de Dependéncia e
Codependéncia descritas no capitule 3. Um estudo mais geral da

distancia de Hellinger pode ser encontrado em Dias [06).

Para estudarmos a disténcia entre distribuicbes discretas podemos
nos valer da definicBo matemética de disténcia enire elementos de um

conjunto.

Definicio 2.4.1 Dado uwm conjunto M # 8, seja & MxM —0 R . A
funcio 3 é uma disténcia sobre M se as seguintes

condigdes se verificam para guaisquer X, ye z € M :

M} &ix,v)
{M2) 8ix,y} = 8{y,x)
(M3} Slx,y) = &(x,z) + 8{z,v)

O gt X = ¥

i

A propriedade M3 € conhecida como desigualdade triangular .

Consideremos agora uma seguéncia de n exscugdes independentes de
um experimento onde em cada uma das quais somente um de k eventos
mutuamente exclusivos 8’1,...,6}( pode ser observado. A probabilidade de

ocorréncia do evenio Sj & pj, as probabilidades nfo variam de execugdo
k

para execugiio e ainda g}l z O com z p, = lekz2
3

A distribuicioc conjunta F, das varifiveis aleatdrias Xl,...,}(k
representands o nUmere de ocorréncias dos eventos 8’1,...,8‘k nas o

execugbes dao  experimento €&  Multinomial de parmetros n @

&
p= (pl,...,pk}t onde ): Xj = .
§
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Lema 2.4.1 Seja F‘ a distribuicic conjunta discreta de
probabilidades p = (pl,...,pk}t do vetor aleatério

X

discretas F} onde k determina o nGmero de variaveis aleatérias de X.

I

le,...,Xk}t, Seja f o conjunto das disiribuigles conjuntas

Uma funcéo H : Qk X Qk — &?+ tal que
2 k
““F“F” Z[' pn_‘pzi]xz[lwz plip21]=2(1—p},
m i=1

{2.4.1}

¢ uma distincia scbre Qk. Entéo Qk é um espago métrico com respeito 2

distancia l I . ”

Observacgiio : A distancia “ ) H ¢ denominada distancia de Hellinger e p
¢ denominado afinidade entre F1 e Fz
A prova do Lema 2.4.1 é dada a seguir :
A gquantidade H(Fl,Fz} =HF1 - F'ZH & distancia sobre Q;; se as
caracteristicas (M), (M2) e (M3) forem validas; analisaremos cada

uma delag :

(Mih: H(F F )= 0 &= F =F
1 z 1 2

K
z
Se H{Fl’Fz} = 0 , entdo Z[\f‘p - vp ] = (), por ser soma de

114 21

nomeros ndo negativos, entfo para todo i,

[V - ¥p } O == \r"_-1 x/ . portanto F = F

2"

2t



Reciprocamente, se F = F, === v’p“ =vp, eZ =vp, ~Vp, =0

para tedo {, logo,

% W2
p— 2 —
H(F F,) = L;zi } = Q.

{(M2}): H(F F) H{F F)

1i

_ SN2 312 2\ 1/2
HIFI,le = { vp T - p ] } = { Yp. - 15:{“‘] } = H{Fz’rz)'

{M3): Sejam F,F_ e F_ distribuigies discretas € R, com

as densidades respectivas PPy Py (i = 1,23},

L
=
=

b=t =1

De acordo com a desigualdade de Cauchy-Schwarz temos

k k

e+ L)) o )

i=1

entao

i 1/2 ¥ 172

2
2 oy g B g 2
H(FI’F:;)E {[z( Pie~ pm}} * [Z( Poy ™ pSI}] } ’
i=%

=1

et



logo " .
H(F,F ) s {H(F ,F) + H(F F )}

de forma que

H(FI,FSJS H{Fl,in + H(Fz,Fsi .

Como as propriedades (ML) a (M3) sdo satisfeitas H H é distancia
sobre .
x
2.4.2 Algumas das propriedades da distincia “ H ¢ afinidade p :
No=p=1 . (2.4.2.1)
z}HFl - FZHZ = 2(1 - plF F,)) = 2 (2.4.2.2)
K
S}HFL - anz = z |pn - p21| = ZHFI B Fz” - 2423
1=1

4) Se a sequéncia de distribuigBes {Fn} em Q_ converge para a
distribuigio F € Qz em termos da distancia ” ” , entdo a

sequéncia {Fn} também converge para F uniformemente.

Provas : 1) 0 < p=1. Como

”FI"F;:“z: [/:_ P 2* p,* P, ~2)vp p, =0

1=

'Fl - inr = 21 - p(F‘l,FZ)} =0, tem-se p * 1.
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A afinidade & o produto interno entre as raizes quadradss das
densidades de Fl e Fz isto &, p = <w»‘pt1 ,\a‘pz ? & n#o negativa pois

pnz: e pma 0,1i=12..k eportanto § = p = 1,

Tem-se que cos8 = 0/5:_' Vp_ >, pois ”'fﬁ:ﬂn = ntfg;n = 1,

z
portanto, p iguals 0 cosseno  do angulo 6 entre os vetores
yfpl = {\e‘pll,“.,v “:)f. e sz = (_qul,...,i‘ng)t.

A interpretagio ds afinidade € que & medida que esta se aproxima
da unidade v‘pl 2 sz ficam tanto mais préoximas. Um valor de p=i
ocorre quando v‘pl e v‘pz forem coincidentes. p = 0 ccorre quando Fl

e Fz tém suportes disjuntos,

it

201 - p{FI,Fz)) = 2 & trivial decorréncia de 1}

2 - FAf
2

i

k
z Ay eyl s 2“F1 - FZH

) X
Para provar que “F1 P Fz“ = z ilpn - pm], verifica-se que

I Py ~ pzll = Iﬁ:+ pzil’

dai

1 21 21i’

2
[P TP ]ﬁl Pie ™ pnll\/f:::*P pzii=|pu*p

portanto

13 21

k k
“Fl - lez = ['/5'*"' - V’p'”]zﬁ len -l
1 f=1

f=
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Para provar a segunda desigualdade de 4) temos qus

& x
len - Pyl =Z| PR CN LN RN
i=1 P=1

e por desigualdade de Cauchy-Schwarz temos

k 172 1/2

k : k
2 2
) B = I vl ) W - v | ) o VB
1=1 1=1 HES| .

por definicio de ” : | e (1) Tica

172 k 1/2

"
4 172
o e 2 P oy 2
[Z( Py~ pzt}] 3 Z( Py * pzi)] = ”Fl - Fz“[z * Zp[Fi’Fz}]
i=1 i=1

= “r?l . qu[z + 2]1/2

portanto

K
leu = Pyl = ZUF1 N Fz“'
f=1

4) Bejam Xn e X variaveis aleatérias com distribuic8c Binomial de
parametros n e p € n e p respectivamente, ou seja as
n
distribuiges Fn e F de }{n ¢ X respectivamente pertencem a Qz.

Sejam G TRERS € q,..,q  as probabilidades de Xn e X

ik ¥
assumirem og valores xl < xz( I 4 xk entio

F (x) = ):qm e  Flx) = Zqi
b3 4

3%



Sendo

[FJX}"“F(X)' = ! z qni - ): qi = z iqni - qil$ 2“an F“’
xiﬁ X xiﬁ X xiﬁ %

de acordo com a propriedade 3), e notands que F‘nw F independe de x,
entfo F - F — O para n—o e implica em ;F‘n{x}—F{x}[ - O quando n —w
n

uniformemente em x.

2.4.1 Relacionamento entre a distincia de Hellinger

e a distinciz de Fréchet

A& distancia ﬁF(Fl,Fz} de Fréchet entre as fungdes distribuigdo Fi

e Fz em Qz & dada por

AF(Fl,Fz) = sup|Fi(x) ~ Fa(x)| onde -~ 0w < x < =» .
X

Observemos que

IFUE) - F2(E)| = sup|Filx) ~ Fa(x}} ; E € R
X €E

o lado direite desta ewpressio sendo a menor das cotas superiores de

|Fi(E) ~ F2(E)| é majorado por 2||Fi- F2|| (vide propriedade 4

secgio 2.4) isto &

sup|Fi(x) - Fa(x)| = 2||Fi- Fz“ (2.4.1.1)
x & F

Kolmogorov em 1933, foil o primeiro a propor a distincia de Fréchet
como estatistica de ieste para Bom Ajuste de Sn a F (vide Kendall e

Stuart cap. 30) usando

Dn = sup{Fa(x) - F(x)| , ~ e { x<w,
e

3z



isto posto que

sup|Falx) - F(x)] LA
X

ou seja, para grandes amostras Fn ¢ muito préxima de F. Nesta ocasiiio
Kolmogorov obteve a distribuiclo assintética de Dn pressuponde F

continua.

Quanto ao calculo do poder de Dn, sfc varios os trabalhos
existentes no caso de F continua. Um survey a respeito é encontrado em
Kendall e Stuart cap. 30. Segundo Gleser {1985) ['3] o casc do poder
de Dn para F discreto fol tratado por poucos, entre estes o préprio
Gleser e Conover em 1972, Tanto Gleser quanto Conover av.aliaram o
poder exXato de Drn para F discreto apenas para distribuigbes

univariadas.

E de interesse investigar ¢ poder exato de Dn e compari-lo ac de
alguma estatistica baseada em || . |I, como por exemplo a estatistica M
proposta por Khan e All [21] {vide secqglio 3.7} para o caso de F ter

distribuigio Multinomial e n finito.

As limitagles existentes para tal estudo s3o em primeiro lugar
devidas ac fato do poder de Dan ter side avaliado somente para
distribuigles univariadas . Isto nos restringiria a estudar o caso de
varidveis aleatérias com distribuicio Binomial. Este caso, embora
tenha sido o que expressamos em {2.4.1.1), talves nfSo seja muito

informativo quanto 3 questfio colocada.

Em segundo lugar, testes come o de Khan e Ali e assemelhados (vide
secglio 3.7) foram desenvolvidos apenas para o case assintdtico, mas
para n finito, situagBo em gque temos real interesse, desconhecemos a
existéncia de alguma estatistica envolvendo H . H em Qque posSsamos

obter o poder exato do teste.
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Todas estas gquestBes s8o complexas € de real interesse, exigindo
um estudo aprofundadc que ndo levaremos adiante para ndo nos

desviarmos excessivamente do escopo de nosso trababalho.

2.5 A distincia de Hellinger como membro de uma familia

de estatisticas de Divergéncia em Poténcia

A distancia de Hellinger pode ser enquadrada em uma familia de
estatisticas de divergéncias em poténcias apresentada por Cressie e
Read [05], para testes de Bom Ajuste, & estd diretamente relacionada &

estatistica de Freeman - Tukey, que é membro desta familia,

De acordo com propriedades que esta familia possul, pode ser
mostrado que a distancia de Hellinger entre dada distribuicfo F em s}k
{vide Lema 2.4.1) e a distribui¢Bo empirica de uma variavel aleatéria
com distribuicio Multinomial com base em uma amostra de tamanho n e
digtribuiclie F, possul distribuicBo assintética ;z:_l, COmMo  Yeremos

adiante,

Definicio 2.5.1 Sejam X = (XI,..‘,X;;}t uma variavel aleatéria

com densidade Multinomial de parémetros n e
k

P = {pl,.,.,pk}t com z pl = } e ¢ vetor de frequéncias esperadas de
3

X, EX) = (el,.\...ex)t, com e = np. 0 conjunto ‘{il ; A € R} é a
familia de estatisticas de divergéneia em poténecia para testes de

Bondade do Ajuste e ZnIX é EXpresso como

¥

A
A 2 - .
Znl - = AT in {(le'el] 1} i AeR. {2.5.1).

1
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g, -1, Znil é definida por continuidade. No case de a=0,

Fara &

H

tomando a Xifel e aplicando -se a regra de L'Hospital, temos gue

k .
zz XIn a exp(ﬂﬁ.‘ln o)

2nt® = lim = = 2] XIn a,
A— 0 Za+ 1
portanto
0 %
nt” = 2) X In(X/np),
e no caso de A = ~§,
k ..
ZE Xiln 2, exp{#In g .
EBI_'i = lim t=t w2 21 Xl/alin ai,
A —> ~} ZA+ 1
logo,
2nf T =2 zl npiln{){i/npl},
isto €, para A = {, tem-se a estatistica Logaritmo da Razdo de
Verossimilhanga, e para A = -1, tem-se a estatistica Logaritmo da
Razdo de Verossimilbancs Modificado. Em especial, quands A = 1, a

estatistica zz é obtida.

Seja p = (pi,pz,..,pk}t o vetor de probabilidades de F em :zk, e s
a distribuicio emplirica de F com base em uma amostra de tamanho n. A
estatistica de Freeman - Tukey {que corresponde & A = ~1/2), para

testar o ajuste entre F e Sn é a que segue :

K
T = 4 Z {v X - ¥ np, }2 (2.5.2)
1=1
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Em termos da distancia de Hellinger, H, a disténcia entre F & Sn &

dada por :

e -5, = [f{ﬁ:ﬁ v ¥ mm

i=1

Verifica — se gue

HZ = T%/4n (2.5.3)

2.6 Distribuicic Qui - Quadrado como limite
Nesta secgdo mostraremos que as  estatisticas  membros de

{IA, A e R}, possuem  distribuigho assintética Qui-guadrado com k ~ 1

graus de liberdade, quando Sn vem de F.

Sejam F em Qk, k o mamero de eventos possiveis em F, e a hipétese,
Ho : p = po,
onde as probabilidades {pm}» si0 completamente especificadas.

Para A # 0, -1, seja

Znikixafn:po)

Atl
{[ £ - “p"‘J - 1} (2.6.1)
npot

[\/]a«-

Seja

= (X1 ~ npoi}/npos, {2.6.2)

substitnindo -~ se Vi em  (2.6.1}, temos para A # 0,1,

)



H

¥

A i 2 Al )

20l 0/ mipo) AT Zpax {{1 + Vi) 1} [2.6.3};
j=g

{1 + Vi);“1 em série de McLaurin, temos :

expandindoe (Vi)

FVvi) =1+ + Vi + ad + DVZ 5 RIVY) {2.6.4),
51
onde
{3} 3
R{Vi} = £ 7 {cIVy", com Q % ¢ = iv;[ (2.6.5),
31

Tome |Vi] = e, com € > O, & tenha
ROV s [~ A0+ D0+ V23] = o

Come Vi & variavel aleatlria, temos que

R(Vi) = Op(Vlg},

(vide leite e Singer [I15], pg 39), pois sendo c¢1 uma varidvel

aleatoria degenerada,
0, k > fei}

P‘{Eml =k } w{ 1 k= jai,

ou seja, se k > jei|, R(Vi) = cp[V13) e se k = |ei|, RIVY) = Op(Via).

entdo, RIVi) = op{vi‘*).

Obtemos portanto :
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ank{}(/n:pei = ﬂ%fﬁ me{(k + Vi A+ D+ OP{V{‘;}} )
2!
[

Sob Ho, X1 tem distribuigdo Binomial de pardmetros p & poi, e de

acordo com a desigualdade de Chebyshev,

Fr{[R(ViH =k } = Pr{czii)ﬁ - npei}z/(npai)sl = k}

= F"’{I(X1 ~ npot)x npoiki} < U -pov)

. poi k;z
3
com ki = k/c!. Loga
Pl‘{lR{Vl}l =k };
converge para zZero gquando B cresce e portanto, R{Vi) = op{li,
donde se obtém, sob o modelo Ho,
Zni;\EX/n:pa} = anl{}(fn:pa} + ap(i) ;A eR (2.6.6).

Portante, toda estatistica de divergéneia em poténcia para teste
de Bom Ajuste, possui assintoticamente a mesma distribuicdo da

estatistica Qui ~ Quadrado de Pearson sob a hipdtese

Hﬂip=po,

ou seja, distribuigéo x:q {vide Rac [20] pg 325}



Capitulo 3
Inferéncia baseada na distincia de Hellinger
3.1 Teoremas fundamentais

Utilizando a desigualdade de Markov, Matusita {17] descreveu em
1955, regifes de confianga baseadas na distécia de Hellinger para

distribuicBes em nk.

Descreveremos alguns dos tegremas de gutoria de Matusita e,
posteriormente, estudos desenvolvideos por outros autores baseados nas

idéias de Matusita.

Seja - F uma distribuigio em Qk com vetor de probabilidades
(pi*pz,...,pkit e %n a distribuicio empirica de uma amosira aleatéria
XI,XZ,..,,Xn de X, onde X possui distribuicio F. Seja noo ntimero de
vezses em quais {‘5’1 foi observado, onde E‘:’i ¢ um evento ¢om p, = p(@i}* A
distribuigdo Sn tem vetor de probabilidades estimadas

{n /n,n /n,...,n e,
ro2 ¥

Teorema |

Quandc dada varidavel aleatéria possui distribuicio F, tem-se,
2 k-1
PYlIF - Sall” = ———th =1 -1, (3.1.1)

para todo numero t z 1.
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Prova - Tomemos pl,pz,m,pk » & entdo

HF.S) = [F - sd” = Zk{m - VR r

P=1

sendo
[m/‘n - px} = [\/ni/n - \/ p" }(/nx’/d + \/ L }
temos
k - 3
Y; .
[\'/ni oo x/ piJ =§:{ni:’n - P, }zf{fni!n + 'ff):}z
1=} 1=1
COImo
{va7n" + ¥B} = p,
temos
k » ¥
{1’ n/n. /Py ] = X{n.f’n - p }zx’p
i H H
i=1 §=1
portanto

k

k i Ei""p}
z i 2 _ i - i k-1,
E [H"] = E*;—;E{nifn—pi} = %——ﬁvar{nf/n) = > = =
p=1 f=1

i=1

logo,

k-1
n

E (0] =

Por desigualdade de Markov temos

2 k -1
Pe[lF - Safff « ===t} 21 - —pprr

E{F - salf} =1~ 1t

ko



A express&c {3.11)} permite consiruir uma regifio de conflanga para

F com probabilidade I ~ a de F estar deutro da bola BiSs, k-1 1)

Teoremsa II

Cuando dada variave]l aleatéria possuir distribuigie F em Qk com
P, >0 para todo i=lL..,k, &€ n for grande, tem - se a igualdade

zssintotica

Pe{llF - sof* = 8} = Pefal | = 4nd"} (3.1.2)

Prova :

Sendo H’F - Sn[iz = T/4n {vide 1.3.3), de acorde com Cressie ¢ Read

{05},

2 Z

T — Ay n guando n—3 e,

portanto, para n suficienfemente grande,

Pry|lF - sofl” = 8%} = PYT" = 408"} = Pfa] = 4ns"}.

Definicie 3.L1 Denote-se por Cnk-1 a classe de distribuigBes
F = {(pl,pz.....pk)} em fpara a qual existe um
ndmero positivo P, tal que P, > p, para todo i, &
a estatistica Q {Qui-quadrade de Pearson) calculada
com base em n observagdes de uma varidvel aleatfria,
tenha distribuicdo  assintética x:_i, para tods
distribuiclio em Con.k-1.
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Segunde Bishop, Fienberg e Holland (03] pgs. 31 =& 1771, a
incidéncia de celas vazias em Tabelas de Contingéneia pode ser devida
a um resultado amostral, denominado “Zero Amostral”, ou ainda, devida
ac Tato de o evento que descreve a cela seja impossivel, determinando

o denominado "Zero Estrutural™.

O "Zero Amostral” ocorre quande a probabilidade associada a
determinada casela for muilo pequena, no entants, tende a desaparecer
com © crescimento do tamanho da amostira. © "Zero Estrutural®, por sus

véz, independe do tamanho da amostra, e é cophecido 2 priori .

O teorema I ¢ valido para o caso de distribuigBes pertencentes &
classe Cnk-1.  Mais precisamente, o teorema I se aplica a
distribuigles onde © "Zero Estrutural” ndo ocorre. O tecrema 1 & mals
geral, e pode ser utilizado em gualquer caso. No teorema I, em casos
onde as pressuposicbes do mesmo s8c atendidas, € possivel que se
obtenha maior precisfo na estimagio da probabilidade de HF - Sn“ % 8,

em comparagio ao teorema L

3.2 Testes de hipiteses e de Aderépcias

Utilizande os teoremas I e 1], Matusita desenvoiveu regras de
decisfo de acorde com as quais para dada distribuigdo discreta Fo, ¢
pera todo nGmero finito 8o > 0, seja possivel decidir se uma varidvel
aleatdria em estude possui distribuicBo Fo ou distribuicdo F, fors da
vizinhanga de Fo, isto &, nF - Fo“ =z &o. Este problema fol abordado
por Matusita {17} em 1955,
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Teorema I

Para todo ndmero positive t z 1, se X possuir distribuicfe Fo,

tem—se ¢

PodllF, - s s £t tp =1 -1 (3.2.1)

e se X possuir distribuicio F com “F - Fe” > 80, esen® 4(k~1)tf6§,

entio

PlfF, - sall® = XLz n (3.2.2)

Prova :

A primeira parte do Teorema j& foi provada no Tecrema [ Esta

primeira desigualdade independe de n,

Quando X possuir distribuicBo ¥ com |EF - FO_H > &u, temos, pela

desigusldade trisngular :

[[Fo - sdf] = JIro - 1l - |[F - s

z 3o - “F - Sn“

Quande n = 4(k—z)t/6§ .

Pll[F, - Snl| = 80 - VX Tt peflF - snllw_}i%fw t b= 1-ut,

de acordo com o Tecrema ! e a subsiituiclo de n em do - “_li_h‘fmiw t,

na desigualdade acima, resulta em :

So - VXl 4 =802 ou 02 = W‘L—;—imt

13
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&, portanto,
P{|F, - sl = K XL = el - sdff = g0z}

&Pr{“FG~SnIFE<§o-—V-—£~i—L— t}.

(uando se tem conhecimento de gque ¥Fo, e toda distribuicio
alternativa ¥ em Qk com densidade (pl,pz,.._.pk) estéio contidas na
classe Cnk-1 {vide definico 3.1.1}), aplica-se o Teorema I na

demostracio do Teorema III como segue :

Teorema IV

Sejam Fo e F distribuigBes discretas em Qk e contidas em Cak-1
{vide definicdo 3.1.1), com ”F - Fo“ = 80, Seja 1w gqualguer nGmero

positive menor do que So.
Guando X possuir distribuigdo Feo,

PedllFo - sall® < 2%} = Pdx® < 4nn} (3.2.3),

{k-1}

e guande X possuir distribuicBo F,

Pe{|lFo - sall” = 2%} = B2l < 4nto0 - ¥} (3.2.4),

Prova : Em {3.2.3) a prova é dada pelo Teorema 1. Quando X possuir

distribuigio F, sendo||Fo - Sa|| = 80 - ||F - saf}

Pr{”}‘?a ~ SHHZ = nz} z Prd “F - Sn”z < {80 = n)z},

Ly



Como

IEF - Sn“a = T°/4n  (vide 2.3.3}, entdo

% 732} e Pr{Tz = 4nidp - 72)2}.

pr{||Fo - i)

para n suficientemente grande,
2 2 . ) _ 2
Pdl|Fo - sdf? = w% = Pe{x’, = 4nido - w7},

Seja P uma propriedade referente aos elementos de ﬁk. Por exempio,
para k=4, sefa F a distribuiclo conjunta com vetor de probabilidades
r = (pﬁ,p P 'pzz} do vetor aleatério X = (XH,X X 'Xzz}‘ No

1202 120

casc de P, = PP, para todo 1 € j, = propriedade P é a de F ter

]
vetor de oprobabilidades p = (pl'p.i,pl‘p'z,pz*p’i,pz’p‘zi. Benotemos
por W, ¢ conjunto de distribuices pertencentes a Qk gue possuem &
proprigdade P, isto €,

W={F e Q - P,

L= PP -

Teorema ¥

Seja Fo uma distribuiclio em Qk e Sn a distribuicdo empirica de uma
amostra aleatoris Xl,Xg,.,.,Xn de ¥, onde X possui distribuicio FO.

Para todo conjunte de distribuicles W e para % » 0, tem-se :

1

P inf ||F - Sn“ £ab =1~ , quando Fo € W (3.2.5)

F&eWw

Py inf [[F - sall> mfz 1 - XL quando nr [[F ~ Flj2 e m

F&WwW nle-n) FEW

{3.2.6)
hs



Frova : Quandc Fo € W, inf IiF - Sn_‘ !ﬁ “Fo - Sn“k entdo
Few

Pr{ inf”? - Snf| <} = Pn{n?a - Sn! < nh

F £ W

& pelo tecrema I,

k-1
2 *
ng

Pr{“Fﬂ—Snl(n}ki*

tendo-se,

k-i

Pr{ inf “F - Safj<at =1 -

Para demostrar a segunda parte do teorema usaremos a desigualdade

inf ||F - Fofl = inf IF - sof] +{{Fo - sal}

F & W F € W

quando inf“? - Fo“z £ » 71, tem-se também inan ~ Sn lk £ -HF&«S:\H,

F&eWw F & W

dai vem que

P inf ||F - sa]> 0 = edllFe - salfc e np =1 - K2 -
FEWw nle-n)

0 Teorema V enunciado por Matusita e Akaike [18), & uma
generalizagio do Teorema 1. Este dltimo teorema possibilita testarmos
a um nivel de confianca de 1 - 1/t se a distribuicie empirica Sn da
varidvel aleatéria X = {Xl,...,){k}t, onde X possui distribuigdo
Multinomial em geral desconhecida, estd a determinada distdncia de

certa distribuigfo F, ou ainda, se X possui distribuicdo F ; ac passo

LA



gue o teorema V possibilita testarmos a um nivel de confianga de 1 -
¥ -1

o
distribuicles, em outras palavras, se a distribuigio Fo de X pertence

, 88 Sn estéd a determinada disténcia de uma classe W de

ou nfo & classe W de distribuices em guestdo.

3.3 Regras de DecisBo baseadas no Teorema v

Para testarmos as hipbieses

Ho : Fo e W

He inf'“F - P‘o“z £>n (3.2.7}
F&w

utilizando a5 desigualdades do teorema V, o risco envolvido em (3.2.5)

& :

Pri{rejeitar Ho quando Ho & verdadeira}l = a = k_i ,
nm
e ¢ risco envolvido em {3.2.8} € :
- s . k-1
Pr{naﬁ rejeitar Ho quando Ha ¢ verdade:ra} = B = s
n{e~n}

deste modo, o poder do teste & maijor ou igual a 1 - B. Observa-ge que

o poder aumenta gquande n cresce.

Para gque determinemos uma regifo critica €, para o teste de

hipéteses {3.2.7) fixemos n, k ¢ o e de acordo com (3.2.6]) obteremos

E =1
=y i (3.2.8)



A regific critica £ de nivel @ do teste seré :

C: inf “F - Snﬂ) ,
F £ W

2.

isto &, rejeitaremos Ho com nivel de confianca o se inf ”F - Sni
F e W

Pode~se ainda determinar o nivel oritico do teste para um dado

valor amostral d ;

P inf [|F - sall = ap =1 - XL
2
F&EW nd
a hipétese Mo ndo deve ser rejeitada para grandes valores de —k—:%-— .
nd
Ne caso de He ser rejeitada, decide-se que  inf HF - SBH z g >dcom
F & W
. . k-1
um poder maior ou fguala 1 - ———
n{e~d}*

Resumidamente, ¢ teorema V permite a construgdo da seguinte regra
de decisfo :

Quando inf ||F - Sall = 7, decide-se que Fo € W; (3.2.9)
Few

Quando  inf l]? - Sn“ > 5, decide-se que inf HF - Fa”z £ >N

F & W F e w
{3.2.10}

Sendo W um conjunto de distribuicBes com dada caracteristica, se

{1.2.9) se verificar, decide-sz que Fo & membro de W ao nivel

de 1 - k-1 de confianga. Em caso contréirio, decide-se que Fo ndo &
ny
membro de W com um poder de { - w»i‘?«:}——z . No caso do conjunto W
n{g~d)

he



consistir de uma Gnica distribuigdo, a regra de decisfico & aplicdvel, e

o problema se reduz ac teste de Bom Ajuste, gque foi abordade no infcio

desta secgdo.

A regra de decisBo acima, reescrita em termos da afinidade, é a

que segue !
Cuando
sup plF,Sn} 2 1 - nzfz, decide~se gue Fo € W
F&ew
Cuando

sup plF,Sn) <1 = 1;2/2 decide-se que  Inf HF - Fﬁ]i =g W
F €W FEW

3.2 Tamanhos d& amosiras

0s  limites inferiores das probabilidades em {3.2.5) ¢ (3.2.6),
permitem a determinagdc do tamanbo da amostra necessdria para a

obtencio de um teste de tamanho «. De acordo com {3.2.51, seja

1 - k»i =1-go = 0, com oo fivo, entio
£y
n > k”i , (3.3.1)
€07
desta meneira, para que se tenha 100{} -~ ooi% de certeza de gque

inf ” F ~ Sn “ ndo exceda 7, o tamanho da amostra requerida é dado por
F&w

{3.3.1)

k-1
2e0

¥

Como j{“z < 2 entic  inf I!F - F"n =n =V Z ,logon>
Foew

bs



entio

¥~ k-1
nos 5 > .

®oT 20

tais relagBes implicam em grandes valores de n e & medida que ¥

diminui, n eleva-se dramaticamente {(vide tabela T - secgfic 3.5).
3.4 Aplicacie do Teorema ¥V - Teste de Independéncia

Seja W = {F « Qx N pi.p.j}' cnde W £ [0,1]. Temos que W < Qk

£ compacto

representemos F por p; sejam s powe.p . € W. lim p™ = p se

e s5 se para todo £ » 0 existe n, € N tal que para n = B, implica

2z
Hzipw,m <€ se e 56 se Z { v‘p:mp{?’w v‘pu ] e implicande em

i,

. {n} in} _
tim PP, =P

‘;}xp* p. €W,

. i, , £
= j311 .
ili pl. i!!\ln‘x p( S

i)

Como todo subconjunto compacto W do espago métrice Qx ¢ fechade,

temos que ¢ Iinfimo e o supremo de W pertencem a W.

Temos ainda que para todo £ > O existe D, € N tal que para n = n,

irmplica Hz{p{n},pkez s¢ e 56 ze plF ,Sn))l—Zs:z, entdo lim p{F,Sa)=}
3
I FEW
onde p(Fj,Sn} € {0,1] ¢ R para todo n ¢ todo Fj e W.

n}

Da mesma forma, Hzip .p} > e se e s6 se p{Fj,Sn)(PZS:z implica

em lim pl{F,8a} = 0.
n FEW
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Come trrd i = = .
o limite de todae sequéncia Yn-—{ Y¥g 4 onde Y, p{?j Sn}

com n fixo e F} € W estd contido no conjunto compacto N = [0,1] entio

max p{F,Sa) = sup p{F,Sn} ¢ min plF,Sn) = inf p(F.Sa).
F € W F & W F € W Few

Sejam X e Y duas  varidveis aleatérias  assumindo  valores

respectivos  E L E_,... P L ET
P pEponE, e ELE,E

w’

Aot o espage [ das
distribuigles F € de dimensic kK'. Denotemos por Fo a distribuigio
conjunta de (X,¥) e por W ao conjunto de todas as distribuicBes ¥ em
er" sobre os eventos conjuntos {Ei,};}} tal gque as proebabilidades de
{EE,E;} possam ser sempre escritos na forme p}qj, com

Zpimi e ); q. =1 com piz(}eqlaﬁ,

O problema em guestin, & decidir se Fo € W ou inf li F -~ Faii L 9
FeE W™
onde £ & um nimero positive e fixado 3 prieri.

Para que a regra de decisBe possa ser aplicada {vide secgio

3.2}, deve-se mosirar que o sup 2{F,Ss) pode ser caleulade,
FEW

Sejam

F={pqtess={pt

e Tacamos

' Y ) %) P

A afinidade entre F e 5n» € dada por :

&’

%
F.5 = v ) N N 4.1,
o{F,Sn} 121 j);l P, v q} ¥ Py L X, yj a, (3.4.1)

it
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que em lermos mairiciais, fazendo

X1 ¥i al ... aix’
X2 ¥z v e

X = ¥ o= A= o
X% V akl ...... akk’

fica :
plF.5) = <A'%, ¥> ou plF.Sn) = <x, Ay,
sendo
kN2 k' \172
i = { L= =vlsll={ Do) =
§=1 =3
entido

pF.8n) = Cosqutmeygi = CDSGHX}%; ﬂ‘*?!%y

cosgeu txn Atx“
= { cosg| },Ay” % { !

onde 8 € o Angulo enire X & Ay & ¢ € o &ngulo entre Atx e ¥, temos
entio

HAth guando A'x = cly, ou
pF,5n) {HAy “ guando Ay = c2x, rcomcl e ¢z € R,

De acorde com a expressfo acima, a maximizagde de plF,Sa) para F €
N _ t .
W corresponde a epcontrarmos ume diregBo (x) que maximize A'x , isto

& :

max plF,%n) = max HAtXH = max HAY”
F & W XIZO v 10
lxt=1 xl=1
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entio

max p{F.Ss} = max x AA% = max ytﬁtﬁy, (3.4,2},
Few x 120 ¥ 120
=1 fy =1

& meaximizacio de (3.4.2) corresponde & maximizagiic da expressfo:

Hix) = x aAtx - Mxtx - 1} {3.4.3),

onde A & multiplicador de Lagrange. A maximizacio de {3.4.3]),
corresponde B derivar H{x)} em funcfo de x e igualar esta derivada a

zero. Este problema se reduz a resolver a seguinte equacg8o
1 . t .
AA v =A% com XX = 1 ; (3.4.4}

i .
onde AA pode ser escrita como

A" = r'diaga 2 ,... A com I'T= 1,

onde P‘; = o,,., = }Lk e ?l,...,yk si0 o3 correspondentes auto-valores e

t
auto-vetores de AA .

Temos

,&Ata’i = a7, . =L2.0k {3.4.5)

entio

nﬁtxiuz = g:AAtgfl e ?&i (3.4.6]

logo :

maxllﬁt}:“ Z - >‘1 .
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A matriz AA" & semi-definida positiva segundo (3.4.6), portanto
todos oz seus auto-valores sfoc ndc negativos. A soma dos auto-valores
de AA' & 1, pois

ki

1 k k¥
1; ki B tragaimt} B 1; j; aijai} N i; j; Py = L

Como fol possivel encontrarmos sup p{F,S) as regras de decisfo de
FE W
Matusita podem ser utilizadas para o problema da independéncia enire

duas variaveis aleatériass discretas.

Note que se max A = 1 ento sup p(F.Sa} = I, portanto 5n € W e
Few

de acordo com {3.4.2} max p{F,Ss) = ¥Xmax = {raiz quadrada do méximo
F&E W

autovalor de Mt ou A‘A). Como consequénecia temos

inf |F-salf = min lF-sdll? = 20 - vi_ .
Few : F & W *

3.5 Discussio

Para alguns dos Teoremas propostos por Matusita peste capitulo,
avaliaremos o5 tamanhos amosirals calculados segunde valores fixos de
precisae, 7w, e niveis de confianca, 1 - 1/t. Fixamos em k = 5 o

ndmern de classes em F € 525.

Nos teoremas ¥, Hi, e ¥ sejam

- Ftw ]l - « Nivel de Confianga

¥ : Nimere de classes em F & Qk
% : precisio
n : Tamanbho da amostira.
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De acordo com os Tecremas acima, podemos compor a seguinte tabela:

Tabelz | - Tamanhos amostrais para valores Tixos de precisfo,
nivel de confianga e nGmero de classes igual a 5,

para as desgigualdades dos Teoremas I, I, V.

teoremas § e V teorema I

as L} n= {(k-1)t/g° no= 4(k-1)t/n° .
0.01 0.5 - 1.8600 6.400
40.000 160.000
0.0} 4,000,000 16.000. 000
0.05 0.5 320 1.280
0.1 8.000 32.000

0.01 800.000 3.200.000 L

Como =me pode notar, s8o necessarios tamanhos amostrais muito
grandes para gque se tenha alta precis8c e riscos pequencs, Este &€ um

dos problemas desias técnicas,

3.6 Exemplo numérico

Seja a distribuiclo conjunta de (XY} representada pela tabela

abaixo. As variaveis X ¢ Y sfc independentes 7
Tabela ¥I - Distribuiclc amostral conjunta de (3,Y)

X

¥\ i 2z 3
154 12 15 | 181
Z 25 6 4 35
18 7 121 37
197 25 31 | 253




A distribuicio empirica de {Y) € proporcional a 5n gue é dads
por

N 154 12 15
Sn = 25 & 4
18 712

De acordo com a notagde utilizada na . secglc 3.4, seia
¥ n A= {‘V‘Sn“} , L3 o= L2,3 O maximo auto-valor de ¥ n A&t,

& Ptmu = 9756, ¢ o correspondente ao auto-vetor é :

0.854
y., ={0.370
B 1366,

Sendo dz = min HF - Srs”z = 0.0426, e pelo tecrema ¥V
F & W

Pefinf IF - sall < v 0826~ } 2 1 - fgg%ﬁ%‘%z%g = (.258, se Fo ¢ W,
F € W ’

a conclusdo € que Ho ndo deva ser rejeitada.

Pode-se ainda fixar «. digamos em &o = 0.08, e caleularmos 7. 32 d
nio exceder 1w, decide-se que X e Y sic independentes e pode-se
estabelecer gue com um risco menor do ao a distribuigdo de (X,Y)
pertence a W. onde W € o conjunte das distribuicBes conjuntas de
{£,Y), tais que XY sejam independentes,

. . Z ey L . 2 {3x3 - 1}
No exemple acima, d=2{1 x.mw}wa.o‘sas €N = mEa—me 0.3495,

portanto n@o temos razfo suficiente para rejeitar Ho. Quando se aplica
¢ teste Qui-Quadrado de Pearsen obtém-se um valor caleulado
zz = 26,933 com 4 graus de liberdade,

e a hipdtese de que X e Y sejam independentes € rejeitada ac nivel de

LA A
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A concius$ic nos parece estranha pois os testes pertencem & mesma
classe sob a hipbtese nula, ou seja, a clazse dos testes com
distribuicBe  assintética ;{i_i. Ne tentativa de explicar estes
resultados, calculamoes as matrizes C e H a sepulr, que descrevem as

dizerepancias em termos da estatistica Qui-gquadrado e da distancia de

Hellinger respectivamente entre as distribuicbes F = {pipj} e
S = {pij}.
1.210 1.920 2.320 0.289 (0.584 0.699 -
= 10,185 1.864 Q1% H = (.048 0.347 5.07x10
4.050 3.050 12.320¢f 1.263 0.534 1.784
ande

2 ' - _ 2
C= «{{plj - pg.p.3) f’pl-p-j} e H = {i\“p” VP;,p«; 1

Obtivemos @ = 26,955 e nliF - Snlz = 5.274 isto €, UF - Snﬁ %=0.021.
G fato de HF - Sn“z ter gido tHo inferior em relaclic a Q pode ser

devido 3 transformacio raiz quadrada que se efetua no cdlcule de

Esta transformacio, assim come a transformacico logaritmica, entre
outras, tem a propriedade de aproximar valores atipices como os
assinalados em C, dos demais. Note que os valores em H s#o bem mais
homopénens comparados a C. Além disto, o teste Qui-quadrade ¢ muito
sensivel para grandes valores amostrais, de forma gue pequenas
diferencas entrg os valores esperade € observado podem levar &
rejeicio de Ho, enquante o teste propeste por Matusita leva a ndo
rejeicio de Ho se Sn estiver "préxima® de W. Além disto, ©s poderes
dos testes devem ser diferentes e isto € algo gue precisa ser
avaliado, no entanto, este problema esta f{ora do escopo de nosso

trabalho.
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3.7 Coeficiente de 4ssociagio Baseado na distincia de Hellinger

Com base nos trabalbos de Matusita {17} & 8], Khan e Al {13}
desenvolveram um coeficiente de associagBo e um teste de independéncia

para fabelas de contingfncia izl

G coeficiente de associacZs desenvolvido, € baseado na distdncia
de Hellinger e possul muitas proprisdades desejéveis, segundo

as condicgtes de Rényi [ 1 taeis como :
1} simetria nas varidvels aleatérias envolvidas,

2} assume valor zero guando a distribuicio conjuntz das varidveis

aleatérias envolvidas puder ser escrita como o produto das marginais;
3} & invariante sob transformacBes um-z-um, das varidveis;
4} e se as varidveis alsatdrias envolvidas poszsuirem distribuiglo

Normal bivariada com coeficiente de correlacio r, o coefiente de Khan

e Ali aumenta quando |r| aumenta.

0s autores calcularam  ainda  a  distribuicBie assintética do

coeficiente proposto, para tabelas Ind.

Sejam X e Y varidveis aleatérias discretas cuja distribuicdo

conjunta pode ser disposta em uma tabela de contingéncia IxJ, com

P, = PX=x,¥=y) i=h2.,] e j=12..J
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O coeficiente de associagB0 proposto é o que segue :

i=1 }=1
portanto,
1 ¥
2y 12
M= {1 - Z z "/p” PP, } } N {3.7.1.2)
1=1 j=1
onde
[ 1
le: pij = Py z_m pu = p,j ’
e a Afinidade entre ps; e pipj ¢ dada por
I J
b = Z ZW (1.7.L.3)
i=t }=1
portanto,
MA(X,Y) = 1/2 HY(X,Y), (3.7.1.4)

vide definig8o 2.2.1.

3.7.1 Propriedades de M{X,Y}

Como ja mencionamos, trataremos apenas de casos onde as variaveis
aleatfrias envolvidas forem discretas, no entanto, as proposigles
apresentadas a seguir podem ser facilmente extendidas para © caso

continuo,



Proposiglo I - Se U = hiX}) e V = k(Y) denotam transformag¢des um-a-um
de X e ¥ em U ¢ V, respectivamente, entdo M{X, Yl=M(U,V).

Prova : Sejam (X,d4)} e (7,B) dois espagos mensuraveis e seja (Xx7,4xB)

respectivo espago produto. Considere

U={u:u=hix), xeX}eV={v:v=kiyhy € Y}

Pr{U = 10, V = v} = P{h{z) = uk{y) = v},
desde que h e k s3o fungdes um a um,

P{U =y, V = v} = Pr{X = h'(w),Y = K ("} , ainda
Pe{U = u} = Pdn(Y) = u} = Pr{X = 1w} e
Pe{V = v} = P{k(X) = v} = P{Y = k" (")} ,

1l

]

de acordo com a afinidade,

F { Pe(Usu, V=o)Pr(U=ulPr(V=v)} /%= T [Pr{x = 1w, Y = k*‘{v}}]"’ :
g e U XxeX
veV yeyY

» . 172
SPr{X=h (ulpPed Y=k (v},

subtraindo ambos os lados da igualdade de uma unidade e tomando-se a

raiz guadrada, obtem-se o resultado da proposigio V.

A afinidade entre distiribuiges continuas Zo e Z1 £ dada por

p= Lg’po vpt dm,

onde m ¢ uma medida que domina po e pi Matusita [18], em 1956,
calculou a afinidade ©Oentre varidveis aleatérias com distribuigio

Neormal Bivariada para varios valores do coeficiente de correlagéo r.
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O mesmo autor em 1966, demostrou gque a afinidade entre as
distribuicBes M{a, A™Y) e Nie,b™"} & dada por :

det{aB)}** .

det(a + B)/2)V7?

No caso especial

sendo r o coeficiente de correlagfo, resulta

2,174
p = {1 ~ r™) . entdo p4 " 16{y - ™)

(1 - r2/4)*? (4 ~ r5)?

vide Khan e Ali [I3L.

Para este caso especial, Matusita [IB}, construiu uma tabela
relacionando r a p e Khan e Ali [13], relacionaram r a MXY)
com os mesmos valores de r utilizados por Matusita [17}. A tabela

abaixo descreve o relacionamento entre r, p e M{X,Y) :

{r P M{X,Y)
0.0 1.0000 C.0000
0.1 (G.9987 0.0361
0.2 0.,9948 0.0721
0.3 0.9879 ¢.1100
0.4 0.9771 0.1513
0.5 0.9611 0.1972
0.6 0.9376 0.2498
0.7 0.9021 0.3129
0.8 0.8452 0.3935
0.2 0.7393 0.5106
1.0 0.0000 1.0000

Como se observa a propriedade 4 (vide secg8o 3.7} & satisfeita.



Observa-se na tabela acima que M ¢ insensivel como medida de
associagfo pois quando é |r| = 0.9 por exemplo, M = 0.5106 e 56 ha uma
concordancia malor entre as medidas para os valores mais extremos de

el

A seguinte figura ilustra as curvas descritas para M e p

em fungdo de r.

grofice 3.1 — Relorao entre 5 voltor wbsolyto do Coef. de Coreplacon,
Alimidode & 6 Coel. de ¥hon & Ali

LR -

apde”

L e T R

[SUU—

. 03 Lo e

Propogicde Il : Se (X,Y) segue distribuicdo Normal bivariada com

coeficiente de correlacio r, entdo m(X,¥Y) & fungio

crescente de |r i

Verifica-se que p4 é uma fungio mondtona decrescente de v’ {jr] =

1), entdo p € uma fungBo monbdtona decrescente de rZ, Consequentemente,

M(X,Y) ¢ uma fungo crescente de {ri.

3.7.2 Distribuicio Amostral de M{X,Y) para Tabelas de Contingéncia

Consideremos uma tabela de contingéncia IxJ, com 1.’11j representando

a realizacBo de X = % € Y = yj de um total de n realizagles.
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Sejam, m{X,¥Y), o coeficiente de associagBo amostral para M(X,Y) e

as probalidades estimadas f = n/m , f = n/n e f = n/n,
L 1 i i B J

"

onde,
I J 2
mi(X,Y) = 1/2 Z VAR Jflfj'] = {1 - p)
J=

i=1 1

{3.7.2.1}
A Afinidade estimada (vide 3.7.1.2) pode ser expressa por :
-f f 172
) ETT = RN R Y - ; 4 (3.7.2.2)
[ iV
Assumindo que
fij n fi f'j
-1 ¢ - < 1, {3.7.2.3)
fr

pode-se expandir {3.7.2.2) em termos de série parcial de Maclaurin,

R AR g [ f, 1, f 2
z\f“‘f TEF =}:f £ i1+ L2 IR U L I P
1} la.jlji..j 1

O 2 fi.f.j 8 fi.f.j

onde le | é o 4,
1 P

Portanto,

TR 1 [y Tt : 372
WE T T =fe s L e ™Y
1] i..jiji..j 2 . p
1 : )
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Sendo

1,
entio
f ~f f .2
. X7 0y Tup -1
):v/ G Gf =15 —— to @) (37.24)
1,3 1,3 el
jogo
W T f =1 - —Q+o™? (725,
o=y 1} 1.} 8n P
onde

entfo segue que
mAX,Y) = Q/8n, (3.7.2.6)

onde @ & a estatistica Qui-gquadrado de Pearson sob a hipGtese de

independéncia.

A distribuicBo assintética de Q, sob independéncia na tabela, ¢

2 .
2 (-1 (vide Rao pg 338 {20])

Seja,

z
A= {-1M0-1), & / 8n (3.7.2.7)

2 . T
onde x (D10 dencta quantil de ordem 1 - « da distribuigéo

Qui~guadrads com {{-1){J-1} graus de Iliberdade. Define-se, entdc a

seguinte regra de decisdo:
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Se mz = A, conclul-se que a associagio entre X & Y nlo #

significativa. Em casv  contrario, admitimos que ha  uma

associaglio entre X e Y. Este teste possui o mesmo comportamento que o

teste Qui-guadrade : Pode-se encontrar sempre um no tal gque n = no
qualquer hipStese nula seja rejeitada.

Sendo

mAXY) =1 - ) N (3.7.2.8)
173 o

) 2 .
a estatistica m”, envelve um menor esforgo computacional comparada &

estatistica {, Qui-quadrado de Pearson.

3.7.3 Consideragtes com respeito 4 desigualdade (3.7.2.3)

No desenvelvimente exposto na secclo 3.7.2 os autores assumiram
{3.7.2.3}) come verdadeiro. Observa-se que ¢ lado esquerdo de (3.7.2.3)
leva simpiesmente a fi.l > 0 ao passo que o lade direito da expressio

conduz a f‘u A4 2f1fj' A existéncia da desigualdade

indica uma configuracho patolégica de associago entre linhas e

colunas de uma tabela de contingéncia. Sob condigBes normais

tende rapidamente para zero

Tais afirmagles sHo baseadas em resultados de simulagio gue

empreendemos e gue descreversmos a seguir.
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X

Seja a matriz 2x2 de frequéncias M = [c :] Se para gualquer wma

das caselas de M ocorrer flj = Zf;f,; a desigualdade {3.7.2.3} nfo ¢é
valida. Digamos que para I=j=1 f“ = 2f1f 1, iste implica em

ac
bex+a+ec+2

Matrizes de malores ordens podem ser reduzidas a matrizes 2¥2 ao
somarmos elementos de mesma linha ou coluna. Por exemplo, 2 matriz M
3x3 de elementos mu , 1 = 1] = 3 pode reduzida a matriz M 2x2 se
fizermos Xx=m_ , a = m

1 i2

elementos de M .
Axl

+ m1 , B = m21+ m31 e b sendo a soma dos demais

3

Q procedimento que empreendemos fol o de simular matrizes 3x3 scb

¢ modelo de independéncia :

i= apz azpz *xzpz ap

wp? a’p? o2p? op

nestas condigBes p = L/{2m + 1}

Para e« fixg, cada matriz 1 3x3 fof simulada 1000 vezes e
reduzida a uma matriz 2x2 {de acordo com ¢ descrito acimal.
Registrou~se o npumero de ocorréncias de f‘11 = 2f 1‘f’ 4 Qe
cheservamos crescer para valores de g maiores ou iguais a 4.5, A medida
que & cresce os elementos pz € apz de I tendem a zero, o que indica
que o teste de Khan e Al nBo deva ser wutilizado para matrizes com

configuragbes deste tipo,



3.8.1 Teste de Independéncia para Tabelas de Contingéneia
Multidimensionais baseado na distincia de Hellinger

Para ¢ caso de testar hipéteses de independéncia em tabelas de
contingéncia  multidimensionais, Goldstein, Wolf e Dillon [10}
propuseram um teste que & baseado na distancia de Hellinger. Esies

autores investigaram o caso de tabelas do tipo 2x2x2 e 2x2x3.

Supondo-ze X, Y e Z varisveis aleatorias cuje distribuigio

conjunta € dada por

P{X = x,Y=y,Z=z } = p_, com 1 = L.y
: j ’ e j = L T2
k¥ = 1,...r3,

denotemos por

A afinidade p, entre {pm} e -{pi“p.j_p"k} {vide Matusita [17])

¢ dada por :
p= };gg‘/"m ‘V¥p, P P - (3.8.1.1)
Define-se a disténcia ” . ” , entre {pijk}' e '{pi pj.p“k} por :
" ]
” eruk B Vp;..p.j‘p,.k “Z = 2(1 - p) (3.8.1.2}
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Se X, Y e Z sfo totalmente independentes entfio PyPy P Pk
para todoe i, j e k; portanto p serd igual A unidade. Obtendo-se uma
s e . A . .
estimativa para p, digamos p, pode-se concluir para valores préximos
da unidade que a hiptiese de independéncia entre X, Y e Z deve ser

consistente com a informacio amostral.

3.8.2 Distribuicio Assintética de p :

Para encontrar a distribuigio assintdtica de 3, Goldstein et al
{10}, wutilizaram as espansBes em série Maclaurin, desenvelvidas por
Khan e Ali [13] que foram apresentadas na seccio 3.7.2. Consideremos
uma tabela de contingéncia RixRzxR3 e frequéncia da casela {ijk),

denotado por nijk'

Bejam os totais marginais L ﬂJ en definidos por :

As estimativas de Méaxima Verossimilhanga de p

P sdo respectivamente

ni k
I
1k n
n
£ = TR
L. n
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= i
f.._]. n ¢
n 'Y
f..k = n *

onde n = z
i

Para estimar p, substitui-se p”k, P p e p,  por seus

Lt g
respectivos  estimadores de Maxima Verossimilhanga e obiem—se :

1 o
p=11
LI

3

v'_fm f]“f»i.f”k \ {(3.8.2.1)

Ed e JIE

De acords com os mesmos argumentos utilizades em 3.7.2 sob a

hipétese de Independéncia na tabela,

onde,

T . . 2 .
A  distribuicio assintOtica de Vi & (rirZedorlrzr3ez) entdo
assintAticamente,
A 1 xz
Pl 81 (rirec3-ri-r2-r3+2)° (3.8.2.2)
0O lade esquerdo de (3.8.2.2) pode ser expresso por :
- "t T2 T3
P v o E B2,
p :1 Z: }; ); O Eope (3.8.2.3)
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onde Guk é a freguéncia observada na casela {ijk}), enquanto Eljk & a

frequéncia esperada, sob a hipétese de independéncia, isto &,

z
E =qn an /u.
ik TR P *

Pode-se estabelecer a seguinte

Regra de Decisfo : Rejeita-se a hipotese de independéncia ao nivel de

significancia « se :
Bn{ 1’“_5 E X 1k ljk } x{mza rE-r2-r3e2), & (3.8.2.4)

A estatistica m {vide 3.7.2.6), para tabelas IxJ], agui tem sua

extensfo imediata para tabelas de maior ordem.

Supcenha que se gueira analisar a hipOiese de independfncia em uma
tabela K-dimensional, digamos RixR2x...xRk, ent@o a regifio critica do

teste, € dada por :

gt~ 1} }.J VO

. 2 N
E > '3

11i2...ik il}Z...lk} xcl’f ri—z Fl+i-1},00
nii Iz i i=i

P=1

{3.8.2.5)

O teste & também aplicavel a diferentes tipos de independéncia,

por exemplo, a hipdtese

indica independéncia entre (X, ¥) e Z. A regific critica ¢ dada por

(3.8.2.4}), onde Eiik = {nun l!L)/nz e os graus de liberdade sio

{rirz-1¥ra-1}.
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Goldstein et al [10] compararam através de simulagBes {para
tamanhos amostrais 100, 150 e 200} o poder da estatistica m de Khan e
Al [13] com o poder das estatisticas Q e GZ. respectivamente,
Qui-quadrade de Pearson e Razfo de verossimilhanga. Os autores
observaram que o poder destas estatisticas & praticamente o mesmo, de
forma que o esforge computacional requerido por estas pode ser um

fator de importéncia na escolha de alguma,

3.9 Dependéncia e Codependéncia

Raseado nos trabalhos de Matusita [17] ~ [IB] e Khan e Al {13}
Cordeire [04), desenvolveu algumas expressBes para medir a
dissimilaridade entre distribuicles Multinomiais. Estas expressbes
Toram obtidas em fungBo das divergéncias medidas por meic da distancia
de Hellinger enire uma distribuicio multinomial qualquer e dada
distrituicdo szob a condigBo de independéncia. A utilizacBic destas
expresstes permite a realizagio de anédlises deo tipo Componsntes

Principais e testes de Independéncia.

A vantagem gue se tem com & utilizacgde de iais medidas de
dissimilaridade, estd no ganho de informacic com respeito aos dados em
estudo. Esta ultima afirmacgfio ficard mais clara na seccio 3.10 a

seguir,

Sejam A e B duas caracteristicas de classificagfic de individuos em
uma populacfo {suposta infinita), com A Az,...,A1 e BiBz,... B

sendo os niveis de A ¢ B respectivamente.

Seja

P L= (pu) matriz das probabilidades, {3.9.1)

+H



onde P, £ a probabilidade de um individuo escolhido ao acaso em uma
populagio (suposta infinita) possuir os niveis { ¢ J com 1 5 i < [ e
1=} = J das caracteristicas A e B respectivamente. Utilizaremos as
segiintes notacBes

P = E B, (3.9.2)
I=1
]
P = [ P (3.9.3)
§=1
F' = {P P _,...,P WP - i-ésimo perfil linha {3.9.4}
rot i iz L
= (p F oGP VP - i-ésimo perfil colunz {3.9.5}
¢ ) 1y 2} 13 -4
t ey — A I3 a
rF't» = {?.1’P,z""’P.J] perfil linha marginal {3.9.6)
t _ , .
cP+ = {Pl,'Pz.’”"FI.} perfil coluna marginal £3.9.7)

ondePu)O,ezsiﬁl,iﬁjsi

As  expressbes  {3.9.4) a {3.9.7) sio  distribuicbes  de

probabilidade.

Sejam 1 = j,j*=J e | = ii* =<1  Definem-se por :

Codependéncia entre as colunas j e j® :

1 .
ﬁdjjﬁ = (ifZ)i;(?pU - V’E’LPDJ )(\fpu* ~ w‘pi'pd‘E ) (3.9.8)



Dependéncia da coluna J :

1
2 2
= = - 3.9,
5= 4 (L/Z)i;{f—‘p‘ ;- Vo P ) (3.9.9)
=2 P WF ~VFIVWVF VP
J o ) e+ e f c 4
= (1/2) P ”v”P‘-V‘P‘iZ
o] e} c o+
agi . € a disténcia Euclideana.

Dependéncia Padrio da coluna § @

a =v 8 (3.9.10)

Coeficisnte de Codependéncia entre as colunas J e j&
{Definido se &j) Oe 8“& >0 )
[+ o

d L]
SN E i (3.9.11)

3
e * caj {:31‘

Matriz de Dependéncia e Codependéncia para as colunas :

At _ . y 5
D=2h,onde d = {(»{pu‘ vp p Yz $ (3.9.12}

vide 3.9.1, 3.9.6 ¢ 3.9.7 .
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Equivalentemente, para as linhas, definem-se :

Codependéneia entre as linhas i e ie

3
rdm = {1!2)1;51“;:” - 1/'pl‘1:r'j }hfpwj - *lplm.p‘J i

Dependéncia da linha § .

r i

J
8= ¢ = {1/2) { p -~ ¥Yp b }2
roit 1 13 1.7,

i

i

(1/2) PLHV:PT; - J}’:%Ez

agui . & a dist&ncia Euclideana.

Dependéncia Padrie da linha § :

Coeficiente de Codependéncia entre as linhsa § e i¥
{definidc de 8 > 0e &_ >0
r i r i¥%
rdis*

S8 e el
r 4% g &
rir i*

Matriz de Dependéncia e Codependéncia para as linhas ;

t . }
D = AA° | onde A= {(\/p” - P, p.j)/v’ z'}

vide 3.9.1, 3.9.6 ¢ 3.9.7 .

(/2) P WF ~- ¥YEOWTF
i. r i1 ro+ r i

{3.9.13)

{3.9.14)

-V P
roo+

{3.9.15}

{3.9.16}

{3.9.17}
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3.9.1 Interpretaclio dag definigBes 3.9.8 a 3.9.16

As definigfes 3.9.8 a 3.9.11, e similarmente 3.9.13 a 3.9.17, 1tiém
interpretacfes semelhantes & covari@ncia, variancia, desvio-padrio e

coeficiente de correlacdo nesta ordem, para varigveis aleatérias.

A codependéncia entre as colunas j e j* ({definigdo 3.9.8), pode

ser re-escrita esomo

at ] 4, % ul "
= - - a1t
Gdﬁ* {}"IENP.F.;&WGPJ \chj (\ch‘j* v E’ }, {3911}

Fortanto, & codependéncia (3.9.8) € proporcional ao  produto
interno  entre os desvies das raizes quadradas dos  perfis
probabilicticos EPJ g P em relagio & raiz guadrada do perfil

c
probabilistico marginal GP+

FPara analisar-se =& semelhanca entre a codependéneia e a

covarianeia, seja a deliniclo a seguir :

Pefinicio 3.9.1.1 A colena §, ou nivel B}, i = § = I da
caracteristica B, é independente das linhas, ou

seja, da caracteistica A, se

= P P para 1 =i = ],

Tal definicie traz o conceito de independéncia local em tabelas de
contingéncia. Se todas as categorias de uma caracteristica, digamas B,
forem independentes das calegorias da caracteristica A, entio cdﬁ*x o)

para todo i, ou seja, tzm-se independéncia total na iabela.
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Se a coluna j for independente das linhas ent&o ca? = 0 g também

cd " = O para j # * . Isto quer dizer gue o perfil cpj nio se
diferencia do perfil marginal P, {vide 3.9.8), isto &, o nivel Bj da
caracteristica B n3io é diferente, segundo & caracteristica A, da
coluna marginal., Quando iste acontece, o nivel Bj pode ser ignorado no
estudo de associagdes entre caracteristicas A e B.  Como se observa,
esta & uma técnica que permite a redugBo dos niveis de uma tabela de

contingéncia.

H& situacles em que dji" = 0 ¢ pem 3 coluna } ou a coluna j* &

L4
independente das linhas, da mesma forma gue uma covarifncia nuls néo
implica, em geral, em independéncia estocéstica, vide Cordeiro {04] pg

3

Se a codependéncia cdj} . hac for nula, o guanto € positiva ou
negativa, val depender também dos pesos marginais das colunas j e §*
{vide expressio 3.9.1.1). Da mesma forma, se & coluna j for dependente
dag linhas, sua dependéncia ﬁ&? serd proporcional ac sy peso
marginal. Desta maneirs, colunas com pesos marginais maiores, tendem a

ser mais dependentes.

Valores positives de cdi1 , indicam gue os perfis coluna j e j* em

k' tendem a estar do mesmo lado quande comparados ao perfil celuna

marginal. Um valor negativae de td”“ indica tendéncia contréaria, isio

é, oz perfis coluna j e f* em HI tendemn & estar em posicles opostas em
J e} o P

relagfo ao perfil coluna marginal, Vide gréfico 3.2 a seguir.
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Grafico 3.2 Posiclio relativa dos Perfis—coluna 1 € 2 em R

com respeito ac Perfil Marginal

3.9.2 O Coeficiente de Codependncia

O Ceeficiente de Codependéncia {vide 3.9.11 e 3.9.16) elimina como
medida de associagfio, a Influéncia dos pesos marginais, da mesma forma
gue o coefliciente de correlaglo elimina a influéneia das  dispersBes

para varidveis aleatérias.

Proposic3o 3.9.2.1 : O valor absolute de cém_ € no maximo ipgual a L

&, ,por desigualdade de Cauchy -

Brova ~ Tem-se que chj.l*l < c@j KA

Schwarz, logo | éwl = 1.
T

Proposiclo 3.9.2.2 : S5e 8 » 0 e 8_ > 0, enthod _ =1 se e sb s
e} ¢ o 3

}ﬁ'

P =F

1 e

1%



Frova : Note que ‘:SH* ¢ exatamente o cossenc do angule entre

WVF ~VF) e WVF, -VF),

portanto, sose = cﬁﬁ’ = 1, implica &« = 0, isto &, os vetores \ch} R
¢CP+ e v‘ch « Ppertencentes ao IRI, sdo colineares.

Como a8 > 0 e 8 > 0, isto & P =+2P e F_= P, s
€ o 3 oo

i e I* ¢ I* &+
eolinearidade 56 & possfvel se P = P .
| ¢ *
Reciprocamente, se ch = cP}* , por §3.9.1.1}, caw = 1.

O Cosficiente de Codependéncia pode ser utilizado na reduclo de
dimens3c em tabelas de contingénoia, ou seja, se o coeficiente de
codependéncia entre duas colunas, digamos J e §* for prézimoe de i,

isto indica que € razodvel a aglutinacBo das mesmas em uma Unica.

Fara tanto, deve-se agregar as frequéncias respectivas das colunas
J e 3§ para cada nivel das linhas da tabela, 0 Ceeficiente de
Codependéncia entre duas colunas sergéd nule, se o &nguloc gus seus

perfis formarem com o perfil marginal for de 90@,

Cordeiro {041, apresentou uma série de exemplos utilizando
cruzamentos ficticios em tabelas guadradas Ixi, com associag8o

completa e bazlanceamento marginal, e foram derivadas as seguinies

relaghes
1 _ ) C L
cdﬁ’ = =3 [t ~2v1 1; i® i {3.9.2.1)
aaj=.w;m[1_1/‘f;‘1; 1< j=1J {3.9.2.2)
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1 WT-21
N U8 SRy

jE. (3.9.2.3)

Donde conclui-se gue para aqueles casos :

{1} C&}je = se esbsel =4,

{2} Para I > 4, a Codependéncia & positiva,

{3} A cota superior parz o Coeficiente de Codependéncia

é o lim & = 1i/2
| e

Para [ = 4, o fato de dﬁ‘ = {3, & no entanto, existir associacdo

i
completa entre linhas e colunas, ndo invalida o uso do Coefliciente de
Codependéncia come medida de assoclagfc pols  situagbes semelhantes

prorrem com 8 covarisncia, e ests ¢ amplamente utilizada,

Fondo

tem-s5e¢ gue
2 ! 2 ; Z
M =jziﬂ31 = ;Zf‘a‘ {3.9.2.4)

Portantoe, o Coeficiente de Associagfio de Khan e Ali {13], pode ser

decomposto na soma das Dependéncias de linhas ou colunas.

Definicio 3.9.2.1 Define-se d° = M°, a Dependéncia Total de uma

tabela de contingéncia.

13



3.9.3 Dependéncia e Codependéncia Amostral

Seia

Tﬂ(n“;lﬁiﬁl,lsjsﬂ,

uma tabela de freguéncias absolutas de classificagho de n w): ﬂi}
i=1 }=1

individuos amostrados de uma populagdo estratificada de acordeo com as
caracteristicas A e B, onde A = (Al,ﬁz,...,Ail e B = (Bs’Bz"”’BJ)'
sendo ni o nimers de individuos gue foram amostrados nos niveis Al de

A aB}deB.

Fazendo " = nﬁz’n, ou estimadores de Maxima Verossimithange dos
parémetros em  {(3.9.1) & (3.9.8], sZc obtides substituindo-se

pij por fi}, p, por fi' € p.j por f.j,

A Dependéncia Total amostral d* satisfaz -

Q = 8nd’, (3.9.3.1)

onde n ¢ o tamanho da amostra em ums tabela de contingéncia e ¢ & &

estatistica Qui-quadrado de Pearson,

3.10 Anslize de Componentes Principals utilizando coeficientes de

Dependéncia e Codependéncia

Antes de nos dirigirmnos diretamente ao tema, iragaremos um breye
histérico sobre o surgimento de Anélise de Componentes Principais,
gituando-a em aum conjunto de técnicas de andlise de dados denominada

Escalonamento Dual,



De acorde com Nishisato [27], uma véz que se tenham dados
dispostos em forma de tabela {por exemplo, de contingéncia), a analise
a ser empregads envolve quantificacio das linhas e colunas da tabels,
de mode 2 otimizar certe critéric. Por exemplo, em uma tabela de
incidéncia de trés niveis de ansiedade e cinco categorias de
aproveitamento escolar, em uwm grupe de estudantes, podem-se derivar
duag varidvels reais, em fung8o das categ6ricas, de modo que &
correlacic entre as varidveis derivadas seja méxima. Esta abordagem
nfo & nova, j& possul mals de 57 anos. Durante este iempo, esta
técnica tem sido descoberta e redescoberta, independentemente, peor
vérios ionvestigadores e tem sido advegada sob uma variedade de nomes,
tais como Método das Médias Reciprocas, Additive Scoring, Appropriazie
Scoring, Canonical Scoring, Andlise de Componentes Principals, Andlise

de Correspondéncia, entre outros.

Alguns destes nomes foram derivados de um algoriumo utilizade em
particular por seus proponentes e outros sio especificos demais para
caracterizar ume técnice. Para evitar confusic entre usudrics destas
téonicas, em éreas de estudo distintas, Nishisato (27} propds o nome

Escaionamentn Dual

Fénelon e Lebart 0] cap. IV, apresentam uma Anédlise Geral, gue
consta de resultados basicos para s consirugde de andlises como a de
Componentes Principais e Andlise de Correspondéncia, entre outras.
Segundo ©S mesmos autores, pg. 206, a natureza dos dadeos a serem
analisados, impSem  transformacbes  preliminares nas  varidvels

envolvidas, apds as quais, a Andlise Geral € empregada.

3.10.1 DescrigBo da Anilise de Componentes Principais

Segundc Lebart e Fénelon [30), a Analise de Componentes Principais

{A.C.P.) pode ser descrita resumidamente como segue

%\



Disple-se de dados estatisticos que representam um espago de
dimensfdo elevada, por exemple, 60 varidveis observadas em 1000
individuos, o2u 8 caracteristicas econfmicas medidas em 21 regifes, e
se deseja representar, na medida do possivel, os dados estatisticos em
um espaco de menor dimensic com perda minimz de informagfo. Por
exemplo, desejando resumir as 60 varidveis medidas nos 1000
individuos, a 5 varidvels, dstermina-se desta forma, um subespacgo do

aspage das 60 varisveis.

Na A.C.P, o subespago em guestdo é formade por auto-vetores
corraspondentes acs malores auto-valores da matriz V de Variéncia ¢
Covarifnela das varidveis, Estes autovetores sio denominados de Eixos

Principais.

Em termos gerals, sendos X uma matriz de dados onde Xi} & a
BYp ]

i~ésima observacfc da j-ésima variavel e X} a média das n observaghes

da j-sima varigdvel em RP, efetuznde =2 transformaclc (dissimétrica

entre os indices 1 e j)

e = - 3.10.1.1
Rm{p (i‘uj ixu X}L {3.10.1.1

e aplicando 2 Anslise Geral mencionada anteriormente, cobiemos uma
forma gquadrética em termos da matriz V de varifncie e covarincia das
p varidvels, que deve ser maximizada sujeitc & restrigio de que o

vetor g da Torma quadrétics seja unitario.

Sendo n o namero de observagcBes em X, verificamos que a matriz de

Varifncia e Covarigncia V & dada por :

Vo= _?i__ r'r . (3.10.1.2)



Os vetores unitdrios que maximizam a forma quadratica de V, os

denominados eiXos principals, s8o os auto-vetores de ¥V dados por :

noR:w = R'v, (3.10.1.3)

no B 1y = qu {3.10.1.4}

fo kot . L 1
cOm wq e v umtdrios, e respectivamente auto-vetores de R'E e RR. ?«q
: q ’

& aute-valor de w & v
q g

Ao projetarmos R sobre W ohtends o produtn qu, temos  as
coordenadas do g-ésimo Fator ou Componente Principal do espaco K. E
de maneira andloga, Rt?q sdc as coordepadas do g-ésimo Fator ou
Componente Principal do espaco R". Estes Fatores suplicam como se dio

a5 associaches entre as covariadvels em estudo.

A varigncia do g-ésimo fator do espags linha - R°, & segundo

Fénelon € Lebart [10] pg. 215 dada por :

variRw )} = i w RREw =21 . {3.10.1.5)
4 I g g g

e de maneira andlogs, a vari@ncia do g-&sime fator do espago coluna -~
R?, dado por

var(R'v 3 = - " RR% =2, {3.10.1.6)
g n q q q

a ek . " : 1
estas varidncias informam as dispers@es dos pontos -~ matriz R ou B~

projetados sobre os eixos principais.

A matriz V em (3.10.1.2} ¢é sempre semi definida positiva. FEste
fato significa que o ndmero de fatores & menor do gque o posto da

matriz de dados., e em consequéncis a matriz V contém menos informacio

£3



gue a matriz original X. Esta situagloc esta descrita em Lebart e
Fénelon [10] pg. £35.

Cordeiro [05], desenvolveu uma técnica de Anédlise de Componentes
Principais onde os fatores de ponderagBo para linhas e oolunas da
matriz de dados {ralz quadrads dog perfis-linha ou coluna) s&o

encontrades em funcdo dos auto-vetores da matriz de Dependéncia e

Codependéneia D {para linhas ou colunas).

Szgeado na  Analise Geral de Fénelon e Lébart [10], Cordeiro
verificon que a raiz guadrada de tode perfil-linhe {ou columal, sob o
modele de Independéncia, ao ser projetada sobre um vetor unitario u,
resulia na projegio do perfil-marginal (linha ou coluna) como segue

para os perfis linha

z0b o modeio geral,

rol 3 iy T 5.

3
e sob o modelo de independéncia,

A

sV =¥ uy'p =o'V,
ri ; B -
para i=1,....L

Para tabelas de contingéncia Ix}, ao definir vetores dados por
— / Pys _ﬁ/ LS / Pus _/ PP
¥ Py, Py. Py. Py.

para k = i,...,I, obleve que Sz, soma dos guadrados das projegles dos

&4




pontos z, ponderados por P, /2 sobre um vetor unltdrio y para
=l,...I, resulta em uma forma Quadratica em termos da matriz de

Dependéncias e Codependéncias para colunas como segue
z i t : t t, .t
85 = 5 g{ izipl'gigl } o= ou A AL, (3.10.1.7)

onde & foi definido na equacglo (3.9.12).

5% fof denominads por Cordeiro [05] por Dependéncia de um vetor

unitério 4, d , como segue pela definicic abalxo.
i

Befinicio Seja T uma titsbela de freguéncias absolutas de
. - . - J
claszificacBo, comoe descritc na secclo 3,95 Se y e R
€ um velor unitdrio, entSo a dependéneia do vetor i, da

£ @ gue segue

¥ J
" v 2
d = 1;2};;31‘{1;{1} Ve -V

.
{3.10.1.8)

Sg  houver independéncia entre as categorias da tabels, entdo
¢ = 0 para todo uy, isto quer dizer gue o'ty oo P} = 0, para
T r
i=1, ..., 1 istc é P = F para todo i.
ri v+

du » 0, implica em dependéncia na tabela, neste caso, € intuitive
procurar os vetorss u € IRJ. unitérios, com maloer dependéncia pois
estes indicarfo diregfes para se olbarem os dados {perfis-linha} no
espacoe coluna de Tforma mais favordvel para se perceberem  as

associagbes.
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0 problema que se coloca &, portanto, o de maximizar tiu sujeito &

. t
restricio uy = L

Segundo Cordeiro [05], obtem~se & matriz r, dos k primeiros

"Fatores de Dependéncia * no espago coluna,
r,o= o fo, ] Bk

onde 3'1 auto-vetores de A'A, e correspondentsmente,

§&1;: = ij?.%“'wk}
og k primeiros "Fatores de Dependéncia” no espago linha,

Os eixos principais {Componentes de Dependéneia) sio relacionados

pelas expressies

no R : ¥ = —t Aty (3.141.8)
S
9
no R s ¥ = ——— Ay (3.10.1.9)
R e

g

e a Dependéncia de gq . d‘x . & dada por :

d = ’3’2 INE R {3.10.1.10)

H4 um aute-vetor {direcic) gue aponta ac setor da esfera onde
estdc as ralzes guadradas dos perfis-linha ¢ tem todas as suas

coordenadas com o mesmo sinal,

%



Sua Dependénecia mede o "guanto® as raizes quadradas dos
perfis-linha estdo espalhados sobre a esfera, a0 passc gue as outras
componentes  de  dependéncia  dizem  "como” esses pontos  estie
distribuldos. Este aute-vetor & tnjco pois A'A sendo simétrica implica

em itodos os seus auto-vetores serem ortogponais.

Em outras técnicas, comoe na Analise de Componentes Principais e de
Correspondéneias, todas as componentes informam "como” se dis as
associaghes entre as covaridveis em estudo através dos “contrastes”

degeritos pelos fatores {vide Cordeiro pgs 20 ¢ 21 [O5]L.

A transformagBo =z  sepuir, denominada em Cordefro {08], de
transformacio ANADREP, permite a visuslizaglo das posigles relativas

dog perfis-linha em relagio & linha marginal .

transformacio ANADEP de ordem k do i-ésime perfil-linha :

t .
Jo= I"k(rpi - ¥p+} , {3.10.1, 45

transformacio ANADEF de ordem k do j~#simo perfil-coluna @

t
K F %{ap; - B (3.10.1.12)

-+

A leitura das posicles relativas dos perfis-linha em relacio 3
linha marginal produz interpretagles sobre as associagles npa iabsla

cruzada.

Cordeiro {05] apresenta uma série de exemplos demonstratives de

utilizacio da técnica desecrita.
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Capitulo 4

Comparacio de Matrizes de Dependéncia e Codependéncia

4.1 Descriciio do problema e Metodologia

Neste capitule nosso objletive principal € o de investigar s
viabilidade da construgfc de uma iabela de pontos percentuais gue
possibilite testar a igualdade entre duas matrizes de Dependéncia e

Codependéncia,

Mais precisaments, no locante & iabelas de classificagio coruzada
do tipo {(IxJjxK onde 2 = ! = [ = 3 ¢ K = 2, s¢ o dltimo critério de
classilicag8o nfc modificar a mansira na qual linhas e coolunas
{referentes aos coritérios 1 e ]} se assoclam, & cade nivel do Gliimo
critériec {K), € razoavel gue este seja eliminado da anédlise, restando
portanto duas tabelas de contingéneia, Tr e Tz, gue podemm ser

agregadas.

Sabendo que tabelas de classificacBo cruzada préximeas deverfio ter
matrizes de Dependéncia e Codependéneia préximas, para estudarmos se o

critério K £ influsnie ou n&o, € razodvel a hipdiese nula
Hoe : O =D, {4.1.1}

onde BI e E)E s8¢ as mairizes de Dependéncia e Codependéncia para as

tabelas ’FI = (.ixj}ikxl & ’?2 = Eixl)fkmz, respectivamente,

Seja £ um critério de comparacio entre Dl e Dz. Suponhamos gue sob
a hipbtese He, £ = 1 . Um questionamento pertinente & questic é se o
tipo de associagfo entre linhas e colunas em Tl & Tz ou as dimensdes

das tabelas '1"1 e ’1"2 causam ou nio diferencas na distribuicdo de E.
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Casc a distribuicfo de £ manienha-se a mesma, digamos para todas
as dimensdes, & possivel tabelar os pontos percentuais da distribuigBo

de £ no intuito de testar He.

Roy em 1957 {31] estabeleceu regibes de confianga {segundo o

Principic da Unifio e Intersecgio] para hipéteses compostas.

No case de vetores de varisdveis aleaidrias com as distribuigbes

Ni;ﬁi s Ex} e

T Hmupd ™~

Zzimx;ﬁ ~ N pz F 22) ’

comsideremos as hipdteses,

Ho ¢ Xl p
Ha : El * Ez
Segundo Roy,

n Hf;aﬁi_a; z= gt): al equivale & H (¥ = X L
A 1 z H 2z

Definimos uma fungio Fa coma

i
£
s

Fo= et s {4.1.2)

i
iy
=3
1
i

onde Sz e Sz’ sfc as malrizes de Varifincla e Covarifncia amosirais de

Xi = };Z respectivamente, com Sl pelo mepos Semi~Definida Positiva
{s.d.p.} e S2 Positiva Definida {p.d.}.



Ao dizermos que Y £ uma matriz definida positiva estamos dizendo
que todos os seus auto-valores sfo positivos, enquante Y semi-definida

positiva possul pelo menos vwm asuto-valor nulo.

O Teste baseado no Priscipic da Uniio e Interseccdo de Roy utiliza

o fate de gue sob Ho

para todo z € R (vide Flury {12]).

Entdo o teste de Roy {31 se baseia na mawimizag8o e minimizagio
de Fa que conduz ao problema de se encontrar as ralzes caracteristicas

= ~1
edtremas de 32 S} .

Denominands  por ii e 1 o méxime e minime auin - valores,
B

respectivamente, de S;Sz’ a estatistica de Roy & ¢ par {Ei,ip},

denetade por “COritério das Raizes Maxima ¢ Miodma”.
A hipfiese
Ho El = 22’

& rejeitada se i} for muito grande com relacglo a 1.
&

Seguindo a2 mesma  linha de raciocinio de Roy, inicizimente o
critério de comparac8o adotado fol o de proceder & maximizacgho e

minimizagio de

Fifa] = aDa s aDa, £4,1.3)

= ¥ . o .
para tedo a nBo mulo & R, pois In e Dz sdo siméiricas e pelo menos

semi-definidas positivas ¢



%
sendo D = AA . com
{ix

5
By = [li 24 Byy =¥ Py Py }:E, {4.1.4)
S SV Py definidos na seccio 3.10, temos as  seguintes

propriedades

1YD = s'a & siméirica
o' =ttt =8 =D,

2} Parz iodn vator X € ﬁ%} \
xtD X = {é_:zg}tfﬁz} = f;g = gézllz * £, entfo

D ¢ Semi Definida Positiva {pele menos) .

Ao calcularmos D}1 & Dz para Tl e Tz podemos ter o8 seguintes

casos
{i) b e Bz semi~definidas positivas ;

{ii} D, definida positiva e [) semi-delinida positiva ou

‘i:iz definida positiva e 531 zemi~definida positiva e

{ii) D e D definidas positivas,

Sejam E)Ie E}2 matrizes JxJ de dependdncia e codependéncia (que sio
reals, siméiricas e ac menos semi~definidas positivas} com D2 definida
positiva., Westas condigBes, de acordo com Rao {281 pg.dl, existe R}

X

J
tal gue

1)!={Rh‘}’“ﬁ R e D, = (R YR (4.1.5)
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isto &,
5{‘01& =h e R‘“DZR = 1, (4.1.6)

onde A é a matriz diagonal dos auto-valores de D;Iﬁi e Ra de R satifaz
g equacho D:R”1 = Riﬁzﬁi. De acordo com estas ipualdades temos ¢

seguinte lema.

fema 4.1 - Sejam f}ie I+ matrizes JxJ de dependéncia e codependéncia
com D definida  positiva. A matriz 'ﬁ;{ﬂl seré
zemi~definida positiva ou definida positiva dependendo de

assim o ser E}z‘
Prova : Seja dado o sistema de eguacles

D'DX = AX entdo Xt}.‘};lﬂkx = X'AX = X'R'DRX por (4.1.6),
fazendo ¥ = RBX, entio

XDDX=YDY = YAAY = ZZ = {izﬁ ?20 comZ=4Y.

~1 -
O lems 4.1 nos garante que os auto-valores de E):J D1 serio todos

ndn negaiivos,

Dos arpwmentos acima surge s sepuinte definicBo

Definicie 4.L: Com a maximizagiio e minimizaclo de Fig} {413}
definimos heuristicamente COMo eritério de

comparac8o entre i)l e D »

A
miaEx
g = wi-;-n“;""‘* N oM Rmin > 0 {4.1.7}



onde A e A
owax min

. < wi
s3o os autovalores maximo e minimo de Dz {)l ou de

2‘3;102, dependendo para gual produte £ for menor. Sob a hipétese nula
Ha:ﬁlxﬁz,ﬁﬁi..

Para que Bs condigBes da definigBe 4.1 sejam garantidas devemos
ter ibl ou {192 definidas positivas.

Em (417} € = 1

bid 3

= D

@ ipualdade 6 € atingida no caso de Bi o

Um srgumento gque motivow a consideraglo de um  coritérie de

compuragie entre grandesas de mesma escala baseado na razdo destas

{como ¢ da delinigio 4.1) e ndc por exemplo, na diferenga, pode ser
ilustrado como segue

gejam
xt = (LOOD0O1 ®3 = L0000, 000
xz = G,.0002 x4 = ZO0.000.000
entio
S S 2, no entanto,
%1 X3
¥z o~ %1 = 0.0001 e

X4 - %3 o= 100,000,000

Obgerva-se que o critério da razdo € Iovariante com respeito 2
ordens te grandezs.

Lema 4.2 ~ Seja b = A'A uma matriz de dependéncia e codependéncia de

colunas. Se D provém de uma tabela de contingénciz em que

pelo menos uma coluna é Indspendente das linhas entdo o
minimo autovalor de D é nulo.

0

lema € naturalmente valido ao substituirmos "colunas” por
ﬂlinhasﬂ.
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Prova : Suponha gue Trxz seja uma tabela de contingéneia cuja
k-ésima coluna € independenie das linhas. De acordo com

{4.1.4} temog

8 = ta ]88l ]a) coma =0

= 1w’
entio
" ata a¥a ...ata o Ats oata 7
Pl i 2 1 k-1 i k+1 101
ata ata . ata 0 ata  oata
201 22 Z2 K=} & k+i 2 37
t 4 i 1 h 4
. k»lﬁl ég-x’&z "”ﬁkwx&k—z 0 Eei ket TR~ 3
s =
o 0 0 o 0 0
t i 14 t 4
el A mx&z TTTThaet ket o ket ko1 Re1 ¥
A%a YA L. At o afa LAt
3 1 3 2 3 ok-3 J k1 o3
b M

ou seja, quando ,&k = (¢ entdc a K-ésima linha e k-ésima coluna de ﬁt'ﬁ

serio nulas implicapndo em det{A*a} = 0. Entdo

ey

0 = det{aA’p) = datir?"égag{al,,,.,ajir) =
£

A,
3
1
sendoe Fti‘ = i";, le Azat E l}, e }&i?: O para todo §I = [, pois atﬁ &
siméirica . EntSo existe pele menos um auto-valor nulo de D = isi'ﬁ

implicando em k} = O
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ObservagBes:

1} ~ Note gue ?a2> 0 para todo i=l,...,J implica em A # 0
para todoe § e Iki * i}aj para todo izj, ou seja, D = A'A & definida
positiva. Nestas condicBes, T € uwma tabela de contingéneia irredutivel

em gue todas as linhas s8o dependentes de todas as colunas.

2} - De acorde com 3} a veciproca do lema ndc é
verdadeira pois det(a*A) = O pode implicar pa existéncia de pele menos
duas colunas {ou linhas) idénticas e n#o nulas em T, que podem ser
agivtinadas., O determinante da marriz de dependéncia e codependéncia
resultante da agluiinacico pode ser n@eo nule implicendce em dependéncia
enire todas ag linhas ¢ todas a2s colunas da iabela de contingéncia

redozida.

3} - Como conseguéncia do lema 4.1, se lodas ag linhas
forem independentes de todas as colunas emtdo & = (€ ]..[Q [..{0)

de modo gue todos o auto-valores de &4 =30 nules.

4} ~ Quando houver “colinearidade goodésica” entre 0%

perfis-coluna {ou perfis-linha} de T entdo det{&té} = @,

Do jema 4.2 e suas observacdes, concluolmoes gue o coritério de
comparacio £ para matrizes de dependéncla £ codependéncia D1 e ﬁz
{vide definicio 4.1) cie*ée ser utilizado sémente para ¢ ¢aso 2m que
exista associagfo entre todas ag lnhas ¢ todas ag colunas de Tl & Tg,
ou no casd de existirem linhas oy eclunas em TI e '1”2 gue sejam
independentss, pudermos reduzir 'i’l 2 'I‘2 a tabelas ’E; e *{; de mesma

ordem. Em outros casos podemos ter indeterminagBes em £.

is




Na tentativa de encontrar um melhor critéric de comparagio enire
ﬁx e Dz, menes  restritivo e gque n8o  tivesse o© problema da

indeterminaglio de £ propomos o seguinte critério :

£ = max min L _ﬁ:ﬁf__ﬁ {4.1.8)

HiEH hi1-% o

Come [ mencionanes, ao caloularmos ?33 e I}z DAra T; e T podemos
Ea

ter ps segulntes casos :
fi} Dl & Dz semi-definidas positivas ;

(i} D1 definida positiva e [}2 semi~definida positiva ou

132 definida positiva e I)l semi-definida positiva e

{111} {)i & Dz definidas positivas.

Para este novo oritério, 56 o case da independéncia tolal entre
Hrhas e colunas nas tabelas de contingéncia ’?‘i o1 Tz trargd o problema
da indeterminacic de £. No emtanio, nesias circunsténcias, definiremos

£ igualandc a unidade.

MWe caso ds independéncia local de linhas ou colunas de Ti . =12,
podernos  avaliar £ guando E}z oy Esz for definida positiva, isto

&, mo oaso (if).

Sa D1 for definida positiva podemos encontrar os  auto-valores
. - -3 .

maxime e minimo de Dl Dz e <& maneira sngloga, no caso de ﬁz ser
- ter . < -1

definida positiva, os auto-valores maximoe e minimo de Eia K}l. Sabemos

de antemo (vide lema 4.1} que A o = O e desta forma £ = L
M

O caso (i) ndo pode ser prontamente avallado peis D1 e Dz s80 ndo

inversiveis,
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Por {4.1.8}
0=¢g =
£ = 0, isto €& A = A , pode ocorrer séGmente no caso {iii}
it v 4 min
indicando antes de mais nada gue as linhas e colunas das tabelas 'E"j &
Tz sBo  fotzlmente associadas. Naturalmenie guando km = R

L1 min
{eremos E}x = .

P
E possivel que £ = 1| ccorra no casoc {iii), além de, obviamente,
nos cazos Ul e (i), MNo caso (i} € = 1 poderia indicar gue o
. R i . . .
suto~valor mixime (A )} de E}z i}i fou de Dx DZI fogse arbitrdriamente
TREX
grande em relagio a A
min
Resuliados =ausim  ocorreriam  se Dl {og {}2] tivesse determinante
muite préximo de gere, isto €, guando as associacBes entre as linhas e

colunas de T} {e de T:-z} fossem muilo fracas.

Como nosso objetive £ estudar a distribuicio nula de £ e o caso
i) Implica em modos de associaclo distintos em Tz & Tz“ ndo o
avalisremos. Quando nos referirmos & distribuiclie pula de £ nas

provimas seopdes, estaremos tratande do casoe (i),

Com resultados de simulag@o preiendemos observar sob a hipdiese
nula de gue Da seia ignal a Dz & forma da distribuicSc de £ sob vérios

ipos de associacho enire linhas & tolunas ds Tl e Tz‘

4.2 Geraclo de Matrizes de Dependéncia e Codependéncia

para ¢ célcele do oritérie de comparacgio £

Come Tol mencicnado na secgio 4.1, o ohjetive principal deste
trabalho é o de investigar a viabilidade da construgSo de uma tabela
para 2 distribuigio de £ que possibilite testar a proximidade entre
duas matrizes de Dependéncia e Codependénefa. Geramos, entfo, duas
tabelas de contingéncia com a mesma estrutura de associagBo entre

linhas e colunas ¢ tamanho amostral 500,
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Para cada par de tabelas de contingéncia geradas calculamos as
respectivas matrizes de Dependéneia e Codependéncia e posteriormente o
critéric 4e comparaclo {4.1.8) de £ O procedimento fol repetido 500

vezes e construimos distribuicdes de frequéncia para £

Na geraglo de ntmeros pseudo-aleatfries para a construgdo das
tabelas de contingénela, utilizamos o gerador GOSCAF da Biblicteea de
Algorftmoes WAG., Segundo Ripley {1989) {301, entre os geradores de
nimeros zlsatdrios copgruenciais, tals zomo © RANDU, ¢ gerador do
progute Glid, ou de IMSL, o gerador GOSCAF de NAG € o mais sceitdvel,

- 55
tende em vista seu pericde da ordem de 277,

De acordo com o mesmoe autor, um gperador & recomenddvel quando seu

perivde for superior & 2% Tendo em vista o gue diz Ripley a respeito

do gerador GOSCAF da NAG, pode-se assegurar a validade dos resultados
z serem  spresentados. Contudo, wverificames a egui-distribulclo dos
mimeros gerados wutilizando um teste propostc em 198% por Kalos e

Whitlock {18]. © resultade nos pareceu satisfatério {vide apéndice).

4.2.1  Apresentagio do Méiodo utilizado para a gerache

de Tabelas de Contingénoia

J4 gue o tamanho da amostra € dado, estamos no case sm que X € uma

varidvel aleatdria com densidede Multinomial de parbmeiros n e
P = {pu...,pu} , ista &6, X ~ M (nP), onde Z Z p. = 1 {vide

capitulo 1).

0 método convencional para gerar tabelas de conting#ncia I,
segundo @& densidade Multinomial M{n,P), consiste dos seguintes

procedimentos :
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a} Construir a distribuigfo acumulada de Min,P), ou seja,

k]
Fﬁi.éu,...,éiﬁ com ékaZme, i=sk=sjelxts ]

rF=l g=}

b} Para cada ndmero gerado Gg, g = f...n com distribuic8o

uniforme (0,1}, € verificado qual das seguintes desigualdades £

verdadeira
-5
G £ Cvs = ¢11 y OU
<
¢11 < Gs é12 » ou
ﬁ *
¢11-1,.74 < Gs ¢1‘1 *

Ao intervalo mo qual G pertence acumula-se uma unidade.
[

Este método, segunde Kemp e Kemp [19] em 1987, é muito demorado,
razdo pela gual utilizaremos o Método de Geragfo Répida de tabelas de

frequéncia, sugeride por estes mesmoes aulores.

Resumidamente, este método consiste em ordenar as probabilidades
de uma distribuigBo multinomial e com distribuigio definida em ordem
decrescente de magnitude e gerar wma amosira pseudo-aleatSria através
distribuicfies Binomiais condicionadas. A razéo pela qual é feita 2

ordenaclco é de que se pode minimizar o nimero de chamadas ac gerador.

A afirmacie que fizemos de gue uma amostra com densidade
Multinomial pode ser gerada através de densidades Binomials, pode ser

verificada de acordo com ¢ teorema seguinte.
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Seja X = {xl,xz,-...,xk} uma varidvel aleatéria com
densidade Multinomial de parametros n e Pu=f Pyrees pk}
isto &, X = M(nFP), A densidade de X} ¢ Binomial com

Teorema 4.2.1

parfmetros n & P isto &, Xiw Bﬁn,;}li.

Seija }{1 = xt .

entic a densidade de Xz condicionada a Xl = X lexi, &

Bin - X, pzf{l - pll)‘
De maneira sndloga, a densidade de Xaﬁ{)(z = X Xl«"‘— xli, &
B[nwxzwxz,psfilﬁpz—gel}},

portanto, g densidade de

XX  =x ,..X =x}é3{n-—
w1 1 1

Verifica-se que a densidade conjunta de

ﬁ}{k_z 2 xk_;..,}{l =% }f

{X, = %, XX =% s X

€& uma densidade Multinomisl M{n,pl,.,,,pk}.

A prova do teorema acima é encontrada no Apéndice.



Para gerarmos {de acordo com ¢ teorema acimal) o resultado de um
experitnento pseudo-aleatério Multinomial, isto &, gerarmos os valores
de Xixxi, onde X = (XI,...,X&) é M{n,px..“,pk}, 0s segvintes passos

devem ser seguidos

1~ Faca pik P, L= pk.

2 - Gerar n nfimeres pssudo-aleatdriss com distribuigio Uniforme

{0,1) & contar quantos dos n nGmercos gerados € menor ou igual & P,

3 - Digamos que % dos n mdmeres gerades foram menores ou iguals a
pl, isto &, obtivemos Xl = xl. Devemos gerar wna nova amostra de
tamanho n - x, de pimerocs pseudo-aleatériog com distribuicdo uniforme

1

(0,1} e contar gquantos destes sfc menores ou igusis a pzz‘{l - Pk

Digamos que obtivemos €X2[X1=xl) = x, valores,

4 - Dwevemos gerar ontra amostra de tamanho X X, € contar
guantos destes sdc menores ou  iguals & pgf{i»pi—pzk. Digamos que
obtivemos ixsixlql,xzmxz#xs valores, Repetiremos [ndutivamente estes

procedimentos até obiermos {qulElexi,“.,Xk_zxxk_g)} = X

it

o

i
3

L

5 - Finalmente, o valor de X [{X =x,....X =x )
kT T w-1 k-1

& seguir, descreversmos os resultados obtidos nes simulagbes.
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4.3 RESULTADOS

Come fol mencionado na secgSo 4.2, calculamos o critério de
comparagio £, vide (4.1.8), a partir da geragBc de tabelas de
clagsificago cruzada sob a hipStese nula em {4.1.1) e algumas
especificaches : dimens3o das tabelas Tl e Tz {vide seccio 4.1 gue
denominaremos por DIM e tipo de associagfo entre linhas e colunas de

T, e T, que denominaremos por ASSOCIACOFES.

Para as dimensbes 2x2 e 3x3 trabalhamos com 12 tipos de
associagfes entre as linhas e colunas de Tx e Tz e com 8 tipos para a

ditnensdo 3x2.

Ac longe do trabalho utilizamos uma Gnica semente : 23, escolbida

Ao ’Caso,

Para cada par {DIM,ASSOCIACAO) fixamos em 500 o tamanho amostral
para a geraclo das tabelas ‘Tl @ Tz e fTizemos 500 simulagbes de Monte
Carle. Com os 500 valores gerados de £ construimos sua distribuicice de

fregquéncias relstivas.

Para cada dimensio apresentaremos o% Diagramas de Linha de
Freguéncias KEelativas de £ mails representativos. Estes diagramas sdo
orfundos de asscciagbes {entre as linhes e coolunas de 'i"i e 'I‘z) Gue
variam de muite fortes a muito fracas. Para os diagramas escolhidos,
isto é, pare as associagles escolhidas, utilizamos 500 valeores gerados

de £ para ajustar distribuicBes Beta.

A principio  escolhemos estas distribuicbes ao cobservarmos as
diferentes formas que os Diagramas de Linha de Frequéncias Relativas
de £ apreseniaram. Us diagramas sfo todos unimodais e além disto €
pertence ac intervalo fechado [0,1); isto resulta em wma boa indicacglo

de gque a distrivuiciio de £ poderia ajustar-se a uma distribuic8o Beta.
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Os ajustes as distribuigles Beta foram efetuados com o auxilio do
procedimento CAPABILITY do produtoc SAS.

Os resultados das simulagbes, diagramas de linba, testes de

ajustes e graficos superpostos das distribuicBes empirica £ ajustada

de £ podem ser consultados de acordo com a tabela z seguir.

Tabela 4.0 - Organizacio dos resultados

DIM ASSOCIAC. ESTAT.RASICAS | DIAGRAMAS] AJUSTES| GRAFICOS
tabela 4.1 tabela 4.4 tab. 4,7
2x2
pg. {08 pR. 44 pg. Ly pg. U7 | pg. 148
%2 tabelsa 4.2 tabela 4.5 tab. 4.8
’ pg. 108 PE. {49 pg. o pg-. 7 | pE. {14
ne3 | tabela 4.3 tabela 4.6 tab. 4.9
pg. 440 PE. 113 pg. V&g pg. 147 | pE. 120

Ao falarmos pag assoclagles enveolvendo as tabelas de contingéncia
Tx e Tz, temos implicttamente dois efeitos a considerar : o efeito
entre as tabelas e o sfeito deniro das tabelas. O efeito enire fol
anuiado ac simularmos Tl e Tz sob a hipdtese He em [4.1.1). O efeito
dentro € carscterizade pelas ASSOCIAGCOES entre ag linhas ¢ colunas de
’I‘i & Tz que mencionamos no inicio desta secglo; este efeito pode
variar de fraco & forte, dependendo das relagles entre as linhas e
colunas de ‘Tl £ Tz assim o serem. Deste modo, gquande nos referirmos a
‘efeito dentro” estaremos falando das ASSOCIACOES entre as linhas e

colunas de T e T..
1 z

Parz cada dimensdo podemos separar quanto 3 forma as distribuicbes
de frequénecias gerados de € em trés grupos: distribuigfes assimétricas
a direita, distribuigBes simétricas e distribuicbes assimétricas &
esquerda. Na tabela 4.0.1 relacionamos as Associacgfes que trabalhamos

{vide tabelas 4.1 a 4.3} com a forma das distribuigfes e as dimensdes.
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Tabela 4.0.1 Forma da distribuiciio de £ em funcidc da dimensfio e

tipe de associag@o entre linhas e colunas de T! e TZ

Bigtribuiches Assim. direita Siméiricas Assim. esguerds
ixZ 1,2,7,11,12 3,5,6,8,10 4,8

Dimensio 3x2 1 2,3,5,6,7 4,8
ax3 1,25 3,6,7,8,9,10,12 4,11

* vide tabelas 4.1 a 4.3.

Para cada uma das dimensfes, os trés grupos que descrevemos na
tabela acima se separam de acordc com a “distdncia” das propor¢bes nas
diversas associagBes com respeito &s proporgbes gque teriam sob o
modelo  de  independéncia. As  assoclagSes fortes por  exemplo,

dizcordam radicalmente de seu modele independéncia,

No caso da dimensfc 3x3 por exemplo, as distribuigBes simétricas
na& tabela 4.0.1 englobam as associagles moderadas do  tipo
homogeneidade de marginais e simetria. As distribuigbes de £
assiméiricas 3 direita relacionam assoclagles fories enquantc as
distribuicbes  assiméiricas 4 esquerda, assoclagBes {racas. Este
comportamento é comum a todas as dimensSes em estudo, de forma gue a

dimensio n&o parece influenciar a forma da distribuiclo de .

Podemos concluir disto que a forga da associacBo entre as linhas e
colunas de Tl e ’I‘2 e ndio a forma l[homogeneidade de marginais,
simetria, etc) da associaglic é o fator essencial para a determinagio
dos grupos na tabela 4.0.1. Desta maneira observamos gque o critéric de
comparagdo & ¢ afetado pela forga da associaglo, isto &, pela

intensidade do efeito denfro {vide Diagramas de Linha pgs. (1§ a i¥}).



- Nos casos de assoclagdes fracas, as distribuicBes de & tiveram
valor modal um, enguanto nos casos de associagles fortes, o valor
modal das distribuicBes de £ foi zero. Estes resultados contrariam
nossas expectativas quante a estatistica em guest8oe pols 08 valores
esperados de £ em cada um dos casos ¢ £ = 0, levando em conta que as
distribuicBes foram geradas sob a hipdtese Ho : I)1 = Dz.

A forma pgeral da densidade da distribuicio Beta, ou ainda, a
distribuicio Beta do primeiro tipo, segundo Johnson e Kotz [17] & dada
pOT :

- v)
f{x) = clspy) PRVOURAZ A2 alL2ALIAZ)

ordde © & escolhido de modo que J-f {(xidx = 1 & ~A1X x < Az

Fe acordo com nossos resultades, temos que O = x % 1, de modo que

podemos fixar A1 = 0 e Az = ] e utilizar a forma padronizada da

distribuicio Beta para ajustar a distribuiclo de g, istoc & :

)3 aH( { - }:33—1

com &, 80, D<x{ e Blg, 8] = __;;% )

Para as trés dimensfes : 2x2, 3x2 e 3x3, para gue fosse possivel
procedermos a ajustes utilizando o procedimente Capability do produto
SAS para ajustar distribuicSes Beta padronizadas, substituimos os
valores 1 de £ (mais frequentes em associacBes fracas) por 0.999 ¢ os
valores 0 de £, que foram mais frequentes em associagBes fortes, por
0,001, Desta maneira contornamos o problema de necessitarmos conhecer

préviamente os pardmetros da distribuigfio a ser ajustada.
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A seguir temos os valores ajustados para os parametros o ¢ 8 da
digtribuiclio Beta padronizada que obtivemos para a distribuiclio de £
segundo as associagles L1 a 4.1, 1.2 & 4.2 ¢ 1.3 & 4.3 (vide tabelas

41 a 4.3, 47 a 4.8 e os gréaficos nas trés Gltimas péginas deste

capitulio)
Tabela 4.01 - Valores ajustados para os parametros o« e B da
distribuicdo Beta padronizada
Associacio o g

1.1 1.60 51,60
2.1 2.39 8.46
2.1 2.66 2.33
4.1 2.97 1.30
i.2 2.549 37.30
z2.2 12,90 g6 Q0
3.2 2.98 3.49
4.2 2.55 .52
1.3 3.04 23.40
2.3 2,11 10.80
3.3 T.53 6.12
4.3 (.22 0,70

Para distribuigfes assiméiricas & direita {(associagSes fortes! a
distribuiglic Beta ajustada aos valores gerados de &, a primeira vista,
parecem ndo resultar em bons ajustes (vide tabelas 4.7 a 4.9). Devido
ap reduzido niGmero de simulages de Monte Carlo gque empreendemos,
apenas 500, no momento nde podemos afirmar que a distribuicdo Beta nio
seja realmente adeguada para ajustar as distribuicles de £ neste caso.

Para termos uma idféia mais clara do problema deveremos aumentar
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sensivelmente o nGmerp de sinwulacBes de Monte Carlo. Além disto, é
necessério que determinemos a distribuigBo tebrica de £, que neo
momento, estamos inclinados a pensar gque se trate uma distribuigo
Beta. Esta tarefa exige pesquisas que ndoc pudemos empreender por
motivos diversos, mas que certamente serd mals um passo para a

elucidacéo de nossa pesqguisa,

Considerande a3 guestSes expostas, conclnimos que o critérie §
para a comparaciic das inairizes IZ'!1 e Dz de Dependéncia e Codependéncia
com o intuito descrito no inicio deste capiiuvio nfio € afetado pelas
dimensGes das tabelas de contingéncia 'I'I [ Tz’ 0o entanto, ainda gque
sob o mesmo tipe de assgociag8no entre as linhas e colunas desias duas
sub~tabelas, a distribuiclo de £ € descrita diferentemente nos casos
de assoclagBes forte, moderada ou fraca entre linhas e colunas de TI e
Tz’ iste &, £ depende do tipe de associagBo entre as linhas e colunas
de T e T, Até o pressnte momenio nic temos idéia de como “retirar”
gste Yefeito” de associacdo de modo a tornar o use desta estatistica

vidvel do ponto de vista préatico.
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Tabela 4.1 de Assaciagdes

1.} : Assocc. Total Z.1 : Simetria - 3.1 : Assoc.

nidc Balanceadsa Assoc. Forte Moderada
.80 0H.00 .80 0.45 0.03 .48 018 .34 06.52
0.00 0.20 | 0.20 0.03 0.49 | o.s2 0.30 0.18 | 0.48
0.80 .20 1.00 0.48 0.52 1.060 Q.48 0.52 1.60
4.1 : Simetria - 5.1 : Assoc. &.1 : Assoc,

Assoc. Fraca Maderada Moderada
.19 0.29 .48 .16 .36 0D.52 0.35 0.17 06,52
0.29 0.23 { 0.52 0.32 0.36 | 0.48 0.13 0.35 | 0.48
.48 0.52 1.00 g.48 .52 1.0 0.48 0.52 i 1.60
7.1 : Assoc. 8.1 : Simetria - 9.1 : Simetria -

Moderada Assce. Moderada Assoc, Fraca
.45 ©.07 .52 0.1 .38 0.48 .28 UG.290 .48
0,03 0.45 | 0.48 0.38 0.14 | 0.52 0.20 0.32 | 0.52
0.48 .52 1.00 D48 0.52 1.00 £3.48 0.52 I 1.00
10,1 Simetria - I1.1 Assoc. Total i2.1 Assoc. Total

ASS0C, nado Balanceada Balancesda
0.17 0.31 0.48 .20 0.00 .20 .50 0.046 0.50
0.31 0.21 0.52 .00 O.80 g.80 0.00 0.50 0,580
0.48 0.52 1.00 0.20 0.80 1.00 0,50 ¢.50 1.00



Tabela 4.2 de AssociacBes

1.2 : Assoc. Forte 2.2 1 Assoc. 3.2 : Assoc,
Moderada Moderadsa
0.00 0.40 .40 ¢.40 Q.00 Q.40 .08 0.32 0.40
0.3 0.00 0.30 0.00 0.30 0.30 0,24 0.06 .30
0.00 ©.30 .30 0.30 0.00 0,30 . 0.28 0.02 Q.30
0.30 0.70 1.00 Q.78 6.30 1.00 0.60 0.40 1.60
4.2 : Assce. Fracs 5.2 ¢ Assoc. 6.2 : Assor,
Moderada Moderada
0.21 .19 G.40 0.40 0.00 .40 0.30 0.1C .40
0.20 $.10 0,30 0.10 0.20 0.30 Doz 0.28 .30
.19 0.11 { 0.30 Q.10 0,20 0.30 ~0.28 0,02 | 0.30
0.60 ©.40 1.00 0.60 0.40 1.00 0.60 .40 1.00
T.2 : Assoc. .2 : Assoc. Fraca
Maderada
4.10 9.30 0,40 0.26 0,14 3.40
.28 0.02 0,30 .20 0.10 0.30
.22 0.08 g.30 .14 0.16 .30
0.60 0.40 1.00 0.60 0.40 1.00
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Tabela 4.3 de AssociacBes

Y0

1.3 : Assor. Total 2.3 : Assoc. Teotal 3.3 : S8imetria

Balanceada nZo Balanceada
9.330.00 0,00 | ©0.33 0.10 0.00 0.00 | 0.10 0.030.20 0,07 0.30
6.000.33 .00 .33 0.00 0.20 0.00 Q.20 0.200.05% 0.08 0.33
0.000.00 0.34 | .34 0.00 0.00 0.70 ; ©.70 0G.070.08 0.22 { 0.37
$.330.33 0.34 1.00 0.10 ©.20 Q.70 1.00 0.30 0.33 (.37 1.00
4.3 1 Asscc. préxima 5.3 ¢ Assoc. Total 6.3 : Simetria

da independZncia nic Balanceada
0,100,100 .15 .35 .70 0.060 0.00 .70 .25 0.03 0,02 (.30
0.050.13 0.12 &, 30 G.00 0.20 ©. 00 0.20 0.030.18 0,12 0.33
‘(H)M,IS .10 0.10 G.35 Q.00 0.00 0.10 D.16 0.020.12 0,23 .37
.30 0,33 ¢.37 1.00 .70 0.20 .10 1.00 $.300.33 0.37 1.00
7.3 @ Homogeneidade 2.3 : Simetria 9.3 : Assoc. Moderada

de Marginaisg
0.0% 0.05 06.20 $.30 0.140G.13 0.03 .30 0.13¢.15 0.07 0.35
0.050,18 0.1 0.33 0.130.05 0.15 0.33 0.020.12 0.16 0.30
0.20 .10 06.07 .37 0.030.1% 0.1% .37 0.150.06 0.14 .35
0.30 0.33 0.37 1.00 0.300.33 0.37 1.G0 0.300.33 0.37 1.00
10.3 : Assoc. Moderada £1.3 : Assoc. Moderada 12.3 : BSimetria com

Homog. Marginals

0.06 ¢,20 0.09 0.35 .03 0.17 0,15 0.35 .15 0.15 0.05 0. 35
0.170,05 0.08 0,30 .18 0.05 0.07 .30 G0.1% 0.00 015 0.30
0.070.08 0.20 0.358 0.09 0.11 0.15 0.35 0.05 0.15 6.15 | ©.35
0.300.33 0.37 1.00 0.30 0.33 0.37 1.00 0.35% 0.30 ©.35 1.00



Tabela 4.4

Estatisticas Bagicas para £ = 1 - Amin/Amax

Semente da geracao @ 23

Dimens8c da tabela 1 2 x 2

T.assoc. minimop maximo media variancia
1.1 0.0600 0.1138 0.0319 0.0005
2.1 0.0190 0.5524 0.2207 G.0130
3.1 3.054%9 $.9386 0.5304 0.0365
4.1 0.1111 0.9847 0.7126 0.0402
5.1 0.0593 0.8984% 0.4582 0.032%
6.1 0.0294 0.8445 0.4251 0.0328
7.1 0.0000 G.6165 0.238¢ Q.0166
8.1 0.0093 9.7355 0.3363 0.0251
g.1 0.0635 0.9821 0.6424 0,0431

10.1 0.0598 0.9549 0.5676 0.0441

1.1 0.0600 0.1174 0.0286 0,0005

12.1 0.0000 $.1336 0.029%92 0.0005



Tabela 4.5

Estatisticas Basicas para £ = 1 ~ Amin/Amax

Semente da geracaos : 23

Dimensfo da tabela : 3 x 2
T. Assoc. minimo maximo media varidncia
1.2 0.0018 0.2368 0.07107 0.0024
2.2 0.2545 9.4156 G.3166 0.00606
3.2 4.0180 0.9196 0.46656 0.8378
4.2 G.2067 1.00060 {.8438 0.0287
5.2 G.0178 0.8161 0.3219 0.0249
6.2 3.0198 0,955¢6 O.3053 0.0359
1.2 3.0029 0.7882 0.3401 0.0246
8.2 $3.1962 1.0000 0.9594 0.0131
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Tabela 4.6

Semente da geracao : 23

Estatisticas Bésicas para § = 1 ~ Amin/Amax

Dimensdo da tabela : 3 x 3
T. Assoc, minimo max imo media varidncia
1 0.0070 0.3178 Q. 1177 0. 0437
2 4.0107 0.4535 0.1567 0.0083
3 0.14%6 0.8624 0.5381 0.0187
4 0.3682 1.0000 Q.8731 0.0147
5 0.0082 0.5219 0.1601 0.0099
6 G.0625 0.9262 0.54859 0.0238
7 0.G6%262 0.9118 0.5699 0.0173
8 0.1800 0.91686 0.5948 0.0183
9 0.2450 0.9624 0.657% 0.0187
19 0.1771% 0.9325 0.6058 0.0213
11 0.3612 1.0000 .8852 0.3187
iz $.1280 0.8835 0.5057 0.0208
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Tabela 4.7

Associacio
11
2.4
3.1
4.1

Tabela 4.7

Associacio
1.2
2.2
3.2
4.2

Tabela 4.7

Assoctacio
1.3
2.3
3.3
4.3

Ajustes de curvas Beta padronizada : dimensd3c 2x2

Chi-Quadrade G.L. Pyr. » Chi-Quadrado
9.42247724 7 0.2237298

224204073 8 (.0041938

13.540000 8 0.0945714
5.5980952 8 0.6821493

Ajustes de curvas Beta padronizada : dimensio 3x2

Chi-Quadrade &R Pr. » Chi-Quadrado
52.2032298 9 4.1374E-8
20.5383422 7 0.00451703
5.38183% B 0.60454168
6. 7028858 8 0.56900176

Ajustes de curvas Beta padronizada : dimensio 3x3

Chi-Quadrado G.L. Pr. » Chi-Quadrado
16.9976355 7 0.01741144
4.8816121 9 0.84365245
11.8856765 g 0.15637809
4 6928763 8 0.78984067
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Apéndicel

De acorde com Rao [28] pg. 50, a maximizagfo ou minimizacio da

& zmiméirica, € X & um vetor

forma quadratica ggtﬁ % , onde A
tmxml

unitario, & dada por :

2 AX x Ax
B e T { e 22
p " k‘ e inf T Am
X %X x XX
Para resoclver
1 t
X Ax X Ax
sup — e inf T
X x Bx x x Bx
vnde A é simétrica & B & siméiriva e positiva definida,
{muom) {mwm}

deve-se reduzir este caso ac anterior. Sendo B é simétrica e definida
positiva, a decomposicBo de Choleski de B ¢ B = L , onde L & umsa

matriz triangular superior.

Seja a iranformacéo,

y=l = x = Ly,
portanto,
x°A x x"A x yrLhy ATy ¥yCyx
_:gtB X 2L x ¥y it—.‘f

A



onde Al e Am sfo autovalores méximo e minimo de C .

A solugBo do sistema,

implica na soluglo de

1
i
b
B

wh'ary = Alx,
entio
LU A = AL TLx
ou seia,
-1
BAx=2a%,
no casoe de B = A, todos oz autovalores de B4 sao iguais a 1.

O problema do mal condicionzmento em matrizes

de Dependéncia e Codependéncia

Na secglio 4.1 comentamos ser razoavel a utilizaclic do critério de
comparaGic £ para matrizes de Dependéncia e Codependéncia, nos casos
onde a matriz Dz de (3.1.3} for positiva definida. A sepuir tragaremos
resumidamente, os problemas que poedem ocorrer quande Dz for guase

singular.
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O mal condicionamento de matrizes A{ y pode ser traduzido por
NnXn

determinates muito préximos de zero, onde pequenas perturbagles em A

podem ocasionar grandes imprecisdes na matriz inversa. Para ilustrar a

situacio, descreveremos um exemplo de Shayle Searle [32] pg. 146

2.493.04 3

[2.04349]”’ _[2026 2 1860
- 1660 1360

enguanto,

2.0 257" _ [-1210
2.5 3.0 Tl 10-8

As perturbacgBes 4s quais nos referimos, podem ser devidas a
timitagdes da representagfio de mmeros pelo computador. De acordo com
Wilkinson [34] pg. 344, a soluglo do sistema Ax = ABx que se rediz ao
cdiculo dos autovalorss de B"iA, ¢ insatisfatéria se B for mal
condicionado com respeito 4 inversfio. Neste caso, pode-se encentrar

autovalores finitos e infinitos.

Exemplo :
Z 1 L
Para A= [1 2] e B = [1 1] :

det{A -~ AB) = 3 - 2A, os autovalores encontrados so 1 1 e w .
2

Pequenas perturbagbes em A £ B fazem com gue ocorram peguenas
alteracBes nos  autovalores  finitos  (este  sdo  insensiveis  as
perturbagdes) enquante autovalores infinitos podem tornar-se finitos,

porém muito grandes.
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Os elementos de matrizes de Dependénecia & Codependéncia, sSo em
geral peguenos, para que estes pimeros pudessem ser €Xpressos com
melhor aproveitamento de seus digitos significativos pelo computador,
as matrizes Dx e {}2 para o calculo de € , foram multiplicadas cada uma
por um fator copstante, de acordo com o respective inverse da menor

ordem dos elementos de cada matriz.

Esta operagio nfo altera o resultade final de £, desde que se
LOMarmos c, e ¢ como sendo os fatores constantes mencionados acima

para Dl e Dz respectivamente, teremos a seguinte sifuacio :

para o sistema de equacies

1
Dlgmszgq_ com e K e ;;_tDz;gml,

i

sefam Cz e c2 ¢ K e facamos

definamos o sistema de eguacdes
Ay=By com xéﬁj e 11'83{:»:1,
egste sistema € equivalente a,

BA ¥y = 7Y,

que por sua vez implica em,

[
D2y = w—gz» ¥,
i

portanto A = Cz/cx?" {como os autovalores de uma matriz sio

tnicos), isto mostra nossa afirmacio.
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Teorema 4.2.1

Seja X = {XI’XZ"”’XJ uma varidavel aleatéria com densidade

Multinomial de parametros n e P = {pl.pg,...,pk}, isto &, X = MinFPL

A  densidade de Xl & Binomial com parimeiros n e P, isto &,

}{lw Bin,p 1},

Seja Xl = X, ent@o a densidade de Xz condicionada a le X
Xz])(i =x, ¢ Bl - x p,/t - p).

De maneira ansloga, a densidade de

x31x2 = KK =X, € Bln -~ x, - %X , P, AL -p, - p ik

¢ portanto, a densidade de

k-1 k-1
XX _ =% ...X =x, & B{n wi)_;ixl » B, 4 41 -izipi ?]

Verifica-se que a densidade conjunta de

{ Xl‘Xzixi - xl""’xklxkq = X '“Xx = XJ’

¢ uma densidade Multinomial M(n,pl,...,pk}.
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Prova :

Provaremos {sem perda de generalidade) o caso de k = 3.

Para verificar que X: tem distribuicBo Binomial com parimetros n €

Pl’ € ja,
X1 n-%t-%2 n-xi
pXI(xﬂ = Z Z pxnxz’xa{x}.,xz,xsl = Z px1,x2,x3{xl,wz2,n—xi~xz)
X2 3 x2=0
n-x1
¥1-X2
_ n i pXIpm(1-p*p}
= 1 2 1 2
xitxz2t{n-x1-x2}
x2=0
p-%x1
%1 n—-xi Xz N—X1)-X2
¢ - -
e L E— [Z{xz]pa (-p-p) ]
xitin-x1}!
x2=G
nt  plHp,+1-p -p) ]
e e TV | 2 1 2
xit{n-x1j1!
entio,
n ¢ X1 n-xi
= e D - w B dA2.1
pxi{xl) SitaswiT Py {1 pl} 1, logo ‘}(1 (m, pi] { )

Para provar a szepunda parte do teorema, seja

1,x2,%3)
pm,xz,xa(x X

P £x2,%3 I x1} =

%2,%3 | X151
px1 {x1)

- o x)t (p/tp, + p e/, + P,

Coin X2 + ¥3 =0 — X1,
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entdo,

p {xz,%3} , possui distribuicZc multinomial com parfmetros

x2,%3 | K1=x1

n-xi g 8 = Ipz/(pz + p3) . pg/’(p2 + ps)I ; (A.2.2}

A densidade condicional

p {xz} pxz,xz‘“’xz} pxt,xz,xsiﬁ'ﬂ’xa} ,
xz|x1 T TTh (=1 = p_ (x1)
x1 ®3 Tx1
mas,
(gl‘xz‘ﬂ}_ {xz,x3|x1}p {x1}, com %2 + X3 = n ~ Xi
X1,X2,%3 = Tx7,%X3] %=1 x1
= p {xz,n - xt - lexil *
¥2,X3| x1=x
_ (n-x1)t ip 7lp+p 1w - p /{p +p ) Rl
o 2 P2 ¥a 2 ¥z 3
x2{ao~xi-xz!!
por (A.2.2},

X2|X1= xt &~ B {{n-~ xl},pzfil - pl}] , pois pz./(p2+p3) = pszl*pl};

finalmente,
a densidade de

l, x3 = n — %1 -~ X2
0, caso contrério

¥

X3}X1 = x1,X2 = x2 = {
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portanto,

P Ex1,%2,2%3) =

{x3lx1,x2) {x1,x2
X1,%X2,%2 px:s[}u,xz x3 |, Py o2 ¥ )

il

P

%a} xx,xz(xa |xtx2) p

?(2 I ){}(le x1} lefxﬂ

' Xl Xz _X3
= n! P, PP, -

x1Ixztxa!

Teste de equidistiribuicio para o gerador de

nimeros aleatdrios GOSCAF da NAG

Nas simulagBes empreendidas utilizamos ¢ gerador de nu%meros
aleatdrios GOBCAF da Biblioteca de Algoritmos Numéricos NAG
{FORTRAN]. Para testar a existéncia de equidistribuicio dos ntmeros
gerados pelo gerador GOSCAF, utilizamos o procedimento descrito por
Falog e Whitlock pgs. 174 a 175, (1986) {I8]. O procedimenio é o que

segue

1) Gerar 10.000 nameros com distribuiciio uniforme (0,1} e
disiribui-los em 100 intervalos equiespagados em {0,1). O namero
esperade em cada intervalo € 100, Calcula-se o valor da

estatistica xz, isto &,

K 2
=k Z(N-— N],onde
NT L VT TR

i

k = ntimero de intervalos

N = Tamanho da amostra (no caso, 10.000).
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2} O procedimento 1) é repetido 1.000 vézes para que sejam obtidos
1.000 valores xz. Se a sequéncia de nimeros gerados for uniforme,
2 2

2 .
entdo xl. xz""’xzoao s¢ Ccomportard como uma amostra aleatéria

proveniente de uma distribuiciio xz‘k 9

3} Os 1.0OD0 valores xz sdo digpostos em 100 intervalos igualmente

provaveis :

2 ; 2 2 2

2
d naw e 0
t99,0.01; " {2{99,0.013’x£99.0.uz})' (X X )

g,
{0,x £99,0.99177(99,1,0)

ndmero BJ* esperado em cada intervalo & 10.

4) Calcula-se a estatistica xg total,

100

z ym®
X, = Z (Bj 10}°710
1=i

De acorde com Kalos e Whitlock [18] pg 173, o valor de xi nos

melhores geradores estd em torno de 80 a 82.

. 2 .
Ao empreendermos oS passos descritos acima, o valor de X cbtido
foi de 103,54, No entanto, um valor desta ordem parece ser razodvel,

desde que xz(gqeon = 134,16,

Chservagio : O valores de ;;:2 com &« = 0.0L,...,0.99, foram

t92ay '
obtidos utilizando~se a fungio INVCHI do produto SAS .,
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Programa para gerar a distribuigdo de frequéncias do critério de
comparagic £ = 1~  AminAmex  de acordec  com

distribuicBes Multinomiais especificadas

real*s a{5,5),aux{2,3,3),zero,cmx, quol2},te(20}

real*| auxi(2,3,3),auxle(2,3,3),b{5,5), cmn, rine

real*g d{2,3,3],acH2,10),te1{20),sum(3}, rmat{50,10)
real*s pC{B,S}.pl(Z,5).t(2,3,3},tp(2,3,3),hf{5}

real*g rri{5),ri5), wkspeel(12), {2200}, aux2(2,5,5)

integer ni{2,12},nc(2,3,3), 07 (100}, nel{ 3}

integer i,ia,iunit,ipt(20),fail, ins, idiml, idim2, num, idig
integer nv,ita,isl,ig,idl,id2,ident, kd,iftagl{2},ndis

O primeiro DATA a seguir especifica o numerc de classes para as
distribui¢es de frequéncia, o intervale de classes, o numerc de

distribuisfes e 2 semente a ser utilizada.

O segundo DATA especifica o numero de simulagbes de MONTE
CARLO, as dimensbes das tabelas de contingencia a serem geradas
segundo as associacoes em dados.arq e o tamanho da amostra.

data nel,hf ,ndis,isl,/15,0.07,12,237
data ins,idiml,idim2Z,itar500,2,2,500/

O arquive dados.arq deve conter as distribuigBes Multinomiais de
interesse para a geracdo de tabelas de contingéncia. A leitura
destes dados & feita pelo READ a seguir. Cada distribuicio
Multinomial dever4 ser registrada em wuma linha do arguivo

externo.
No arquivo graf.dat serdo gravados os valores gerados de £.

No arquive resumo.dat serfo gravados o5 pontes médios e
frequencia da distribuigdo de § para cada distribuigdo

Multinomial em estudo,

No arquivo stat.dat serfio gravados estatisticas bésicas tais
come os valores minime, maximo, média e varilncia da

distribuigio de £,

open{unit=33,file~'dados.arg’,status="old"’}
open{unit=11,file="graf .dat’,status="new’)
open{unit=88,file="resumo.dat’,status="new’}
open{unit=99,file="stat, dat’,status="new’)
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37

33

34

zere = dble{(.0)

write{90,*)’a semente desta geracac e '

write(99,*)'a semente desta geracao e :'

write{90,37)is!

write{99,37)ist

format{/,5%,13,/}

write{99,%)'Valores mini,maX,media e var da Distribuicaoc
read(33,34,end=35}{{rmat{i, }}, j=1,4),i=1,ndis}

A subrotina gOScbf envia a semente escolhida para o gerador

de nimeres  pseundo-aleatérios gOScaf da NAG a ser utilizado na

subrotina gera.

call gOScbf{ist}
ig = idimi®*idim2
idig = 2%ig
do  i=1,5

Hf{i) = zero
end do

write(90,34 M {rmat(i, }}, j=1,4},i=1,ndis)
write(11,34){rmatli, j), j=1,4),1=1,ndis)
format{4(f6.4,1x]]

do kd = l.,ndis

Rotinas de Inicializacao

cal] point{idim},idim2,idig,ipt)
call startikd,ing,ig,rmat,t,tp.aux2,te,tel,
* fa,iunit, ifail, ident,idiml, idim2,¢)

call margl{idiml,idim2,pl, tp)
call margclidiml,idimZ,pe,tp)
cakll sums{ita,kd,idiml,idim2,aux2,pl,pc)
call codepelidiml, idim2,1p,d}

Rotinag para inicializacac do gerador Multinomial

call decres{ig,tel,idig,ipt)
call acclig,tel,acl)
call mxmn(ita,cmx,cmn,nf, nv}

do §i = l,ing
Simulacac - Contagem

call gera(idiml,idim?2,ita, tel,act,idig,ipt,n)
call freqgli,ita,idiml, idim?2,n,nc)
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c Calculo das matrizes de Dependencia
c e Codependencia DI e D2

exsll prop{idiml,idim2 ita,tp,nc)
call margl{idiml,idim2, pl,tp)

call  margelidiml,idim2, pe,tp)

call provet{pl,pe,idiml idim2,aux)

cali criauxitp,aux,idiml,idim2,auxl)

call transp(auxl,idimi, idim?, auxlt)

cali produt{auxi, auxit,idim?2, idiml, idim2,d)
€ Caleulo dos autovalores maximo(lmax] e minimof{lmin} de

invlD21*D1

call inicialidim2.d,a,1)

call  zeralrr,ri,wkspce)

k=1

call nagla,b,idim2,rr,ril

call calefgquo,k,zero,rr,ri, idim2,if lagl)

call zeralrr,ri,wkspce)

k=2

call ragib,a,idim2,rr,ri)}

call calelquo,k,zero,rr,ri, idim2, if lagl)

if(iflagi{i). eq.0.and. iflagi{2). eq. 0} then

if{quoi{i).lt.quo{2)}) go to 111
cl{i} = quol2)
go to 222
i1 cf{i} = quoll)
go to 222
glse
endif
if{iflagi{l}).eq.Olthen
cfi} = quofl)
go to 222
else
endif
if(iflagl(2).2q.0)then
efi) = quol2)
go to 222
else
go to 333
endif

c write{90,*)'C{i) =’

c write{90,*)c{i)

222 if{c{i).ge.zerolgo to 444
write{90,*)rr{l),rr(2}
stop

444 if{e(i). gt.omx)emx=c{i}
if{c{i}. it.cmnlemn=c{i}
nv=nv+l

333 end do
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61

40

Distribuicas de 1 - Imin/lmax

do  j=l,ins
write{11,61)c(j}

format{5x,110.5)
end do

catl saidas{num,rinc,ident, nv,¢,cmn, omx, ing)
end do
end

Subrotinas

subroutine start(kd,ins,ig,rmat, t,tp,aux?2 te, tel,
ia,funit,ifail,ident,idiml,idim2,c)
real*s tpl2,3,3),1{2,3,3),aux2(2,5,5),1e1{20}
real*s c{1100), zero, te{20),rmat{50,10}
integer kd,ing,ig, ia,lunit,ifail, ident, idiml, idim2
zero = dble(0.0)
ident=kd
in =5
jupit = &
ifail=l
do i =1,20
telil =zero
end do
do  i=lins
cli} = zero
end do

do kf = l,ig
te(kf} = rmatlkd,kf}
mx = kff + ig
te{mx) = rmatl{kd,kf)
end do

writel90,40){tell),i=1,B)
format{4{2x,f4.2)}

I o= 2%g

do i = LI
tel{i} = tefi)

end do

=t

dom=12

do j = 1,idiml
do k& =1,idim2
tp{m, Lk} = zero
tpim,j,k} = tell}
tlm, ik} = tell}

it

124



i=14+1
end do
end do
end do
return
end

siibroutine point{idim!,idim?2,idig,ipt}
integer idiml,idim?2,idig,ipt(20}
ig = idim!*idim2
do i=lig
ipt{i} = i
mx = i + ig
ipt{ms) = i

end do

return

end
subroutine sums{ita,kd,idim},idim2,aux2, pl,pc)
real*g zero,aux2(2,5,5),pi(2,5),pcl(2,5}), sum(3)

integer kd,idimi,idim?2,id1,id2,ita
zerg = dble(0.0)

do m=1,2
sum{m} =zero
do  Jj=l,idimi
sum{m) = sumi(m)} + pl{m, i}
end do
end do

idl = idimi + }
idZ = jdim2 + |

do m=1,2
do j=1,idi
do k=i,id?
aux2im,idL,k) = zero
auxz(m, j,id2} = zero
pl{m,idl} = =zero
poim,id2) = zero
end do
end do
end do

do m=1,2
do  i=l,idl
aux2(m,i,id2)} = pl{m,i)
end do
end do

do m=1,2
do j=1,id2
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o 0

end do
end do

do m=1,2

aux2{m,idl,id2} = sumim)
end do

write{90,2)

format{/, 15, Tabela de Associac, Linha/Coluna’)

write{90,3){{aux2(1,i, ), j=1,id2),1 = 1,id1}
formatl(/ 3(5x,76.4),/)

write{88,33){{aux2(1,1, i}, j=1.id2},i = 1,id1)

format(/,3{5x,6.4},/)

refturn

end

subroutine  acclig.tel,acl}
real*g tel(20}),ac1(2,10),zero
integer ig

zere = dble(0.0)

1 = ig + 1

j=0

dom = 1,2

acl{m,ll = zere

do  i=2,1

aci{m,i) = zero

goi{m,i) = aci{m,i-l} + tel(i-1+])
end do

j = ig

end do

return

end

subroutine mxmn{ita,cmx,cmn,nf,nv)
real*8 omx,cmn,zero

integer nv,nf{i100}

zera = dble(0.0)

CMX = Zero
cmn = dble{70000.00)

nv =0

do | = 1,42
nf{j} = 0

end do

write{90,6) ita
write{99,6} ita
format{/,32hTamanho da amostra p/simulacao :1h , 5x,i4)
return
end

subroutine gera{idiml, idim2,ita,tel,acl,idig,ipt.n)

As dimensoes de IA e XA devem estar de acoerdo

com o tamanho da amosira a ser gerada.

integer n(2,12),ipt{idig). ia(2000), nt{4),ita,ig,idig,ifail
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22

21

20

100

90

ig = idimi*idim2

1 =1ig -1
2 =0
ifaile=D
do j = 1,2
nt{j} = Q
isz = ita
ix =0
do j1 = L1
i o= j1 o+ j2
i3 = iptid)
n(j»jl?} = ()

if{isz.eq.0} go to 100
p = tel(jl+j2)/1.0 -~ acl{jji)}

aux = g05cafir)
if{kk.ne.ita) go to 22
if{jne.l} go to 22
aux=gOScaf(r)
if{ji.ne.l} go to 21
if{ine.2) go to 21
iflk.eq.(isz~1}) call g05cff(ia,ita, xa,ita,ifail}
ffaux.gt.p} go to 20
n{j 3} = n(ij3} + 1

end do
ix = ix + n{j, j3}
isz = ita -~ Ix
end do
nt{i) = ix
2= ig
end do
Il = 2¥%g
nfl,ipt{igh ita - nt{l)

ol2,ipt(ll})} = ita - nt(2)
write{90,90){(n(1, j}, j=1,1g),{=1,2)

format(/,15x%,2(i3,5%))
call gOScef(is,ita,xa,ita,ifail)
return
end

subroutine freq{i,ita,idiml,idim2,n,nc}
integer n{2,10),nc(2,3,3)
zero = dble{(.Q)
do j =1,2
kk =0
do 1 =1,idim}
do k =1,idim2
ne{j Lk} = 0
ke = kk + 1
ncl(j, Lk} = n{jkk)
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end do
end do
write{90,*}'Tabela das Frequencias'
write{90,8)({{nc{j,k,1},1 =l idiml}k =1,idim?2]},j=1,2)

format(/,2{5x%,i3}, /)
return

end

Calculo das Proporcoes Amostrais

subroutine prop{idiml,idimZ,ita,tp,nc)
integer nc(2,3,3)
reai*8  tp{2,3,3),zero
zero = dblef0.0}
de j = 1,2
do k = l,idiml
do 1 w=lidim2
tplik,l} = zero
tplik, 1} = dfloatinedj, k, 1)) /df loat{ita)
end do
end do
end do
write{90,*V' Tabela das Proporcoes Amosiraig’
write(90,13){({tp{i, k. 1},1 = Lidim2)k =i, idiml}j =1,2)
format(/,3{5x,17.5))
return
end

Perfis Marginais de Linha

subroutine margl{idimi,idim2,pl,tp)
real*s pi(2,5),tp(2,3,3),zer0
ZEro dble{0.0}
do J 1,2
do k = l,idimi
pl{jk} = zero

do 1 =lidim2
p“\j:k) = plijai‘ﬂ + tp(j)krn
end do

end do

end do
write{90,*) Perfis Marg. de Linhas’
write{90,208)(pl(j,k),k = Lidiml}l,j =1,2)
format{/,3{5x,17.5), /)
return
end

Perfis Marginais de Coluna

subroutine  margelidiml,idim2,pc,tp)
real*] pcl(2,5),tp(2,3,3),zero
zero = dble{0.0)} (X
do j = 1,2

do k = 1,idim2



209

cl0s

c212

do | = i,idiml
pcljk} = peljX) + tpljLk)
end do

end do

end do
write{90,*)' Perfis Marg. de Colunas’
write(90,209}{{pclj,k),k = Lidim2),j = 1,2}
format{/,3{5x,{7.51,/)

refurn
end
subroutine provetie,el, k1,k2,resl)
reai*8  ef2,3) [el{2,3) ,resi{(2,3,3)
do jl = 1,2
do § = Lkl
do I = L,k2
resi{jl,j,1) = dble(0.0}
resi{jl, 1,1) = el jl, jy*el(ji, 1}
end do
end do
end do

write{90,%} Produto dos Perfis Marg.’
write{90,108){{{res1{j1,3,1},] =1%2),j =Lki}ji =12}
format(/,3(5x, 7.5}, 7}
return
end

subroutine criaux(tp,aux,idiml,idim2,auxt]
real*s 5q,1p{2,3,3), aux(2,3,3),aux1{2, 3,3}
Criando auxl = sqrt{2}*{tp#.5 -~ (pi*pclt.5)

sq = dble(0.5)
do j = 1,2
do k 1,idimi
do 1 1,idim2
auxi{jk.l}) = dble(0.0}
auxl{jk,1} = dsgrtitp(jkl)} - dsgrt{aux{jk.D))
auxi{jk,1} = dsqrtlsq) * auxl{jk1)
end do
end do
end do
write(90,*)Matriz Delta’
write{90,212}({(auxi{j,k,1},1 =Lidim2}k =1,idiml),j= 1,2}
Tormat(/,2{5%,17.5),/)
return
end

subroutine transp{x,il,i2,res)
real*s  x(2,3,3) , res(2,3,3)
do j = 1,2
do k = L,i1
do 1 = L,i2
res(jk,1} = dble(0.0} 133
res(},k,1} = x(jLk)



c 218

format{//,3(3x,13),3x,£7.5)
end do
end do
end do

return
end

subroutine  produt{xl,x2,k1,k2 k3,d}
real®s %1{2,3,3),x2(2,3,3),4(2,3,3)
do jj = 1,2

do § = Lk

do k = 1Lk3

d{ji, 1k} = dbie(0.0)
do I = 1,k2

diji, ik} = dliLik) o+ x2ULLDPsGLLR)

end do
end do
end do
end do
write{50,%) Tabelas de Dep.e Codep.’

writel90,*H{{d{jj, j.kxLk =Lk3)j =Lkl1)Ljj =12}
write{90,209){(a(jj, k), k =Lk3),j =Lk, jj =L2)

format{/,2(5x,17.5},/)
return
end

subroutine inicialidim2,d,a,b)
real*s d{2,3,3),a{5,5),b(5,5), vmax
real®8  zero,vmin,const,constl,dez
integer idim?2,ita

zero = dble(D.0)

der = dble(10.0}

do k =1,idim2
do 1 = 1,idim2

all,ly = =zero
blk,l}) = =zero
all,l) = 4k
bik,1} = 4d(2,k1)
end do

end do

call fatcom(a,idimZ,vmax)

const = vmax

call fatcom{b,idim2,vmax)

constl = ymax
write{90,*)'Tatores comuns’
write{90,*const,constl

do  j=1,idim2
do k =1,idimZ2
alj,k} = dez®**const™{alj,k))
b{jk} = dez**consti*{b{j k)}
end do

end do

write(90,3){{a{},k}, k=1,idim2), j=1,idim2)
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write(90,4X{(b{1,%),k=1,idim2}, j=1,1dim2)
format(ZhD2/7(1h,2(5x,10.5)))
return
end

subroutine nag{al, bi, idim2,rr,ri)

real*8 al(5,5},b1{5,5),ans(5,5),ansl{5,5)
real*s re(S),ri{S). rinvbl{5,5),zero
integer in, idim2,if ail, intger(5}

zero = dble(0.0)

ia=5
do § =15
intger{jl} = O
do jj = 1,5
rinvbl(}, i} = =zero
ans{j, ji} = zero
ansi{j,jj} = zero
end do
end do
call inversa{bl,idim2,rinvbl}
call profal,rinvbi,idim2,ans,ansl)

write{90,* FPRODUTY’
write(90,92Y{{ansHE, j), j=1,idim2) k=1, idim2}
format{ih, 2{5%,f12.5)}
ifail = 1
call fozaff{ans,ia,idim2,rr,ri, intger,ifail}
if(ifail.eq.0) goto 20
write{90,*erro na subrot. fo2aff’
stop
write(90,93¥rr(§),ril i), j=1,idim2)
format(ithautovalores/(2h{,2{5%,710.5,1h,10.5)))
return
end

subroutine cale{que, k,zero,rr,ri, idim2, iflagl)
real*s vinin, vmax, rr(5},ri(5), zero, quol2}
integer k,idim2,iflag,iflagi{2)

iflag = O

do j =1,idim2
if{ri(j}.ne.zero) iflag = 1

end do

quolk) = zero

iflagl{k)=iflag

if{iflag.eq.0} go to 10
write{90,*) Autovalor com componente complexc’
goto 88

call minmax(rr,idim2,vmin,vmax)

quo{k} = dble(l.Q) ~ vmin/vmax
write(90,*)quolk)

return

end

Autovalores Maximo e Minimo

i

subroutine minmax{rr,idim2, vmin, vimax)



vmin = rr(l)
vmax = rr{l)
§=1
J=j+1

if {J.le.idim2} then
it (rri{jl.le.vmin} then
vmin = rr{j}
go to 34
else
endif
if{er{§).ge.vmax) then
vmax = rrij}
go to 34
else
g0 to 34
endif
endif
wirite(90,35)
format{/,15%, Autovalores Minimo e Maximo')
write(90,36) vmin,vmax
format{/,2{3x%,9.5))
return
end

subroutine  codepe{idiml,idim2,tp,d)

real*g d{2,3,3},1p(2,3,3),pl{2,3),pc(2,3]

real*s aux{2,3,3),auxt{2,3,3},auxi1t(2,3,3)

call margl{idiml,idim2,pl, tp)

call  margclidiml,idim2,pc,tp}

call provet{pl,pe,idiml,idim2,aux)

call criaux{tp, aux, idim}, idim2, aux1}

call transplauxl,idiml,idim2, auxit)

call produt{auxl,auxit,idim2,idiml,idim2,4)

write(90,*) Tabelas de Dep. e Codepend. pfassoc. linha - coluna’

write(90,10H(d(1, },k),k=1,idim2}, j = 1idim2}
format{/,2{5x,{7.5})

return

end

subroutine decres{ig, tel,idig,ipt)

real*8 tel(20},b

integer ig, bl idig,iptlidig)
H=0

nig = il - 1
do j = 1,ni0
do k = jil

if{tel(§) - tellk))30,40,40
b = tellj)

tellj) = tel(k)

tel(k} = ©

bl = ipt{j) LY
ipt{j) = iptlk)



40

cll

end do
end do

1= ig

= ig + |
end do
write{90,11){telli),ipt(i}),i=1,11}
formatl/,5x,7.5,5%,i3}
refurn
end

subroutine somat{alfa,idimi,idim?2,ig,t,tel}
real*g t(2,3,3],tel(20]),alfa
integer  idimi,idim2,ig
write(90,%) subrotina  somat’
1 =1
do j = 1,idiml
do k& =1,idim2
tet{l) = alfa*t{l,jk) + {(dble(l.0)
I = ig + 1
tel{il) = tel{l}
write(90,1) alfa,tel(l),tel{ll)
format{/,3(5x,f7.51
I =141
end do
end do
return
end

aifa)*t(2,1,k)

subroutine verify(idimi,idim2,nc,1,ita)
real*s t{2,3,35Lq(8),v
integer ncl{2,3,3),idiml, idim2
1=0
gfll dble{0.0)
qf2) dble{0.4)
do =12
do  j=1,idim!
do k=i,idim2
vl = dfleat{ita)*ti{l, LX)
all) = g(i+{{dfloatlne(l, jk)}}-  vI)**2)
end do
emnd do
end do
write{90,4)(glj), i=1,2)
format{7hQuiQuad/{(1h,2(5x,f10.4}})
return
end

1l

subroutine prof(helpl,unit,idim2,ans,ansi)
real*s helpl(5,5),unit{5,5),ans(5,5},ansl(§,5)
integer idim2

do  j=1,idim2

do k=1,idim2

ans{j,k} = dble(0.0}

ansi{jk) = dble{0.0)

L



ans{ik) = ans(jk) + unit(j)*helplil,k}
ansl{jk} = ans{jk)
end do
end do
end do
return
end

subroutine fatcomlaux3d,idim2, vmax)

real*® aux3(5,5) v, dez, fat{12}, x, vmin, vimax
real*8 zero

integer k,idim2,l

dez = dhle(10.0}

zero = dble{.0)

I =0
do i= 1idim2

do j = Lidim?2

1 = 1 + 1

=0

v o= aux3(i, i}

if{v.it.zern} v = dabs{v)

X=v

¥ = x¥dez

k=k+1

if{x.gt.dez}) goto 2

go 1o 1

E=k~1

fat{l} = dfioat{k)

end do
end do
call minmax(fat,l,vimin,vmax)
reiurn
end
subroutine inversafbi,idim2, rinvbl)
real*8 b1(5,5}, auxi{5,5), aux2{5,5),p(5),same(5,5}
real®s prod{5,5},ans(5,5), ansi{5,5), rinvbl{5,5),zero

integer id,idim2

ROTINA DE FADDEZEW
zero = dble(0.0)
= jdim2 - 1

do  j=I,idim2
plj} = zero
do jj = l,idim2
auxt{j, jj} = zero
aux2(j,ij} = zero
aux2{(j, ) = dble(L.Q)
prod(}, jj) = zero
same(},jj) = zero
same{j,j} = dble(1.0}
auxl{j,ji} = bl ij)

rinvbl{j, ij} = zero



cl

end do

do | = L,id
call pro{aux2,bl,idim?2,ans, anst)
do i=l,idim2
do ii=l,idim2
auxi{i,ii} = ans(i,ii)
end do
end do
do I = I,idim2
plil = pl{j] + auxili,i}

end do
p(j} = plji/dfioatdj}
do i=l,idim?
prod(i,i} = p{j)*sameli,i)
end do

do  f=pidim2
do ii=l,idim2

aux2(i,ii) = auxi{i,ii) - predliii}
end do
end do
end do
call pro{aux2,bl,idim?2,ans,ansi)
de j=1,idim2
plidim2} = plidim2} + ans(i,i)
end do
plidim2) = {dble(1.0)dl loat{idim2})*plidim?2}

do =i, idim2
do ii=],idim2
rinvbl{i,ii) = (dble(1.0)/plidim2} ) *aux2(i, ii)
end do
end do
write(90,*V INVERSA'
writel90,1}{{rinvbl{i, j}, j=1,1dim2),i=},idim2}
format{/,2{5x,{16.10)}
return
end

subroutine saidas{num,rine,ident,nv,c,cmn, omx, ins}

real*y r1i{100),r1s{100), xmed{100), zero
real*g cmn,cmx,5q,s¢,h,media, var,c(1100},rinc
integer nv,ins,ident, num,nf(100)
zero = dble{0.0)
um = dble{l.0}
54 =zero
SC=ZAr0
h = zero
h = rinc
de i=1,30
xmed{i] = zero
riili} =zero
risli} = =zero
nffi} = Q
end do
rii{i) = ¢

thg



xmed(}} = (rli{ll} + ris{1})/2

rlH{num) = 14.0*h
ris(nmum) = dblel(l.00)
xmed{num)} = {rli{lpum)} + ris{num))/2
ris{rim) = rls(num} + 0,01
ncont = num ~ 1
do j=2,ncont
if= 31
rli{f} = risii)
ris{j} = rli{j} + h
xmed(j} = {rli{j) + ris(ji/2
end do
write{90,*) limites inf. e sup. da dist. de C
=0
10 j==i4}
i=o0
if{i.gt.nv) goto 20
s¢ = s¢ + cfi)
sq = sq + cli)**2
30 =i+l
if{j.gt.oum) go to 10
if{cl{i). ge.rli{ j).and.c(i). It.rls{ §)) then
af(j) = nf(j) + 1
go to 10
elge
g0 to 30
end if

20 i=0
ris{num) = dblell.0)
do § = 1,num
write(90,3] i j)ris(), xmed{ ), nf{ j}
3 format{i3,3x%,fi2.4,2x, [~ 2%,F12.4,3x%,§12.4,3%,i4)
writel88,7}},ident, xmed( j),nf(j)
7 format(i3, ix,i2,1x,712.2,1x%,i3}
end do

media = sc/dfloat{nv)
var = {sq - (scl**2.0/dfloat{nv))/{dfloat{nv) - 1}
write{90,*)'Valores mini,max,media ¢ var da Distribuicao :
write{90,5}cmn, cmx, media, var

5 format{/,2{5x,112.4),2{8x,f12.4})
wiite(99,9)cmn, cmx, media, var

9 Tormat{2{3x,{12.4),2{2x,f12.4))
write(90,*Ynumero de simulaccoes validas
write(90,%*Inv
return
end

L

subroutine  zeralrr,ri,wkspee)
real*8 rr{5),ri{5), wkspee{12}),zero
zero = dble{D.0}
do j=1,12
wkspeelj) = zero {kb
end do



rre{j) = zero
ri{j} = zero
end de
return
end

Wy



19 -~ Kemp, A. W. and Kemp, <. D, - (1987)
Rapid Genaration of Freguency Tables -~ Appl. Stat. 36 277

20 - Kendall and Stuart - {1970}
Capitule 30

21 ~ Khan, A. H. and Ali, 5. M. - (1973}
A New Coeffcient of Association -~ Ann. Inst. Statist. Math.,

- wvol 25, 41 - 50

22 - Kullback 8., Leibler A. ~ {1951}
On  Information and Sufficiency -~ Ann. Math. Statist., vol. 22
pp. 79-86

23 ~ Leite LG., Singer I.M. - {1990)
Métodos Assintdticos em Estatistica - Fundamentos e Aplicagles,

° Simpésio Brasileiro de Probabilidade e Estatistica / IME - USP

24 - Mathai A. M. , Rathie P.N. - {1975)
Basic Concepts in Information Theory - New Delhi, Wiley Eastern

Limited

25 - Matusita, Kameo - {1955}
Decision Rules based on the Distance for problems of Fit, Two

Samples, and Estimation - Ann. Inst, Statist. Math. vol 26, 631 - 640

26 ~ Matusita, Kameo - {1956)
Decision Rules based on the Distance for problems of
Independence, Invariance and Two Samples - Ann. Inst. Statist. Math.

vol 7, 66 - 74

27 - Nishisato, Shizuiko - (1980)
Analysis of Categorical data : dual scaling and its applications

Toronto — University of Torinto press

150



28 - Rao, C. R. - (1968)
Linear Statistical Inference and its applications - New York - I

Wiley

29 - Rényi A. - (1987}
On Diary on Information Theory — Budapest, ]. Wiley & Sons

30 - Ripley, Brian D. - (1987)

Stochastic Simulation -~ New York -~ 1. Wiley

31 - Roy, S. N. - (1957)
Some Aspects of Multivariate Analysis - New York ~ J. Wiley

32 - Searle, Shayle R. - {1982)
Matrix Algebra Useful for Statistics -~ New York - J. Wiley

33 - Wigner, E. P. - {1958)
On the Distribution of the roots of certain symmetric matrices -

Annals of Mathematics ~ vol. 67 No.2, pp 325 — 327, march, 1958
34 - Wilkinson, L H. - {1966)

The Algebraic Eingenvalue Problem ~ London ~ Oxford University

Press

i1



