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Resumo

Neste trabalho vamos abordar dois resultados em particoes planas. O
primeiro, chamado Teorema Fundamental de MacMahon, nos da uma férmula
da funcao geradora de particoes planas de um nimero natural n; cuja versao
da demonstracao que serd apresentada neste trabalho foi a prova dada por
L. Carlitz em 1967. O segundo, chamado Conjectura de MacMahon, nos da
uma férmula para a funcao geradora de partigoes planas simétricas de um
nimero natural n, com até s niveis e com cada parte menor do que ou igual
a j, este, provado por George Andrews em 1979 com um elegante argumento
combinatorio. Para a demonstracao desses resultados usaremos identidades

combinatorias e alguns resultados sobre determinantes.
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Abstract

In this paper we approach two results on plane partitions. The first,
the MacMahon’s Fundamental Theorem, gives us a formula for the gener-
ating function of plane partitions of a natural number n, whose version of
the demonstration will be presented here was the proof given by L. Carlitz
in 1967. The second, MacMahon’s Conjecture, gives us a formula for the
generating function for symmetric plane partitions of a natural number n
with at most s rows and with each part at most 7, this, as proven by George
Andrews in 1979 with an elegant combinatorial argument. For the demon-
stration of these results we will use combinatorial identities and some results

on determinants.
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Introducao

Em particoes planas existem funcoes geradoras associadas de uma sim-
plicidade fabulosa.

O maior estudioso na area de particoes e a quem se deve o crédito de
grande parte dos resultados na teoria das particoes planas é o Major Percy
A. MacMahon. MacMahon comecou seus estudos na matematica no século
dezenove, em Teoria dos Invariantes, um dos topicos mais quentes na época.
Seu interesse em particoes e particoes planas aconteceu justamente pois al-
guns problemas da Teoria dos Invariantes recaiam em problemas de contagem
do numero de particoes; enumeradas na época usando os diagramas de Fer-
rers.

Em 1897, MacMahon conjecturou uma férmula da fungao geradora para o
nimero de particoes planas. Para sua surpresa, provar esse teorema tornou-
se um desafio que levou vinte anos, sendo publicado somente em 1916 [5]. No
entanto, neste trabalho apresentaremos a demonstracao feita por L. Carlitz
em 1967, cuja ideia é demonstrar um refinamento da férmula de MacMahon.

Em 1898, MacMahon [4] apresentou seu primeiro estudo sobre partigoes
n-dimensionais simétricas. Uma das partes interessantes desse artigo é a

conjectura sobre a fungdo geradora para M(j, s;n), o nimero de parti¢oes



planas simétricas com até s linhas ou niveis e com cada parte menor do que
ou igual a j.

Em meados de 1960, B. Gordon [6], [7] provou a Conjectura de MacMahon
para parti¢oes planas simétricas quando s = oo. Gordon [7] observou que a
bijecao de Sylvester entre particoes auto-conjugadas e particoes em partes
impares distintas poderia ser diretamente estendida para particoes planas
mostrando que M (7, s, n) poderia ser visto como o niimero de partigdes planas
de n estritamente decrescente ao longo das linhas onde cada parte é impar e
menor do que ou igual a 2s—1, e com até j linhas. Ainda em meados de 1960,
E. A. Bender e D. E. Knuth [10] desenvolveram um método combinatério
para o tratamento de muitos problemas em parti¢oes planas, estendendo o

trabalho de Gordonl[6], [7], e de Gordon e L. Houten [8],[9]. Eles mostraram

que se

gi(q) =Y M(j, sn)q"

n>0
entao
Gon = det(Ci_j + Citj—1)nxn,
92nt1(q) = [H(l + ¢ | det(Cij — Citj)nxen,
i=1
) 2m ) S
com Cj, = ¢* , onde é o polinomio de Gauss (ou
m+k M

q? qr
coeficiente g-binomial).

Usando esses resultados, em 1979, G. Andrews apresentou uma elegante

demonstragao combinatorial para a Conjectura de MacMahon.



Neste trabalho, o objetivo é apresentar a demonstracao das duas conjec-
turas acima citadas, a primeira diz respeito a fungao geradora para particoes
planas, e a segunda se refere a funcao geradora para particoes planas simétri-
cas restritas. Para tanto, no primeiro capitulo vamos apresentar as definicoes,
notacoes e duas identidades importantes: o somatério de Chu-Vandermonde
e uma recorréncia do polinomio de Gauss.

No segundo capitulo apresentaremos a versao da demonstracao da férmula
para a funcao geradora de partigoes planas, feita por L. Carlitz, derivada
como um corolario de uma série de lemas e teoremas sobre particoes planas
com restri¢oes sobre os niveis, as colunas e cada parte.

No terceiro capitulo apresentaremos a demonstracao da Conjectura de
MacMahon: uma férmula para a funcao geradora de particoes planas simétri-
cas com restricoes sobre os niveis e cada parte, feita por G. Andrews. Para
tanto, na primeira secao desse capitulo abordaremos alguns resultados de
séries hipergeométricas basicas, identidades combinatérias e alguns resulta-
dos sobre determinantes. Na segunda secao, apresentaremos a demonstracao
da conjectura, que segue diretamente da aplicacao dos lemas abordados na

primeira secao do terceiro capitulo.



Capitulo 1

Conceltos Basicos

Neste capitulo apresentaremos as defini¢oes, as notagoes adotadas e al-
guns resultados combinatérios basicos que iremos utilizar na demonstracao

dos lemas e teoremas nos proximos capitulos.

1.1 Definicoes

Nesta secao introduziremos defini¢oes e a notagao que vamos adotar ao

longo do trabalho.

Definicao 1.1.1. Definimos uma particao plana de n como sendo uma re-

presentacao
n = Z Nk (1.1)
ik>1
tal que
(Z) Ny € N



(1) ni g > M1

(1ii) Mige > Mg -

Definicao 1.1.2. p;.(n,m) € o numero de parti¢oes planas de m com até r

colunas, com até k niveis, e cada parte menor do que ou igual a n.

Definigao 1.1.3. Parti¢ao Plana Simétrica de n com até s niveis e com cada

parte menor do que ou iqual a j € uma particao plana tal que

(1) nig = N
(i) nip =0 sei>s

Definigao 1.1.4. M(j, s;n) € o nimero de particoes planas simétricas de n

com até s linhas ou niveis e com cada parte menor do que ou iqual a j.

O conhecimento sobre particoes e fungoes geradoras permite que facamos
uma generalizagao dos nimeros binomiais. Na linguagem combinatoria, (’;) é
definido como o niimero de maneiras de escolher k elementos em um conjunto

contendo n elementos, e portanto obtemos que paran > j > 0

(n) ~nl
k) dn—j)
Os numeros binomiais estao usualmente presentes no Triangulo de Pascal,

pelo qual vemos que os numeros da n—ésima linha sao os coeficientes de

(14 2)™



Desta forma podemos introduzir o Teorema binomial, usualmente escrito

como
- n
—k, k
(x+y)" = E " ry"
k=0 \ K
Agora consideremos os caminhos possiveis no primeiro quadrante, partindo
da origem (0,0) até o ponto (n — k, k) através de n tragos unitdrios verticais

ou horizontais,[11]. Observe o caso paran =2e¢ k = 1.

+

Na primeira figura nao temos nenhuma area abaixo do caminho, no en-

tanto, na segunda a area é igual & 1. Podemos expressar ("

k) caminhos de

acordo com a area abaixo da curva, descrevendo o caminho com x se andamos

na horizontal e y se andamos na vertical. Uma vez que
(z+y)* = xz + 2y +ya + yy,

observamos que podemos expressar a area reescrevendo cada termo com x
em primeiro lugar e adicionando um elemento de area para trocar yx por zy.

Usaremos o parametro q para fazer essa contagem, o seja, queremos que

Yyr = qry,

€ assumimos

Yq = qy,



xq = qu.
Desta forma temos
(z4+y)* = 2"+ (1+ gzy + >

Com um argumento combinatério, podemos estender a propriedade do

Triangulo de Pascal para os coeficientes binomiais:
n+1\ (n L n
k - \k k—1)
e determinar uma expressao para o coeficiente g—binomial, que definimos:

Definicao 1.1.5. Definimos os coeficientes q—binomiais (Z)q por

(z+y)" = i (Z) qm’""“y’“

k=0

quando yq = qy,rq = qT,yTr = qTY.

Uma vez que (z 4+ y)"™ = (z + y)"(z + y) temos

~ (n+1 n+17kk_n n n—k_ k
Z( N )qx =0, K Y (z +y).

k=0 k=0

Mas como y*z = ¢*zy* obtemos

()= (), 4

Pelo mesmo argumento, usando que (z+y)""™ = (z+y)(z+y)", obtemos

(O,



Combinando 1.2 e 1.3 temos

(n) _ (1—q)..(L—q")
k), (1=q)-.(1=¢")(1—q)..(1-gF)

e assim podemos definir:

n
Definicao 1.1.6. € 0 polinomio de Gauss ou coeficiente g-binomial

m
q"

definido por:

(1=g"")(1—=g(" 7). (1—g(n=m+1r)

n (=g (gD (i=gy » 0<m=<n
m
Q’r 07 m < 0’ m > n

Definigao 1.1.7. (q), = (1 — ¢)(1 — ¢*)...(1 — ¢").
Definigao 1.1.8. (A,q), = (1 — A)(1 — Aq)...(1 — Ag"™).

Definigao 1.1.9. 7,.(ny, na, ..., Nk, q) denota a fungdo geradora para partigées
planas com até r colunas, até k linhas ou niveis e com n; blocos na primeira

entrada no i-ésimo nivel.

Definigao 1.1.10. 7, x(n, q) denota a funcao geradora para particoes planas
com até k niveis, com até r colunas e com cada parte menor do que ou igual

an.

1.2 Identidades Basicas

Nesta secao apresentaremos algumas identidades combinatérias basicas.



Teorema 1.2.1. Seja V,, um espaco vetorial de dimensao finita n sobre

GF(q), um corpo finito de q elementos. Entdo existem exatamente

n o (1_qn)(l—q”fl)...(l_qnkarl)
k N (1—q’“)(1 —qk—l)...(l_q) ) (1.5)

q

subespacos de V,, de dimensao k.
Demonstragao:

Primeiramente, precisamos determinar o numero de k-uplas de vetores
linearmente dependentes {vy, vy, ..., vt } existentes em V,,. Para tomar vy temos
q" — 1 escolhas. Como vy & span{vi} entdo temos q™ — q maneiras de escol-

U maneiras de

her vo. Em geral v; ¢ spanf{vi,..v;_1} entao existem q" — q'~
escolher v;. Logo, o niumero de k-uplas de vetores linearmente independente
é
(@" = D(¢" = q)-r(q" — ¢" 7).
No entanto, diferentes k-uplas podem gerar o mesmo subespaco. De fato
o numero de k-uplas que geram o mesmo subespaco € o numero de k-uplas

linearmente independentes que existem em um espaco k-dimensional: (¢~ —

1)...(¢" — ¢*71), logo o mimero de subespagos k-dimensionais de V,, é

(¢" = 1)...(¢" —¢" ")
(¢" = 1)..(¢" — ¢*1)

_ VR DMA g (1 =gt (L= g
FEEDRT — (1~ 1)1 q)

I—g)—¢g"h)--(A=g"™) [ n
(I—=gm)(1—gm1)---(1—-gq) k

q



Teorema 1.2.2. (Somatorio de Chu-Vandermonde) Para inteiros m,n e h

m—+n

h
n m

Z gt , (1.6)

=0 \ ! h—1 h

q q q

Demonstragao:

Considere V,,, 1, um espago vetorial finito de dimensao m+n sobre GF(q),
um corpo finito contendo ¢ elementos, e V,, um subespaco de dimensao m
fixado.

Sendo GF(q) um corpo finito contendo g elementos, ¢ é poténcia de um
nimero primo, e portanto, pode assumir uma infinidade de valores. Tanto o
lado esquerdo, quanto o lado direito da igualdade 1.6 sao polinomios em g,
logo, se mostrarmos que eles coincidem para uma infinidade de valores, eles

serdao idénticos.

m4n

Sabemos que ( N

)q é o numero de subespacos de V,,,,, de dimensao h.
Seja T; o numero de subespagos h-dimensionais de V,,,,,, que interceptam

V,» em um subespaco I-dimensional. Para contar esses subespacos temos que

determinar o niimero de h-uplas linearmente independentes {x1, ..., x;, Y1, ..., Yn_1 }

tais que z; € V;, e y; & Vi,,. Podemos escolher os z}s de (g™ —1)...(¢™ —¢'~1)

maneiras, e os y;s podem ser escolhidos em (¢™*" —¢™)...(¢""" — gt =1y

maneiras. Assim, o nimero de h-uplas do tipo {1, ..., 2, Y1, ..., Yot} é

(@™ = 1)e(g™ = (g™ = g™). (" — gD, (1.7)

No entanto pode ser que diferentes h-uplas gerem o mesmo espaco, ou seja,

alguma dessas h-uplas pertencem ao mesmo V}, com as primeiras [ entradas

10



em V] e o restante fora de V. Assim, para obter T} temos que dividir 1.7 por

(¢ =1l = d" " = ¢")(g" = g7
logo, temos

7 @M=D = q)(q" — ¢ (g™ = g") (g™ — g™
l (¢ = 1)(¢" — @) (d = ¢ (@ —a)(¢" = ¢") |

E colocando ¢™ e ¢' em evidéncia, obtemos:

_ (g" = Dalg™ " = 1)¢" (g™ = D) [(¢" = 1) (¢" = ¢")]
(@ = Dl = 1o g = D@ = Dol = )

™ K DD
l h—1
q q
portanto
h h
m-+n _ ZTZ _ Z m n q(m_l)(h_l)
h 1=0 =0 \ ! h—1

q q

11



Lema 1.2.3.

q

para todo m,n > 0.
Demonstracao: A prova € feita por induc¢dao sobre n. Para n = 0 nada

temos a fazer. Assuma o resultado vdlido para n e provemos que vale para

n+ 1. Como
n n—1 n—1
m m—1 m
q q q
seque que
n+m-+2 n+m+1 1 n+m-+1
m+1 m+1 m
q q q
N m+j wer [ PEMAL
j=0 m m
q q
= q
=0 m

12



Capitulo 2

Particoes Planas

Neste capitulo apresentaremos a demonstracao feita por L. Carlitz, sobre

a funcao geradora para particoes planas.

Lema 2.0.4. 7,.(ny,ng, ..., g, q) € determinada pela relagao de recorréncia e
condicao inicial:

__ni+no+...4+n

7Tr+1(n17n2a-"7nk7Q) =4q e k

NEk—1 ni

XYY D> m(m, e mgsq), (2.1)

mE=0mg_1=my  mi=ma2

Wl(nl,ng, ...,nk,q) = qn1+n2+...+nk‘ (22)

A equagao 2.2 é ébvia. O caso geral 2.1 com até r+1 colunas é facilmente
verificado retirando a coluna inicial (nq,ns,...ng) € examinando os arranjos
de até r colunas.

Nés agora podemos facilmente calcular m,.(ny,ng, ...,nk, q) usando 2.1 e

2.2. Por exemplo:

13



Exemplos 2.0.5. m(n,m,q) = ¢"™" Z Z gmm™

=q" Y (qml( > qm))

m1=0 ni=mai

. m . qml qnf(mlfl)_l
=g + Zq 1( ( )

m1=0 a4 1

m n+1 mi
— m—+n mi q _q
e ()

m10

= gmtn Z g (—q )

m1=0 q

m1=0n;=m1

Mas,
> qm (gm =g
=0
_ i q2k . Z qn+j
o ) e

qO(q2(m+l)7 B

-1 qg—1
o 1_q2m+2 n+1(1 m+1)
- 1—

q
q

_2m+2 n+1l/q1_ ,m+1 _
mo(n,m,q) = q" (1qu —1 (11_3 )>(1—Q) '
m+n ( 1 qm+1 1— qm+1) qn+1(1_qm+1))
(1— q2) (1-q)
mAn(]_gmtl m n
LD (14 ™) — ¢ (L + g)]
m+n 1 m—+1

= LD (1= ¢ (1 +q) — q(1 - ¢™)]

_ mtn | (A=¢"TH(A—¢™t!)  ¢(1—g™)(1—¢™")
1—¢? (1-9)(1-¢?)

14



n—+1 m+1 m—+1

=q"" —q . (2.3)
1 1 2
q q q
n+r—1 m+r—1
Lema 2.0.6. m.(n,m,q) = ¢"™™ +
r—1 r—1
q q
m+r—1 n+r—1
—-q
r r—2
q q

Demonstracao: A prova serd por inducdao sobrer. Parar = 1,2 o resultado
¢ vdlido. Suponha vdlido para r e mostremos que o resultado € vdlido para

r+ 1. De fato,

7 h
7Tr+1(h7j) Q) = qh+j Z Z 7TT(TL7 m, q)

m=0n=m

i h
, n+r—1 m+r—1
— 33 g n
m=0n=m T_l T_]-
q q
m-+r—1 n+r—1
—q
T r—2
q q
h+.j m [ Mt 1 h N n+r—1
=" >4 +
m=0 -1 n=m r—1
q q
m+r—1 h n+r—1
=D a" a4
m=0 T n=m 7"—2
q q
et J - m+r—1 h n+r—1
=" >4 +
m=0 T_l n=m T_l
q q
J m+r—1 h n+r—1
> >
m=0 r n=m T_2
q q



h h m—1
n+r—1 n+r—1 n+r—1
> > S
n=m r—1 n=0 r—1 n=0 r—1
q q q
r+h r+m—1
h r
q q
h h+1
n+r—1 n+r—1
an—l-l _ Z qn+1
n=m r—2 n+l=m+1 r—2
q q
h+1
Z o n+1+r—2
n+l=m-+1 r—2
q
h+1 m
n+1l+r—2 n+1l4+r—2
-5 o -3
n+1=0 r—2 nt1=0 r—2
q q
h+r m+r—1
r—1 r—1
q q
Assim
_ - J o[ m+tr—1 r+h r+m-—1
T (b ga) = 4" g -
m=0 T_l
q q
i L mtr—1 h+r m+r—1
_ q JR—
m=0 T r—1
q q
v [ TR J m+r—1 h+r m+r—1
_ +J m o m
=q q (]
h m—0 r—1 r—1 m—0 r
q q q q

No entanto

16



J m-+r—1 i1 m-+r—1
> W
m=1 r m=1 r
q q
r+7
=dq )
r—+1
q
J | mtr—1 r+7
>4 = ’
m=0 r—1 r
q q
portanto
. : r—+h r4+j h+r r+7
Tr41 (h7j> Q) = thrJ —q
h r r—1 r+1
q q q q
O
Teorema 2.0.7.
o n;,+r—1
(11, Mgy oy g, q) = @A et | 277D ! (2.4)
r—i+j—1
ad 1<ij<k
_ ) ) Lo g n;+r—1
Demonstracao: Considere a matriz A = |¢2(=9)0=i-1)
r—i+j—1
ad 1<ij<k

A prova serd feita por indugao sobre r. Quando r = 1, a matriz A € triangu-
lar superior com 1's na diagonal. E portanto, para r = 1 € trivial. Usando
2.1 temos

—ni—...

q T (N, g, Q)

NEk—1 ni

— i Z Z qm1+m2+--.+mk

mEp=0mg_1=mr  mi=mz

17



wdet | ghti-i—-v [ T !

r—i+j—1
a4 1<ij<k
Podemos calcular a soma interna
S et |t [T !
S— r—i+7—1
g4 1<ij<k
1 k my+r—1
= 35 e {Scapgenen [ et A

mi1=ms =1 T — Z

q

onde A;; € a matriz obtida de A retirando a linha i e a coluna j. Note que

det(A;1) nao depende de m;. Logo,

k n1
, o my+r—1
= (—1)grinER g RN g T det(Ai)
i=1 m1=mg r—1
q
i o, 4 s 4 my+1r—1
_ Z(_1>'L+1q§(171)(172)q71+1 Z qm1+zfl | det(Ail).
=1 mi=mg2 r—1 q
Usando a iqualdade 1.2 temos
k n1
, o my+r my+r—1
— Z(_l)zﬂq%(z—l)(z—zﬁ Z 1 | B 1 | det(Ay)
i=1 mi—ms \ M1 +1—1 my+1i—2
q q
k n1
. o my+r my+r—1
= Z(_l)ﬁ-lq%(z—l)(z—@ Z 1 | B 1 | det(Ail)
i=1 mi—ms \ T —1+1 r—i+1
q q
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ny+r my+r—1
! - ? det(Azl)
r—i+1 r—i+1
q q

7,+1 1 (i—1)(i—4)

IIM?v

Agora a 1-ésima inalterada entrada da sequnda coluna é

g (26=3) my+r—1
r—i+1
q

-1

entao se nos multiplicarmos a sequnda coluna por ¢~ e adicionarmos o resul-

tado a primeira coluna, obtemos a i-ésima entrada da transformada primeira

coluna dada por

N I
r—i+1
q

Assim temos um (k — 1)—somatdrio com o determinante de uma matriz

semelhante a A, A1, cuja i-ésima entrada da primeira coluna €

D60 ntr

r—i+1
q

e as demais colunas permanecem inalteradas.

Agora tome a soma respectiva a ms.

Z q™det(Ay)

mo=m3s

1 meo + 71 — 1
= > Y (TR | det(Ar,) ¢ .

mo=ms =1 r—1 + 1

19



onde Ay, € a matriz obtida de Ay retirando a linha © e a sequnda coluna.

Observe que det(A;,,) nao depende de mso, assim

k nz
. mo+1r—1
= 2N B g : det(A,)

ma=m3 r—1i+2
q

k n2

. mo + 1 mo +1—1

= Z H‘l i—2)(i—3) Z 2 — 2 det(Ale)
P S— r—1-+2 r—i14+2
q q
k
Z 1) g 2)(-3) R I S R
P r—i+2 r—1+2
q q

Agora multiplicamos a terceira coluna por ¢~2 e adicionamos o resultado

com a sequnda coluna, cuja i-ésima entrada se torna

4 H-D6) ngt+r
r—1+2
q

No j-ésimo somatdrio com respeito a m;, multiplicamos a (j+1)-ésima
coluna por ¢~/ e adicionamos o resultado a j-ésima coluna, cuja entrada vai
se tornar
e I

r—i+j
q

Apds efetuar todas as k somas, obtemos

—ni—ng—...—n
e k’/TrJrl(nlanZa"'ank?q)
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nj—l—r

= det | q2=9)=i=3) (2.5)

r—1+7
Se multiplicarmos a i-ésima linha do determinante em 2.5 por ¢! e

dividirmos a j-ésima coluna por ¢"~1, obtemos

k i—1 .
Hia™ gD =i=)+()) Eh

k i . .
Hj:l ¢’ ! r—1+)
q
et |grpt-ien [ T
r—1+)

e, portanto,

o n;, +r
Tra1 (N1, o,y oy ng, q) = ¢ et q%(’*J)@*J*l) J
r—it+7J
ad 1<ij<k
como queriamos. O
Como, pelas defini¢oes 1.12 e 1.110 temos
Te,r (n7 Q) = Z Pk,r (m, n)qn7
m=0
notamos, por 2.1, que
The(noq) = > m(ng, g q) = ¢ T (n, . niq) (2.6)
ng<...<n1<n
e por 2.4 segue que
PN n+r
Tho(nsq) = det | g2 , 2.7)
r—i1+7J
ad 1<ij<k
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ou seja, é possivel representar o polinomio m ,.(n,¢) como um simples quo-

ciente de produtos de expressoes (q);.

Teorema 2.0.8.

()1(@z2 - (De1 (Dner(@Dngrir - (Dngrira

Tk (n> q) = (28)
(D)r(@rs1 - (@) rsr—1 (Dn(@Dns1 - (Dngr—1
Demonstracgao:
Seja W(k,r) = det gritaili-1) J entao, como determi-

~.

- 0<i j<k—1
nante € uma funcao multiplicativa,

T (n; Q)W (k, 1) = det(ci j)o<ij<i—1,

onde

j .
Cij = Z q%s(sfl) J qrs+%(ifs)(ifsfl) n+r
s=0

s n+i1—s
q q

J
_ q%i(ifl) Z qs(s—i+q~) n+r
s—0 n+i—s

. qél(l—l) n+7’—|—j
n—+1 ’

pelo Lema 1.2.3.

Logo, temos que

. n+r—+7
r (03 )W (k) = det | g2~V g

n-4+1
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- $U(1-1)
— <Q)n+r(Q)n+r+1 (Q)n—i-r—i-k—l det (q >

(Dn (@Dt (Dngr

= (Dntr (Drnrst - - (@ngrih—1 .
T D@D @Durs ST (2.9)

Como W(k,r) e C(k,r) ndo dependem de n e a matriz do determi-

nante W (k,r) € triangular superior com diagonal diferente de zero, ou seja,

Wi(k,r) = Hf Olq”+ =1 =£ 0, podemos determinar If,(('z;)) fazendo n = 0

em 2.9. Logo temos

Clk,r) (@2 (e

Wk, ) (Q)r(@)rs1 - (q)rsr (2.10)
e entao
Tea(nq) = (@1(9)2 - (@Dr-1(Dntr(@Drtrsr - (Drpr s
o (q)r(Q)r—H T (q)r+k—1(q)n(Q)n+1 e (Q)n+k—1
O

O Teorema 2.0.8 implica diretamente a férmula de MacMahon para a

funcgao geradora para particoes planas com até k colunas my - (00; q) :

Corolario 2.0.9. Para |q| < 1,

> Pro(m, 50) ﬁ 1 — gf)-mintd), (2.11)
m=0

7j=1
Demonstracao: A demonstracao da identidade 2.11 seque do Teorema 2.0.8

quando temos r e n tendendo ao infinito. ad



2.1 Funcao geradora para particoes planas

Coroléario 2.1.1. (Férmula de MacMahon para particoes planas:)

A funcao geradora para o nimero de particoes planas é
Zpoooomoo Hl—q (2.12)
J=1
para |q| < 1.

Demonstracao: A igualdade 2.12 seque do Coroldrio 2.0.9 fazendo em 2.11,

k tendendo ao infinito. O
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Capitulo 3

Particoes Planas Simétricas

Neste capitulo apresentaremos a demonstragao feita por George Andrews
sobre uma férmula, conjecturada por MacMahon, para a fungao geradora de

partigoes planas simétricas com restrigoes sobre os niveis e sobre cada parte.

3.1 Lemas

Nesta secao apresentaremos lemas preliminares que sao resultados de

séries hipergeométricas basicas e alguns resultados envolvendo determinantes.

Lema 3.1.1. Para inteiros m >0,1>0,1>1

S S0t [ ) uni-em  reGam-n)
j=—oo \ MT1—] L=

q> q?

2m+20 -1 e 1) (2l
_ g% (1 4 @D,

m+i+1—1
q2
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Demonstracgao:

Vamos dividir a demonstracao em duas partes:

[e e}
Z 2’7 | g9 2l - 1 gG=DG—1=2m)
j=—e \MtL=J ), L=J ).
l
= 2”? | g 20— 1 qUDG=1-2m)
j=1-1 \ M+1—7] 2 l—j 2
uma vez que
20 —1 ,
=0&sl<i<l-L
[—3y )

q
Substituindo j por [ — 7 temos

!
3 2m ¢ 21 gG-DG—1-2m) _
=1\ m+i—j @ l—j 2
20—1
2m q(i—l+j)2 201 q(j)(j+2m)
=0 \ mEi—Il+] 2 J 4
20—1
g 2m 201 ¢ GHi=tm)
j=0 m+i— [ +] 5 j 5
q q

(i-1y2 2m + 20 — 1
q
m4i+1—1

q2

pelo Somatdrio de Chu-Vandermonde, Teorema (1.2.2). Por outro lado,

o0

Z 2m q(ifj)z 20-1 QUG+ 2m)
j=—00 m + 1 _] 5 [ — ] g2
!
Z 2m g9 20-1 GUH=DGH=142m)
j=1-1 m+2—j .2 l—j 2
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De modo analogo, substituindo j por j — [ 4+ 1 temos

l

S 2m ¢ 2 -1 DG H-12m) _
j=1—1 \ m+i—7] 2 l—3J 2
21—1
j=0 m—i—j—l—l—l 2 2[—1—] 2
21-1
g+ Z 2m 20—1 G2 mi=t1)
j=0 m—Z—j—f-l—l 2 ] 2
m+i+1—1
q
por (1.2.2).
Considere as matrizes
a, = | ¢ 2m + g+ 2m
m-+1i—7 P m+i+7—1 o)
2m+25+1 =92 (144D @-D)
ﬂn - ) ) 1+q(2m+2j71)(2j71)
m+i+j—1 ]
- q nxn
27 —1 =) i=G=2m) | ((i+5—1)(i+j+2m—1)

Lema 3.1.2. Seja 6, =

o T4+q@i-1Zj+2m—1)
J—1
nxn

Entao deté,, =1 e a0, = B,.

Demonstragao:

De fato, note que 9,, é triangular superior com 1’s na diagonal:
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sei =7}

2t — 1 0)(=2m)  o(2i=1)(2i+2m—1)
’ 0 1+ q(27, 1)(2i+2m—1)
q2
. . 27 —1 _
sel > ) = j—i< 0= = 0 = (8,)i; = 0. Assim,
i=i ),
detd,, = 1.

Agora denote por ¢, = «a,9,. Entao

n

(cn)ij = Z(O‘n)ik(an)k‘j
k=1
" 4 2m . 2m
= g gtk . x
=1 m+1—k m+i+k—1
q? q?
. 2j — 1 U= =k=2m) | o (i+k=1)(i+h+2m—1)
-k 1 + ¢(2i-D(i+2m-1)
q2
Uma vez que
i om q(i*k)z 25 —1 (gD k=i=2m) | o (ktj=1)(k+i+2m—1)) B
. . (2j—1)(2j+2m—1) -
oo \ m+1—Fk - j—k 2 L+ ¢ !
1 . N (k—i—2m . o
Z 2m q(iik)Q 27 —1 (q(k Ak=g=2m) 4 o(k+j—1)(k+j+2 1)) N
. . (2j—1)(2j+2m—1)
he—oo \ Mm+1—Fk . j—k - L+ ¢ !
s om , 25 —1 (k—j)(k—j—2m) (k+j—1)(k+j+2m—1)
+3° N (g +q )
. . (2j—1)(2j+2m—1)
— \ m+i1—Fk .2 j—k 2 L+ ¢ g
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Fazendo as mudancas £ = —k e £k = k — 1 no primeiro somatorio da

equacao anterior temos

00 2m (i+1)2 2]' -1 <q(k+j)(k+j+2m) + q(k—j+1)(k—j—2m+1)) .
q —
k=1 \ m+i+k j+k 1 4 ¢(2i-D(2j+2m-1)
q? q?
N i 2m ane [ 21 (k= g=2m) | (k=) (kg +2m—1)
q . B m— =
=0 \ m+i—k j—k 1 4 ¢(2-D(2j+2m-1)
q? q?
2m (i+h—1)2 27 —1 (g D(ki+2m=1) 4 q(k_j)(k_j_Qm))+
' — 1 4+ ¢(2i-D(27+2m-1)
2 J+k—1 2 q

e (2 =1\ (gD 4 glekimD(ei42m-))

m+1i— k ] —k 1+ q(2j71)(2j+2m71)

q? q

b
Il
o

I
At
P T
3
_l’_
+
o
|
—_
L]

n . 2m . 2m
— q(’b—k‘)2 _|_ q(l+k_1)2 X
1 m+1—k m+i+k—1
q2 q2
y 27 —1 (q(k+j71)(k+j+2m*1) + q(kfj)(k*jﬂm))
j _k 2 1+ q(2j—1)(2]+2m—1)
q

Portanto,

q(i—k)2 2m + q(z‘+k—1)2 2m x

k=1 m+i—k | m+i+k—1
q q
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25— 1 R k=2m) | (k1) (ko 2m—1)

j _k 2 1+ q(2jfl)(2j+2m71)
q
_ i 2m S0 2j—1 (g9 h=i=2m) | o (ktj=1)(k+j+2m—1)) _
. - 1+ ¢&-D@j+2m-1)
k=—o00 m—+1— k 2 ] k 2 q
2m +2j — 1 ¢=9? (1 4 ¢2i-DEI-1))
m+i+j—1 ] 1+ q-DE+2m-1) (B
q
pelo Lema 3.1.1
O
Lema 3.1.3. Para inteiros m >0, 1> 0, [ > 0,
3 2m ¢ 2 (qUDG=1=2m) _ ((+DG+2m)
jmo \ mt+i—J | | l+3 ),

Demonstracgao:
De modo analogo a demonstracao do Lema 3.1.1, vamos dividir a prova

em duas etapas:
3 2m ¢ ] guhetem
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— Z 2m =9 qu—hG—1-2m)

! 21
- I+

j=—1 m—i—z—]

q2

Fazendo a substituicao de 7 por [ — 7 tem-se

_ 277 ) g 2 | gurosem -
=\ m+i—7j ) | l+3 ),
21
— 2m q(zelﬂ')2 2 q(j)(j+2m) —
o\ m+ti=l+j ), 23 ) .
2 2m 21

(27)G+mtiel) _
o \m+i—i+5) \Jj ),

_ q(i*m 2m + 21 |
m+41—1
q2

pelo Teorema do Somatério de Chu-Vandermonde (1.2.2). Analoga-

mente,

Z 277? | 9 21 | qUHDGHF2m) _
j=—00 m+Z—j 2 l+] 2
!
27?1 | q(i_j)z 2l | q(j+l)(j+l+2m).
S\ mri-i ), i+i ),
Fazendo a troca de j por j — [, obtemos
2
Z ?m | q(i—j+l)2 2 guG+2m)
=0 m-+t1— )+ { 9 ] )
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(@) (bm—i—l) _

j=0 m+1—7+1 , j i
q q
— 2m + 21
m—+i+1
q2
O
Considere as matrizes
O{;L = q(z_])2 2m q(l+j)2 2m |
mti=j m4+i+j
v @/ pxn
! m-+i—+j 1 — g4i(m+j)
nxn
Lema 3.1.4. Seja
o 2 (qU=9)G=3=2m)y _ (i+5)(i+5+2m)
" Jj+i (1 — g4iGi+m))
! nxn

Entao detd!, =1 e al,0!, = L.

Demonstracgao:

Observemos que a matriz o), € triangular superior com 1's na diagonal.

De fato, quando v = j temos

, 2
On)i=|
2

32
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=1

(1 — qhilitm))



L 2j
e quando 1 > j entao = 0.
itJ ),
q

A (i,7)—ésima entrada em c, = a0, € dada por

n
/

()i = > _(0)ik(0,)s

k=1
_ MGON 2m ey 2m
— m+i—k | m+i+k |
q q
2 (k=9 h=i=2m)y _ g (he5)(ket+2m)
X —
Atk ( (1 — gtltm) )
q
" (ik)? 2m 27 ((q(k—jxk—j—m)) _ q<k+j)(k+j+2m)>
p m+i—k itk (1 — gtla+m)
q2 q2
ey 2m 2 (k=D kmi=2m)y _ (ki) (ki +2m)
I (1 = guG+m)

m+1+k Jj+k
q? q

Uma vez que

i 2m 25 gk k=j=2m) _ (k) (k-+j+2m)
e\ m+i—k . ji+k . 1-— q4J(J+m)
q q
_ ‘Zl om 2j b= (kg=2m) _ (k) (k54 2m)
e \mti—k )\ j+k 1 — ghtm)

q q?
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2m 27 q(k—j)(k—j—2m) — q(k+j)(k+j+2m)

M

m+i—k ) \ j+k 1 — g4iG+m)

=
Il
o

q(k+j)(k+j+2m) _ q(k—j)(k—j—2m)

1 — qlaGtm)

Il
f\gl
~ o~ ~
S
Ly
_|_
>~
<
&
N
N—— N—— N——

i 2m 2j k=) (h—g=2m) __ o (k+3)(k-+i+2m)
+ . .
i\ m+i—k j+k 1 —qWUtm
q> q?
| 2m 2j ((q(k—jxk—j—m)) _ q(k+j)(k+j+2m)>
k=1 m+i—k | \j+k || (1 — qUiG+m))
q
(i+k)? 2m 27 ((q(kj)(kj2m)) _ q(k+j)(k+j+2m))
m+i+k i+ k (1 — q¥G+m)
q> q?
entao temos pelo Lema 3.1.8 que
2m +2j g (1 — ¢*) ,
(en)ij = 1= gum+ (Br)is-

m-+i+j

q2

Lema 3.1.5. Para inteiros s > 3 >1,1>1, m>1, se

(_1)T+S(q27 qz)m+r+8—1(q27 q2)m+8—r(q2i_287 q2)s(q2ia qz)s
(0%, @) mrits—1(0% @*)m—ips(1 — ¢¥72)(1 — g¥H+2=2)
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y (1 + q2i—1)(1 _ q4r—2)q(i—s)2+(s—T) s—1
(1 + > (% ¢*)s—1(a*, ¢%)s 1 ’

q2
entao
Z ai(r 5) 2m+2j —1 g9 (1 4 gCr-D@i-D)
r=1 m+r+j—1
q2
— 2m+25 — 1 q(i—j)2(1 n q(2i—1)(2j—1))’ (3.1)
m+i+7—1 2
e
i: a;(r, s 2m 25+ 1 g2 (14 ¢@r-DEst)
r=1 mtrts | (1 + gem+2s+1)(2s+1))
_ 2m+2r+1 q(T*1)272m5732 (1 + q2r71>
m4+r-+s p (]_ + q2m+25+1)
2m+2s+1 (s 1)? (1+ q(2i—1)(2s+1))
B y 1 + (2m+2s—1)(2s+1)
mtits ), (1+¢q )
_ 2m+2s+1 q(i_l)g_Qm_sz (14 g% 52
m-+i+s i (1 + q2m+25+1)
q
Demonstracao:

Fagamos a demonstragao da identidade (3.1). Note que 1/(¢* ¢*)_n, =0

para todo n inteiro positivo. Assim se i > m+ s oui < —m — s entao
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1/(% @) m—ivs = 0 0u (¢, ¢*)miris—1 = 0 respectivamente. Logo a;(r,s) = 0,
e portanto o lado esquerdo da identidade (3.1) € zero.

Por outro lado, se 1 > m + s, por s > j > 1 temos i > m + j e portanto

o ‘ . 2m+25—1
m+i1+7—1>2m+42j — 1, sequindo que =0
m+i+j—1 .
Analogamente, se i < —m — s temos i < —m — J, o que implica i +m +
. 2m+ 25 —1
j—1 < 0 e portanto = 0. Logo, o lado esquerdo da
m+i+7—1

q2

identidade (3.1) também € zero.
Agora assumimos —m — s < i < m+ s. Multiplicando ambos os lados da

identidade (3.1) por
2i-1y-1

—(i—s)2 —
q (=) (q27q2)m+i+s—1(q27q2)m—i+s(q27q2)272+2j—1(1 +4q

obtemos

Z (=17 (02, @) msrs st (0% @ mrsr (@22, 62) (0%, %)
(02, @) mtits—1(0%, ¢*)m—its(1 — ¢727) (1 — ¢%+2r-2)

r=1

(1 + q2i—1)<1 _ q4r—2)q(i—s)2+(s—7") s—1
T+ ¢ (@ *)s1(@® s\ 1

q2
N RO A g (1 4 g2r-DEi-D)
m+r+7—1

q2

—(i—s)? — i—1\ —
xXq ( ) (q2> q2)m+i+371(q27 q2)mfi+s<q27 q2)2%+2j—1(1 + q2 1) 1-

2m+ 25 —1 o . .
_ q(1—1)2(1 + q(2l—1)(23—1))

m+i+j—1 ]
q
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—(i—s)? - i—1\—
xXq (i=s) (qzaqz)m+i+s—1(q27q2)m—i+s(q27q2)2é+2j71(1+q2 1) L

S

Z<_1)r+s(q2m+2r+2j7 q2> '<q2m72r+2j+27 q2)87jq(sfr)+(rfj)2

5—j
r=1
y (1 4 q(2r—1)(2j—1))(q2i—2s’ qQ)S(q2i7 q2)s(1 . q4r—2) s—1
(14 ¢ = @2)(1 — @222, @)s_1(¢>, %) N 2
q
) (1+ q(2i71)(2j71))( 22 ) (2242 g2y
(]_ + q2i—1) ’ $—J ) s—j
Uma vez que
(q2m+2r+2j q2) A(q2m+2j—2r+2 q2) o 2m+2j -1 (q27q2)m+r+5+1(q27q2)m+s—r
’ ’ m+r+j—1 , (q2»q2)2m+2j—1
q
para 1 <r <s.
De fato
2m + 2j -1 (q27 q2)m+r+s+1 (q27 q2)m+s—7’
m+r+j—1 , (@%, ¢*)2m+2j-1
q

_ (1 _ q4m+4j—2)(1 _ q4m+4j—4).“<1 _ q2m+2j—2'r+2)(1 _ q2)<1 _ q4)(1 _ q2m+2'r’+25—2)
= (1 _ q2m+2r+2j—2)(1 _ q2m+2r+2j74)‘“(1 — q4)(1 — q2)

y (1= @2)(1 — g*)...(1 — gZm+2s=2r)
(1 - q2)(1 — q4>(1 — q4m+4j_2)
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_ (1 _ q4m+4j—2)(1 _ q4m+4j—4)“'(1 _ q2m+2j—2r+2)(1 _ q2)<1 _ q4)<1 _ q2m+2r+23—2>

- (1 — gt 4=2)(1 — ghm+4—4) (1 — @2mH2i—-2r4+2)(1 — @2n+2-2r) (1 — ¢?)

(1 _ q2)(1 _ q4)...(1 _ q2m+25—2r>

X (1 — @@m+2r+2-2)(1 — @2m+2r+2i-4) (1 — ¢*)(1 — ¢?)

(1 - q2)<1 o q4)<1 o q2m+2r+2j—2)<1 o q2m+2r+2j>m(1 - q2m+2r+2s—2)
_ (1 _ q2)(1 _ q4)(1 _ q2m+2r+2j—4)(1 _ q2m+27+2j—2>

(1 o q2)(1 o q4)(1 o q2m—27‘+2j)(1 _ q2m—2r+2j+2).“<1 _ q2m+25—27")
(1=¢*)(1 —¢")..(1 = g?m+22r)

— (1 . q2m+2r—|—2j)”‘(1 . q2m+2r+25—2)(1 . q2m—2r+2j+2)”.(1 . q2m+23—27’>

_ 2m+2r+25 2 2m+25—2r+2
(q . q7)

s5—j (q ’q2)8—j‘

Assim obtemos a identidade equivalente abaizo:

S

Z(_l)r+s(q2m+2r+2j’ G2 (2242, qZ)s_jq(s—r)Jr(r—j)2

r=1

y (1+ g D@D (272 %) (q%, ¢*)s(1 — ¢ 72) s—1
(1 + q2r71)<1 _ q2172r)(1 _ q21+2r72)(q2’ q2)8_1(q2r’ q2)5 r—1

(1 + ¢2-DEi-1)

_ @ii=9)(sd) ,
(1+¢*7)

(q2m+2i+2j, q2)87j <q2m+2j72i+2, q2>87j (33)
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A identidade acima (3.3) pode ser vista como uma identidade polinomial em
q*, onde tanto o lado esquerdo da igualdade quanto o direito tem grau menor
do que ou igual a 2s—2. Assim, se provarmos que os dois lados da identidade
sao iguais para até 2s — 1 valores de ¢*, a identidade fica vdlida para todo i.

Primeiramente facamos i =t e 1 < t < s. Entao cada termo do lado
direito da identidade (3.3) € zero uma vez que 2t — 2s < 0 logo o fator

(4?72 ¢*)s = 0, com excecio de r = t. Neste caso temos

(_ 1)t+s <q2m+2t+2j’ qz) '(q2m+2tf2j+2 (s—t)+(t—j)?

s—j 7q2)squ

(14 ¢ D@=) (225 ¢2),(¢*, ¢*)s(1 — ¢"%) [ s—1
(1 _|_ th—l)(l _ th—l-Qt—Q)(qQ7 qQ)s—l(thu q2)s t . 1

S m i S— _i\2
_ (_1)t+ (q2 +2t+2]’q2) (s—t)+(t—J)

oy ((]2m+2t72j+27 q2)

squ

(1 + q(2r—1)(2j—1))(q2t—2s’ q2)s s—1
(1+ ¢ 1) (g% ¢*)s-1 t—1 )

(12

onde (q2t—25’ q2)s — (1_q2t723)(1_q2t72s+2) o (1_q2t72s+2(87t)72)(1_q2)(1_
qt) .. (1 —g*72).

Note que

=, 51
(q27 q2)8—1 t—1

q2

_ (1— q2t—23)<1 _ q2t—28+2) L (1- q2t—25+2(s—t)—2)<1 _ q2)(1 _ q4) (1= q2t—2>
1T— @A~ gL — @) (I— ) (1— =)
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(1 _ q23—2)(1 o q28_4)...(1 o q25—2t+2)
(I =¢*2)(1—¢**)..(1-¢%

(1 _ q2t—23)(1 _ q2t—2$+2) L (1 . q_2)
(1= )T —q).(1— g2

2—2s 1>(q2t—25+2 — 1) - (q_2 - 1)
(1 — q2) 1 — q4)...(1 - q25—2t)

— (_1)377& (q

(—1)>tg29"" (I—g> ) (¢® — ¢* ) .. (g2 — )
-0

1— q2s—2t)q2(1 _ q25—2t—2) L q—2+2$—2t(1 _ q2)

o ve—t (2t—2s)(s—t) (
(=1 0= =)l - %)

— (_1)sftq(2t72s)(sft)q2(1+2+...+(57t71))
— (_l)s—tq(Qt—Qs-‘,-s—t—l)(s—t) _ (_l)s—tq(t—s—l).
Logo,

2t—2s 2 _
(_1)t+s(_1)sftq(sft)+(tfj)2 (q; zaq s [ 51 _
(% 4*)s1 t—1

)

= gD

o que implica que se r =1t o polinomio € igual a
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e (L g TVE)
(Ewesy

2m+2j—2t+2

Im+2t—25 2
,q°)

q (g s—i(q 05—

Igual ao polinomio do lado direito com @ = t. De fato, quando i =t temos

[ (1+ q-DCi-D)
G+

5=J

q(2t—j—s)(s—j ( 2m+2t—2j’q2) (q2m+2r—2t+2

) q2)s—j

(14 gCr-Dei-D)

— q(t—j+t—s)(s—t+t—j (1 - q2t_1) (q2m+2t—2j7 q2)s_j(q2m+2r—2t+2’ q2)s—j
_ q(t—j)2—(s—t)2(1+q(2t_1)(2j_1))( 2nA2-2] () (2mAZ2EL 2y
(1 + thfl) ) $=J ) s—j
De modo andlogo, sei = —t com 0 <t < s—1, cada termo do polinomio

(3.3) do lado direito da igualdade € zero com exce¢io de r =t+ 1, que neste

caso temos

S m ] m y — s—t— _ 2
(_1)t+1+ (qz +2t+2j7 qz)s_j(qz +2j 2t+2’ qQ)S_jq( t—1)+(t+1—7)
(14 g0 (g 22, ) (g 7). (1 = g™ [ 51

(1 +¢* (1 =g 2)(¢% ¢*)s—1(¢*2, ¢%)s ¢

q2

onde (7%, ¢?)s = (1 — ¢ )1 = ¢ *)..(1 = ¢ ) (1 = ¢*)..(1 = ¢* %)

Uma vez que
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(1 —q¢42)(¢% ¢%)s-1(¢**2,¢?)s ¢

(7272, ¢%) (72, ?)s(1 — ¢*2) ( s—1 )
q2

(1 o q—2t—25>(1 o q—2t—25+2>'”(1 o q—2t—2)(1 o q—2t)(1 _ q—2t+2)”'(1 _ q—2)

(1=g*2)(1 = ¢*)(1 —g*)...(1 — ¢>72) (1 = g*2)(1 — ¢*+4)...(1 — ¢*+2)

y (1 _ q2)...(1 _ q—2s—2—2t)(1 _ q4t+2)(1 _ q2s—2)(1 _ q25*4)...(1 _ q23—2t)
(1=¢*)(1 = ¢*2)..(1 = ¢

_ (1 _ q—2t—25)(1 _ q—Qt—25+2)“.<1 _ q—2t—2>(1 _ q—2t>(1 _ q—2t+2)“.(1 _ q—Q)
(1 _ q74t72)<1 _ q2t+2).“(1 _ q4t+2)<1 _ q4t+4).“(1 _ q2t+23)

(1 . q2)...(1 . q23—2—2t)(1 _ q4t+2>(1 _ q2s—2)(1 _ q2s—4)m(1 o q23—2t)

X (1 _ q2)(1 _ q4)...(1 _ qZS_Qt)...(l _ q25—4>(1 _ q25—2)(1 _ q2t)(1 _ q2t_2)...(1 _ q2)

(1 _ q—2t—2s)(1 _ q_2t_28+2)...(1 _ q_2t_25+(25_2t_2))...(1 _ q—2t—2)
(1 _ q74t72)(1 _ q2t+2)...(1 _ q4t+2)(1 _ q4t+4)...(1 _ q2t+25)

A—¢*). (A=A —q*)(1—¢**?)..(1-q?)

X (]_ _ q2)(1 _ q4>(1 _ q25—2t—2)(1 _ q2t)<1 _ q2t—2)”'(1 _ q2)

_ (1 _ q—2t—2s)<1 _ q_Qt_2S+2)...(1 _ q—4t)(1 _ q—4t—4)“‘(1 _ q—2t—2)
(1 — ¢2+2) (1 — ¢¥)(1 — g*+4).. (1 — ¢2t+29)

(1-¢*)(A =g *7)..(1=¢7
(1=¢*)(1—¢*2)..(1—¢?)
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—2t—2s __ 1)(q—2t—25+2 _ 1)_..(q—4t _ 1)(q—4t—4 _ 1)...(q—2t—2 _ 1)
(1 _ q2t+2)...<1 _ q4t>(1 _ q4t+4)“.(1 _ q2t+2s)

— (_1)8—1 (q

(g2 1) (g ) - ]

-1 (q
x(—1) (1 —g2)(1 — ¢2-2)...(1 — ¢2)

_ (_1)S_lq(—2t—23)5—1(1 o q2t+2s)q—2t—2s+2<1 _ q2t+28_2)...q_2t_2(1 - q2t+2)
(1 —g?+2)..(1 — ¢*)(1 — ¢¥+4)...(1 — ¢?+2%)
(a4 O PP ) g = )
(1—¢*)(1—¢*2)...(1—¢?)
— (_1>s—1q(—2t—25)5*1qs(s—l)—28+2t+2(_1)tq_t(t+1)‘
Assim,

(_1)t+s+1q(s—t—1)+(t—1—j)2 (q_2t_287 q2)8(q72t7 q2)8(1 — q4t+2) s—1
(1 _ q74t72)(q2’ C]2)371(q2t+2, q2)s "

= (- 1)t+s+1q(sftfl)+(tflfj)2 (— 1)sflq(72t72s)5*1 qs(sfl)723+2t+2 (_1)tq7t(t+l)

o —(t+8)2+4t—25+(j—t)2+2

e, portanto, o polinomio (3.3) do lado esquerdo da igualdade para r =t + 1

¢ igual a
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(1 4 ¢tHDEI-D

s—j q

(§—1)%—(s+t)2—4t—2j+2
(1 + q2t+1) )

2m+2t+2j+2,q2) 2m—2t+2j,q2)
S

(g —ilq

Igualmente ao polinomio do lado direito da iqualdade com i = —t. De fato

(1 + ¢(~2-D@i-D)
1+

q(f2tfjfs)(sfj) )( 2m72t+2j’q2) ‘(q2m+2r+2t+2

s—] 7q2)sfj

g~ DY (] 4 D)
q—(2t+1)(1 +q2t+1)

2m—4-2r+2t+2

_ gltosmtmi)(sH=in) A )

)(q s—j(q 7q2)s—j

1+ qHDI-D)
(1 + ¢2+1)

—(s+t)24(t+5)2+(—2t—1) (25 —2) ( )( 2m—2t+2j7 QQ)S—J (q2m+2r—|—2t+2

) q2)s—j

=4q

2m+2t+2j+2,q2) (zm—2t+2j,q2) '(1+q(2t+1)(2j_1) (—t)2—(s+1)2—4¢—2j+2
q S—7 (1+q2t,1) :

5=J

= (q

Assim, como provamos que a identidade € vdlida para 2s — 1 valores, ela
¢ valida em geral, e portanto, vale a identidade (3.1).

Agora passemos para a demonstrac¢ao da sequnda identidade (3.2):

S 2r—1)(2s+1
0s(r5) 2m+2s+1 s (14 gD st
- i\ M4 s (1 + q(2m+28+1)(23+1))
r= 2
[ 2m+2s+1 S22 (1+¢> 1)
m4r4s (1 +q2m+28+1)

q2
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2m +2s +1 (is1)? (1+ q(2i—1)(2s+1))
(1 + q(2m+2571)(25+1))

m-+1t1+s

2m+2s+1 q(i—1)2—2ms—52 (1+¢* 1)
m—i—2+s (1 +q2m+23+1)

(]2

Analogamente, observe que se © > m+ s+ 1 oui < —m — s entdo a

identidade (3.2) € trivial pois ambos os lados sao nulos. Agora multiplicando

ambos os lados por

2i—(i—s)2 (

q @ ) mtivs (@ Cmeivsi1 (@ @) amiasi (L + 7

temos

S

Z (_1)r+s(q2> q2)m+r+s—1(q2a q2)m+s—r(q2i7287 q2)8(q2i» q2>s
— (¢ @) mrits—1(0% @*)m—its(1 — ¢*727) (1 — ¢*+2772)

(1 + q2i71)(1 _ q4r72)q(ifs)2+(sfr) s—1
L+ D@ ¢*)sa (@™ )\ -1

q2

2m +2s+1 sz (1 gD st1)
(]_ + q(2m+28+1)(28+1)>

m4+r+s

2m+2s+1 q(T—1)2—2m5—52 (1 + q2r—1)
m+r+s (1+q2m+25+1)

i—(i—s)? - i—1\—
XN D) mrins (@ ) min o1 (P P s (127
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_ 2m +2s+1 (ims—1)? (1+ q(2i—1)(2s+1))
it s q (1 1 gCm+2s—D(2s+1))

q2

B 2m+2s+1 q(i—1)2—2ms—52 (1 + q2i71)
m+i+s (1 4 g2m+2s+1)

i—(i—s)? - i—1N\—
xg*! )(q2’q2)m+i+s(q27qz)m—i+s+1(q27q2)2n11+2s+1(1+q2 H

Z (_1)T+s(q2’ q2)m+r+s—1(q2a q2>m+s—r(q2i72s, C]Z)S(q%, q2)s
—1 (6%, 4 maivs—1(q%, @) m—ivs(1 — ¢%=2)(1 — g% +2r=2)

(1 _ q4r—2)q(s—r) s—1

X
(T +¢> (¢ a*)s—1(a*¢%)s \ -1

(]2

X (@, @) mtirs (@ @) m—itrs+1(0, @) amazsr

2m+2s+1 a1y (1 g2r-DEs+D)
q
m+r+s (1 + qm+2s+1)(2s+1))

q2

B 2m +2r + 1 q(T—1)2—2ms—52 (1 + q2'r—1>

m-+r+s , (1 4 g2mt2stl)
q
_ 2m+2s+1 T (14 q(2i71)(2s+1))
. 1+ (2m+2s—1)(2s+1)
m+4+i+s . ( q )
B 2m+2s+1 q(i—1)2—2ms—32 (1 + q2i71)
m+i+s | (14 g2m+2s+1)
q
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i—(i—s)? - i—1\—
><q2 ( )(QQaq2)m+i+s(€72>qg)m—i+s+1(q27q2)2n11+2s+1(1+q2 1) !

Agora observe que (r —s — 1) = (r —1)? — 2rs + 2s + s%. Assim,

(r—1)*—2ms—s*+2rs—2rs+2s—2s+5°—s* = (r—s—1)*—25+2rs—2ms—2s>

2m +2s +1

Logo, podemos por q(r_s_l)2 em evidéncia do lado es-
m+r+s
q2
. . 2m + 2r + 1 A 5
querdo da igualdade e de modo andlogo colocar q(’_s_l)
m-+i+s

q2

em evidéncia do lado direito da igualdade. Do lado esquerdo obtemos

S _1r+s 2i_25723 22’728
qzlz( )" (q 7*)s(q Q)X

(1 _ q2i—2r)(1 _ q2i+2r—2)

r=1

(1 o q4r—2)q(s—r)+(r—s—1)2 s—1
(T +¢> )¢ a*)s-1(a*¢%)s \ -1

q2

(q27 q2)m+r+s—1(q27 qg)m+s_r(q2, q2)m+i+s<q27 qz)m—z’+s+1

X
(q2, q2>2m+25+1(q27 q2)m+i+371(q27 q2)m7i+s

2m 4+ 2s+1 (1+ q(27“—1)(28+1)) oeomeomegsz (14 1)

maArts (]_ + q(2m+28+1)(25+1)) q (1 + q2m+23+1)

Uma vez que

<q2, qz)m—i-i-‘rs (q27 q2)m—i—s+1 1 2m+2i42s) (1 o 2i42542
(q27 q2)m+i+571(q2, q2>m,i+s o ( -4 )( —q )

Y
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basta provarmos que

2m +2s+1 (q27 q2)m+r+871<q27 qz)m+sfr N 1
- (1 _ q2m+2r+28)(1 _ q2m+2572r+2)'

m-+r—+s ) (q27 q2)2m+25+1
q

De fato

2m+2s+1 (q27 q2)m+r+8—1(q27 qz)m—i-s—fr

m-+r+s , (QQ, q2>2m+2s+1
q

(1 _ q2)(1 _ q2m+2r+25—2)(1 _ q2)<1 _ q2m+25—27")(1 _ q4m+4s+2)“.<1 _ q2m+25—2r+4)

(1= ¢2)..(1 = gimH+ist2)(1 — g2mt2s+2r) (1 — ¢2)

(1 _ q2)(1 _ q2m+2372r)(1 _ q4m+4s+2)m(1 _ q2m+2572r+4)
(1 _ q2m+25+27")(1 _ q2)(1 _ q4m+4s+2)

1
(1 — @2m+2r+25) (1 — 2m+2s-2r42)’

Assim, temos

2 2m+2i+2s 2m—2i+2s+2 - (_1>T+S (q2i_25, q2)s(q2i7 (12)5
1-— 1-— . -
q ( q )( q )Z (1 _ q2172r)(1 _ q22+2r72)

r=1

(1 . q4r—2)q(s—r)+(7‘—s—1)2 s—1

X
(1 _ q2m+2r+28)(1 _ q2m+25727’+2)(1 + q2r71)<q2> C]2)371(q2", q2)5 r—1

(12

(1+ q(2r71)(23+1)) st tms_2s? (14 ¢>1)
(1 4 qCm+2s+1)(2s+1)) —4q (1 + g2m+2s+1)
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Agora, do lado direito da igualdade obtemos

2m+2s+1 q(i—s—1)2 { (1 + g@-Ds+1)y
(

. 1 + g(2m+2s—1)(2s+1)
m-+i+s 2 q )
2s(i—m—s—1) (1 + q%il)

(]_ + q2m+25+1)

—-q

i—(i—s)? - i—1\—
Xq2 ( ) (q2a q2)m+i+s(q27 q2)m—i+s+1 (q27 q2)2r}1+25+1(1 + q2 1) !

2s+1
q

(1 + q(2m+2s+1)(2s+1)>

(1+ q(2i71)(2s+1))
T+

1+ q(2m+2s+1)(28+1)>
(1 + q2m+28+1) ’

2s(i—m—s—1) (

—q

PO1LS

2m +2s+1 B
(@, @) mrirs(@ @ )meivst1(@ @ )ami2s41 = L.

2

m-+1+s
q

Segue, entao, a identidade equivalente abaizo

q%(l _ q2m+2i+2s)(1 _ q2m—2i+25+2) zs: (=) (>, ¢*)s(d*, ¢°)s
(1 — g22r)(1 — @2+2r-2)

r=1

(1 _ q4r72)q(sfr)+(rfsfl)2 s—1

X
(]_ _ q2m+2r+25)(1 _ q2m+25—2r+2)(1 + q2r—1)(q27 q2)8_1(q27"’ q2)5 r—1
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X (1 + q(2r—1)(2s+1)) o —2542rs—2ms—2s? (]' -+ q2r—1)
(2m+2s+1)(2s+1) q 2m+2s+1
(I+4q ) (1+gq )

2s+1
q

(1 + q(2m+2s+1)(2s+1))

[u T Caescinie) B | B q”m*%*””””)} (3.4)

(14 ¢2-1) — 4 (1 + g2m+2s+1)

A identidade acima (3.4) pode ser wista como uma identidade polinomial

em g%, onde os polinémios tém grau menor do que ou igual a 2s. Assim, se

pudermos mostrar que os polinomios coincidem em 2s—1 valores a identidade

¢ vdlida. Primeiramente note que se t = m + s+ 1 entao ambos os lados da
tdentidade sao nulos.

Considere i =t, com 1 <t < s. Entao cada termo do polinomio do lado

direito da igualdade (3.4) é nulo com exce¢ao de r =t e, neste caso, obtemos

S (=1) 5 (g2t=25_2) (g2t 2
g2 (1 — ¥ty (] — @2me 2 2e2) Z (=1) ((ql — qﬁ_;;(q 4%

r=1

(1 o q4t—2)q(s—t)+(t—s—1)2 s—1

X
(1 _ q2m+2t+23)(1 _ q2m+2572t+2)<1 + q2t71)(q2’ q2)571<q2t7 q2)S F—1

(1 + q(Qt—l)(2s+1)) —25+2ts—2ms—2s2 (]‘ + q2t—1>
(1+ q(2m+2$+1)(2s+1)) —4q (1 + g2m+2s+1)

Como,
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(q2t72s’ q2)5 s—1 _ (_1)s—tq(s—t)(t—s—1)
(q2> q2)s—1 t—1

entao,

s)+(s— 5— —s—1)2 (s—t)(t—s— 5—
(_1)(t+ JH(5=1) 2t (st + (== )7 (s=)(E=s=1) — (251

o que tmplica que, para r =t, temos

2s+1
q

(1 + q(2m+25+1)(23+1))

1 (2t—1)(2s+1) 2s(t—m—s—1) 1 (2m+2s+1)(2s5+1)
(1+gq ) 4 (1+g¢ )
(14 ¢21) N (1 + g2m+2s+1)

que € exatamente o polinomio da esquerda com i =t.

Agora, sejai=—t com 0 <t <s—1. De modo andlogo, com exce¢io de
r =t+ 1,cada termo do polindmio do lado direito (3.4) € zero e, neste caso,

temos

— s, (s—t— —8)2/ —2t—2s 79t 9\
q 2t(_1)t+1+ q( t—1)+(t—s) (q 2t—2 7612)8((1 2t,q2)s

. (1 — g*+2) s—1
(1 + q2t+1)(q2’ q2>571(q2t+2’ q2)s(1 _ q—4t—2) "
q2
(1 + q(2t+1)(28+1)) . 2ts—2ms—2s2 (1 + q2t+1)
(]_ + q(2m+2s+1)(2s+1)) q (1 + q2m+2s+l) ’

onde (¢, ¢%)s = (1 — ¢ *)(1— ¢ #?)..(1-¢ ) (1 —¢*)...(1 —¢*7*?).
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Uma vez que

(477, ¢%)s(¢ 7, ¢%)s(1 —¢" ) [ s -1
(qQ’ q2)571(q2t+27 q2)3(1 _ q74t72) "

q2

(—2t)t (t—1)t

(72t725)3*1+2(1+...+571)728+25+2(_1)tq q

=q

temos

q7174ts (1 + q(2t+1)(2s+1)) oo 92 (1 +q(2m+2s+1)(28+1))
(2m+2s+1)(25+1) (2m+2s5+1)(25+1)) 2m—+2s+1
(T+q ) LT+ ) ! (1+ o)

¢ g2 (1 gD Es+D)
(1 + q(2m+25+1)(25+1)) (1 + q(2t+1))

(1 +q(2m+25+1)(25+1))
(1 + q2m+2$+1)
Igual ao lado esquerdo do polinomio (3.4) para i = —t. De fato,

—2s(t+m—+s+1)

—q

2s—1
q

(1 + q(2m+23+1)(2s+1))

(1 + q(—2t—1)(23+1)) 28(—t—m—s—1) (1 4 q(2m+2s+l)(25+1))
(1 + q—2t—1> —q (1 + q2m+2s+1)

2s—1
q

(1 + q(2m+25+1)(25+1)>

q72s(2t+1)(1 + q(2t+1)(2s+1)) B q—2s(t+m+s+1) (1+ q(2m+23+1)(2s+1))

X
(1 +q2t—1) (1 + q2m+28+1)
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Como os polinomios sao idénticos parat=m+s+1e —s+1<1<s,

a identidade (3.2) € vdlida.

O
Lema 3.1.6. Para inteiros s > j>1,1>1, m > 1, seja
bi(r, 5) = (1) (g2, @)mtrss (@2 @) mrsmr (G225, 42)o(G2F2, ),
o (0% @) mrivs(@® @) m—ivs(1 — ¢2727) (1 — ¢*2n)
(1 — g¥)qli= =) [ s —1
(q27 q2)571(q27‘+2’ q2)s r—1 ,
q
Entao,
> 2m + 29 , .
Z bi(r, S J . q(T—J)Q(l _ q4m)
r=1 m4+r—+) )
2m + 23 e g
= T A=), (3.5)
m-+1+) ,
q
e
ZS: b, s 2m +2s + 2 q(rfsfl)Q (1 — g#r(s+D)
r=1 o m-+r+s+1 (1 — gt (stm=1))
q
B 2m + 2s + 2 q(r71)2—2m3752(1 o q‘“’)
marts+1 ) (Logmrir
q
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2m 4+ 25 + 2 (ims_1)2 (1 — ¢*s+0)

- i s q (1 — gAG+D(stm+D))

2m + 2s + 2 q(i—1)2—2ms—32(1 _ q4i)
(]_ _ q4m+4s+4)

m+i+s+1

Demonstragao:

Comecemos com a demonstra¢io da identidade (3.5). Se i > m + s,
1 < —m — s out = 0 entao a identidade é trivial pois ambos os lados sao
nulos. De fato:

1 >m+sout < —m—85 =1 >m+]oui < —m-—])] &

2, + 2j .
q2

m-4+1i+7

Por outro lado se i > m + s entao W =0. Sei < —m — s entao

m—i+s

m = 0. Logo em ambos os casos b;(r,s) = 0. Agora se i = 0 entao
(1 —¢*) e (1 — ¢*) sdo iguais a zero e portanto ambos os lados sdo nulos.

Multipliquemos ambos os lados de (3.5) por

—(i—s)? - iN—
NP P mrins (@ P meins (@ ) gy (1 — )7

Agora assumimos que —m —s <1 < m+s e # 0. Deste modo, obtemos

S

3 (=10, ) msr+s(@®, Pmrsr (P72, ) (@2, %)
(0% @) myivs(@®, @) m—iys(1 — ¢272)(1 — ¢%+2r)

r=1

(1 - q4i)q(i—s)2+(s—r) s—1
(@ @)1 (@2, ¢2)s \ 1

o4



2m+2*7 r—j3)>2 ri\,,—(i—s)? — 7\ —
X | =" @ ) i (P P Vmmies (@ ) gm0 (1=
m+r+)

q2

2m + 2j Y i (a2 3 e
= =" P, P mis (@ )i (6 @)y, (1—¢")
m-+1+) )
q

S

Z (_1)T+S(C]2, C]2)m+r+s(q2, q2)m+s—r(q2i_28’ q2)s(q2i+27 C]2)s
(q27 q2)2m+2j(1 — q2i_27”)(1 — q2i+2r)

r=1
q(sfr) s—1
X
(%, ¢?)s—1(¢**2,¢*)s \ _1 ]
q
2m + 25 .
X N e )
m+r+j )
q
2m +2j i—j)? i\ ,—(i—s)? — i\ —
= o ¢ (1-¢")q (=) (q27q2)m+i+8(q27q2>m—i+5<q2a92)2n1~0+2j(1_q4) g
m-+1+)

q2

Uma vez que

(q27 q2)m+r+s(q27 q2)m+s,r 2m + 2j
(@@ @)omaa; mtr+

q2

(1 _ q2)(1 _ q4)(1 _ q2m+2r+23)(1 _ q2)(1 _ q2m+2372r)(1 _ q4m+4j)m(1 _ q2m+2j72r+2)
(1=¢*)...(1 = g*m+)(1 — >+ 27). (1 — ¢?)

B (1 o q2)<1 _ q2m+23—27’)(1 _ q2)(1 o q4)(1 _ q2m+2r+2s)
(1=¢?)..(1 = @m+272r)(1 = ¢?)..(1 — g?m+2r+2)

95



— (1 o q2m+2j—2r+2)m(1 . q2m+2s—27~)(1 . q2m+2r+2j+2)m(1 —q

2m+27"+25)

_ (qszr2Jezr+27 q2)87j(q2m+2r+2j+2’ q2)87j.

(q2> QQ)MHH(QQ, q2)m+sfz' 2m + 23
((]2, q2)2m+2j m i +,]

q2

(1 o q2)(1 o q4)(1 o q2m+2i+2s)(1 _ q2>(1 o q2m+25—2i)(1 o q4m+4j>m(1 _ q2m+2j—2i+2)
(1 _ q2)___(1 _ q4m+4j><1 _ q2m+2i+2j)...(1 _ q2)

(1 o q2)(1 _ q2m+2572i)(1 _ q2)(1 _ q4>(1 _ q2m+2i+2s)
(1=¢?)..(1 = @220 (1 — ¢?)...(1 — g?m+2e27)

=(1- q2m+2j—2i+2)m<1 . q2m+2s—2i)<1 . q2m+2i+2j+2)m(1 . q2m+2i+25)

_ 2m+25—2i+2 2 2m—+2i+2754-2

s—i(q 07 smj-

Temos a identidade equivalente

s (—1)rhs(g2mH2i—2rt2 2y (g2mA2ri2j2 o2) 2i-2s

s—j s—j(q
(1 — g%=2r)(1 — ¢%+2)

)2, 4%)s

r=1

56



(1 — q47"j)q(8—7")+(7'—j)2 S — 1

X
(2, 4%)s—1(q% 2, ¢7), S

imj-s)(s—) (1L = ")
(1—q*)

Veja que a identidade (3.7) acima pode ser vista como uma identidade

( 2m—+2j—2i+2 q2) 2m+2i+2j+2
)

=dq s—j(q aq2)s—j- (37)

polinomial em ¢*, onde tanto o polinémio do lado esquerdo como o do lado
direito em relagao ao sinal de igualdade tém grau menor do que ou igual a
2s — 2. Assim basta mostrarmos que 0s polinomios sao iguais para até 2s — 3
valores para que a identidade seja vdlida.

Sendo assim, considere i = t, com 1 < t < s. Com essa restricao cada
termo do polinomio da esquerda em (3.7) é zero com exce¢ao de r = t, pois

2t — 25 < 0 e portanto

(@ %,¢)s=(1-¢")..1-¢HA-¢")A-¢)..A—¢*"?) =0.

Assim, quando r =t temos

(_1)t+s (q2m—i-2t—&—2j—i-27 q2)s—j

<q2m—2t+2j+27 qz) (s—t)+(t—3)?

s—39q
a7 ) [ 51
(=g @) \ ¢—1 )
q

onde (®%,¢%)s = (1 — ¢*2)..(1— ¢ 2)(1 — ¢*)..(1 — ¢**2).

Uma vez que

@), 51

(4% ¢%)s1 t—1
q

o7



_ (1 - q2t—25)'”(1 _ q—2)<1 o q2)<1 _ q2t+2)(1 _ q25—2)”.(1 - q2s—2t+2)
(1—q).(1— 21— @)..(1— )

_ ((1 - q2;_2z))-..((1 — q_;)) (= 1) g2 et (s—t-1)(s0)
1—¢g?72)...(1 —q

Temos

(s—t)+(t—3)*

(_ 1)t+s (q2m+2t+2j+2 ’ q2)8_j

(C]2m_2t+2j+2, q2)s—jq

=)@ ) [ 5
(1 —¢")(¢* ¢%)s— t—1

q

(s—t)+(t—5)% (2t—25)(s—t)+(s—t—1)(s—t)

— (_1)t+s<_1)s—t(q2m+2t+2j+2’ QQ) A(q2m—2t+2j+27 q2)s—jq q

5=J

(1-¢")

T

(t—j—s)(s—) (L — ")

— (q2m+2t+2j+27 q2>s—j (q2mf2t+2j+27 q2)s—jq =,
(1—q%)
tgual ao lado direito quando v = t.
Agora seja i = —t, com 1 <t < s. Neste caso cada termo do polinémio

do lado esquerdo da igualdade em (3.7) desaparece com exce¢ao de r =t pois

—2t+2

() =1 —¢?) (1)1 -¢" )1 = ¢)...(01 —¢* ) =0.

Assim, quando i = —t er =t temos

(_1)t+s(q2m+2j—2t+2’ q2)s_j<q2m+2t+2j+2, q2)s—j (q—Qt—Zs’ q2)s(q,2t+2’ q2)s
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(1 — g)gls—t+(t=3)? s—1
X
(1 _ q74t)<q27 (]2)8_1(q2t+27 q2>s b 1

q2

onde W =(1—=q¢22) (1 —q¢H)(1—q%)...(1 —g*72).

Uma vez que

(272, %) 22,¢%) [ 51
(@2, ¢%)s—1(q* 72, ¢%)s t—1

_ (1—q22) . (1—q¢22)1—q .. (1-q¢)(1—-¢*...(1 —¢*2)
(1= ¢*)(1=g")...(L = > 2)(1 = ¢**2)...(1 = ¢**)

(1 _ q2372)'”(1 _ q2sf2t+2>

T (- )

(1= 2.1 — ) (1L — %) (1 — )
(1 — ¢2+25). (1 — ¢?2)(1 — ¢22)..(1 — ¢?)

— (_l)sq(—Zt—28)5+(s—1)s(_1)t—lq(—2t+2)(t—1)+(t—2)(t—l)

_ (_ 1)s+t—1qs(—2t—s—1)+(t—1)(—t)

1 —9tg—g2_g_12
_(_1)s+t 1q 2ts—s“—s t+t,

obtemos

.q72t5732fsft2+t+(sft)+(tfj)2 (1 - q4tj)

-1 t+s -1 s+t—1( 2m~+2j-2t+2 2 2 .
( ) ( ) (q 7Q) 7Q) J (1_q_4t>

( q2m+2t+2j+2

=)
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_ (_1>t+s<_1)s+t—1(q2m+2j—2t+2 qQ)S_j(q2m+2t+2j+2 q2)s_jq—2ts—82—s—t2+t+(s—t)+(t—j)2
—q"(1 = g *)
X
(1—q*)
_ g(2is)(s=) (1- q_j:)( DIRUEE (2) (AL )
(1—q*)
tqual ao lado esquerdo quando 1 = —t. F assim terminamos a primeira parte

da demonstracao.

Agora vamos a demonstragao da identidade (3.6):

i bi(r s) 2m + 25+ 2 q(r—sq)? (1 — g (s+D)
r=1 7 m+r+s+1 /) (1 — gis+D)(s+m=1))
q
. 2m + 2s + 2 q(”*l)272m3752(1 . q4r>
m+r+s+1 ) (1 — gim+is+a)
q
_ 2m + 25+ 2 q(i_s_1)2 (1 — glils+D))
m+i+s+1 p (1 — gAs+D(sm+1))

2m + 2s + 2 q(i—1)2—2ms—52(1 _ q4i)
(1 _ q4m+4s+4)

m-+i+s+1
q

Sei > m+s+1,1 < —m—s—1 oui = 0, entao a identidade € trivial pois se

] ) . 2m +2s+ 2
i>m+s+1oui<—m—s—1 entiob;(r,s) =0e =0
m+i+s+1
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E sei =0 tanto (1 — ¢*tV), quanto (1 — ¢*), sdo nulos e portanto ambos

0s lados sao nulos.

Suponhamos —m —s—1<i1<m-+s+1 ei+# 0. Multipliquemos ambos
0s lados de (3.6) por

i—(i—s)? - i\—
q2 (=) (q27q2)m+i+8+1(q27q2>m—i+8+1<q27q2)27717,+2s+2(1 —q4) g
Temos
i—(i—s)? - i—
92 (i=s) ((IQ,q2)m+i+s+1(q2,q2)m—i+s+1(q2>q2)27711+25+2(1 —q4) !

° 2m + 2s + 2 1 — gir(s+1)
% E bi(r, S) q(r—s—l)2 ( q )
r=1

1 — g4(st1)(s+m—1)
m+r+s+1 . ( q )
B 2m + 2s + 2 q(r—1)2—2ms—s2(1 o q4r>
m-+r+ s+ 1 ] (1 _ q4m+4s+4)
q
B 2m + 2s + 2 q(i—s—1)2 (1— q4i(s+1))
o . 1 — gA(s+1)(s+m+1)
m+i+s+1 . ( q )
B 2m + 2s + 2 q(i71)272m3752(1 _ q4i)

mti+s+1 ) (L—ghmrir)
q

PR B L
><q27’ (=) (92792)m+i+s+1(q2,q2>m—i+s+1(q27q2)27i+2s+2(1 —q4’) '

2 . (q27 q2)m+7j+s+1 (q27 q2)m—i+5+1 (qQa q2)m+r+s(q27 q2)m+s—7‘

q
r—=1 (q27 qz)m+i+s(q2a q2)m—i+s(q27 q2)2m+2s+2
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("2, 67572, ¢%)sq ™" 2m + 25 + 2 s—1

X - -
(1 _ q22—27“)(1 _ q21+27‘)<q2’ qQ)s—l(q2T+27 q2)s m4r+s+1 ) r—1 i
q q
1— 4r(s+1) (r—1)2—2ms—s2 1 — g%
X C](Tisil)2 ( 4 ql )1 _q 4 AE 4 ) ’
(1 —q (s+1)(s+m+ )) (1 — gimtdst )
_ 2m + 25 + 2 |:q(i—s—1)2 (1— q4i(s+1))
mAits+1 (1 — gt Dlstmr))
q

_q(i—1)2—2ms—s2(1 _ q4i>
(1 _ q4m+4s+4)

21‘—(2‘—5)2( -1

xXq CIQa q2)m+i+s+1(q27 q2)m—i+s+1(q2» q2)2_7711+25+2(1 - CI4Z)

Uma vez que

(QQ(, 32)?;i+s+1ng,qz§m—i+s+1 = (1- q2+2m+2i+2s)(1 _ q2+2m—2i+23)
a4, 4" )m+i+s\9", 4" Jm—i+s

(q27 q2>m+r+s(q27 q2>m+S,T 2m + 28 + 2
<q27q2)2m+23+2 m-4+r+s+ 1

q

(1 _ q2)(1 _ q2m+2s—2r)(1 _ q2)(1 _ q2m+2r+2s)(1 _ q4m+4s+4)“‘(1 _ q2m+2s+4—2r)

- (1 —q2)...(1 — gm+ist4)(1 — ¢2)...(1 — g2m+2r+2s+2)

1
o (1 _ q2m+2s—2T+2)(1 _ q2m+2r+2s+2)’
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obtemos do lado esquerdo da identidade:

q2i(1 . q2+2m+2z‘+2s>(1 _ q2+2m—2i+2s)

y Z (=1 g (@, ¢°) (@, ¢°)s s—1
— (]_ _ q2m+25—2r+2)<1 _ q2m+2r+25+2)<1 _ q2i—27")(1 _ q2i+27’)(q27 q2)8_1(q27‘+2’ q2)s r—1 ]
q
y (rs1y2 (1 _ q4r(s+1)) B q(r—1)2_2ms—32(1 i q4r)
q (1 _ q4(s+1)(s+m+1)) (1 _ q4m+4s+4)

Agora do lado direito da igualdade obtemos

i—(i—s)? - i\—
q2 (i=s) (q27q2>m+i+s+l(q27q2)m7i+s+1<q2>q2)27}L+23+2(1 - q4) !

2m +2s+2 q(ifsfl)Q (1 — glits+D)

X
m4i+s—+1 p (1 — q4(s+1)(s+m—1))
B 2m + 2s + 2 q(i71)272msfs2(1 _ q4i)
m + i + s+ 1 ] (1 _ q4m+4s+4>
q
q2s+1 (1 _ q4i(s—1)) q23(i—m—s—1)(1 _ q4(s—1)(s+m+1))
- (1 — A+ (sm+1)) (1 — %) - (1 — ghm+dstd)
Uma vez que
2m+2s+2 (@°, @)mrits+1(@®, @ )m-ivsi1 _
m+i+s—+1 , (q2, q2)2m+2s+2
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(1 _ q2)(1 _ q2m+28—2i+2>(1 _ q2)(1 _ q2m+2i+25+2)(1 _ q4m+45+4).”(1 _ q2m+25+4—2i)
(1 _ q2)<1 _ q4m+4s+4)<1 _ q2)<1 _ q2m+2i+2s+2)

=1.
Assim temos a identidade equivalente

q2i(1 . q2+2m+2z‘+2s>(1 _ q2+2m72i+2s)

y i (_1)r+sq(sfr)(q2i72s’ q2)8(q2”2, C]2)s s—1
v (1 — @2mH2s=2r42) (1 — @2m+2r+2542)(1 — ¢2-2r)(1 — 2 27) (¢, ) o1 (22, ¢2)s N
y (rs1)? (1 _ q4r(s+1)> B q(r—1)2_2ms—52<1 . q4r)
q (1 _ q4(s+1)(s+m+1)) (1 _ q4m+4s+4)
q2s+1 (1 _ q4i(sfl)) q2$(ifmfsfl)<1 _ q4(871)(s+m+1))
- (1 — PAGHD(s+mtD) [ (1 — %) - (1 — gim+ista) } (3.8)

A identidade acima (3.8) pode ser vista como uma identidade polinomial
em ¢*, onde os polinémios tém grau menor do que ou igual a 2s. Basta,
entao, mostrarmos que temos iqualdade para até 2s —1 valores e a identidade
vai ser vdlida.

Sei1=m+4+s+1 entao a identidade € trivial pois ambos os lados sao nulos.
Sei =1t com1<t<s entio cada termo do lado esquerdo da igualdade (3.8)

desaparece com excecao de r =t, pois

<q2t—2s’q2)s — (1 o q2t—25)m(1 - q—2)(1 o qO)(l . q2)m(1 o q2t—2) =0.
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Assim para i =t =1 obtemos

q2t(1 _ q2+2m+2t+2s)<1 o q2+2m—2t+2s)

y (=), ) (@™, 4)s s—1
(1 _ q2m+28—2t+2)(1 _ q2m+2t+28+2>(1 _ th—i—Qt)(qQ7 q2)s_1(q2t+2’ q2)s t . 1
s —1)2—2ms—s2
o s (=g ) gUTUTEm (1 — gt
q (1 _ q4(s+1)(s+m+1)) (1 _ q4m+4s+4) ’

onde (¢*2,¢%)s = (L = ¢*7*)...(1 - ¢*)(L = ¢*)..(1 — ¢*7?)

_ (DT ), [ s

(1= ¢*) (¢ ¢%)s—1 P
q2
y (s 1)? (1 _ q4t(s+1)> B q(t—1)2—2ms—52(1 _ q4t)
q (1 _ q4(8+1)(s+m+1)) (1 _ q4m+4s+4)

Uma vez que

(2 ), [ s—1

(% a*)s—1 \ -1

_ (1 _ q2t—23)‘“<1 _ q—2)(1 _ q2)(1 _ q2t—2)<1 _ q23—2)‘“(1 _ q23—2t+2)
(1=¢%)..(1=¢*»2)(1 = ¢*2)..(1-¢%)

2t—2s —2
_ ((]' —dq 2) 2(1 ; q2 )) _ (_1)s—tq(Zt—Qs)(s—t)+(s—t—1)(s—t) — (_1)s—tq(t—s—1)(s—t)
1—¢%)...(1 —qg*~%

Y

temos
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(1—g*) (1— q4(s+1)(s+m+1)) B (1 — gim+is+a)

S— S S —8— S— S —1)2— m5752
(—1)st(—1)trsgtrsglt=s—D(s=0) [q(tsl)Q (1 — gts+D) g2 (1 — ¢*)

2s+1

q (1 _ q4t(s+1)) q25(t—m—s—1)(1 _ q4(5+1)(s+m+1))
(1— q4(s+1)(s+m+1)) [ (1 —¢*) o (1 — gim+is+1) } )

igual ao polindmio do lado direito da igualdade (3.8) para i = t.
Finalmente, quando 1 = —t com 1 <t < s cada termo do lado esquerdo

da igualdade (3.8) € zero com excegdo de r =t pois
<q—2t+2’q2)s — (1 _ q_2t+2)...(1 _ q—2)(1 _ qO)(l _ q2)...(1 _ q—2t+2$> =0.

FE neste caso temos

q—Qt(l . q2+2m—2t+2s)(1 _ q2+2m+2t+2$)

(=D (g, ¢*)s (4722, ¢%)s s—1
X (1 — gZm2s—2042) (1 — @m+2e425+2) (1 — =40 (@2, ¢2)o 1 (¢ 2, ¢%)s \ 4 _ 1
¢
y (s 1)2 (1 _ q4t(s+1)) B q(t—1)2—2ms—32(1 _ q4t)
q (1 _ q4(s+1)(s+m+1)) (1 _ q4m+4s+4) ’

onde (¢22,¢2), = (1 — 722 ..(1 — ¢ 2)(1 — ¢?)...(1 — g72+%)

q—2t(_1>t+sq(s—t)(q—Qt—Qs, q2)s(q72t+27 C]2)s s—1

(L= q ") (a* ¢*)s—1(a*"2,¢%)s t-1 /)
q
s —1)2—2ms—s?
o sy (L= g"t) o gUmUTEme (1 — gt
q (1 — A+ EmtD) (1 — gim+astay
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Mas

7 PP, 51
(q2,q2>371<q2t+2,q2)5 i1 2
q
_ (1 _ q72t72s)”‘(1 _ q72t72)(1 _ q72t+2)“.(1 _ q72)
o (1 _ q2t+2)_”(1 _ q2t+2s)<1 _ q2t—2)m(1 _ q2)

y (1 o q2>(1 o q25—2t)(1 o q25—2)'”(1 o q28—2t+2)
(1=¢%)..(1-¢*7?)

(A=) (=) =) (1= ¢7%)
(1 — q2t+2)...(1 _ q2t+2s)(1 — q2t—2)...(1 _ q2)

— (_1\S,(s—D)s+(—2t—2s)s( _1\t—1 ,(t—2)(t—1)+(—2t4+2)(t—1) _ (_ 1\t+s—1 ,—s>—2ts—s—t>+t
(=1)% (=1)""q (=)™ q

(1 . q4t(s+1)) _ _q4t(s+1)(1 . q—4t(s+1)>

)

logo,

qut(_l)tJrsq(sft) (_ 1)t+sflq75272tsfsft2+t<_q4t(s+1))
(I—q*)

y q(tfsfl)Q (1 _ q—4t(s+1)) q(t—1)2—2ms—s2(1 _ q4t)
(1 _ q4(s+1)(s+m+1)) (1 _ q4m+4s+4)

q23+1 |:(1 _ q74t(s+1)) q72s(t+s+m+1)(1 _ q4(s+1)(s+m+1)):|
))

(1 — gD (s+m+1 (1—q%) - (1 — ghmtistd)
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Igual ao polinomio do lado direito da igualdade (3.8) com i = —t. Assim
a tdentidade € valida para i = m+s+1, 1 <i<se—-s<1< —1 o0 que

implica que € valida para todo 1. O

Lema 3.1.7. Para inteirosn >k >1,0=0 ou 1,7 > 0,m > 0,

" 2m 425 —b (_1)j+k(q2m+2j+lfb)2k_2jq%j(j—&—l)—kj
S\ m4i+ji—b (@m0 ) i (@7 )y
q
k—1
X
g—1

q

_ (=) ¢ % (@) ama2k—b(@)m (@ =1 (@)1 (@) mas—s (3.9)

(@) m+2k—b-1(@Dm+k—1(Dmti—b—1 (@) mk—i(@*~Hm*) 4

Demonstracao: De fato, uma vez que

2m+25 —b _ (@)2m+2j—b
m-+i+j—b (@Dmeitj—o(Dm+j—i
q
(Y, = (@) m2k—b-1
T (@i
e
i (Q)m—i-k—l
(" ey = Ly
! (Q)m+j—1
temos que
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n 2m 425 —b (_1)j+k(q2m+2j+1 b>2k 2 qQJ(J—H) kj

(qm+j+k_b)k‘—j (qm+])k—j

=1\ m+i+j—>b

k—1

g—1
q

n ]+kq2j(j+1)—kj(q) 2m+2j+1—b)

2m+2j—b(q
—1 m+i+jfb<Q)m+jfi(Q)m+2kfb71(Q>m+k71

2k—2j

J

k—1
X(Dmjrk—b-1(Dmrj—1 |
j—1
q
Mas como

(@Dmtitr—v-1= (Dmirs@" )5 (@Dmrjr = (@Dm (@™ )55 (Dmrji =

(@m—it1(d" ) e (Dmitib = (Qmrivr1(¢™T702);, obtemos

- Z itk gzl Q) amep2j—b (@MY o0 o
m i+1 qmiz+2)j(q)m+ifb+l(qm+iib+2)j

(@Dmr-(@" ) (@ (g™ ), [ B -1
(Dmr2k—b-1(@)mk—1 j—1

q

_ (—1)k(Q)2m+2k—b(Q)m+k—b(Q)m
(Dmror—b-1(Dmsk—1(Dmri—b+1(Qm—it1

]ii q‘ﬂ )k (gmetk=be1) (gmit) [ k=1
X
= m+1 b+2)j(qm 1+2)j

7g—1
q

Uma vez que
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(@)= 0 =g ™A —¢™?).(1—¢")

() )

= (~1)qH IV,

temos que

k-1 - m — m— j
(=D Y@ amr26—6(@)mrk—0(7)m Mg (g )¢

M

(@ mt2b—b-1(@)mtk-1(D)mti-+1(Q)m—it1 = m“ b+2) (gm2);

(=) " (@) amr2r—t(@)m (@ V-1 (@) i1 (@) mesi—s .

(Q)m+2k—b—1 (q)m+k—1 (Q)m+z'—b+1 (q>m+k_i(qb—i+m—k)

k—1
O
Considere as matrizes:
2m+2j -1 gD =2m(=1)=G-D?(] 4 g2
Tn = — ,
m+z’+j—1 (1+q2m+2] 1)
q2 nxn
/ 2m + 2j q(i—1)2—2m(j—1)—(j—1)2(1 + q4i)
Yn = —
m+i+j ), (1 —g*m+4)
q nxn
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Lema 3.1.8.
et _ ﬁ (1 _ q2n+2i—1) m (1 _ q2(2n—z‘+h—1))
Tn (1 _ qziq) (1 _ q2(i+h71))

i=1 h=i+1
Demonstragao:
o2om+27i—1 (i-1)*=2m(j-1)—(5-1)*(1 2i—1
det, = det J 4 5 +2,_(1 +ta)
m4i+j—1 (1 +g#m+271)

q2

nxn

Note que se fixarmos j = jo entao a coluna jo pode ser escrita como

¢ 2nlo=1)~(io—1)’ ’71',]'0

(1 — gZm+2io-1)

fynzj()

2m + 2jo — 1
onde % j, =
m—+ 1+ Jo — 1 9
q
Isto implica que

n —2m s _ s 2
e — szqu(J D—-(G-1)
I =1 @) (14 @2mB). (1 — g2mrenT)

2m +2j — 1 . .
x det / g1+ Y
m+i+j—1

(]2

De modo andlogo se fixarmos i = iy em

L 2m+2j5 —1 P12 .
Vo = o ¢ (14 ¢¥
m4i+75—1 2

e fizermos j variar temos que a linha j pode ser escrita como
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om +2j — 1

in—1)2 io—
(,ynio’j) :q(o 1) (1+q2° 1) ' |
m+20+]—1

para todo 1 < j < n.

Assim, obtemos

H?=1 q—2m(j—1)—(j—1)2

detry, = (1= @2 ) (1+ @ +3). (1 q2m+2n—l)det%
—mn(n—1)(_ . 2 . o2m + 2] -1
=1 2m+<1 q27q : det
(—q » 4% )n m+it+j—1
> nxn
Defina
= (=)™ (g"m 92)2j—2iqi2+i72ij J—1
n (@2m+2i+2i=2 ¢2). (@m+2 g?), 5 _
q nxn
Observemos que se i > j, entdo a = 0, portanto €, € triangu-

1—1
q2
lar superior, cuja (j,j)—ésima entrada € dada por ¢°*i. Logo, temos que

dete, = [[j_, ¢,

Considere a matriz

. 2m +2j — 1
Tn =
m+i+7—1

2
"= nxn

Entao, usando o Lema 3.1.7 com b = 1 e trocando q por ¢*> temos que a

(i, 7)—ésima entrada de e, é dada por
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(—1)j+1q2_2j(q2, q2)2m+2j_1(q27 qz)m<q2—21'7 q2) , <q4—2i—2j7 qz) -
(¢, @) m+2j—2(0% @) mri(@% @ )mrj—i (P22 ¢2) ;-

Uma vez que se j > i entao (¢*%,¢*);j_1 = 0, logo i€, € triangular inferior.

Consequentemente obtemos

—mn(n—1) (_q’ q2)n

(—g®™+1 ¢?),

d (det)

detvy, =

q—mn(n—l)

- (—g2m+1 g det () ]1;[1
(=1 (¢, ¢*)ama2j—1 (@, 4%) - (q4*‘“', q%)j-1

X
(4%, @) mt2j—2(02, @) (¢FF2m=4  ¢2) ;-

_ ﬁ 2m+2j 1(612 q2)~ 1<q2jaq2)jfl

(—q 2’”“ n i ( m+23+2(q P (@42, ¢%) 1

(=¢;4*)n ﬁ (@% ) amroi—1(a%, ¢%)2j—2
(

(=g )y P 0% ¢*)m+2j-2(4% ¢*)m+2j-1

( 2n+1

,q m ﬁ 2m+2j 2(q2 q2)2j71
]:1 m+2j-2(¢%, ) mr25-1

(@, ¢, 1—[?:1(614]'727 @)om

(4. ¢*)m [1721 (6%, ¢*)m

(@ ¢)m [T (4%, %) om
(@, ¢®)m (T4 (0%, %)) TT5—1 (09, 42)2m)

n 2 ] m
(@ ) 121 (77, %)
(Q7 q2)m Hyzl (q4j7 q2)2m
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_ (q2n+1’ q2)m H?Zl(q2j+2m7 q2)m
(¢ ¢®)m =1 (0", 4" )m (@2, ¢

2n+1 2 2m+2]+21)

U U 1 _ q2]+4l

:(q

2m—+21

_ (@ ) ﬁ (@™ ¢*)an
(@ @®)m  +7 (@ ¢P)n

) m ﬁ (@ @) onsivm—1(0% ¢*)2i1
(¢, 4*)m il (@2, ) m+i-1(0%, ¢*)2nt2i-1

(1 — g2@n+iti—1)
(1 — 2it+2i-2)

B ﬁ [<1 . q2n+2i—1) ﬁ (1- q2(2n—i+j—1))]
- _ 2i—1 — 2(i45-1) )
|l A=ah) 2n (L=g2th)

Lema 3.1.9.

) - m (1 _ q2n+2i) m (1 _q2(2n+i+h))
(=4, ¢ )mdetr, = H [m H (1 — 2G+h=D) |

=1 h=i+1

Demonstracgao:
De modo andlogo ao lema 3.1.8, fixrando a i-ésima linha e a j-ésima coluna

temos que

42\ qUDPEmG-D-G-12( 4 g
mtitj | (1 —gtm*h)

q nxn

detry, = det
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—mn(n—1)(¢*q")n o2m —+ 24
- det /

(q4m+n, q4)n m + 1 +j )
q
Defina a matriz
o (_1)z‘+j(q4nwr4i+27 q2)2j72iqi2+z’—2ij j—1
" (@242, ¢%) (@™, ¢%)j— \ i —1

2
q nxn

~ r, . . . . . ;. ;4244 .
FEntao e, € triangular superior, cuja (j,j)—ésima entrada é ¢~ 1. Assim,
/ n i 52
— J=J
deten - Hj:l q :

Consideremos entao a matriz

. 2m + 2y
Tn = o )
m-+1+)

2
q nxn

entdo, pelo Lema 3.1.7 com b = 0 e trocando q por ¢*, a (i, j)—ésima entrada

. / ,
da matriz yje, €

— 122, ) amr2i (@ @) (@@, )1 (P7H ), 1 (1 — ¢? %
(1)g+122](2 2) (2 2)(22 2) (22 27 2) (1 2+2]).
(2, @®)mr2j-1(0% @) mriv1 (@ @) myj—i(q7272mH ¢2), 4

2—21

Uma vez que se j > i entdo (¢**,¢*);—1 = 0, logo vie, € triangular inferior.

Consequentemente obtemos
S

(—q, ¢*)mdet, = (g, det ()

(_q7 q2)mq_mn(n_1)(‘14§q4)n

(q4m+47 q4)nd€t(6;)

(L, 4o (6P, ) (7, 47) o1 (@Y, ¢%) o1 (1 — g™

X -
(@2, @) m+2i-1(02% @F)mri1(6% @) maj—i (@972, %) 1

j=1
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n

_ (0. @)mld"q") nH @*)am+2(0%, 02)j-1(q72,4%) 1

(—@*"2,¢%)n J=1 2, %) mr2j-1(0% @) mrjr (P2 gh) 5

n

(= CZ»Q) m(—0% ¢ nH 0" )am+2 (0%, ¢*)2j1

®?m+2 q%), (?,q )m+2j—1<q27q2)m+2j

7j=1
(=0, @®)m (=% ) TT1=1 (@972, ¢ )am
(—q?m+2 ¢2), H?il(q2j+27 @®)m
B (= ®)m (=% )n T121 (4742, ¢P)om
(=22, ¢2)n(T121 (0272, ¢2)m) (TT=1 (49, 6%)2m)

. <_Q7q2> ( q q ) Hznl(q2j+2m+27q2)2m
(=a*2,6%)n [1521(aY, ¢*)am

_ (_q7q2) ( q 7q) Hjnl(q2j+2m+2aq2)2m
(=¢*™+2,¢*)n [ 151 (aY, ¢*)m(a¥%2, ¢*)m

2n—1 m
= ( 49 ) ( q q n H H 2m+23+21+2)
2m+2 2 it di
(= j=0 i=1 (1 —g¥t%)

m 2m+4-214-2

(0. P)m(=% ) 11 (@ . q%)an
( 11

B _q2m+2’ q2)n i1 (q4i7 q2)2n

_ (4.8 ) lm—[ . 2n+m+i(q2 ¢*)i-1
(—q 2m+2 2 paiey )2nt2i-1(% ¢*)m+i
( q, q q q " H 4n+4z) (1 _ q4n+2i+2j)
2m+2 2 — g2m+2i — 2(+j—-1
(—q pel Gt B € Bl )
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(=4, P (=% (@ ) mH ﬁ (1 — g?@ntit))

( 2m+2 q2) (q2m+2 2 1 _q2(z+] 1))

=1 j=i+1
_ (_q7q2)m(q4§q4)m+n( q q , m H ﬁ 1 —q 2n+i+j))
N %, q° —q? 2 i+7—1
(¢, @*)n (=02 ¢*)n+ (q %) e D)
_ (_Q7q2> (qQ'q )m+n q ;q4)m ﬁ ﬁ 2(2n+z+])>
(@, ¢)nl(d® ") m(a* ¢*)m ple e 20i+5-D)
] un i g
(¢:¢*)m i1 =it (1 — g2titi-1)

para todo n

m (1— q2n+2i) m (1- q2(2n+z‘+j))
E (1— ¢ 1) (1— qz(iﬂel))

j=it+1
O
Lema 3.1.10. Eziste uma matriz (¢;j)nxn tal que ¢;j =0 sei > j, ¢;; =1, e
6n<cij)n><n = Tn-
A prova serd feita por indug¢do sobre n. Cason = 1 o

Demonstracgao:

resultado € trivial uma vez que B1 e y1 sao matrizes 1 X 1 cuja unica entrada

¢ dada por

2m +1 (1—|—q)

m+ 1 ] (1 + g2m+1)
q

Agora nds assumimos que (c; ;) pode ser encontrada para i < n e j < n.

Nos podemos escolher c,; = 0 para j < n, ¢y = 1 eparal < h < n
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escolhemos ¢y, de forma que o sistema abaizo seja vdlido:

n 2m + 25 — 1 q(i—j)2(1 . q(2i—1)(2j—1))c'
(1— q(2m+2j—1)(2j—1)) Jn

=1\ m+i+j—1

B 2m +2n —1 q(i—1)2—2m(n—1)—(n—1)2(1 _ q2i—1)
- 2m+2n—1 (3.10)
m+i+n—1 (1—-4q )

q2
onde 1 < i <n—1. Una vez que ¢,, = 1, temos um sistema com (n — 1)

equagoes e (n — 1) incognitas. Mas por hipdtese seque que

det’Yn—l

det(Cij)n—1xn—1

detﬁn— 1=

= detvy,_1 # 0

pelo Lema 3.1.8. Logo, ¢y, existe e € unico.
Podemos afirmar que o sistema acima (3.10) € vdlido para todo i > 1.
De fato, como pela primeira identidade (3.1) do Lema 3.1.5 com s =n — 1,

tem-se

n 2m 425 — 1 q(i—j)2(1 _ q(%_l)@j—l))c
(1— q2m+2-1D(2-1)) jn

S\ mtiti-1)

n—1 n—1 om + 2j -1 q(r—j)2(1+q(2r+1)(2j+1))

- Z Z ai(r,n —1) 1+ q(2m+2j71)(2j71)>6jn

j=1 r=1 m+r+j—1

q2

e pela sequnda identidade (3.2) do lema 3.1.5,

2m +2n — 1 q(i—1)2—2m(n—1)—(n—1)2<1 _ q2i—1)

m-+i+n— 1 ) (1 _ q2m+2n71)
q
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1

n

2m+27 —1 q(r—n)2(1 _ q(27“71)(2n71))

= AUS) -1
2 a;(r,n —1) i1 (1 + q@ni2n-1)(n-D))
= q2
B 2m +2n —1 q(r—1)2—2m(n—1)—n(n—1)2(1 _ q2r—1)
m+r+n_1 ] (1_q2m+2n—1)
q
logo,
- 2m 427 —1 q(i—j)Q(l — q(2i—1)(2j—1))
CA
o 1 — g(@m+2j-1)(2j-1)) I
=t \ m+i+7—1 .- (1-gq )
B 2m +2n —1 q(i—1)2—2m(n—1)—(n—1)2(1 _ qu—l)
m+@—|—n— 1 2 (1_q2m+2n71)
q
n—1 n—1 2m -+ 2] -1 q(rfj)Q(l + q(2r+1)(2j+1)>
- a;(r,n —1) Imt2j—1)(2j—1)) In
j=1 r=1 m+r+j5—1 (1 4 gm+2-D=1)
q2
n—1 y —-n r— n—
+Y ai(rn—1) 2m+2j =1 ) grmi(1 - ¢PrhenY)
—1 o m+r+j—1 (1 + q@mt2n=1)@2n-1))
— 2
B o2m+2n —1 q(r—1)2—2m(n—1)—n(n—1)2(1 _ q2r—1)
m—f-r—i—n—l ] (1_q2m+2n71
q
— NS 22—l g2 (1 4 qRriD D)
5 w1y ; m+r+j—1 (1 + g@mrz—neE-1) 9"
— = 2
B 2m +2n —1 q(r71)272m(n71)7n(n71)2(1 _ q2r71)
m+r+n—1 [ (1 — g?mt2n-t
q
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=0,
uma vez que a soma interna € zero por (3.10) para 1 < r < n — 1. Assim,
vemos que pela hipdtese de indugao a (i,j)-ésima entrada da multiplicagao de
Bn € (Cij)nxn € tgual a (i,j)-ésima entrada de y, para todo j <n ei <n e se

Jj =mn por (3.10). Assim obtemos

6n<cij)n><n = Tn-

Lema 3.1.11. Eziste a matriz (d;j)nxn tal que dij = 0 se i > j, di; =1, e

para todo n

!

Bo(di)nxn = Y-

Demonstracgao:
A prova serd feita por inducdo sobre n. Quando n = 1 caimos no caso

.. / / ~ . . P
trivial uma vez que By e y; sao matrizes 1 X 1 cuja entrada é

2m + 2 (1—(]4)

— (1 — g*m+4)
q2

Agora assumimos que (d;;) pode ser encontrada para i < n e j < n.
FEscolhemos d,; = 0 para j < n, dp, =1, e para 1 < h < n, escolhemos d,,

tal que o sequinte sistema seja vdlido:

n

2m + 2j g(i=9% (1 — ¢4i9) B
(1 — gim+i)) "

=1 \ m+i+j
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2m + 2n (i-1)*=2m(n—1)—(n—1)? (1 _ A
_ g — (=) (3.11)
m+i+n | (1—¢ )
q

onde 1 < i < n—1. Desde que d, = 1, (3.11) é um sistema de (n — 1)

equagoes com (n — 1) incognitas. Temos que

det(’Y’;L—l)

— — det /_ 0
d€t<dij>n—1><n—1 (777, 1) 7é

det(ﬁ;—l)

pelo Lema 3.1.9. Assim, d;,, existe e € unico.

Podemos afirmar que (3.11) € vdlido para todo i > 1. De fato,

“ 2m + 2j g% (1 — g9) |
(]_ — q4(m+j)) Jn

j=1 m+2+]
q

nolntd ) 2m + 27 gD (1 — ¢*d)
j=1 r=1 m-+r+j (1 — qUtmta)) ™
q

pelas identidades (3.5) e (3.6) do Lema 3.1.6 seque que

o2m + 2n q(i71)272m(n71)7(n71)2(1 _ q4i)

m4+i+n ] (1 _ q4m+4n)

q
n—1 i 2
2%Mm, + n q(r—n) (1 o q4nr)
- Z bi (7”7 n= 1) 1 4n(m+n)
r=1 m+r+n (1—gq )
L q
2m + 2n q(r—l)z—Qm(n—l)—(n—1)2<1 _ q4r)
mAr+n (1_q4m+4n)

Assim, temos que
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2m +2j ¢’ (1 — q4z'j)d
(1 — gAlm+a)y m

j=1 m+l+]

q2
B 2m + 2n q(i—1)2—2m(n—1)—(n—1)2(1 _ q4i)
m -+ i +n 2 (1 _ q4m+4n>
q
n—1 n—1 . )2 ;
2m + 2 (1 — s
=D 3) DIATIT] () B TR
j=1 r=1 m-+r+7 @ q
n—1 2
2m + m (r—m) 1— Anr
+ Z b; (7", n— 1) ! (4n(m—€n) )
—1 m+r+n | | (1—-q )
q
B 2m + 2n q(r71)272m(n71)7(n71)2(1 _ q4r)
m+r+n | | (1 —gtm+in)
q
—1 . N2 .
X - 2m + 2 (r=0)*(1 — g4
— Zbi(r,n 1) Z ‘7‘ q(l — (4j(m_€j)>)djn+
r=1 j=1 m+4+nr—+ 2 q
B 2m + m q(T71)272m(n71)7(n71)2(1 - q4r)
m+r+n | | (1 —gtm+in)
q
=0,

uma vez que a expressao interna é zero por (3.11) com 1 < r < n — 1.
Portanto, multiplicando B, por (dij)nxn vemos que a (i,j)—ésima entrada é
a (1,7)—ésima entrada de 7; set <mn ej<mn, por hipétese de inducdo e se
Jj =mn por (3.11). Assim,

/

Bo(di)nxn = Y-
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3.2 Conjectura de MacMahon

Nesta secao apresentaremos a demonstracao para a Conjectura de MacMa-

hon.

Teorema 3.2.1. (Conjectura de MacMahon) A fun¢ao geradora para parti¢oes
planas simétricas com até m niveis e com cada parte menor do que ou igual
a j € dada por:

St g [ [ 0

_ q2i—1 _ 42(i+h—-1
N>0 1=1 1 q ) i+1 (1 q( ))

2(j+ifh71))

(3.12)

Demonstragao: Primeiramente vejamos o caso j = 2n par:
ZNzo M(2n,m, N)g"
= 9an(q), por [10]
= detay,
= det[3,, pelo lema 3.1.2

= det,, pelo lema 3.1.10

2n+21 17q2(2n+i+h—1)

=112, 1 =y Hﬁl e, , pelo lema 3.1.9

e portanto (3.12) € vdlido para n par.

Agora vejamos o caso de n impar. Se n =1 entao por (3.12) temos

ﬁ (1 —¢* ™) (%) m( @™ D)
(1—¢q

Pl = NA=¢") (g )m(d", ¢ )m

(1-¢°)...(0 = ¢*)(1 = ¢™?)...(1—¢"™)
(@) m(q*, ¢*)m
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_ (@ d)em
(: ) m(d*, ¢*)m

(1-¢)(1=¢%..(10 =¢" )1 —¢")(1 = ¢°)...(1 = ¢"™)
(7 ¢*)m(q* ¢*)m

= (=4, ¢")m-
Por outro lado M(1,m, N) pode ser visto como o nimero de parti¢oes

planas com cada parte distinta impar menor do que ou igual a 2m — 1, por

[7]. Ou seja

> MAm NN =(1+9)1+¢")..(1+¢" ") = (—¢.¢")m

assim (3.12) € vdlida para n = 1. E para j = 2n+ 1,n > 1 temos
ZNzo M@2n +1,m, N)g™
= Gont+1(q), por [10]
= (=¢,7°)

= (—q, ¢*)mdet 3, pelo lema 3.1.4

= (—a.¢°)

= [IZ, % 115 % , pelo lema 3.1.9

e portanto (3.12) € vdlido para todo n > 1. O

mdetal,

mdet’y;, pelo lema 3.1.11

84



Capitulo 4

Referéncias

85



Referéncias Bibliograficas

1]

G. E. Andrews, Plane partitions, I: The MacMahon conjecture, Adv. in
Math. Suppl. Studies 1:131-150 (1979)

G. E. Andrews, K. Eriksson, Integer Partitions, Cambrigde University
Press, London and New York, 2004.

G. E. Andrews, ENCYCLOPEDIA OF MATHEMATICS and Its Appli-
cations, Theory of Partitions ,Vol. 02, Addison-Wesley Publishing Com-
pany, Massachusets, 1976.

P.A. MacMahon, Combinatory Analisys, Vol. 02,Cambrigde University
Press, London and New York, 1916. (Reprint: Chelsea, Bronx, New
York, 1960)

P.A. MacMahon, Partitions of numbers whose graphs possess symmetry,

Trans. Cambridge Phil. Soc. 17 (1898-1899), 149-170.

B.Gordon, Two new representations of partition functions, Proc. Amer.

Math. Soc. 13 (1962), 869-873.

B.Gordon, Notes on plane partitions V, J. Combinatorial Theory Ser.
B. 11 (1971), 157-168.

86



[8] B. Gordon, L. Houten, Notes on plane partitions I, J. Combinatorial
Theory Ser. B 4 (1968), 72-80.

[9] B. Gordon, L. Houten, Notes on plane partitions II, J. Combinatorial
Theory Ser. B 4 (1968), 81-99.

[10] E. A. Bender,D. E. Knuth, Enumeration of plane partitions, J. Combi-
natorial Theory Ser. A. 13 (1972), 40-54.

[11] G.E. Andrews, R. Askey, R. Roy, ENCYCLOPEDIA OF MATHEMAT-
ICS and Its Applications, Special Functions, Vol. 71,Cambrigde Univer-
sity Press,1999.

87



