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Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo sobre polinémios centrais graduados e po-
lindmios centrais com involucdo para algumas algebras importantes na Pl-teoria sobre cor-
pos infinitos. Mais precisamente, descrevemos os polindmios centrais Z,-graduados para as
dlgebras My(K) (matrizes 2 x 2 sobre um corpo K), My (S, onde S é uma &lgebra super-
comutativa (em particular, obtemos o caso M:1(E)), e E® E. Para M; 1(S), apresentamos
antes uma classificacdo em termos de identidades Z,-graduadas. Aqui E é a algebra de
Grassmann de dimens&o infinita com unidade e M 1(S) é a subdlgebra de Ma(S), cujos
elementos sdo as matrizes que tém a diagonal principal com elementos de Sy, a componente
par {central) de S, e a diagonal secundéria com elementos de 51, a componente impar {anti-
comutativa) de 5. Descrevemos também os polindmios centrais graduados para as dlgebras
M, (K) (matrizes nxn sobre K'), considerando suas graduagdes naturais pelos grupos ciclicos,
e finalmente os polindmios centrais com involugéo para M,(K), considerando as involucdes
transposta e simplética.
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Abstract

In this thesis we study graded central polynomials and central polynomials with involu-
tion for some important algebras in the theory of algebras with polynomial identities, over
infinite fields. Namely we describe the Z,-graded central polynomials for the algebras M,(X)
(the 2 x 2 matrices over the field K), M;,(5), where § is an arbitrary supercommutative
algebra. In particular we obtain the cases M;,;(E), and furthermore £ ® £. For the case
M, 1(S) we first give a classification in terms of Z;-graded identities. Here E stands for the
infinite dimensional Grassmann algebra with 1. Also M;1(S) is the subalgebra of M,(S)
with elements the matrices whose main diagonal has entries from Sp, the even (central)
component of S, and off-diagonal entries from S;, the odd (anticommutative) component
of 5. We also describe the graded central polynomials for the algebras M,(K), the n x n
matrices over K, considering their natural gradings by cyclic groups, and finally the cen-
tral polynomials with involution for M;({K), considering the transpose and the symplectic
involutions.
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Introducao

As élgebras sdo objetos de grande importancia na teoria de anéis e dentre elas destacamos
as dlgebras com identidades polinomiais ou Pl-dlgebras. Uma identidade polinomial de uma
dlgebra A é um polindémio f(z1,...,z,) em varidveis ndo comutativas que se anula quando
avaliado em quaisquer elementos de A. Dizemos que A é uma Pl-dlgebra quando existe um
polinémio n&o nulo nestas condi¢des (identidade polinomial nao trivial), e como exemplos
podemos citar as dlgebras comutativas, as de dimensio finita e as nilpotentes. Tendo em
vista que as identidades polinomiais dizem muito sobre a estrutura de uma algebra, seu
estudo ¢ algo de grande interesse.

A teoria das 4lgebras com identidades polinomiais {ou PlI-teoria) teve inicio com trabe-
Thos de mateméaticos como Jacobson, Kaplansky, Levitzki, Dubnov e Ivanov (podemos citar
como exemplos [24], {25], [37] e [16]), que tratavam da estrutura de anéis (ou 4lgebras) que
satisfazem uma identidade polinomial, e comecou a se desenvolver mais intensamente por
volta de 1950, quando foi provado o Teorema de Amitsur-Levitzki [1], ¢ qual afirma que a
dlgebra M,(K) das matrizes n X n sobre um corpo K satisfaz a identidade “standard” de
grau 2n. Este trabalho € baseado em argumentos combinatérios e, posteriormente, outras
demonstragoes foram dadas para este teorema usando-se técnicas diversas.

Uma questdo central na Pl-teoria é a descricdo das identidades polinomiais de uma
dlgebra, ou seja, a determinagdo de um conjunto gerador do T-ideal {ideal das identida-
des), ou base das identidades. Em 1950, W. Specht colocou o problema da existéncia de
base finita para as identidades de uma dlgebra associativa sobre um corpo de caracteristica
7ero, que é conhecido como problema de Specht. Kemer, em seu importante trabalho {27, 28]
sobre a estrutura dos T-ideais em caracteristica zero, apresentou uma solugdo positiva para
este problema. Contudo, apesar de sua importéncia e profundidade, o trabalho de Kemer nao
mostra como determinar uma tal base finita e portanio néo resolve o problema da descrigéo
das identidades de uma &lgebra, o qual continua em aberto até hoje, tendo sido resolvido
apenas para algumas algebras em particular.

O trabalho de Kemer também trata das importantes dlgebras T-primas, que sio &lgebras



cujos T-ideais sdo T-primos. Ele mostra que os Unicos T-ideais T-primos ndo triviais em
caracteristica zero so os T-ideais das dlgebras M, (K), ML(E) e M,4(F), onde E € a dlgebra
de Grassmann de dimensdo infinita e M, ,(F) é a subélgebra de M,;(E) que consiste das
matrizes que tém na diagonal principal um bloco @ X @ e outro b X b com entradas em Fj, o
centro de F, e na diagonal secundaria blocos com entradas em E;, a parte anti-comutativa
de E. Também foi mostrado que em caracteristica zero valem as igualdades T(E @ E) =
T(M12(E)), T(Ma(E) ® E) = T(Myss(E)) & T(Mop(E) ® Moa(E)) = T(Maorsaaarse( E))
{(onde T'(A) denota o T-ideal das identidades da 4lgebra A), sendo este resultado conhecido
como Teorema do Produto Tensorial de Kemer e do qual segue que o produto tensorial de
dlgebras T-primas ainda é uma algebra T-prima.

Ainda se sabe pouco sobre as descrigbes das identidades das algebras T-primas, apesar de
nas ultimas décadas terem surgido varios trabalhos neste sentido. As identidades da algebra
de Grassmann F foram descritas em caracteristica zero por Latyshev [34] (o raciocinio usado
neste artigo também funciona para corpos infinitos de qualquer caracteristica maior que 2) e
por Krakowski e Regev [33] (veja também o artigo [19] para as identidades de F sobre sobre
corpos infinitos de caracteristica diferente de 2). A descricio das identidades de M, (K) é
conhecida apenas para n = 2 e foi dada por Razmyslov [40] e Drensky [13], em caracteristica
zero, e por Koshlukov [30], para corpos infinitos de caracteristica diferente de 2. Em carac-
teristica zero, geradores das identidades da dlgebra £ @ E, e consequentemente da dlgebra
M, 1(E), foram determinados por Popov [39]. E importante ressaltar que em caracterfstica
positiva ainda néo se tem descri¢do para as identidades destas dlgebras e nem é vilida a
igualdade T(E ® E} = T(M11(E)).

Uma das maiores ferramentas no trabalho de Kemer foi o uso de identidades graduadas.
Este tipo de identidade é uma generalizacio das identidades ordindrias e tem uma estreita
relacdo com elas. Vemos entao que as identidades graduadas tém grande importéncia na
Pl-teoria e por esta razdo se tornaram objetos de estudos independentes.

Por ser um trabalho mais ficil que a descrigdo das identidades ordinérias, a descricdo
das identidades graduadas das dlgebras T-primas vai mais além. As dlgebras E, M,(K),
Mi1(E) e E® E possuem Zo-graduages naturais e os geradores de suas identidades Zo-
graduadas j4 sdo conhecidos. No caso da slgebra B, a descricio das identidades Z,-graduadas
é bem simples e pode ser encontrada no segundo capitulo deste trabalho. As identidades
Zs-graduadas de M2(K) e de My 1{E) foram descritas for Di Vincenzo [12], em caracteristica
zero, e por Koshlukov e Azevedo [31], para corpos infinitos de caracteristica diferente de 2.
Em [31] também foram descritas as identidades Z,-graduadas de EQ E. No caso das dlgebras
M,(K), ao contrério das identidades ordinérias, as graduadas sio bem mais conhecidas.
ML{K) possui graduagbes naturais pelos grupos Z e Z, e suas identidades Z-graduadas e
Z,-graduadas foram descritas para, n qualquer por Vasilovsky [48, 47], em caracteristica zero,
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e por Azevedo [3, 4], para corpos infinitos.

As identidades com involugdo também aparecem como um importante tipo de genera-
lizacao das identidades polinomiais ordindrias. Uma involugéo (do primeiro tipo) em uma
algebra A é um automorfismo de ordem 2 do espago vetorial A que satisfaz {ab)* = b*a*
para quaisquer a, b € A. Quando se estuda o grupo de Brauer de um corpo K, ohserva-se
que se uma K-algebra central simples A possui uma involugfo, entio sua classe no grupo
de Brauer é o elemento neutro ou tem ordem 2. O problema da descricdo das identidades
com involugéo das dlgebras T-primas ainda esta longe de uma solugéo, tendo sido resolvido
apenas para a dlgebra F, por Anisimov [2] em caracteristica zero, e para a dlgebra M;(K)
por Levchenko, para char K = 0 [35] e para K finito [36], e por Colombo e Koshlukov [10],
para X infinito com char K # 2.

Um outre conceito que merece destaque na Pl-teoria por sua estreita relacio com o de
identidade polinomial é o de polindmio central. Um polinémio f(z,...,z,) € dito central
para uma dlgebra A se resulta em elemento do centro de A quando avaliado em quais-
quer elementos desta 4lgebra. Observe que as identidades polinomiais aparecem como os
exemplos mais simples, e sdo ditas polinémios centrais triviais. Em 1956, Kaplansky [26]
apresentou uma lista de problemas em aberto que motivaram muitos pesquisadores nas
décadas seguintes. Um destes problemas era sobre a existéncia de polindmio central nao
trivial para a édlgebra de matrizes M,(K), com n > 2 (no caso n = 2 o polinémio de
Hall [z1,z5][x3,24] + [%3,Z4]|[Z1, 20| j& era conhecido). A solugdo para este problema foi
dada em 1972-1973 independentemente por Formanek [17] e Razmyslov [41] (veja também
[43]), que provaram a existéncia de tais polindmios por construciio direta. Mais tarde, ou-
tros polindmios centrais para M,{K) foram construidos, veja por exemplo {22], [14] e [20].
Razmyslov também construiu em [43] polindmios centrais para as dlgebras M, (E) e Belov
[6] provou que toda variedade T-prima de édlgebras possui um polindmio central.

Assim como a descricdo das identidades, a descricdo dos polindmios centrais de uma
dlgebra é uma importante questdo na Pl-teoria. No entanto, muito pouco se conhece neste
sentido. No caso das dlgebras M, (K), geradores dos polindmios centrais sao conhecidos
apenas para o caso n = 2, e foram determinados por Okhitin [38], quando char K = 0, e
por Colombo e Koshlukov [9], quando K é infinito de caracteristica diferente de 2. No caso
da dlgebra de Grassmann, uma descri¢io dos polindémios centrais em caracteristica zero é
_apresentada no primeiro capitulo deste trabaiho, onde também é apresentada uma demons-
tréx;é.o de que os finicos polindmios centrais para U,{4), a dlgebra das matrizes triangulares
superiores com entradas numa algebra associativa com unidade A, sdo as identidades.

Uma generalizacdo natural dos conceitos de T-ideal e de polindmio central é o de T-
espaco. Um T-espago na élgebra associativa livre é um subespaco que é fechado sob os
endomorfismos dessa algebra. Os T-espagos estdo sendo estudados por varios algebristas,



pois providenciam um meio de estudar as propriedades dos T-ideais através de métodos
provenientes da combinatdria algébrica. Os estudos sobre T-espacos mostraram-se bastante
eficientes nesse sentido. Ressaltamos que, usando-se T-espacos, pode ser obtida uma de-
monstracio relativamente menos sofisticada do Teorema de Kemer sobre a geracio finita
dos T-ideais em caracteristica 0. Ainda, os primeiros exemplos de T-ideais sem bases finitas
de geradores, em caracteristica positiva, foram obtidos estudando-se T-espagos. O leitor
interessado pode procurar mais informacdes no artigo [21]. Aqui ressaltamos somente que,
diferentemente das identidades polinomiais, nem todo T-espago coincide com o conjunto dos
polinémios centrais de alguma algebra.

A importancia das algebras graduadas, das dlgebras com involugdo e do conceito de
polinémio central, e o fato de se saber pouco sobre as descrigdes dos polindémios centrais
de &lgebras importantes sdo motivagdes para o estudo de polindmios centrais graduados
e com involucdo. O presente trabalho tem por objetivo este estudo para &dlgebras sobre
corpos infinitos e estd dividido em quatro capitulos. No primeiro s@o apresentados conceitos
e resultados bésicos necessdrios no seu desenvolvimento. No segundo sfo apresentadas as
descri¢bes dos polindémios centrais Zo-graduados para as dlgebras Mo(K), M 1(S), onde S é
uma 4lgebra supercomutativa, e E® E. Também é demonstrado que M ;{S) tem as mesmas
identidades Z,-graduadas que M1 1(F) ou M, 1(E,), onde E, é a dlgebra de Grassmann de
dimenséao 2%,

O terceiro capitulo € destinado & descrigio dos polindmios centrais graduados para
M, (K). Nestas descrigfes sdo consideradas as Z,-graduacio e Z-graduagdo naturais desta
Algebra e sao usadas as matrizes genéricas graduadas definidas em [3] e [4]. Também ¢é
feito, através de métodos combinatérios, um estudo do numero de geradores obtidos para os
polinémios centrais.

Finalmente, no quarto capitulo é feito primeiramente um estudo sobre &lgebras com
involugéio, no qual sdo apresentados os conceitos de identidade e polinémios central com
mvolugio e também a classificacdo das involucbes em algebras centrais simples. Depois, séo
apresentadas as descrigbes dos polindmios centrais com involucsio para a dlgebra Mp(K),
considerando as involugdes transposta e simplética. Nestas descrigdes sao usadas idéias e
resultados de [9] e [10].

Em todas essas descricbes de polindmios centrais, as identidades (graduadas ou com
involugdo) das dlgebras em questdo sdo de fundamental importancia, tanto na composicio
dos conjuntos geradores, quanto nas “reducgtes” feitas no sentido de mostrar que um dado
polinémio central € realmente consegiiéncia desses geradores.

Esperamos que este trabalho contribua no sentido de ampliar um pouco o conhecimento
acerca dos polinémios centrais das algebras T-primas e melhorar a compreensao da forma
concreta desses polindmios.



Capitulo 1

Conceitos Basicos

Neste capfiulo vamos apresentar os conceitos e resultados bésicos necessdrios para o desen-
volvimento deste trabalho. Vamos comecar falando sobre dlgebras, que € o nosso objeto
fundamental de estudo. Em todo este capitulo K serd sempre um corpo e, a menos de
alguma mencdo em contrério, todas as 4lgebras e espacos vetoriais serdo sobre K.

1.1 Algebras

Definicao 1.1 Uma K-dlgebra é um par (A, ), onde A & um espago vetorial e ¥ é uma
operagio em A que é wma aplicacdo bilinear, ou seja, x 1 A x A — A satisfaz

o ax(b+c)=(axb)+(axc)

o (atb)xe=(axc)+(bxc)

e (Ma)xb=ax{Ab) = A(a*b)

pare quaisquer a, b,c€ Ae Ae K.

Na definigdo acima, * é chamada de produto ou multiplicacio. Para simplificar a notagéo,
vamos denotar a K-dlgebra (A, *) por A, ficando o produto subentendido, e axb, para a, b €
A, vamos denotar simplesmente por ¢b. Também por simplicidade, vamos usar a expresséo
dlgebra ao invés de K-dlgebra. Definimos aiasas como sendo {aiaz)as e, indutivamente,
01G3 . .. Anlpyq cOMO Sendo (a1Qz...a,)8,4 Dara a; € A. Dizemos que um subconjunto 3 é
uma base da dlgebra A se § é uma base de A como espaco vetorial e definimos a dimensdo
de A como sendo a dimensdo de A como espaco vetorial. '

Uma dlgebra A é dita:

e associativa se (ab)c = a(bc) para quaisquer a, b, ¢ € A.
e comutativa se ab = ba para quaisquer a, b € A.
e unitdria (ou com unidade) se o produto possui elemento neutro, ou seja, se existe 1 € A



tal que la = al = @ para todo a € A. _ .
o dlgebra de Lie se a®> = aa = 0 e {ab)c + (bc)a + (ca)b = 0 (identidade de Jacobi) para
quaisquer g, b, c € A. ' '
e nilpotente se existe n € N tal que o produto de quaisquer n + 1 elementos de A com
qualquer disposi¢ao de parénteses € igual a zero (se A é de Lie ou associativa isto equivale a
a1Gp . . . GnGpy1 = O Para quaisquer aj, ag, ..., Gn, Gny1 € A). Neste caso, definimos o indice
(ou classe) de nilpoténcia de A como sendo o menor n que satisfaz esta condigao.

De agora em diante, a menos que mencionemos o contririo, todas as &lgebras serdo
associativas e com unidade. Em toda dlgebra A, sendo 1 sua unidade e A € K, identificamos
naturalmente A1 com A e {A\1| XA € K} com K. Vejamos alguns exemplos importantes.

Exemplo 1.2 Paran € N, o espaco vetorial M,(K) de todas as matrizes nxn com entradas
em K, munido do produto usual de matrizes, é uma dlgebra associativa com unidade de
dimenséio n?. Nesta dlgebra é importante destacar as matrizes unitdrias E;;, para 1 < 4,7 <
n, onde F;; € a matriz cuja tinica entrada nédo nula é 1 na ¢-ésima linha e j-ésima coluna. E
facil ver que elas formam uma base para M,(K).

Mais geralmente, se A é uma 4lgebra, consideremos o espacgo vetorial M,(A) de todas as
matrizes n x n com entradas em A. O produto de matrizes em M,(A) é andlogo ac produto
de matrizes com entradas em K. Temos entdo uma estrutura de dlgebra em M, (A).

Exemplo 1.3 Seja V um espaco vetorial com base {ey, e, €3,...}. Definimos a digebra de
Grassmann {ou dlgebra exterior) de V, denotada por E(V} (ou simplesmente por E), como
sendo a 4lgebra com base {1, e; ey, ..., |41 < i < ... < ik k > 1} e cujo produto é
definido pelas relagbes e? = 0 e e;e; = —eje; para quaisquer 4, § € N. Destacamos em F
os subespacos vetoriais Fg, gerado pelo conjunto {1, e;e;,...e;, | m par}, e Ey, gerado
pelo conjunto { e;,€;, ...¢e; | k impar}. Claramente, F = Eq @ E, como espago vetorial. De
eie; = —e;e; segue que (e, - . e ) (&5 ... e5,) = (=1)™ (e, ... e5 )€y, - - . €,) Para quaisquer
m, k € N, e assim podemos concluir que ax = za para quaisquer a € Eyex € E, e be = —cb
para quaisquer b, ¢ € F;. Observamos facilmente que se char K = 2, entdo E € uma aigebra
comutativa.

Tomando agora E’ como sendo a dlgebra com base {e;e;,...e; | &1 <idp < ... < i,
k > 1}, temos que £’ ndo tem unidade e é chamada de dlgebra exterior sem unidade.

Exemplo 1.4 Seja A uma dlgebra e consideremos o espago vetorial
KeA={M\a) | € K, ac A}.

Definindo em K @ A o produto (A1, a1)(Ag, a2) = (A1Ag, Miag + Aga; +a;:a3), temos que K G A
é uma &lgebra associativa com unidade {que é o elemento (1,0)). Esta construcdo é chamada
de adjuncéo formal da unidade a A.



Observacdo 1.5 Se A é um espago vetorial, 3 é uma basede Ae f: fx 8 — A é uma
aplicagio qualquer, entdo existe uma dnica aplicagéo bilinear ' : Ax A —+ A estendendo f.
Assim, para definir uma estrutura de algebra em A basta definir o produto para os elementos
de uma base. Uma vez definido o produto, verifica-se que A & uma 4lgebra associativa se, e
somente se, (vivz)vs = v1(vavs) para quaisquer vy, vg, vs € J. Isto se deve ao fato de que a
aplicagdo g: A x A x A — A, definida por g(a, b,¢) = (ab)c — a(bc), sendo trilinear, é nula
se, € somente se, é nula em 8 x 3 x 5.

Exemplo 1.6 Produto tensorial de algebras. Sejam A e B duas dlgebras. Recordamos
gue o produto tensorial dos espacos vetoriais A e B, denotado por A® B, é o espaco vetorial
que consiste dos elementos da forma > u; ® v; para u; € A e v; € B. Os elementos a ® ¢
(tensores) satisfazem (¢ +¢)® b = (6 ®0) +(c®b), e @ b+ d) = @ b) + (a ® d)
ed@®b=a®A = Ma®b) para quaisquer a, b € A, ¢, d € Be A € K. Eum
fato bem conhecido que se 3, e 82 sfo bases de A e B, respectivamente, entdo o conjunto
B=4{u®v|uc P, v € P} éumabase de A® B. Se V é um espago vetorial e
f i1 Ax B — V é uma aplicacdo bilinear, entdo existe uma udnica transformacgio linear
w: A®B — V satisfazendo ¢(a®b) = f(a,b) (propriedade universal do produto tensorial).
Para maiores detalhes, veja [11], Capftulo 11, §12.

Para definir uma estrutura de lgebra em A ® B, fixemos duas bases 3; ¢ 82 de 4 e B,
respectivamente, e definimos (u1 ® vy)(us ® v2) = urtty ® v1ve. Temos que A ® B, munido
deste produte, é uma algebra associativa, o que é facil ver pela Observagio 1.5. Ademais, o
elemento 14 ® 15 é a unidade desta dlgebra. |

Tomando agora a;, a; € A e by, by € B elementos quaisquer e escrevendo-os como
combinagoes lineares dos elementos de 3; e 32, respectivamente, podemos ver facilmente que
(a; ® bi){ag ® ba) = a1a2 @ biby. Temos entdo que a defini¢do do produto independe da
escolha das bases.

Se A é uma dlgebra associativa e a, b € A, definimos o comutador [a,b} = ab — ba e, se
char K # 2, o produto de Jordan aob = %(ab + ba). Definimos também o comutador de
comprimento n como sendo [ay, ..., Gn1,qs] = [[@1,-..,Cn_1], an] Para a; € A, Através de
um célculo simples, podemos mostrar que para guaisquer a, b, ¢ € A vale

{ab, ¢] = a[b, c] + [a, c]b. (1.1)

Ademais, usando indugéo e {(1.1), é possivel mostrar que

[0;1(12 van iy, C] = z ... ai_l[ai, C]ai+1 R 7 (12)
i=1



Definigao 1.7 Seja A ume dlgebra. Dizemos gue um subespago vetorial B de A é uma
subdlgebra de A se BB C B el € B. Dizemos que um subespaco vetorial I de A € um ideal
de Ase AICTelACI.

Exemplo 1.8 Considere a élgebra exterior £ (Exemplo 1.3). Dado n € N, tomemos o
subespaco E, de E gerado pelo conjunto {1, e;e;,...€; |11 < i < ... <4 < n}. Temos
que F, é uma subdlgebra de E de dimenséo 2" e é a dlgebra exterior do espago vetorial com
base {e1,€a,... €.}

Exemplo 1.9 Centro de uma algebra. Sendo A uma 4lgebra, o conjunto
Z(A)={a € A|ax = za para todo x € A}

é uma .importa.nte subélgebra de A, chamada de centro de A. E um fato bem conhecido que
para todo n € N vale Z(M,(K)) = {Aoxn | A € K} (matrizes escalares). Quanto & lgebra
de Grassmann, observando o Exemplo 1.3 podemos concluir que Z{E) = Ey {char K 3 2).

Exemplo 1.10 Subalgebra gerada. Sejam A uma dlgebra de S € A. Consideremos o
subespago Bs de A gerado pelo conjunto {1, s185...5: | k € N, s; € §}. Temos que Bg §é
multiplicativamente fechado e que 1 € Bg. Logo, Bs € uma subédlgebra de A, chamada de
subdlgebra gerada por S. Observe que toda subélgebra de 4 que contém S deve conter Bg e
assim Bg é a menor subdlgebra de A contendo S.

Definicdo 1.11 Sejam A e B duas dlgebras. Uma transformagdo linear ¢ : A — B € um
homomorfismo de dlgebras se p(zy) = ©(z)p(y) pare quaisquer z, y € A, e p(l4) = 15.

Se @ é um homomorfismo de 4lgebras, dizemos que é um mergulho (ou monomorfismo)
se & injetivo, e que & um isomorfismo se é bijetivo. Um endomorfismo de uma algebra A é
um homomorfismo de A em A e um automorfismoe é um endomorfismo bijetivo (endomor-
fismo e isomorfismo ao mesmo tempo). Denotamos por End A e Aut A os conjuntos dos
endomorfismos e auntomorfismos, respectivamente, da dlgebra A. Quando existe um isomor-
fismo ¢ : A — B, dizemos que as édlgebras A e B séo isomorfas ¢ denotamos A4 ~ B.
Como exemplo, observamos que as dlgebras £ e K @ E' (Exemplo 1.4) sio isomorfas, sendo
Y : K& E — E, definida por ¥(), z) = A + z, um isomorfismo.

Se ¢ : A — B é um homomorfismo de 4lgebras, o conjunto kerg = {a € A | ¢(a) = 0},
nticleo de ¢, é um ideal de A, e o conjunto Imp = {p(e) | « € A}, imagem de p, é uma
subalgebra de B.

Sendo A uma 4lgebra e I um ideal de A, consideremos no espago vetorial quociente A/J
o produto (a+1)(b+I) = ab+1I paraa, b € A. Este produto estd bem definido (ndo depende
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da escolha dos representantes das classes laterais) e faz de A/J uma dlgebra, chamada de
dlgebra quociente de A por I. Vamos denotar a + I por a. A aplicagdo 7 : A — A/I,
definida por w(a) = @, é um homomorfismo chamado de proje¢do candnica.

E um fato bem conhecido que se ¢ : 4 — B é um homomorfismo de dlgebras, entéo
A/ kerw == Imep.

Definigao 1.12 Seja A uma dlgebra. Dizemos que A € simples se {0} e A sdo seus inicos
ideais. Dizemos que A € ceniral simples se A € simples e Z(A) = K.

V=ply =1,

Dizemos que um elemento r € A é invertivel se existe r~! € A tal que 77~
Vamos denotar por U{A) o conjunto dos elementos invertiveis de A. Se r € U(A), a aplicagio
(- : A — A, definida por z% = r~!zr, € um automorfismo de A, chamado de automorfismo

interno determinado por r.

Proposicao 1.13 Sec A ¢ uma dlgebra central simples de dimensdo finita, entdo todo auto-
morfismo de A € interno.

Este resultado ¢ uma consequéncia imediata do Teorema de Skolem-Noether, cuja de-
monstracio pode ser encontrada em [23], pdgina 99.

1.2 Identidades polinomiais

Seja X = {x1,722,%3,...} um conjunto enumerdvel, cujos elementos vamos chamar de
onden € Nez;; € X. Va-
mos também considerar a palavra vazia, que denotaremos por 1. Tomemos K{X) como

varidvess. Uma palavra em X é uma seqiiéncia x;, x4, ... 25

sendo o espaco vetorial que tem como base o conjunto de todas as palavras em X. Assim,

os elementos de K{X}, que chamaremos de polindémios, sdo somas (formais) de termos {ou

mondémios) que sao produtos (formais) de um escalar por uma palavra em X.
Consideremos agora em K{X) a multiplicacdo definida por

(i Zip oo T M Ty g o« Tgn) = Tiy Ly« + - L4 L5y Ty o o Ly -

Munido deste produto, K{X) é uma algebra associativa (veja a Observagio 1.5) com unidade,
que € a palavra vazia 1.

Sejam A uma dlgebra e h : X — A uma aplicagdo qualquer, com h(z;) = a; para
i € N. Consideremos agora a aplicacio linear ¢ : K{X) — A tal que ¢(1) = 14 e
ATy Tiy - - - Ti ) = Qi Qip - - - Q. 1€MOS que @, € um homomorfismo de algebras e é o {inico
satisfazendo wr|x = h. Dizemos entio que K(X) é a dlgebra associativa livre unitdria,
livremente gerada por X. Sendo f = f(xy,...,2s) € K{X}, vamos denotar por f{ai,...,as)

9



a imagem de f por ¢;. Observe que f(ai,...,an) é 0 elemento de A obtido substituindo-se
x; por a; em f.

Definigdo 1.14 Seja A uma dlgebra. Um polinémio f(zy,...,z,) € K{(X) (ou a expressdo

flz1, .. zn) = 0) € dito ser uma identidade polinomial de A se f(ay,...,0,) = 0 para
quaisquer ay, ..., an € A.
Observemos entdo que f = f(z1,...,2,) é uma identidade de A se, e somente se, f

pertence aos nticleos de todos os homomorfismos de K{X) em A.

Denotando por T(A) o conjunto de todas as identidades polinomiais de A, dizemos que
A é uma dlgebra com identidade polinomial ou Pl-digebra se T(A) £ {0}. Se A1 e As sho
4lgebras, dizemos que A; e A; sdo Pl-equivalentes se T( A1)} = T(As).

Exemplo 1.15 Se A é uma dlgebra comutativa, entdo o polindmio f{x,2s) = [T, 2] =
1%y — 27, ¢ uma identidade de A.

Exemplo 1.16 O polindmio (1, 22, z3] € uma identidade polinomial da dlgebra de Grass-
mann F. Para ver isto, basta observar que [a,b] € Eg = Z(F) para quaisquer a, b € E.

Exemplo 1.17 Considere o polinémio

Sn(mla e 3:11) = Z Eola(1) -« - Ta(n)

ogESn
onde Sy, é o grupo simétrico sobre n elementos, ¢, = 1 se ¢ é par, e &, = ~1 se ¢ é Impar,
é chamado de polinémio standard de grau n. Em [1] foi provado que 83,(z1,...,22.) €

T(M,(K)), fato conhecido como Teorema de Amitsur-Levitzki. Posteriormente, foram apre-
sentadas outras demonstracdes deste teorema (veja [32], [46], [42] e [44]).

O conceito que apresentaremos agora e suas propriedades séo de extrema importancia na.
Pl-teoria.

Definicao 1.18 Dizemos que um ideal I de K{(X}) é um T-ideal se w(I) C I para todo
@ € End K{X), ou equivalentemente, se f(g1,...,9.) € I para quaisquer f{zy,...,z,) €1
e g,y ---; gn€K<X>

Proposicao 1.19 Se A € uma dlgebra, entdo T(A) é um T-ideal de K{X). Reciprocamente,
se I € um T-ideal de K(X), entdo existe alguma dlgebra B tal que T(B) = 1.

10



Demonstragio. Primeiramente, é facil ver que T(A) é um ideal de K{X}. Agora, sejam f =
flz1,...,z,) € T(A) e p € End K{X), arbiirdrios. Provemos que o(f) € T(A). De fato, se
P K(X ) — A é um homomorfismo qualquer de dlgebras, entdo ¥ (p(f)) = (Yo p)(f) =0
pois Y o : K{X) — A é um homomorfismo de dlgebras e f € T({A). Assim, ©(f) € ker¢
e daf w(f) € T(A).

Sendo I um T-ideal de K {X), tomemos a dlgebra quociente B = K{X)/I e a projecio
candnica 7 : K{X) — K{(X)/I. Se f € T(B), entédo f deve pertencer a kern. Como
ker m = I, devemos ter T(B) C I. Por ouiro lado, se f(z1,...,2.) € [eq, ..., gn € K{X),

entao f(gl:' 1gn) €le daf f(?i.au'ag_n) = f(gl'a" -:gn) :ﬁ LOgO; f(gL :gn) € T(B):
o que conclui a demonstracao. 0

Nao é dificil ver que a intersecdo de uma familia qualquer de T-ideais é ainda um T-ideal.
Logo, dado um subconjunto S qualquer de K {X), podemos definir o T-ideal gerado por S,
denotado por {$)¥, como sendo a intersecio de todos os T-ideais de K{X) que contém S.
Assim, {(S)T é o menor T-ideal de K{X) contendo S.

, Do ponto de vista pratico, o T-ideal gerado por S coincide com o subespago vetorial de
K{X) gerado pelo conjunto {k1f{(g1,....gn)he | f €5, Ry, ho.g1,--., 90 € K{X)}.

Se A é uma 4lgebra ¢ S C T(A) é tal que T(A) = (S)7, dizemos que S é uma base das
identidades de A. Se existe S finito nestas condic¢des, dizemos que A possui a propriedade
da base finita ou propriedade de Specht {(W. Specht). A questdo da existéncia de base finita
para as identidades das dlgebras associativas sobre corpos de caracterfstica zero é conhecida
como problema de Specht e, em [28], Kemer deu uma solugdo positiva para este problema.
Vejamos agora alguns exemplos de bases de identidades de algumas 4lgebras importantes.

Exemplo 1.20 Se A é uma dlgebra comutativa qualquer ¢ X é um corpo infinito, entdo é
um fato bem conhecido que T{A) = {[z1,z2])7. Dizemos entio que todas as identidades de

A seguem (ou sho conseqiiéncias) do polindémio [z1, 7).

Exemplo 1,21 Se K é um corpo infinito de caracteristica diferente de 2, entdo T(E) =
{lz1, 22, 23))T (veja [33] e [19]).

Exemplo 1.22 Em 1973 Razmyslov [40] provou que T(M,(K)) é finitamente gerado para
char K = 0, determinando uma base com 9 identidades. Posteriormente, Drensky [13] mos-
trou que T(Mo(K)) = {s4(x1, T2, T3, Ts), [[21, 2)?, 23]}T, também para char K = 0. Em 2001
Koshlukov [30] generalizou este resultado de Drensky para K infinito de caracteristica dife-
rente de 2 e 3. Quando char K = 3, uma terceira identidade é necessdria para gerar o T-ideal
(veja [9]). Para char K = 2, o problema da descriciio de T(M,(K)) ainda estd em aberto.

11



1.3 Variedades e algebras livres

Definicao 1.23 Sejo S um subconjunto de K(X). A classe B de todas as dlgebras que tém
todos 0s polindmios de S como identidades € chamada de variedude (de dlgebras associativas)
definida por S.

Se B é uma classe de dlgebras, seja T(B) a intersecdo de todos os T-ideais T(A) com
A € B. A variedade de dlgebras definida por T(B) é chamada de variedade gerada por B e
denotada por varB. Se B = {R}, entéo denotamos varB simplesmente por varR. Observe
que a variedade definida por S ¢ igual & variedade definida por {S)7.

Teorema 1.24 (Birkhoff) Uma classe ndo vazia de digebras B € uma variedade se, e so-
mente se, € fechada a produtos diretos, subdlgebras e dlgebras quocientes.

Demonstragdo. Veja [15], pdgina 24. 0O

Seja V uma variedade de 4lgebras. Dizemos que uma dlgebra F' € V € uma digebra
relativamente livre de V (de posto enumerdvel) se existe um subconjunto Y (enumerdvei)
gerador de F' tal que para toda dlgebra A € V e toda aplicacdo h : ¥ — A existe um
homomorfismo de 4lgebras ¢ : F — A estendendo h. F' & entio dita ser livremente gerada
porY.

Teorema 1.25 Toda variedade V possui alguma dlgebra relativamente livre. Ademais, duas
dlgebras relativamente livres de V sdo isomorfas.

Demonstragdo. Seja I = [\pey, T(R) e considere a dlgebra quociente F = K(X}/I. Tomando
YV = {T | z € X}, temos que F é gerada por ¥ e que Y é enumerdvel (para i # j
temos z; — 2; € I). Tomando agora uma algebra A € V e uma aplicagao h : Y — A,
consideremos 1 : K{X) — A o homomorfismo de dlgebras que satisfaz 1(z) = h(T) para
todo z € X. Como I C T(A), temos que I C kert e assim a aplicagio ¢ : FF — A,
dada por ¢(f) = ¥(f), é bem definida. Além disso, ¢ é um homomorfismo de dlgebras que
estende A.

Suponhamos agora F} e I} dlgebras relativamente livres de V. Sendo Fy e F} livremente
geradas por Y] e Y3, respectivamente, tomemos uma bije¢do g : Y7 — Y. Temos entdo
que existem homomorfismos de dlgebras ¢, : F1 — Fy e ¢y : F5 — F) estendendo g e
g~1, respectivamente. Logo, (a0 ©1}{y) = y € {1 © v2)(z} = z para quaisquer y € Y ¢
z € Ys. Segue entdo que ¢q0p1 = Idp, e 10903 = Idg,, e portanto ¢; e ¢, sio isomorfismos.[

As idéias de variedades e algebras livres sdo na verdade mais gerais do que acabamos de
apresentar. Para maiores detalhes, veja [15], Secdes 1.2, 2.2 e 2.3.
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1.4 Algebras envolventes

Seja A uma 4lgebra associativa e considere em A o novo produto [a,b] = ab — ba para a,
b € A. Com este produto temos uma nova estrutura de dlgebra em A, que vamos denotar por
A=), Como [a,a] = 0 e {a, b, ] + [b, ¢, a] + [c, @, b] = 0 (identidade de Jacobi) para quaisquer
a, b, ¢ € A, temos que A7) & uma glgebra de Lie. Se uma dlgebra de Lie L é isomorfa a
uma subslgebra de A=), dizemos que A é uma dlgebra envolvente de L.

Exemplo 1.26 Seja L uma élgebra de Lie com base {u,v} tal que u*v = v. A 4lgebra
My(K) é uma 3lgebra envolvente de L, pois o subespago vetorial V' de M>(K) gerado por
{Ey, E15} é uma subdlgebra de Ms(K)(7) e a aplicacdo linear ¢ : L — V que satisfaz
o(u) = Eq; e p(v) = Ey5 é um isomorfismo de dlgebras de Lie.

Seja L uma élgebra de Lie. Dizemos que uma algebra associativa U é uma dlgebra
universal envolvente de L se L é uma subdlgebra de U{) e para toda 3lgebra associativa A
e todo homomorfismo ¢ : L — A() de 4lgebras de Lie, existe um tdnico homomorfismo de
dlgebras associativas v : U — A tal que ¢|. = ¢.

Teorema 1.27 (Poincaré, Birkhoff, Witt) Toda dlgebra de Lie L possui uma tinica {a
menos de isomorfismo) dlgebra universal envolvente U(L). Se L possui uma base {e; | 1 € I},
sendo I totalmente ordenado, entdo U(L) possui uma base formada pelos elementos

€€iy...0, , comii<ia<... <4, ue€lep=0,12,...

onde p = 0 nos dd a unidade de U(L).

Demonstragdo. Veja [15], pégina 11. ]

Sendo X = {zy,%3,23,-..}, tomemos ComX = {[zi,Tip,. .., 73] | & = 2, 2, € X},
Sejam B(X) a subglgebra (com 1) de K{X) gerada por ComX e L(X) o subespaco vetorial
de K{X)} gerado por X U ComX. Os polinémios de B(X) sio chamados de polindmios
Proprios.

Consideremos agora a slgebra de Lie K{X){™). Usando a identidade de Jacobi é possivel
mostrar que se u, v € X U ComX, entdo [u,v] € L(X). Logo, L(X) é uma subilgebra de
Lie de K{X)).

Teorema 1.28 (Witt) U(L(X)) = K.(X).
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Demonstragdo. Veja {15], pagina 14, Teorema 1.3.5. J

Se L é uma dlgebra de Lie e h : X — L é uma aplicagio qualquer, tomemos o homo-
morfismo de 4lgebras ¢ : K{X) — U(L) que estende h. Temos que @([7;,, Tip, ..., Z5]) =
[o(@s), 0(Xs), - o{xs, )] para k& > 2, e assim @(L(X)) C L. Ademais, é facil ver que se
fi, f2 € L(X), entdo o([f1, f2]) = [p(f1), ¢(f2)]- Logo, ¥irxy : L(X) — L é um homo-
morfismo de dlgebras de Lie estendendo A e assim chamamos L{X) de dlgebra de Lie livre,
livremente gerada por X.

Consideremos agora uma base ordenada de L(X) consistindo dos elementos

T1, Ta, T3y --vy Ty oo, UL, Ua, U3y -y Um, ..

onde {uy,uz,ug,...} € ComX é uma base de [L{X), L(X)], o subespago vetorial de L(X)
gerado por ComX. Segue dos Teoremas 1.27 e 1.28 que K{X) possui uma base formada
pelos elementos

Tl .72

iy Tig k, g, ni >0 (1.3)

TLL .
C TP Uy Uy,
onde 43 < iy < ... < iy, f1 £ ja £ ... < j,. Observe que os elementos com & = 0 formam

uma base para B{X) ¢ que se f(z1,7s,...,2,) € K{X), entdo

f(iCl,ZI?Q, “ae ,$.n) = Zaa$?1$32 .. 'minga
a

onde ¢ = (@1,89,...,an), 6; 2 0, @y € K € g, € B(X). Ademais, pela independéncia linear
dos elementos em (1.3), temos que f possui uma tinica expressdo nesta forma.

1.5 Polindmios multi-homogéneos e multilineares

Definigao 1.29 Sejom m € K{(X) um mondémio ¢ z; € X. Definimos o grou de z; em
m, denotado por deg, m, como sendo o nimero de ocorréncias de x; em m. Um polinémio
f € K{X) ¢ dito homogéneo em z; se todos os seus mondémios tém o mesmo greu em z;. f
¢ dito multi-homogéneo quando € homogéneo em todas as varidvers.

Se m = m(z1,29,...,2x) ¢ um mondémio de K{X), definimos o multigrau de m como
sendo a k-upla (ay,@s,...,ax) onde a; = deg, m. Se f € K(X), a soma de todos os
mondmios de f com um dado multigrau é dita ser uma componente multi-homogénea de f.
Observe entdo que f é multi-homogéneo se, e somente se, possui uma unica componente
multi-homogénea.

O préximo resuliado nos d4 uma importante ferramenta no trabalho de determinar ge-
radores para T-ideais quando K ¢ infinito.
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Proposicdo 1.30 Sejam I um T-ideal de K{X) e f(z1,2s,...,2x) € I. Se K € infinito,
entdo cade componente multi-homogénea de f pertence a I. Consegquentemente, I ¢ gerado
por seus polinémios multi-homogéneos.

Demonstragdo. Seja n o maior grau em z; de algum mondémio de f. Paracadai =101, ...,

n, tomemos f;(x;,Zs,...,Tx) como sendo a soma de todos os mondémios que tém grau 7 em
z1 (a componente de grau ¢ em z1). Temos claramente f = fo+ fi + ...+ fn. Como K é
infinito, podemos escolher Ay, A1, ..., A, € K todos distintos. Paracada j=10,1, ..., m,

temos g; = f(A;x1,82,..., %) = fo+ Afi +... + A% f, e assim

1 )\g s )\6" fg Go
1y x|l al | a
1 A o0 AR fn gn
Observe que go, g1, ..., gn € I, pois I é T-ideal. Ademais, a primeira matriz na igualdade
acima é uma matriz de Vandermonde invertivel. Logo, devemos ter fo, fi, -. .. fm € 1.
Agora, paracada i =0, 1, ..., necadat =0, 1, 2, ..., tomemos f; como sendo a

componente homogénea em f; de grau £ em xo. Usando ent@o os mesmos argumentos acima,
concluimos que f; € I e assim, repetindo o processo para cada varidvel, temos a primeira
afirmacéo. Finalmente, observando que f é a soma de suas componentes multi-homogéneas,
conclufmos que I é gerado por seus polinémios multi-homogéneos. O

Dizemos que um polindmio f(z;,zs,. .., zx) € K{(X) é multilinear se é multi-homogéneo
com multigrau (1,1,...,1), ou seja, se em cada mondmio cada varidvel tem grau exatamente
1. Neste caso, f tem a forma

Z QeTo(1)To(2) - - - To(k) - COM ap € K.
a€8

Suponhamos f(zi,Zz,...,Zr) € K{X) multi-homogéneo de grau n em ;. Tomando y; e

Yo varidveis de X distintas de z1, 23, ..., Zi, consideremos o polindémio A(y1, ¥, Z2, ..., Zx) =
flin+y2,29,. .., xi). Tomando hy(ys, yo, Zs,...,Zx) como sendo a componente homogénea de
grau 1 em y; de h(y1, %2, %2, - - -, %), temos que deg,, by =n~—1eque hi(z1,21, %2, ..., x) =
nf(zi,%2, ..., 2Zg)-

De posse dessas idéias, vamos agora provar o seguinte resultado.

Proposicao 1.31 Se I é um T-ideal de K{X) e charK = 0, entdo I ¢ gerado por seus
polinémios multilineares.
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Demonstracdo. Como char K = 0, temos que K ¢ infinito e portanto I é gerado por seus
polindmios multi-homogéneos. Seja entdo f(z1,Zs,...,2x) € I multi-homogéneo. Como
I é T-ideal, temos A{y1,¥2,T2,--., %) = f(y1 + Y2,%2,...,2%) € I e daf, como K & in-
finito, hi{w1,¥2,Z2,...,2x) € I. Da igualdade h(z;,21,22,...,2%) = nf(z1,22,...,2Zk) €

da hipétese de char K = 0 segue que f é conseqiiéncia de Ai(y1, Yo, T2, . .., 2g). Tomemos
agora ha(yi, Y2, Ys, Ya, X3, - - - , Tx) como sendo a componente de grau 1 em y3 de Ay {y1, ¥, ¥+
Y4, L3, ..., Tk). Usando as mesmas idéias, concluimos que deg,, hy = deg,, hi—1,ha € e hy

é conseqiiéncia de hy. Continuando com este processo (chamado de processo de lineariza¢do),
conclufmos que f é conseqliéncia de algum polindmio multilinear de I e assim o resultado
estd demonstrado. |

1.6 T-espacos e polindémios centrais

Definicao 1.32 Sejam A uma digebra e f(z1,...,2,) € K(X). Dizemos que f é um po-
linémio central para A se f tem termo constante nulo e f(ay,...,a,) € Z(A) para quaisquer
al,...,anGA.

De acordo com esta definicao, dizer que f € wm polinémio central para A significa dizer
que (f,g] é uma identidade de A para todo polinémio g € K{X). Segue entdo que se duas
dlgebras sdo Pl-equivalentes, entio elas tém exatamente os mesmos polindmios centrais.
Vejamos agora alguns exemplos.

Exemplo 1.33 Sendo A uma 4lgebra, toda identidade de A é um polindmio central para
A. As identidades s3o ditas polindmios centrais triviais. Conforme veremos mais adiante, a
dlgebra U,(A) (n > 2) das matrizes triangulares superiores com entradas em A nfo possui
polinémios centrais além dos triviais.

Exemplo 1.34 O polinémio f(z;,z2,%3,%4) = [z1,%2] © [23,Z4] (polinédmio de Hall) é um
polindmio central para a dlgebra Ms(K). Okhitin [38] descreveu os polinémios centrais para
a dlgebra My(K), no caso de char K = 0, e Colombo ¢ Koshlukov [9] generalizaram esta
descrigao para o caso de K ser um corpo infinito de caracteristica diferente de 2.

Exemplo 1.35 Sejamn K um corpo qualquer e E a dlgebra exterior sobre K. Temos que
flzy, x2) = [z1, 2] é um exemplo de polindmio central para E. No caso de char K = p > 0,
temos que g{z) = zP é um polindmio central para E. Mais adiante, apresentaremos a
descricdo dos polindémios centrais para F quando char K = 0.

Definicao 1.836 Um subespago V de K{X) € dito ser um T-espago se p(V) CV para todo
p € End K{X).
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Sabemos que dado um subconjunto {f; | 7 € N} de K(X}, existe um tinico endomoxfismo
@ de K(X) tal que p(x;) = f; para todo ¢ € N. Assim, dizer que que V é um T-espago
de K{X) significa dizer que V é um subespago tal que f(g1,...,¢,) € V para quaisquer

flzr,....2) € Veag,....,9n € K{(X). Vejamos agora alguns exemplos de T-espacos
importantes.

Exemplo 1.37 Todo T-ideal de K{X} é um T-espago. O subespago K = {al | a € K} é
também um exemplo de T-espago de K{X).

Exemplo 1.38 Sejam A uma K-dlgebra e W um subespago de A. O conjunto
{flzy,...,2.) € K{X} | flay,...,0,) € W para ay,...,a, € A}
é um T-espago de K{X).

No exemplo anterior, destacamos o caso particular W = Z(A), no qual temos nosso maior
interesse. Neste caso temos o T-espaco

{f(:z:l,...,.a:n) e K{X)| flai,...,an) € Z(A) para ay,...,a, € A}

Que é chamado de espago dos polingmios centrais de A € é normalmente denotado por C(A).
Como Z(A) é uma subélgebra de A, temos que C(A) é multiplicativamente fechado, condigao
que nem todo T-espaco satisfaz, como veremos mais adiante.

Observagio 1.39 E importante observar que os elementos de C'{A) sdo na verdade da forma
g+ C, onde ¢ é um polindmio central {de acordo com a Defini¢éo 1.32), e C é uma constante.
E também importante observar que o conjunto dos polindmios centrais propriamente ditos
de alguma 4lgebra pode ndo ser um T-espago. No Exemplo 1.35, considerando char K = p,
vimos que g(z) = z* é um polinémio central para E. No entanto, g(z + 1) = 2? + 1 possui
termo constante néo nulo.

E ficil ver que a intersecio € a soma de uma famflia qualquer de T-espacos ainda sio
T-espacos. Dado entdio um subconjunto S de K{X), podemos definir o T-espaco gerado
por § como sendo a intersecdo de todos os T-espacos que contém S. Em outras palavras,
estamos tomando o menor T-espago de K (X} que contém S. A préxima proposigéo nos dd
uma caracterizagdo (mais interessante do ponto de vista pratico) do T-espago gerado por

um conjunto.

Proposigao 1.40 e S C K{X) e V é o T-espago de K{X) gerado por S, entdo V ¢
exatamente o subespago de K{X) gerado por

{flg-san) | €5, g1, 590 € K(X)}
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Demonsiracdo. Comecemos observando que este conjunto é exatamente igual a

(End K(X))S={p(f)|f€S, ¢€ End K{X)}.

Tomemos V; como sendo o subespace de K (X) gerado pof (End K(X))S. Como SCVe
V é um T-espago, temos que ¢(f) € V para quaisquer f € S e ¢ € End K{X), ou seja,
(End K{(X))SCV. Logo, V1 C V.

Observando agora que 9(g) € {End K{X)})S para quaisquer ¥ € EFnd K{(X) e g €
(End K{X})S, concluimos que V; é um T-espago de K{X). Ademais, temos S C V;. Logo,
V C Vi, o0 que conclui a demonstragéo. g

Exemplo 1.41 Sejam S C K{X)} e J o T-ideal gerado por S. Tomando

St = A{zne1f(21, . Zn)Tas2 | f €S}

temos que J é exatamente o T-espago de K{X)} gerado por 5;. Assim, a partir de uma base
de um T-ideal é possivel construir um conjunto capaz de gerd-lo como T-espago.

Observagao 1.42 Sabemos que todo T-ideal € gerado por seus polinémios multilineares
quando o corpo base tem caracteristica zero, e por seus polindmios multi-homogéneos quando
o corpo base é infinito. Essas técnicas de redugdo sdo extremamente importantes quando
trabalhamos com identidades polinomiais e, conforme veremos, também no estudo de po-
linémios centrais. Através dos mesmos processos usados para T-ideais é possivel mostrar
que todo T-espaco é gerado por seus polindmios multilineares no cago de caracteristica zero,
e por seus polinémios multi-homogéneos no caso de corpo base infinito.

Nos préximos exemplos vamos ver as descrigdes de alguns T-espagos interessantes.

Exemplo 1.43 Seja X um corpo e consideremos a dlgebra M, (K), com n > 2. Sejam [ o
T-ideal das identidades de M,(K) e

V={flz1,...,2m) € K{X} | tr(f(Ay,...,An)) =0 para A1,..., A, € Mo.(K)}.

Temos que V' é um T-espaco de K{X) e que I C V. Ademais, [21,2) € Vedai I+ V; CV,
onde V; é o T-espago gerado pelo polinémio [z1, 22]. Mostremos agora que quando char K = 0
temos V = I 4+ V|. De fato, tomemos
flzy .oz, = Z QoZo(l) - To(m) € V
GESm

lembrando que V' é gerado por seus polindmios multilineares. Observemos que, para todo
O < Sm,

Le1) - -« Tofm) = T1%g(i+1) - - - Ta(m)Ta(1) - - - To(i-1) -+ [-Ta'(l) <o Zo(i=1) T1Tolit1) - - - xo’(m}]

18



onde o(i) = 1. Logo, f(z1,...;Z5) = 119(22,...,z,) (mod Vi), onde g € um polindmio
multilinear. Como V; € V e f € V, devemos ter z19(z2,...,Zn) € V, 0 que significa
tr(A1g(As, ..., An)) = 0 para quaisquer A;, A, ..., An € M,(K). Mas, isto s6 é possivel
se g(As, ..., An) = 0 para quaisquer A, ..., Am € M,(K). Logo, z19(z2,...,Zm) deve ser
identidade de M, (K) e portanto f € I + V1.

No caso n = 2, temos uma descricdo completa de V, uma vez que se conhece uma base
fimita do T-ideal I. Observando o Exemplo 1.22, podemos concluir que os polindmios

$584($1,$2,$3,$4)$6 3 3:4[[3:113:2]2:3:3]1:5 1 [3:1,.'52]

geram V como T-espaco.
E f4cil ver que V n3o ¢ multiplicativamente fechado. Basta observar que [z, )2 &V,
fato que se verifica facilmente tomando z; = Fia — Fay e 29 = Eag,

Exemplo 1.44 Sejam n > 2 ¢ A uma édlgebra qualquer. No Exemplo 1.33, mencionamos
que os unicos polinémios centrais para a dlgebra U, (A) sfo as identidades. Para demonstrar
este fato, comecemos considerando os subespagos D (matrizes diagonais) e A (matrizes com
diagonal nula) de U, (A). Temos que D é uma subdlgebra e A" é um ideal de U,(A). Ademais,
U.(A) =D &N como espago vetorial. Temos também que o centro de U,(A) é exatamente
o conjunto das matrizes da forma al, v, onde a € Z{A).

Tomemos f(zy,...,Zm) € K{X) um polinémio central para U,(A). Primeiramente,
vejamos que f é uma identidade de D. De fato, dados ay, ..., am € A, temos que
flarBr, .. yamBErn) = flag, .- em) B, Mas, como f é central para U,(A4), devemos
ter flai,...,8m)E1 = al,xn para algum o € Z{A). Logo, o deve ser nulo e portanto

flar,...,am) = 0. Segue entdo que f € T(A4) e dai é imediato que f € T(D). To-
mando agora Xi,..., X, € U,(A4), temos X; = D; + N;, com D; € D e N; € N, e assim
f(X1,.. .. Xm) = f(D1,..., D) + C = C, onde C € N. Como f{X,...,Xn) é diagonal,
devemos ter C' =0 e assim f é uma identidade de U, (A).

Exemplo 1.45 SejaV o T-espago de K{X) gerado pelos polindmios [z1, Z2] € [Z1, Zo)[23, 24].
Da igualdade {1.1) temos

llz1, 22)4, 23] = [21, Z2][Za, T3] + [21, T2, T3] 24

(€1, Zo, Tazs] = z3[z1, Te, Ty] + [231,33211‘3]274-

Da primeira segue que [21,Z2,23]zs € V e da segunda obtemos
z3[x1, T2, T4]Ts = (21, T2, TaT4]Xs — [T1, T2, Ta)Taxs.
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Logo, T3|z1, %2, T4)zs € V e portanto o T-ideal {[x1,z2,23])” estd contido em V. Usando
agora a igualdade (1.2), podemos concluir que

([, 24 - [Zan—1, 20): 2] € ([23, 22, 23])"

para todo n > 3, e assim, como
[-’131[-'»93}324] e [$2n—1,5€2n]=$2] = [3?1, $2][$3=5«"4] S [iran-h ﬂfzn] + xl[[xsj T4 - - - [Ton-1, xzn],ﬂ'«'z]

temos que [z, Zo][Z3, Zd] . . - [Tan—1, Ton} € V e dai segue que V' é multiplicativamente fechado.

Vamos agora mostrar que, quando char K = 0, C(E) = V (sendo E a dlgebra exterior).
Como [71, 73] ez}, z2][z3, 74] sB0 polindmios centrais para F, temos V' C C(F). Ademais,
T(E) C V, uma vez que T(F) é exatamente o T-ideal de K{X) gerado por [z1,z2,x3].
Tomando agora f(zi,...,z.) € C(F) multilinear e usando a mesma idéia do Exemplo
1.43, podemos concluir que f(z1,...,2n) = £19{x2,...,2Z,) (mod V), onde g é multilinear.
Segue entdo que z1g(x2,...,2,) € C(E) e dai g{xs,....7,) € C(E) (faga z; = 1). Mas, ge
z1g pertencentes a C(F) s6 é possivel se g for identidade de E. Logo, z;¢9 € T(E) e assim
devemos ter f(z1,...,2,) € V.

Observacdo 1.46 No caso de char K = p > 0 temos V # C(E). De fato, consideremos a
dlgebra Uz(K) (matrizes 2 x 2 triangulares superiores) e o T-espago

W= {f(zi,...,z,) € K(X) | f(Ay,...,A,) tem diagonal nula para 4,,..., 4, € Ux(K)}.

E facil ver que [z1, %2} € [21,%2][x3,24] entdo em W, donde V' C W. tomando agora o
polindmio g(z,) = 25 de C(E), verificamos facilmente que nao pertence a W (basta fazer
£ = Ell)- LOgO, g(ml) = C(E) - V.

No estudo que fizemos até agora de T-espacos € polindmios centrais, vimos que o conjunto
C'(A) € sempre um T-espaco de K{X} para toda dlgebra A. Quando falamos em descrever
o0s polindmios centrais de A, estamos falando em determinar um subconjunto de C{A) que
possa gerd-lo como T-espago. Assim, observa-se uma ampla ligagio entre os conceitos de
polinémio central e T-espago, embora este 1iltimo seja mais abrangente. Existem T-espacos
que nio sado multiplicativamente fechados (observe o Exemplo 1.43) e também T-espacos
multiplicativamente fechados que nfo sfo espacos de polindmios centrais para nenhuma
slgebra. O T-espaco V do Exemplo 1.45 satisfaz estas condigles em caracteristica positiva,
conforme veremos a seguir.

Proposigdo 1.47 Se charK = p > 2, entdo nio eziste digebra A tal que C(A) =V.
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Demonstragdo. Suponha, por contradigdo, que C(A) = V para alguma algebra associativa
A. Entéo, [z1,22] € C(A) e daf [z1, 24, 23) € T(A). Usando indugdo é possivel mostrar que

vz al= g(—lji (?) Pyz

para nn > 1, em toda algebra associativa. Logo, para n = p, temos [y, z,...,%] = yzP — 2Py =
ly, zP}. Assim, concluimos que {23, 2¥] € T(4) e dai 2] € C{A), o que contradiz a hipétese
de que C{A) =V (veja a observacio anterior). O

1.7 Identidades e polinémios centrais graduados

Nesta secdo vamos apresentar os conceitos de identidades e polindimios centrais para dlgebras
graduadas. As idéias apresentadas aqui serdo fundamentais nos préximos dois capitulos.
Alguns resultados tém demonstracfes andlogas as daqueles relacionados a identidades e
polindmios centrais ordinérios e assim faremos apenas breves comentdrios a respeito deles.
Comecemos com a definigdo de dlgebra G-graduada. Em toda esta se¢iio, G denotard um
grupo abelianoc com notagdo aditiva.

Definicao 1.48 Dizemos que uma digebra A € G-graduada se existe uma famdia de su-
bespagos {Ay | g € G} de A tais que

A=EDA, e AgAnC A

g€

para quaisquer g,h € G.

Na defini¢do acima, dizemos que a familia {A; | ¢ € G} é uma G-gradua¢do em A e que
os elementos de A, sdo homogéneos de grau g.

Exemplo 1.49 Toda dlgebra A admite uma G-graduacdo. Basta tomar Ay = A e A, = {0}
para todo g € G — {0}. Esta graduaggo é chamada de trivial.

Exemplo 1.50 A 4lgebra exterior E possui uma Zs-graduagio natural: E = Ey@ Fy, onde
E, é o subespago dos elementos pares e F; dos elementos impares. Considerando agora a.
dlgebra exterior F, de dimensdo 2" (veja o Exemplo 1.8) e tomando (£,)o = E, N Ey ¢
(Enx)1 = E, N Ey, temos B, = (Bp)o @ (E,): e esta decomposi¢io define uma Zo-graduacao
em E,.
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Exemplo 1.51 Considere n um inteiro positivo e M = M,(K). Para cada v € Z,,, tomemos
o subespaco M, = (E;; | 7 — i =y). Para cada k € Z, tomemos

{0} , se k] > n,
My = o
(B |j—i=k) ,selk|<n.

Observe que M7 = M é exatamente o conjunto das matrizes diagonais. Do fato do conjunto
q 0 g ]
{F: |1 <4,j <n} ser uma base de M segue que

M=@M ¢ M=PM
YEEn kel

Agora, para ver que estas decomposicOes definem uma Z,-graduacdo e uma Z-graduacio,
respectivamente, em M, (K), basta observar que

0 .sej#k,

BBy = { E, .scj=k

donde temos M., M., C M, 1, para v, Yo € Zn, € Mg, My, T My, 11, para ki, ks € Z.

Proposigao 1.52 Se A é uma dlgebra G-graduada, entéo 1 € Ag.
Demonstragdo. Temos que existem ¢y, ...,9, € G tais que
l=ap+tay +...+ag,

com ag € Ag e a,, € Ay, parai=1,...,n. Tomando agora h € G e a, € A, arbitrérios,
temos
ap = Qplo + Qplg + ... + Qrbg,

Observando que artp € Ap, apty, € Aptg € h A+ g1,..., A+ g, 580 dois a dois distintos,
podemos concluir que aza,, = 0 para 1 =1,...,n, donde aray = a5. De modo totalmente
anédlogo mostramos que agan = ap € assim concluimos que g5 = 1. O

Definig¢do 1.53 Sejam A e B dlgebras G-graduadas com componentes homogéneas A, e By,
respectivamente. Dizemos que um homomorfismo de dlgebras ¢ : A — B € GG-graduado se
w(A,) € By para todo g € G. '

Vamos agora tratar de identidades e polindmios centrais G-graduados. Para isso, pre-
cisamos do conceito de dlgebra associativa livre GG-graduada. Para defini-lo, comecemos
considerando para cada g € G um conjunto enumerdvel X, e suponhamos que X, e X,
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séo disjuntos para g1 # ¢:. Tomemos entdo X = J 4eq KXo € consideremos a dlgebra associa-
tiva livre unitdria K{X)}. Definimos agora

a(l)=0 e a(ilxg e Zm) = alz) + a(:cg)j— e+ a(Zm)

onde a{z;) = g se z; € X, Sendo entdo m um mondmio de K{X), dizemos que a{m) é o
G-grau de m. Tomando para cada g € G

K{X)y={m|m é mondémio de K{X) , a(m)=g)

temos
K(X)=(PEX), e K(X)K(X)nCK(X)gn
gelG
para quaisquer g,h € G, assim K({X) é chamada de algebra associativa livre G-graduada.
Se f € K{X),, dizemos que f é homogéneo de G-grau g e usamos a notagdo a(f) = g.
Agora estamos prontos para definir identidade e polindmio central G-graduados.

Definigao 1.54 Sejo A = @ 5 Ay uma digebra G-graduada. Dizemos que um polindmio
f(sc;,...,xn) = K(X) é:

a) uma identidade G-graduada de A se f(ay,...,an) = 0 para quaisquer a; € Ay, com
i=1,...,n.

b) um polinémio central G-graduado para A se f(ai,...,a,) € Z(A) para quaisquer
a; € Aglzy comi=1,...,n.

No estudo das identidades e pelinémios centrais ordindrios, os conceitos de T-ideal e
T-espaco tém importancia fundamental, como foi visto nas secBes anteriores. Para o caso
de identidades e polindmios centrais G-graduados temos conceitos andlogos, a saber, os de
Te-ideal e Tg-espago, que definiremos a seguir.

Definicao 1.55 Seja K{X) a dlgebra associativa livre G-graduede. Um ideal I de K{X)
¢ dito ser um Tg-ideal se w(I) C I para todo endomorfismo G-graduado ¢ de K{(X). Um
subespago V de K(X) € dito ser um Tg-espago se (V) C V para todo endomorfismo G-
graduado ¢ de K{X}.

De acordo com esta definigdo, dizer que I é um Tg-ideal equivale a dizer que f(gy,...,9,) €
I para quaisquer f(Z1,...,%n) € I € g; € K{X)a@,) comi=1,...,n Analogamente, para
Te-espacos. As idéias de Tg-ideal ¢ Tg-espago gerados por um subconjunto S de K{X) séo
andlogas &s idéias de T-ideal e T-espago gerados. Denotamos por {S)7¢ o Tg-ideal gerado
por S.
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Sendo A uma algebra G-graduada, temos que o conjunto Tg(A) das identidades G-
graduadas de A é um Tg-ideal de K{X) e que o conjunto Cg(A) dos polindmios centrais
G-graduados para A é um Tg-espago de K{X).

E importante observar que todo Te-ideal e todo Te-espaco é gerado por seus polindmios
multi-homogéneos no caso do corpo base ser infinito, € por seus polindémios multilineares
no caso do corpo base ter caracterfstica zero (as demonstracoes sio as mesmas feitas para
T-ideais).

Exemplo 1.56 Consideremos a dlgebra exterior E com sua Zy-graduacgio natural {Exemplo
1.50). Sendo K{X}) a algebra livre Z,-graduada, temos X = X, U X;. Como ab = —ba para
quaisquer a,b € E;, temos que f(z1,22) = Z1 0 Za, com alz;) = a{xy) = 1, é identidade
Zo-graduada de E. Como Ey = Z(E), temos que todo polindmio f € K{X}y € um polinémio
central Zs-graduado para £.

O préximo resultado mostra uma importante relacdo entre os conceitos de identidades
polinomiais ordinérias e graduadas.

Proposicao 1.57 Sejam A e B duas dlgebras. Se A e B possuem G-graduagdes tais que
To{A) C To(B), entdo T(A) C T(B). Ademais, se Tz(A) = Te(B), entdo T(A) = T(B).

Demonstragdo. Consideremos a dlgebra associativa livre K{Y'), onde Y = {y1,%2,...} e seja
Fly, vz, - ym) € T(A). Dados by, by, ..., by, € B, tomemos by € By, para i =1,...,n
e g€ G, tais que b; = dec; bi. Para cada by, # 0, tomemos z;, € X, e consideremos ¢
polinémio fi = f(3 e Zigs -+ -+ Dogeq Tng) € K(X}. Como f € T(A), temos fi € T(A) e

dai f; € Tg(B). Fazendo entdo as substituicdes x;, = big, parai=1, ..., n e g € G, temos
Honta oo st} = 1 (zmg,z%...,zbﬂg) ~0
geG geG 9€@G

e assim f € T(B).
Se Te(A) = Tg(B), entdo Te(A) C Te(B) e Tg(B) C Tg(A), donde temos a tltima
afirmacio. O

E importante observar que a reciproca do resultado acima é falsa. Para ver isto tomemos
n par e as jlgebras E, e E,,, (sendo o corpo K infinito de caracteristica diferente de 2)
com suas Zy-graduacoes naturais (Exemplo 1.50). Temos que T(E,) = T{En41) (veja [15],

pagina 52), mas Tz, (E,) # Tz,(En+1), pois o polinémio f(z1,Zs,...,Zns1) = 122 ... T,
com a{z1) = a{zs) = ... = alTns1) = 1, é identidade Zs-graduada para E,,, mas nao é para
En+1‘
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Capitulo 2

Identidades e Polinomios Centrais
para Algebras Zs-graduadas

As identidades graduadas apareceram como uma forte ferramenta no trabalho de Kemer
27, 28] {veja também [29]) sobre a estrutura dos T-ideais em caracteristica zero e, por sua
importincia, se tornaram objetos de estudos independentes. Neste trabalho de Kemer foi
feita, entre outras coisas, a classificacdo das dlgebras associativas T-primas sobre um corpo
de caracterfstica zero. Como exemplos deste importante tipo de dlgebra podemos citar as
lgebras comutativas, a dlgebra de Grassmann F, as dlgebras My(K), My 1(E) e EQE. Essas
trés Ultimas possuem Z,-graduagdes naturais e as identidades Zo-graduadas-de My(K) e de
M 1(F) foram descritas por Di Vincenzo [12] em caracteristica zero. Mais tarde, Koshlukov e
Azevedo [31] generalizaram estas descri¢des para corpos infinitos de caracteristica diferente
de 2, ¢ também descreveram as identidades Z,-graduadas de £ ® E. No decorrer deste
capitulo, estes resultados serfo oportunamente enunciados.

Nas primeira e quarta secbes deste capitulo apresentaremos as descri¢des dos polindmios
centrais Ze-graduados para Ma(K) e E ® E que foram feitas em [8]. Nas outras duas secdes,
serdo estudadas as dlgebras supercomutativas e as dlgebras M; 1(S), onde S € supercomuta-
tiva. Este estudo consiste na classificacio destas algebras do ponto de vista da Pl-teoria e
na descrigdo dos polindmios centrais Zs-graduados para M; 1{S), a qual é uma generalizacéo
da descrigao dos polindmios centrais Zo-graduados para M; ;(E), também feita em [8].

A 8lgebra associativa livre Zg-graduada, que tem fundamental importancia neste capitulo,
serd denotada por K(X UY), onde X = {z1,%2,2s, ...} é 0 conjunto das varidveis de‘grau 0
eY = {y1,y2,¥3,. ..} ¢ 0 conjunto das varidveis de grau 1. A construgéo de K{X UY), assim
como 0s conceitos e notacgtes relacionados com ela, podem ser vistos na Sec@o 1.7, fazendo
G = Zs. Para simplificar a notagio, vamos denotar 1%z, e (g, por T3 e Cj, respectivamente.

Em todo este capitulo K serd sempre um corpo infinito de caracteristica diferente de 2.
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2.1 Polinémios centrais Zo-graduados para My(K)

A 8lgebra M>{K) possui uma Z;-graduacdo natural, a qual definiremos agora. Tomando

el e+ (2

temos que Ms(K) = Ag & A {como espago vetorial) e também que A;A; € A;y; para

quaisquer ¢, j € Z,. Observe que este é o caso particular n = 2 no Exemplo 1.51.
A descricio das identidades Zo-graduadas de My{K), feita primeiramente para char K =
0 e depois generalizada para K infinito com char K # 2, é dada pelo seguinte teorema.

Teorema 2.1 ([12, 31]) O Ts-ideal das identidades Zy-graduadas de M>(K) € gerado pelos

polinémios [z1, 2] € Y1Ya¥s — Ys¥a-

Vamos comegar nosso estudo dos polindmios centrais Zs-graduados para M(K') obser-

0 b ? be 0
(28 (5 1) esmam

para b, ¢ € K. Dai concluimos que yf € Co(M2(K)). Consideremos entdo o To-espago V de

vando que

K{X UY) gerado pelos polindmios

CzEnz) , a(niveys — Ys¥evi)z ., Vi

onde 21 € zo sdo varidveis em X UY. Nosso objetivo nesta segdo é mostrar que Cy(My(K))
é igual a V. Tendo em vista que os trés polindmios acima sfo centrais, concluimos que
V C Ca( My(K)). Pelo Teorema 2.1 temos To{ My(K)) C V.

Lema 2.2 Os polindmios y1 © Yo, yi%5 € (41, Yallys, va] pertencem a V. Ademais, V ¢é mul-
tiplicativamente fechado.

Demonstragdo. Como y +y2 € K{X UY),, temos que (y; + 42)* € V. Mas, (11 +192)° =

2+ 45 +2(y1092). Logo, oy €V,
Observando agora que ¥ + y1y5 € K{X UY)4, temos

Pyt Fndn + ) = )l eV

Logo, ¥iy3+1ydy € V. Mas, como [13, 1] € To(M2(K)), devemos ter yivi +y195y1 = 2y743
(mod To(Mo(K))) e assim yiy: € V (lembre que To(Mz(K)) C V).

Para mostrar que [y, ¥2][ys, ¥4] € V, observemos primeiramente que yals¥s — Y4zl €
urna identidade Zs-graduada de M,( K} e consequentemente 1 yoyays — Y1¥sYsy2 também é.
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Logo, y1y2¥sys — 1¥aysy2 € V. Como a igualdade —ab = ba — 20 o b vale em toda élgebra
-assoclativa, temos

—Y1Yalay2 = Yot ¥ays — 2({v1yays) © ¥2)

e daf segue que Y1yayays + Yoth Yals € V, pois (y19ay3) oye € V. De modo andlogo mostramos
que Yol1Ysys + Yiv2yays € V e assim concluimos que [y;., y2](ys, ¥4] € V.

Para mostrar que V é multiplicativamente fechado, observemos que todos os seus ele-
mentos tém a forma

afi+. . tafitg

onde a; € K, fi € K{IXUY) e g € To(M>(K)). Logo, o produto de dois elementos de V' é
a soma de uma identidade com uma combinagio linear de elementos da forma f? sz, 08 quais
pertencem a V', de acordo com a afirmacdo anterior. Assim, temos o resultado. a

Provemos agora o principal resultado desta secio.
Teorema 2.3 Co{ My(K)) =V,

Demonstragdo. Como ja sabemos que V' C Co{M,(K)), basta mostrar a inclusdo contraria.
Seja f € Co(M2(K)) multi-homogéneo (lembre que o corpe K é infinito). Suponhamos
primeiramente que f depende somente de varidveis de grau 0, digamos f = f(z1,...,2,).
Usando entdo o fato de que [z;,7;] € To(M,(K)), conclufmos que f = az} ...zl + g, onde
g € T{Mx(K)). Logo, f(Eu,--.,E1) = aEy e daf devemos ter & = 0, o que nos ds
f € Th(M,(K)). Assim, podemos supor que f depende também de varidveis de grau 1.

Sendo f multi-homogéneo, temos que todos os seus termos tém as mesmas varidveis
com os mesmos graus. Logo, todos os termos de f tém o mesmo Zo-grau e portanto f é
homogéneo com respeito & Zg-graduacdo de K{X UY). Supondo a(f) = 1, temos que todo
valor que f assume em M,(K) é uma matriz de diagonal nula. Dai, sendo central, f deve
ser uma identidade.

Suponhamos agora que o(f) = 0, o que significa que em cada termo de f o miimero
de varidveis de grau 1 (contando com repeticdes) é par. Concluimos entdo que f € uma
combinacgdo linear de termos da forma wjus...u,, u; é um mondémio de Z,-grau 1 e n é
par. Observando agora que uittiy1 = (%; © Uipa) + 3 (Wi, tiz1), podemos concluir que, médulo
To(Ma(K)), f € uma combinago linear de termos da forma

hi... AL ... 1 m,{ >0

onde cada h; é da forma (u; ou;41) e cada v; € da forma [u;, ¢;41]. B importante observar que
a ordenagdo pode ser feita, pois os h;'s € 0s v;'s tém Z,-grau 0 e portanto comutam mdédulo

27



L{Mp(K)). Assim, f = fi+ f2 (mod T5(M>(K))), onde fi é uma combinagio linear de
termos com ! par e f; é uma combinacdo linear de termos com ! impar. Pelo lema anterior,
temos f; € V e dai segue que f» é central. Mas, cada termo hy...hpvy ... v com [ impar
resulta em matriz de trago 0, pois Ay ... hgvy ...y é central e v; é um comutador. Logo,
fa é central e resulta em matriz de trago 0, donde f; € To(M2(K)). Segue entdo que f € V,
0 que conclui a demonstragao. O

2.2 Algebras supercomutativas

Nesta se¢fo vamog fazer um breve estudo das algebras supercomutativas, observando que
elas estdo fortemente relacionadas com as dlgebras exteriores. Comecemos com a definigdo
de 4lgebra supercomutativa e alguns exemplos.

Definicao 2.4 Dizemos que uma dlgebra Zo-graduada S = Sy @ 51 € supercomutativa se
ab = (—1)Yba para quaisquer a € S; e b € S;.

~ De acordo com esta defini¢ao, dizer que S é dlgebra supercomutativa equivale a dizer que
So C Z(S} e ab = —ba para quaisquer g, b € ;.

Exemplo 2.5 A &lgebra exterior E, com sua Z,-graduacio natural F = Ey @ E;, é um
exemplo de lgebra supercomutativa. A dlgebra exterior F, de dimensio 2%, com sua Zo-
graduagdo natural E, = (E,)o @ (E,)1 (veja 0 Exemplo 1.50), também & um exemplo de
dlgebra supercomutativa.

Exemplo 2.6 Seja L uma 4lgebra de Lie nilpotente de classe 2 e seja L, um subespaco tal
que L = Z(L) & L, {como espago vetorial), onde Z(L) = {z € L | za = 0 para todo a € L}
(centro de L). Consideremos a dlgebra Hy, = K @ L (veja o Exemplo 1.4), cujo produto é
dado por (A1, 2)(A2,y) = (A1de, My + dex + zy). Como (zy)z = 2(yz) = 0 para quaisquer
z, y, z € L, temos que H; é associativa.

Tomando agora Vo ={(M\z) | e K, 2 € Z(L)} e V1 = {(0,9) | ¥ € L1}, observamos
que Hy = V@ Vi e que esta decomposicio define uma Zs-graduacio em Hy. Ademais,
Vo = Z(HL) e uv = —vu para quaisquer u, v € V7. Logo, H}, é supercomutativa.

Exemplo 2.7 Se § = §3@ S5, € uma dlgebra supercomutativa ¢ A é uma ilgebra comutativa,
qualquer, entdo A ® S é uma dlgebra supercomutativa. Para ver isto basta observar que a
decomposigio AQ® S = (A Q S) & (A ® S;) define uma Zy-graduacio em A ® S e que
ARS8y CZ(A®S) e zy = —yx para quaisquer z, y € AQ 5.
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Proposicéo 2.8 Sejo S = So @ S1 uma digebra supercomutativa. Entdo TH{S) = T5(E) ou
To(S) = T5(FE,) para algum n € N.

Demonstragdo. Segue imediatamente da defini¢io de algebra supercomutativa que os polind-
mios (21,22, {Z1,%1] € ¥ s8o identidades Z,-graduadas de S. Se I = {[z1, z2], [x1,11], ¥7) "2,
temos I C T5(S). Seja flzy,....&m,t1s---1Yg) € T2(S) um polindmio multi-homogéneo.
Como {z1,Z2), [21, 1], y1 0 ¥2 € I, temos

f=oazh. . gyl ..yk (mod T)
onde @ € K, I; = deg, fek; =deg, f Sef¢&I devemosterk, =...=k =1le
a # 0. Dai, fazendo z; = 1 para ¢ =1, ..., m, concluimos que 11yz ...y, € T5(5). Logo, se

Yo ...y & T2(S) para todo t € N, devemos ter 75(S) = I. Particularmente, T3(F) = I.
Supondo agora que yys...y: € T5(S) para algum t € N, tomemos £, = min{¢t € N |
e .. ¥ € To(9)}. Dai, I} = {[z1, 23], {1, 1), ¥3, 4192 - . . 4o )*2 € T2(S). Usando os argu-
mentos acima, concluimos que se f € I, entdo ¢ > g e daf f € congruente médulo I a uma
consequéncia de y1yz .. . ¥, Logo, T2(S) = I;. No caso particular § = E,, temos g =n +1
€ assim TQ(ER) = ([$1, o}, [x1, 31, y%a Yiyz. .. yn+1>T2' 0

Corolirio 2.9 Se S é uma dlgebra supercomutativa, entdo T(S) = T(E) ouT(S) = T(E,)
para algum n € N,

Demonstracio. E imediato do resnltado anterior e da Proposicio 1.57. (]

Proposicao 2.10 Seja S = Sy @ 51 uma dlgebra supercomutativa tal que 1y .. . yn & To(S)
para olgum n € N. FEntdo, eriste um mergulho graduade de E, em §. Ademais, se
1Yo Yo € T2(S) para todo n € N (equivalentemente, T2(S) = To(E)), entdo S tem di-
menséo infinita.

Demonstragdo. Sejam by, by, ..., by € S tais que biby... b, # 0 e seja J, = {1,2,...,n}.
Para cada J C J,, definamos

1 ,se J =0,
1) =
I 551552 ---ba'k , 5€ J= {’i1,’ig,...,ik}.

Para mostrar que estes elementos sdo LI, suponhamos que >, cyvy = 0, onde J corre
sobre todos os subconjuntos de J,. Multiplicando esta equagio por vy,, temos agvy, = 0
e dai g = 0. Tomando agora I C J, tal que v; = 0 para todo J C J, com |J| < |]]
e multiplicando a equagdo por v;,\s, concluimos que ar = 0. Assim, por indugdo, temos
ay = O para todo J C J,. Considerando agora a transformac#o linear f : E, — S tal que
flly=1e flege...e,) =byb;,...by, éfécil ver que f é um monomorfismo de dlgebras e
que f{(E.):) € 5; para i € Zs.

A dltima afirmagdo ¢ imediata. a
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2.3 As algebras M;(S)
Dada uma 4lgebra Z,;-graduada A = Ay & A;, definimos

Ml,l(A) = {(2 z)

E imediato que My 1(A) é uma subdigebra de M2(A). Tomando agora os subespagos

MI,I(A)0={(E g) a,dEAg} e Mll(A)]z{(S g)'b,CEAl}

de M;1(A), temos My;(4) = M1,1(A)o © My, (A)1 e M1:(A)M11(A); © M1i(A)iy;, para
quaisquer i, j € Zo. Assim, esta decomposicio define uma Zo-graduagio em M ;(A), a qual

a,der, b,CEAl}.

estaremos considerando até o final desta secdo.
Consideremos agora a lgebra My ((K{X UY)) e os elementos

Xi=($2=:—1 0) . Y§=-(O fi)
0 To; 1 0

onde i € N, 5 = ya;_1 € u; = yoi. Seja M a subdlgebra de M 1 (K{(X UY)) gerada por essas
matrizes. Observe que M herda a Zy-graduagio de My (K{(X UY)).
Consideremos agora f(z1,...,%n, Y1, -+, ¥m) € K{X UY). Temos que

A f
Xl,...,Xn,Y,...,Ym =
i 1 ) (fs f4)

onde fi, f2, fa, fs € K{(X UY). Desta forma, dada uma 4algebra Zo-graduada qualquer
A= Ay ® A, temos que f € To(M; 1(A)) se, e somente se, f1, fo, f3, fo € To(A). Assim, o
segilinte resultado estd demonstrado.

Proposicao 2.11 Sejam A e B duas dilgebras Zy-graduadas. Se To(A) C To2(B), entdio
TQ(M]_‘]_(A)) - TQ(ML]_(B)). Ademaz’s, se TQ(A) = TQ(B), entao TQ(ML]_(A)) = TQ(MLl(B)).

Nesta secdo estamos particularmente interessados em M ;(S5), onde S é uma 3lgebra
supercomutativa. Como consequéncia da Proposi¢io 2.11 temos To(M, 1 (E)) C Ta(M1,1(S)),
pois Ty{(E) C Tg(S): Além disso, aplicando a Proposicdo 2.8, podemos concluir que
To(M11(S)) = To(M11(E)) ou To(My:(S)) = To{M11(F,)) para algum n € N. Dai,
T(M11(9)) = T(M11(E)) ou T(M1,:(S)) = T(M11(E,)) (pela Proposicio 1.57) e portanto
temos a classificagdo do ponto de vista da Pl-teoria das dlgebras M, 1(95).

Agora, para conhecer a forma concreta das identidades Zj-graduadas de M, ;(S) pre-
cisamos das descrigdes de To(M11(E)) e To(M11(E,)). A descricio de To(Mq1(F)), feita
primeiramente em caracteristica zero e depois generalizada para corpos infinitos de carac-
teristica diferente de 2, é dada pelo seguinte teorema.
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Teorema 2.12 ([12, 31]) O Ts-ideal das identidades Z,-graduadas de M;,(E) ¢ gerado

pelos polinémios [T1,x2] € 11y2y3 + ys¥ala.
Vejamos agora a descrigio de To( M 1(E,)).
Teorema 2.13 Se n € N, entdo To(M; 1(F,)) € gerado como Th-ideal pelos polinémios

[31,332] s YYYs T Y3yt 5 Yiv2. .- Ynlntl.

Demonstragdo. Seja I, o To-ideal de K{X UY) gerado por estes polindmios. Observe que
os dois primeiros sdo identidades Z,-graduadas de M;1(F) e portanto de M;1(E,). Um
célculo simples mosira que o terceiro também é identidade Zo-graduada de M 1(E,). Logo,
I, C T5(M,;(E,)). Suponhamos agora f = f(21,...,Zm,¥1,...,Yq) € To(My:(E,)) multi-
homogéneo e suponhamos também que ¢ grau total nas varidveis y;'s de cada monémio de f
¢é par, digamos 2s. Se 2s > n, entdo f € I,,, uma vez que 41ys ... Yp+1 € I,. Logo, podemos

supor 2s < n. Observemos que, mdédulo [,, f é uma combinagio linear de termos da forma
h k1 km
Ty .. m R YT Ty Yij YiaYijo - - - Vi Y5,

com iy < iy < ... < gef1 < J2 < ... < Js, OU 8€]4,

f= Z GoBEY - ToYnTY o ThYn Yin¥s - Ue,¥s,  (mod L)
onde a, 5 € K, a corre sobre todas as m-uplas (I1,la, ..., 1s), com 0 < ; < deg,. f, e B
corre sobre todos os subconjuntos {iy,g,...,%;} de s elementos de {1,2,...,q}. Chamando
o segundo membro desta congruéncia de g{Z1, ..., Zm: Y1,...,Yq), temos
fr ©
g(Xl, ...}Xm,y’l,...,lzq) =
0 f2
onde fla f2 € K<X U Y)U}
i Em
fl(a:l, voe s Tom, tl, - ,tq,ul, - ,uq) = ZGQ,B.’L‘I . $2m-— f 3,' s T Uy - tgsﬂja
e
folz1, .., Toms t1s - -y By Uty - Zaa Bx . :cgmu“:r:’fl . xzm_ ty - gty

Observando agora que g € To(M;1(E,)), concluimos que f; e f; sdo identidades Z,-graduadas
de E,,. Tomando entdo Aj, Az, ..., A, elementos arbitririos de K e fazendo em f; as subs-
tituicBes x; = 1, para ¢ par, e Ty, 1 = A, parai =1, 2, ..., m, temos que o polinémio

i1 i
E Qo BAT -+ Apbiug, . By U,
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também é uma identidade Zo-graduada de E,. Observe agora que neste polindmio dois
mondmios tém mesmo multigrau se, e somente se, correspondem ao mesmo B. Assim,
fixado By = {i1,%2,...,1s}, arbitrario, temos

(E aa,BD)\il - /\\f,l?) télujl e tgs'u_:_:s S TQ(En)
o

Tomando entfo &;, = e, u;, = eg, ..., L, = €21 € U;, = €3, podemos concluir que
2w oA ... Alm = 0. Como os );'s foram tomados arbitrarios e K é infinito, devemos ter
Ga B, = 0 para todo .. Dai, f € I, pois By também foi tomado arbitrario. No caso do grau
total de f nas varidveis y;’s ser impar, o procedimento ¢ totalmente andlogo. O

Vamos agora estudar os Ta-espacos Co(M11(5)), onde S € supercomutativa. Como jé
foi visto que To(M; 1(S5)) é igual a T5(M,1(F)) ou a T5(M11(E,)), temos que Co{ M7:(S))
é igual a Co(M11(F)) ou a Cao(M11(E,)). Assim, basta estudar esses dois tltimos. Como
primeiro passo neste sentido, vamos ver a descricao do centro de M ;1(5).

Proposigao 2.14 Se S é uma dlgebra supercomuiativa, entdo

Z(My1(8)) = { ( g 2 )

0
Demonstracdo. Seja X = g P € M, 1(8S), com (e —d)S) = 0. Como Sy C Z(5) temos

que X comuta com todo elemento de M; 1{S)o. Tomando agora b, ¢ € 5y, temos

(2o)-(av)  (20)=(2%)

Como (a — d)b= (a — d)c = 0, temos a igualdade dessas matrizes e assim X € Z(M;,(5)),
uma vez que My1{S) = M11(S)o & M1,1(9):1.
b
Tomemos agora Y = ¢ 4 € Z(M;1(5)). Pela Proposicio 1.52, temos 1 € S e
c
assim Fy; € M11(S). Como EnY =Y Ey, devemos ter b = ¢ = 0. Tomando agora b; € Sy,
0 b
0
(a—d)S; = 0. 0

a,d€ Sy (a—d)5'1=0}.

arbitrdrio, e Z = , Segue da igualdade ZY = Y Z que (¢ — d)by = 0. Logo,

Corolario 2.15 Z(Ml‘l(E)) = {Gfgxg I a e EQ}, Z(ML](E,;)) = {GIZXQ I a e (En)D}: SET
a 0

¢ impar, e Z(M11(E,)) = 0 4

a—d€{ejes...en) p, sEen € par.
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Demonstragdo. Se n é impar e z € (E,)o, entéo z é uma combinac¢ao linear de produtos da
forma e;,€;, ... e;,, onde i; <io < ... < i e k é par. Logo, k < n e dai podemos escolher e,,
que nao esteja em algum termo de z. Temos entdo ze, # 0 e portanto z{(F,); # 0. Segue
dai que Z(M11(E,)) = {alaxz | a € (E,)o}. Usando exatamente a mesma idéia mostramos
que Z(M:,(E)) = {alaxa | a € Fy}.

Suponhamos agora n par e z € (E,)o tal que z(F,); = 0. Usando os argumentos acima,
concluimos que = € {e;e;...e,) ¢ assim temos a ultima afirmagio. O

Lema 2.16 Se S € uma dlgebra supercomutative, entdo [y, 1] € Co(M11(5)) e (y1 0 1)
sempre resulta em matriz de traco zero em M, ,(S).

Demonstracdo. Tomando by, b, ¢1, ¢2 € 57, temos

0 b 0 bieg + bacy 0
\ = e Z(M (S
0 bl o 0 ¢ _ 1 b}_CQ + Clbg 0
b 0O ca 0 2 0 bac1 + caby

que é claramente uma matriz de trago zero. Temos entio as duas afirmagGes. O

Seja W o Ty-espago de K{X UY') gerado pelo polinémio [y;,¥2]. Sendo S = Sy & 51
uma dlgebra supercomutativa, tomemos Wg = T5(M;,1(S5)) + W. Pelo Lema 2.16 temos que
Ws C Co(M11(S)). Vamos agora mostrar que se Z{M1(S5)) = {alaxs | a € S}, entdo vale
a igualdade. Como consequéncia deste resultado teremos as descrigdes de Co(M 1 (E)) e de
Ca(M;1(E,)) para n impar.

Lema 2.17 Os polinémios (y1 © y2)(ys © ¥a) e [y1, ¥2)[¥s, ya) pertencem a Ws. Ademais, W
€ multiplicativamente fechado.

Demonstragdo. Observemos primeiramente que yi1vya¥ys¥s + Viyalsyz € Ws, pois yoysys +
yaysye € To(M11(S}). Como y1yays tem Zo-grau 1, temos que [y194¥s, y2| € Ws e dai segue
que y1Y2Ysya+yat1yays € Ws. De modo inteiramente andlogo temos y1yayay3+y2thyzys € W
e assim, como

(1, vol[yss va) = vivelals — Yivela¥s — Yoy1¥sla + Yol Yals

1
(how)(ysoys) = Z(ylyzys,m + y1Yatays + Yol ¥aYs + Yol1¥ays)

temos a primeira afirmaggo.
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Para mostrar que Wy é multiplicativamente fechado, observemos que todos os seus ele-
mentos sdo da forma :

al[flagl] + .. an[lfnagn] + h

onde h € T3{M11(5)) e f; e g; 880 polindmios quaisquer em K{(XUY);. Como (1, ¥2)[ys, 4] €
W, conclufmos que o produto de dois elementos quaisquer de Wz ainda estd em Wy, o que
¢ exatamente a segunda afirmacao. |

Teorema 2.18 Se Z(M,;(5)) = {aloxs | a € Sp}, entdo Co(M11(S)) = Ws.

Demonstracio. Basta mostrar que Co(M11(S)) € Ws, pois j4 sabemos que a inclusio
contréria é valida. Seja f € Cy(My,1(S)) multi-homogéneo (K ¢ infinito). Suponhamos
primeiramente que f depende somente de varidveis de grau 0, digamos f = f(zy,...,Zn).
Usando ent3o o fato de que [x;, z;] € To(M;1(S)), concluimos que f = ozl ...z + g, onde
g € To(M;1(5)). Como 1 € Sy, temos Eyy € M11(S)o e daf podemos substituir cada z;
por Ey; em f. Temos entdo f(Ey,...,En) = ak), donde segue que a = 0 e portanto
f € Ta(M;,(S)). Assim, podemos supor que f depende também de varidveis de grau 1.

Sendo f multi-homogéneo, temos que também é Zo-homogéneo. Se a(f) = 1, todo valor
que f assume em M ;(S) é uma matriz de diagonal nula. Dai, sendo central, f deve ser
uma identidade.

Suponhamos agora que a(f) = 0, o que significa que em cada termo de f o niimero
de varidveis de grau 1 (contando com repeticdes) € par. Concluimos entdo que f é uma
combinacdo linear de termos da forma wiuq...U,, u; € um monémio de Zs-grau 1 e n é
par. Observando agora que uslipr = (U; © Uzgn ) + %[ui, Uit1], podemos concluir que, médulo
To(M11(85)), f € uma combinagdo linear de termos da forma

hl...hmvl.-.v; m,lZU

onde cada h; é da forma [u;, ui1] e cada v; € da forma (u; o uzy1) (observe que a ordenagio
pode ser feita porque o0s h;’s e 08 v;'s tém Z,-grau 0 e portanto comutam mddulo To( M, 1(9))).
Assim, f = fi+ fo (mod T2(M1,{5))), onde f; é uma combinagéo linear de termos com !
par ¢ f» é uma combinacgio linear de termos com [ impar. Pelo lema anterior, temos f; € Wy
e daf segue que f» é central. Mas, cada termo hi...Rh,vi...v com [ impar resulta em
matriz de trago zero, pois Ay ... hnu1 ... v é central e v; resulta em matriz de trago zero.
Logo, fs resulta em matriz de traco zero, pois Z{M;1(S)) = {alaxz | a € Sp}. Observando
agora que um elemento central com traco zero em M 1(S) deve ser nulo, concluimos que
fo € To(M;1(8)) e dai f € Ws, o que encerra a demonstracgo. O

Corolario 2.19 a) C3(M; 1(E)) € gerado como Tz-espaco pelos polindmios
zifzi,wal2e , z{yileys + ysveyi)ze , [y1, 2]

34



b) Co{M11(En)), para n impar, € gerado como Tz-espaco pelos polinémios

21[51;332132 ; 31(91921,’3‘1’?9’3@23}1)32 . 2 YY)z [y11y2]-

Demonstragdo.  Segue do Coroldrio 2.15 e do Teorema 2.18 que Co(M(E)) =
To( M1 (B)) + W e Co(M11(E,)) = To(My1(E,)) + W para n {fmpar. Observando agora
os Teoremas 2.12 e 2.13, temos o resultado. a

Vamos agora descrever Co{ M 1(F,)) para n par. Comecemos considerando o Ts-espaco
U, dos polindmios f{z1,...,Zm,%,...,%,) € K{X UY) tais que f(ay,...,am b1,...,by) €
{e1€q. .. e,) para quaisquer a; € (Ep)o € b; € (Egh.

Lema 2.20 Se f € U, ¢ cada termo de [ tem grau total nas varidveis y;’s menor que n,
entdo f € Th(E,).

Demonstracdéo. Como K ¢ infinito, podemos supor f multi-homogéneo. Assim, sendo f =
flx1, o Ty Y1y, Yq), temos que f = azh ...a:fg;'yf‘ ...yf;" (mod Ty(FE,)), onde a € K,
l; = deg,, f e k; = deg, [. Se algum k; for maior que 1, entdo f € T5(E,). Supondo entéo
ki =...=k, =1, temos g < n. Logo, f(1,...,1,e1,...,€) = aes...e; € {e165...€,) e dai

devemos ter & = 0, o que conclui a demonstracio. i
Teorema 2.21 Se n € par, entdo Co(M11(Ey)) € gerado como Ta-espago pelos polindmios

21[581,332]22 ) zl(yly293+y3y2yl)z2 , 21(?}1---ynyn+1)22 ) [3}113}2] sy WYz .- Yn-

Demaonstracio. Seja R o Ts-espago de K{X UY") gerado por esses polindmios. Pelo Teorema
2.13 temos que To(M1,(E,)) C R e que [jhy2...¥n, Z1] © [Y1¥2. . . Un, Yns1] SBO identidades
Zy-graduadas de My 1(F,). Logo, R C Co(My(E,)).

Para mostrar a inclusio contriria, tomemos f € Ca( My 1{F,)) multi-homogéneo. Se f
depende apenas de varidveis de grau 0 ou se a(f) = 1, ent8o mostramos que f € To(M 1(E,))
exatamente como na demonstracdo do Teorema 2.18. Supondo entdo que f nio estd em
pnenhuma dessas duas situacdes, temos que cada termo de f é um produto da forma ww,
onde u e v sdo mondmios de grau 1. Como uwv = (u o v) + 1[u,v], temos [ = fi + fo,
onde f; é uma combinagio linear de termos (1 ov) € fo é uma combinagéo linear de termos
[u,v]. Observe que fi e fo sfo multi-homogéneos com mesmo multigrau que f e que f, € R.
Logo, fi € Co(My1(Ey)). Seja fi = fi(Z1,-- ., Tms Y1, -+, ¥q)- Pelo Lema 216, f; resulta
em matriz de traco zero em M;1(F,) e dai, usando a dltima afirmaggo do Corolario 2.15,
podemos concluir que

g 0
fl(xl,...,xm,n,...,lf;):((; 92)
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onde g1, g2 € U,. Observe agora que os polindmios ¢1, g; € f t&m o mesmo grau total nas
varidveis 4;'s. Assim, se este grau total for maior ou igual a n, entdo claramente f; € R.
Se for menor que n, entdo, pelo lema anterior, gy, g» € To(E,) e consequentemente f; €
T5(My1(E,)). Logo, fi € R, o que conclui a demonstragao. 0

Observagao 2.22 No enunciado do teorema anterior, o polindmio y1%s . . . ¥, nfo pode ser
omitido. De fato, considerando @Q,, o Ta-espaco dos polindmios f(zi,...,Zm,%1,.-.,¥) €
K(X UY) tais que f(B1,...,Bm,C1,...,C,) € {alaxa | @ € (E,)o} para quaisquer B; €
Mi1(En)e e C; € Mia(Ey), temos To(My1(E,)) € Qn e também [y1,ys] € &, (observe
a demonstragido do Lema 2.16). Logo, To(M11(E,)) + W C @Q,, lembrando que W € o
Ty-espago gerado por [y, ys]- Observando agora a igualdade

0 e 0 0 0 eny 0 0 [ ees...en-18n O
00 es 0/ V0 O en 0 G 0

conclufmos que Y1ya - . - Yn & Qn € portanto y1ye.. . yn € To(M11(E,)) + W,

2.4 Polinémios centrais Zo-graduados para EQ F

A dlgebra F ® E possui uma Zs-graduacgio natural, conforme comentamos no infcio deste
capitulo. Para defini-la, consideremos os subespacos

(EQE)=(FEQL)®(EFiQFE) ¢ (EQFE),=(E®FE;) & (E ®Ey)

de E®E. Como EQE = (EQE) P EQRFE)h e (EQER(EQE); C (EQ® E),
para quaisquer 1, § € Zp, temos de fato uma Zo-graduagio definida em F ® E. Azevedo e
Koshlukov mostraram em [31] que, para char K" = 0, as dlgebras E ® E e M; ;(F) possuem
as mesmas identidades Z,-graduadas. Consequentemente, elas tédm 0s mesmos polinémios
centrais Z,-graduados, os quais foram descritos no Coroldrio 2.19. Vamos entdo supor que
o corpo K tem caracteristica p > 2. Neste caso, observa-se que z7 é um polinémio central
Z,-graduado para F ® F, mas ndo é para M;1(E). Logo, Co(E ® E) # Co(My11(F)).
No sentido de descrever o Ta-espago Co( E ® E), comecemos considerando a algebra

Ao a4+ A b
C d+ X

onde E} é a componente par da lgebra exterior sem unidade E'. Observemos que A é uma

a,d€ E|, bcc By, AEK}

subdlgebra de M ;(E) e que possui uma Z,-graduagao natural induzida pela Zy-gradunagéo
de M1,1 (E)
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Em [5] foi demonstrado que as dlgebras £ ® E e A pogsuem o mesmo Tp-ideal de iden-
tidades Zy-graduadas, o qual € gerado pelos polindmios

(1,20} . (weys +ystevn) e [zl wl

Segue entao que £ ® F e A possuem 0s mesmos polindmios centrais Zo-graduados e assim
nosso trabalho serd descrever o Ta-espago Cz(A4).
Sabe-se que zP € uma identidade para a dlgebra E’. Dai, para quaisquer a,b € Ej e

A€ K, temos
’ P
a+ A 0 a® + MP 0
= = M, ¢ Z(A).
( 0 b+A) ( 0 bp+,\p) 2 (4)

Logo, 2§ é um polindmio central Z,-graduado para A. De modo igual ao que foi feito na
se¢lo anterior, se mostra que [y, 2| também é um polindémio central Zo-graduado para A.
Consideremos agora o To-espago U de K{X UY) gerado pelos polindmios

2z, 2022, z(Wveys +ystavi)ze , z[rhylz . [vnye) L 2.

E facil ver que To(A) C U C Cy{A). Mostraremos agora que esta iiltima inclusdo é, na
verdade, uma igualdade.

Lema 2.23 Os polindmios (y1 © y2)(ys © ¥a), (w1, ¥2)[¥s, 4], 2025 € (41, 30]25 pertencem a U.
Ademais, U € multiplicativamente fechado.

Demonstracio. Para os dois primeiros polindmios a demonstragio é a mesma da primeira
parte do Lema 2.17. Como [z1,2] € T2(A), temos ziz} = (z122)P (mod Th(A)) e as-
sim 3z} € U, uma vez que (z12;)? € U. Quanto ao dltimo polindémio, observemos que
[y1, y2}ad = [112%, v2] — v1[2}, v2) e assim temos {yy,72]2} € U, uma vez que [z}, 1] € U e
[z}, y2] € identidade.

Para ver que U é multiplicativamente fechado basta observar que todos os seus elementos
sdo da forma

fu, ) 4+ oo [en e F AP+ o+ AR SR g

onde g é identidade, Ay,..., Am € K, u;, 0 € K{(XUY ) e f; € K{XUY)g, e usar é.primeira
afirmacao. O

Teorema 2.24 C(A)=TU.

Demonstracdo. Seja f € Ca{A) multi-homogéneo. Supondo que f depende de alguma(s)
varidvel(is) de grau 1, a demonstracéo de que f € U ¢ exatamente a mesma do Teorema
2.18 para esta situagao.
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Vamos agora supor que f depende apenas de varidveis de grau 0, ou seja, f = flzy,...,zZa).
Como [z1,22] € T2(A) temos f = Azl ..zl 4 g, onde A € K e g € To(A). Fazendo entio
em f as substitui¢des

e1ea+1 0 ezeg+1 0 €m_i1€an+1 0
I = , T2 = ;e oy dp =
0 1 0 1 0 1

devemos ter
(ejea+ 1)1 0 (ean_1€9n + 1) 0
A ( 0 L) 0 1 € Z(A).

Observando agora a igualdade (eg_ieq; + 1)% = [es_1e0; + 1 € lembrando a forma dos
elementos de Z{A), podemos concluir que A(lheres +1)... (lhean—ie2, + 1) = A. Mas,

(516162 + 1) . (lnegn_legn + 1) =1+ 316162 -+... lnegn_legn + h

onde A é uma combinagéo linear de termos e; e, ... e;_, com m > 2. Segue entdo que M) =

My=.,..=x,=0,0oquenosdd A =00u lijlx = ... = l,1xg = 0. Na primeira situacio
temos f € T5(A). Na segunda devemos ter l1,1s, ..., I, todos miltiplos de p (lembrando que
char K = p) e assim f = A(z7" ). .. (z%)? + g, que é um polindmio de U. O
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Capitulo 3

Polinémios Centrais Graduados para
a Algebra M,(K)

No capitulo anterior, descrevemos os polindmios centrais Z,-graduados para as Algebras
My(K), E ® E ¢ M;1(5), onde S é uma &lgebra supercomutativa qualquer. Para cada
uma delas foram apresentados geradores do respectivo T-espago Z,-graduado de polindémios
centrais. Neste capitulo vamos apresentar as descrigdes feitas em [7) dos polinémios centrais
Z.,.-graduados e dos Z-graduados para a dlgebra M, (K). Nestas descricbes estaremos consi-
derando as graduagdes naturais de M, (K) pelos grupos Z, e Z, as quais estio definidas no
Capitulo 1.

As identidades Z,-graduadas e as Z-graduadas de M,,(K) foram descritas primeiramente
por Vasilovsky [48, 47] em caracteristica zero. Mais tarde, Azevedo [3, 4] generalizou esta
descrigdo para corpos infinitos quaisquer. FEstes resultados serdo apresentados oportuna-
mente neste capitulo, devido & sua importancia nas composicdes dos conjuntos geradores de
polindmios centrais que apresentaremos.

O resultado que descreve os polinémios centrais Z,-graduados para M,(K) é uma gene-
ralizacéo do caso n = 2, feito no capitulo anterior. No entanto, enquanto para n = 2 traba-
lhamos basicamente fazendo “reducoes” de polindmios através de identidades e polinémios
centrais Z,-graduados conhecidos, no caso geral utilizaremos idéias sobre matrizes genéricas
Z,-graduadas que podem ser encontradas em [3]. A descrigio dos polindmios centrais Z-
graduados segue idéias andlogas também relacionadas com mafrizes genéricas graduadas, as
quais estdo no artigo [4]. |

Qs conceitos e resultados basicos necesséarios sobre algebras graduadas podem ser encon-
trados na Secdo 1.7, assim como as notacdes utilizadas.

Em todo este capitulo K serd sempre um corpo infinito.
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3.1 DPolinémios centrais Z,-graduados

Em toda esta se¢do K{X) denotard a algebra associativa livre Z,-graduada, onde X =
U.ez, Xy- Vamos considerar as notagdes introduzidas na Segdo 1.7 e denotar T3, e (g,
simplesmente por T, e C,,, respectivamente.

Nesta e na préxima secOes vamos considerar, para cada inteiro positivo m, o m-ciclo
fm=(1 2 ... m) do grupo simétrico S, e o subgrupo ciclico H,, = {§,,) de S,..

Fixemos agora um inteiro positivo n. Consideremos a algebra M,(K) e a sua Z,-
graduacdo natural, que estd definida no Capitulo 1, Exemplo 1.51. A descri¢do das identi-
dades Z,-graduadas de M,(K), feita primeiramente para char K’ = 0 e depois generalizada
para K infinito, € dada pelo seguinte teorema.

Teorema 3.1 ([48, 3]) Todas as identidades polinomiais da dlgebra Z,-graduada M,(K)
sequem de

T1Ty — Xoz1 =0 a(xl) = az) = 0; (3.1)

T1ToTs — L3Toz1 =0 , a{z1) = a(zs) = —alz,).

Claramente, 0s polindmios em (3.1), por serem identidades, sio polinémios centrais
Zn-graduados para M,{(K). Mas, existem polinémios centrais Z,-graduados para M,{X)
que nio sdo identidades. Vamos agora apresentar um tipo importante de polinémio nestas
condi¢bes. Para isso, precisaremos do conceito de segiiéncia completa em Z, dado a seguir.

Definicao 3.2 Sejam v, Y2, -+, Yo € Zn. Dizemos que a n-upla (71,72, s7Yn) € uma
seqiiéncia completa se (mm+v,..oom+mt. AWt =Zpen+v+...+v =0

Exemplo 3.3 (1,2,3,2) é uma seqiiéncia completa em Zys. Dado v € Z., temos que

(7,7, ...,7) é uma seqgiiéncia completa se, e somente se, v ¢ um gerador do grupo Z,.
Lema 3.4 Se (1,7, ...,M) € uma seqiéncia completa, ent@o (Yo1), Yo(2)s«« s Ya(n))s PTG
o € Hy, e (VpyYne1,---,%2,71) G0 segiiéncias completas.

Demonstragdo. Temos {yi,m1 +72,.--. M+ Yo+ ...+ W} =Zoen+m+...+% =
0. Assim Yt o+ = —(’Yj+1 4+ ...+ ) para todo 5 = 1, ..., n — 1, e portanto
(Yot 4V -+ s Vaei+ Vs Vs O} = L. Segue daf que (Y, Va1, - - -, 72, 1) é UMa seqiiéncia
completa.

De {v;,m1+7%,---,1+Y+. - +Ta} = L temos {0,72, .-, Y2+ ...+ Y} = Z,, ou seja,
{v2,-. oot AVt At} = L. Logo, (2, Y Y1) = (980010 V0025 - - - 3 Von(n)
é uma seqiiéncie. completa e assim, como H, = {f,), podemos mostrar por inducéo que
(Yo(1), Yo(@)s - - - » Yom)) € uma seqiiéncia completa para todo o € H,,. O
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Lema 3.5 Sejam = 2125 ...%; um mondmio multilinear de K{(X) com a(m) = 0. Se uma
substituicdo standard S (conforme [48])

I, = Ei1j1 y X3 = Eiijz 1 e s T T Eikjk

€ tal que m|s # 0, entdo my|s # 0 para todo o € Hy, onde my = Za(1)Za(2) -+ - To(r)-

Demonstragdo. Sendo m|s # 0, temos j; = 4y, Jo = i3, ..., jk—1 = 4. Comom|g = E;;, e

a{m) = 0, devemos ter i; = jx. Observemos que mg, = %2...TxT1 e que Mg, |s = Fiyj Fijy =

Ei,i, # 0. O resultado segue entéo indutivamente. d

Proposigao 3.6 O polinémio multilinear

f(ml!IQ: s ::En) = Z: Ta(1)Te(2) - - To(n)
oEH,

onde {a(z1),a{z2),...,a(zy)) € uma seqiéneia completa em Z,, € um polindémio central

Z,-graduado, que ndo € identidade, para o digebra M,{K).

Demonstragéo. Como f é multilinear, basta mostrar que f|g € Z(M,(K)) para toda subs-

tituiclo standard S. Pelo lema anterior, se 2122 ... Zn|s = 0, entdo Lo(1)202) . - - Totmy|s = 0

para todo o € Hy,, e dai flg = 0. Suponhamos entdo S uma substitui¢do standard
z1=Fyj , te=Eyp ooy To=E;

njn

tal que Z12s...Zn|s % 0. Claramente devemos ter j; = dg, jo = i3, ..., Jn_1 = in € também
Jn = 11, pois a{z122. .. 2,) = a(zy) + alzs) + ... + a{z,) = 0. Logo,

fls = Byyy + Eiiy + -« + B
Observando agora que

alz)) =10 — i1, a(T3) =d3—12, ... , Ty 1) =lp —in1 € alT,) =1 —in

temos

a{zy) talze) =iz —11, ... , a{z1) +... + a(ZTp-1) = in — 1.

Como {a(z1), a(z2),...,a(zx,)) é uma seqliéncia completa, devemos ter 45 — 21, 23 — 41, .. .,
in — %1 ndo nulos e dois a dois distintos, donde segue que 43, %9, ..., i, devem ser dois a dois
incéngruos médulo n. Mas, {i1,%2,...,%.} € {1,2,...,n}. Logo, temos a igualdade destes
dois conjuntos e portanto f|s = Inxn € Z{M,(K)). O
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Sejam I, o T,-ideal das identidades Z,-graduadas de M, {K) e C,(M,(K)) o T,-espago
dos polindémios centrais Z,-graduados de M,(K). Claramente, temos I, C C,{M,(K)).
Tomemos agora V como sendo o T,-espaco gerado pelos pelindmios

zjzy, zel2e , ofz) = afze) =
zl(:clmga:s — 11:3332.’1?1)22 y a(ml) = CE( ) = —O!(S'Jg) (32)
Z To)Eo(a) - - - Tom) » (0{Z1),a(Za), ..., (z,)) seqiiéncia completa

ogeHy,

onde 2; € z3 580 variaveis em X.

Do fato de todos os polindmios em (3.2) serem centrais segue que V C C,(M,(K)).
Observando agora que 0 T,-espago gerado pelos dois primeiros polindmios em (3.2} é exa-
tamente I, (lembre que os polindmios em (3.1) geram I, como Ty-ideal), conclufmos que
I, € V. Nosso objetivo nesta secao é mostrar que C,(M,(K)) = V quando char K nio
divide n. Vamos comecgar apresentando as idéias sobre matrizes genéricas Z,-graduadas
desenvolvidas em [3].

Seja Y = {y (@) | i € N, a € Z,} um conjunto de varidveis e consideremos a dlgebra
polinomial (comutativa) Q@ = K[Y]. Para cada a € Z,, consideremos o subespago

Mo Qo ={{Fijluxn | fi; €8, fij=0sej—1+#a}

da K-algebra M,(}). Temos

aELn
e esta decomposicio define uma Z,-graduagio em M,(£2).
Observe quese a € Z, e k € {1,2,...,n} é tal que o = —k, entio M,(Q). é o conjunto
das matrizes da forma

[0 - 0 fi 0 - 0\
0 -+ 0 0 fo - 0
0 0 ¢ 0O fr

fre 6 0 0 0

\ o fo 0 O 0
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Lema 3.7 Sejam oy € Z,, €

[0 0 2 0 0 )
0 .- 0 0o 5 .. 0
B = 0 e 0 0 o .- fl(_m_T)
Ced o0 0 0 -0
\ 0 - f:(m) 0O 0 .- 0 )

pertencente o Mp(Q)y,, paral=1, 2, ..., m. Entdo cada entrada ngo nule de B\ B,. .. By
(81) féﬁz) ' (Brn)

¢ da forma fi o Jmonde By — Bp=ap+ i1 F g, paral <p<g<m.

Demonstragao. E imediato que se g € uma entrada ndo nula de B1Bs... By, entdo g é da
forma fl(’@ D fzfﬁZ} - f,gf ") Sendo i e J1 os nimeros da linha e da coluna, respectivamente, do
elemento f
entrada do produto By B ... By, devemos ter j1 = iy, jo = i3, ..., Jm—1 = im, € portanio

na matriz B;, I =1,2,..., m, temos ; ~ 4, =0y e — 1 = 3. Como g é uma
Qp + Qi1 + ..o+ Qg1 = by — 1. Tendo em vista que 8, =i, — 1 e 8, = 1, — 1, 0 resultado
est4d demonstrado. 0

Lema 3.8 Sejom o, 8 € Z,, coma = —f, A € M,(RQ)a ¢ B € M,()s. Se AB =
diag(fﬁ: fTs---a ?&——1): entao BA:déag(fﬁ: f;3+T=---,fg+m)-

Demonstragdo. Para cada i = 1, ..., n, denote por g;—7 a entrada ndo nula da i-ésima
linha de A e por hy—y a entrada nfo nula da i-ésima linha de B. Pelo lema anterior, te-
mos AB = diag(ggho, ThosTs - - 3 G—Thasn=1) € dal f, = g hy4a para todo v € Z,,. Segue
também do lema anterior que BA = diag(h59s, h306,7, - - - Fnc19s.7=1)- Mas, para v € Zn,
vale fy4s = Gy+8lytr0+a = Gv+shy € assim temos o resultado. 1

Seja f(x1,Z2, ..., Zm) € K{(X). Tomando

[0 - 0 42 o .. 0
0 e 0 0 yg) ... 0
A= 0 . 0 0 0 (—ofz)-T)
yg_a(mi)) - 0 0 0 e 0
\ 0 W00 o o )



temos A; € Mp(Q)a(zy) € f(A1, As, ..., Am) = (Fij)nxa, onde F; € Q. De K ser infinito segue

que Fi; se anula para quaisquer valores de yz-“)

em K se, e somente se, Fj; é o polindmio
nulo. Logo, f € I, se, e somente se, f(A1, Az, ..., Ap) =0.

Lembrando que o centro de M,(K) é o conjunto das matrizes escalares e novamente
observando que K é um corpo infinito, podemos concluir que f € C,(M,(K)) se, e somente

se, f(Ay, As, ..., An) = diag(F, F,..., F) para algum F' € {0,

i

Definicao 3.9 Sejam w = ygl‘”)yg‘"g] . yg;"") um mondmio em §2 € 0 € Zy,. Definimos

& L] &
ws =yl Oy Lyt

Se w é um mondmio de 2 e J, € € Z,, observa-se imediatamente que wy; = w e que
(ws)g = wsre. Também ndo é dificil verificar que se w; € wp s80 mondmios de (2 e § € Z,
entdo {w))s = (wo)s se, e somente se, wi = ws.

Lema 3.10 ([3], Lema 4) Se m = m{z1,Z2,...,2%) = %4, .- - Ty, € WM MonéMio em
K{X) e o = a(m), entdo existem oy, oa, ..., ay € Zy, tais que
[0 . 0 w 0 0\
0 -+ 0 0 w - 0
m(AlsAQ:--'aAk) = 0 Tt 0 6 6 .- W_n-1
Wg 0 g 0 --- 0
\ 0 cw—r 0 0 0 j
com w = Yot ye? yE:"f).
Demonstragdo. Fixemos ! € {1,2,...,n}, arbitrdrio. Pelo Lema 3.7, temos que a entrada

nao nula da l-ésima linha de m(A;, As,..., Ax) & ignal a 7y 4 com 6, — 5, =
a(Ay)+ ...+ aldy_,), para 2 < § < ¢g. Tomemos entdo a; = a(Ay) +... + a4 ), para
2 < j<gq,ea; =0. Observando agora que /1, =1 — 1, temos 8; = o; +1 — 1 ¢ daf segue o

resultado. O

Corolario 3.11 Se v é um gerador do grupo Z, ¢ z; € X € tal que a(z,) = ~, entdo

f(ml) = -7;? € Cn(Mn(K))

#

DemonstragGo. Pelo Lema 3.7 temos que a entrada ndo nula da primeira linha de AT é

W= y@y@y&m ...\ Usando agora o fato de que {0,27,.. ., (n—1)v} = Z, ¢ 0 lema,

anterior, podemos concluir que f(A;) = A} = diag(w, w, ..., w) e assim f € C,(M,(K)). O
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Observacao 3.12 Observamos que o coroldrio anterior é vilido independentemente da ca-
racterfstica de XK. Quando char K n#o divide n, temos que f é conseqiiéncia do polindmio

Yo, Lo()Lo(2) - - - Ta(ny; Onde a{z1) = alzs) = ... = afz,) = 7.
Lema 3.13 ([3], Lema 5) Sejam mq(z1,%2,...,Zm)} € ma(Zy,T2,...,Zm) monémios de
K{X). Se as matrizes my (A1, Az, ..., An) e ma(Ay, Ao, ..., An) tém numae mesma posicdo

e mesma entrada ndo nule, entdo my =m, (mod 1,).

Demonstragdo. E imediato do Lema 3.10 e do fato de {wy)s = (wq)s implicar em w; = wy,
para é € Z,, e wy e wy mondmios de 2. ' O

Lema 3.14 Seja m = m{z1,22,...,2¢) um mondémio de K{(X} com a(m) = 0. Entio
existem um inteiro d divisor de n e um monémio w € §Q tais que

m{Ar, As, ..., Ar) = diag{ug, ..., wir, W, - W, WG - -+ WTT)-
Demonstragdo. Pelo Lema 3.10 existe um mondmic w € Q tal que m(Ay, Ao,..., Ap) =
diag(wg, wr, . . . ,wyz=y). Consideremos agora G = {§ € Z,, | ws = w}. Como G é nao vazio,

aditivamente fechado e finito, concluimos que G é um subgrupo de Z,. Tomando entio
d = i, temos G = {dy=1{0,d,2d,..., (|G| - 1)d}.

Para 0 € Z,, consideremos Gg = {§ € Z, | (wp}s = wp}. Como {wg)s = wors = (s,
temos claramente G C Gg. Por outro lado, se ¢ € (G entdo wy = (wy)s = {ws)s, 0 que nos
dé ws = w. Logo, Gg C G.

Mostramos entéo que Gy = G para todo & € Zy, e dal podemos concluir que wy = w; +Fd>

para quaisquer d =0, 1, ...,d—lek=0,1,..., |G| — 1, e também que wg, wi, ..., w5
sio todos distintos. Assim, temos o resultado. O
Lema 3.15 Seja m = m(z1,%2,...,%) = Z;Tip ... Ti, um mondmio de K{X) tal que
a{m) = 0 e uma das entradas de m(Ay, As,...,As) tem a forma y§fl)y§;’2)...y§:‘q) com
{on,qe,...,a,} = Zn. FEntéo existem mondmios my, ma, ..., m, € K{(X) tais que
m=mims...m, e (almi),a(ms),...,a(m,)) é uma segiiéncia completa.

Demonstragdo. Como {a1,@a, ..., 0} = Z, podemos escolher 1 = j; < ja < ... < j, < ¢
de modo que {oy,qj,,...,0;,} = Z,. Para ndo carregar a notagio, vamos renomear as

- varidveis denotando z;, por z, paral=1, 2, ..., ¢. Dai, m = 2;2;... z,. Tomemos agora
M =21 ... 81, M2= 25, ... 2513 «ov y Mp1 =25, o 251y My = 24, -.. Zg.

Pelo Lema 3.7 temos

a(my) = ap — o, alme) = ag, — 05, --. ; a(Mal1) = @4, — @, _,



¢ assim

ofmy) = o —ay, , alm) +almy)=a;, —ay , ..., almy) + .. Falma ) = oy, — ;.
Como {0y, s, . 1 @4} = Zy, temos que {0, — @)y, ..., a4, — @5} = Ly ¢, além disso,
a(m)+a(my)+...+a(m,) = a(m) = 0. Logo, (a{m1),a(ms),...,a(m,)) é uma seqiiéncia
completa. ]

Vamos agora ao principal resultado desta se¢fo, o qual afirma, em outras palavras, que
todo polindmio central Z,-graduado para M, (K) é consegiiéncia dos polindmios em (3.2),
quando char X néo divide n.

Teorema 3.16 Se char K nao divide n, entdo C,(M,(K)) =V.

Demonstragio. Seja f = f(21.22,...,Zm) € Cu{Mp{K)). Como K ¢ infinito, podemos
supor que f é multi-homogéneo. Assim, todos os mondmios de f tém exatamente as mesmas
varidveis com os mesmos graus, donde todos esses mondmios tém o mesmo Z,-grau. Segue
entdo que f é homogéneo com respeito & Z,-graduacgao de K(X). Se a(f) # 0, entdo todo
valor que f toma em M,(K) é uma matriz de diagonal nula. Logo, f é uma identidade
Z,-graduada de M,(K) e portanto f € V. Suponhamos entdo a{f) = 0.

Seja f = Aymy + dema+ ... Ay, onde A; € K e m; = m(x1,23,...,Zy,) € um mondmio.
Como I, C V, podemos supor que m; Z my; (mod I.), ou seja, m;(A1, Az,..., An) #
m;i{A1, As, ..., Ay) para i # j.

Consideremos agora mondmios wy, ws, ..., wy € § tais que m;(Ay, As, ..., Ay) =
diag((wi)g, (wi)y ..+, (wi)n=y) parai =1, 2, ..., [. Temos entéo

f(A1, As,. .., Ay) = diag(Fy, Fy, ..., Fo=1)

onde Fy = Aj{wy)g + Az{wa)s + .- + Ai{wy)s para 6 € Z,. Como f € Cr(M,(K)), devemos

ter Fy = Fy = ... = Fioy. Ademais, como m;{(A1, Ao, ..., An) # mi(Ay, As, ..., Ay), para
i # j, devemos ter w; # w; (observe o Lema 3.13). Assim, para cada 6 € Z,, deve existir
i € {1,2,...,1} tal que (w;)s = w;. Consequentemente, para cada é € Z,, w; contém
pelo menos uma varidvel da forma y§5). Segue entdo, pelo Lema 3.15, que existemn alguns
mondmios pi, pa, ..., Pn em K{X), onde p; = pi(x1,Z2,...,ZTm), tals que

My =pipe--.Prn € (0(p1),e(pe),...,a(p,)) é uma seqiiéncia completa.
Observe que se tomarmos §; = a{py41—;.--Pn) Para j = 1, 2, ..., n, teremos, pelo Lema

3.4, que {01,8,...,0n} = Zyn. Consideremos agora P; = pj(A1, A2, ..., An). paraj =1, ...,
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n, € o polindmio

9(21, T2, - -, Tm) = Z Po(1)Ps(2) - - - Pol(n) = zpn+1-—j <+ PrP1- - Pn—j
og€H, i=1

que claramente pertence a V. Observando que
PPy... P, =my(Ay, As, ..., An) = diag((wi)g, (wi)T, -+ - (Wi)7=T)
temos, pelo Lema 3.8,
Prtioj o BuPro o Poy = diag((wi)s,, (W1)s;470 - - - (W1)g;47=1)

e assim, como {01, 8,...,0,} = Z,,

Q(Ala AQ: SO Am) = Z d?:ag((wl)é: (w1)6+Ts Ty (w1)6+ﬁ'—_f)'

dEZn

De acordo com o Lema 3.14, seja d o divisor de n tal que (w1)s = (w1) 5,7z Para quaisquer
§=0,1,...,d—1ek=0,1,..., 2 —1. Novamente observando que Fy = Fy = ... = Fi,
podemos concluir, reordenando os m;’s se necessario, que

(wy=wa, (Wizg=ws, ... , (W)zF7 = wa.
Logo, temos Ay = Ao = ... = Ag e

m{+1(A1= Ag,y. .., Am) = d’iag((wl)za (w1)€+T= P (Wl)ﬁ—ﬁ)

parai=0, 1, ..., d— 1. Segue entdo de (w1)s = (w1);,7g que

d
> diag((wi)s; (@1)gas - -+ (Wr)esnmT) = %Zmi(Ala Azyy Am)

GEE, =1

e portanto
d
n
g(AL, Ag, ... A) = E;W(AI,AQ, A,

Como char K nao divide n, temos

d
d
Zmi(All A?: e :Am) = Eg(AlaA‘Z: ey A’m)

=1

e assim my +mg + ... +myg = g (mod I,). Como conseqiiéncia desta afirmagio e das
igualdades Ay = Ay = ... = Az demonsiradas acima, temos [ = AgpiMayr + ... + Ay
(mod V) e assim o resultado segue por indugdo em /. O
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Observagao 3.17 Vamos observar agora o caso particular n = 2. Mostramos no capitulo
anterior que os polindmios centrais Z,-graduados para M,(K) (com char K # 2) seguem de

zl[$11$2]‘22 ’ Zl(ylyzys—ysyzyl)z2 € '9‘12

onde as varidveis z;’s tém grau 0 e as y;’s tém grau 1.
Agora, os polindmios em (3.2}, no caso n = 2, 8o

21{331,332]22 ; 21(371332333—93352&"1)22 ) 31(9’19293—931!21}1)32 e Y+ i

uma vez que a tinica seqiiéncia completa em Z, é (I,1). Observe que z)(z172%3 — TaZa21) 2
é conseqiiéncia de z)[z1, T2}22 € que, para char K diferente de 2, y? e Y1y + Y21, SA0 con-
seqiiéncias um do outro.

Para concluir esta secio vamos fazer um estudo da quantidade de polinémios centrais
Z,-graduados definidos pela Proposicdo 3.6. Fixado n inteiro positivo, consideremos os
conjuntos

SC={s=(m,%,-.-,%) € Z} | s é seqiiéncia completa}

B:{(al’ag"'"’aﬂ-) ezg i {aliagl--'aan}:Zn; an=§}.

E imediato que |B] = (n — 1)l. Considerando agora a aplicagio p : SC — B, definida
por (71,9, -y ¥m) = (Y Yoo Y2+ ...+ W), temos que p é uma bijecio e daf
conclufmos que |SC| = {n — 1)!. Apesar de existirem (n — 1)! seqiiéncias completas em Z,,
o numero de polindmios centrais Z,-graduados determinados por elas € menor, e o objetivo
deste estudo é determinar este nimero.

Para 0 € H, e 5 = {71,%,---,) € SC, definimos ¢ - s = (Yo1), Vo (2)s - - - s Yo(m))-
Pelo Lema 3.4, 0 - s € SC e, além disso, Id-s = s (onde Id é a identidade de H,) e
o1+ (02 - 8) = (0102) + s para quaisquer oy, 02 € H,. Logo, temos uma ag¢io de H, em SC.
Tomemos agora zi, Zo, ..., Tn € X varidveis distintas tais que a(z;) = v, para 1 <1 < n.
Sendo 7 € H,,, é facil ver que os polinémios

Z Zo()Te(2}- - - To(n) © Z Zr(e(1))Tr(o(2)) - - - Ta(o(n))

oeH, cEH,
determinados pelas seqiiéncias completas s € 7 - s, respectivamente, sio iguais. Assim, duas
seqiiéncias completas numa mesma Srbita da acho de H, em SC determinam o mesmo
polindmio. Ademais, seqiiéncias completas em 6rbitas distintas determinam polindémios dis-
tintos. Assim, devemos determinar o nimero r de 6rbitas distintas da acdo de H, em SC.
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De acordo com a férmula de Burnside que d4 o niimero de érbitas (veja {18], pagina 222)

temos ]
r=- 318G

cEH,
onde SC, = {s € SC | ¢ - s = s}. Para determinar |SCy|, observemos primeiramente que se
o1, 02 € H,,, entdo o1 e 0o tém a mesma ordem se, € somente se, {01} = {(02). Logo, se o e
g, tém a mesma ordem, entdo SC,, = SC,,. Assim, fixando-se um divisor d de n, tomemos
q =% e § = 2. Temos que o numero de elementos de ordem d do grupo H, é exatamente
@(d), onde ¢ é a funcéo de Euler, e que é € um destes elementos. Desta forma,

1
r==3" 4(d)ISCy

d|n
e agora vamos determinar |SCs|. Para s = (y1,72,...,%) € SC, temos que s € SCjs se,
e somente se, v = 7Yieq para todo i = 1, 2, ..., n — g, ou seja, s € SC; se, ¢ somente
88, 8 = (W1, vy Vg YiaeesYare-2 Vi1 Yq)- Observe agora que s tem esta forma se, e
somente se, p(s) = (@1,...,89-1,84, 8¢ + Q1,...,Gq + g-1,20q,...,(d — L)ag + a1,...,day),

ondea; =y +...+vy, paraj=1,2 ..., ¢ Como p(s) € BB, temos que p(s) tem esta forma
se, € somente se, a, é um gerador do subgrupo N de ordem d de Z,, € as classes laterais a; + N,
..., Gg—1 + N, N séo todas distintas. Nestas condigbes, o niimero de possibilidades para q,
é ¢{d) e o niimerc de possibilidades para a seqiiéncia (a1, as,...,a,-1) é d%" (g — 1)!, pois
para cada permutagio das classes laterais a; + N, .. ., aq-1 + N, existem d9! possibilidades
de escolha das entradas da seqiiéncia, lembrando que cada classe lateral tem exatamente d
elementos. Concluimos entdo que |SCs| = ¢(d)d*"'(g — 1)! e portanto

r— %Zqﬁ(d}"d?’l G-

dln

3.2 Polinémios centrais Z-graduados

Nesta se¢io, vamos considerar K (X} como sendo a algebra associativa livre Z-graduada,
com X =, s Xm, onde Xy, € o0 conjunto das varidveis de Z-grau m.

Fixemos um inteiro positivo n. Consideremos a dlgebra M,(K) e a sua Z-graduacio
natural, que estid definida no Capitulo 1, Exemplo 1.51. A descricho das identidades Z-
graduadas de M,(K), feita primeiramente para char K = 0 e depois generalizada para K
infinito, é dada pelo seguinte teorema.

Teorema 3.18 ([47, 4]) Todas as identidades polinomiais da dlgebra Z-graduada M, (K)
segquem de
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z=0 , |a(z) =n
[T1,22] =0 , alz1) = afzs) = 0; (3.3)
T17923 — 237221 =0, ofz) = azs) = —a(z).

Seja I 0 Tz-ideal das identidades Z-graduadas de M, (K) e consideremos o Tz-espago W
gerado pelos polinémios

nzxze , |lolz)| =2
21|z, 2]z, ofz1) = alze) =0; (3.4)
21 (T129T3 — T3ToZ1)22 5, o(x1) = az3) = —a(zs);
E ToZo(2) - - - Totmy - (0(21),0(x2),...,(T,)) seqiiéncia completa

oEH,

onde |a{z;)| < n e 2 e z, s8o varidveis em X. Observemos que os trés primeiros polinémios
em (3.4) sdo identidades Z-graduadas de M,(K) e geram I como Tz-espago. O quarto é um
polindmio central Z-graduado, que néo é identidade, para M,(K), sendo a demonstragio
deste fato praticamente igual & da Proposicao 3.6.

Assim, tomando Cz(M,(K)) como sendo o Tz-espago dos polinémios centrais Z-graduados
para M,(K), temos I ¢ W C Cz(M,(K)). Nosso objetivo nesta secio é mostrar que
Cz{M,(K)) =W. -

Como na se¢do anterior, vamos considerar & dlgebra polinomial (comutativa) = K{Y],
sendo que agora Y serd o conjunto {ygk) |1€N, 1 <k <n}. Para cada k € Z, definimos

Mo = {(Fijdaxn | 5 €Q, fiy=0sej—i#k}
se |k| < n, e M,(02); = {0}, se |k| > n. Claramente, M, (), é um subespaco de M, (Q) e
M(Q) = €D M (Q)s.
ke,

Ademais, esta decomposicio define uma Z-graduagio em M, {Q2).
Seja f{z1,22,...,Z,m) € K{X}. Tomando

(0 o™ o0 0

0 -~ 0 0 y® .. 0
Ai=10 6 0 0 oz

0 0 0 0 0

\ 0 0 0 0 0o )
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se 0 < a(z;) < n, ou

(e

0 0 - 0 0 «-- 0
Ar=| gt} o .. 0 0 ... 0
0 y§2“‘“($i)) . 0 0 -+« 0

k 0 0 - yM o0

se —n < a(z;) < 0, temos A; € Mp(Q)oes € (A1, A2,y Ap) = (Fj)nyn , onde Fi; €
Observemos que f € I se, e somente se, f{A1, Ag, ..., An) =0, e que f € Cz(M,(K)) se, e
somente se, f(A1, As,...,An) =diag(F F,..., F) para algum F' € Q.

Lema 3.19 ([4], Lema 3) Sejam(z;, 23, -.,Zx) = Ty, Ty, . . . 25, um mondmio de Z-grou o
em K{X). Se m(Ay, As,..., Ax) #0, entdo existem s, L €N, com 1 < s <t < n, tais que

t
m(Alz A2: ey Ak) = Z leI,I+cr
i=s

onde w; = ygfl"]ygz") e yg“”z) ehjpi=hy+lpaores<i<i—lel<j<q.
Observacao 3.20 a) No lema acima, observamos que wy, # wy,, para s < ;; < [l € 1.
Assim, em m(A;, As, ..., Ag) ndo existem duas entradas ndo nulas ignais.

b) Usando as idéias da demonstracio do Lema 3.7, € possivel mostrar que para 1 < j < k < ¢
temos

By — hjp = 0@y @s,y o By ) = ofzy) +ofag, )+ .+ ofw,_ ).

Lema 3.21 ([4], Lema 5) Sejam my(2,Z3,...,%m) € Ma(T1,Z2,...,2Zy) dois mondmios
de K{X). Se as matrizes mi1(Ay,Ag,...,An) e ma(A), As,.. ., Ap) tém numa mesma
posico a mesma entrada ndo nula, entdo my = my  (mod I).

Lema 3.22 Sejam = m(21,22,...,%k) = Ty iy - - - L5, um mondmio de K{X) com a{m) =

q
0. Se uma das entradas de m(A;, Aa,...,Ax) € da forma w = ygl)yg”)...yg"’), com
{h1,ho, ...k} = {1,2,...,n}, entdo existem monbmios my, ma, ..., m, € K{(X) tais

que m = MiMa. ..My, € (a(mi),alms),...,a{m,)) € uma seqiéncia completa em Zy,.

Demonstracdo. Observe 3.20.b e a demonstragio do Lema 3.15. O
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Lema 3.23 Se By, Bs, ..., B, sao matrizes homogéneas com respeito ¢ Z-graduacio de

Mo(Q) tais que (a(By), a(Ba),...,aB,)) € uma segqiéncia complete em Z,, entdo

Z Bar(l) Bcr('Z) TR Bc(n) = Z: dm-g (wo'{l)a Wa(2y: -y wo'(n))

cEHy gEHn

onde wy, wa, ..., wy €  sdo tais que B1B;... B, = diag(wy,wa, ..., w,).

Demonstragdo. Considere primeiramente A e €' duas matrizes Z-homogéneas de M,{2)
tais que a(A) = —o(C). Através de um cdlculo simples podemos ver que se AC =
diag(f1, fo,-- -, fn), entdo CA = diag{faxr), for(ay, - - - form)), onde & = a(C) e 6 é a per-
mutacio (1 2 ... n) de S,. Assim,

Brti—j--- BBy Buj = diag(wgs 1y, - Wori ()

onde k; = a(Bpyi—j...By). Pelo Lema 3.4 temos {k1,...,kn} = Z, e dai segue que
{6k, .. 6%} = H,, o que conclui a demonstracio. O

Vamos demonstrar agora o principal resultado desta seggo.
Teorema 3.24 Cy(M,(K)) =W.

Demonstragdo. Seja f = flz1,Z2,...,2m) € Cz(M,(K)) — I. Podemos supor f multi-
homogéneo e com Z-grau igual a 0 (observe os argumentos iniciais da demonstragio do
Teorema 3.16).

Seja f = MMy + dama + ... Ay, com Ay € K e my = m{xy,Z9,...,Zm) mondmio.
Como I ¢ W, podemos supor que m; # m; (mod I), ou seja, m;(Ay, Az, ..., An) #
m;(A1, As,..., An) para i # j.

Consideremos mondmios wi;, 1 £i<lel < j < n, de () tais que

mi(Al,Az, PR Am) = C}]?:a.g(lt.n)ﬂ.]ii,dflgg.J - .,wz-n).
Temos entfo
F(Ay, As,. .., Aw) = diag(Fy, Fa, ..., F)

onde F; = Awi; + Agwoj +. . . + Mwij. Segue do Lema 3.21 que se w;, ; € w;,;, com 4y # 9, 880
ndo nulos, entdio w;,; # wy,;. Como f € Co(Mn(K))—1,devemoster i =Fy=...=F, #0
¢ assim podemos supor, sem perda de generalidade, que wy; # 0. Dai, observando 3.20.a e
reordenando os m;’s (se necessdrio), podemos concluir que I > n e w1 = wn = ... = Wpn.
Segue daf que Ay = Ay = ... = A, e que para cada j € {1,2,...,n} aparece em wq; pelo
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menos uma varidvel da forma ij). Logo, pelo Lema 3.22, devem existir mondémios p;, ps,
oy Pnem K{X) (p; = pi(21, 22, ..., %)) tais que

mi=ppz...Pn € (a(p1),a(ps),...,a(p,)) é uma seqiiéneia completa em Z,.

Considerando agora o polinémio

9(331, T2y... 13:'m) = Z Po()Pe(2) -+ - Potn)
oc€EHn

que claramente pertence a W, devemos ter

Q(Ala A?a ceey Am) = 2 diag(wla’(l];wlo’@): R wla(n))

o€EH,
pelo Lema 3.23. Segue entdo do Lema 3.21 e das igualdades wyy = wey = ... = wy, que
g(z1, 22, ., Tm) =Emu+ Mo+ ... +m, (mod I). Logo, m1 +mz+...+m, € W. Como
conseqiiéncia disto e das igualdades Ay = Ay = ... = Xy, temos f = dppimper + ..+ Ay
(mod W) e assim o resunltado segue por indugdo em {. g
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Capitulo 4

Polinomios Centrais para Algebras

com Involucao

Devido & importancia das dlgebras com involucgdo, as descricdes de suas identidades e de
seus polindmios centrais sdo questées de grande interesse. No caso particular de My(K), a
descricdo das identidades com involucgéo ja € conhecida, tendo sido feita primeiramente para
char K = 0 e para K finito por Levchenko [35, 36] e depois para K infinito de caracteristica
diferente de 2 por Colombo e Koshlukov [10].

Neste capitulo vamos apresentar as descri¢des feitas em [8] dos polindmios centrais com
invelugdo para a dlgebra M»(K), considerando as involugses transposta e simplética. Antes,
porém, serd necessario um breve estudo sobre involugoes, o qual seré feito nas duas primeiras
segdes. Nesse estudo apresentaremos conceitos e resultados basicos e veremos que, em se
tratando de identidades e polindémios centrais com involugdo do primeiro tipo para M>(K),
s6 é preciso realmente considerar as involugbes transposta e simplética.

Em todo este capftulo X serd sempre um corpo infinito de caracteristica diferente de 2.

4.1 Algebras com involucio

Nesta secdo estudaremos o conceito de involugiio. Vamos ver exemplos, propriedades e as
idéias bésicas sobre identidades e polindmios centrais para dlgebras com involucéo.

Definicao 4.1 Seja A uma dlgebra. Dizemos que uma aplicegéo * ©: A — A € uma in-
volugbo se

para quatsquer a,b € A.
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Sendo * uma involucdo em A e a € A, observamos que al* = 1*a = a e assim 1* = 1.
Observamos também que * é uma transformagio linear se, e somente se, *x = /dk-

Quando uma involucdo é também uma transformagfo linear dizemos que ela é do primeiro
tipo. Caso contrario, dizemos que é do segundo tipo. Neste trabalho trataremos apenas de
involucgdes do primeiro tipo.

Exemplo 4.2 A aplicacio t : M (K) — M,(K), definida por A* = transposta de A, é
uma involucio do primeiro tipo em M,(K).

Exemplo 4.3 A aplicacio s : My, (K) — Ma,(K), definida por

4 BY (D -B
¢ D) \-ct A&

onde A, B, C, D € M,(K), ¢ uma involugdo do primeiro tipo em Ms,(K}, chamada de
involucao simplética.

Exemplo 4.4 Considerando M,{C) como C-élgebra, temos que * : My(C) — M,(0),

definida por
21 22 & =
Z3 24 Zy Z4
¢ uma involugao do segundo tipo.

Observagao 4.5 Se * é uma involucdo em A, entdo G, = {z € U(A) | z°z = 1} é um
subgrupo de U({A). No caso A = M,(K), temos U(A) = GL,(K), o grupo linear, ¢ G; =
On(K), 0 grupo ortogonal (por esta razéo a involucdo transposta é também chamada de
ortogonal). Sendo n par, temos G, = Spn(K), 0 grupo simplético.

Seja (A, x) uma dlgebra com involugio. Dizemos que um elemento a em (A4, x) é simétrico
se a* = @ e que é anti-simétrico se a* = —a. B ficil ver que At = {a € A | a* = a} e
A ={a € A|a* = —a} sio subespacos de A e que AT N A~ = {0}. Ademais, dado a € A,
temos

*

_a+a  a—a
2 2
e assim, como o primeiro termo no segundo membro é simétrico e 0 segundo anti-simétrico,
temos A= AT @A™,
Definimos um homomorfismo de digebras com involugdo ¢ : (A1, *) — (Az,n) como

sendo um homomorfismo ¢ : A1 — A que satisfaz ¢(a*) = @(a)” para todo a € A;.
Quando existe um isomorfismo nestas condicgoes, dizemos que as dlgebras com involugio
(A1, %) e (A, ) sdo isomorfas e denotamos (A, *) = (A2, 7).
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Vamos agora falar de identidades e polindmios centrais com involucdo. Para isso, pre-
cisamos definir a dlgebra associativa livre com involugio. Sejam X = {z1,z9,23,...} e
Y = {y1,%,¥3, ...} conjuntos disjuntos de varidveis e tomemos a dlgebra associativa livre
K{(XUY). Consideremos a aplicacio linear * : K{(XUY) — K{(XUY) que satisfaz 1* = 1,
zy =z, eyl = —y; paratodoi €N, e

(z1z9...2k) =2} ... 252

para quaisquer z, 2a, ..., 2 € XUY. Sendoentdo mi = 21...23€ My = Zj41 ... Z, Mondmios
em K{X UY) temos '

* *® *® * * * ok
(mame)* =z, ... 25,2 ... 25 = mamy].

Ademais, é ficil ver que m}* = m;. Logo, * é uma involugio e K{X UY) é chamada
de dlgebra associativae livre com involugdo, sendo X o conjunto das wvaridveis simétricas e
Y o das varidveis anti-simétricas. Dizemos que um endomorfismo ¢ de K{(X UY) é um
*-endomorfismo se p(x;) é simétrico e w(y;) é anti-simétrico para todo 7 € N (isto é equiva-
lente a dizer que ¢ comuta com *).

Estamos prontos agora para definir identidades e polinémios centrais para uma glgebra
com involucdo.

Definicao 4.6 Sejam f(z1,...,2Zn,¥1,.. . ¥m) € K{X UY) e (A, x) uma dlgebra com in-
volugdo. Dizemos que f € uma identidade de (A, %) se flai,...,an,01,...,0n) = 0 para
quaisquer a;, € A% e b; € A™. Dizemos gue f é um polinémio central para (A, *) se
flat, .o Gn b1, ... bm) € Z(A) pare quaisquer a; € AT eb; € A™.

Exemplo 4.7 Consideremos a dlgebra M,(K) com a involucdo transposta. Se A; e A, s8o
elementos anti-simétricos e B é um elemento simétrico de (M,(K), ), entdo [A1, As] =0 e
[As, A1 0 B] = 0 (é facil ver que (4; o B)' = —A; o B e que duas matrizes anti-simétricas
2 x 2 comutam). Logo,

0= [-AQaAI ¢ B] = [AQ;AI] oB+ A0 [AzaB] = Ao [Ang]

e assim f(z1,y1,%2) = ¥1 © [Y2, Z1] é identidade de (Mo(K), ). Conforme veremos na Secéo
4.3, g(y1,¥2) = ¥1y2 é um polinémio central para (My(K), ).

Dizemos que um ideal (resp. subespago) J de K{(X UY) é um =-ideal {resp. =*-
espago) se p(J) C J para tedo *-endomorfismo ¢ de K{(X UY) (isto equivale a dizer

que f(g1,-..,Gn, B1y ..., hm) € J para quaisquer f(z1,...,Zn, Y1,---1Ym) € J € 91,---10n
elementos simétricos e Ay, ..., h, elementos anti-simétricos de K{X UY)). Temos que o
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conjunto T{A, ) das identidades da élgebra com involugao (A, ) € um *-ideal e que o con-
junto C(A, %) dos polinémios centrais para (A, *) é um *-espaco.

As idélas de x-ideal e *-espago gerados por um conjunto e de redugfio para polindmios
multi-homogéneos (lembrando que K ¢ infinito) sdo andlogas aquelas relacionadas com iden-
tidades e polindmios centrais ordindrios e graduados.

Encerraremos esta seco falando de polinémios »-préprios e posto de um polindmio. Va-
mos definir um comutador de grau 1 como sendo simplesmente uma varidvel de X UY.

Defini¢ao 4.8 Dizemos que um polindmio f € K{XUY') é x-prdprio se f é uma combinag¢do
linear de produtos de varidveis anti-simétricas seguidas por comutedores de grau maior ou
igual a 2.

Observando o que foi desenvolvido na Sec¢éo 1.4, consideremos uma base ordenada de
L(X UY) formada por

Xy, T, T3y ---5 V1, Yoo Y3, .-. ., UL Us, U, .-

onde u; = [z, Zig, . - - 5 Zi], COM z, € XUY e k > 2. Temos entéo que existe uma base de
K{X UY) formada pelos elementos

1 002 Ttp M1, T2 My
T Ty T Y Yy e Ygy Ul Uy, Py @ Ky Mg, Ty >0

Definicdo 4.9 Seje f um polindmio multi-homogéneo em K{X UY). Escrevendo
f= Zaawl 23 .. T5" G

onde g, € um polindmio x-préprio, definimos o posto de f, denotado por r(f), como sendo
a maior n-upla a = (a1, as, . .., 8,) no ordem lexicogrdfica.

Como f possui uma Unica expressido na forma acima, temos que r{f) est4 bem definido.
Observemos que, de acordo com esta definicdo, f é =-prdprio se, e somente se, r(f) =
(0,0,...,0). I importante observar também que a ordem lexicografica é uma boa ordem no
conjunto N2 = Ny x ... x Ny (No = NU {0}) e assiin o principio da indugio é vilido, sendo
portanto possivel fazer indugéo em r(f).

Vejamos agora ¢ que hid de importante por tras do conceito de polindmio *-préprio.
Considere um polinémio multi-homogéneo

R AT T LD ICE L SHE - ()

a7



onde a, a, € K — {0}, g e g, slo »préprios e a = (a,az,...,8,) < (b1,bg,...,bn) = 7r(f)
(na ordem lexicogrifica). Observe que quanto maior a entrada a; na n-upla a, menor € o
grau de z; em g,.

Como em g ¢ em g, nao aparecem varidveis simétricas fora de comutadores, a substituigéo
de z; por z; + 1 néo altera estes polinémios e assim

F@E + 1,20, T, YL, Ym) = @z + 1) aleg 4 Zaa(m + 1) 25 .. 2" g

Observe que a componente de menor grau em z; deste polinémio é
b
f —05332 L Zrg E o L5’ . .. To" Gy

onde o somatdrio é sobre todos o0s a’s tais que a; = by. Observe também que para a; = by,
temos (g, ..., bn) > (Q2,...,8n).

Consideremos agora o polindmio fi(z1,Zo + 1,23,...,Zn, Y1,- -, Um) € tOMEmMOs a sua
componente de menor grau em s, que é

bn  am
fo = az} ...xng+2aa$§3.'.xi Ja
a

onde o somatério é sobre todos os a’s tais que a, = b, e ag = b,. Temos que para a; = by e
as = bg vale (b3,...,bn) > ((13,...,an).

Substituindo z3 por z3 + 1 em f, e continuando com esse processo, vamos chegar ao
polinémio f, = ag. A partir dessas idéias, temos o seguinte resultado.

Proposicao 4.10 Sejam V um #-espago de K{(X UY) e f € V (f como em (4.1)). Entdo
g € V. Ademais, se V € um =-ideal, entdo os polinémios g, ’s também estdo em V. Conse-
gquentemente, todo x-ideal € gerado por seus polindmios *-préprios.

Demonstracdo. Como 1 é simétrico, temos que z; + 1 é simétrico e dai o polindmio
flzy 4+ 1,29, ., Zn Y1, - - - s Ym) Pertence a V. Como K ¢é infinito, temos f; € V (veja a
Secdo 1.5) e assim, como z + 1 é simétrico, temos fi(z1,z2 + 1,23,...,Zn, %1, ,Ym) € V.
Novamente usando o fato de K ser infinito, conclufmos que fo € V. Seguindo assim chegamos
afpcVedaigeV.

Se V é um #-ideal, temos 0% x)

Jx.? .. .xbrg € V e portanto o somatério em {4.1) também
pertence a V. Usando entfo indug@o no posto, concluimos que os g,’s também estao em V,
donde segue a tltima afirmacio. . O

Observemos que este processo de “eliminacdo” de varidveis simétricas fora de comutadores
usado na proposi¢so anterior ndo funciona para varidveis anti-simétricas, pois a substituigdo
de y; por 7 + 1 nfo define um *-endomorfismo de K(X UY'), uma vez que y; + 1 néo é
anti-simétrico.

-—--—--..._..___, .

o8
DESE Ym0y

EIBLIGY""{? A CEMNTRAL
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4.2 Involucoes em algebras centrais simples

Seja. A uma dlgebra central simples de dimensao finita. Nosso objetivo nesta secéo é estudar
a idéia de equivaiéncia de involugdes em A (na Secdo 1.1 apresentamos conceitos e resultados
importantes aqui). Como resultado deste estudo, teremos a classificagfio das involugdes do
primeiro tipo na &lgebra M, (X).

Sejam *, J € Inv(A), o conjunto das involugdes do primeiro tipo em A.

Lema 4.11 Se x = J(, para algum r € U(A), entio r* =77 = %r.

I = ¢l = pér = ¢ e daf r/ = 7. Para z qualquer em A temos

Demonstragdo. Temos r
z =2 = (27¢) = (r1z7r)* = o (") = rrlzr(r) ! e assim vt € Z(A). Logo,
existe A € K tal que r* = Ar. De r** = r segue que M%7 = r e portanto A2 = 1. Como K ¢

um corpo, devemos ter A = £1, 0 que conclui a demonstracéo. O

Teorema 4.12 (Albert) Eziste r € U(A), com v/ =1* = +r, tal que * = J(.. Reciproca-
mente, se T € U(A) er’) = £r, entio J¢ € Inv(A).

Demonstracdo. Como Jx é um automorfismo de A4, temos, pela Proposicio 1.13, que J* = ¢,
para algum r € U(A), e daf *+ = J¢,. Pelo lema anterior temos 7/ = r* = £r. Recipro-
camente, tomando J; = J¢., com r € U(4) e 7 = +r, temos o't = v~ la/r)r =
= r'a(r’)~lr = g para todo a € A. As outras condicdes sio de verificagio imediata. O
Definicao 4.13 Dizemos que * e J sao equivalentes se emste r € U{A) *-siméirico tal que
* = J(,.

Observemos que a definicio acima nos da uma relacdo de equivaléncia em Inv(A). De
fato, a reflexividade é imediata. Para ver a simetria, basta observar que * = J¢, implica em
J = x(,—1 e aplicar o Lema 4.11. Quanto a transitividade, supondo Jy, J3, J3 € Inv(A) e
r1,72 € U{A), com 'rf‘ =7 € T‘Q‘E = ro, tais que J, = Lol e o = J3(,,, temos J; = J3(p,r,

J1 J2Cr1
1 2

e (rgrl)‘h =r 'rgl =7 = ror. Logo, J) e J3 s80 equivalentes.

Teorema 4.14 A relagdo dadae ne Definigcdo 4.18 determina, no mdzimo, duas classes de
equivaléncia em Inv(A). Ademais, se # = J( para algum r € U(A) *-anti-simétrico, entdo
% e J ndo sdo equivalentes.

Demonstracéo. Sejam Ji, Jo, * € Inv(A), com J; e J> ndo equivalentes e x ndo equivalente a

Jo. Existem entdo rq, 7, € U(A), com 'rfl = r‘fﬁ =-re rg'z =73 = —ry, taisque J; = Lol e
Jo = %Cry. Dal, Jy = #Cum € (rar1)”t = 1720 = =11 (77 rd2r1) = ror1. Logo, * é equivalente

8..]1.
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Supondo agora * = J{ e * = J(,, com 7™ = -1 e 1] = 7, temos {, = (;, e dai
vt € Z(A). Logo, r1 = Ar para algum A € K, o que nos d4 r} = —r;. Mas, isto é uma
contradicio e assim * e J ndo podem ser equivalentes. [

X X
Vamos agora olhar para a algebra M,(K). Sendon = 2me X = ( Xl XQ ), com
3 A4

XI,XQ,Xg,X4 < Mm(K) temos
Xt — XIE Xé" e XS= Xi —"X‘E
X; X§ —X; X

0 Im‘xm

“Admxm 0

donde observamos que ¢t = s{g para C = . Como C* = —C, temos que

t e s no sio equivalentes e assim h4d duas classes de equivaléncia em Inv(M,(K)).

Supondo agora n impar e * uma involugdo qualquer em M,(K), temos £ = (g para
algum B € GL,(K) tal que B* = +£B. Mas, se B* = — B, entdo detB = det(—B) = —detB
e assim detB = 0, o que é um absurdo. Logo, B! = B ¢ portanto * é equivalente a ¢.

Teorema 4.15 Seja * uma involugdo do primeiro tipo em M,(K). Se x € equivalente a
t (resp. @ s), entdo para alguma extensdo L do corpo K, estendendo naturalmente * para
Mn(L) = Ma(K) ®x L, temos (Mn(L),%) = (Mn(L),t) (resp. (Mn(L),+) = (Mu(L),s)).
Consequentemente, como K € um corpo infinito, temos T(M,(K),x) = T{M,(K),t) (resp.
T(Mn(K),*) = T(M(K),s)).

Demonstragio. Veja [45], pdgina 169, Teorema 3.1.61. 0

Segue imediatamente deste teorema que C(Ma(K), %) = C(M,(K),t), se * é equivalente
at, ou C(My(K),*) = C(M(K),t), se x é equivalente a s. Assim, precisamos estudar
apenas os x-espagos C(Mo(K ), t) e C(Ma(K), 3).

4.3 A involucao transposta

A involugao transposta na algebra My(K) é a aplicagio ¢ : M,(K) — M, (K), definida por

(22)-(53)

Observemos que os elementos simétricos de (Ma(K'),t) sdo as matrizes da forma ( : Z )

e - 0 b
€ os anti-simétricos sdo as da forma, 5ol
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A descri¢do das identidades de {My(K),t), feita primeiramente para char K = 0 e depois
generalizada para K infinito de caracteristica diferente de 2, é dada pelo seguinte teorema.

Teorema 4.16 ([35, 10]) O =*-ideal T(M2(K),t) € gerado pelos polinémios

132, 21) (4.2)

(111, 2] (4.3)

(x4, 2o][T3, T4] — [71, 73] [2, T4] + (T2, T3][21, 24 (4.4)
[yr121372, %2] — Yala, 24). (4.5)

Consideremos agora. os seguintes polindémios

o [29’2,371] (4.
[Y1, $1][y2;$2] - leyz[iﬁsz,ﬁ?l] + [yhml,x?]yz- (4.

Conforme vimos no Exemplo 4.7, o polindmio (4.6) é uma identidade de (M2(K),t). O
polindémio (4.7) também € uma identidade de {M>(K), ). Para ver isso, basta observar que ele
é multilinear e verificar que se anula para quaisquer valores de zy e 25 em {E11, Fag, Fio+Fo }
{que é uma base para as matrizes simétricas) e para y; = y2 = F13 — Fz;. Uma outra
demonstragio pode ser encontrada em [10], se¢do 2.

A partir de agora, vamos denotar T{My(K),t) por I. Seja V o *-espago de K{X UY)
gerado pelos polinémios

iy 21[911!2,331]22 » Zl[yl,’yz]zz
z1([z1, zal(xs, 24] — 21, 23] [T, B] + [22, T3] [71, T4]) 22 (4.8)
21([y1$1y2,:1:2] — this [332, 1)) 2.

Observemos que / C V. Mais precisamente, V = I + V;, onde V; é #-espago de K{X UY)
gerado por y1y2. Nosso objetivo nesta segio é mostrar que C(Ma(K),t) = V. Como

0 a\{ 0 b —ab 0
(% 3)(50)- (3 %) caeem

para quaisquer a, b € K, concluimos que y1y2 € C(Ms(K),t). Ademais, os outros polindmios
em (4.8) s8o identidades e portanto centrais para (M,(K),t). Logo, V C Co{ M(K),1).

No sentido de demonstrar a inclusio contrdria, nosso primeiro passo serd mostrar que
todos os polindmios #-préprios de C{(Mo(K),1) estdo em V.

Observagao 4.17 Através de cdleulos simples e rdpidos, podemos verificar que os po-
lindmios (z1 © y1), [T1,Z2], (Y1, ¥2] € yiyey: sBo anti-simétricos e que o polindmio [z;, ¥;]
é simétrico.
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Lema 4.18 119 ... Yan—1Y2n € V para todon > 1.

Demonstragio. Vamos usar inducéo em n. Para n = 1 o resultado é imediato. Suponhamos
entdo que é valido para n > 1. Pela observacio anterior, yoni1¥on¥ont1 ¢ anti-simétrico
e assim, trocando ¥z, POT Yonti¥onlontt €M U1 - .. Yon-1¥2n (QUe pertence a V), temos que
Y1 - Yon—1Y2nt1¥onlont1 € V. Segue da identidade (4.3) que

Y1 Yono1Yont 1 YonYontt = Y- - - Yono1Yonlony, (mod 1)
Como I CV e yony1 + Yonso & anti-simétrico, podemos afirmar que
Y1 -+ Yon—1Yon(Yons1 + Yanao) € V.
Mas, este ltimo polinémio é congruente médulo I a

Y..- y2ny§n+1 +2y1. . onYonti¥onta T YL - - y2ny%n+2

e como o primeiro e o terceiro termos deste polinémioc estdo em V, temos o resultado. [0

Lema 4.18 Todo comutador de grau maior ov igual a 2 em K{X UY) € congruente modulo

I ¢ uma combinagdo linear de produtos de comutadores das formas:
Yi > ([UnZia..oz ) (K21 0 (@, 2] (02 2). (4.9)

Demonstra¢do. Vamos usar indugdo no grau do comutador. Se v é um comutador de grau
2, entdo v = [z, 25}, v = (24,45} = —[y;, 2 ou v = [y;,95]. Como [y, y;] € I € 0s demais tém
uma das formas em (4.9), temos o resultado vdlido para comutadores de grau 2.

Suponhamos agora que o resultado vale para comutadores de grau n > 2 ¢ tomemos v
um comutador de grau n + 1. Temos que v = [w, z] ou v = [w,y], onde w é um comutador
de grau n. Por hipdtese de indugio, w é uma combinacao linear de produtos wiws...w;,
onde cada w; tem uma das formas em (4.9). No caso v = |w, z], observemos que

i
[’LUl‘lUQ e U, :I:] = Z U ... wé_l[wi,m]w,:_,_l ... Wy
i=1

Como [w;, ] tem necessariamente uma das formas em (4.9), este caso estd concluido. J4 no

caso v = [w,y], basta observar que
[?.Ul‘w-g v 'w;,y] = UNWs .. WY — YU We .. W

e que ambos 0s termos no segundo membro $ém & forma desejada. O
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Lema 4.20 Seja f € K{X UY) x-préprio. Entéo, mddulo I, f se escreve como uma soma
fi + fa+ fa, onde fi, fo e f3 sGo combinacgbes lineares de polindmios das formas

UiUg... . Ugn , UWUz...UgplU2pyl 5 UL, ..Ut

respectivamente, onde cada u; € um comutador anti-stmétrico de grau maior ou igual ¢ 1 e
w € um comutador simétrico de grav maior ou igual a 2.

Demonstragdo. Sendo f x-préprio, temos que f é uma combinagdo linear de produtos de
comutadores, sendo os comutadores de grau 1 varidveis anti-simétricas. Assim, pelo lema
anterior, f é congruente mdédulo [ a uma combinacgio linear de produtos wqws . .. w;, onde
cada w; tem uma das formas em (4.9). Vamos entéo analisar estes produtos. Se para algum
i temos w; simétrico e w;,; anti-simétrico, entdo necessariamente w; = [v,z], onde v é
um comutador anti-simétrico e  é uma varisvel simétrica (observe (4.9)). Logo, segue da
identidade (4.6) que wiwip1 = —wWiaw; (mod I).

Considerando agora a situagdo w; e w;y; simétricos para algum 4, temos w; = [v1, 24| €
Wit = [V2,%y,], onde v1 e vy sBo comutadores anti-simétricos. Usando a identidade (4.7),
concluimos que

WU = [’Ul.J xil] [’02, xa’z] = 21}1 Va [5’:1'2 ' .’L',;]] - [’U1 s Ly 32,;2]’1)2 (mod I) .

Tendo em vista que os elementos [z;,, ;] € [v1, 2, Z;,] 880 anti-simétricos, a demonstracio
estd concluida. O

Proposicao 4.21 Se f € C(My(K),t) € *-prdprio, entdo [ € congruente a fi mddulo
I, onde fi é uma combinagdo linear de produtos de um mimero par de comutadores anti-
siméiricos. Consequentemente, f ¢ V.

Demonstracdo. Sejam f), f2 e f3 como no lema anterior. Pelo Lema 4.18, f; € V & assim
f— f € C(Mp(K),1). Logo, fa+ fz € C(M2(K),t). Como toda matriz anti-stmétrica em
(My(K),t) tem trago zero € t;...us, é central, temos que f, sempre resulta numa matriz
de trago zerc em (M>(K),t). Para ver que f; resulta em matriz de trago zero, basta obser-
var que w (que é comutador de grau maior ou igual a 2) resulta em matriz de traco zero
¢ que o produto de uma matriz anti-simétrica por uma simétrica também tem traco zero.
Segue entdo que f> + f3 resulta em matriz de trago zero, além de ser central. Logo, temos
fot+tfael,oquenocsdd f=fi (mod ). Como feVelCV, segueque f€V. d

Vamos agora estudar o caso geral. Para esse estudo vamos precisar dos polindmios A,
que definiremos a seguir. O conceito de posto (Defini¢sio 4.9) terd grande importincia na
demonstracio do resultado principal desta secfo, pois através dele obteremos uma reducéo
para polindmios *-préprios e daif utilizaremos a proposi¢éo anterior.
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Definigao 4.22 Sejam zg, 71, 22, ... varidveis em X UY. Definimos hi(z1,20) = 21 0 2,
hol(22, 21, 20) = 200 (21 © 2p) e, indutivamente,

hn-i—l(zn—i-l:zns cee g 21y 20) = Zp41 O h'n(zn: vaey &, 20)'

Como (x1 o %) € um polindmio anti-simétrico (Observagio 4.17), podemos facilmente
concluir que se ug é anti-simétrico e vy,. .., v, s&o simétricos, entdo h,{(vy, ..., v1,ug) € anti-
simétrico para todo n > 1.

Lema 4.23 Sejam uy,. .., un comutadores anti-simétricos de graus majores ou iquais a 1,
com m par, e X1,%q, ..., Ty Varidveis siméiricas. Entdo

TPt -« Loty - Uy = An(Tpy. .., T, U3)Us. . U + S

onde s ¢ uma soma de polinomios da forma ziz;, ... 7,9, onde 0 < k < n e g é um
polinémio *-proprio. Ademais, Tn ... T1u1Us. .. Uy =8 (mod V).

Demonstracgo. Vamos usar indugdo em n. Como z 4, = %[3:1, uy) -+ (x1 o u1), temos

1
TiUY .. Uy = §[x1,u1]u2 ce U Ra{T, w U2 U,

Mas, [z1,u1)us. .. uy, € *-préprio (podemos ordenar os termos usando a relacio ab = ba +
[a, b]), donde temos que o resultado ¢ vilido para n = 1. '
Supondo agora que o resultado vale para n > 1, temos

Tpt1Zn -« - L1UIUD - - Uy = Ty 1 A (T v o, T1, UL U - - Upy + Trp1 S

Observemos que

i
$n+1hn($n= ce :331;'&1) = §[mn+1:hn(xm .- -axlzul)] + hn+1($n+1aﬂ7m “es ;xlaul)
e que hp(Zp,...,21,u;1) é uma combinagio linear de produtos de wy, %1,...,Z,. Pela igual-
dade (1.2) podemos ver que |Zp+1, Aoy, ..., 2Z1,11)] é uma combinacdo linear de produtos
nos quais aparecem no maximo 7 varidveis simétricas (que estdo em {z1,...,2,}) fora de

comutadores. Assim, usando a relagio ab = ba + [a, ] para reordenar os termos, mostramos
que [Zni1s n(Tn, ..., 21, U1) U2 .. um é um somatdrio de produtos da forma zyz;, . .. %5, 9,
onde 0 < k <n+1e g éum polindmio %-préprio. Observando agora que z,418 também é
um somatério de produtos da forma apresentada, temos a primeira parte do resultado.

A 1dltima afirmagdo se verifica facilmente, pois A, (Zn, ..., ZT1,%1)Us .. . Uy € V, uma vez
que m é par e A,(z,,...,21,21) € anti-simétrico. O
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Teorema 4.24 C(My(K),t) =V.

Demonstragéo. Como a inclusio V. C C(M,(K), 1) j foi verificada, basta mostrar a incluséo
contraria. Seja entdo f(Zi,...,Tn, Y1, ..-,¥m) € C(M:(K),t) multi-homogéneo. Vamos usar
indugdo no posto de f. Se r(f) = (0,0,...,0), entdo f é x-préprio e assim, pela Proposigao
4.21, f € V. Suponhamos entio que r(f) = (b1, b2, ...,b,) > (0,0,...,0) e que o resultado
é valido para todos os polinémios em C(M;y(K),t) de posto menor que r(f). Temos

f—am1x2 . .’zb“g-i— E o e it T e W

onde g e g, sdo polinémios x-préprios e ¢ = (a1, 8s2,...,a,) < r(f). Pela Proposicio 4.10
g pertence a C(M,(K),t) e assim, pela Proposigéo 4.21, g deve ser congruente médulo I a
uma combinagdo linear de produtos da forma wu uy ... %, onde ! é par e u; é um comutador
anti-simétrico de grau maior ou igual a 1. Segue entao que

—v+Zaa:s1 5% ...22rg, (mod 1)

151 bg

onde v € uma combinagdo linear de termos da forma z; CCb"?.Ll'ng . Vamos entéao

analisar esses termos. Usando o Lema 4.23 (e a relagdo ab = ba + [a,b] para reordenar
termos) podemos afirmar que

2022 zbruus .y =s  (mod V)

onde s é uma combinacéo linear de polindmios da forma z7'x32 ... 28 ¢, onde ¢ é »-prdprio,
G <beci+...+c, <b+...+ b, Temos entdo (¢y,...,c5) < {by,...,b,) = r(f) e
portanto f é congruente médulo V a um polinémio f de posto menor que r(f). Mas, como
f & central, devemos ter f também central e dai, por hipétese de indugso, f € V, o que nos
da feV. O

4.4 A involucao simplética

A involucao simplética na algebra Ma(K) é a aplicacio s : M,(K) — M,(K), definida por

(c8)-(22)

Observemos que os elementos simétricos de (Ma(K), s) sho exatamente as matrizes escalares
e os anti-simétricos sdo as matrizes de trago zero.
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Em [10] foi provado que o *-ideal J das identidades de (M,(K),s) é gerado pelos po-
lindmios [x;,zs] e [z1,71]. Consideremos agora o *-espago de K(X UY) gerado pelos po-
lindmios

T, zfzLzelz , 2(Tnwlz. (4.10)
Denotando por W este x-espago, temos J C W C C{M(K), s). Para ver isso, basta observar
que todo elemento simétrico de (Mz(K), s) ¢é central e assim todo polindmio simétrico de
K{(X UY) é central para (M{K),s). Ademais, os outros dois polindmios em (4,10) sdo
identidades e portanto centrais para (M>(X), ).

Teorema 4.25 C(Mz(K),s) =W

Demonstragdo. Como ja vimos que W C C(M,(K), s), basta mostrar a inclusdo contréria.
Seja entao f € C(Ma(K), s). Temos

i
e I

onde {f + f*)/2 é simétrico e (f — f*)/2 é anti-simétrico em K{X UY). Como f e (f+ f*)/2
sdo centrais, temos que (f — f*)/2 deve ser central. Mas, (f — f*)/2 resulta em matriz de

trago zero, pois todo elemento anti-simétrico em (M,(K), s) é uma matriz de traco zero.
Assim, {f — f*)/2 € J. Logo, como J C W e (f + f*)/2 € W, devemos ter f € W. O
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