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Resumo

O presente trabalho tem a intenc¢do de apresentar por intermédio de uma
linguagem unificada alguns conceitos de edlculo vetorial, dlgebra linear (ma-
trizes e transformagoes lineares) e também algumas idéias elementares sobre
os grupos de rotagoes em duas e trés dimensoes e seus grupos de recobrimento,
que geralmente sio tratados como “fragmentos” em vidrias modalidades de
cursos no ensino superior. Acreditamos portanto que nosso texto possa ser
1til para alunos dos cursos de graduagio em Engenharia, Fisica, Matemdtica
e interessados em Matemsdtica em geral,

A linguagem unificada & que nos referimos acima é obtida com a introdugao
do conceito das dlgebras geométricas (ou de Clifford) onde, como veremos, &
possivel fornecer uma formulagao algébrica elegante aos conceitos de vetores,
planos e volumes orientados e definir para tais objetos o produto escalar,
os produtos contraidos & esquerda e & direita, o produto exterior (associ-
ado, como veremos, em casos particulares ao produto vetorial) e finalmente
o produto geométrico (Clifford), o que permite o uso desses conceitos para a
solucio de imimeros problemas de geometria analitica no R? e no R?. Procu-
ramos ilustrar todos estes conceitos com varios exemplos e exercicios com
graus varidveis de dificuldades. Nossa apresentacio ¢ bem préxima aquela
do livro de Lounesto, e de fato muitas segoes sio tradugoes (eventualmente
seguidas de comentdrios) de se¢des daquele livro. Contudo, em muitos lu-
gares, acreditamos que nossa apresentagao esclarece e completa as correspon-
dentes do livro de Lounesto.

Palavras-chave: Calculo vetorial, produto exterior, produto geométrico,
dlgebras geomeétricas, quatérnions e spinores.
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Abstract

This paper aims to present using an unified language a few concepts of
vector calculus, linear algebra (matrices and linear transformations) and also
some basic ideas about the groups of rotations in two and three dimensions
and their covering groups, which generally are treated as “fragments” in
various types of courses in higher education. We believe therefore that our
text should be useful to students of undergraduate courses in Engineering,
Physics, Mathematics and people interested in Mathematics in general.

The unified 1 anguage that we refer to above is obtained by introducing
the concept of geometric (or Clifford ) algebra where, as we shall see, it is
possible to give an elegant algebraic formulation to the concepts of vectors,
oriented planes and oriented volumes, and to define to those objects the
scalar product, the right and left contracted products , the exterior product
(associated, as we shall see, in particular cases to the vector product) and
finally the geometric (Clifford) product, and moreover, to use those concepts
to solve may problems of analytic geometry in R? and R®. We illustrated all
those concepts with several examples and exercises with variable degrees of
difficulties. Our presentation is nearly the one in Lounesto’s book, and in fact
some sections are no more than translations (enventually with commentaries)
from sections of that book. However, in many places, we believe that our
presentation clarify nd complement the corresponding ones in Lounesto’s
book.

Key-words: Vector calculus, exterior product, product geometry, geometric
algebra, quaternions and spinors.
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Introducao

A geometria sem dlgebra é cega,
a dlgebra sem geometria é muda.
(autor desconhecido)

As dlgebras geométricas de que tratamos neste trabalho, sao apresentadas de
modo simples e didético. O texto traz vdrios exemplos e exercicios resolvidos.
Dividimos o trabalho em seis capitulos:

1¢ capitulo: percorremos a histdéria para entender como surgiu a algebra
geométrica, e as dlgebras que deram origem a ela.

2° capitulo: introduz conceitos elementares, como escalares, vetores, opera-
¢Oes entre vetores, espagos lineares e fungoes lineares entre outros, e define o

produto de Clifford em R?, para entao definir as primeiras propriedades da
algebra de Clifford C/ls.

3° capitulo: aborda os niimeros complexos, como dlgebra e como corpo, suas
propriedades e o isomorfismo entre C e a parte positiva da dlgebra de Clifford
Cls, além de aprofundar o dissecamento da dlgebra C/ls.

4° capitulo: desbrava as propriedades geométricas dos bivetores, define a
dualidade de Hodge e aborda a dlgebra exterior /A R?, tracando um paralelo
entre esta e & dlgebra de Clifford C/3, mostrando o isomorfismo entre os
espagos vetoriais das duas dlgebras e apresentando o produto entre vetores e
bivetores, e as contragoes a direita e a esquerda entre multivetores.

5° capitulo: apresenta as matrizes spin de Pauli e os spinores, o isomorfismo
entre os quatérnions H e a dlgebra par Cﬁ;, as rotacoes e reflexdes no espaco.

6° capitulo: apresenta uma breve introducao a dlgebra dos quatérnions H
de Hamilton, as rotagoes em R? os grupos de rotagoes SO(3) e SU(2), a



2 Introdugao

representacao matricial dos quatérnions e como nos outros capitulos, alguns
exercicios de aplicacao.



Capitulo 1

Notas Historicas

Faremos a seguir uma retrospectiva histérica, citando alguns dos personagens
que contribuiram, diretamente, com a construcao da &dlgebra geométrica e
fatos curiosos relacionados as suas descobertas.

Euclides de Alexandria e a Geometria Grega (~ 300 A.C.)

Sua formulacao sistemdtica da Geometria Grega, foi a primeira teoria
abrangente do mundo fisico. Euclides mostrou que a partir de hipéteses sim-
ples sobre a natureza dos objetos fisicos, uma grande variedade de notdveis
relacoes poderiam ser deduzidas. Tao expressivas foram as idéias da geome-
tria grega que elas forneceram uma fundamentagao para todos os avangos
subseqiientes na Fisica. A Matemdtica grega, sofreu reformulagbes e am-
pliagoes ao longo do tempo, porém nao mudou sua esséncia. O brilhante
florescimento da ciéncia e da Matemética na Grécia antiga, foi seguida por
um longo periodo de estagnacao cientifica, que teve fim no século XV 11 com
o surgimento de grandes cientistas como Kepler, Galileo e Newton.

Jerome Cardan (1501 — 1576)
Em 1545, Jerome Cardan publicou um documento, Ars Magna, que é tido
como uma das primeiras publicacoes com a idéia de niimeros complexos.

René Descartes (1596 — 1650)

Descartes uniu dlgebra e geometria por correspondéncia da aritmética
para escalares com um tipo de aritmética de segmento linha, para ele, es-
crevendo na terminologia moderna, todo escalar positivo designa uma classe
de equivaléncia de segmentos linha congruentes.

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716)

3



4 CAPITULO 1. NOTAS HISTORICAS

Por volta de 1679 Leibniz pesquisou um sistema elementar em &lgebra,
similar a andlise vetorial.

Isaac Newton (1643 — 1727)

Em 1687, publicou seu Principia Mathematica Neste trabalho ele nao
usou a idéia de um vetor, entretanto, algumas de suas idéias aproximam-se
desse conceito, haja visto que o tema explorado eram forgas, e estes objetos
possuem “magnitude” e direcao e podem ser combinadas, ou adicionadas,
produzindo uma nova forca.

Caspar Wessel (1745 — 1818)

Em 1799, publicou um trabalho em que se estabeleceu pela primeira
vez uma representacao geométrica dos nimeros complexos. Sua meta nao
era apenas apresentar os nimeros complexos, mas também investigar ‘como
podemos representar direcoes analiticamente’. Wessel, além de ter sido o
primeiro a publicar o novo padrao geométrico de interpretacao dos nimeros
complexos, como entidades que podem ser adicionadas, subtraidas, multi-
plicadas e divididas, também procurou desenvolver um método comparavel
para a anélise do espaco 3-dimensional e nisso ele nao teve sucesso.

Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855)

Por volta de 1799, Gauss trabalhou na interpretacao de quantidades com-
plexas, seus resultados s6 foram publicados em 1831. Assim como Wessel,
Gauss também estudou entidades compardveis aos nimeros complexos que
pudessem ser usadas no espago 3-dimensional. Ironicamente, Gauss nao
aceitou a justificativa geométrica do mimero imagindrio como plenamente
satisfatoria. Felix Klein argumentou em 1898 que Gauss antecedeu Hamilton
na descoberta dos quatérnions.

William Rowan Hamilton (1805 — 1865)

Em 1837, Hamilton publicou um longo artigo onde interpretava nimeros
complexos como pares ordenados, nesse mesmo artigo ele mencionou sua
esperanca em publicar a “Theory of Triplets”, isto é, um sistema que deveria
fazer pela anilise do espaco tri-dimensional o que os nimeros imagindrios
faziam pelo espaco bi-dimensional.

Em 1843, depois de ter pesquisado os tripletos por trinta anos, Hamilton
descobriu os quatérnions, um dos principais sistemas da dnalise vetorial.

Hamilton devotou sua vida ao estudo dos quatérnions, morreu em 1865 e
deixou um discipulo, o matemético escocés Peter Guthrie Tait.



Hamilton nao foi o tnico a criar um sistema vetorial. Na verdade, nesse
mesmo perfodo, seis outros pesquisadores também desenvolveram sistemas
que eram mais ou menos caracterizados como sistemas vetoriais. Essas pes-
soas foram, August Ferdinand Mobius, Matthew O’ Brien, Giusto Bellavitis,
Comte de Saint-Venant, Augustin Cauchy e Hermann G. Grassmann.

Benjamin Olinde Rodrigues (1795 —1851)

Rodrigues descobriu a estrutura algébrica dos quatérnions em seus estu-
dos sobre rotacoes de vetores no R? algum tempo antes de Hamilton. Para
detalhes historicos sobre as contribui¢oes de Rodrigues o leitor deve consultar
[1]

Hermann Giinther Grassmann (1809 — 1877)

Grassmann foi professor de escola secundéria por toda a sua vida, estu-
dioso, em 1840 apresentou sua obra sobre Teoria do fluxo e refluxo, trabalho
esse que tratava da teoria das marés e que continha seu primeiro sistema de
andlise espacial com vetores, entre outros assuntos, esse trabalho também
continha a adicao e subtracao de segmentos e o numericamente equivalente
ao produto vetorial moderno, com a diferenca que, enquanto o produto de
dois vetores é outro vetor no sistema moderno, no sistema de Grassmann
o resultado é uma entidade geométrica, a drea orientada do paralelogramo
dado pelos dois segmentos ou vetores..

Em 1844, Grassmann publicou a exposi¢ao completa de seu sistema na
obra Die Lineale Ausdehnungslehre (Teoria de extensdo linear), que en-
globava um sistema muito mais amplo, onde estendia a idéia de quatérnions
para o espaco n-dimensional, introduzindo o conceito de niimeros hipercom-
plexos e os produtos interno e externo em espagos arbitrarios..

O trabalho de Grassmann nao foi bem aceito por seus contemporaneos
por conter idéias que estavam além dos parametros da época.

Peter Guthrie Tait (1831 — 1901)

Seguidor de Hamilton, Tait deu continuidade a sua obra. Em 1859, Tait
escreveu o primeiro de seus setenta artigos sobre os quatérnions. Uma notavel
caracteristica da obra de Tait, foi a extensiva atencao que ele deu as aplicagoes
fisicas.

James Clerke Maxwell (1831 — 1879)

Em 1873, publicou Treatise on Eletricity and Magnetism, indiscutivel-
mente o mais importante tratamento da ciéncia fisica dominante no século
dezenove, nesse trabalho apesar de ressaltar a importancia dos quatérnions,



6 CAPITULO 1. NOTAS HISTORICAS

Maxwell nao fez uso extensivo da dlgebra quaternidnica, usando separada-
mente as partes “vetores” e “escalares” daqueles objetos. Em um artigo apre-
sentado em 1871, entitulado On the Mathematical Classifications of Physical
Quantities, Maxwell declarou: “A invencao do célculo quaternidonico é um
passo em direcao ao conhecimento de quantidades relacionadas ao espaco,
que s6 podem ser comparadas por sua importancia, a invencao das coorde-
nadas triplas por Descartes. As idéias desse cédlculo, bem como seus sfmbolos
e operagoes, sao adaptdveis para uso em vérios campos cientificos” (tradugao
livre ver [4]). Alguns entenderam esta afirmacao como uma confirmagao da
utilidade dos quatérnions como um método matematico; mas na verdade, o
que Maxwell estava dizendo (na opinido de Crowe), era que os métodos ve-
toriais proporcionavam uma maneira valiosa de pensar, mas que na prética,
o uso dos quaténions nao era satisfatorio.

William Kingdon Clifford (1845 — 1879)

Clifford foi um brilhante matemadtico inglés, professor da Universidade
de Londres, foi um dos poucos matematicos de seu tempo que conheceu e
trabalhou em ambos os sistemas, Grassmanniano e Hamiltoniano.

Publicou seu Flements of Dynamic, uma obra elementar sobre mecéanica,
em 1877. Nesse trabalho ele uniu os sistemas de Grassmann e Hamilton. Na
sessao entitulada “ Produto de dois vetores”, ele introduziu dois produtos, um
que ele chamou de produto vetorial, que é o produto vetorial padrao empre-
gado por Hamilton e por Grassmann bem como na moderna anélise vetorial
e o outro produto ele chamou de produto escalar, descrevia quantidades, mas
deixava a questao do sinal indefinida. Esse produto para os Grassmannianos
era positivo, enquanto que para os Hamiltonianos era negativo. Quase cem
paginas adiante, ele retorna a essa questao e define o produto escalar como:
“ a soma negativa dos produtos de suas componentes ao longo dos eixos”, ou
seja, de maneira quaternionica.

Clifford pode ter sido a primeira pessoa a encontrar significado no fato
que duas diferentes interpretagoes de nimeros, podem ser distinguidas, a
quantitativa e a operacional.

Na quantitativa: ¢ representa uma medida de de drea direcionada.

Na operacional: 7 especifica uma rotacao no i-plano.

Clifford observou que Grassmann desenvolveu a idéia de nimero dire-
cionado do ponto de vista quantitativo, enquanto, Hamilton enfatizou a in-
terpretacao operacional.

Clifford morreu dois anos apés publicar Elements of Dynamic, deixando



seu trabalho incompleto.
Josiah Willard Gibbs (1839 — 1903), Oliver Heaviside (1850 — 1925)

Influenciado pelo Tratado de Maxwell e pela dlgebra de extensao
de Grassmann, Josiah Willard Gibbs publicou em 1881 um trabalho com
titulo Elementos de Andlise Vetorial e o enviou por conta prépria para alguns
especialistas. Seu trabalho arrebatou simpatizantes, como Oliver Heaviside
que em outra oportunidade desenvolveu um sistema vetorial andlogo e em
dissonéncia como o sistema desenvolvido por Peter Tait.

A dlgebra vetorial inventada por Gibbs e Heaviside que tentou unificar os
sistemas de Grassmann e Hamilton, se estabeleceu, mesmo tendo provocado
fervorosos debates, e é esta dlgebra que é ensinada nos cursos de hoje.

Como diz Vaz [15]"...Se estudarmos os trabalhos de Hamilton e de Grass-
mann, e dai o de Gibbs, veremos que a dlgebra vetorial de Gibbs nada mais é
do que um apanhado de conceitos disfarcado sobre o manto de uma notagao
falaciosa...”

Podemos dizer que sistema de Gibbs e Heaviside ‘unificou’ os sistemas de
Hamilton e Grassmann, mas nao de maneira completamente satisfatéria, um
de seus defeitos é que tal sistema nao permite a definicao do produto vetorial
em qualquer dimensao. Ademais o produto vetorial nao é associativo.

Em 1878 surge a Algebra de Clifford que sintetiza em um tinico esquema
as boas propriedades das estruturas de Hamilton e Grassmann.

A ‘ligagao’ entre os dois sistemas vem da adi¢ao de um andlogo do pro-
duto quaternionico na estrutura da dlgebra de Grassmann, obtendo-se assim
um sistema adaptado a descrigao algébrica dos entes geométricos (pontos,
segmentos orientados, planos orientados, etc.) “habitantes” de um espago
afim arbitrario A" (com espago vetorial R™).



Capitulo 2

Vetores, Espacos Lineares e

Cl(2)

Cursos elementares de cédlculo vetorial iniciam sua doutrinacao dizendo que
o conceito de vetor formaliza a nocao de diregao, e que portanto tal conceito
possui grande utilidade para uma descricao matemdtica de diversas facetas
do mundo fisico A doutrinagao continua com uma apresentacao que se pode
considerar longe de satisfatéria e que é mais ou menos como segue.

2.1 Vetores e escalares

Em Geometria e Fisica e suas aplicagoes & Engenharia, usam-se dois tipos de
quantidades: “Define-se” primeiramente um escalar como uma quantidade
que é determinada por sua dimensao, medido em unidades de uma escala
adequada. Por exemplo: massa, temperatura e voltagem.

Vetores sao introduzidos como entes geométricos (segmentos orientados)
que possuem “‘comprimento”. Em seguida representa-se tais objetos por
suas componentes, introduzindo-se os conceitos de bases e coordenadas. O
comprimento de um vetor v é denotado por |v|. Dois vetores sao ditos iguais
se eles possuem o mesmo comprimento, a mesma direcao e o mesmo sentido.
Os autores de textos elementares dizem que se dois vetores possuem a mesma
direcao, eles sao ditos paralelos. Mas tais autores se esquecem de dizer o que se
entende por paralelo, por omitirem a defini¢ao de espaco afim. A doutrinagao
continua dizendo que um vetor v e seu oposto —v tem mesmo comprimento
e sao paralelos, mas tem orientacoes opostas.

9
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Observacao 1 E fato que a maioria de tais apresentacées, em geral ,ndo
distinguem as nocoes de espacos vetoriais e espacos afins e ademais nao
deixam claro a diferenca crucial entre os conceitos de vetores livres e vetores
tangentes enquanto habitantes de um espaco afim.

Depois de apresentada as nocoes de escalares e vetores, os textos ele-
mentares introduzem:

2.1.1 Multiplicagao por Escalar

Ao invés de se escrever a + a escreve-se 2a, e concorda-se que (—1)a = —a
seja o oposto de a. Desta observagao propoe-se a seguinte definicao para
a multiplicacao do vetor a por um nimero real A € R: o vetor \a tem a
mesma dire¢do de a, tem comprimento |Aa| = |A| |a| e sentido dado por

Aa T TaseA>0
Aa T |laseA<0

para a # 0.

Multiplicagao por escalar, satisfaz a distributividade, A(a + b) = Aa+ b,
associatividade, (Au)a = A(pa), e la = a, para todo nimero real A, u e
vetores a, b.

2.2 Bases e Coordenadas

Sem distinguir entre os conceitos de espacos afins e espacos vetoriais' a maio-
ria dos textos elementares prossegue sua doutrinacao dizendo que, num plano
quaisquer dois vetores e; e;, nao paralelos, formam uma “base”, se um vetor
arbitrario do plano puder ser escrito, unicamente, como uma combinacao
linear deles, i.e., a = a;e; + ase;. Os nimeros ai, as sao chamados coorde-
nadas ou componentes do vetor a com respeito a base {e;, e,}.

Quando uma base é escolhida, afirma-se que seus elementos podem ser
representados como as matrizes linhas:

€ = (170) , €2 = (07 ]-)a

1Veja as definicbes precisas desses conceitos abaixo.
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e um vetor a do plano como a matriz linha

a = ((117CL2).

2.3 Espacos Lineares e Funcoes Lineares

13

Naturalmente existe uma distdncia muito grande entre a apresentacao “in-
formal” acima dos conceitos de escalares e vetores e um apresentagao desses
conceitos que possa satisfazer a um estudante de ciéncias mateméticas ou de
qualquer estudante de outras disciplinas que tenha como um de seus objetivos
a comprensao de conceitos que farao parte daqueles conhecimentos bésicos
que serao usados em diversas disciplinas do seu curriculo e em problemas
reais de sua profissao.

De fato, abstratamente, vetores sao elementos de um objeto matematico
chamado espago vetorial ou espaco linear (cuja definigdo recordaremos a
seguir) e este conceito abstrato, possui diversos modelos?.

Definigao 2 [11]Um espago vetorial V' sobre um corpo® F é um conjunto,
cujos elementos sao chamados vetores e onde sao definidas as operagoes:

+:VxV -V utv=w, (2.1)

© : FxV =V, aOv=w,
® : VxF—=V, vOha=w. (2.2)

A aplicacdo interna definida pela Eq.(2.1) é dita soma de vetores e a
aplicacao ® ¢é dita multiplicacao de escalar por vetor. Tal aplicacao ¢é tal que
para Vv,w €V e a € F =R,C (os corpos que usaremos no que se segue)
tem-se’

aOV=wW=V0Oao.

2Em particular em sua “materializacao” como um segmento orientado (em um espaco
afim), como ocorre na apresentagdo informal de tal objeto.

3F ¢ corpo (os escalares), neste trabalho, especificamente, poderd ser R, C, ou H,
repectivamente, os corpos dos reais, complexos e quatérnions.

4No caso de espacos vetoriais sobre o corpo dos quatérnions H, é necessario distingiiir-se
entre espagos vetoriais a direita e & esquerda. Detalhes podem ser encontrados em [14].
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No que se segue escreveremos como usual, « ©® v =av = vOha = va.

As aplicagoes + e ® devem satisfazer, para quaisquer o, 3 € Feu,v,w €
V', os seguintes axiomas:
Comutatividade: u + v = v + u;
Associatividade: (w+v)+w =u+ (v+w) e (af)v=a(fv);
Vetor Nulo: existe um vetor 0 € V, chamado vetor nulo, ou vetor zero, tal
que v+0=04v =;
Inverso aditivo: para cada v € V' existe —v € V', chamado inverso aditivo,
ou o simétrico de v, tal que —v+v =v = (—v) = 0:
Distributividade: (o + B)v = av + v e a(u+ v) = au + av;
Multiplicagao por 1 € F: 1v = v.

2.3.1 Subespacos Vetoriais

Um subconjunto U de um espago linear (vetorial) V' é chamado subespago
linear de V, se é fechado para as operacoes de espaco linear:

a+b € U,Va,beU,
Aa € U,VAeF,VaeU.

Exemplo 3 R? é um subespaco de R3.
Definicao 4 Sejam V e W dois espagos vetoriais (sobre F). Uma transfor-
macao linear (func¢do linear ou aplicagdo linear) é uma aplicagio de V' em
W, F:V — W, que satisfaz as sequintes condi¢ées [2]:
(i) Quaisquer que sejam u, v € V|

Flu+v) =F(u) + F(v),
(il) Quaisquer que sejam k € Fev € V|

F(kv) =EkF(v).

2.4 Espacos Afins

Defini¢ao 5 [14] Seja X wum conjunto nao vazio e V. um espago vetorial
sobre . Uma estrutura afim para X com espago vetorial V' é uma aplicacao
0: X xX —V;(x,a) —~x—a tal que:
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(i) Para todo a € X fivo, a aplicagio 0, : X — V; x+— x = a é bijetora.

(ii) Para todo a,b,x € X,(x —b) + (b—a) = (v — a)

O axioma (ii) é chamado, o axioma do trigngulo.

Fazendo a = b=z em (ii) temos

(iii) para todo v € X, v — x = 0.

Fazendo x = a em (ii), temos,

(iv) para todo a,b € X, b—a= —(a — )

A aplicagadé 0 é chamada subtracao (os elementos de V' sao, natural-
mente, chamados de vetores. O vetor (b—a) ¢é dito diferenca do par (a,b) €
X x X ou ainda de segmento orientado de a para b.

Um espago afim (X,V,0) é uma dupla (X,V) onde X ¢é um conjunto
nao vazio e V. é um espaco vetorial, dotado de uma estrutura 6 afim fiza.
Quando o contexto o permitir, (X,V,0) serd frequentemente abreviado para

X.

Observacgao 6 Usaremos no que seque e como usual o simbolo — em lugar
de —. Observamos também que outras definicoes equivalentes de espacos afins
podem ser dadas (veja, por exemplo, [3]).

2.5 Vetores Livres e Tangentes de um Espaco
Afim (X,V,0)

Da Definicdo (5) segue que a aplicagao X x {a} — V;(z,a) — x —a também
é bijetora para qualquer escolha de a € X, e induz uma estrutura linear sobre
X x {a}, com (a,a) como origem. O espaco linear induzido é chamado de
espaco tangente a X em a e denotado por T'X,,. Seus elementos sao chamados
de vetores tangentes a X em a.

A aplicacao 0 : X x X — V é sobrejetora, pelo axioma (i) da Defini¢ao
(5) e assim a aplicac@o 0,; : (X x X) — V ¢ bijetora, induzindo uma
estrutura linear sobre 0(X x X), o conjunto de segmentos (orientados) da
estrutura afim 6. O espago linear induzido é chamado de espago dos vetores
livres sobre X, e seus elementos sao chamados de vetores livres sobre X.

Os vetores tangentes (2/,a’) € X x {d'} e (z,a) € X x {a} sado ditos
equivalentes (ou paralelos) se sdo representados pelo mesmo vetor livre, e
escrevemos (z’,a’) || (z,a). Claramente [14]

(',d) || (z,0) <=2’ —d =2 —a. (2.3)
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2.6 Independéncia Linear, Dimensao de V

Um vetor b € V' é dito uma combinacao linear dos vetores a;, a,, as, ..., a; se
puder ser escrito como a soma de muiiltiplos dos vetores aj, ay, as, ..., ay, i.e.,

b = /\1&1 + /\232 + ...+ /\kak, (24)

onde \; e F,et=1,2,3,.... k.

As combinagoes lineares de {aj, a,, ag, ...,a,} C V' formam um subespago
de V e dizemos que este subespaco ¢ gerado por {a;,a,,as, ..., a;}.

O conjunto {aj, a,, a, ..., a; } é dito linearmente independente, se nenhum
desses vetores puder ser escrito como combinacao linear dos outros. Em
outras palavras, o conjunto {a;, a,,as, ...,a,} & linearmente independente se
Aag + Aoag + ... + A\pap, = 0, implica que A\ = Ay = A3 =... = A\, =0.

Neste caso, o conjunto linearmente independente {a;, a,,a,,...,a,} C V
¢ uma base para V' e os nimeros \; na Eq.(2.4) sdo unicos e sdo chamados
as componentes (ou coordenadas) de b com relagao a base {a;, a,, as, ..., a, }.

Pode-se mostrar sem dificuldades que toda base de V' tem exatamente o
mesmo nuimero de elementos e tal niimero é chamado a dimensao de V', que
serd denotado dim V' = k.

2.6.1 Estruturas Quadraticas e Algebras

Os conceitos de distancia e o de angulos nao se encontram naturalmente
definidos quando se fornece uma dada estrutura afim (X, V, ). Por exemplo,
nao tem sentido dizer que duas linhas no espaco afim’® (R*,V = R? ) se
encontram em um angulo reto, ou que hd uma base com vetores de mesmo
comprimento no espaco vetorial R?. Uma estrutura afim permite no méximo
uma comparacao de comprimentos de vetores paralelos, mas nao possibilita
a comparacao do comprimento de vetores nao-paralelos. Para tanto, ne-
cessitamos introduzir no espago vetorial que entra na definicao do espago
afim em consideracao, uma nova estrutura, chamada de métrica ou estrutura
quadrdtica.

Veremos que uma estrutura quadratica sobre o espacgo vetorial R, per-
mite a construcao de uma &dlgebra que torna possivel um célculo com os

’E comum nos referirmos ao espago n-dimensional (R") dotado com as operagoes de
adicao, multiplicacao por escalar e o produto interno euclidiano como o espago euclidiano
n- dimensional.
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objetos geométricos deste espaco e outros a ele associados, de maneira muito
intuitiva.

No restante desse capitulo estudaremos tal dlgebra geométrica associada a
R? (enquanto espago vetorial sobre R). Para algumas de nossas consideragoes
também usaremos o fato de que R?, quando considerado como parte da es-
trutura do plano euclidiano 2-dimensional (veja abaixo) é uma estrutura afim
que permite definir o paralelismo de segmentos orientados (vetores livres).

2.7 Produto Escalar

Definicao 7 O produto escalar (ou produto interno) em V™ (um espago ve-
torial n-dimensional sobre R) é uma aplicagao -: V" x V" — R que satisfaz
para todo A € R as propriedades

(a+b)-c=a-c+b-c

(Aa) - b = A(a-b) linearidade no primeiro fator

a- (Ab) = A(a- b) linearidade no sequndo fator

a-b=>b-a simetria

a-a> 0,a # 0 produto positivo definido

Note que as trés primeiras propriedades implicam na bilinearidade do
produto escalar, isto é, ele é linear para ambos os fatores.

No restante do capitulo tomaremos V"™ = R?. Se introduzimos uma base
{e1,es} em R?, tal que
e; ej = 6@']’7

l,set =7
de 0;; = ’ o]
onae 9ij {0,86@7&] ’
o produto escalar de dois vetores a = a,e; + ase; e b = bie; + bsey é 0

nimero real definido como
a-b= Glbl + agbz.
Define-se o angulo ¢ (0 < ¢ < 7) entre a e b pela equagao:

a-b = |a| |b]| cos ¢.

O comprimento (ou magnitude) de um vetor a é definido por:

la| = va-a= /a3 + d3.
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Dois vetores a e b sao ditos ortogonais, se a- b = 0. Um vetor de compri-
mento |a] = 1 é chamado de vetor unitdrio. Por exemplo, os vetores da base
canodnica e; = (1,0),es = (0, 1) sdo vetores unitdrios e ortogonais, formando
juntos uma base ortonormal de R2.

2.7.1 Espacos Vetorial e Afim Euclidianos

O espaco vetorial R? dotado do produto escalar acima definido, ¢ chamado
espaco vetorial euclidiano. Quando R? ¢ considerado como espaco afim, tal
estrutura sendo dotada do produto escalar na sua subestrutura vetorial
¢ chamado espaco euclidiano bidimensional ou plano euclidiano. Nestas
condigoes podemos definir a distancia entre pontos do espaco afim (X =
R%2 V = R? 6) de maneira ¢bvia, qual seja: dados z,y € X = R? a distancia
entre estes pontos é a aplicagao

d : XxX-—-R,
d(z,y) = |z —y

Observacao 8 A forma quadrdtica r = xe; + yey — |r| = /22 + y? nos
permite comparar comprimentos de segmentos orientados nao paralelos no
espago afim (X = R2V = R? 0). Como ji mencionamos, a estrutura afim
de R? 56 nos permite a comparacao de segmentos orientados paralelos.

2.8 Produto de Clifford para Vetores e bive-
tores

Em dimensoes n > 2 é impossivel uma definicao para a multiplicacao de
vetores que tenha como requisito a preservacao da norma na multiplicacao,
lab| = |a| |b|, que satisfaga os mesmos axiomas que aqueles que definem a
multiplicacao de niimeros reais — associatividade, comutatividade e distri -
butividade. Em particular veremos que o produto de Clifford de vetores que
introduziremos a seguir, nao respeita o axioma da comutatividade. Contudo
veremos que a falta de comutatividade do produto de Clifford estd associada
a um significado geométrico profundo.

Seja o espago afim (X = R%,V = R? 0). Tome dois vetores unitdrios
ortogonais e, e; € T,R?, 0 € X = R?. O comprimento do vetor r = xe; +ye,
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é |r| = /2?2 + y2. ‘Inventamos’ agora uma multiplicagdo entre vetores tal
que, se o vetor r é multiplicado por ele mesmo, o que denotaremos pela
justaposicio de stmbolos, i.e., escreveremos, rr = r?, teremos como resultado
do ‘novo’ produto, o quadrado do comprimento de r, i.e.,

r? = |r|>. (2.5)
Usando as coordenadas dos vetores, escrevemos a Eq.(2.5) como

(req + ye2)2 = 2%+ ¢

Supondo que o produto de Clifford satisfaga o axioma da distributividade,
sem assumir a comutatividade, obtemos:

(re; + ye2)2 = (we; + yesy) (re; + yes)
z’et + y’e; + zy(erer + egey) = 2 + o7

Tal condicao somente pode ser satisfeita se os vetores e; e e, sao tais que:

2 a2
el =e;=1,
€€y — —€ge;.

e portanto como deve ser, temos

lel| = |ex| =1,
(S5 1 €s.

Supondo que o produto de Clifford é associativo, temos que:
2 _ _ _ _
(8182) = e1€e2€e1€e9 = —eje9e9e| = —ellel = —1.

Visto que o quadrado de e e, é negativo, segue que e;e; nao pode ser um
escalar (i.e, um elemento de R) e nem um vetor, uma vez que o quadrado
de um vetor (vide Eq.(2.5)) é um numero real. O produto destes objetos é
um novo tipo de ente matemaético, que serd dito um bivetor, e que representa
geometricamnete a drea plana orientada do quadrado definido por e; e e,.

Notacao 9 eje; = ey
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Definicao 10 Definimos o produto de Clifford para dois vetores a = aeq +
ases e b = bie; + baey por:

ab = albl + Clsz + (a1b2 — agbl)elg (26)

isto é, a soma de um escalar com um bivetor.

2.9 A Algebra de Clifford C/s

Os quatro elementos :

1 escalar
e, e, vetores

ey bivetor

formam uma base para o espaco linear da dlgebra de Clifford C¢; do espago
vetorial R%, onde um elemento arbitrdrio u € Cly é escrito como uma combi-
nacao linear (com coeficientes reais) do escalar ug, do vetor uje; + uses e do
bivetor uis€12, i.e.

U = Ug + ure; + uges + Uiz€is. (27)

Observacao 11 Antes de prossequirmos, uma observac¢ao quanto a nomen-
clatura que utilizaremos se faz mecessdaria. A dlgebra de Clifford Cl, de R™
contém 0-vetores (i.e., os escalares), 1-vetores (ou simplesmente os vetores),
2-vetores,..., n-vetores. Os agregados dos k-vetores fornecem ao espaco linear
Cl,, uma estrutura multivetorial que se denota por

Cl, = /\OR"@ /\IR” ® /\2 R" &...® /\n R™.

Os subespagos /\k R™ sdo ditos os espacos dos k-vetores e temos a identifi-
cacio N°R=R e A\'R" = R".

Precisamos agora introduzir o produto de Clifford entre elementos ar-
bitrarios de Cfy. Faremos tal, estudando os resultados do exemplo que se
segue.
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Exemplo 12 Seja a=e; —ep, b=e; +e,c =1+ e,. Calcule ab,ac e
ba

Solugao: Aplicando a distributividade tem-se:

ab = (e —en)(e; +e2) = ere;+ezes—epe;—ene;

= —912+1+82—el:1—el+€2—812,
ac — (82—812)(1—|—62> :e2+1—e12—e1 = 1—e1+e2—e12
ba = (ej+ey)(ex—ejz) = ejp—ej€19+eres—€seqs

= ep—e+1l+e =1+e—eyteqs.

Estes resultados mostram preliminarmente que ab =ac com b #c e
ab # ba.

Resumidamente, uma tabela para a multiplicacao dos elementos da base
do espago linear da dlgebra de Clifford C/ls, é :

€1 € | €12
(S5} 1 €12 | €2 (2 8)
e | —ep |1 —e | '
€19 | —€9 €1 -1

2.9.1 Produto Exterior = Parte Bivetor do Produto
de Clifford

Extraindo a parte escalar e bivetor do produto de Clifford em (2.6), temos:

a-b = ab; + asby o produto escalar de a por b.
aAb = (aiby — azbi)ers o produto exterior (ou cunha) de a por b.
O bivetor® a A b representa a orientacao do segmento plano do paralelo-
gramo de lados a e b. A &rea deste paralelogramo é |a1by — asb;| e denotare-

mos esta drea por
|a/\ b| = |a1b2 — a2b1|

e diremos que ela é a magnitude do bivetor a A b.

60 bivetor calculado através do produto exterior a Ab = (ajby — asbi)eis representa
como aqui descrito, a drea orientada de um segmento plano determinado pelos vetores a
e b, nesta ordem, e ndo deve ser confundido com o vetor calculado através do produto
vetorial (a ser também definido oportunamente) a X b = (a1by — aszb )es, e que representa
um segmento orientado.
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| Areca ‘albz'bzal‘

Figura 1

Vemos portanto que um paralelogramo definido por (a,b), uma figura
geométrica no espago afim (X = R2 V = R? ), pode ser algebricamente
representado como um tipo de produto geométrico dos seus lados.

Os bivetores aAb e b Aa tem mesma magnitude, mas sao objetos de
orientacao opostas. Tal fato se expressa como segue:

aAb=-bAa. (2.9)
a
b
b
a
Figura 2
Voltando na equagao ab = ai1by + agsbs + (a1by — asby)ers, podemos
reescrevé-la como:
ab=a-b+aAb. (2.10)
Também,
ba=b-a+bAa=a-b—aAb. (2.11)

Adicionando e subtraindo (2.10) e (2.11), obtemos:
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1
a-b= §(ab+ba), (2.12)

1
aAb :§(ab—ba). (2.13)

Os vetores a e b sao paralelos se ab = ba, isto ¢ a A b = 0 e sao ortogonais
se ab = —ba. Em resumo, temos:

ab=ba <= a|b<=aAb=0<=ab=a-b,
ab=-ba «<— alb<«—=a-b=0<«<=ab=aAb.

Exemplo 13 Consideremos a decomposicao de um vetor r em duas compo-
nentes, uma paralela ao vetor a e a outra paralela ao vetor b, onde a }f b.
Este procedimento significa determinar os coeficientes o e 3 na decomposi¢ao
r = aa + fb. O coeficiente a pode ser obtido através do produto exterior
rAb = (ea+ fb) Ab e usando que bAb = 0, tem-se r Ab =a(aAb).
Analogamente, a Ar = f(a Ab). Nas duas dltimas equagoes ambos os lados
sao multiplos de ey e podemos escrever simbolicamente’

B rAb
aAb’

aAnr
B= aAb’
Os coeficientes a e S podem ser obtidos visualmente comparando as dreas
orientadas (ao invés de comprimentos) na seguinte figura:

rAb
b
4\ aAb
pb L
0 aa a
Figura 3

"Como um elemento da dlgebra exterior /\]R2 o bivetor a A b = (a1b2 — azb1)ej2 nao
possui inverso. Como um elemento da &dlgebra de Clifford C¢s; o bivetor nao nulo a A b
possui inverso.
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Exercicio 14 Seja a = e;—2e5,b = e;+e5,r = be; — ey. Calcule o, 5 na
decomposicio r = aa + [b.

Solugao: Temos que b — a = 3e; isso implica que e; = 3(b — a). Por outro
lado observamos que a + 2b = 3ey, isto é, e; = %(a + 2b).

Dai substituindo os valores encontrados para e; e e, , na equacao de r,
obtemos: r = 2a + 3b. Portanto, o = 2,3 = 3.

2.9.2 Projecoes Perpendiculares e Reflexoes

Calculemos a componente de a na dire¢ao de b quando dois vetores divergem
por um angulo ¢, 0 < ¢ < 7. A componente paralela a; ¢ um escalar multiplo

do vetor unitario % :

b b
a| = |al cos gpm = |a| |b] cos @W (2.14)

Em outras palavras, a componente paralela a; é o produto escalar
a-b =|al|b|cos p,

multiplicado pelo vetor b=! = b/ ]b]Q, chamado o inverso® do vetor b. As-
sim,

b _
a| = (a~b)W —(a-b)b " (2.15)
a al
P _ —b
l
Figura 4

A 1ltima férmula (2.15) nos diz que na projecao de a na diregao do vetor
b, o comprimento do vetor b nao é importante.

0 inverso b~! do vetor ndo-nulo b € R? C C/; satisfaz b~'b =b b~! =1 na dlgebra
de Clifford Cly. Um vetor e seu inverso sao vetores paralelos.
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A componente perpendicular a; é dada pela diferenca:
a,=a—a =a—(a-bb'=(ab—a-b)b '=(arbb . (2.16)

Note que o bivetor e;s anti-comuta com todos os vetores do plano e;e; |,
assim

(aAb)b™'=—bl(aAb)=b '(bAa)=—(bAra)b " (2.17)

A drea do paralelogramo com lados a, b é dada por:
la;b| = |aAb| = |a]|b|sing, onde 0 < ¢ < 7. (2.18)
A reflexao de um vetor r através do vetor a resulta no vetor r’. Se, r = r|+r

er' =r;—ry, por (2.15) e (2.16) podemos escrever

/ 1

r = rH—rL:(r-a)afl—(r/\a)af
— (r-a—rAa)a '
— (a-r+aAr)a

= ara . (2.19)

Por outro lado de (2.12), podemos escrever:

r = (2a-r—ra)a
a-r

Figura 5

1

A féormula r' = ara ' pode ser obtida diretamente, usando-se as pro-
1

priedades do produto de Clifford ®: decompondo r =r|+r,, onde arja™! =

rjaa ' =r|, enquanto ar,a ' = —rjaa ' = —r,.

8Como a é paralelo a r|, entdo ar; = rja. e como a ¢ perpendicular a r; entao
ar, = —rja.
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A composicao de duas reflexGes, primeiro através de a e depois através
de b, é dada por

r—1r =ara ' — 1’ =br'b™' =b(ara ')b~! = (ba)r(ba).

P.H
/s

Figura 6

A composicao dessas duas reflexoes é (como se vé facilmente) uma rotagao
por um angulo que é duas vezes o valor do angulo entre a e b.

2.10 Representacao Matricial de C/;

Introduzimos acima, de maneira bastante informal, a dlgebra de Clifford C/s
associada ao espaco vetorial R?. Tal dlgebra de Clifford C¢, ¢ uma slgebra de
dimensao 4 sobre R. Como uma &dlgebra associativa, ela é isomorfa a algebra
das matrizes 2 x 2 com entradas reais, que denotaremos por Mat(2, R). Temos
a seguinte correspondéncia (como se pode verificar sem dificuldades):

Lo o _fo1 Jo0 1
1o 11"’ o =127 |1 o227 |=1 o|-

No entanto, a dlgebra de Clifford C¢y possui mais estrutura do que a
algebra das matrizes Mat(2,R). De fato, na élgebra de Clifford C/ls, desta-
camos, por defini¢ao, um subespago privilegiado, o subespago dos vetores (ou
1-vetores) R? C C/,. Nenhum subespago semelhante ¢ privilegiado na dlgebra
matricial Mat(2, R).

Para elementos arbitrarios u € C/5, temos a seguinte correspondéncia com
as matizes de Mat(2, R),
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10 1 0 01 0 1
U= Upturey gy tngia = Uo |y 4| TUL | _q|TU2 |y ol T2 | _ 4 (]>

ou

U~ [uo U Uzt uu} : (2.21)

Ug—_U12  Ug — U

Z € Mat(2,R) temos
a B _ L o), [0 1, o o], [0 o0
c d |00 0 0 10 0 1|’

o que implica

Também dado [CCL

[Z Z] o~ %[(a +d) + (a—d)ey + (b+ c)es + (b — c)eia],

. . b
Nessa representagao, a transposta da matriz [Z } € Mat(2,R) que

d

representa um certo u € Cls, i.e.,
T
a b a c
[C d] _ [b d] (2.22)
corresponde ao elemento u € Cly, dito o reverso de u € Cly. A operacao de

reversao em Cls é definida por:

T Cly — Cly,

u — U
tal que se escrevemos U = Ug + u1€1 + Us€y + Ui2e1o entao
U= Ug + U1€1 + U2€s — U12€19.

Vamos agora verificar que nossa identificagao é de fato correta. Para tanto,
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escrevemeos:
|:U0 +uy ug + U12:| _ |:(l b:|

U2_U12 Ug — Uy c d

Tem-se que:

. a bT_ a c|  |uptur Uz — Ui
o= c d o b d - U + Uq2 Ug — Uy

10 1 0 01 0 —1
e A I R T A

= U “+ u1€e1 + uses — Ui2€s.

. . . b
Também, temos o seguinte resultado. A matriz adjunta de [ﬁ d} €

Mat(2, R), que representa um certo u € Cls, i.e.,

-1
a b d —b
(ad — be) L d] = {—c a}
corresponde ao elemento 4 € Cls, dito o Clifford-conjugado (ou simpesmente
conjugado) de u € Cly. A operagdo de conjugacao em Cly é definida por:

— . ng — 862,

U — U

tal que, se escrevemos u = ug + u1€1 + us€s + u12€12, 0 elemento u € Cly é
entao
U = Ug — U1€] — U2€3 — U12€12.

Verifiquemos que de fato nossa identificacao estd correta. Temos:

- (ad—bc){ccl Z}_lz[d —b}:[uo—ul —u2—u12]

—C a —Ug + Up2 Ug + U

10 -1 0 0 -1 0 -1
LR | R = W A

X~ Up — U1€1 — U2€2 — U12€12.

2
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A reversdo e a Clifford-conjugado sdo anti-involugdes (anti-automorfismos).
Tais conceitos se definem como se segue.

Definicao 15 Seja A uma dlgebra e denote por x o produto em A. Uma
aplicacao bijetora:

f:A—-A (2.23)
tal que
flaxb) = f(a)* f(b), Ya,b € A, (2.24)
é dita um automorfismo.
Uma aplicagao bijetora
l:A— A (2.25)
tal que
[(axb) =1(b) *l(a), Va,b € A, (2.26)
é dita um anti-automorfismo.
Definicao 16 Uma aplicac¢ao
it A— A (2.27)

¢ dito uma involucao se, e somente se,
i*(a) :==ioi(a) =a, Ya€ A (2.28)
6

Exercicio 17 Verifique que as operacoes , U, u e u° sdo involugoes e que U
é um automorfismo e que U e U sao antiautomorfismos.

Solugao: Dado u = ug + uie; + uses + ui2€12 temos:
1) Ttur— U= Uy — U1€1 — U2€s + UI2€12
2) ~NIU U= Ug + U1€1 + U2€2 — U12€12
3) —Tur—u= Ug — U1€1 — U2€9 — U12€12

68 = ug — urer — uges + uigers é chamada de involucio graduada, a composicio das

operacgoes entre a involugdo graduada e a reversdo, nos fornece a Clifford-conjugado.
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Mostraremos somente as propriedades de . De fato, pela defini¢ao acima,

"o (u) = (4) = "(ug — urer — uges + urzer)
= "(ug) — “(wre1) — "(ugez) + "“(urzer2)

= Up + ure; + usey + uU2€12 = U,

i.e., U é involucao.
Mostramos agora que ~ é um automorfismo. Seja v = vy + vi€; + vo€s +
V19€19. Temos

“(wv) = "[(ug + ure; + uges + uze12)(vo + viey + veey + vizers)]
= A('LLQU[) + ugvieq + ugvees + ugvio€io + ui€1vy + ujervieq
FTur€1v262 + U€1V12€12 + U2€2Vp + Ug€2V1€1 + Ug€2V2€2
+ugev12€12 + Ur2€12V0 + U12€12V1€1 + U12€12V2€2 + U12€12U12€12)
= (uO'Uo + UV + UV — U12'U12)
—(ugvi€1 + Ugvees + U1e1vy + UIV12€2 + U2€2V) — UsV12€]
—U1201€2 + U12€102)

+(ugv12€12 + U1€12V2 + U2€21 V] + U12€12V)).
Por outro lado

= (up — ure; — uges + u12€12) (Vo — V1€ — V2€3 + V12€19)
= (UOUQ + UV + UV — ulg?}lg) — (u0v161 + Ugva€es + uie1Yg + U1U1282>
—(uge9vy — UgV12€1 — Up2V1€2 + Uj2€1V2)

+(ugv12€12 + U€12Vs + Uz€91V] + Uj2€120))

€ provamos que

" (uv) = uo.

Da mesma forma, mostra-se que a reversao (~) e a Clifford-conjugado
(—) sdo involugoes, i.e.,

2) NOA(U) = (ﬂ,) = (UO + uier -+ Ug€y — u12€12) = Ug + uier + U9€Q + U12€12 = U,

3) © (U) = (ﬂ) = (UO — U161 — Ug€a — U12€12) = Up + Ur€1 + Ug€a + U212 = U.
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Exercicio 18 Considere as quatro anti-involugoes de Mat(2,R) que aplicam

a b
c d
respectivamente em

F R R e

Defina que dois anti-automorfismos o e 3 sao semelhantes, se houver um
automorfismo de entrelacamento v tal que, ay = v[3. Determine quais das
quatro anti-involugoes sao semelhantes ou nao.

Solucgao:

(i) Sabemos que Cly ~ Mat(2,R). No que segue indicaremos um elemento

geral de Cl; por u e o elememto correpondente em Mat(2, R) por U. Dado
U = Ug + UI€1 + Uges + U12€12 (229)

o elemento u obtido de u pela involucao

i 1,

u = Ug + uUr€1 + Us€es — U12€12 (230)

corresponde a matriz U?. Assim temos

Ug + U1 U + U2

U = Ug + Ure1 + usey + upoe1y ~ =U,
Uy — U2 Ug — U1

s Ug + UL U2 — U2 T

U = Ug + UL€1 + U2€y — U12€1y — =U (231)
U9 + U2 Ug — U1

Chame agora

U:(UO+U1 U2+U12>

Uz — U2 Ug — U1

a b
( . ) (2.32)
(ii) Fica entao ¢bvio que a matriz

(5o)=(oh) =v 2.9
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(iii) Por outro lado a conjugacao de Clifford
— U U
U= Uy — U1€1 — Ug€y — U12€12 (2.34)

corresponde em Mat(2, R) a matriz adjunta de U (denotada no que se segue
por adjU), i.e., usando-se as representacoes de e;,e; e e;; em Mat(2,R)
temos:

U = Uy — UIE1 — U2€y — UI2€12

10 1 0 01 0 1
=Ulog 1) Ul =1 )" 1 0) "2\ 1 0

:( Uo—th = ) adjU. (2.35)

—U9 + U12 Uo + U1

e usando o segundo membro da Eq.(2.32) temos imediatamente que

adjU _( d b > = ( o =t Ty Tt ) (2.36)

—C a —Ug + U2 Ug + U1
(iv) Chame agora a e 3 os operadores tais que

aU= U7,
U = adjU (2.37)

O exercicio pergunta : Serd que existe um operador (dito automorfismo de
entrelagamento)
v: U XUX (2.38)

com X € Mat(2,R) tal que
ayU < ~4U (2.39)
Se tal operador existir, uma vez que:

ayU = o(XUX 1) = X HUTXT,
~BU = v(adjU) = XadjUX ! (2.40)

devemos ter:

X HTUTX? = Xadjux ! (2.41)
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(v) Escreva

To T4

xT — Ty T2
xr3 T4
1 T —x
X*l — 4 3
det X ( —Ty I ) 7
1 T —x
—1T _ 4 2
X = X ( 1 @ ) ) (2.43)

e a Eq.(2.41) é portanto equivalente a:

X = ( Tt ) . (2.42)

Entao,

L1240 — X122 + T314C — T3T2d Tox4a — T3b + 2ic — x420d
—(z1m30 — T30 + Tic — w371d)  — (22730 — T1W2b + T3T4C — T471d)
( —(waz3a — x129b + x374C — T471d) r1730 — T3 + T3 — w371d
—(woz4a — T3b + T3 — T4Tod) T124Q — T1T9b + T3T4C — T3T2d
(2.44)
ou seja:
T1x40 — 1220 + 3w4C — T3x9d = — (2730 — T1X2b + T3T4C — T471d)
Tox4a — T3 + Tic — 14T0d = w1730 — T + Tie — w371d
—(z1730 — T3 + 2ic — 1371d) = —(T9T40 — T3 + TIC — T4T2d)

—(x9x30 — T122b + x374C — T421d) = X140 — T122D + T3T4C — T3T2d

Como a, b, ¢, d sao arbitrarios devemos ter, por exemplo,

T1T4 == —T2T3
—T1Ty = X172,
T3ly = —I3T4

T3Tg = T1X4

Entao x1x9 = 0 e x124 = 0 € 2325 = 0. Suponhamos 2, = 0. Resulta que
podemos ter x; # 0 e x5 # 0 mas x4 = 0. Nestas condigoes a matriz X teria

a forma
[ 1 X3
X _< 0 0 ) (2.45)
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e nao seria inversivel e portanto o automorfismo v nao existiria.
Finalmente, procedendo exatamente como acima podemos mostrar (vide
detalhes no Capitulo 1 de [12]), que se denotarmos

o/U_(_“b _dc>,ﬁ’U_<zl 2) (2.46)

YU =XUX* (2.47)

X :% ( i ‘11 ) (2.48)

o'y =+'4. (2.49)

entao existe

com

tal que



Capitulo 3

Numeros Complexos

3.1 Preliminares

Em 1799 o agrimensor noruegués Caspar Wessel, publicou um artigo onde
pela primeira vez os nimeros complexos foram representados geometrica-
mente. Sua meta nao era apenas justificar o uso de niimeros complexos mas
também investigar como representar uma dire¢do (no plano) analiticamente.
Wessel também foi responsdvel pela criacao do novo padrao de interpre-
tacao geométrica dos nimeros complexos como entidades, que podem ser
adicionadas, subtraidas, multiplicadas e divididas. Ele também buscou (sem
sucesso) o desenvolvimento de um método que pudesse ser generalizado para
o espaco tri-dimensional. Nesse mesmo periodo, Carl Friedrich Gauss tam-
bém propos (independentemente de Wessel) uma interpretagdo geométrica
para os nimerros complexos. Mais detalhes histérricos podem ser encontra-
dos em [4].

O conjunto dos nimeros complexos se distingue do conjunto dos ntimeros
reais pelo fato nao trivial de conter entre seus elementos a raiz quadrada
de —1, chamada de unidade imagindria i = v/—1. Um nimero complexo z
qualquer, pode ser representado como:

z=x+1y (3.1)

onde z,y € R e i satisfaz 2 = —1. Os nimeros reais x,y sao chamados
respectivamente, a parte real * = Re(z) e parte imagindria y = Im(z) de
z. Para cada par ordenado de nimeros reais (x,y) existe um tinico nimero
complexo associado x + iy.

33
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Um niimero complexo x + iy pode ser representado graficamente como um
ponto com coordenadas retangulares (x,y). O plano (zy), onde os complexos
sao representados, é chamado de plano complexo C, e onde o eixo x é dito
eixo real e o eixo y é dito eiro imagindrio.

O oposto de um nimero complexo z = r + 1y é — 2 = —x — iy € 0O seu
complexo conjugado é Z = = — 1y.

Im

z=x +yi

~
o

—ZT-Xx-y z=x-1y

Figura 7

A soma de dois nimeros complexos é calculada adicionando-se separada-
mente a parte real e a parte imaginéria.

(1 +iy1) + (w9 + 1y2) = (z1 + 22) +i(y1 + v2), (3.2)

e portanto podemos escrever:

Z4+Z z—Z
: =1 = . .
=i y=Im(z) = (3:3)

x =Re(z) =

A lei dos paralelogramos para vetores, ilustra a adicao de niimeros complexos.

O produto de dois niimeros complexos (denotado por justaposicao de sim-
bolos) é definido por:

(1 +iy1) (22 + iy2) = X122 — Y1y + i (1Y2 + Y122) (3.4)
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O produto de um nidmero complexo z = x+1iy por seu conjugado z = x—1iy
é um nimero real, zZ = 22 + y%. Para z # 0, seu inverso ¢ dado por:

sl 2 (3.5)

2z
ou, usando as ‘coordenadas’ de tais niimeros,

1 .
. (3.6)
x+iy x4+ y?

Se introduzirmos as coordenadas polares r, 6§ no plano complexo, definindo
x =rcosf ey = rsinf, entao o nimero complexo z = x+1iy pode ser escrito
como

z =r(cosf +isinb), (3.7)
dito a forma polar de z. A distanciar = \/22 + y2 = /2Z de z a 0 é denotada

por |z| e chamada de norma de z. Assim
|2] = Vzz. (3-8)
O numero real 6 é chamado argumento de z, e s6 pode ser definido para
z # 0.
Na multiplica¢do de dois nimeros complexos z; = r(cosf; + isinf;) e

29 = r3(cos @y + isinfy), usamos a regra da soma de dois arcos, para seno e
cosseno, e chegamos a forma polar:

2129 = T11r32[cos(fy + 02) + isin(0; + 05)] (3.9)

onde o produto de dois niimeros complexos é o mimero cuja a norma é o
produto das normas dos fatores |z122| = |21] |22| e cujo argumento é a soma
dos argumentos dos fatores (mod 27).

3.1.1 Funcao Exponencial

A funcao exponencial é definida para qualquer z € C, por
2 L3 k

z
exp(z):1+z+5+€+...+y+... (3.10)

Escrevemos também e* = exp(z). A expansdo em série de poténcias da
fungao trigonométrica, resulta na férmula de Euler

e = cos +isinf (3.11)
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que nos permite abreviar z = r(cosf + isin ) como

z=re’. (3.12)
Im Im
ip
z=x+iy z=re
-
y @
X Re Re
Figura 8

A forma exponencial da multiplicagao é :

(r1€91) (ro€%?) = (ryry)e’1+02), (3.13)

Poténcias e raizes sao calculadas como:

(re?yr = prein? (3.14)
Vreil = fre!@T2mhn | c 7. ou (3.15)
s 0+ 2k 0+ 2k
Vet = Yr(cos T L n CE pez, (3.16)

n

Exemplo 19 a) (1+14)~' = 55 Etg =5

b) Vi. As raizes de v/i sdo obtidas como as solugoes da equagio Vi = z.
Pondo

i=2"=(a+0bi)*=a*—b*+ 2abi

e utilizando-se o conceito de igualdade de complexos, temos imediatamente
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-V = 0ea=0,

2 = 1=2>=1=0a==+

E,
Vi 2=t (149)

V2
3.2 O Corpo C e a Algebra Real C

Os nimeros complexos sao elementos de uma estrutura algébrica dita corpo
dos complexos (Proposicao 20). Na estrutura de corpo, seus elementos, ditos
nimeros podem ser adicionados e multiplicados. Se F é um corpo e a,b,c €
F. os seguintes axiomas devem ser satisfeitos.

a+b = b+a comutatividade da adigao
(a+b)+c = a+(c+D) associatividade para a adi¢ao
a+0 = a existéncia do elemento neutro para a adicao
a+(—a) = 0 existéncia do simétrico aditivo
(a+b)c = ac+bc distributividade & direita
alb+c¢) = ab+ac distributividade a esquerda
(ab)e = a(be) associatividade para a multiplicacao
la = a existéncia da unidade
aa”! =1 existéncia de simétrico multiplicativo
ab = ba comutatividade da multiplicacao.

Proposigao 20 C é um corpo.

Prova: [7] A associatividade e a comutatividade da adigao sao 6bvias. O
elemento neutro da adigao é (0,0), pois para todo (a,b) € C, tem-se

(a,b) +(0,0) = (a,b)
O simétrico aditivo de (a,b) é (—a, —b) pois,

(a,b) + (—a,—b) = (a — a,b—b) = (0,0)



38 CAPITULO 3. NUMEROS COMPLEXOS

A associatividade, comutatividade da multiplicacao e a distributividade da
multiplicagao com relacao a adi¢ao sao de verificagao direta. A unidade da
multiplicagao é (1,0) pois para todo (a,b) € C

(1,0)(a,b) = (a,b)
O simétrico multiplicativo de 0 # (a,b) € C € (a,b) ™" = (%%, —77032) Pois

a b
a2+ b2 a?+ b2

(a, b)( ) =(1,0).1

3.2.1 C Contém Infinitos Subcorpos Isomorfos a R

E tentador considerar R como um tnico subcorpo de C. Porém, C contém
infinitos subcorpos isomorfos a R; escolher um, significa introduzir uma es-
trutura linear real particular sobre C, obtida restringindo-se a no produto
CxC — C, (a,b) — ab como sendo um nimero real, i.e., a € R. Tal
permite dotar o corpo C com uma estrutura de dlgebra (que continuaremos
denotando por C). De fato recordemos que:

Definicao 21 Uma algebra A sobre um corpo F consiste de um espacgo ve-
torial sobre F (aqui F = R, C) equipado com um produto', Q: A x A — A,
(a,b) — ab,® que é bilinear.?

Para distinguir o corpo C da &dlgebra C, vamos construir os complexos
como o conjunto R x R de todos os pares de nmimeros reais z = (z,y) com
adi¢ao e multiplicacao definidas por

(z1,91) + (22,92) = (214 2,51 + 32), (3.17)
(x1,y1) (22, 92) = (2122 — Y1Y2, T1Y2 + Tay1). (3.18)

O conjunto R? = R x R munido com a adicao e multiplicacao definidas acima,
constitui o corpo C. A unidade imaginaria ¢ = (0, 1) satisfaz

i? = (0,1)*> = (0,1)(0,1) = (0 — 1,0+ 0) = (—1,0) = —(1,0) = —1.

1Que denotaremos por justaposicdo de sfmbolos.

2Note que ndo supomos a associatividade.

3Dizer que o produto & bilinear, significa dizer que Q(a,b) = ab é linear em cada uma
das duas varidveis a,b € A.
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Visto que (z1,0) + (29,0) = (21 + 22,0) e (x1,0)(x2,0) = (2122,0), o
corpo real R estd imerso em C como um subcorpo por R — C, z +— (z,0). A
expressao = — (x,0) agora tem um significado muito mais preciso; operar em
C com (x,0) conduz aos mesmos resultados que aplicar a mesma operagao
em R, sobre a varidvel x.

Observacao 22 A visao geométrica dos nimeros compleros estd conectada
com a estrutura de C como uma dlgebra real, e nao o estrutura de corpo de

C.

A construcao dos niimeros complexos como acima introduzida, i.e., como
um espaco linear real R? dotado de um produto, possui mais estrutura do que
apenas a estrutura de corpo: faz de C uma dlgebra sobre R.* Frequentemente
identificamos R com o subcorpo {(z,0) | x € R} de C, e denotamos a base
canonica de R? por 1 = (1,0), s = (0,1) em C.

A aplicacao o : C — C é um automorfismo do corpo C se preserva a
adigao e a multiplica¢do (de nimeros complexos), i.e.,

a(z1 +22) = alz) + alz), (3.19)
a(z129) = a(z))a(z),
a(l) = 1,

Uma aplicagao o : C — C é um automorfismo da dlgebra real C se ela
preserva a estrutura linear real e a multiplicagdo (de nimeros complexos),

a(z1 +22) = alz) + alz), (3.20)
a(Az) = da(z),A €R, (3.21)
a(z122) = a(z)a(z) (3.22)
e ademais satifaz:
a(l) =1 (.38)

Observagao 23 O corpo C tem infinitos automorfismos. Em contrapartida,
a dlgebra real C tem como automorfismos apenas a identidade e a conjuga¢ao
complexa.

4Na construcao acima, introduzimos uma estrutura de corpo no espaco linear real R? e
chegamos em uma dlgebra C sobre R, ou equivalentemente a um corpo C com um subcorpo
distinto R.
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Proposicao 24 A conjugacio complexa é o inico automorfismo do corpo C,
que é diferente da identidade, mas preserva um subcorpo fixo R.

Prova: Notamos primeiramente que, para algum automorfismo o : C — C,
a(i)? = a(i)a(i) = a(i®) = a(—1) = —1 por (3.22) e (3.21) logo a(i) = +i.
Se av € um automorfismo tal que a(R) C R, entdo o(z) = = para todo = € R,
porque o tnico automorfismo do corpo dos reais R, é a identidade. Disso
segue que, para todo x + iy com z,y € R,
a(r +iy) = a(z) + a(i)a(y) =z +ali)y

onde (i) = %i. O caso «(i) = i nos dd o automorfismo identidade, e o caso
em que a(i) = —i nos dé a conjugagao complexa.ll

Os demais automorfismos do corpo C enviam um subcorpo real R em uma
cépia isomorfa de R, que é necessariamente diferente do subcorpo original. No
entanto, qualquer automorfismo do corpo C fixa pontos discretos no subcorpo
C D Q (os racionais) [12].

Nosso interesse no conjunto dos nimeros complexos, no que se segue, vai
se resumir ao estudo de C como dlgebra e nao como corpo. De fato veremos
que C é uma particular dlgebra de Clifford.

3.3 O Duplo-Anel ’R de R

H4 mais que um produto bilinear (ou estrutura de dlgebra) interessante no
espaco linear real R?. Por exemplo, a multiplicacao definida por

(21, 91)(22, y2) = (2172, Y1Y2) (3.23)

resulta no duplo-anel 2R de R. Os tnicos automorfismos da dlgebra real 2R
sao a identidade e a aplicacao

troc: 2R — 2R, (), p) — troc(\, i) = (i1, \) (3.24)

A aplicacao troc atua como a conjugacao complexa de C, haja visto que
troc[a(1,1) +b(1,—1)] = a(1,1) — b(1, 1)

A unidade multiplicativa 1 = (1,1) e o elemento refletido j = (1, —1) estao
relacionados por

2=0,-1)(1,-1)=(1-1,-1-(=1)) = (1,1) = 1.
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Alternativamente e equivalentemente podemos considerar o par de nimeros
reais (a,b) € R?, ditos nimeros de Study’ como

s=a+jb, j2=1, j#1 (3.25)
Os nimeros de Study possuem um conjugado de Study dado por
(a+ jb)~ =a— jb,
e uma norma de Lorentd, i.e.,
(a+ jb)(a — jb) = a* — b*.

Ademais, os nimeros de Study possuem uma forma polar hiperbdlica muito
interessante. De fato, quando a? — b? > 0, podemos escrever

(a + jb) = p(cosh sc + j sinh ).

Em um produto de nimeros de Study a norma de Lorentz é preservada,
e os angulos hiperbdlicos sao adicionados Finalmente mencionamos que
podemos mostrar sem grandes dificuldades que os nimeros de Study pos-
suem a seguinte representacao matricial:

: a b
a+ jb~ [b a] . (3.26)
De fato, seja ¢ + jd um nimero de Study, realizando o produto
(a+ jb)(c+ jd) = (ac+ bd) + j(ad + bc)

e escrevendo na forma matricial, temos:

(o) =G ) () =0 ) G2 )

®Eduard Study (1862-1930), foi um matemédtico alemao conhecido por trabalhar em
teoria invariante das formas terndrias e no estudo de trigonometria esférica. Também
produziu diversas contribuigoes para a compreensao do espago geométrico e de nimeros
hipercomplezos.

OHendrik Lorentz (1853-1928), foi um fisico holandés que compartilhou em 1902 o
prémio Nobel de fisica com Pieter Zeeman. Descobriu uma aproximagao em segunda
ordem de um conjunto de transformacoes para as coordenadas de espago e tempo, que
posteriormente foram utilizadas por Henri Poincaré ( que as denominou, transformagoes
de Lorentz) e também por Albert Einstein para a formulagdo da teoria da relatividade
especial.
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Exercicio 25 Dois automorfismos «, 3 de uma dlgebra, sao semelhantes se
existe um automorfismo de entrelagamento v, tal que ay = v3. O automor-
fismo identidade é semelhante apenas a ele mesmo.

a) Mostre que as duas involugoes da dlgebra real C nao sao semelhantes, e
que as duas involucoes da dlgebra real 2R também nao sao semelhantes.

b) Mostre que as duas involugoes a(X, p) = (i, A) e B\, p) = (i, ) sao
involugoes semelhantes na dlgebra real ou na dlgebra compleza *C ( isto é,
encontre um automorfismo de entrelagamento v de *C tal que ary = v3).

Solugao: Parte a)
(i) Sejam «, 5 os automorfismos da dlgebra real C, tais que, para qualquer
2 € C;z=a+bi, com a,b € R e nao nulos, temos:

a : C—Ca(z)=2
g C—Calz)=1z2
Agora, a, § sao involugoes, pois

aoa(z) = alalz)) = a(z) = 2,

BoB(z) =B(B(2)) = B(2) = 2.
Queremos mostrar que «, 5 nao sao semelhantes. Suponhamos, por con-

tradi¢ao, que sejam, isto é, que exista um automorfismo de entrelacamento
7, tal que (ay)(z) = (v5)(z). Neste caso devemos ter:

a(z)v(z) = (2)8(2),
7(z) = (2)z

e como 7(z) # 0 entdo z = Z , que é um absurdo.
(ii) Da mesma forma, mostraremos que as duas involugdes da dlgebra real
2R nao sao semelhantes.

Os automorfismos de 2R, sao involucoes

I 2R —>2 IR7 ()\7 M) = <)\7 M)?
troc : R —2R, (A, u) — (i1, ).

De fato:

troc o troc(\, ) = troc(troc(A, p))
— troc(( A) = (M),
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i.e., troc é involucao assim como I.
Suponhamos agora, por contradi¢ao que [ e troc sao semelhantes, ou seja,
existe um automorfismo de entrelacamento -, tal que

Iy(A\ ) = Atroc(\, pu) —
I y(A ) = (A p)troc(A, p) —
Ay ) = (s 1) (s ),

se tomarmos (A, 1) = (a,b), vem que (A, p)(a,b) = (a,b)(u, A) logo A = p
entao troc = I, absurdo.

Parte b)

Seja y(\, i) = (A, i), temos que « ¢ um automorfismo, pois

N +me)] = YA +npt+e)=A+np+e)=A+npu+e) = p)+ 7 e)
= (A p) +(,¢),
NN ), e)] = (A, pe) = (A, pe) = (M, pe) = (A, ) - (71, €) = v\, w)v(n, €),

ay(Ap) = aly(\p)=a
VB ) = (B ) =7

conclui-se que ay(A, 1) = y6(A, p).

Proposicao 26 Uma dlgebra real bidimensional com unidade 1 é comutativa
e associativa.

Prova: Seja A uma élgebra bidimensional com unidade 1. A &lgebra A é
também um espaco vetorial bidimensional. Seja x € A e escreva

X = ae; + bey, a,b € R
Entao a hipétese diz que existe 1 € A tal que

1x = x1 = x, (3.27)
11=1. (3.28)
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Escreva
1=1le; +sey [,seR

Entao

(ley+seq)(ler+seq)=1"e] + s’e5 + ls(e ey + eze;)

= ley+ses,
o que implica que devemos ter:

=1 s*=s,

2 2
e] =ej, e; =ey, e e +ee; =0,
ou

P=1s=0,

e? = ey, e e5 indeterminado.
Consideremos a escolha dada pela Eq.(3.31). Também devemos ter:
(ley + seq)(ae; + bes) = aeq + bes,
o que implica que

(ley + sez)(ae; + beg)
= laef + lbeiey + saese; + sbeg
= lae; + (Ib — sa)ejey + sbey

= qge; + be,.
Note que como a, b sao reais arbitrarios nao podemos ter
=1, s=1, Ib—sa=0,
pois tal implicaria que a = b. Assim devemos escolher, por exemplo:
[=1, s=0, ee;=ey,

i.e., temos a identificagao
1= e;.

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)
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Portanto, chamando e, = a, temos que um elemento arbitrario x € A tem a
forma,
x =zl4ya, x,y€R. (3.37)

Fica portanto trivial verificar que dados x,y,z € A temos
Xy= yX, (3.38)
x(yz)= (xy)z,

i.e., A é uma dlgebra comutativa e associativa.ll

Proposigao 27 Uma dlgebra real bidimensional com unidade 1 e sem divi-
sores de zero (ab =0 implica a =0 ou b= 0) é isomorfa a C.

Prova: Uma dlgebra A nao possui divisores de 0 se dados z,y € A
rxy=0, =x=00uy=0. (3.39)

Da proposigao anterior temos que se A é bidimensional com unidade entao
u € A pode ser escrito como

u = upl4usa, uy,ug € R. (340)

Calculemos uu onde @ = u;1—usa. Temos,

utt = (u1+usa)(uyl—uqa)

.2 2,2

Suponhamos agora que uii = 0. Se a? = a (a escolha da Eq.(3.31) temos,
como deve ser) uj,uz = 0, mas neste caso a dlgebra A possui divisores de
zero. De fato seja u = usa e v = vi1—via com uy # 0 e vy # 0. Temos
imediatamente
uv = upa(v;1—via) =uyv;a—ugv;a
= UgV1a—U2V1A = 0.
Portanto devemos nos restringir a escolha fornecida pela Eq.(3.32) onde o

valor de a? fica indeterminado. Se

a’=+1 (3.41)
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temos
= ull = ui — uj, (3.42)

e A teria divisores de zero, o que é contra a hipotese da proposicao. Assim

devemos ter:
a’= -1 (3.43)

para que resulte uy,us = 0 e neste caso A ~ C.H

3.4 Representacao dos Elementos de C em
Mat (2, R)

Os nimeros complexos foram introduzidos como pares ordenados de nimeros
reais (x,y) satisfazendo axiomas precisos. Assim podemos substituir

z=a+ bi em C por B] em R?,

construindo explicitamente uma estrutura linear real em C. O produto de
dois nimeros complexos c=a+ b e z,

cz = ax — by + i(bx + ay)

pode ser substituido por

et PR 1 R P | R

A férmula acima nos sugere imediatamente considerar a representacao
dos complexos pelas matrizes de Mat(2, R). Temos":

b «a

A unidade multiplicativa 1 e a unidade imagindria ¢ em C sao represen-
tadas pelas matrizes

ey e[

C — Mat(2,R), a-+ bi— {“ _b} . (3.44)

01 1 0

"Na representacdo matricial, o complexo conjugado de um nimero complexo torna-se
a transposta da matriz e a norma ao quadrado torna-se o determinante. A norma é
preservada sob transformagoes semelhantes, mas a ‘transposi¢do = conjugado complexo’
86 é preservada por matrizes semelhantes ortogonais.
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No entanto, esta ndo ¢ a tnica representacdo linear de C em Mat(2, R).
Uma transformacao de semelhanca gerada por uma matriz inversivel U,
det U # 0, envia o representante da unidade imagindria J em um outra
‘unidade imaginéria’

J=0JU"
em Mat(2,R).

Exemplo 28 FEscolhendo U = {(1) ﬂ, temos que:

et | | B

e a representagdo de (x +1iy) fica
1 0] 1 -2]  [e+y -2
g A e

3.5 C como a Subdilgebra Par da Algebra de
Clifford C/,

3.5.1 Interpretacao Geométrica de 1 = +/—1

No restante deste capitulo, vamos interpretar os nimeros complexos, como
elementos da dlgebra de Clifford C¢, associada ao espaco vetorial R? equipado
com o produto escalar euclidiano. Tal interpretagao, como veremos fornece a
unidade imagindria i = \/—1, vérios significados. Veremos que i representa:
i) a unidade de drea orientada no plano R

ii) um quarto de volta no plano R? i.e., 7 é o gerador de rotagoes no plano.

J4 introduzimos anteriormente em R? a forma quadrética

r =ze; + yey — || =22 + 1% ou |r| = /22 + 42 (3.45)

Introduzimos também um produto de vetores associativo, tal que
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ou

(ve; +yey)® = (vey + yey)(ver + yey)
= x2ef + y2e§ + xyeies + yrese,
— g2 —|—y2

Usando a distributividade deste resultado no critério multiplicativo temos:
el=es=1, ee,=—eye,
e portanto e;e; precisa satisfazer
(erey)? = —1,

0 que significa, como ja observamos anteriormente, que ej;es; nao pode ser
nem escalar e nem um vetor. Ele é um exemplo de bivetor, o bivetor unitdrio
que denotamos acima por e = €e;€s.

A dlgebra de Clifford Cly, é como ji vimos, uma dlgebra real de dimensao
quatro, cujo espaco vetorial real associado possui como uma de suas bases
{1,e1,e3,€e12}. Os elementos da base, obedecem a tdbua de multiplicagao

€1 €2 | €12
e 1 €12 | €2
€2 —epp | 1 —e |
e | —e |e | —1

Os elementos dessa base pertencem aos seguintes subespagos:

1 A’R=R escalar ou 0-vetor
e, e /\1 R? = R? vetor ou 1-vetor
els /\2 R? bivetor ou 2-vetor

Assim, a dlgebra de Clifford Cfy contém cépias de R e de R?, sendo a
soma direta desses subespacos para os elementos de graduacgoes 0,1, 2, i.e.:

Cly=R®R*® \*R? (3.46)

A algebra de Clifford C/,, também pode ser escrita como:

Cly = ClF & Cly
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onde

Parte par Cl; = R@® A’R?
Parte fmpar Cf, = R
A parte par nao é apenas um subespaco, é também uma subdlgebra®. Ela

consiste de elementos da forma x+ye;» onde z,y € R e e?, = —1. O produto
de Clifford entre dois elementos quaisquer de C/; fornece

(71 + y1€12) (72 + yo€12) = (L1272 — Y1y2) + (2132 + $2y1)elg ER® /\QRQa

S (.

-~

isto & Cl5 é fechada em relagao ao produto de Clifford de Cfs. A subdlgebra
par é isomorfa a C. O bivetor unitdrio e, € associado a i que é a raiz quadrada
de —1, e asssim identificamos i com e;s, mas para evitar qualquer confusao
escreveremos oportunamente

1= €19.

Deve-se notar que a ‘unidade imaginaria’ i = e, anti-comuta com e; e e,,

ou seja e, anti-comuta com todos os vetores do plano e;e,”:

rej;p = —e€jo' para r =req + Y€y € €169 = €19

3.6 Unidade Imagindria = A Unidade Bive-
tor

Multiplicando o vetor r = xe; + ye, pelo bivetor unitdrio e;s, obtemos um
outro vetor re;; = re; — ye; que é perpendicular a r. A funcao r +— rejs é
uma rotacao a esquerda, e o efeito de duas rotagoes & esquerda [ejze12] € a
diregao oposta [—1]. A demonstragiao de que €%, = —1 ¢ apenas um versao
aritmética do fato geométrico 6bvio que a soma de dois dngulos retos, ™+ 7,
é um angulo raso, 2w. No plano R? o sentido da rotacao depende por qual
lado do vetor r é multiplicado por ejs. Assim, a rotacao

r —rejp = —ye; + xes,

8Por outro lado C¢; nao ¢ uma subdlgebra pois nao ¢ fechada para o produto, ao
tomarmos dois elementos quaisquer C¢; , no caso vetores, o produto deles nos dé4 um
escalar que ndo é um elemento de C¢; .

9Em um espaco linear complexo, ou em uma algebra complexa, onde os escalares sio
numeros complexos, a unidade imaginéria comuta com todos os vetores, i.e., ir = ri.
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¢ no sentido anti-horério, e a rotacao
I — €19’ = ye; — Tey,

é no sentido hor4rio.

re12

12",

Figura 9

No plano complexo C =R & /\2 R?, ambas as rotacoes que aplicam z =
T + yejp em ejpz e zejs estao no sentido anti-hordrio. Multiplicando um
nimero complexo z = = + yejs pelo bivetor unitdrio eqs, resulta num giro a
esquerda, zejp = —y+xeis, e o efeito de dois giros a esquerda [ej2€12] = [—1]
é a direcao oposta, que é uma meia volta no plano complexo C :

—Z = ZG%Q —— Z€j19

T

—_— z

A raiz quadrada de —1 tem significados geométricos distintos em R2: ela
é o gerador de rotacoes, i = e;» € ClJ, e ela representa a unidade de 4rea
orientada no plano e;; = e; A ey € /\2 R2 C Cls.

Em conclusao, mostramos que um nimero complexo z = x + iy pode ser
identificado com z = x + ye;; € RP /\2 R2, i.e., a soma de um nimero real

r = Re(z) e um bivetor yejs = €12 Im(2).
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Exercicio 29 Uma rotagao é chamada racional se ela envia um vetor com
coordenadas ractonais em outro vetor com coordenadas racionais. Determine
todas as rotacdes racionais de R?.

Solugdo: Seja R € SO(2)!. Entao
R:(cosgo —s1n<p) (3.47)

sing  cosp

Considere a seguinte parametrizagao:

_ -7
OB = g (3.48)
sing = 4

que permite escrever R € SO(2) na forma
1 2o =2
(P ), .
P> +q 2pqg  p”—q
Agora, se levarmos em conta que devemos ter det R = 1, vemos que é
necessdario termos

P* =)’ + (2p9)° = (P> + ). (3.50)

Naturalmente se p, ¢ € Z a matriz R transforma um “vetor” X = ( ;1 )
2

com r1,79 € Q em

Y - RX = <p2_q2 —2pq><r1> (3.51)

P2+ 2 2pq PP — ¢ T

1 ( (P* — ) r1 — 2pqrs )

T2+ \ 2pgr+ (PP — @?)ry

que também possui coordenadas racionais uma vez que :

p?—q?)r1—2pqra
( p2)+q2 Q?
2pgr1+(p?—q? )r2

R 1]

Assim a resposta ao pro2bleZma é que as rotagoes racionais ocorrem para todos
os angulos ¢ = arccos 22132 tais que os inteiros p e ¢ satisfazem a Eq.(3.50),
ie., (p*—¢%),(2pq) e (p* + ¢*) formam uma tripla pitagorica.

(3.52)

1050 (2) = {R € Mat(2,R) | RTR=I,det R =1}



52 CAPITULO 3. NUMEROS COMPLEXOS

3.7 Sobre as Partes Par e Impar de C/,

A algebra de Clifford Cly de R? contém tanto o plano complexo C quanto o
plano vetorial R?, de modo que:

R? ¢ gerado por e; e ey,

C é gerado por 1 e ejs.

O tnico ponto em comum nos dois planos é o zero 0. Os dois planos sao
ambos partes da mesma algebra Cly. O plano vetorial R? e o corpo dos
complexos C sao incorporados como subestruturas separadas na algebra de
Clifford Cly = ClJ & Cl;, de modo que o plano complexo C & a parte par
Cl3 e o plano vetorial R? ¢ a parte impar Cl; .

r=xe +ye, z=x+yi

+

Figura 10

Os nomes par e fmpar (como ji sabemos) significam que os elementos sao
produtos de um numero par ou impar de vetores. As consideragoes acima
sobre a paridade, mostram que:

(i) mimero complexo vezes nimero complexo é um nimero complexo,
(ii) vetor vezes nimero complexo é um vetor,
(iii) nimero complexo vezes vetor é um vetor,
(iv) vetor vezes um vetor ¢ um nimero complexo.
Essas observagoes sao convenientemente expressas pelas inclusoes:
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cefer; el (3.53)
clce c el
cce; < cl,
cl;Ct; C Clf.

Alguns autores também usam a notacao Cly = (Cly)g = Cl5 e (Cly), =
Cl;, que permite que se escreva: (Cly);(Cly)r C (Cl3);j+r onde j,k sdo
adicionados médulo 2. Essas observacoes sao expressas assim, por que sabe-
mos que a algebra de Clifford Cly tem graduacio par-impar ou que é !
Zo-graduada 2.

3.8 Involucao e Norma

A algebra de Clifford Cly possui trés involugoes semelhantes a conjugagao
complexa em C. Para um elemento u = (u),+(u),+(u), € Cly, (u), € N\ R2.
Definimos:

Involucao graduada o = (u), — (u); + (u),, (3.54)
Reversao @ = (u),+ (u); — (u),, (3.55)
Clifford-conjugado u = (u), — (u); — (u),. (3.56)

A involugao graduada é um automorfismo, uv = 40, enquanto a reversao e a
Clifford- conjugado sao anti-automorfismos, uvv = 0u, uv = vu. Ver exercicio
(17)

Para um nimero complexo z = x + ye;s a conjugacao complexa 2z +—
Z = x — yeis é uma restricao da Clifford-conjugado v +— 4 em Cly e também
da reversio u +— @ em Cly. Do mesmo modo, a norma |z| = /22 + 2
em C, obtida da raiz quadrada de zz = 2% + y? ¢ a restricao da norma
|u| = /(ut),em Cls.

J4 notamos que os numeros complexos podem ser identificados com os
elementos pares de Cls, isto é, elementos (ndo homogéneos) pertencentes a

17y ={0,1}.
12A glgebra C = R @ iR com parte par R = Re(C) e a par fmpar iR = iIm(C) é
Zo-graduada.
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A’R2+ A*R. Os elementos pares de Cl, definem uma subalgebra de Clifford
que como j4 dissemos se denota por C/9. Esta dlgebra é isomorfa como dlgebra

a dlgebra C, e escrevemos

Cly ~ C.
Seja
z=1x+yees =+ yer eCﬁg ~ C.
Temos:
Z=xI — ye1a.
Assim,

2z = (v +yew)(r — yeis)

= 1° — zyeis + xyers — y>(ern)’
=z’ — 92912612

= 2% — 926‘1826162

= 2% — (=1)y’ejeezes

=2” +y*(e1)’(e2)?

= 2%+,

|z| = V2Z = /22 + 42

Considere agora um elemento arbitrario u € Cly que escrevemos
u =+ ve; + yees.

Usando a definicao da reversao temos:

u = x +ve; + yeze;

= I + ve; — yees.
Entao

utl = (v + vey + yejey) (v + ve; — ye ey)
= g2 + xve; — rye;es;
+ vre, + 02(61)2 - vy(e1)2e2
+ zye es + yvejese; —y>(eres)’
= (2 +y* +v°) + 2zve; — 2uye,.

(3.57)

(3.58)

(3.59)

(3.60)

(3.61)

(3.62)

(3.63)
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Portanto,
(ut) = (utt)y = (:1:2 + 2+ 112). (3.64)

Finalmente se u = z temos imediatamente das Eqgs. (3.59) e (3.64) que:
2z = (2Z), (3.65)

Observacao 30 Um elemento homogéneo de graduacaor =0,1,2,3....k da
dlgebra exterior \R* & um elemento que sé possui componente em J\" R¥.
Nestas condigoes, se X € \"R*. Entao

(X)ptr = 0. (3.66)

3.9 Vetores Multiplicados por Niimeros Com-
plexos

O produto de um vetor r = xe; + yes € um nimero complexo e'¥ = cos ¢ +
isin p, onde i = ejy, € outro vetor no plano (e;e,) :

r cos ¢ + risin p = re'?. (3.67)

O vetor ri = zrey, — ye; é perpendicular a r de forma que uma rotagao a
A e .
esquerda por um éngulo 7 leva r para ri.
Posto que o bivetor unidade i anti-comuta com todo vetor r no plano
(e1e2), a rotagao do vetor também pode ser expressa como

rel’ = rcos +risinp = rcos g — irsinp = e r. (3.68)

2

, . . . . PR ~ .
Além disso, temos que cos ¢ + isinp = (cos ¥ + isin £)° e entdo a rotacao

do vetor pode ser expressa na a forma

sTrs,
onde
1L _ _3¥
s=¢e2, g =2,
De fato
1 Eq.(368) _i¢ o
sTlrs =T eTizpels
o i
re'ze'z
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A rotacao de r para a esquerda por um angulo ¢ resultard entao em

rz =z 'r = s_lrs,

L' — e7% ¢ 52 = 2. H4 dois nimeros complexos s e —s que

onde z = e'?, 2~

fornecem a mesma rotacgio s~'rs = (—s)7!r(—s). Em outras palavras, hd
dois nimeros complexos que produzem o mesmo resultado final via acoes
diferentes.

Observando que e~ "

T = e = —1, temos que

s=¢

[SIh

¢ uma rotacao no sentido anti-hordrio por um angulo % e
4 i®e i _
—g—e Tl — ¢ i(2r—¢),/ 2

é rotagao no sentido hordrio por um angulo 2“%.

Antes de prosseguirmos recordemos a
Definicao 31 Um grupo G é um conjunto de elementos com uma lei de
composicao interna (multiplicagdo), que associa a cada par ordenado a,b €

G outro elemento, escrito como ab € G. A lei de composicio satisfaz as
sequintes condicoes:

1. Associatividade: A operacao é associativa, isto é, se a,b € G entao:

(ab) ¢ = a (be)
2. Existéncia do elemento neutro: Existe e € G, tal que para todo
a€e Gt
ea =ae=a

3. Existéncia do elemento inverso: Para todo a € G, existe um
. /
elemento inverso, denotado a tal que:
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3.10 O Grupo Spin(2)

Os ntimeros complexos z € C, tais que |z| = 1, sdo representados no plano
complexo pelo circulo unitdrio

St={zeC]||z|=1}.

Os elementos de S' dotados da operacao de multiplicaciao entre complexos
como produto, define o grupo unitdrio U(1) = {z € C | zz = 1}. Uma rotagao
no sentido anti-hordrio do plano complexo C por um &angulo ¢ pode ser
representada pela multiplicacao de nimeros complexos:

x + iy — (cos ¢ +isin ) (z + iy), (3.69)

onde cos ¢ +isiny € U(1).
Uma rotacio no sentido anti-horario do plano vetorial R? por um angulo
© pode ser representada pela multiplicacao de matrizes:

(x) - <09590 —sin gp) <a:> , (3.70)
Y sinp  cosp Y

(cosgo —siw) € S0(2), (3.71)

sing  cosp

coml

onde SO(2) = {R € Mat(2,R) | R"R = I, det R =1} ¢ o grupo de rotagdes
especiais bidimensionais. O grupo de rotagoes SO(2) é isomorfo ao grupo
unitdrio U(1). De fato, podemos fazer a seguinte identificacdo. Usando-
se a Eq.(3.44) temos que, dado um nimero complexo qualquer z € U(1),
z=a+4bi , com a,b € R, sua representacao matricial e a de z sao dadas

por
e —b __la b
Sl a7 |-b al

Assim, como zZ = 1, temos
_ _ |la bl |a O
=0y all-b oa
B a’>+b> ab—ba
~ \—ab+ba a*+V?

-0 1)
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Entdao a? 4+ b?> = 1. Por outro lado, dada uma matriz qualquer, R e sua
transposta RT pertencentes a S 0O(2), se escrevemos com z,y, z,w € R,

R:<:c y)’RT:(x w>7
Wz y 2
temos que RTR =1

TR o~ (T w\(* v
y z)\w z
2 +w? zy+wz) (10
o \aytwz P42 )\0 1)
i.e., quando

4w = P42 =1,
xy+wz = 0.

Resolvendo o sistema, chega-se a conclusao: z = z e y = —w, daf temos

que
v (10
wn (19),

det R=2>4+w?=1.

€ segue que

As rotacoes de R? podem ser representadas pela multiplicacao de Clifford:

re; + yey — (cos g + ey sin g)_l(a:el + yey)(cos g + ey sin g), (3.72)
onde (cos £ + e;psin¥) € Spin(2) = {s €Cly | s5= 1}, o grupo spin. O
fato de que dois elementos do grupo Spin(2) representam a mesma rotagao
em SO(2) é expresso dizendo-se que Spin(2) é um recobrimento duplo de
SO(2) e escrevemos

Spin(2)/{+1} ~ SO(2).

Embora SO(2) e Spin(2) atuem de forma diferente em R?, eles sao homo-
morfos como grupos abstratos'®.

13No caso especifico em consideracio temos um homomorfismo 2 : 1.
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Exercicio 32 Escreva it = (u), + (u); — (u)y para u = (u), + (u); + (u), €
Cly, (u),, € /\k R2. Defina o grupo Pin(2) como o conjunto

Pin(2) = {uvellf|au=1}:R*— R’

x — R(x)=uxu ",

e o grupo O(2) como o conjunto
O(2) = {R € Mat(2,R) | R"TR = I}.
Mostre que Pin(2)/{£1} ~ O(2)

Solugao: O exercicio pede para mostrar que dados os grupos Pin(2) e O(2)
temos os seguinte isomorfismo:

Pin(2)/{£1} ~ O(2). (3.73)
Iniciamos o exercicio recordando que
Pin(2) := {u € Cl3 | au = 1}. (3.74)
Seja
u=a+ be; + ces + dejs, a,b,c,d € R

Entao
u=a-+ bel + cey — d612 (375)

tu = (a + bey + cey + dejs)(a + bey + cey — deys)
= a? + abe; + aces — aders
+ abey + b* + beeis — dbey
+ caey — cheqs + ¢ + cdey
+ adeys — bdes + cde; + d?
= (a* +b* + & + d*) + (2ab + 2cd)e; + (2ac — 2db)e,
+ (—ad + bc — ¢b + ad)eys. (3.76)
Assim,
A+ +F+d =1,
ab+cd = 0,
ac—db =0, (3.77)
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e concluimos que podemos ter as possibilidades

(i) a*>+d*=1, b=c=0,

(i) P+ =1 a=d=0 (3.78)
Da possibilidade (i) temos que u € Pin(2) tem a forma
u=a+de (3.79)
que pode ser parametrizado como
u=cosp/2+epsinp/2 = exp(%elg). (3.80)
Da possibilidade (i) segue ainda que
u = be; + cey € Pin(2), b* + % =1 (3.81)

Note que os elementos da forma u = exp(feiz) geram rotagoes e os
elementos u = be; + cey geram reflexdes. De fato, u € Pin(2) age em
x € \'R% — Cl, por

Xy =uxu . (3.82)

Exemplo 33 (a)Tome, x = e; + e3 e u = e;. Temos
ei(e; +ey)e; = e, — ey, (3.83)

que corresponde a uma reflexdo em relacao do eixo determinado por eq.
(b) Tome, por exemplo, x = e; + ey e u = €y. Temos

82<61 + 62)62 = —e; + ey, (384)

que corresponde a uma reflexao em relagdo do eixo determinado por es.

Observagao 34 Da Eq.(3.82) acima fica ébvio que u e —u determinam a
mesma rotagcao ou a mesma reflexao.

Agora,
O(2) = {R € Mat(2,R) | R"R =1} (3.85)

Assim,
det R = £1. (3.86)
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Os elementos que satisfazem det R = 1 s@o ditos rotagoes e temos R € SO(2)
C O(2). Os elementos que satisfazem det R = —1 correspondem as reflexoes,
mas observe do exemplo acima que as reflexdes podem ser geradas em R? por
rotagoes. Assim temos

cosp —singp

. Y
Pin(2) > u = 6XP(§eu) = ( siny  cosp

> =R, € 0(2),

. ;o P [ cosp —sinp _
Pin(2) > ' = exp( 2612)_(sing0 cosgp) Ry € 0(2),

b — 2 2ch
: n __ ~ _
Pin(2) > u" = be; + cey ~ ( 2b — (b — ) ) = Ry € O(2),
v —c? 2ch
: mo__ _ ~ _
Pin(2) > v = —be; — cey ~ ( o2b (1 — ) ) = Ry € O(2),

(3.87)

donde concluimos primeiramente que temos um homomorfismo 2 — 1 entre
Pin(2) e O(2).

De fato, levando em conta que os elementos de Pin(2)/{£1} sao as classes
de equivaléncia definidas por

u~vse uxu b = vxv, (3.88)

i.e., devemos ter
x =(v " u) " x (v ) (3.89)
e portanto v lu = +£1 € Pin(2) = u = vouu = —v. As classes de equivalén-

cia de Pin(2)/{£1} sdo denotadas por [u|. Note bem que em Pin(2)/{£1},
u e —u sao equivalentes. Assim escrevemos:

Pin(2)/{x1} = {[u]}. (3.90)
e dado que

uxu~t = (—u)x(—u"t) (3.91)
concluimos que

Pin(2)/{+1} ~ O(2), (3.92)

e neste caso temos um isomorfismo entre Pin(2)/{£1} e O(2).



Capitulo 4

Bivetores e a Algebra Exterior

A exigéncia de que o produto de dois vetores deveria descrever suas diregoes
relativas, auxiliou na formulagao da definicao de produto escalar. Mas o
produto escalar nao cumpre totalmente aquela exigéncia, pois falha em nao
expressar que duas linhas nao paralelas (mas nao reversas) determinam um
plano, ou melhor, que dois segmentos orientados nao colineares (interpretados
como vetores livres de um espago afim) determinam um paralelogramo. A
partir do momento em que um paralelogramo possa ser considerado como
um tipo de produto geométrico de seus lados, a nogao de ‘nimeros’ precisa
ser generalizada.

Um paralelogramo pode ser considerado como um fragmento de plano
orientado, descrito por um novo tipo de ‘nimero’, chamado de bivetor. Em
analogia a um vetor, um bivetor tem também um ‘comprimento’, e uma
diregao (orientac@o), mas a palavra dire¢ao precisa ser entendida num sentido
mais amplo que o usual.

Um tnico vetor caracteriza completamente a relagao direcional dos pontos
sobre uma linha dada. Um tnico bivetor caracteriza completamente, a re-
lacao direcional dos pontos em um plano dado, isto ¢, um bivetor nao descreve
um conjunto de pontos em um plano e sim a propriedade directonal desse con-
junto de pontos e dizemos que a direcao de um bivetor é 2-dimensional para
distinguir tal conceito do conceito de direcao 1-dimensional de um vetor.
Assim, uma vez introduzido o conceito de bivetor, a nog¢ao de plano como
conjunto de pontos pode ser separada da nogao de plano como relagao [§].
Em outras palavras, um bivetor descreve a propriedade direcional de um
conjunto de pontos que determinam o plano por eles definido. Para aqueles
que ja fizeram um curso de Mecénica, fica aqui a observacao de que wveloci-

63
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dade angular, torque, dngulo de rotacao, sao exemplos de quantidades com
significado fisico precisos que sao representados por bivetores.

Como j4 mencionamos anteriormente, a dlgebra exterior de R* ¢ definida
como sendo o espaco vetorial A RF equipado com o produto exterior!
A. Escalares, vetores, bivetores e o elemento de volume sao elementos de
subespagos de graduagao homogénea do espaco vetorial A\ R*. Assim por
exemplo, temos:

4.1 Bivetores Como Segmentos Planos Ori-
entados.

Vamos agora aprofundar nosso estudo dos bivetores. Comecamos por recor-
dar novamente que em R? os bivetores sdo segmentos planos orientados, que
possuem dire¢ao e comprimento (a drea do segmento plano). Dois bivetores
possuem a mesma direcao se sao planos paralelos e possuem o mesmo sentido
de rotacao.

Vetor (segmento linha direcionado)

P

Figura 11
As propriedades de um vetor sao

1. magnitude ( comprimento de PQ)

posicao
orientacao

2. direcao {

Bivetor ( segmento plano orientado)

!Por enquanto ndo serd necessirio sermos mais precisos.
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Ry s 0

0] P
Figura 12

As propriedades de um bivetor sao

1. magnitude (édrea de OPQR)

o posicao
2. direcao { orientacao (sentido de rotagao)

Bivetores serao denotados por letras maitsculas em negrito. Dois bive-
tores A, B em planos paralelos tem a mesma posigao, e escrevemos A || B.
Os bivetores paralelos A, B podem ser considerados como &ngulos orienta-
dos, cada um girando na mesma dire¢ao, A 1T B, ou girando em direcoes
opostas A T] B. Se dois segmentos planos tem a mesma &drea e a mesma
direcao, entao os bivetores sao iguais:

A=B<=|A|=|B|cA[IB (4.1)

Figura 13

O bivetor A e seu oposto —A possuem a mesma drea e sao paralelos,
porém suas orientagoes sao opostas. Um bivetor unitdrio tem drea igual a 1,

ie, |A|=1.
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A forma da drea de um bivetor é irrelevante.

Quando se representa um bivetor como um paralelogramo orientado, vem
imediatamente a nossa mente, a idéia de que tal objeto possa ser convenien-
temente expresso (i.e., representado algebricamente) como um certo ‘produto
geométrico’ de seus lados. Dada tal sugestao, introduzimos o produto exte-
rtor a A b entre os vetores a e b para representar o plano orientado que se
obtém acrescentando-se (como na figura abaixo) o vetor b a extermidadade
do vetor a.

Figura 14

Agora, b A a é o bivetor que se obtém acrescentando-se o vetor a a ex-
tremidade do vetor b. Assim ¢é natural exigirmos que os bivetores a A b e
b A a tenham a mesma &drea e a mesma 2-direcao, porém, tenham sentido de
rotacao opostos, i.e.:

aAb=-bAa. (4.2)

4.1.1 Adicao de Bivetores

A interpretacao geométrica da adicao de bivetores pode ser ententida facil-
mente quando os dois bivetores que se deseja somar sao expressos em termos
do produto exterior de dois vetores, que possuem um dado vetor como um
fator comum, por exemplo, os bivetores A =aAce B=DbAc. Note que
nao estamos tratando do caso de dois bivetores particulares, uma vez que
em R? dois bivetores arbitrdrios sempre podem ser expressos desta maneira,
dado o fato de que dois planos quaisquer sao paralelos ou sua interseccao
se dd ao longo de uma linha comum. Nestas condicoes o bivetor A + B ¢é
definido como
A+B=aAc+bAc=(a+b)Ac,

cujo significado geométrico 6bvio pode-se ver na Figura 15.
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Figura 15

Observe na Figura 15, que a; = —b,, e decompondo a e b em compo-
nentes paralelas e perpendiculares, temos:

{ bJ_"‘b”:b

. :>aH+bH:a+b,
a, +taj=a

e portanto

aAc+bAc=(a+b)Ac=(a +bj)Ac=aAc+bjAc.

4.1.2 Base do Espaco dos Bivetores

Defini¢ao 35 Um elemento de graduagio r = 0,1,2,3 de AR? é dito sim-
ples® se for o produto ewterior de r vetores.

Por exemplo, os elementos ae; A ey, €1 A es A ez sao simples, mas o
elemento (ce; A ey + fBes A ez) ® nao é simples.

O segmento plano orientado obtido tomando-se o produto exterior de
pares de vetores da base, ej e, e; do espaco linear R?, i.e., os objetos
e A\ ey, e A\ ez, e A ez, formam uma base para o espaco vetorial /\2 R3, i.e.,
o espaco linear, sobre o corpo R, dos bivetores.

2A soma de elementos simples de mesma graduacdo ¢ dito um elemento homogéneo da
dlgebra exterior.
3Note que esse elemento ¢ homogéneo.



68 CAPITULO 4. BIVETORES E A ALGEBRA EXTERIOR

g

elAe2

Figura 16

Um bivetor B arbitrario, é portanto uma combinacao dos elementos da
base,

3.1
B = Z —Bijei /\ej
ij=12
= DBise; ANey + Bise; Aeg + DBages A eg,

onde By, Bis, Boz € R e sdo tais que?

Bij =B

ij ji-
E imediato concluir-se que dim A’R3 = 3.
O produto escalar no espaco euclidiano R?® que denotamos pelo sfmbolo

- estende-se para um produto bilinear simétrico sobre o espago dos bivetores
2 . ~
A\"R3. Definimos entao

(aAb)-(cAnd)=(aAb,cAd) = (4.3)

b-c b-d

a-c a-d‘

Para exemplificar a utilizacao de tal conceito vamos calcular a norma ou
drea de

1
B= 5 Z Bijei/\ej.
Z7J

*Em AR3, como ¢ 6bvio, todos os bivetores sdo simples, isto &, eles sdo o produto ex-
terior de dois particulares vetores x,y € R?, B = x Ay. Tal propriedade nio é verdadeira
em /\ R*; por exemplo e; A es + e3 A ey nao é simples. Ver Defini¢ao (35).
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Temos (levando em conta que B;; = —Bj;) que

€ €, € €

e;Ne;.e. Nej) =
<z 7%k l> ej-e, €€

Y

que
1
<B7B> = ZZZBijBkl<ei/\ej7ek/\el>
i,j k|l
. € e € -¢
N Z %: ; B’UBkl ej - e ej - e
1
0,5 kil
1 1
-1 Z BB — Z ZBlkBk:l
k.l il
1 9 1 )
- Z Z(Bkl) + Z Z(Bkl)
kil k.l
1
- Z §(Bkl)2
k.l
= By’ + Bi; + Ba;.
Portanto,

B = v(B,B).

= \/B%2 + Bi; + B35

4.2 O Elemento de Volume Orientado

O produto exterior aAb Ac dos vetores a = aje; + ases + azes, b =
bie; + boey + bzes e ¢ = c1e; + coes + c3e3 representa o volume orientado
do paralelepipedo onde suas arestas sao segmentos de reta sobre os vetores
(a,b,c).

ayp a2 as
aAbAc=|b; by b3le; NesNes (4.4)
Ci1 C2 C3
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O elemento a A b A ¢ é dito um 3-vetor do espaco vetorial A3R3, que obvia-
mente é 1-dimensional com base e; A e; A es.
Dados a, b, c € R?, recordamos que o produto exterior é associativo,

(aAb)Ac=aA(bAc)

Tal propriedade pode ser facilmente verificada quando se escreve o produto
exterior de vetores em termos do produto de Clifford. De fato temos:

1.1 1
(aAb)Ac = §[§(ab—ba)c—c§(ab—ba)}

1

= Z—l(abc—bac—cab—i-cba),
e

1.1 1
aN(bAc) = Q[ag(bc—cb)—ﬁ(bc—cb)a]

1

= 3 (abc — bac — cab + cba),

0 que prova nossa afirmacao.
Ademais, o produto exterior de trés vetores satisfaz, como se verifica de
imediato,

aAbAc=bAcANa=-cAbAa=—-aAcAb=cAaAb.

Volume Orientado

O produto exterior dos vetores unitdrios e ortogonais ei, es, e3 € R3 resulta
. . 3

na unidade de volume orientado e; A ex A ez € A\ R3. A norma ou volume

|V| de um 3-vetor® onde

V:Vel/\eg/\eg

é¢dadapor |V| = |V],istoé, |Ve, ANesAeg| =V para V >0e|Ve; ANey Aeg| =
—V para V < 0. Para expressarmos | V| de maneira apropriada recordamos
que o produto escalar em R? estende-se a um produto bilinear simétrico sobre

A’R? por

°V é um numero real, positivo ou negativo, enquanto V é um 3-vetor. Usualmente o
que se denomina por volume ¢ dado por |V| = |V]|.
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(aAbAc)-(dheAnf)=(aAbAc,dAenf) =

o oW

-d
-d
-d

o T W
® o O
o T W
=h =

Com esta definicao, verifica-se imediatamente que a norma ou volume de
V =Ve; Ney Aesg é dada por
VI = vV, V)
= (VeiAesNes, Ve, Aey Aes)
= \/V2 (e1 Nex Nes,e; ANey Aes)
= VI

Antes de prosseguirmos é conveniente que definamos o produto escalar entre
os elementos a, 5 € A\"R = R por

OZ'B:OZB,

i.e., o produto de nimeros reais, e também definiremos para 4, € AR e
A, e N'R,

A,-B,=0,sep#q.
Oscasosemquep=0,¢q=0,p=1,q=1,p=2,q=2,p =3, g =3 sendo
como acima introduzidos.

4.3 O Produto Vetorial

Sejam a = a1e; + ases + ases e b = bie; + boes + bzes. O bivetor a A b pode
ser expresso como um determinante:

esNes es/Ne; e Ner
aAb = ap as as (4.5)
b by bs

= (CLng — agbg)eg N es + (a3b1 — a1b3)93 Nep+ (a162 — a2b1)e1 A €9,

resultado que segue trivialmente como uma aplica¢ao da Eq.(2.13) do Capi-
tulo 2.



72 CAPITULO 4. BIVETORES E A ALGEBRA EXTERIOR

J& o produto vetorial dos vetores a e b pode ser expresso (uma vez fizada
uma orientagao de mao direita para o R?) como o vetor a x b dado por:

e; €9 e3
axb = |a as as (4.6)
by by b3

= el(agbg — agbg) + eQ(CLgbl — a1b3> + eg(a162 — CL2b1>

axb
A

a/\i/

Figura 17

A direcao de a x b é perpendicular ao plano a A b e o comprimento ou
norma de a X b é igual a drea ou norma de a A b, isto ¢

la x b = |aAb| = |a| |b|sina (4.7)

onde o é o angulo entre a e b e 0 < a < 7. Note que

|a X b| = \/(agbg — a3b2)2 + ((Igbl — &163)2 + (a1b2 — agbl)2

|a VAN b’ :\/<6L2b3 — a3b2)2 + (a361 - a1b3)2 + (albg - a2b1)2.

Apesar da semelhanca entre as expressoes dos determinantes que definem o
produto exterior a A b e o produto vetorial a x b, hd uma diferenca crucial
entre os dois conceitos: o produto exterior nao requer uma métrica, enquanto
o produto vetorial requer ou induz uma métrica (i.e., um produto escalar). A
métrica estd envolvida no posicionamento perpendicular do vetor a X b em
relacao ao bivetor a A b.
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4.4 A Dualidade de Hodge

Os espacos vetoriais R3 e /\2 R3 sdo tais que dim R?® = dim /\2 R3 = 3. Por-
tanto tais espagos sao linearmente isomorfos. Podemos, através da métrica
padrao do espaco vetorial R? estabelecer um isomorfismo padrao entre R3 e
/\2 R3. Tal pode ser realizado com a introducao do operador dual de Hodge
que associa a um vetor a € R® um bivetor «a € /\2 R3, definido por:

bAxa= (b-a)e, AeyA ez para todo b € R (4.8)

O dual de Hodge nao depende apenas da métrica, mas também depende
crucialmente da orientacao escolhida para R3, costuma-se usar a regra da
mao direita definida por uma base ortonormal {e;, ey, €3} convenientemente
escolhida.

Figura 18
Assim, associado a cada vetor
a = a,e; + asey + azes € ]R3,
temos um nico bivetor

2
A:*a:a1e2A93+a2e3/\e1+a361/\e2E/\ Rg.

Usando a métrica induzida sobre o espaco vetorial dos bivetores, podemos
estender o dual de Hodge para uma aplicagao que envia um bivetor A € /\2 R3
a um vetor *A € R?, definido por:



74 CAPITULO 4. BIVETORES E A ALGEBRA EXTERIOR

2
BAxA=(B,A)ejNe;Aes, VB e [\ R (4.9)

Usando a dualidade, a relacao entre o produto vetorial e o produto exterior
pode ser escrita como®

aAb = x(axb) (4.10)
axb = x(aAb) (4.11)

4.5 A Algebra Exterior A\R® e a Algebra de
Clifford C/;

A dlgebra exterior A R? do espago linear R?, ¢ uma soma direta dos

subespacgos de /\ R? | com bases
escalares R 1
vetores R3 e, ey, e;
bivetores AN’ R? e; Aes,e; Aes,ex Aey
elemento de volume /\3 R3 e; Aey Aes

Como ja observamos, nos referiremos a um vetor de R® como um 1-vetor e
também identificamos /' R?® = R3. Da mesma maneira nos referiremos a um
escalar como um 0-vetor e identificamos A’R?* = R. Como A R? é uma soma
direta dos subespacos que aparecem na tabela acima, escrevemos:

2 3
AR*=RoR’e /\ Re \ R? (4.12)

. - 2 3 - ) .
As dimensoes de R,R3 A°R e A\°R3? sdo respectivamente, 1,3,3,1 e a di-
mensao de /A R? é a soma dessas dimensoes, isto ¢, 8.

6Na algebra de Clifford Cl3, a relacio entre o produto exterior e o produto vetorial
pode ser escrita como

aAb = (axb)e,,,
axb = —(aAb)ey,

Usando a dlgebra de Clifford C/3 o dual de Hodge pode ser calculado como xu = uejs3.
Disso origina o dual de Clifford definido como uejs3 para u € Cls.
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A glgebra exterior /A R® ¢ uma dlgebra associativa com unidade 1 gerada
por uma base {e;, e, e3} do espaco linear R? que satisfaz

ei/\ej = —€; /\ei, para 1 7&],

O produto exterior de dois elementos homogéneos de graduagoes distintas
A, e N'R? e B, € \*R? satisfaz:

r+s
A, ABie \ R,
e temos que A, A B, = 0 sempre que r + s > 3. De fato, temos a proposicao.

Proposicao 36 O produto exterior de m wvetores anula-se sempre que
m >n, onde n = dimR".

Prova: Considere o produto exterior de n + 1 vetores, x; AXa A -+ A X, A
X,11- Sen = dim R"”, temos no méximo n vetores linearmente independentes.
Assim, os (n+ 1) vetores sdo necessariamente linearmente dependentes e um
deles pode ser escrito como combinacao linear dos demais. Sem perda de
generalidade, escolhemos x,,,1; como sendo esse vetor e escrevemos X, 1 =

> a;%;. Usando a Eq.(4.13), temos:

X)AXg A AXy AXppr = X1 AXo A AXp A (a1X) + agXa + ..+ aXy,)
()" X AX AX A AX,
+(=1)"2agx; AXg AXg A+ - A Xy
+o o Fa Xt AXo AN ANXp1 ANXpy A Xy,

= 0,

como queriamos demonstrar.ll

Dessa proposi¢ao, vemos que nao existe um espago vetorial A\’ R™ se p >

4.6 Produto de Clifford em C/5

O produto de Clifford de elementos u e v da dlgebra de Clifford C/3 do
espaco euclidiano R? é denotado por justaposicdo, i.e., escrevemos para tal
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produto uv para distingui-lo do produto exterior u Av. O produto de Clifford
entre os elementos de uma base ortonormal {e;, €3, e3} do espago euclidiano
R3 C Cl5 satisfaz:

e;e; = —e;e;, para i # j, (4.14)
ee; = 1, .
e produtos de Clifford entre elementos da base {e;, es, e3} geram uma base

para Cl3, que correspondente a uma base de /\ R3,

Cly AR®
1 1
€1,€ey,€e3 €;,€ey9,e3
€1€ey,€e1e3,€e3 | €1 /\ ey, e; Aes e Neg
e|eses e; Ney Aes

Observacao 37 FEscreveremos algumas vezes para simplificacdo de notagao
o produto e;eje, como €;jj, i.c., €;e;e; = €ji.

Essa correspondéncia induz a uma identificagao do espaco linear C¢3 com
o espago linear /\ R3, e escrevemos tal identificacao como

2 3
AR = RoR'e A'Ra \ R,
2 3
Cts = RoR’ao A\'Ro /\ R®.
Essa decomposicao introduz uma estrutura multivetorial na algebra de
Clifford C/3. Tal estrutura multivetorial é tnica, isto é, um elemento arbi-

trario u € Cf3 pode ser decomposto unicamente em uma soma de k-vetores,
com k-partes (u), de u,

u = (u)g+ (u); + (u)y + (u);
onde (u), € N\'R3.

4.7 O Produto de Clifford de Dois Vetores
a,b c R,
Recordamos que no Capitulo 2 introduzimos o produto de Clifford entre dois

vetores X,y € R2. Usaremos a mesma definicao para o produto de Clifford
de a, b € R3, i.e.,
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ab:=a-b+aAb

A comutatividade de a - b = b - a junto com a anti-comutatividadedea Ab = —-b A a
implicam em uma relagao entre ab e ba. Assim

ba:=a-b—aAb

Se dois vetores a e b sdo paralelos, a || b, seu produto de Clifford é
comutativo, ab = ba.

Se dois vetores a e b sao ortogonais, a 1 b, seu produto de Clifford, é
anti-comutativo, ab = —ba.

4.8 As Partes Par e Parte Impar de C/;3

A dlgebra de Clifford, assim como a dlgebra exterior, ¢ uma soma direta de
dois subespacos,

2

a parte par R /\ R3,
3

a parte impar R®@® /\ R3.

Em ambas as dlgebras, a parte par é também uma subalgebra. A subalgebra
par (AR?)" = R® A’R? de AR® é comutativa e a subslgebra par Cl5 =
R® /\2 R? de Cl5 nao é comutativa. As partes fmpares sao denotadas por

Cly e (AR?)".

Proposicao 38 A subdlgebra par Cl3 ¢é isomorfa a dlgebra dos quatérnions,
i.e., H~Cly.

Prova: Os quatérnions consistem de elementos da forma H > ¢ = w + ix +
jy + £z, onde, i,j, € sao ‘unidades imagindrias’ que satisfazem as seguintes
regras:

ij = t=—iji,
jt = i=-9,
Bo= j=—it
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Seja C@ S u = ug + uiz€e1€s + uzrese; + uszeses. Vamos introduzir a seguinte
notacao que serd eventualmente usada somente nesta proposicao’:

1= ez, ] = €,es, k = €2€1

Assim Cl§ 3 u = up — upsk — uz1j — ugzi. Como Cl§ & uma subdlgebra par,
se u,t € Cl4 entdo ut € Cl;. Por outro lado, verificamos por (4.14) que:

2=j2=k>=ijk = 1,

ij=k=—ji
jk=i=-kj |,
ki=j=—ik

o que mostra que de fato H ~ Cl; , isto é, a dlgebra Cl; ¢ isomorfa a dlgebra
H através da identificagao {i,j, ¢} < {i,j, k}.I.

4.9 O Centro

O centro de uma dlgebra consiste no conjunto de todos os seus elementos que
comutam com todos os elementos da dlgebra. O centro Cen (Cl3) = RH A\ R?
de Cl; é isomorfo a C, e o centro de AR? é Cen(AR?) = R® A’ R*@ A\ R3.

Exercicio 39 Mostre que Cen (Cls3) =R ® N’ R? de Cls é isomorfo a C.

Solugao: Seja Cen (Cl3) > u = « + [ejas, temos que (e123)2 =—-lea
operacao de reversao nos fornece 1 = a — Seja3 de u.

Por outro lado dado um niimero complexo arbitrdrio C 5 z = a + b1,
podemos fazer a identificacao:

i —i=ej3 e z= ., que nos fornece Cen (Cls) = R® A\°R3 ~ C.

"Por favor, ndo confundir o i = eze; com o elemento ejeses que também foi denotado
por i nas secoes anteriores.
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4.10 Estrutura Multivetorial e Graduacao

O produto exterior de elementos homogéneos satisfaz, como ja vimos, as
relacoes

A;nBje N\ R para A, € \'R* e Bie \R?

A édlgebra \R? ¢ dita graduada sobre o grupo de indices Z, porque seus
elementos homogéneos simples representam subespacos de dimensoes especi-
ficas, cujos elementos diremos possuir graduagao fizra ou homogénea. Os
elementos homogéneos em A R?, satisfazem:

A;ABj = (=1)7 B; A A; para A; € /\zR?’ e Bje /\] R?.
O produto de Clifford para os subespagos par e impar, satisfaz as relagoes:

cereed < e,

cl;cef ol
cuel; c el
cl;Cl; C Clf.

A &lgebra de Clifford Cl3 é portanto de graduacao par ou fmpar, i.e., é
Zy—graduada® e as notagoes (Cl3), = Cl3 para a parte par, (Cl3), = Cl3
para parte fmpar é (como ja mencionamos) eventualmente empregada.

A algebra A\ R? também tem graduagao par ou fmpar, i.e., seus elementos
sao pares ou impares.

A &lgebra de Clifford C/¢3 nao é graduada sobre Z. No entanto, podemos
reconstruir o produto exterior, de maneira tnica, a partir do produto de
Clifford. Nos referiremos a dimensao graduada da dlgebra exterior associa-
tiva, dizendo que a &lgebra de Clifford possui uma estrutura multivetorial.
Lembrando que R e R3 possuem, por definicio, cépias tnicas em Cls, assim
como \*R3.

Note que o produto exterior de dois vetores a,b € R? ¢ simplesmente a
parte anti-simétrica do produto de Clifford:

1
a/\b:§(ab—ba) e A’R® com a,b € R?,

uma vez que a expressao acima vem da adicao das seguintes férmulas:

82y = {0,1}.



80 CAPITULO 4. BIVETORES E A ALGEBRA EXTERIOR

ab=a-b+aAb
ba=a-b—aAb

O subespaco dos 3-vetores /\3 R3 pode ser construido de maneira tinica
dentro de C/3, através da anti-simetrizagao do produto de Clifford, i.e., pondo

1 3
a/\b/\c:6(abc+bca+cab—cba—acb—bac)E/\ R?, . (4.15)

com a,b,c € R®. Feito isto, fica estabelecido um isomorfismo linear, en-
viando A\ R3 em C/3 que se escreve como A\ R® — C/f3 Temos, entao:

AR? | Cls
o = aecR
a = acR’
aAb | = 1(ab—ba) € A\’R®
aAbAc | = %(abc+bca+cab—cba—acb—bac)E/\3R3

Podemos descrever a construcao do subespago dos 3-vetores /\3 R3 de uma
outra maneira, usando a reversdo, aA b A c =1 (abc — cba) € A’ R? para
a,b,c € R?, relacionando a construcio recursiva, via um passo intermedigrio
em /\2 R3. De fato, podemos escrever

1 3.3 3 203
aAB=§(aB+Ba)e/\R paraa € R® B e \"R®. (4.16)

Note que a expressao (4.16) vem da soma da parte simétrica com a parte
anti-simétrica do produto aB.

1 1
aB = —(aB+aB)+§(Ba—Ba)

2

1 1
= §(aB—Ba)+§(aB+Ba)
= a.B+aAB,

onde, como veremos em seguida, o termo 3 (aB — Ba) € A'R? que foi de-
notado por a_B, é dito a contragcao a esquerda de a por B.
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4.11 Produto de Vetores e Bivetores

Como j& sabemos, um vetor a € R* e um bivetor B € /\2 R? podem ser
multiplicados exteriormente, sendo o resultado de tal operagao um 3-vetor
aANB=BAac /\3 R3 que é representa geometricamente um volume orien-
tado:

¥ B

|

|
| |
| |
— == = a =
/ /f
. B

aAB BAa

/

Figura 19

A orientagao é obtida, colocando-se as setas em seqiiéncia. A comutativi-
dade do produto exterior a A B = B A a , significa que o sentido da rotacao é
o mesmo, sem reflexao. Introduzimos agora um outro tipo de produto entre
vetor e bivetor.

4.12 As Contracoes . e _

Um vetor x € R® e um bivetor B € /\2 R? podem também ser associados a
um vetor bem definido, introduzindo-se a operacao dita contracdo a direita
(denotada por L) e resultando em um vetor B Lx € R*. Considere um vetor
x formando um angulo de inclinagao ¢ em relagao ao plano do bivetor B.
Seja a a projegao ortogonal de x no plano de B. Entao |a| = |x|cosp. A
contracao a direita do bivetor B pelo vetor x é o vetor y = B Lx no plano
de B, tal que:
(i) lyl=Bllal,
(ii)y LaeaAy 1T B.

Introduzimos agora a contra¢ao a esquerda entre vetor e bivetor por:

x.B = —BLx,
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isto é, as contragdes a direita e & esquerda (neste caso) tem sinais opostos.

X

Figura 20

Observando o inverso do vetor a, i.e., o vetor a=*

que seu significado geométrico nos permite escrever:

na Figura 20, vemos

B =[a™"|ly|

4.12.1 Contracoes e Derivacoes

O produto de Clifford para dois vetores a e b é a soma de um escalar a-b e
um bivetor a A b,

ab=a-b+aAb,

onde

1
a-b = é(ab—l—ba),

1
aAb = §(ab—ba).

O produto de Clifford de um vetor a € R* por um bivetor B € /\2 R3 ¢ a
soma de um vetor com um 3-vetor:

aB=a.B+anB
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onde

1
aB = §(aB — Ba),

1
aANB = 5(aB+Ba).

Em geral, o produto de Clifford de um vetor x € R? e um elemento arbitrario
u € Cl3, pode ser decomposto na soma da contra¢ao a esquerda e do produto
exterior, como a seguir’:

XU = XU + XAu. (4.17)

No caso em que u é um k-vetor u = (u), € \*R?,

Xu = %(XU— (—1)kux) € /\k_l R?, (4.18)
XAu = %(Xu—i- (—1)kux) € /\kJrl R®. (4.19)

O produto exterior aumenta o grau do produto de elementos homogéneos,
e a contragao a esquerda diminui o grau do produto contraido de elementos
homogeéneos, i.e, para A; € \'R*, B; € N’ R? temos:

i+j
AnB; e \NTURY
AiJBj S /\]_Z R3.
Obviamente se ¢ > j devemos ter A;.B; = 0.

A contragdo a esquerda entre dois elementos u,v € /\ R® pode ser obtida
usando-se o produto exterior e o produto de Clifford, por intermédio da
férmula

uav = [u A (veins)] ejqy. (4.20)

Isso significa que a contracdo a esquerda é o dual do produto exterior. Esta
férmula se deduz usando-se as propriedades que definem a contracao a es-
queda. Estas sao:

9Um produto escalar sobre R* C A R? induz uma contragio sobre A R? que pode ser
usada para introduzir um novo produto xu = x_u + x A u para x € R u € AR, que
extende a linearidade e a associatividade para todo AR®. O espaco linear A R3 munido
com este novo produto é a dlgebra de Clifford C/3.
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)xiy=x-y,
2) xa(uAv) = (xou) Av+aA (xw),

3) (u Av)ow =ua(vaw),

onde x,y € R? e u,v,w € AR? u, € A\"R3, v, € A’R3? e onde recordamos
que @ = (—1)" u para u e \*R3.
A segunda propriedade, significa que a contragao a esquerda por um vetor

& uma derivagio da dlgebra exterior /\ R?, assim como da dlgebra de Clifford
ng, i.e,

X1 (uv) = (xou)v + 4 (xw) parax € R®, wu,v € Cls. (4.21)
A contragao o direita é definida pela equagao:

Uy Vg = (_1)P(P—¢I)

VgL Uy, onde p < ¢
Exercicio 40 Mostre que se A,, B, € N’ R?® entdo
A,uB, = A, B, = A,LB, (4.22)

Solugao: A férmula é trivialmente verdadeira para p = 0,1. Para p =
2, levando em conta que qualquer bivetor em /\2 R3 pode ser escrito como
o produto estrito de dois vetores, escrevemos A, = aAb e By = cAd.
Usando-se a propriedade 3) da contragao escrevemos:

(aAb)ilcAnd)=as(bilcAnd)).
Agora, de acordo com a propriedade 2) da contragao, temos primeiramente:
bicAd)=(b-c)d —c(b-d), (4.23)

identidade que se prova como se segue. Usando-se a definicao de produto
geométrico, tem-se:

aisbAc) = % [a(b Ac) — (b Ac)al
1.1 1
= lag(bc—cb)—(be —cb)al

1
= Z[abc — acb — bca + cba].
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Adicionando-se ao lado esquerdo dessa expressao o valor

1
0= Z[bac — cab — bac + cab],

e reagrupando os termos obtemos

aibAc) = —[(ab+ ba)c — (ca+ ac)b —b(ca+ ac)+ c(ba + ab)]

B~ — |

2(a-b)c—2(a-c)b—b2(a-c)+ c2(a-b)]
a-b)c—(a-c)b,

I
—

o que prova a Eq.(4.23)
Entao usando-se novamante a propriedade 2) da contracao,

as(buslcnd)) = as((b-c)d—c(b-d))

a-c a-d
b e b-d‘ (4.24)

Comparando a Eq.(4.24) com a Eq.(4.3) concluimos
AQ_IBQ = —A2 : BQ = /12 . Bg.

A prova para o caso p = 3 é andloga a do caso p = 2 e deixada ao cargo
do leitor interessado.

4.13 A Algebra de Clifford Versus a Algebra

Exterior

Ambas as dlgebras Cf3 e /\R3, contém uma cépia de R3. Este fato faz com
que aquelas estruturas sejam instrumentos de grande utilidade em diversas
aplicagoes envolvendo cédlculos relacionados a geometria dos objetos do espago
afim (X = R3,V = R3 0). A caracteristica que distingui C/3 de /\ R? consiste
no fato de que a multiplicagdo de Clifford preserva a norma, |ab| = |a||b|
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para todo a,b € R’ enquanto |aAb| < |a||b|. A equagio |ab| = |a||b|
permite a realizacao de um nimero maior de célculos envolvendo operagoes
geométricas em R3, mais especialmente, cdlculos envolvendo rotacoes que
sao representadas por operacoes algébricas bem definidas em C/3. Tal afir-
macao ficard clara com os resultados que apresentaremos nos dois proximos
capitulos.

Exercicio 41 Mostre que o produto de Clifford de um bivetor B € /\2 R3 e
um elemento arbitrario uw € Cls pode ser decomposto como:

1
Bu =B_u + 5 (Bu —uB) + BAu.

Solugao: Desejamos provar que para B = (B), € A’ R3 e Yu € Cls temos:
Bu = BLu + Bxu + BAu. (4.25)

onde ]
Bxu = ) (Bu —uB) (4.26)

A primeira coisa que devemos recordar é que u € Cf3 pode ser escrito como
u = up + uy + ug + us, (4.27)

com u; = (u;); € /\Z R3,i=0,1,2,3. Agora note que podemos escrever
BUO = BJUO + BXUO + B/\UO (428)

uma vez que a defini¢do de contracao a esquerda B_uy = 0,
1 1
Bxuy = 5 (BUO - UBU) = 5 (UoB - UQB) =0 (4.29)

e BAuyg = Buyg.
Observe também que podemos escrever

Bul = BJul + B><u1 + B/\Ul (430)

De fato, da definicao de contragao a esquerda B_uu; = 0 e levando em
conta que

1
BAu, = 3 (Buy +u1B) (4.31)
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e da Eq.(4.26) , temos:

1 1
= BXUl + B/\u1 = BJUl + B><u1 + B/\Ul (433)

Calculemos agora Bus. E 6bvio que BAu, = 0. Agora, a contraco a esquerda
entre w,v € \ R pode ser obtida a partir do produto exterior e do produto
de Clifford pela férmula (ver 4.20)

wov = [w A (veis)] ey (4.34)

Assim no caso particular w = B, v = uy temos que useqa3 € /\1 R3 B A (ugeqas) €
A’ R? e finalmente

0
Buy = [BA (uzeras)] ey € \ R~ R (4.35)

Por outro lado usando a definicao do produto exterior entre bivetor e vetor
Eq.(4.31), temos:

1
BA (Ugelzg) = — (BU26123 + UQelggB) (436)
2

e entao sendo que i = ejp3 comuta com bivetor, isto ¢, iB = Bi podemos
escrever a Eq.(4.36) como

1
BA (u2e123) = 5 (BUQ + U,QB) €123 (437)

e portanto obtemos a identidade

1 _
B_IU2 = 5 (BUQ + UQB) €123 81213 (438)

1
= 3 (Bug + uoB) e123e1_213
1

Desta maneira levando em conta que podemos escrever

1 1
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recordando que BAus = 0, temos
BUQ = BJUQ + BXUQ + B/\Ug (440)
Investiguemos finalmente Bus. Notemos de imediato que BAuz = 0. Agora,

BLus = [BA (uzeins)] ey
[BA (usi)]i™?, (4.41)

e como ugi € /\0 R3, usando a definicao do produto exterior de bivetor por
vetor e o fato iB = Bi, temos:

BA <U3i) = (BU31+U31B)

1
2
1

e portanto

B_IU3 = (BU3+'LL3B) 1:| iil

E
2
1 1
5 (BU3+U3B) 11
1

Assim

1 1

= BJUg + BXUg + B/\U3_
Finalmente somando-se as Eqgs.(4.30), (4.32), (4.39) e (4.44) temos:

B(UU+U1—|—’M2—|‘U3)
= Bl(up+ up + us +u3) + BX (up + up + ug + us) + BA (ug + ug + ug + u3)

ou seja,
Bu =B_u + Bxu+ BAu.

Exercicio 42 Seja Ay € /\k R3. Mostre que seu dual de Hodge xA}, é dado
por:
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*Ak = Akl,

onde
. ~ k(k—1)
1:e123eAk: (—1) 2

Solugao: Aqui, mostraremos tal resultado somente para a € /\1 R3, deixando
os demais casos para a verificagao do leitor interessado. De acordo com a
definicio de xa devemos ter para Yb € A" R?

bAxa=(b-a)e, Ne; ANes=(b-a)i

Agora, como ai = a_i é um bivetor, devemos ter levando em conta ainda que
ai = ia, que:

1
bAai = §(bai + aib)

1
— S (batab)i
= (ba>i7

0 que prova o que querfamos demonstrar.
Exercicio 43 Mostre que uiv = x (%! (v) A @).
Solugao: Para mostrar que
uw =x(x"(v)Aa), (4.45)
note primeiramente que designando-se i = €123 podemos escrever
« 0 NR—NTTR
u — ku = ui

Note também que sendo
* (xu) = u, (4.46)

devemos ter
*x = i (4.47)
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Agora, tenha em mente que provar a féormula para u = u, € A"R3 e v =
v, € NTR? & suficiente, pois parau = u, e v =1 vs, comu, € \"R3e

vs € N°R3, 7,5 =0,1,2,3 temos

Agora, uma vez que i! =7 = —i, e de acordo com a Fq.(4.20)

Exercicio 44 Mostre usando a Eq.(4.20) que 1.u = u para todo u € \ R3.

ULV =D Uy 0.

T,

Up Vg

I
s
§§ > > > >

<
_Q

>
~
1

= [up A (vg2)]
= *[(i0y) A 1]
= % [*_1 (vg) A ﬂp]

Solugao: Da Eq.(4.20) escrevemos:

Assim,

Lou = (LA (ui))i™.

(LA (ui))i™t = (ui)i™' = uii”

1

CAPITULO 4. BIVETORES E A ALGEBRA EXTERIOR



Capitulo 5

As Matrizes Spin de Pauli e
Spinores

O experimento de Stern-Gerlach! realizado em 1922, mostrou a deflexao de
particulas elementares carregadas quando tais particulas, por exemplo, um
feixe de életrons, atravessava um campo magnético nao-uniforme. A de-
flexao observada foi a de que o feixe se dividia em duas componentes. Tal fato
foi interpretado teoricamante atribuindo-se aos elétrons nao somente uma
massa e carga elétrica, mas também uma nova propriedade, o spin ao qual
estd associado um momento de dipolo magnético. A descricao matemédtica
(usando-se a Mecanica Quantica) do spin de um elétron estd intimamente
associada a élgebra de Clifford C/3 e o grupo Spin(3)C C/3. Para entender-
mos tal afirmagao, recordemos que os textos de Mecanica Quéantica iniciam o
cépitulo sobre spin dizendo que Pauli?, um dos pioneiros na descricao desse
novo estado quantico, introduziu um conjunto de trés matrizes oy, 02, 03 (as
matrizes de Pauli), que desempenham um papel de destaque na teoria do
spin do elétron. Tais matrizes sao:

o B o N CHLA R

Elas satisfazem:

0109 = io3 (permutagao ciclica) (5.2)

1Otto Stern e Walther Gerlach.
2Wolfgang Ernst Pauli (1900-1978), fisico austriaco.

91
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e a relacao de anti-comutacao
oo+ 0x0; = 20,1, (5.3)

onde na Eq.(5.3) I se refere a matriz identidade bidimensional.

5.1 Vetores Unitarios Ortogonais e Base Orto-
normal

O espaco vetorial euclidiano tridimensional R? possui infinitas bases orto-
gonais, cada uma delas formada por trés vetores unitarios. Seja {e;,eq, es}
uma tal base. Como ja sabemos, a dlgebra de Clifford C/3; de R3, ¢é a dlgebra
real associativa gerada pelo conjunto {e;, e;, e3} quando os elementos de tal
conjunto satisfazem as relacoes

2 2 2
el — ]_, 62 — 17 83 — 1,
€€y = —€3€; €163 = —€3€; €383 = —€3€;.

Recordamos ademais que Cl3 é 8 - dimensional, com uma base formada pelos
elementos:

1 escalar
€1, €y, €3 vetores
ejey, eje3 ese; bivetores
ejese; elemento de volume

Assim, um elemento arbitrario v € Cf3 é uma soma de um escalar, um
vetor, um bivetor e um elemento de volume, e pode ser escrito como?

u=ca+a+bejs+ Bepns, coma,f EReabecR. (5.4)
Exemplo 45 Calcule o produto ejseqs.
Solugao: Por defini¢do ejpej3 = (eeq)(ere3) pela associatividade
(e1e2)(e1e3) = ejeqe;es.

Aplicando a anti-comutatividade e substituindo €? = 1, temos e ese ez =
—e1e1e23 — —eges3.

3Lembrando que o dual de Hodge associa vetores a bivetores.
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Observagao 46 Unidade imagindaria. Os trés bivetores €€y, €1€3, €x€;3
representam unidades de planos orientados e também sao geradores de ro-
tacoes mos planos coordenados correpondentes. FEles partilham wma pro-
priedade basica da unidade imagindria, qual seja, (e;€;)* = —1 para i # j. O
elemento de volume orientado e esez também partilha a propriedade bdsica
da unidade tmagindria, (916263)2 = —1, e além disso ele comuta com todos
os elementos em Clsz. Como vimos no capitulo anterior, a unidade de volume
orientado representa o operador de dualidade.

5.2 Representagao de C/3; em Mat(2,C)

No que segue denotaremos o conjunto das matrizes 2 X 2 com entradas com-
plexas por Mat(2,C). Consideraremos tal conjunto (i.e., Mat(2,C)) como
uma algebra real. Tal significa que o espago linear dos elementos de Mat(2, C)
¢ um espago vetorial sobre R. O produto na algebra real Mat(2,C) é o pro-
duto matricial. As matrizes spin de Pauli, o;, ¢ = 1,2,3 introduzidas na
Eq.(5.1) juntamente com a matriz I geram a dlgebra real Mat(2,C) uma vez
que qualquer U €éMat(2, C) pode ser escrito como

U = CL()I + 23:1 CLjO'j.

As matrizes 0;, i = 1,2,3 satisfazem (como se verifica trivialmente) as
propriedades:

o = o3=o05=1,
0109 = iUgZ—UzUl,
0301 = 103 = —0103,
0203 = 101 = —0303,

que sao anslogas as propriedades satisfeitas por e, ey, e5 € R3 C Cls.

A correspondéncia e; ~ 01, e, >~ 09, €3 >~ 03, estabelece um isomorfismo
entre as dlgebras reais C/3 e Mat(2,C), com a seguinte correspondéncia para
os elementos da base de C/s:
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Mat (2, C) Cls
I 1
01,02,03 €1,€2,€3
0102,0103,0203 | €1€2,€1€3 €3€3
010203 €1€2€3

A principal diferenga entre a dlgebra de Clifford C/; e a dlgebra das ma-
trizes Mat(2,C), ¢ que em C/l3, distinguimos o subespago dos vetores R3
onde o quadrado de um vetor é igual a sua norma ao quadrado, ou seja,
r? = |r|*. Na dlgebra das matrizes Mat(2, C) nfio ha nenhum subespaco com
tal distingdo. Em vez disso, escolhe-se (veja mais abaixo) o conjunto das
matrizes hermitianas de traco nulo, para representar o R3, o que adiciona
uma estrutura extra a Mat(2, C).

Exemplo 47 Podemos escolher, para representar a anti-comutatividade de
vetores unitdrios de R3, no lugar das matrizes de Pauli, as sequintes
matrizes:

Exemplo 48

13 5 (0 —i 1[5 -3
=7\s —3i)"=\; o0)"™=4\=31 —5)°

onde u; = %(501 + 30109) ,us = 09, u3 = }1(503 — 30903). Estas matrizes
sao nao-hermitianas mas satisfazem

Note que ujuy = }1 (50109 + 301) € uguy = —}1 (50109 + 301) = —uqus.

5.3 0O Centro de C/;

O elemento ej93 comuta com todos os elementos de C/3. Mais geralmente, os
elementos da forma

T+ 0

comutam com todos os elementos de Cl3. A subdlgebra dos escalares e 3—vetores

R@/\3R3:{x+ye123]x,yER},
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é o centro de Cl3, ou seja, tal subdlgebra contém todos os elementos de C/3
que comutam com todos os elementos de C/3. Note que 010503 = il. Haja
visto que ejeses = —1, o centro de Cl3 é isomorfo ao corpo dos complexos
C, i.e.,

Cen (Cls) =R @ \°R® ~ C.

5.4 A Subdlgebra Par C/3

Os elementos 1 e e, €13, €23 S0 como ji sabemos, elementos pares de C/3.
Eles sao representados pelas seguintes matrizes:

w41z 1wty

W + Teo3 + Y€ + 2€19 = | . .

23 T Y€s1 12 ir—y w—iz

Ademais, os elementos pares formam um subespaco real

R@A2R3 = {w+ zey3 +yes + zen | w,x,y, 2 € R}
~ {wl + zioy + yios + zios | w, x,y, 2z € R}

que é fechado para a operacao de multiplicacao. Portanto, o subespaco
R /\2 R3 é uma subélgebra, chamada a subélgebra par de C¢3, que denotada
por C/4. Esta subdlgebra par como ji mostramos é isomorfa & dlgebra dos
quatérnions H. Aqui recordamos, uma vez mais, aquela importante corres-
pondéncia que permitira estabelecermos que C ® H ~ C/;.

H
i —ey
j o —es
£ —ep

Observacao 49 A dlgebra de Clifford Cl3 contém duas subdlgebras, o centro,
que € isomorfo aos complexos C, e a subdlgebra par, que é isomorfa a dlgebra
dos quatérnions, e podemos escrever:

1) ab=ba paraac Ce beH,

2) Cl3 & gerada como uma algebra real por C e por H,
3) (dim C) (dim H) = dim C/3.

Das trés observacoes temos imediatamente que
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5.5 Involucoes em C/;

A algebra de Clifford possui trés involugoes semelhantes a conjugagao com-
plexa.
Tomando um elemento arbitrario u € Cls3 e escrevendo-se

u = <u>0 + (u); + (u)y + <U>3= (5.6)

introduzimos as seguintes involugoes:

0 = (u)g— (u); + (u), — (u); involucdo graduada, (5.7)
i (u)g + (u); — (u), — (u)5 reversao, (5.8)
o = (u)y— (u); — (u), + (u), Clifford-conjugado. (5.9)

Como ja vimos anteriormente, a Clifford-conjugado ¢ uma composicao das
duas outras involugoes:

—~ —~

u= (i) = (<u>0 — (u); + (u), — <u>3)~: <U>0 —(u); — (u)y + (u>3 = ().

A correspondéncia 01 ~ e;,09 >~ e3,03 ~ e3 fixa as seguintes represen-
tagoes para as involugoes:

N a b . d* —c* - a* c* _ d —=b
o= c d U= -b*  a* U= b* d* U= —c a )’
a,b,c,d € C. (5.10)

onde o asterisco denota a conjugacao complexa. Observamos que a reversa
@ é representada pela matriz hermitiana conjugada u' e a Clifford-conjugado
u ¢ representada pela matriz u~'detu € Mat (2,R), desde que a matriz u
seja inversivel.

A involugao graduada induz uma graduagao par-impar em C/3, isto &,

Cly = Cly & Cl; . Note que
U= (u)g — (u); + (u)y — (u)z = ((w)y + (u)y) — ((u); + (u)3)

A involugao graduada, pode ser usada para estender a norma de R? para
todo os elementos de Cls:
2 ~
[ul® = (ui),

A norma de

U = Uy + U1€1 + Uges + Uzes + U12€12 + U13€13 + Ug3€93 + U123€123 (511)
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pode ser obtida como:

Jul” = Juol* + [un|* + [ual® + [us|* + [ura]* + Juas|* + [uss|” + [urss]*  (5.12)
A norma satisfaz a inequacao:
luv| < V2 |u| |v| para u,v € Cls. (5.13)

A conjugacao pode ser usada para se determinar o inverso de u € Cl3. Temos
imediatamente que se uu # 0,

(5.14)

Note que elemento ufi = @u estd no centro R @ A*R3 de Cls.

Exemplo 50 Mostre que cada elemento par nao nulo em Cl3 ¢é inversivel.

Solucao: Seja u um elemento ndo nulo arbitrdrio em C/5 = R @ /\2 R3, tal
que

w1z 1wty
U =W+ x93 + yesz + z€15 = | . 7, zy,z,weR
=y w—1z
Queremos mostrar que u é inversivel.
eSeu=w#0e x=y=2z2=0 ¢ trivial, pois w € R e todo elemento
nao nulo em R ¢é inversivel.
e Suponhamos w, z,y, 2 € R*. Procuramos v € C/4, tal que
. , u
uv =1, isto é, v = —,
i
0=w— _ _ =2 2 2 2 A
temos que u = w — xe93 — Yye3; — €13 € uu = w” + r° + Yy + 2°. Assim

w — xTez3 — Y€z — 2€j13
w2 + ZL’2 + y2 + 22

wl + xioy + yios + 2103
w? + x2 + y? + 22

v =

12

1 w—1iz —ir—y
w2+ a2+ Y2422\ -ty wHtiz ’

deste modo, estd demonstrado que todo elemento nao nulo de C/3 é inversivel.
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Exemplo 51 Mostre que a norma sobre Cls, definida por |u]2 = (ut), , con-
corda com a norma dada por |u|> = (u,u) onde o produto bilinear simétrico
é determinado por

(o, B) = af para o, €R

(a,b) = a-b paraa,bcR?
e por
X1°yr -+ X1°Yk
(X3 A AXg) - (Y1 A AYE) = : : (5.15)
Xe Y1 - Xp Yk
em \"R3, k>2.
Solugao: Escreva
u = a+a+ bi+fi. (5.16)
Entao
utt = (o + a+ bi+fi)(a + a — bi—fi) (5.17)
= a? + %+ a% + b? + 2aa+26b+2a x b,
e

(uit), = o® + f* + a’ + b (5.18)

Agora, note que

(u,u) =u-u
= (o + a+ bi+fi)(a + a + bi+fi)
= o? + a’+bi-bi + Fi-fi. (5.19)

bi=bi(e; Ne; Ae3) +bA (e Ney Aes)
=bi(e; Nex Aes)
= bl(EQ A eg) + bg(eg A\ el) + b3(e1 A eg),
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onde
bi:b-ei, 221,2,3

Portanto
bi= b_ (e1 N ey A\ eg)

e usando-se a ultima férmula da Eq.(5.15) temos
bi-bi = b? (5.20)
Também

Bi-Bi= (e, Nes Aes) (e, Aey Aes)
€€ €;-€ €;-€3

=f%det | ex-€; er-€ er-e35 | =7 (5.21)
€3-€ €3-€ €3-€3

e usando-se estes resultados, a proposicao fica provada.

Exemplo 52 Mostre que a reflexao através do plano do bivetor A é obtida
por
r—r =—ArA

Solugao: O plano 7w descrito por um bivetor A é o plano ortogonal ao vetor
Ai. Ademais, podemos escrever

r=r)|+ry (5.22)

onde r| encontra-se no plano 7 e r ¢ ortogonal & 7. Evidentemente o vetor
refletido em 7 é
r'=rj—r,.

Agora calculemos r|jA e Ar|. Temos

I‘||A: (I'HJA + 1 N A)
= I'HJA.,

AI‘”: A|_I‘|| + AA I‘”
= Al_I‘H7 (523)
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onde usamos o fato de que’ 1y A\A=AAr =0¢
I‘||_|A == —Al_I‘H (524)

temos

AI‘H = —I'HA. (525)

Analogamente

Ar, = (Air; +AATr))
I'J_A = (I‘J__IA—FI'J_/\A)

Como r; é ortogonal ao plano determinado por A, entao

riJA = riao(e Ney)
= a(r,-ee;—r, -exeq)

= 0.

Também ArLr;, =0ecomo AAr; =r; A A, temos que Ar; =r; A. Segue
que uma vez que

_ A

A 1 == E,
temos

B A

A (I‘” + I‘J_) A = (AI‘H + AI‘J_) P

1

= (ArHA + ArLA) Az

= (—I‘”AA + AAI‘J_) %

/
= —I‘H+I‘L:—I‘.

5.6 Reflexoes e Rotacoes

No espago euclidiano R? os vetores® r eara™! = 2 (a- r) a~! —r sdo simétricos

com respeito ao eixo a. O vetor oposto & ara~! ¢ dado por:
1 a-r

=r—2—-a

—ara ,
a2

4De fato podemos sem perda de generalidade supor que 7 é o plano determinado por
A = a(e; A es) (o € R) para alguma base {ej, ez, e3} de R3. Nestas condigdes como
r| = fe; +vez (8,7 € R) segue que ry A A = 0.

Use a definicdo do produto de Clifford onde ar + ra =2a - r.
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que é obtido refletindo-se r no plano aejss.

a
A
ara’ I .
|
|
\ / |
ae,, . |
[
|
-ara™
Figura 21

Considere um vetor a = a,e; + asey + ases e o bivetor aejp3 = ajes3 +
ase31 + azex que é o dual de a. O vetor a tem quadrado positivo

a’=lal*, |a|=\/a}+a}+aj,

mas o bivetor ae;s3 tem quadrado negativo

(8‘9123)2 = = |a|2 :
aeig3 — :l: — ]a|2
aeje3 — + \a\ 1.

Segue disso que pondo

a=lal, a=an,
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podemos escrever

1 1, . L.
exp (ai) = 1+a1—|—§(a1)2+g(al)g—i-ﬁ(al)él—i—'--
= 1 . 1 2 1 3., 1 4
= +an1—§a —ﬁa n1+aa + -

1 2 1 4
(ke ke

. L4
+1n oz—ﬁoz +

.a .
= Cos« + 1—sln o,
o

ou

a .
exp (aejg3) = cos o + elgga sin qv.

Uma rotacao espacial do vetor r = xe; + yey + ze3 no sentido anti-hordrio
em torno do eixo a por um angulo « é dada por:

1
r—srs t,  s=exp (—538123) (5.26)

onde expandido-se em série de poténcias como fizemos com exp (aejs3) obte-
mos imediatamente que

s = (cos% — 61232 sin %) : (5.27)

Definimos também a rotagao de um multivetor A por um angulo « através
do plano cuja normal ¢ a (o eixo de rotagdo) pela expressao:

1 1
Al = exp (—538123> Aexp (58.8123) . (528)

Exemplo 53 Seja a = ae3 e seja v = e cos + eysinf. Temos

. L.
v = exp(—§me3)vexp(§a1e3)

a a « «
= (cos 5 ies sin E)v(cos 5t ies sin §>

( o, . OZ)( Oé+. . 04)
= (vcos— —iegvsin —)(cos = + iezsin —
2 2 2 2
Oy . o a ., a o L,
= v(cos 5) + ives COS§SII1§—163VSID§COS§—|—63V63(SID 5)
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Agora,
esvez = e3(eq cosf+eysinf)e; = —v,
e
2 & .o O
V COS” — + egvessin® —
2 2
Q e
= v <cos2 — —sin? —>
2 2
= Vvcosa
= cosfcosae; + sinf cos aes.
Também,
. o . . e
ives cos — sin — — iegvsin —
2 2 2

1
= 2i§(ve3 — e3V) cos % sin %

= i(vAes)sina
= i(ejezcosf + eressinf)sina
cos f sin cvey — sin 6 sin ey
Usando-se estes resultados temos finalmente
, 1, 1,
v = exp(—ialeg)v exp(ﬁaleg)

= (cosfcosa — sinfsin a)e;
+(sin 6 cos a 4 cos O sin ov) ey
= ejcos(f + a)+ eysin(f + «),

uma formula bem conhecida.
Exercicio 54 FEncontre a exponencial de u = o + a + bejoz + Se123.

Solugao: Vamos calcular e* onde

u=uoa+a+ belgg + 66123, (529)
a,BeR, abeR

Antes de mais nada para simplificar a notagao escreveremos como ja usual

i= €193, (530)
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e observamos que (« + (i) comuta com todos os elementos de Cl3. Assim,
(note que Cl3 ~ Mat(2,C)) podemos escrever

oU — pla+Bi) atbi
_ o0 pfigathi
— (cosh o 4 sinh &) (cos 3 + isin 3)e® P (5.31)
Temos que .
Gathi _ ZO (a ‘;:Ol)n (5.32)
Agora, !

(a+ bi)’ = a’ + abi + bai — b?
1
= (a’>~b?) + 2§(ab+ba)i
= (a’~b?) +2(a- b)i
=7+ 8=\ (5.33)

Portanto quando A # 0, temos:

AP =14 (a4 b1)+ A2 + 3|/\2(a - b1)+4lA4 - 5'>\4(a +bi) + ...
+ bi)
1 )\2 Lyy & EES LS
( HTRIRT )+ ) ( TR
2n a+ bl oo 2n+1
=1
* Z (2n)! nZ: 2n +1)!
=1+ cosh A + (a+ bl) sinh A, (5.34)
e finalmente
. . . (a+bi) .
e" = (cosh a 4 sinh av)(cos 5 4 isin 5)(1 + cosh A + ) sinh A\) (5.35)

Quando A = 0 temos obviamente que
e = (cosh a + sinh o) (cos 5 + isin 3)(1 + a + bi). (5.36)

Exemplo 55 Mostre que |uaii| = |u|”|a| para a € R®,u e R @ A\°R3.
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Solugao 56 Desejamos mostrar que para a € R? e u € (R + /\2 R3) temos:
luail] = |ul*[a] .
Primeiramente escrevemos que
u=a+wi, acR, weR3 ie/\3R3, iZ=—1. (5.37)
Portanto
utl = (a® + w?) € R, (5.38)
lu| = Va2 + w2, (5.39)
e levando-se em conta que uu é escalar, podemos escrever

uauuat = uuuaau
= (&’ + w?)ua’a
= (&® + w?)uta’
(vai)? = (a® + w?)%a’ € R (5.40)

Agora

luat| = 4/ (vatuan), = \/(a? + w?)2a?
= /lul"a]” = |ul* [a]. (5.41)

Exemplo 57 Seja x,y,z € R?. Calcule (xyz), e (Xyz),.
Solugao: Usando a definicao do produto de Clifford podemos escrever:

(yz+yAz)=x(y z)+x(yAz)

Xyz = X
x(y-z)+xu(yANz)+xA(yAz)
X

(y-2)+ (x-y)z— (x-2)y +xA(yAz), (5.42)

onde usamos a identidade xi(y Az) = (x-y)z — (x-z)y. Da Eq.(5.42)
temos diretamente que

(xyz), =x(y -z) + (x-y)z - (x-2)y,
(xyz); =x A (y Nz). (5.43)
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5.7 O grupo Spin (3)

A dlgebra de Clifford C/¢3 pode ser usada para se construir o recobrimento
universal do grupo de rotacdes SO(3) de R?. Um vetor x € R® pode ser
rotacionado usando-se a férmula

R?* - R? x> p(s)x =sxs ", (5.44)
onde s é um elemento do grupo

Spin(3) ={s€Cl;3|ss=1, §s=1}. (5.45)

O grupo Spin (3), 1&-se grupo spin 3, é um recobrimento duplo do grupo
de rotagoes SO(3). Da Eq.(5.44) tem-se imediatamente que s e —s geram a
mesma rotacao.

Esta observagao mostra imediatamente que existe um homomorfismo 2—1
entre Spin (3) e SO (3). Ademais temos o isomorfismo

Spin (3)
{1,-1} ~

5.7.1 Spin (3) ~ SU (2)

Dada uma representagdo matricial de Cl3 em Mat(2,C), mostraremos que
existe um isomorfismo entre o grupo Spin(3) e o grupo especial unitdrio
SU (2), definido por:

~ 50(3).

SU(2) = {S €Mat(2,C) | STS =1, detS=1}.

Para provar nossa afirmagao, recordemos que a rotacao do vetor r =
xre; + yey + zeg em torno do eixo a no sentido anti-hordrio por um angulo
o = |a| & dada pela eq. (5.26) r—1’' = srs™!, com s = exp (—1aeiss).
Observe agora que sendo, s = exp (—%aelgg), temos imediatamente que

§=s51=35,

uma vez que § = exp (—%aelgg) = exp (%39123) = s~ 1. Portanto

1
s = exp (—§ae123> € Spin (3).
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Por outro lado, u € Cl4 ¢ tal que

U = Ug+ Uz€12 + U31€31 + Uz3€93

Up + Uil ug1 + Ugst
—uU3] + U3l Up — Up2l

_ (wr —wy
we  wi )’

onde wy = uy + U9t € wy = —ugy + uszi, temos que, por (5.10 )
o s () ()
—Wy W1y Wa w1
- 10
~\0 1)

|'lU1|2 + |'lU2|2 = det (wl _Uiz) = 1.
Wa w

ou seja,

1

Voltando a expressao (5.28), notamos que tanto s = exp (%aemg) como
—S = —exp (%36123) descrevem obviamente a mesma rotagao.

Com isso, estabelecemos um isomorfismo Spin (3) ~ Su (2).

Para um elemento arbitrario S € SU (2) a fungao X —p (S) X = SXS~1eé
uma rotacao no espaco vetorial real das matrizes hermitianas de traco nulo®,

{X € Mat (2,C) | trago (X) =0, X' =X} ~R?

Todos os elementos em SO(3) podem ser representados por matrizes em
SU (2) . O grupo SU (2) ¢ o recobrimento universal (e duplo) do grupo SO(3).

5.8 Spinores de Pauli

5.8.1 Spinores de Pauli Covariantes

Os spinores de Pauli covariantes sao elementos de um espago vetorial 2—dimensional
complexo C?, equipado com uma métrica spinorial

B:C*xC*—C, B(V,0) =0T, (5.46)

6X € Mat (2,C) com traco nulo pode ser escrito como X = Y°

j=1%;j0; e pode ser

pensada como a representante em Mat (2,C) de x € R3.
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onde s 5
_ 1 _ 1 T * *
\II - (¢2> ) (I) - (sz) ) (I) - ( ¢1 ¢2 ) (547)

Note que
VI = [oy |+ [, (5.48)

Um spinor de Pauli é dito unitdrio se U1W¥ = 1.
Ademais, note que se U € SU(2) entao

BUY, UD) =dUTUY ='W = 3(U, D), (5.49)

i.e., a métrica é invariante sob a agado do grupo SU(2). O espago é dito o
carregador da representagio fundamental D'/? do grupo SU(2). Tal significa
que quaisquer que sejam Uy, Uy € SU(2) entao

Ul(UQ\II) - (UlUQ)\I[

5.8.2 Spinores de Pauli Algébricos

Nosso interesse aqui é revelar a natureza geométrica secreta de um spinor
de Pauli ¥ € C?, e em particular dos spinores de Pauli unitdrios. Tal serd
feito, como veremos, obtendo-se uma representacao de W na dgebra C/ls.
Primeiramente escrevemos ¥ como.

¢1> (041 + i51>

U = = . 5.50
(wz ay + i3y ( )
onde a;,3; € R, i = y/—1. Em seguida fazemos correponder ¥ € C? a
U’ € Mat (2, C) por

250 — (Zl) - — (Zl 8) € Mat (2, C) (5.51)
2 2

Assim podemos expressar o espaco vetorial dos ¥’ como o ideal & esquerda’

S = Mat (2,C) Fy, onde F} = Fj, ¢ um elemento idempotente minimal de
Mat (2, C).

"Um ideal & esquerda S da dlgebra Cls, é o conjunto dos elementos de C/ls tais que
xi € S,Vx € Cl3,Vi € S.
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O ideal S pode ser considerado como um espago vetorial real com base

{F()?Fl,FQ,Fg} onde
10

R o= ((Z) 8> (5.53)
P, — (_01 8) (5.54)
Py = (é 8> (5.55)

=32 k. (5.56)

Assim escrevemos

Exercicio 58 Encontre a relagao entre os a;, 1 =0,1,2,3 e 0s 9;, j = 1,2.

Solugao: De (5.51) e de (5.52),(5.53), (5.54),(5.55) e de (5.56) temos que:

. 10 0 0 0 0 i 0
¢ = afo o) (0 ) e () em o)

Uy 0)
, logo
(% 0)> "
ap+1a3 = Py e —ag+ia; =, [ |
O ideal S pode ser posto em correspondéncia com o ideal S = Clsfy

C Cl3 onde f¢ = fy ¢ um elemento idempotente de Cl3. Escolhemos aqui
fo= % (1 4+ e3) pois temos imediatamente a correspondéncia

fo—%(l—i—eg)z((l) 8>—F0

O ideal S C Cl3 é um ideal minimal em C/3, pois os unicos ideais a
esquerda que ele contém sao os ideias S e {0}. Ademais, S como um espago
linear real, possui uma base { fo, f1, f2, f3} onde
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f(] = (1"‘93)2(3 8),

i = (6234‘82)2(? 8>,
f2 = 5(31—91)2(_01 8);

1 0
f3 = §(el2+6123)2(8 0).

— N = N

Assim, definiremos como o representante v € S de W € Cy ou de V' €
Mat (2, C) Fy o elemento ¢ € Cl3fy dado por

=3 aifi (5.57)

Agora, antes de prosseguirmos registramos um fato notdvel, qual seja: o
subconjunto de C¢3 dado por

szC@f:{(S 8):cFo|c€(C}

¢ um subanel de C/3 com unidade f, isto é, af = fa para a € F. Nenhum
elemento de F, em C/3 ¢é inversivel. No entanto para cada elemento nao
nulo ¢ € F, hd um tnico b € F, tal que ab = f. Assim, F é um anel de
divisao com unidade f Como uma dlgebra real de divisao bidimensional, F
deve ser isomorfo a C. O isomorfismo F ~ C ¢ dado pela equagao f2 = —f,
relacionando os elementos da base { fo, f3} da dlgebra real F.

5.8.3 Spinores de Pauli Operatoriais e Rotagoes
Seja A € Cl¢3 dado por
A= ag + a1€1 + ases + azes + ajae1€s + a13e1€3 + as3eses + areijeqes, (558)

onde os coeficientes sdo nimeros reais. A representagdo matricial em Mat (2, C)
deste elemento é:

A — <ao +asz+i(a2 +ar) ay —az+i(—ag + 6@3) _ <¢1 ¢3) (5 59)
a; + aig + i(as + ag3) ag — az +i(—a2 + ar) 1y Yy ’
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O elemento A € Cl3 gera o spinor dlgebrico ¢ € Clsf, dado por (pondo
i= 618263)3

v = Afo
= [ao + a3 +i(a1z + a7)]fo + [a1 + a13 + i(az + ags)]e fo
= [ao + as + i(Cng + a7)]f0 + [(al + alg)el + i((lg + agg)el]fg (560)

cuja representacao matricial em Mat (2, C) é dada por

. (Z; 8) | (5.61)

Para entendermos como os spinores estao associados com rotagoes vamos
provar agora a proposicao.

Proposicao 59 Dado qualquer A € Cls existe Q € Cl3 tal que
Afo=Qfo (5.62)
Prova: Um elemento genérico X € C/; tem a forma

X = To + T12€1€9 + Ti13€1€e3 + Tozeses (563)

= xo+ I’uieg — ZL‘lgieg — ngiel.

Xfo = (.130 — ngiel — :1:13ie2 + 2712i€3>f0. (564)
Levando-se em conta que:
esfo =e3, exfg=iefy (5.65)
podemos escrever:

Afo = [(ao+ asz) +i(a12 + ar)es] fo + [(a1 + ai3)er + (a2 + azs)e,] fo
= [(ap+ a3) + (a1 + aiz)e1 + (a2 + azs)e, + i(a12 + ar)es) fo.

Também, comparando X fy com Afy na Eq.(5.60) temos imediatamente que
os coeficientes de () devem ser:

ro = ag+as, To3=—(a12+ar),

13 = —(az+as), 12 = (a12 + ar),
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0 que prova a proposicao.ll

Note que todo Q,Q € Cl4 tem a seguintes representacoes matriciais em

Q,Q € Mat (2,0C),
a-(; )a-(5, )«

Portanto se a norma de QQ) = 1 temos imediatamente que det Q = + 1.

Agora, recordamos da Secao (5.4) que C/3 ~ H, a dlgebra dos quatérnions.
Portanto acabamos de provar que a todo spinor de Pauli ¥ € C? pode-se
associar um spinor dlgebrico 1 € Cl3fy e também um elemento Q € C/3 que
& o representante em C¢; de um quatérnion ¢ € H.

Definigao 60 O elemento Q € Cl3 que satisfaz as condi¢oes acima é dito
um spinor operatorial.

A razao para este nome, ficara claro no que se segue, mas antes recordemos
por completeza que a métrica spinorial é representada em C/3 pela aplicacao

B:Sx8—C, B,e)= {1, (5.66)

como se pode verificar sem grandes dificuldades.
Se u € Spin(3) é claro que

B (upp, up) = (Yitu Yo = () = B (¥, ¢) . (5.67)

Obviamente, a um spinor algébrico unitdrio ¢ € Cl3f, corresponde um
spinor operatorial u € C/4 unitdrio (que é o representante em C/{7 de um
quatérnion unitario ¢ € H), cujo quadrado da norma é tu = au = 1 e gqg = 1.
Como o espago dos quatérnions unitérios é Spin(3) chegamos a conclusao nao
trivial de que os spinores algébricos que sao uma representagao especial dos
spinores de Pauli unitarios nada mais sao que rotacoes.

Quando um spinor algébrico (¢ € Cl3fy correspondente a ¥ € C?) nao é
unitdrio, ele tem como sabemos a forma

Y= Qfo-

Sua representagdo em Mat (2, C) é a matriz

(0
Q‘(wz w{)
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Se QQ = p # 0, podemos escrever
Q= p"u,
onde u ¢ um ‘quatérnion’ unitario que pode ser escrito como
u= exp(§9in),

onde n € R3? é um vetor unitdrio e § € R. Portanto dado um vetor v €
R3 — Cl5 temos que

~ 1 1
QvQ = pexp(éﬁin)v exp(§9in).

Mas j4 vimos na segao (5.7.1) que uva produz uma rotagao do vetor v.
Assim, concluimos com um resultado nao trivial. Um spinor rotaciona
um vetor e depois o dilata![6]



Capitulo 6

Quatérnions

William Rowan Hamilton (1805 — 1865) pesquisou por trés décadas um sis-
tema para a andlise do espaco tridimensional que culminou com a descoberta
dos quatérnions em 1843, sistema esse, que é nada mais nada menos, que um
dos principais sistemas da andlise vetorial. Estes objetos também estavam
implicitos nos trabalhos de Olinde Rodrigues de 1840 ( veja [1]). Neste Capi-
tulo vamos apresentar mais alguns resultados sobre os quatérnions que em
particular revelam a origem do produto vetorial introduzido por Gibbs e
Heaviside.

6.1 Quatérnions Como Numeros Hipercom-
plexos

Como ja sabemos do Capitulo 3 onde identificamos o corpo dos quatérnions
com a subdlgebra par C/; , estes objetos representam uma generalizagao dos
nimeros complexos. Neste capitulo estudaremos os quatérnions como ori-
ginalmente inferidos por Hamilton, i.e., como um sistema de ntimeros hiper-
complexos, i.e., ¢ € H se escreve ¢ = w + ix + jy + £z, onde as generalizagoes
da unidade imagindria sao os quatérnions 1i,j, €, que satisfazem:

=8 = —ji; je=i= b ti=j=—it,
ijt=—1

115
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Dadas estas propriedades, verifca-se imediatamente que a multiplicacao quater-
nidnica é associativa mas nao é comutativa.

No que se segue, neste capitulo, as generalizacoes da unidade imaginadria,
i,j, & serao denotadas também por i, j, k, dependendo se enfatizarmos a agao
destes objetos sobre geradores de rotagoes ou sobre vetores (translagao)!.

6.2 Parte Pura de um Quatérnion e o Pro-
duto Vetorial

Um quatérnion ¢ = w+izr+jy+kz é a soma de sua parte real Re(¢q) = w € R
com sua parte imagindria Pu (q) = iz+jy+kz € R3. Os quatérnions formam
um espaco linear real 4-dimensional, H, que contém o eixo real R e o espago
linear real tridimensional R?, isto ¢, H = RGR3. Também denotamos a parte
pura de um quatérnion em negrito, i.e., ¢ =g +qcom gy € Re q=izr+
jy +kz € R3. O espaco linear real R @ R3 com o produto quaterniénico, é
uma algebra associativa sobre R dita dlgebra dos quatérnions. Escrevemos o
produto de dois quatérnions a = ag+a e b= by + b como:

ab = agby — a - b + agb + aby + axb. (6.1)

O produto de dois quatérnions puros a = iaj + jas +kas e b = ib; + jby + kb3
¢ a soma de um nimero real e um quatérnion puro:

ab=—-a-b+axb (6.2)
onde identificamos o produto escalar
a-b=ab; + asby + asbs (6.3)
e o produto vetorial
ax b =1i(axbs — azbs) + j (azby — a1bs) + k (a1by — asby) (6.4)

O espaco vetorial R? equipado com o produto vetorial

X :(a,b)—axb

LA distincdo ndo é clara, haja visto que bivetores sdio duais de vetores e geradores de
rotagoes. Também, nao confundir o simbolo i deste capitulo com o mesmo simbolo usado
em capitulos anteriores.
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¢ uma 4dlgebra’? nao associativa. O produto vetorial satisfaz as seguintes
propriedades:
(i) é anti-comutativo, i.e.,

axb=-bxa,
(ii) satisfaz a identidade de Jacobi, i.e.,

ax(bxc)+bx(cxa)+cx(axb)=0.

6.3 Quatérnion Conjugado, Norma e Inverso.

O conjugado ¢ de um quatérnion ¢ = w + iz + jy + kz é obtido trocando-se
o sinal da parte pura:
qg=w—1i—jy—kz.
A conjugacao em H é um anti-automorfismo; de fato, por (6.1), se a,b €
H, temos que:

ab = (apbp —a-b+agb + aby + a x b)

[agby — a1by — agby — asbs +ag (iby + jbe + kbs) + (iay + jas + kag) b+
+i (agbs — asby) + j (asby — a1bs) + k (a1by — azby)]

[agby — a1by — asby — aszbs —ag (iby + jbe + kbs) — (iay + jas + kas) bo+
—i(agbs — asby) — j (asby — a1bs) — k (a1by — asby)]

BC_L = (bo — lb1 —Jbg — kbg) (ao — ia1 — ja2 — kag)
[aobo — a1by — azby — azbz —ag (iby + jby + kb3) — (ia1 + jaz + kagz) by +
—i (Cl,gbg — agbg) —j (agbl — albg) — k ((llbg — CLle)]

ab = ba

Um quatérnion ¢ multiplicado por seu conjugado ¢, resulta em um mimero
real q7 = w? + 22 + y? + 22 chamado de norma de ¢ = w + iz + jy + kz. A
norma de |q| = 1/qq, isto é,

lal = |w+ iz + jy + k2| = Vw? + a2 + y? + 22 (6.5)

20 espaco vetorial R? munido com o produto vetorial ¢ uma dlgebra de Lie.
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A norma de um produto de dois quatérnions a e b é o produto de suas
normas, ou seja, |ab| = |a| |b|] para a,b € H , isso faz de H uma algebra com
norma.

O inverso ¢! de um quatérnion nao nulo ¢ & obtido por:

1 q
q = T3 ou
I
1  w—ir—jy—kz
wir+jy+ks w2+ a4y?+2?

Em particular, ab = 0 implica em a = 0 ou b = 0, que significa que a dlgebra
dos quatérnions é uma dlgebra de divisdo (ou que o anel dos quatérnions é
um anel de divisao).?

Exemplo 61 Determine a raiz quadrada do quatérnion q = qo + q.

Solucao: Escreva

¢g=q+a€H, (6.6)
r=ro+reH, (6.7)
r2:q.

Devemos analizar os seguintes casos:
(a) ¢ = qo > 0. Neste caso temos duas raizes, r = £,/qo.
(b) ¢ = g0 < 0. Neste caso existe uma infinidade de raizes. De fato, seja
u=u € R3C H tal que
lu| =1 (6.8)

Se u = uqi + usj + usk entao
lu| = \/ud+u3+us, (6.9)

uu = —(uitustui) = —1. (6.10)

Portanto, escrevendo-se
r=+/—qu, (6.11)

3 Algebras ou anéis de divisdo nada mais sdo do que corpos em que a multiplicacdo nio
é necessariamente comutativa.
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temos

7 = /= gouy/—gou =(—qo)u’ = (—qo)(—1) = qo.

(c) Agora, seja ¢ = qo + q, q #0. Neste caso devemos ter
2 2 __
ro + 2ror +1r° = qo +q,
e portanto

2, .2
Ty + 17 = qo,

2ror=q

119

(6.12)

(6.13)

Substituindo-se r = q/2ry na Eq.(6.14) e resolvendo-se a equagao bi-

quadrética, obtemos trivialmente.

o+ g
o = .
2

De (6.15) vem que

qo + |q|
= 2
q B r
_ q
r = ———.
+lq|
2 lIO2q
E da Eq. (6.6), temos
po o[ Jotld 4

(6.16)

(6.17)

(6.18)

(6.19)
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Note que tal equacao ainda pode ser escrita como

|Q|*QO
q —
I qo ; lq] n 2
+lal  /lal—
2 Qqu q2q0
qoFlq|
q —_—
_ 9 + |q| n 2
2 2 2
V0™ —as
q0Flql
_ wo+lg 4 "
2 V2
q0Flql
@o+lg 4 2
=4 + 6.20
> B (6:20)

6.3.1 O Centro de H

O conjunto de todos os elementos de H que comutam com todos os elementos
de Hl, formam o centro de H,

cen (H) = {w € H |wq = qu para todo ¢ € H} .

O centro de H, ¢ fechado para a multiplicacao e é isomorfo ao corpo dos
nimeros reais R.

6.4 Rotacoes em Trés Dimensoes
Seja r um quatérnion puro identificado com um vetor de R3?
r =iz +jy + kz € R,

de comprimento |r| = /2% 4+ y2 + z2. Para um quatérnion nao nulo a € H, a
expressao ara” ! é novamente um quatérnion puro com o mesmo comprimento
de r, ou seja:

ara”' € R® e }ara’l‘ =r|.
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Mostrar a igualdade |ara™| = |r| é simples, j& que a norma do produto de

quatérnions é igual ao produto das suas normas, isto &, |ara™| = |a| |r| |a| ™"
- -1 -1

como |a| , |a|”" € R, |a||r||a|”" = |a||a|] " |r| = |r|. Vamos mostrar agora

que ara~! € R3, onde r é um quatérnion puro e a € H.

Notagao 62 Antes de qualquer coisa vamos expressar a representacdo de
um quatérnion qualquer (a fim de facilitar futuros cdlculos) q = qo + iq1 +
jge + kgs € H, como q = (qo,q), onde gy € R representa a parte real e
q = (ig1 + jgo + kqs) representa a parte imagindria e o produto definido em
(6.1) por

ab = (ag,a) (bg, b) = (aghy — a - b, agb + aby + a x b)

Sejam entao a = (ag,a) € Her =iz + jy + kz = (0,r). Temos:

la)® ara™

- o) 0r) (22
= (ag,a)(r-a,aqor —r x a)

= [ap(r-a) —a-(apr —r x a),ap (apr —r X a) + a(r-a) + ax (ar — r X
(0,afr+2ao (a x 1) +a(r-a)+ax(axr))

= (0,afr+2a0(axr)+a(r-a)+(a-r)a—(a-a)r)

(0,afr+2ap (a x r)+2a(r-a)—(a-a)r)

Assim mostramos que

wra-t — <O, agr+2ag(a x r) + 22a (r-a)—(a-a) r) (6.21)
lal
¢ um quatérnion puro.
Em outra palavras, a aplicagao
R?* - R r+ ara? (6.22)

¢ uma rotacido no espaco dos quatérnions puros R®. Cada rotacido deste
espago, é como sabemos, representada por um elemento do grupo SO(3) e a

Eq.(6.22) mostra que h4 dois quatérnions unitdrios*, a e —a que representam

4Significa que a@ = 1, ou equivalentemente, |a|2 =1.
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~ 1 -1
a mesma rotagao, uma vez que ara " = (—a)r(—a) . Em outras palavras,

a esfera de quatérnions unitdrios,

S*={qeH]||q =1},

¢ um duplo recobrimento do grupo SO(3) , isto ¢, SO(3) ~ S3/ {+1}.

Como é bem conhecido a (hiper)esfera unitédria S* ¢ difeomérfica ao espago
topoldgico do grupo SU(2), pois ja sabemos do capitulo anterior que SO(3) ~
SU(2)/{£1}.

Para fornecer o eixo de rotacgao, consideremos um quatérnion unitério a,

la] = 1 e o escrevamos na forma a = ¢*/? onde a € R®. Note que
a2 a a . «

:cos§—|—asm§

onde o = |a|. A rotagdo r — ara™! gira r em torno do eixo a por um angulo
a. O sentido dessa rotacao é anti-horario.

e

6.5 Formula de Rodrigues

Suponhamos que desejamos compor duas rotagoes, a primeira em torno de
a por um angulo o = |a| e a segunda em torno de b por um angulo § =
|b|. Esta composicao de rotagoes é equivalente a uma rota¢do em torno um
certo eixo ¢ que deseja-se determinar. Tal problema foi resolvido por Olinde
Rodrigues em trabalho onde introduziu objetos algébricos semelhantes aos
quatérnions [1]. Para determinar ¢ basta escrever

c b a

GXP(§) = GXP(§) exp(g)

e inspecionar as partes real e puras dos quatérnions. Temos primeiramente

AN N b . B aa . «
(cos =, —sin —) = (cos = Zsing

2"y 2 2’ 3
onde a parte real do produto é

a b-a . [ . «
COS — COS — — —— sin = sin —,

2 2 Ba 2 2
e a parte pura é
aa b [ a axb [ . «

cos §sin 7 + 3 sinacos 5t Ba sinE sin 5)
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Portanto dividindo ambos os membros por suas partes reais temos:

8
2

inca b B a  axb o Baoa
Sln2a+ﬁsm2cos2+6a SN 35 SN 5
B a__bao B
COS 5 COS 5 B sin 5 sIn 5
8

a axb _:
§COS§ —+ 5—aSln

C ol COS

Bginaa o b
005251112&—1—58111
8

b- B
cos 5 cos 5 (1 — 22 tan 5 tan §)

Bgin &
281112

B cosgtangg—i-%tangcos%—l—aﬁx—abtangtan% (6.23)
= = ) )
(1-— 6—;‘tan§tan 5)

6.6 Representacao em Mat(4,R) para a Mul-
tiplicacao de Quatérnions
O produto de dois quatérnions ¢ = w+ir+jy+kz e u = up+iug + jus +kug

pode ser representado (como se verifica facilmente) pela multiplicacao das
matrizes

w o o—xr -y —z Uo Vo
r w —z Yy u | |wn
y z w - N N T
2 -y x W Us U3

onde qu = v. Trocando a ordem da multiplicacao, i.e., uq, o resultando
se altera, haja visto que a multiplicacao entre quatérnions nao é comuta-
tiva. Tal multiplicagao, i.e., ug = v’, pode ser representada (como se verifica
facilmente) pelo seguinte produto de matrizes

w —x —y —z\ [uo v
r w z —yllw]| [v
y —z w T ug | | v
z Yy —xr w U3 vy

Denotaremos as matrizes que representam H — H, u +— qu e H — H, u +—
uq, respectivamente por L, e R,, tais que, Lyu = qu e R,u = ug. Observe
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que
(LiLij) (u) = LiLj (ku)
= LiLj (kUO +jU1 — iUQ — U3)
= L (jkuo + jjur — jiug — jus)
= ijkuo + ijjur — ijiug — ijus
= —Ug — iu1 — jUQ — kU3
—U.
Portanto,
LiLiLy = —1.

Por outro lado

(RiR;Rx) (u) = RiR;(uk)
= R [(uok — jus + iug + kug) j]
= (uokj — juij + ugj + kusj) i
= ug + iuy + jus + kug

= Uu.

Portanto,
RiRyRy =1

Esse dois conjuntos {L, € Mat (4,R) | ¢ € H} e {R, € Mat (4,R) | ¢ € H}
formam duas subédlgebras de Mat (4,R), ambas isomorfas a H. Para dois
quatérnions arbitrarios a,b € H, as duas matrizes representativas, comu-
tam, ou seja, L, R, = R,L,. De fato, temos

(LoRy) (u) = Lo (Ryu) = L, (ub) = aub = Ry, (au) = (RpL,) (u) .

Qualquer matriz 4 x 4 é uma combinacao linear de matrizes da forma L,R;.
As observacoes acima junto ao fato que (dimH)* = dim Mat (4, R) implicam
que

Mat (4,R) ~ H x H.

Além da representacdo em Mat (4, R), recordamos do Capitulo 4 que os
quatérnions também podem ser representados por matrizes 2 x 2 com entradas
complexas:

. . w—+iz 1T+
q:w+1x+3y+kz:<. y)
=y w—1iz
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Os quatérnions puros unitdrios i, j, k sao representados por matrizes que
foram obtidas da multiplicagao das matrizes de Pauli o1, 05, 03 pori = /—1:

(0 (0N (P00
=\i o) 21 0) %o =i}

i~ioy, j~ioy, k~ios.

isto &,

6.7 Alguns Exercicios

Exercicio 63 Sejam a,b € H. Naturalmente, ab = ba implica e*e® = e+ |
mas serd que e®e® = e*** implica ab = ba ?
Solucao: Note primeiramente que
ok © 1k
a .__ a b.__ b
et = ZE =) (6.24)
k=0 k=0

Para resolvermos este exercicio lembremos que existe um isomorfismo
entre H e dlgebra do conjunto M de matrizes 2 X 2 com coeficientes reais
geradas pelas matrizes

1, I:igl, J:iUQ, K:iag, (625)

onde 1 = /—1 € C, 0,7 = 1,2,3 sao as matrizes de Pauli e 1 é a matriz
unidade 2 x 2. O isomorfismo é dado por

H g =qo+ig+je + ke «— @l +Ign+Jp +Kgs=QeM (6.26)
onde ¢; € R, 1 = 0,1, 2,3. Desta maneira definindo-se também para A € M
A AF

eh =) o (6.27)

temos imediatamente que

e’ —— eheB, (6.28)
a+b A+B
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Neste ponto recordamos de um resultado notéavel da teoria de matrizes,
a famosa férmula de Baker-Campbell-Hausdorffque estabelece a solucao da
equagao matricial (para matrizes n X n com entradas reais ou complexas):

C =In(c?eB), eheP = e© (6.29)

onde as matrizes A, B sdo tais que [A,B] # 0. A férmula é:

00 (_1)n—1 ATIBSL ... AT Bsn
C= - 6.30
Z n Z rls!---ryls,! ( )
n0 ri+s >0
1< <n

onde os primeiros termos da série sao

C,—A+B
C, = 5[A.B),
Cy = (A, [A. B]] + A, B]. B) (6.31)

e todos os demais termos envolvem comutadores de A com [A,B] e B com
[A,B]. Assim vemos primeiramante que se [A, B] = 0 entao

eAeB = ATB (6.32)
Ademais, se ocorrer que [A,[A,B]] =0 e [B,[A,B]] = 0 temos que
[A+B,[A B =0,

e portanto

€A€B — €A+B+%[A,B] (633)

1
_ (A+B_3[AB]

Do isomorfismo entre H e M podemos escrever que para a,b € H tais

que®

%[a,b] = ab — ba.
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temos
el = o tbezlat] (6.36)
Seja agora a,b € H tal que
1 .
S lab] =27 [a, a, ] = 0, b, ab]] = 0. (6.37)
Assim,
eaeb — €a+b€27ri (6.38)
Mas,
e*™ = cos 2 + isin 27 = 1 (6.39)

Assim finalmente, para este caso temos

el = et (6.40)
mas
la,b] = 4mi # 0. (6.41)
Portanto podemos afirmar que e®e® = e*** nao implica que ab = ba.

Observagao: Aproveitando a ocasiao vamos deduzir uma férmula que
fornece diretamente o produto e®e’, para a,b € H quando a? # 0,b> # 0.
Para tanto escreva

a=aa, b=/pb, (6.42)

onde

b
=2 cH,..b=— € H,
[0}

B
a=\/—(a}—at—a}—a}) €C, f=/-(B b} 13— 1})€C. (6.43)

Note que
) aa at —a?— a3 —a:
O =an=—=—" 55— 5 =L
Q (ag — af — a3 — a3)
b2 — b2 — b3 — b2
B2 =bb=0 = 0 AT B (6.44)

52 —(0f = bf — b3 — b3)
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Agora, usando a Eqs .(6.24), (6.42) e (6.44) podemos escrever

1 1 1
a_ _aa _ L oo L o33 L 44
e’ =e —1—|—04a+2!0z a —|—3!a a —|—4!a a4+ ...
1 1 1 1
=(1- 5042 + Zo/1 +..) +ala— 5043 + 5043 +...)
= cosa + asina. (6.45)
Analogamente
e’ = cos 8 + bsin 8 (6.46)
Assim,
e’ = (cosa + asina)(cos § + bsin 3)
= cosacos 3+ bcosasin 5+ asinacos S + ab sin asin . (6.47)

Proposicao 64 Suponha que A (# R) é uma dlgebra real simples e associa-
tiva de dimensao < 4 com centro R. Mostre que A é H ou Mat(2,R).

Prova: O centro de A(# R) é por defini¢ao
C={ceA |cw=uac, VxeA} =R (6.48)

Como toda dlgebra A ¢é também um espaco linear e como o problema diz
que dim A < 4, denotaremos por {e;}, i = 0,1,2,3 uma base arbitraria do
espaco linear A.

Note que como 1 € R ~ C podemos sempre escolher uma base do espaco
linear subjacente & A onde

ley, (6.49)
e = 1 (6.50)
Ademais, como para qualquer x € A,
€r =1T€) =1 (6.51)
devemos ter
€0€o = €,

€pe; = €;€p. (652)
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Assim, os elementos de C podem ser tomados como ¢ = ceg, c € R e
c? = c%ey, > > 0. (6.53)

Agora, mostraremos que €? € C mas que e; ¢ C, 1 = 1,2,3. De fato,
considere o fato que, por exemplo, dado que A é associativa devemos ter:

(ere1)e; = e(ereq) (6.54)

Suponhamos que €? ¢ C. Neste caso devemos ter:

el = wey + re; + ye, + zes, (6.55)
e
(el)e; = we; + el + yese; + zese; (6.56)
Por outo lado,
e;(el) = we; + ze? + ye e, + ze;es, (6.57)

e para que as Egs. (6.56) and (6.57) sejam satisfeitas devemos ter:

€ze; = €€y,

€3e; — ejes. (658)

Mas se a Eq.(6.58) é verdadeira, levando em conta também a Eq.(6.52) de-
vemos ter para Vo € A,
e1r = xe;. (6.59)

Ora, este resultado implica que e; € C, contra hipétese assumida de que
todos os elementos de C tenham a forma ceg, ¢ € R.

Portanto concluimos que e? € C . Mas note que e€? nio pode ser um real
positivo, pois somente o seria se e; € C, o que ji mostramos nao é o caso.
Contudo os €? poderiam ser nulos (i.e., € = 0, i = 1,2, 3), mas neste caso A
nao seria uma algebra de divisao.

(i) Assim estudemos primeiramente o caso em que

e? = kiey, ki <0. (6.60)

Analogamente se mostra que €2 = koeg, ko < 0, €2 = kzep, k3 < 0. Sem
perda de generalidade podemos escolher uma base {eg, e1, ez, €3} tal que

e2 = _eO' (6.61)

(2



130 CAPITULO 6. QUATERNIONS

Agora note que devemos ter:

—€e; = 92(6291) = (6182)92,
—e; = e3(ese;) = (eje3)es,
—€3 = el(elez) = (eZel)ela
—e; = e3(esey) = (ege3)es,
—e3 = e(e1e3) = (ezeq)ey,
—e3 = ey(ege3) = (ezey)es. (6.62)

A solucao de tais equagbes é (como se pode verificar por inspegao) obtida
com a seguinte regra de multiplicacao para os e;, 1 = 1,2, 3.:

3
eie; = > cijker, i # j £k, (6.63)
k=1
que implica que
ee; +eje; =0,i#j (6.64)

e faz com que reconhecamos A ~ H.

(i) Agora vamos estudar o caso em que e? = 0, i = 1,2,3. Neste caso,
A nao é uma &lgebra de divisdo e se levarmos em conta que por hipdtese
A é simples e que toda dlgebra simples sobre R possui representacao como
dlgebra de matrizes sobre um anel K O R, e ademais que dim A < 4, vemos
que A nao pode ser outra que Mat(2,R). De fato, esta é a menor algebra de
matrizes de dimensao 4 sobre R e se {Cy, C1,Cs, C3} é a base canonica de
Mat(2,R), i.e.,

10 0 1 0 0 0 0
Co(o 0)’01(0 0>’CQ(1 0>’C3<0 1) (6.65)

temos a identificacao

10

Exercicio 65 Suponha que A(# R) é uma dlgebra real simples com centro
R e um anti-automorfismo x — « (x) tal que z + a(x) € R e za (x) € R.
Mostre que A é H ou Mat(2,R) .
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Solugao: Somente se for dado que dim A = 4 parece-me existir uma
solucdo. Admitindo esta hipétese, seja {e,}, p = 0,1,2,3 uma base do
espaco vetorial subjacente & A e suponhamos sem perda de generalidade que
ey € C e também que

e; = ey.

Ademais escrevamos por simplicidade que

a(r) =z,
(zy) = 91,
"

Seja
3
T = Zazueu (6.67)
©=0

Como no exercico anterior descobrimos que todos os €2 € C, i = 1,2,3 e
devemos ter

e? = ]{Eie() (668)

com todos os k; < 0 para termos uma algebra de divisao. Se um ou todos os
k; forem nulos A nao serd uma dlgebra de divisao. Sem perda de generalidade
escolhemos

e’ = —eg (6.69)
Agora, note que
—ég = (eleleQ) = (é2é1>é1 = él(éléQ) (670)
e portanto como deve ser

Comparando as Egs. (6.69) e (6.71) vemos que a tinica solugao possivel haja
viso que os e; sao linearmente independentes e e; +&; =0 é

él = —e€eq, . (672)
e analogamente se obtém

éj = €y, ,j = 2, 3 (673)
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Agora construindo uma tabela para os &; andloga a dada pela Eq.(6.62)
chegamos a conclusao que

3
€e; = — Z €ijkCk (674)
k=1

o que é suficente para identificarmos A ~ H.
Finalmente quando A nao é algebra de divisao, i.e., alguns ou todos os
é? = 0, uma andlise tal a que foi realizada no exercicio anterior mostra que

neste caso A deve ser identificada com Mat(2,R).H



Capitulo 7

Conclusao

Neste trabalho apresentamos uma introducao elementar as dlgebras de
Clifford Cly e Cl3 que a nosso ver podem servir de base para um curso
introdutorio de geometria analitica, para a descrigao dos objetos geométricos
dos espacos afins bi e tri-dimensionais. Notamos que o produto de Clifford
possui significado geométrico profundo e ademais o espaco linear C'¢3 possui
subconjuntos muito interessantes como Spin(3) e I = C/3e, respectivamente
o grupo de recobrimento universal de SO(3) e o espago que representa os
Spinores de Pauli, isso permite a introducao de conceitos sofisticados em
Fisica Moderna.
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