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Resumo

Dado G um grupo de Lie conexo, simplesmente conexo e quase-simples sobre um corpo
local e § um semigrupo de G com interior nao vazio. Estudando a acao dos elementos
hiperbdlicos regulares pertencentes ao interior de S na variedade bandeira G/P e no
edificio euclidiano associado a G, demonstra-se a existéncia e unicidade do conjunto
de controle invariante. Obtém se também a seguinte caracterizacao do conjunto de
transitividade dos conjuntos de controles: o conjunto de transitividade é constituido
por pontos fixos do tipo w para uma isometria hiperbdlica, sendo w um elemento do
grupo de Weyl de G. Logo a cada w em W podemos associar um conjunto de controle
D,,. Essa associacdo nao ¢ bijetiva, porém W(S), o subconjunto do grupo de Weyl
tal que o conjunto de controle D,, coincide com o conjunto de controle invariante D1,
é um subgrupo de Weyl de W. Temos ainda que os conjuntos de controle podem ser

parametrizados pelas classes laterais W (S)\W.

Palavras-chave: Semigrupos, Corpos Locais, Teoria de Controle.



Abstract

Let G be a almost-simple, simply connected and connected Lie group over a local field and
S a subsemigroup with non-empty interior. Studying the action of the regular hyperbolic
elements in the interior of S on the flag manifold G/P and on the associated euclidean
building, we prove the existence and uniqueness of the invariant control set. Moreover
we provide a characterization of the set of transitivity of the control sets: the elements
of set of transitivity are the fixed points of type w for a regular hyperbolic isometry,
where w is a element of the Weyl group of GG. Thus, for each w in W there is a control
set Dy, and W(S) the subgroup of the Weyl group such that the control set D,, coincide
with the invariant control set D; is a Weyl subgroup of W. At last, we derived that the
control sets are parametrized by the lateral classes W(S)\WW.

Key-words: Semigroups, Local Fields, Control Theory.



Prefacio

O objetivo deste texto é estudar semigrupos de grupos de Lie sobre corpos locais usando
os conjuntos de controles invariantes (c.c.i) na fronteira no infinito do edificio euclidiano.
No caso real, usando todo o ferramental da teoria de Lie, San Martin e outros, e, por
exemplo, [Sanl], [San2], [ST] demonstraram uma rica relacdo entre semigrupos e conjun-
tos de controle nas variedades bandeiras e no artigo [FR], Firer e Rocio mostraram como
interpretar esses resultados para conjuntos de controle nos espagos simétricos. O artigo
[FR] usa os resultados (em particular existéncia e unicidade do conjunto de controle
invariante) para variedades bandeiras.

A generalizagao para o caso nao arquimediano é nao trivial, pois sobre estes corpos o
ferramental da teoria de Lie € insuficiente. Em particular, nao temos a convergéncia da
exponencial fora de uma vizinhanca da identidade, o que torna invidvel a utilizacao do
uso de algebras de Lie para estudo de fenomenos globais (assintéticos) como os conjuntos
de controle.

O recurso é utilizar especialmente o edificio euclidiano associado a esses grupos. O
edificio euclidiano desempenha um papel andlogo ao do espago simétrico no caso real. E
desta forma obter uma demonstracao de existéncia e unicidade dos conjuntos de controle
usando apenas resultados sintéticos sobre a acao do grupo no edificio euclidiano e sua
compactificacdo, o edificio esférico.

O texto foi escrito com objetivo de ser auto-contido. No primeiro capitulo apre-
sentamos esquematicamente os resultados sobre semigrupos de grupos de Lie reais. No
segundo apresentamos uma breve introducao aos corpos locais, inclusive a analise sobre
esses corpos, no terceiro os espacos CAT. O quarto e quinto apresentam a estrutura
dos edificios de Tits esférico e euclidiano. Finalmente no sexto apresentamos os grupos

algébricos semisimples sobre corpos nao arquimedianos localmente compacto, o edificio

XV



xvi Sumadrio

euclidiano associado (que é um espaco CAT), o edificio no infinito e vérias propriedades
que decorrem da acao dos grupos algébricos sobre o edificio: como as decomposigoes de
Bruhat, Cartan, Iwasawa.

Feito isso temos um arsenal solido para tratarmos a acao dos semigrupos no edificio
euclidiano (e a agdo projetada no edificio esférico). No capitulo sete apresentamos os

resultados obtidos para os semigrupos sobre corpos locais.
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Capitulo 1

Semigrupos em Grupos de Lie

Semi-simples

Este capitulo contém as defini¢oes e notacoes referentes a semigrupos e uma compilacao
dos principais resultados para semigrupos (de interior nao vazio) de grupos de Lie.

Duas diferencas significativas da acao de semigrupos, em oposicao ao caso de um
grupo, sao que a inexisténcia de inversos implica a existéncia de érbitas de nao retorno e
que as orbitas de um semigrupo de difeomorfismo de uma variedade nao sao variedades.
O segundo fato é falso para semigrupos pois a relacdo r < y < x € Sz é uma relacao de
equivaléncia no caso grupos, mas nao ¢ no caso de semigrupos.

Neste cendrio os conjuntos de controle (essencialmente os subconjuntos nos quais
a relacdo acima é uma relacdo de equivaléncia) desempenham um papel importante.
Desta forma, varias propriedades dos semigrupos podem ser deduzidas de propriedades
dos conjuntos de controle.

Apesar desta secao ser praticamente independente das posteriores, é nela que tragamos
nosso objetivo: generalizar os resultados apresentados no contexto de grupos de Lie sobre

0s reais, para o caso de grupos semisimples sobre corpos locais.

1.1 Semigrupos

Um semigrupo é um conjunto nao vazio S munido de uma operagao associativa (pro-

duto).



2 Semigrupos em Grupos de Lie Semi-simples

Um subsemigrupo ¢ um subconjunto C' C § tal que CC C C.

Um exemplo de semigrupo bastante simples é o conjunto multiplicativo dos reais
positivos RT. Um exemplo de maior interesse (na realidade, paradigméatico) é o subcon-
junto SIT(n,R) das matrizes reais nao negativas com determinante igual a 1, que é um

subsemigrupo de Sl(n,R).

1.1.1 Semigrupos de homeomorfismos locais

Dado X um espago topoldgico, seja C;(X) o conjunto das aplica¢oes continuas
g :dom(g) — X

tais que dom(g) ¢é aberto e nao vazio. Em Cj(X) podemos definir a seguinte estrutura de
semigrupo: dados g, h € C;(X) tal que im(g) Ndom(h) # () podemos definir a aplicacao
hg que é um elemento de C;(X). Quando definido este produto é associativo.

Um conjunto § € C(X) é dito um semigrupo local se é fechado em relagao a
composicao em C(X).

Um semigrupo local G é dito um grupo local se contiver a aplicagao identidade e se
para cada g € GG existe h tal que hg = 1.

Um semigrupo local § é dito um mondide se 1 € S.

Um homeomorfismo ¢ : dom(g) — im(g) é dito local se ambos im(g) e dom(g)
forem abertos. Denotaremos por H(X) o conjunto dos homeomorfismos locais de X.
Observamos que g € H(X) se, e somente se, g~1 € H(X).

Dado um semigrupo local, o conjunto
HS)={gc H(X)NS:g 'S}

é denominado de grupo das unidades de S.

1.1.2 Geometria da acao de S

Consideraremos nesta subsecdo uma agao de um semigrupo & em um conjunto X e

definiremos varios conjuntos de significado geométrico evidente.
Definicao 1.1 Dado § um semigrupo local e x € X. O conjunto

Sr={gre X:geS8,zedom(g)}
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€ denominado orbita de x pela agdo de S.

Um semigrupo S é dito transitivo em um conjunto D C X se y € Sx para todo

x,y € D.

Definicao 1.2 O conjunto D € dito um conjunto de transitividade de S ou simplesmente

S-transitivo.

Definicao 1.3 Um subconjunto N C X € invariante sob S ou S-invariante, se Sx C N

para todo x € N.

Definicao 1.4 O dominio de atragcao de um conjunto D C X ¢é definido por
AsD={x e X :SxnND # 0}

Definicao 1.5 O conjunto atingivel RsD ¢é dado por:

RsD = U Sz

xzeD
1.1.3 Geometria da acao aproximada de S

Se X for um espaco topoldgico, e a agao de S for continua em X, todos os conceitos da

secao anterior podem ser definidos por aproximacao utilizando o fecho topolégico.

Definicao 1.6 Um semigrupo S € dito aproximadamente transitivo em um conjunto
D C X se D C cl(Sz) para todo x € D.

Definicao 1.7 Um subconjunto N C X € aproximadamente invariante sob S, se cl(Sx) C

cl(N) para todo x € N.

Definicao 1.8 O dominio de atracao aprozimado de um conjunto D C X € definido por
AgD:{xeX:cl(Sm)ﬂD#@}

Definicao 1.9 O conjunto atingivel aprorimado RsD ¢ dado por:

Rf;D = U cl(Sx)
zeD



4 Semigrupos em Grupos de Lie Semi-simples

1.1.4 Relagao de equivaléncia de orbitas

A acdo de S induz duas relagoes de ordem em X:

1. Dizemos que x <y se y € Sx

2. Dizemos que x <y y se y € cl(Sx)
Proposicao 1.10 Se § é um mondide entao X e =y sao pré ordens em X.

A cada uma dessas pré ordens podemos associar uma relacao de equivaléncia, dizemos
quex~ysexr Iyeyxouquer ~ypyserryey s
Um semigrupo local S é dito acessivel a partir de z € X se int(Sz) # (). Um ponto

r € X é dito auto-acessivel sob um semigrupo local se z € int(Sz).

Definigao 1.11 Uma classe de equivaléncia D de ~y é um conjunto de controle, se

existe x € D que é auto acessivel sob ST,

Denotamos por
Dy={r€D:zcint(S 'x)}

o conjunto dos pontos z € X que sdo auto-acessiveis sob S~!. Note que se D é um
conjunto de controle, entao Dy é nao vazio.

Existe uma ordem parcial entre os conjuntos de controle: D; é dito menor que Dy se é
possivel atingir Dy a partir de D1, ou seja, se existe x € D1 e g € S tal que gx € Ds. Com
respeito a essa ordem um conjunto de controle maximal ¢ um conjunto de controle

invariante.

Proposicao 1.12 Um conjunto de controle para S em X pode ser caracterizado como

um conjunto nao vazio DC X tal que:

1. Para todo x € D, Cl(Sz) =Cl(D)

2. D é maximal dentre os conjuntos com a propriedade acima.

Proposicao 1.13 No caso em que interior de S € nao vazio, seja D um conjunto de

controle e Dy = (int S) D, entao temos:
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1. Do = int (Sx) para todo x € Dy
2. c1Dy =D
3. Sex ey € Dy entdo 3g € int S tal que gr =y

Teorema 1.14 Se X for compacto entao existe pelo menos um conjunto de controle

variante D.

Demonstragao: Provaremos a existéncia do conjunto de controle invariante usando o

Lema de Zorn.. Para isso seja x € X e considere a familia de conjuntos:
O, = {cl(Sy) : cl(Sy) C cl(Sz)}

Esta familia é nao vazia, pois contém cl(Sx). Seja entdo uma cadeia {Oz}r com

indices I. Temos que

ﬂ cl(Sy) # 0

yel
Seja z € [, cl(Sy), temos entao que cl(Sz) € Oy e cl(Sz) C (Sy) para todo y € 1.
Logo cl(Sz) é um limitante inferior da cadeia. Pelo lema de Zorn temos que O, possui
um elemento minimal D = cl(Sp), para algum p € X. Pela minimalidade segue que

cl(Sy) = cl(Sp) para todo y € cl(Sp). Logo D é um conjunto de controle invariante. [J

Exemplo: Seja G = Si(n,R) e S o semigrupo das matrizes de entrada nao negativas.
Esse semigrupo age em R™ de modo usual e conseqiientemente podemos induzir uma
agao de Sl(n,R) em RP"! por g[v] = [gv], v € R™ — 0.

O conjunto D = {[z1,...,2,] € RP" ! : 2; > 0} que corresponde & imagem do
octante positivo de R™ é um conjunto de controle para S.

Provaremos que D é um conjunto de controle invariante mostrando que S é tran-
sitivo em int(D) = {[(x1,...,2,)] € RP" ! : 2; > 0}. Sejam x = (x1,...7,) e
y = (y1,...yn) pertencentes a int(D). Seja a matriz diagonal pertencente a Sl(n,R)
g = 0 % Diag(y1/x1,...yn/Tpn) com 6 =x1 - 2p/y1 - Yn, temos que glzx] = y e que
cl(S[z]) = D, para todo z € D. Como D é fechado temos que D é o conjunto de controle

invariante. U



6 Semigrupos em Grupos de Lie Semi-simples

1.2  Grupos de Lie Semisimples e Conjunto de Controle

A estrutura de grupo de Lie semi-simples nos fornece ferramentas para uma caracte-
rizagao precisa dos conjuntos de controles associados a um semigrupo, obtendo resul-
tados substanciais e uma forte ligacao entre os conjuntos de controle e os semigrupos
maximais.

Dado G um grupo de Lie semisimples de centro finito e g a algebra de Lie associada.

Seja g = [s uma decomposicao de Cartan de g e a uma sub-dlgebra abeliana maximal
a C 5. Podemos decompor a em camaras de Weyl. Selecione uma delas, denotada por
a’, associadas a ela temos um sistema positivo de raizes AT e um sistema simples de

raizes II. Para toda raiz « seja o seu espaco de raizes:
go=X€g:ad(H)X = a(H)X, paratodo H € a

Temos entdao que n™ = Y acat 8o € nilpotente. E temos ainda a decomposicao de
Iwasawa de g :

g=I[@adn’

Associada a decomposicao de Iwasawa da algebra, temos a decomposicao global de
Iwasawa do grupo G = KAN™, sendo K um subgrupo compacto, A subgrupo abeliano
e N1 nilpotente.

Seja M o centralizador de A em K

M :={u € K : uhu™' = h para todo h € A}

e M* o normalizador

M*={ucK:udu'= A}

O grupo finito W = M*/M é o grupo de Weyl de (g, a).

Se denotarmos por m a algebra de Lie de M ,temos que p = m & a @ n é a sub-algebra
parabdlica minimal, essa algebra é a dlgebra de Lie do subgrupo parabdlico minimal
P = MANT. Um subgrupo é dito parabdlico se contiver algum parabélico minimal.

A teoria de controle de subsemigrupos de G no variedade bandeira B = G/P foi
desenvolvida por San Martin (veja as referéncias no inicio da segdo). Apresentamos
alguns desses resultados no texto que segue.

O seguinte resultado caracteriza o caso em que temos um unico conjunto de controle.
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Teorema 1.15 O semigrupo S admite um tunico conjunto de controle em M = G/H,

se, e somente se,, D = [ cl(Sz) for nao vazio. Neste caso D € o conjunto de controle
zeM
invariante (para demonstragao ver [AK]).

O seguinte resultado garante a existéncia de conjuntos de controles em alguns casos

interessantes.

Teorema 1.16 Suponha g € int(S), e seja Q o conjunto minimal para a g—ag¢do em
M. Entao existe um conjunto de controle D para S tal que Q C int(D). Em particular

pontos fixos para M estdo no interior de conjuntos de controle.
Teorema 1.17 Se int(S) # (), entdo existe um unico conjunto de controle em G/P
Temos também o seguinte resultado de controlabilidade:

Teorema 1.18 Seja G um grupo de Lie semisimples e conexo, se intS # (). Entio S e

transitivo no flag mazimal G/P se, e somente se, S = G

E por ultimo temos a seguinte descricao dos semigrupos maximais de interior nao

vazio:

Proposicao 1.19 Todo subgrupo maximal com interior nao vazio é um semigrupo de

compressao de um conjunto D de um flag mazimal de G :
S§=8Sp={9eG:g9DC D}
sendo D um conjunto de controle invariante para S.

Para obtermos uma caracterizacao completa dos semigrupos maximais de G, preci-
samos caracterizar os conjuntos D tais que Sp é maximal.

Um conjunto D ¢é dito B-convexo se for igual a intersecao de todas as células de
Bruhat contendo ele. Veja a segao 6.2.4 para uma descri¢ao detalhada da decomposigao

celular de Bruhat.

Teorema 1.20 Um conjunto Sé mazximal se, e somente se, existe um conjunto B-
convexo D com int D # 0 tal que S = Sk, com K = cl(int D). Neste caso Ké o

conjunto de controle invariante para S.
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1.3 Conjuntos de Controle e a Estrutura no Infinito

Os resultados da segao anterior foram todos obtidos para o flag G/P. Uma abordagem
mais geométrica desse problema seria estudar a acdo de S e os conjuntos de controle
no espago simétrico X = G/K ou mais precisamente na fronteira ideal 0o (G/K). Isso
foi feito por Firer e Rocio em [FR]. Neste caso o conjunto de controle é a fronteira
ideal 0 (Sxp), ou seja, a projecao na fronteira ideal da érbita Szg sendo zy um ponto
arbitrario do espago simétrico.

O teorema principal dessa abordagem nos diz:

Teorema 1.21 Seja S um subsemigrupo de G com interior nao vazio. Considere a
fronteira de uma orbita Sxo em G/K e seja E a fronteira ideal de 0 (Swo). Entio E é
0 unico conjunto de controle invariante de S. Além disso se D € o unico conjunto de

controle invariante em G /P, temos uma proje¢ao candnica:
m(E)=D

A projecao 7 acima é uma consequéncia de 0. (G/K) ser uma realizacao do edificio
esférico para G, enquanto | Jg 5, G/Pe ¢ o edificio esférico. Detalhes a respeito podem

ser encontrados nas segoes 6.2.2 e 6.2.4
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Capitulo 2

Geometria Ultramétrica

2.1 Corpos nao-arquimedianos

No que se segue por corpos entenderemos corpos comutativos. Os anéis que considera-
remos além de comutativos sempre serao dotados da identidade.
Uma norma ou valor absoluto é uma fun¢ao de um anel | | : A — R, que satisfaz

as seguintes propriedades:
o z]=0&2=0
o |zy| = [z[ly]
o [1|=1
e |z +y| <|z|+ |y| (desigualdade triangular)

O nosso interesse no que se segue serd em corpos normados que satisfazem a desi-

gualdade ultramétrica (ou desigualdade triangular forte) :
|z 4 y| < max{|z|, |yl}

Uma norma que satisfaz a desigualdade triangular forte ¢ dita norma ultramétrica.
Os corpos dotados de normas ultramétricas sao ditos corpos ultramétricos, ou corpos

nao-arquimedianos ou corpos ultramétricos.

9
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Um corpo normado serd dito completo se ele for completo na topologia induzida por
sua norma. Claramente todo corpo pode ser completado de modo que o completamento
seja um corpo.

Um corpo ultramétrico é dito local se for completo e localmente compacto

Os exemplos paradigmaticos de corpos locais sao os p—adicos.

2.1.1 p—adicos

A construcao dos p—adicos é feita através da decomposi¢ao dos nimeros inteiros em
primos. Como sabemos, todo numero inteiro n pode ser decomposto como produtos de

primos distintos elevados a uma poténcia

— 1 T
n=py...p,
Essa decomposicao é essencialmente tnica a menos de associacao e de permutacao.
Dado p um ntmero primo, podemos construir sobre Q a norma p-adica. Para todo

a € Q temos que
m
a=7p —
n
com m,n,r inteiros e m,n coprimos com p. Desta forma definimos a norma | \p
lz[,=0sex=0

para Q por
{ |z, =p " se z#0

Definicao 2.1 Definimos o corpo Q, dos p—ddicos como o completamento de Q em

relagdo a topologia | |,

2.1.2 Valoracao

Seja k um corpo e k* seu grupo multiplicativo. Uma valoracao de k£ ¢ um homomorfismo

do grupo (k*,-) no grupo aditivo (R, +)
v:k*—=R

que satisfaz
v(z +y) = min{v(z), v(y)}

para todo z,y € k* com x +y # 0.
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No caso em que v é um homomorfismo sobrejetivo de k em Z, satisfazendo v(z+y) >
min{v(x),v(y)} a valoragao é dita discreta.
Em ambos os casos é til definir v(0) = 400 e desta forma a desigualdade passa a

ser valida para todos x,y € k.
Proposigao 2.2 ( [At]) Para valoragoes discretas temos:

1. A={z € k:v(x) >0} é um sub-anel de k denominado anel de valoracdo'
2. O grupo de unidades A* de A é o kernel (v=1(0)) de v.

3. Se tomarmos um elemento ™ € k com v(w) = 1, entao todo elemento x € k* pode

ser expresso de maneira unica na forma x = n"u comn € N e u € A*.
4. k € o corpo de fracdes de A

5. Oideal TA = {x €k :v(x) > 0} € um ideal mazimal, ji que todo elemento de A

que ndo esta em A € uma unidade.

6. O anel quociente k= A/mA € um corpo.

Uma valoracao induz uma norma ultra-arquimediana em k, definida por:

], = e

Diremos que duas valoragoes (normas) sao equivalentes se elas induzem a mesma

topologia.

Proposicao 2.3 Dadas duas normas equivalentes | |; e | |, em um corpo k entdo existe

um nudmero real ¢ tal que | |, = | |§

Exemplo: Valoragao em Q.

Dado p primo, e a € Q temos que

m
a=p —
n

1Os anéis que podem ser obtidos desta forma a partir de uma valoracdo discreta sio usualmente

chamados, em &dlgebra comutativa, de anéis de valoragao discreta.
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Definimos v(a) = r se a # 0 e v(0) = +o00. Neste caso temos que esta valoracao é
equivalente a valoragao p—édica, pois as normas |al, = e™" e a|, =p™" = (e7T)logp

sao equivalentes pela proposicao acima. ]

2.1.3 Teorema de Ostrowski

O teorema de Ostrowski, em uma de suas formas, nos diz que as normas possiveis em
Q ou é a usual ou sao as p—adicas e desta forma este teorema esclarece um pouco a

importancia dos numeros p—adicos

Teorema 2.4 ([Schi, pag. 20] pag. 20) Toda norma ndo trivial no corpo dos nimeros

racionais € equivalente a usual ou a uma norma p—ddica

2.2 Topologia ultramétrica

A topologia proveniente da desigualdade triangular forte nos corpos ultra-arquimedianos
difere intensamente da usual, apresentando peculiaridades estranhas e sutis. O objetivo
desta secao é dar um pequeno panorama destas peculiaridades. Apesar de ser nosso
objetivo central entender a topologia nos corpos ultramétricos, podemos fazer este estudo
em um contexto mais geral, o dos espagos ultramétricos, sem acréscimo na dificuldade.

Um espago métrico (X, d) é dito ultramétrico se satisfizer a desigualdade triangular
forte:

d(z,y) < max{d(z,z),d(y,2)} para Vz,y,z € X

No que se segue consideraremos apenas espacos ultramétrico (denotados por (X, d)).

Proposicao 2.5 ([Schi] pag. 47) (Principio do triangulo isdsceles) ParaVz,y,z € X
com d(x,y) # d(y, z) temos que:

d(x,z) = max{d (z,y),d(y, z)}
Ou seja, as duas maiores distancias entre d (x, z) ,d (x,y) e d(y, z) sao iguais.

Como usual, definimos a bola aberta de raio r e centro a como:

By(a)={zr € X :d(z,a) <7}
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e a bola fechada como:

B.(a)={x € X :d(z,a) <r}

Apesar de termos designado B, (a) e B.(a) como, respectivamente, bolas abertas e
fechadas, a proposicao a seguir nos mostra que no caso ultramétrico estas designacgoes

nao sao muito boas.

Proposicao 2.6 ([Schi] pdg. 48) B,(a) e By(a) sio ambas abertas e fechadas. Além

disso todos os pontos numa bola sao centros.

Demonstracao: B;(a)é aberta pois dado = € B,(a) , a bola aberta B,(z) contém z e

B.(x) C By(a),
pois dado y € B,(x), temos que:
ly—al=ly—z+z—af <max{ly —af,|v—al} <r

Por argumentos de complementariedade, temos que B, (a) também é aberta e fechada.
Finalmente vamos provar que dado b € B, (a) temos que B, (b) = B,(a).

Para isso seja y € By(a) = |a — y| < r e segue que:
b—yl=lb—a+ta—yl <r

A reciproca segue de forma anéloga. Desta forma Yy € B, (a) pode ser considerado

centro desta bola. O

Proposicao 2.7 ([Schi] pag. 48) Dadas B; e By bolas em X, temos entdo que By C
By ou By C By ou By e By sdo disjuntas e neste caso Vx € By e y € By temos:

d(z,y) =d(Bi, Bz)
O seguinte teorema nos apresenta uma forte caracterizagao dos espacos ultramétricos:

Teorema 2.8 ([Schi] pag. 293) Todo espaco ultramétrico pode ser isometricamente

mergulhado em um corpo ultramétrico.
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2.3 Funcoes Analiticas

No que se segue k serd um corpo ultramétrico (com valoragao nao trivial) e char(k) = 0.
Sem perda de generalidade podemos assumir que k é topologicamente completo e a
valoracao discreta.

Seja a, uma sequéncia em k. Uma série formal de poténcias é uma expressao da

E anx"

forma:

O dominio de convergéncia

de uma série de poténcias é o conjunto
{z € k:) apz" converge}

Uma diferenga fundamental entre as funcoes analiticas reais e suas contrapartidas
p-adicas é que sobre os p-adicos nao podemos fazer a extensao de uma funcao analitica
usando séries de Taylor centrada em pontos distintos, pois no caso ultramétrico duas
bolas ou sao dijuntas ou uma esta contida na outra.

Podemos generalizar a definicao de analiticidade acima para abertos U um aberto no
espaco vetorial k™. Uma funcao ¢ : U — k é dita analitica se para todo x € U existir
uma série formal de poténcia f e um raio r > 0 tal que B,.(z) C U, f converge em B,(z)
e 3h € k™ tal que ¢(z + h) = f(h)

Uma fungao vetorial ¢ = (¢1,¢2,...,¢,) : U CE™ — k™ serd dita analitica se cada

¢; for analitica.

Teorema 2.9 (Teorema da funcao inversa, [Se] LG. 2.10) Dada f : U — k™ uma
fun¢ao analitica. Suponha 0 € U e f(0) = 0. Se a diferencial Df(0) : k™ — k™ é um

isomorfismo linear, entao f € um isomorfismo analitico local.

Teorema 2.10 ([Se] LG. 5.48) Suponha ¢ = (p1,...,¢n) € uma funcao analitica.

Entao a equagdo diferencial

possui uma unica solucdo local T.
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2.4 Geometria sobre Corpos Locais

Dado X um espaco topoldgico, uma carta em X é uma tripla ¢ = {U, ¢,n} tal que U C X
é aberto, n € N é a dimensao da cartae ¢ : U — ¢(U) C k™ é um homeomorfismo aberto.

Dadas duas cartas ¢ = {U,¢,n} e ¢ = {U’,¢,/n'} sdo ditas compativeis se para
V = U NU’ tivermos que as aplicagoes ¢’ o ¢~y e ¢’71 o ¢|y forem analiticas. Se as
cartas forem compativeis e V' # () entao n = n’. Uma familia de cartas {c;}ier de X
cobre X se | J;c;U; = X. Um atlas A em X é uma familia de cartas sobre X que cobre X
e tal que duas cartas desta familia sao mutuamente compativeis. Finalmente, dois atlas
sao ditos equivalentes se AU A’ for um atlas.

Uma estrutura de variedade analitica em X é uma classe de equivaléncia de atlas
em X.

Definicao 2.11 Dado G uma variedade analitica que € um grupo topologico. G é dito

um grupo de Lie se:

1. a aplicagdo (x,y) — xy € um morfismo.

L ¢ um morfismo.

2. a aplicacao x — x~
Observagao 2.12 No caso p-ddico temos que exp : g — G converge apenas localmente,
0 que diminui a importancia do ferramental da teoria de Lie para grupos de Lie sobre
esses corpos. Varias questoes globais se apresentam bastante intrataveis desse ponto de

vista.

Temos que os seguintes resultados, conhecidos no caso real, permanecem véalidos no

contexto ultramétrico.

Teorema 2.13 ([Se] LG. 5.12) A formula de Campbell Hausdorff converge numa vi-

zinhanca da identidade.

Teorema 2.14 (de Cartan, [Se] LG. 5.42) Um subgrupo fechado de um grupo de Lie
é de Lie.
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Capitulo 3

Espacos CAT e Fronteira Ideal

Espagos CAT (k) sao espagos métricos nos quais a métrica possui curvatura menor que
k, sendo a curvatura definida comparativamente a espacos de curvatura constante. Esses
espacos possuem varias das propriedades de seus andlogos riemannianos: as variedades

de curvatura nao positiva.

3.1 Definicoes Preliminares

Nesta secao (X, d) serd sempre um espago métrico. Uma curva em X é uma aplicacao

continua v : [a,b] — X. O comprimento de uma curva vy é definido como

k
L(y)=sup»_d(vy(ti-1),y(t))
i=1
sendo o supremo tomado sobre todas as parti¢oes do intervalo [a, b].
O comprimento de uma curva é um nimero nao negativo ou infinito. Uma curva « é
dita retificavel se o seu comprimento é finito.
Um caminho v : [a,b] — X é dito parametrizado proporcionalmente ao com-

primento de arco se a fungao
A(t) :=L(v(s)), com s € [a,t]

for linear. Neste caso o coeficiente A\(¢) é dito velocidade da parametrizagao.

Observamos que a funcao A(¢) é sempre uma funcdo mondtona crescente.

17
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Um segmento geodésico minimizante ligando os pontos x a y é uma aplicacao

v:[0,]] = X talquey(0) =z er(l)=ye

d(y(),v () =vlt -]

para t e t' € [0,l]. Apesar desse segmento nao precisar necessariamente ser unico, o
denotaremos por [z, y], usando sub-indices para diferenciar dois desses segmentos quanto
necessarios

Uma geodésica como sendo uma aplicagdo cujo dominio é [—o0, cole tal que para

todo t € [—00, ], existe uma vizinhanga U C [—00, 00] tal que restrita a essa vizinhanga

d(y(t),y(t)) =0t -]

Uma geodésica é minimizante se a igualdade acima ¢ satisfeita para todos t e t' €
[_007 OO]

Analogamente definimos raio e raio minimizante, apenas alterando o dominio da
aplicacao para [0, cc] nas definigdes de geodésica e geodésica minimizante

Um espago métrico (X, d) é dito espago de caminho se a distancia de todo par de
pontos z,y € X for igual ao infimo do tamanho das curvas ligando os pontos.

Um espaco X ¢é dito um espaco geodésico se para quaisquer dois pontos x,y € X

existe uma geodésica minimizante de x a y.

Espagos de curvatura Constante
Como trataremos apenas de espagos CAT de curvatura k < 0. Restringiremos as
variedades de curvatura constante nao positiva. Seja MF o espaco bidimensional de
curvatura constante k, no caso k = 0, MF é o plano euclidiano E? e para k < 0, M* é o

espaco hiperbdlico de curvatura k.

Definicao 3.1 Dados trés pontos p,q,r em um espaco métrico X um triangulo de

comparacao em Mi ¢ um triangulo no espaco bidimensional de curvatura constante k

com vértices p,q,7 tal que: d(p,q) = d(p,q), d(p,r) =d(p,7) ed(r,q) =d(7,7).

Dado k <0 e p,q,r trés pontos em um espaco métrico X, entao existe um triangulo

de comparagao A(p,q,r) em M% Tal triangulo é Unico a menos de isometria.
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Definigao 3.2 Um triangulo geodésico no espaco métrico X consiste de trés pontos

p,q,7 em X e uma escolha de trés geodésicas [p,ql, [q,7] e [r,p].

Angulos
A defini¢ao de angulos em um espago métrico X é feita comparando triangulos em X

com triangulos em espacos de curvatura constante.

Defini¢ao 3.3 Dado X um espago métrico e duas geodésicas y(t) e v/ (t'), ambas com
ponto inicial p. Seja A(p,y(t),~'(t)) o trigngulo de comparagao e Zy(~y(t),y(t')) o dngulo

de comparacdo . O angulo de Alexandrov entre as geodésicas € definido como:

Z(v,7') = lim sup Z,(y(t), y(t')

t,t'—0

3.2 Espacos CAT

Um espaco métrico X é dito CAT(k) se para qualquer tridngulo geodésico A C X
e A C M* um tridangulo de comparacio em MP*, tivermos que d(z,y) < d(T,7) para
qualquer x,y € A (ndo necessariamente os vértices).

Nesse caso X é dito de curvatura < k.

Observacao 3.4 No que se seque somente consideraremos espa¢os CAT com curvatura

nao positiva k < 0. FEstes espacos sao conhecidos como espacos de Hadamard.

Teorema 3.5 (de Cartan Hadamard, [Bri] pag. 193) Seja X um espaco de Hada-

mard

1. Eziste uma unica geodésica ligando cada par de pontos x,y € X, e esse segmento

geodésico varia continuamente com 0s extremos.
2. Toda geodésica local é uma geodésica.
3. Todas as bolas sao convexas
4. Bolas sao contrdteis

5. Um espaco de Hadamard € contrdtil
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A seguinte caracterizacao dos espagos de Hadamard deve se a Bruhat e Tits [BT].

Proposicao 3.6 (Desigualdade de Bruhat-Tits,[Bro] pag. 157) Seja X um espago
métrico completo. Entdo X € um espaco de Hadamard se, e somente se, para todo par

de pontos x,y em X, existe um ponto m € X (o ponto médio entre x e y) tal que:

1 1 1
d(Z, m)2 < §(d(2’, x)Q + §d(z,m)2 - Zd(x7y)2

para todo z € X.

3.2.1 Centro de Um Conjunto Limitado

O conceito de centro de um conjunto limitado foi usado por Elie Cartan para provar
a existéncia de um ponto fixo para a acao de qualquer grupo compacto de isometrias
numa variedade. Resultado anélogo foi provado por Bruhat e Tits para grupos agindo
em Edificios euclidianos

Dados um conjunto limitado ¥ € X e um ponto x € X, seja r(z,Y) o menor
nimero tal que Y C B(x,r). O raio de Y, 7(Y), é definido como o fnfimo dos nimeros
reais positivos r tais que Y C B, (z) para algum x € X. Os pontos x que satisfazem

Y C B, (x) sendo r o raio de Y sdo ditos centros (circuncentros) de Y.

Proposicao 3.7 ([Bro] pag. 158) Dado X um espago CAT (k) completo, se Y for um

congunto limitado, entdo existe um unico ponto cy € X denominado centro de Y .

Demonstracao: Provaremos primeiro a unicidade. Dados dois pontos z,y € X |,

usando a desigualdade NC com z € Y para obtermos

P, Y) < 502, Y) + 2, Y) - 1(ey)

e como r(m,Y) > r(Y), temos que

d(z,y) < 2[r(2,Y) +7(y,Y) — 2r*(Y)]

Logo x, y sao circuncentros obtemos que d(z,y) < 0 e conseqiientemente x = y.
Para provarmos a existéncia, suponha x,, € X uma sequéncia tal que r(z,,Y) —
r(A), mas
d*(xp, ) < 2[r% (20, Y) + 1% (ym,Y) — 2r3(Y)]
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e temos que a sequéncia z,, ¢ de Cauchy e logo converge para um ponto z. Esse ponto
satisfaz r(z,Y) = r(Y). O

Teorema 3.8 (de Bruhat-Tits, [Bro] pag. 161) Seja G um grupo de isometrias em
um espago CAT(0). Se G estabiliza um conjunto limitado de X entao G possui ponto

fizo.

Demonstragao: Segue diretamente do lema acima e da observagao que o circuncentro

é um ponto fixo. O

3.3 Fronteira no Infinito

Nesta se¢ao apresentamos o estudo da geometria no infinito para espagos CAT(0). Pri-
meiro apresentaremos a compactificagao visual, (definida por Eberlein e Oneil), e poste-
riormente a compactificacao de Busemann.

A compactificacdo visual pode ser obtida a partir das direcoes geodésicas a partir
de um ponto. A compactificaggo de Busemann através do mergulho do espaco X no
espaco de suas fungoes continuas C'(X). A compactificacio de Busemann ¢é bastante
genérica, sendo a construcao valida para qualquer espaco métrico localmente compacto.
A compactificacao visual possui um contetddo visual bastante evidente. E no caso de

espacos CAT(0) elas s@o equivalentes.

3.3.1 Compactificagao Visual

Dado X um espago CAT(0) localmente compacto, dois raios geodésicos (t) e o(t)
sao ditos assintéticos se existe uma constante K para a qual d(y(t),o(t)) < K para
todo t > 0. Definimos o conjunto d,,X dos pontos na fronteira de X como as classes de
equivaléncias dos raios geodésicos assintéticos. A unido X U 0., X sera denotada por X.
Se £ € 0X e v é um raio pertencente a classe de £, escrevemos que y(00) = &

Dados dois pontos € X e £ € 90X, existe um raio geodésico v comecando em =z

e com y(00) = &, o que justifica a nomenclatura de compactificagao visual. Neste caso
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diremos que v é um raio geodésico com inicio em x e término em &, fato denotado por
Ve &
Introduziremos uma topologia em X= X U0JX usando como base para essa topologia

os abertos de X e os seguintes abertos:
U@,&Re):={2€X:2¢ Bz, R) e d(0::(R),05¢(R)) < e}

comx € X, £ €0X e R e ¢ reais.

Pela convexidade da fungao distancia em espacos CAT(0) temos que d (04, (t), 05¢(t)) <
€ para todo 0 <t < R.

Os conjuntos U(x, &, R, €) definidos acima, juntamente com os abertos de X, formam

uma base para a topologia de X.

3.3.2 Compactificagao de Busemann

Considere X um espaco CAT(0) localmente compacto, para cada = € X definimos a
fungao dy : X — R como d,(y) = d(z,y). Se considerarmos o espago C(X) das fungoes
reais continuas com a topologia da convergéncia uniforme em compactos, a aplicacao d,
define um mergulho de X em C(X). Consideramos entdao o quociente de C'(X) pelas
funcdes constantes, Cy(X) := C(X)/{funcdes constantes}. Para cada f € C(X), f
denota a classe de f em C.(X). Assim obtemos um mergulho i : X — C.(X), v — d,

Definimos entao o fecho C1(X') como o fecho de i(X) em C,(X) , a fronteira ou bordo
é definido como Bd(X) = CI(X) \ i(X). Desta forma temos que pontos no bordo sao
definidos como fungoes em X a menos de uma constante.

Consideraremos em Cl(X) e Bd(X) a topologia induzida de C\(X)
Proposigao 3.9

1. Se h € CI(X) entdo |h(z) — h(y)| < d(z,y).

2. Cl(X) e Bd(X) sao compactos.

Definicao 3.10 Uma funcio h € C(X) ¢ dita uma horofungdo (centrada em h) se h €

Bd(X). Os conjuntos h='(—o0,r) sio ditos horobolas e os conjuntos h™'(r) horosferas.

Exemplos tipicos de horofungoes sao as funcoes de Busemann.



3.4 Isometrias 23
Definicao 3.11 Dado um raio geodésico y(t). A func¢do by(z) : X — R definida por:
by(z) := limy—oo(d(z,y(t)) — )
é denominada funcao de Busemann associada ao raio geodésico ~y
No caso CAT temos que os conceitos de horofungao e funcao de Busemann coincidem.

Proposicao 3.12 ([Bri], pdg 269) Dado X um espago CAT(0) entao as fungoes de
Busemann associadas a raios assintoticos diferem por uma constante. Neste contexto,

temos que horofuncgdes coincidem com as funcdo de Busemann.

Proposicao 3.13 ([Bri], pag 269) Dado X um espagco CAT(0) completo e dado xy,
uma seqiiéncia de pontos em X, entdo d,, converge para um ponton em X se, e somente

se, para um ponto T 0s segmentos geodésicos [xo,xy] convergirem para o raio geodésico

[0, 7).

A compactificagio visual e de Busemann coincidem. Seja a aplicacdo ¢ : X — cl(X)

definida como ¢(z) = d,, se x € X e como ¢(y(00)) = hy se ¥(c0) € O X.

Teorema 3.14 ([Bri], pag 271) A aplicacdo ¢ : X — cl(X) é um homeomorfismo e
605 X) = Bd(X).

3.4 Isometrias

Dado X um espago CAT(0) e uma isometria v de X, definimos a funcao deslocamento
dy: X — RT como d(x) = dy (yx,z), e o deslocamento da isometria v como |y| :=
inf {d,(z) : € X}. O conjunto de pontos para os quais |y| atinge o infimo serd denotado
por Min (7).

Uma isometria v é dita semi-simples se Min () for nao vazio.
Proposigao 3.15

1. Min () €~ invariante

2. Se a € uma isometria em X, entio |v| = [aya™!| e Min (aya™!) = a Min (v)
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3. Se X é CAT (0) entao Min () € um conjunto fechado convexo
As isometrias podem ser classificadas como:

1. eliptica se « possui um ponto fixo, ou seja, |y| = 0 e Min () # 0);

2. hiperbdlica se d, atinge um minimo positivo, ou seja, |y| > 0 e Min () # 0;

3. parabdlica se d, nao atinge o minimo, ou seja, se Min () = 0.

As isometrias elipticas e hiperbdlicas admitem a seguinte caracterizacao
Proposicao 3.16 ([Bri], pag 228) Uma isometria ¢ € eliptica se, e somente se,:

1. ¢ possui um ponto fizo;

2. ¢ possui uma orbita limitada.

Proposicao 3.17 1. Uma isometria v de X € hiperbdlica se, e somente se, existe
uma geodésica ¢ : R — X que € transladada de maneira ndo trivial, ou seja,

v-c(t) =c(t+a), para algum a > 0. Tal geodésica é dita um eixo para 7.

2. Os eizos de uma isometria hiperbdlica vy sao todos paralelos e sua unigo € Min (7)

e Min () € isométrico ao produto Y x R

Reférencias As principais referéncias para este capitulo sao:

e BRIDSON, M; HAEFLIGER, A; Metric Spaces of Non-Positive Curvature

e BALLMANN, WERNER; Lecture on Spaces of Nonpositive Curvature, Birkhduser
Verlag, 1995.

e GROMOV, M.; BALLMAN, W.; SCHROEDER, V.; Manifolds of Nonposive Cur-
vature, Birkhduser, 1985.

e EBERLEIN, P.; Geometry of Nonpositively Curved Manifolds, The University of
Chicago Press, 1996.



Capitulo 4

Edificios de Tits

4.1 Estrutura Simplicial

4.1.1 Complexos Simpliciais Abstratos

Um complexo simplicial abstrato é um conjunto V de elementos denominados vértices
e uma colecao A de subconjuntos finitos de V (chamados simplexos), tal que todo sub-
conjunto com um elemento {v} é um simplexo e todo subconjunto de um simplexo A é
um simplexo (denominado face de A). A cardinalidade r de A é dito posto de Aer —1

é dito dimensao de A.

O conjunto simplicial A é um conjunto parcialmente ordenado , se tomarmos a relagao
”ser face de”, ou seja, quaisquer dois elementos A, B € A tém uma cota inferior maximal
ANB.

Temos ainda que para qualquer A € A o conjunto A< 4 das faces de A ¢ isomorfo ao

conjunto parcialmente ordenado dos subconjuntos de {1,...,r} para algum r > 0.

Geralmente denotaremos um complexo simplicial pela letra grega 3 e quando for

necessdario fazermos referéncias a mais de um complexo simplicial usaremos ¥/, ¥ etc.

Uma aplicagao simplicial de A em A’ é uma aplicacao ¢ dos vértices de A nos
vértices de A’ que leva simplexos em simplexos. Se a imagem ¢(A) sempre tiver a mesma

dimensao de A, entao ¢ é dita nao degenerada.

25
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Complexos de Bandeiras

Seja P um conjunto com uma relacao binaria denominada incidéncia, que é reflexiva
e simétrica. Os exemplos de maior importancia para o que se segue ocorrem quando
P consiste de pontos, linhas, planos, etc., de uma geometria (afim, projetiva, esférica,
etc.) com a nogao usual de incidéncia ou ainda quando P consiste em um conjunto
parcialmente ordenado com x e y incidente se eles forem compardveis (ou seja, < y ou
xz > y). Uma bandeira em P é uma sequéncia e; (que pode ser finita) de elementos de P
tal que e; é incidente com e;41. No caso em que PP é um conjunto parcialmente ordenado,
uma bandeira é o mesmo que uma cadeia. Um complexo de bandeiras associado a P é
o complexo simplicial A(P) com o conjunto de vértices sendo P e as bandeiras finitas
sendo simplexos.

Vale ressaltar que nem todo complexo simplicial é um complexo de bandeiras. Por
exemplo o bordo de um triangulo, pois se fosse teriamos que os trés vértices seriam dois
a dois incidentes e logo eles formariam uma bandeira e conseqiientemente um vértice do

complexo de bandeiras.

4.1.2 Sistemas de Camaras

Dado I um conjunto de indices, que chamaremos de conjunto de rétulos, e C' um conjunto
tal que para todo 7 € I existe uma relacao de equivaléncia denominada i—adjacéncia,
denotada = ~; y, entao C' é um sistema de camaras sobre [ e os elementos de C sao
ditos camaras. A cardinalidade de I é denominada posto do sistema de camaras. Cada
classe de i—adjacéncia 7 é dita uma i—parede.

Um automorfismo é uma aplicagao bijetiva preservando a relagao de equivaléncia
para cada 7 € [I.

Uma galeria é uma sequéncia de camaras I' = (Cy,...,Cy), tal que duas camaras
consecutivas Cj_1 e C; sao 1;— adjacentes. Dizemos neste caso que a camara conecta Cp
e Cy e o inteiro d é dito tamanho da galeria I'.

Se todos os i; pertencerem a um subconjunto J C I entao diremos que I' é uma
J—galeria. Nos diremos que um sistema de camaras é conexo (J—conexo) se dadas
duas camaras elas puderem ser ligadas por uma galeria (J—galeria). As componentes

J—conexas sao ditas J—residuos.
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Um conceito de fundamental importancia é a distancia combinatéria entre duas

camaras, definida como o infimo dos tamanhos das galerias conectando estas camaras.

4.1.3 Complexos de Camaras

Dado A um complexo simplicial, este serda dito um complexo de camaras se todos os
seus simplexos maximais tiverem a mesma dimensao e quaisquer dois destes puderem ser
ligados por uma galeria. Os simplexos maximais serao denominados camaras.

Uma aplicagdo simplicial entre complexos de camaras de mesma dimensao é nao
degenerada somente se leva camaras a camaras e neste caso esta aplicacao é denominada
aplicagcao de camaras .

No caso em que A’ é um subcomplexo de A e ¢ é a aplicacao identidade em A, a

aplicacao de camaras ¢é dita retragao.

Rotulamentos

Um rotulamento de um complexo de camaras A é uma fungao A : V(X)—I que associa
a cada vértice um elemento de I de modo que os vértices de cada camara sao mapeados
bijetivamente em 1. (E util pensar no rotulamento como colorir os vértices usando tantas
cores quanto o posto de A e exigindo que se dois vértices pertencem a mesma camara
entao eles terdo cores diferentes).

Freqiientemente denominaremos A(v) do tipo de v. De forma mais geral definiremos

o tipo de um simplexo o como o subconjunto de I que contém os rétulos A(v) de o.

Tipos de Galerias

Dado ¥ um complexo de camaras rotulado e I seu conjunto de rétulos, entao todo
simplexo de codimensao 1 de ¥ tém um tipo I — {i}, para algum i € I. Podemos agora
redefinir a relagdo de i—adjacéncia: duas camaras serao i-adjacentes se, e somente se,
ambas tiverem uma face comum do tipo I — {i}.

O fato de duas camaras serem i—adjacentes para apenas um ¢ nos permite definir o
tipo de uma galeria: Dada I' = (Cy, ..., C,) uma galeria na qual Cj_; L C; entao o

tipodeI' é 1= (i1,...,ipn).
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4.2 Grupos de Coxeter

Seja I um conjunto de indices e my; : I x I — NU{oo} uma funcao satisfazendo m;; = 1
e m;j = mj;. Denominamos M = (m;;) a matriz de Coxeter.

Um grupo de Coxeter do tipo M é um grupo W (M) que admite a apresentacao
W(M)=<7r;:r?= (ryr;)™9 =1,Vi,j € 1>

Para simplificarmos a notagdo denotaremos W (M) por W toda fez que for claro a
matriz de Coxeter a que estamos nos referindo.
Dada uma apresentacao de W definimos a norma de um elemento g como sendo o

comprimento da menor palavra que o representa:

|9 = inf{g = jija---jr:ji € J}
Definimos a norma do elemento identidade como sendo 0. Da definigao segue que |g| = 1
se, e somente se, g for um gerador do grupo. Para evitarmos algumas complicagoes
desnecessarias, iremos assumir sempre que J = J~!. Esta norma define uma distancia
em G, dada por d(g,h) = ‘h_lg

norma, bem como a distancia, dependem da escolha de sistemas de geradores.

, conhecida como distancia de Cayley. Claramente a

Dada uma palavra f = 4y...%; no mondide livre sobre I, definimos ry = r;; ... 75,
como a palavra associada pertencente a G. No caso de f ser a palavra () entao ¢ = 1.
Para fins de notagao, dados i e j distintos com m;; finitos, por p(i,j) entenderemos
...1j1j (my; fatores, por exemplo m;; = 5 entao p(ij) = jijij).

Uma homotopia elementar é uma alteracao de uma palavra da forma fip(i,j) fo
para a forma fip(j,1) fo. Duas palavras sao homotépicas se uma puder ser transformada
na outra através de uma série de homotopias elementares e denotaremos por f ~ g.

Uma contragao elementar é uma alteragdo de uma palavra da forma fyiifo para
a forma f; fo.

Diremos que duas palavras sao equivalentes se elas podem ser transformadas uma

na outra por uma sequéncia de homotopias, contragoes e expansoes.
Lema 4.1 Duas palavras f e g serao equivalentes se, e somente se, 1y = rg.

30: 5 Y7 B - ; -
Demonstragao: As relagoes (r;7;)™4 = 1 sdo equivalentes a 7, j) = Tp(j;) € COMO

27-])
1"? = 1, segue de imediato a equivaléncia. Il
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Uma palavra é dita reduzida se ela nao é homotopicamente equivalente a uma da
forma fi1iifs. Vale ressaltar que dentro de cada classe de equivaléncia temos uma palavra

reduzida.

4.2.1 Grafo de Coxeter

E usual representar M por um grafo com pesos, no qual os vértices sao os indices e entre

dois vértices existe uma ligacao (ou nao) de acordo com as regras

o o m=2
o—o0 m=2
o——0 m=3
o—M o m>4

Exemplos:
1. Quando M =o—™ 0o entao W (M) é isomorfo ao grupo diedral Da,,.

2. Quando M = A,, ou seja, quando o grafo é o o o com n

vértices, entao W (M) é isomorfo ao grupo simétrico Sp41.

3. Quando M = A,,, n> 2, ou seja, quando o grafo é um circuito fechado com n + 1

vértices

entao W (M) é isomorfo ao produto semidireto de Z™ com Sp41.

4.2.2 Complexos de Coxeter

A um grupo de Coxeter W finitamente gerado podemos associar um complexo simplicial
denominado complexo de Coxeter da seguinte forma: denominaremos um subgrupo
W'de especial se ele for gerado por um subconjunto de J. Uma classe especial é uma

classe da forma wW’. Entao definimos (W, J) como sendo o conjunto parcialmente



30 Edificios de Tits

ordenado das classes especiais, ordenado pela relagdo oposta a de inclusao: B < A se, e
somente se, A C B. (No caso em que W nao for finitamente gerado a estrutura acima
é apenas de ordem parcial, mas por facilidade também a chamaremos de complexo de
Coxeter).

Os elementos maximais de I serdo denominados camaras. Elas sao as classes especiais
minimais, ou seja, os conjuntos de um elemento w com w € W. (O leitor que se sentiu
incomodado com a ultima afirmacao deve se lembrar que o subconjunto vazio de J gera
por convengao o subgrupo de um elemento). Nas camaras podemos definir a relagao de
adjacéncia wy ~; we se, e somente se, wi = r;ws, e desta forma obtemos um sistema de
camaras.

Exemplos:
1. Um exemplo simples, porém ilustrativo ocorre quando M = o¢o7 ou seja,
quando W é o grupo diedral Dg

2. M = o0, entao o complexo de Coxeter

3. Quando M = A, entao

4. Quando M = A,, entdo o complexo de Coxeter é um n—simplexo tendo angulos

iguais a 7/3 ou 7/2 . O exemplo Ay ¢ ilustrado abaixo.

Rétulos candnicos

Complexos de Coxeter sao sempre rotuldveis. Para provarmos este fato, seja X(W,J)
um complexo de Coxeter qualquer, neste caso a acao de W particiona os vértices em n
orbitas e podemos rotular 3 associando um rétulo ¢ € I a cada dérbita. O rotulamento

canodnico é obtido tomando o conjunto de rétulos I como sendo J.

4.3 Edificios de Tits

Um edificio de Tits é um complexo simplicial A que pode ser expresso como a uniao

de subcomplexos ¥ (chamados apartamentos) satisfazendo os seguintes axiomas:
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B0. Cada apartamento é um complexo de Coxeter.
B1. Dados dois simplexos A, B € A, existe um apartamento X contendo ambos.

B2. Se ¥ e ¥’ forem dois apartamentos contendo A e B entao existe um isomorfismo

¢: ¥ — Y fixando A e B pontualmente.
O axioma B2 pode ser formulado de uma maneira equivalente como

B2’. Se ¥ e ¥ sao dois apartamentos com uma camara em comum entao existe um

isomorfismo ¢ : ¥ — ¥/ fixando todo simplexo em ¥ N X'

Se tomarmos A e B como sendo simplexos vazios e usando B2 teremos que quaisquer

dois apartamentos sao isomorfos. Vale ressaltar ainda que A é um complexo de camaras e
oA s ) . ~

que dado C' e C” dois simplexos maximais, entao eles pertencem a um mesmo apartamento

> por B1, possuindo assim a mesma dimensao e sendo conexos por uma galeria.

Observacgao 4.2 A definicao acima ndo € a unica encontrada na literatura. O que
chamamos de edificios sao as vezes denominados edificios fracos, sendo o termo edificio
reservado para o que chamaremos de edificios grossos, que sao definidos como os edificios

nos quais todo simplexo de codimensao 1 € face de ao menos trés camaras.

Proposigao 4.3 A ¢é rotuldvel. E o isomorfismo > — ¥/ do axioma B2 pode ser tomado

de modo a preservar o rotulamento.

Dado A um edificio rotulado, com matriz de Coxeter M e grupo de Weyl W, com um
conjunto de geradores J em correspondéncia com o conjunto de indices I. E conveniente
identificar o conjunto de indices I com J, e desta forma considerar J como o conjunto
de rétulos.

Consideraremos C o conjunto das camaras de A, em C temos uma relagdo de ad-
jacéncia. Esta relacdo permite definir o tamanho de uma galeria d que torna C um
espago métrico.

Dado um rétulo j € J, dizemos que duas camaras C' e D sao j-adjacentes e escrevere-
mos C' 4 D , se D e C tém uma face do tipo J —{j}. Desta forma uma galeria Cy,...C),
tem um tipo bem definido j= (ji,...,7,) sendo j; tal que C;_1 L C; parat=1,...,n.

Podemos ver o tipo da galeria j como uma palavra em W (a palavra jijs -+ jn).
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Dado o edificio A, o apartamento ¥ e uma camara fixa C' de X, podemos definir uma
retracdo ps, ¢ : A — X. Dado um simplexo o de A existe X contendo C ec e ¢: X' — X

fixando C' e desta forma podemos definir py, ¢ = ¢ (o).

Proposicao 4.4 Os apartamentos sao converos: Dada duas camaras de > entdo qual-

quer galeria minimal de A ligando as camaras estd contida em .

Demonstracao: Dada uma galeria minimal Cy...C) e ¥ o apartamento contendo Cj
e (). Suponha que a galeria nao esteja toda contida em Y. Desta forma temos que
existe Cj—1 € X tal que C; ¢ ¥. Seja C' € ¥ a camara adjacente a C;_; e seja py ¢ a
retracao definida acima. A imagem da galeria por esta retragdo é uma galeria com os
mesmos extremos e pela definicao da retragao temos py, ¢ (C;) = Cij—1, o que contradiz

nossa hipotese de minimalidade da galeria. O

Teorema 4.5 Eziste uma unica fungdo § : C X C — W com a sequinte propriedade:
para qualquer C, D € W, se I' é uma galeria minimal de C a D do tipo j= (j1,-..,jn),
entao

(C,D) = jija-jn

Temos ainda que d(C, D) = 1(6(C, D)), sendo 1 : W — Z a fun¢ao comprimento da

palavra.

A funcao § definida acima é dita W —distancia ou as vezes simplesmente distancia.

4.4 Grupos de Automorfismos e Pares BN

Dado A um edificio grosso, A um sistema de apartamentos. Suponha que um grupo G
aja como um automorfismo simplicial que preserva tipos e deixando A invariante. Assim
se Y é um apartamento em A também o é g3.

Dizemos que a agao de G é fortemente transitiva se GG age transitivamente nos
pares (3, C) consistindo de um apartamento 3 € A e de uma camara C' € X, ou seja, se
G é transitiva nos apartamentos e o estabilizador de um apartamento é transitivo nas
camaras Ch(X).
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Assumiremos no que se segue que G é um grupo fortemente transitivo, além disso
que tenhamos escolhidos um Yy e Cy que chamaremos de apartamento e camaras
fundamentais, respectivamente.

Alguns subgrupos de G sao de particular interesse:

B={g€G:gCy=Cyh}
N={g€eG:g¥= o}

T ={g € G: que fixam ¥, pontualmente}
W = N/T%

4.4.1 Associando A e (@

Quando a acao de um grupo em um conjunto possui alguma propriedade de transitivi-
dade, varias propriedades do conjunto podem ser obtidas a partir deste grupo e de alguns
de seus subgrupos (estabilizadores). No nosso caso, como demonstraremos, podemos re-
cuperar toda a estrutura de edificios a partir do grupo G e de seus subgrupos B, N, T, W.
Ao explicitarmos as relagoes entre o edificio A e o grupo fortemente transitivo G (e seus
subgrupos), obteremos por fim uma maneira algébrica de construirmos edificios de Tits:
os famosos pares BN, que se constituem de um grupo G e subgrupos B e N sujeitos a
alguns axiomas. Para determinarmos estes axiomas estudaremos em maiores detalhes a
acao de G em A.

Para isso consideraremos que A esteja rotulado de maneira canonica, cujo conjunto
de indices é J. Além disso ja sabemos que A pode ser visto como um sistema de camaras

Ch(A), no qual temos as relagoes de j—adjacéncia, j € J.

O fato de G agir de maneira transitiva em C'h(A) e ter como estabilizador da camara

fundamental o subgrupo B implica que temos a bijecao:

G/B — Ch(A)
gB — gC

Esta bijecao nos permite ver as camaras como classes laterais em G. O nosso préximo

passo sera compreender as j—relagoes neste contexto.
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Suponha h € G tal que hC é j—adjacente a C, logo C N hC é face de A = C N jC.
Do fato de h preservar tipo, temos que h leva a face A de C para uma face do mesmo
tipo em hC, mas como A é a face de hC do tipo J —{j}, temos que hA = A. Logo temos
que hC' ¢é j—adjacente a C' se, e somente se, h estd no estabilizador P; da face A de C.
Desta forma gC é j—adjacente a g 'C' <= ¢’ = gh para h € P;. Em outras palavras a

j—adjacéncia induz a seguinte relagao de j—adjacéncia em G/B
gBL ¢B = gP; =g'P;
O subgrupo P; pode ser caracterizado de maneira simples:
Proposicao 4.6 P; ¢ o subgrupo de G gerado por < B,j >.

Demonstracao: Seja h € P;j e X o edificio contendo C' e hC. Pela transitividade forte
3b tal que bY =3 com bC' = C' (ou seja, b € B).

Do fato de C' e hC' serem j—adjacentes temos que bhC' e j—adjacente a bC' = C, logo
bhC L C, assim bhC' é C ou jC'. Logo bh estd em B ou em Bj, ou seja, h € B ou a BjB

h e BUBjB

O conjunto BjB é denominado classe dupla. O

O resultado acima pode ser facilmente generalizado:

Proposigao 4.7 Dado J' C J e A uma face do tipo J — J' (cujo estabilizador em W €
o grupo especial W' =< J' >), entdo o estabilizador de A em G, Py, satisfaz:
Py = |J BuB.
weW’
O caso em que a proposicao acima possui maior interesse ocorre quando Py é o
estabilizador da face (). Neste caso J' = J e Py = G e W = W, e a expressao acima

fica:
G= |JBuwB
weW
A expressado acima pode ser refinada. Temos entdo a Decomposicao de Bruhat

G = HBwB

weW
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Produtos de Classes Duplas

A decomposicao de Bruhat implica a seguinte propriedade do produto de classes duplas:
Proposicao 4.8 BwB o BjB C BwB U BwjB

Demonstragao: Do fato de p : A — 3 preservar tipos e j—adjacéncia, decorre que
p: G — W satisfaz p(gh) = p(g) ou p(g)j para g € G e h € P;. Desta forma se g € BwB
e h € BjB C P; temos que:

p(gh) = w ou a wj

0

Serd conveniente adotarmos a notagao C(w) = BwB. Nesta notacdo a proposicao

acima, pode ser reescrita como:

Cw)C(j) = Clwj) ou Cw)C(j) = Clw) U Clw)).

Espessura

Nesta secao vamos reescrever a propriedade de um edificio ser grosso em termos de
propriedades do grupo G.

A definicao de edificio grosso diz que toda as faces de codimensao 1 é face de pelo
menos trés camaras, ou seja, dado j € J 3C’ j—adjacente a C e diferente de C e jC.

C’ tem necessariamente a forma hC, para h € P;

hC # C = h ¢ B, ou seja,
he BjB

J& a condi¢ao he # jc implica que h ¢ jB. Desta forma, temos que BjB & jB.
Esta condicao é necesséria e suficiente para que o edificio seja grosso. Esta afirmacao é

equivalente também a

i Bj G B ou
jBj & B
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4.4.2 Pares BN

Baseados nos resultados anteriores vamos definir um sistema de Tits ou Par BN como

um grupo G e um par de subgrupos B, N satisfazendo:

BNO. < B,N >=G

BN1. Definindo T = BNN < N, entao W = N/T é um grupo de Coxeter com geradores
Jls---Jn

BN2. BjBo BwB C BwBU BjwB, quando w € W e j = j;

BN3. jBj # B para j = j;
Observagao 4.9 (BN0) e (BN1) implicam que G = BNB

Proposigao 4.10 (i) Se BwB = Bw'B entio w = w' e desta forma que G =

H BwB (Decomposi¢io de Bruhat)
weW

(ii) Se l(jw) > l(w) entao BjB o BwB = BjwB

(iii) BW'B € um subgrupo de G para todo W' subgrupo especial de W

Teorema 4.11 ([Bro] pags. 100-115) Seja G um grupo de automorfismos fortemente
transitivo de um edificio grosso A. Se definirmos B como o estabilizador de C e N como

o estabilizador de 3, entdo (B, N) forma um par BN.

Teorema 4.12 ([Bro] pags. 100-115) Todo sistema de Tits (B,N) em um grupo G
define um edificio, no qual as camaras sio as classes laterais a esquerda de B, com a

relacao de i—adjacéncia dada por:
gB A hB < g 'he Bj;B

A acdo de G neste edificio € fortemente transitiva e N estabiliza um apartamento.



4.4 Grupos de Automorfismos e Pares BN 37

Referéncias

As principais referéncias para este capitulo sao:

e BROWN, KENNETH; Buildings, Springer Verlag 1989
e GARRET, PAUL, Buildings and Classical Groups

e RONAN, MARK; Lecture on Buildings, Perspectives in Mathematics,Academic
Press, 1989

e RONAN, MARK; Buildings: Main Ideas and Aplications I €11, London Mathema-
tical Society 24 1992 1-51

e TITS,J; BRUHAT, F.; Groupes Réductifs sur un Corps Local, LH.E.S, 1972



Capitulo 5
Edificios euclidianos

Grupos euclidianos de reflexoes
Um espaco euclidiano é um espaco vetorial V' sobre os reais munido de um produto
interno (, ). O grupo de isometrias deste espago é O(n) x V.
Um grupo de Coxeter euclidiano W é um subgrupo discreto infinito de O(n) x V'
que age em V de forma essencial e irredutivel.

Todo elemento w € W pode ser decomposto em
w=w-+1T,

sendo w a parte linear e T" a parte de translagdo de w. (Essa decomposigao depende do
ponto que escolhemos para origem).

Um hiperplano (sub-espaco afim de codimensao 1) H C V é caracterizado por um
vetor normal afy. Podemos também associar a cada hiperplano H um funcional ap =<
L > .

Dado um hiperplano H definimos a reflexao neste hiperplano, sy como:
(2) rsexr € H
SH\X) =
—x,se x € H-

e estentida por linearidade.
Definimos H = {H tal que sy € W} e F ={ag : H € H} o conjunto de todos
os funcionais associados a H € H. Dado uma funcao ¢ : F — {4, —} associamos o

conjunto

Co={xecV:f(zx)=0o(x),VfeF}

39
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As camaras sao definidas como os conjuntos Cy nao vazios.

A familia de hiperplanos H divide V' em um ntmero infinito de componentes conexas
limitadas Cl.

No que se segue escolheremos uma camara C, que chamaremos camara fundamental.

Denotaremos por J as reflexdes nas paredes de C.

Proposigao 5.1 1. W age de forma simplesmente transitiva nas camaras.
2. W € gerado por J
3. (W, J) € um sistema de Cozxeter
4. Cada camara possui um numero finito de paredes

5. Eziste um ponto x € V, tal que o estabilizador W, € isomorfo a W, um grupo de

Cozeter finito.

6. Todos os hiperplanos H € H sao paralelos a um hiperplano passando por x. E

existem um numero finito de classes paralelas de hiperplanos.
7. W~Z"x W

Definig¢ao 5.2 Um ponto x tal que W, — W ¢é um isomorfismo, é denominado ponto

especial.

Complexos de Coxeter Euclidianos
Um complexo de Coxeter abstrato ¥ isomorfo a um complexo (W, V') proveniente da
acao de W em V, é denominado complexo de Coxeter euclidiano e que |X| = X(W, V)
é sua realizacao geométrica.

Dado |X| a realizacao geométrica de ¥, existe um homeomorfismo de |X| em V', para
qualquer W e V. Este homeomorfismo é proveniente do homeomorfismo canénico entre
duas camaras (simplexos de dimensao n + 1).

O préximo lema nos diz que o espaco V' (a menos de uma dilatagdo da métrica) pode

ser reconstruido do complexo simplicial abstrato 3 (W, V).
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Lema 5.3 ([Ga] pags. 189) Dados (W,V) e (W', V') grupos euclidianos de reflexdo.
Seja ¢ : (W, V) — (W' V') um isomorfismo simplicial. Entdo a fun¢ao composta:

V= v D s v v

€ uma aplicacao de similaridade, ou seja, € uma aplicacao afim tal que a parte linear g

satisfaz (gv,gv"y = X (v,v'), com X > 0.

O lema anterior nos diz que V' é bem determinado e temos uma classe de equivaléncia
de normas em V. Podemos escolher um representante canénico da norma, exigindo que a
camara tenha diametro 1. Com esta escolha, temos que |X| é um espago euclidiano, e que
todo isomorfismo abstrato ¢ : X(W, V) — S(W' V') induz uma isometria |S(W, V)] 4]

ZWL V).

Setores e Células Conicas

Seja 3 um complexo de Coxeter, que identificaremos com sua realizagao geométrica,
e seja o um ponto especial. Denotamos por H,, o conjunto dos hiperplanos em H
que passam por zo e a cada H € H,, associamos o funcional linear ary. Nos edificios
euclidianos, Hg, ¢ finito e divide A em cones simplexos, todos com vértice z¢ (um cone
simplexo em geral serd denotado por ¢). Para todo x € A, o cone transladado = + ¢ serd
dito setor S de A com vértice em z. A direcao do setor é c. Se um setor S’ = 2/ + ¢
estiver contido em outro setor S = z + ¢, entao diremos que z’ + ¢’ é um subsetor de
2’ + . Dois setores 2’ + ¢ e 2" + ¢’ estao em direcao contréria se ¢/ = —c'.

Generalizando a defini¢ao de setor chegamos ao conceito de célula conica. Uma célula

conica é construida através de uma particao de H,, em trées partes disjuntas
Hao = Hbo M, LMD,
Definimos entao uma célula conica ¢ como o conjunto z € A tal que
ap(z) >0,H € H
ag(z) <0,H € H,,
apg(z)=0,H € Hgo
Podemos definir uma relagao de faces nas células conicas. Para isso sejam duas células

conicas c e d dadas pelas particoes Y =Y T [Y | Y e Z = ZF| |Z7| | 2°.
Diremos que c<dse Zt CcYTeZ CY .
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Edificios Euclidianos
Dado X um edificio euclidiano equipado com um sistema de apartamentos A. Diremos
que X é um edificio euclidiano se os apartamentos forem complexos de Coxeter eucli-
dianos. Do fato de cada apartamento ter uma realizacao geométrica como um espaco

euclidiano afim, temos uma realizagao geométrica | X| do edificio euclidiano X.

5.1 Edificios Euclidianos sao CAT(0)

A realizacdo geométrica de um edificio euclidiano pode ser dotada de uma métrica,
cuja construgao descreveremos agora. Dados dois pontos z,y € |X|, o axioma (B1)
de edificios nos diz que existe um apartamento E contendo z e y. Esse apartamento
pode ser dotado com uma métrica que faz com que as cimaras tenham didmetro 1. Seja
dg(x,y) essa métrica.

Definimos entao a métrica candnica :

d(xz,y) = dp(z,y)
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Proposicao 5.4 ([Ga] pags. 194) Dado ¢ : X — X' um isomorfismo de edificios
euclidianos. Entao ¢ € uma isometria se ambos edificios forem dotados da métrica

canonica.
O seguinte resultado é de suma importancia:

Teorema 5.5 ([Ga] pags. 197) A realizag¢ao geométrica de qualquer edificio é um espago
CAT completo.

5.2 Edificio no Infinito

Um fato de grande importancia nos estudos dos edificios euclidianos é a semelhanca
que estes possuem com os espagos simétricos: ambos sao espagos CAT(0) completos e,
principalmente, ambos podem ser compactificados e essas compactificagoes podem ser
dotadas da estrutura de um edificio esférico. Ou seja, para ambos, a fronteira no infinito
é a realizacao geométrica de um edificio esférico.

Seja X a realizagao geométrica de edificio euclidiano dotado com a métrica canonica.
Um ponto & na fronteira no infinito do (X)), é uma classe de raios geodésicos assintéticos
conforme a construcao apresentada na secao 3.3.

Nosso objetivo é dotar 0 (X ) de uma estrutura de edificio esférico e para isso intro-
duziremos uma estrutura simplicial.

A face no infinito ¢, de uma célula conica ¢ em X com vértice em z é o subconjunto
dos pontos £€ 0 (X) tal que o raio geodésico aberto (x,&) estd contido em c.

Um simplexo ideal ou simplexo no infinito é um subconjunto o de 05 (X) para
o qual existe uma célula conica c tal que 0 = coo.

Dado ¢ e d duas células conicas com vértice em zq, dizemos que o simplexo ideal dy,
é uma face do simplexo ideal ¢y se d é uma face de c. Escreveremos neste caso que

Aoo < Coo-

Teorema 5.6 ([Ga] pag. 279) Os simplezos ideais particionam Oxo(X). A relagao de
face € bem definida, e o conjunto parcialmente ordenado dos simplezos em Ox(X) € um
complexo simplicial. Além disso Oxo(X) € um edificio esférico, e os apartamentos do

edificio esférico estdao em bijecdo com o sistema mazimal de apartamentos de X.



Capitulo 6

Grupos algébricos lineares sobre

Corpos Locais

Aos grupos algébricos semisimples podemos sempre associar um edificio esférico cuja
construgao, usando os subgrupos de Borel, é bastante conhecida. No caso de grupos
semisimples sobre corpos locais, temos a particularidade de podermos associar um edificio
euclidiano, de tal modo que o edificio esférico, construido usando os subgrupos de Borel,
aparece naturalmente como o edificio esférico no infinito do edificio euclidiano.

A combinacgao desses dois edificios implica em diversas propriedades dos grupos

algébricos semisimples sobre corpos localmente compactos, como veremos neste capitulo.

6.1 Grupos Algébricos

6.1.1 Variedades Afins

Dado k& um corpo local de caracteristica zero e k o seu fecho algébrico, o espago afim
A" = (ay,...,a,) é definido como o espaco vetorial de dimensao n sobre k.

Dado A =Kz, ...x,] a dlgebra dos polinémios sobre k. Cada polinémio f(z) € A
serd visto como uma fungao em A”. Para cada f € A, definimos o conjunto dos zeros de
fcomo Z(f)={P e A": f(P)=0,Yf € T}. A definigao se aplica de maneira ébvia a
subconjuntos de A.

Um conjunto Y de A™ é algébrico se existe T C A tal que Y = Z(T).

45
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Podemos associar uma topologia a A", usando a algebra de polinéomios. A topologia
de Zariski em A" é topologia na qual os abertos sao os complementares dos conjuntos
algébricos.

Um conjunto nao vazio Y de um espago topoldgico X ¢é dito irredutivel se ele nao
pode ser expresso como uniao de dois fechados préprios disjuntos.

Definiremos agora um dos principais objetos de estudo da geometria algébrica: as
variedades afins. As variedades afins sao os protétipos locais da geometria algébrica

exercendo um papel similar ao dos abertos de R™ na geometria diferencial.

Definicao 6.1 Uma variedade algébrica afim X é um conjunto fechado (algébrico) ir-
redutivel de A™. Um subconjunto aberto de uma variedade afim é dito variedade quasi
afim. Uma variedade algébrica € dita definida sobre k se X for o conjunto de zeros
de um numero finito de polinémios sobre k. Se X é uma variedade algébrica em k",
denotaremos por X (k) = X Nk™, o conjunto dos pontos k—racionais.

6.1.2 Grupos algébricos

A definigao de grupos algébricos mimetiza a defini¢cao de grupos de Lie.

Definigao 6.2 Um grupo algébrico é uma variedade algébrica G dotada de uma estrutura

de grupos

p:GxG— G, p(ry) =y
i:G—G, i(z)=a""!

tais que as operacgoes [ e i sao morfismo da variedade G.

Pela definicao temos que a translacao a direita

R,:G—G

T — xy
¢ um isomorfismo de variedades.

Definicao 6.3 Um isomorfismo de grupos algébricos G e G' € um isomorfismo de vari-

edades que € simultaneamente um isomorfismo de grupos.
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Exemplos de grupos algébricos 1. G, = A! com a estrutura aditiva p(z,y) =
x4y, i(z)=—z,e=0

1

2. Gy = Al —{0} com a estrutura multiplicativa u(z,y) = zy, i(r) =271 e =1

Os exemplos acima sao irredutiveis e unidimensionais, na verdade a menos de

isomorfismo sao os Unicos com estas propriedades.

3. A" com a estrutura de espago vetorial.

Os exemplos acima sao todos abelianos.
4. Gl(n.k) é definido pelo nao anulamento do polinémio det

5. Como um subgrupo fechado de um grupo algébrico é algébrico, podemos desse

fato tirar os exemplos:
5.a T(n,k) matrizes triangulares superiores que em Gl(n, k)
5.b As matrizes diagonais D(n, k)

5.c U(n, k) matrizes triangulares superiores com diagonal 1.

Componente da identidade e Conexidade

E possivel demonstrar que existe uma tnica componente irredutivel contendo a iden-
tidade. Essa componente serd denotada por GV e a designaremos por componente da
identidade de G.

Proposicao 6.4 Dado um grupo algébrico G, entio GO é um subgrupo normal de indice

finito e qualquer subgrupo de indice finito contem G°.

Um grupo G é dito conexo se G = GP°.

Toros, Grupos Unipotentes, Grupos Redutiveis, Semisimples

Um grupo algébrico T sobre k é dito um toro de posto n se 1" se torna isomorfo a (GL1)"
apés a extensdao do corpo base para o fecho algébrico k. Um toro é dito split se ele for
isomorfo a (GL1)™ sobre k.

Um elemento g € Gl(n, k) é dito unipotente se g—1 for nilpotente. Isto é equivalente
a dizer que g é conjugado a um elemento de U(n,k). Um grupo de matrizes é dito

unipotente se cada um de seus elementos é unipotente. Isto é equivalente, pelo teorema
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de Kolchin, a dizer que o grupo é conjugado a um subgrupo de U(n,k). Um grupo
algébrico linear G sobre k ¢é dito unipotente se para um mergulho de G como subgrupo
fechado de Gl,, tivermos que G(k) for um subgrupo unipotente de GI(n, k). Resaltamos
que a definicao de grupo unipotente independe do mergulho.

Um grupo algébrico G sobre k é dito redutivel se nao contiver nenhum subgrupo
normal unipotente conexo e nao trivial. Os grupos Gl,, e Sl, sao redutiveis.

Finalmente, um grupo algébrico G(k) é dito semisimples se G(k) nio contiver nenhum
subgrupo normal soltivel conexo e nao trivial. O grupo S, é semisimples. Um grupo G

é dito quase-simples se seu centro Z for finito e o quociente G/Z for simples como grupo

abstrato.

6.1.3 Edificio Esférico Associado

Se G ¢ semisimples (ou de modo mais geral redutivel) entdao G(k) tem um par BN ao
qual podemos associar um edificio esférico. Descreveremos rapidamente esta construcao
(para maiores detalhes consulte [Hu]).

Um subgrupo H ¢é dito parabdlico quando G/H é uma variedade completa. Um
subgrupo de Borel P é um subgrupo parabdlico minimal. Podemos escolher um subgrupo
de Borel de modo que ele contenha um toro split maximal T'(k).

Seja Ngpp, 0 normalizador de T em G(k).

Teorema 6.5 ([Hul,[Bo]) A tripla (G, P,Ngy) forma um par BN, ao qual podemos

associar um edificio esférico que tem posto igual ao posto de T (k).

Proposigao 6.6 (Decomposicao de Bruhat,[Bro] pag. 110) A classe dupla PgP,
g € G é da forma PwP, w € W e a aplicacio w — PwP € uma bijecio do grupo de
Weyl nas classes duplas PgP, com g € G.

Proposicao 6.7 ([Ga] pags. 111) Se gPlig™' = P2 entao Iy = I, =1 e g € P/.

Proposicao 6.8 (Decomposicio de Langlands) Seja N o radical unipotente de P, N =
P,, e seja M o subgrupo compacto maximal de Z, sendo Z o centralizador de A. Entdo
Z =MA, e temos

P=MAN,P=MAN e PNP = A.
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6.2 Grupos algébricos lineares sobre Corpos locais

6.2.1 O Edificio Euclidiano Associado

O edificio esférico apresentado na secao anterior depende apenas da estrutura algébrica
do grupo G. No caso do corpo base ser um corpo local, é possivel dotar o grupo G de

uma estrutura de par BN adicional que resulta em um edificio euclidiano associado a G.

Teorema 6.9 (Teorema de Tits [TB]) Dado um grupo G simples e simplesmente
conexo, definido sobre um corpo ultramétrico localmente compacto podemos construir um
edificio euclidiano para G. Temos ainda que 0s subgrupos parabolicos com respeito a esse

par BN sao abertos e compactos (usando a topologia nao arquimediana,).

A demonstragao desse resultado é bastante envolvente e nao a faremos aqui, apre-

sentaremos, pérem, um exemplo no apéndice: Si(n, k).

6.2.2 Subgrupos parahéricos e parabdlicos

Seja G um grupo simples conexo, simplesmente conexo sobre um corpo local e X o

edificio euclideano associado GG, conforme o Teorema de Tits.

Definimos:
Nuff = estabilizador em G do apartamento A
B = fixador pontual em G da camara C
T = N, N B
P = estabilizador em G da camara C
N, sph = estabilizador em G do apartamento A,
T+ = Ngpn N P denominada componente de Levi

No caso esférico ” B”serd denotado por P é serd denominado parabdlico minimal
ou subgrupo de Borel, enquanto no caso euclidiano ” B”serd denotado por B é serd

denominado parahdérico minimal ou subgrupo de Iwahori.
Teorema 6.10 ([Ga], 259) N, ;5 = Nypn

Desta forma escreveremos simplesmente N' = Norp = Nopp,.
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E usual designar:

W =N/T = grupo de Weyl afim (ou euclidiano)
Wo =N /Tt = grupo de Weyl esférico

Se denotarmos por Ny.ans 0 subgrupo de A cujas restricoes a A sao translacoes,

temos:

Lema 6.11 ([Ga] pags. 200) A componente de Levi T = N'N P do parabélico mini-

mal P com respeito ao apartamento A € o subgrupo de translacdes, ou seja,
T+ = -/\[trans

Uma conseqiiéncia interessante do teorema de Bruhat-Tits é a seguinte caracterizacao

dos edificios euclidianos:

Teorema 6.12 ([Bro], pag 163) O edificio X associado ao par BN euclidiano € iso-
morfo ao complexo de bandeiras da geometria de incidéncia dos subgrupos limitados
mazximais de g com a relagao de incidéncia: P e ) sdo incidentes se, e somente se,

PNQ € um subgrupo maximal de P.

6.2.3 Decomposicao de Cartan e Iwasawa

Seja G um grupo simples conexo e simplesmente conexo sobre um corpo local e X o
edificio euclideano associado. Seja (G, B, N) o sistema afim de Tits de X, sendo que N/
estabiliza o apartamento ¥ e P estabiliza a camara ¢ € ¥ com vértice especial s.

Seja S o setor em 3 com vértice especial s, temos que esse setor determina uma
camara S°° no edificio esférico no infinito 0 (X). Seja W o grupo de Coxeter afim
agindo em 3 e Wy o subgrupo de W fixando s. Em particular Wy é o grupo de Coxeter
esférico agindo em X*°.

Seja K o estabilizador em G de s, lembramos que K = BWyB. Quando o corpo é
localmente compacto, K é um subgrupo maximal compacto, pelo teorema anterior. Seja
T o grupo de translacoes de ¥ (7' é um subgrupo de W) e seja Ts C T o subconjunto
das translagoes que enviam o vértice s para um vértice em S. Por iltimo denote N o
subgrupo unipotente de G estabilizando o vértice S de 0 (X).

Entao temos o seguinte Teorema de Bruhat e Tits.
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Teorema 6.13 ([Brh], [Ron2] pag 100)

1. (Decomposicao de Twasawa) G = KTN, e as classes laterais duplas K\G/N estao

em correspondéncia biunivoca com T'.

2. (Decomposicao de Cartan) G = KT;K e as classes laterais duplas K\G/K estao

em correspondéncia biunivoca com Ts.

Esbogo de demonstragao (i) Dado g € G um elemento qualquer e seja s’ = gs. Dado
um vértice qualquer x e um setor qualquer S, existe um subsetor 57 tal que =
e S1 estdao no mesmo apartamento. Logo existe ¥’ um apartamento contendo s’
e um subsetor de S. Temos assim que ¥ e ¥/ sdo apartamentos contendo s e s
respectivamente e S no infinito. Seja u € N o tnico elemento tal que u(X') = X.
Seja t € T a unica translacao enviando us’ a s. Temos que tus’ = s, ou seja,
tug™! € K, e logo g € KTN. Substituindo ¥ por outro apartamento contendo s e
5%, obtemos v’ € U. Ambos u e v’ tém a mesma acao em X N Y/, logo us’ = u's’

e logo t é unicamente determinado.

(ii) Pela decomposicao de Bruhat temos K = BWyB. Usando os axiomas de pares BN
temos que KwK = BWywWyB para todo w € W. Além disso W é uniao disjunta
de classes duplas da forma WytW, para t € Tg. Logo G = BW B é uma uniao

disjunta de classes duplas KtK com t em Tg.

Observacgao 6.14 Note que na notacao da secao anterior a decomposicdo de Twasawa

S€E escreve como

G = |_| PwB
weWy

A notacao usada nesta secao assemelha-se & notag¢ao usual para grupos de Lie, en-
quanto a da secao anterior é usual no contexto de grupos algébricos sobre corpos ultrar-

quimedianos.

6.2.4 Decomposicao Celular de Bruhat

Nesta secao G denotard um grupo algébrico semi-simples, conexo sobre um corpo ul-
tramétrico. O grupo quociente pode ser dotado de uma estrutura de variedade, e em par-

ticular teremos que as variedades bandeiras sao variedades com a topologia ultramétrica.
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Teorema 6.15 ([Se] LG 4.10 e LG4.11) Seja H um subgrupo de G que é uma va-
riedade e G/H o espaco das classes laterais,entéo G/H possui uma unica estrutura de

variedade ultramétrica fazendo G = G/H uma submersdo.

A partir desses resultados podemos construir a decomposicao celular de Bruhat. Para
isso consideraremos o edificio esférico de G.

Seja J um conjunto de indices para os geradores do grupo de Coxeter esférico Wj.
Dado I C J um subconjunto dos geradores J de Wy, seja W; = (ji:i€I) e W! =
(jr : k ¢ I.) Definimos os subgrupos parabélicos P = PW;P e P! = PW!P. Pelos
axiomas de Tits temos que G = <PI, P1> e que PTNP;=P.

Considere a variedade bandeira G/P!, dado ¢ € G a imagem de g pela aplicacio
G5 G /P! serd denotada por ¢ = gP!. Seja c; o simplexo fixo por P! e —c; seu
oposto em A, sendo A um apartamento qualquer fixo contendo cy. Seja Nj o subgrupo
unipotente maximal de P!, ou seja, N é o grupo unipotente maximal de fixando ¢;. e
seja N1 o subgrupo unipotente maximal de Py, sendo P; o parabdlico que fixa —¢;.

A variedade N7 - ¢ é dita a maior célula de G/P;. Essa célula pode ser identificada

L e P! se, e somente se, n; = ny. Mostraremos que a célula maior

com N pois nony
Ny -é 6 aberta e densa em G/P!.
Para isso notemos que pela aplicacao gP — gP!, cada variedade bandeira é imagem

de G/P e desta forma podemos reduzir os cdlculos a esse caso.

Teorema 6.16 (Decomposicao celular de Bruhat) Se w € W, seja N" = NnwNw!
Entio a aplicacio n — 1 - de N© em G/P ¢ injetiva e G/P € unido disjunta das
células N, w e W. Além disso se a € A e n e N, a aplicacio n —— nuw identifica

ana~t € N* com anw € G/P

Demonstragao: Como a agdo W é simplesmente transitiva nas camaras de A, existe
e é tinico o elemento o de w tal que o(c) = —c, ou equivalentemente cNo~! = N. Pela

decomposicao de Bruhat e decomposicao de Langlands, respectivamente, temos:

G=0G= |_| ocPwP = |_| oMN Ao 'wP = |_| oNo 'wP = |_| NwP
weW weWw weW weW

O estabilizador do parabdlico wP em G é wPw™! e o estabilizador da classe & = wP € G/P em N
é NNwPw ! = NNwNw™!. E assim NwP pode ser identificado com N/(NNwNw™!).
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Como N = (NNwNw ") (NNwNw™') temos que NwP = N wP pode ser identi-

ficado com N - w. Logo G /P é a uniao disjunta das células N"w. O

A dimensao de N - ¢ é igual a dimensao de G/P, enquanto as células N" -4 tém

codimensao pelo menos um. Portanto, N - é é aberto e denso em G/P.
Corolario 6.17 A célula maior N - ¢é é aberta e densa em G /P

Seja X o edificio euclidiano associado a G e X sua realizagao geométrica, vimos na
secdo 4.4.1 que podemos associar a todo simplexo S o subgrupo parabdlico P! e um tipo

parabdlico I, desta forma definimos a aplicacao:

71 0so(X) — U G/P!
IcJ
05— P!

A aplicagao m pode ser decomposta em uma série de aplicagoes
7 : 9l (X) — G/P!

sendo que L (X) denota a imagem inversa 7—(G/PT). Os pontos de OL (X7) sdo ditos
pontos do tipo I em dao(X).

Se considerarmos em 9. (X7) a topologia de Busemann temos que:

Lema 6.18 Os espagos topologicos 820(;() com a topologia de Busemann e G/P com a

topologia ultramétrica sao homeomorfos.

Demonstragao: O grupo G age como tranformacoes continuas e transitivamente em
820 (X)) com P estabilizado uma camara, o que implica que temos uma bijecdo continua

7:G/P — 9% (X) e como 8% (X) é compacto (3.3.2) temos que 7 ¢ um homeomorfismo.
g

Uma consequéncia direta do lema anterior é a compacidade da variedade bandeira
G/P (compare com [Ma, pag 55]).

Finalmente podemos concluir que:
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Lema 6.19 Dado C uma camara em 820()2) seja N o grupo unipotente mazximal de
fizando CeN o grupo unipotente mazximal de fizando —C. A célula N - C € aberta e
densa em 820(22') Ou equivalentemente seja C a realiza¢ao geométrica de C. A célula
N -C ¢ aberta e densa em 9% (X)
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Capitulo 7

Semigrupos e Controle

7.1 Fatos Preliminares

Comegaremos com um pequeno resumo da linguagem usada.

Seja G um grupo linear algébrico simples e simplesmente conexo sobre um corpo
ultramétrico. Pelo teorema de Tits podemos associar & G um edificio euclidiano X'. O
edificio X com a métrica canénica é um espaco CAT(0) localmente compacto no qual
o grupo G age como isometrias. Assim podemos classificar os elementos g € GG, como
isometrias elipticas, parabdlicas e hiperbdlicas, em termos da fungao translagao |g| [sec.
3.4]. O espago X pode ser compactificado com a topologia de Busemann [sec. 3.3.2] de
modo que ambos X =XU O X € 0o X 880 compactos. Temos também que Jy X é a
realizacao do edificio esférico associado ao edificio euclidiano.

Um flat F' é um conjunto convexo de X que é isométrico a um espago euclidiano.
Um flat é maximal se nao estiver contido em nenhum outro. A dimensdo do flat maximal
¢é denominada posto de X. Nos edificios euclidianos, os flats maximais possuem todos
a mesma dimensao e também sao chamados de apartamentos.

Grande parte do nosso estudo de semigrupos consistird em entender as propriedades
das isometrias hiperbdlicas e de suas acoes no edificio euclidiano e esférico.

Relembramos que uma isometria i é dita hiperbdlica se a funcao translacao dj

atinge um minimo positivo, ou seja, |h| := mingec x dp(x) > 0.Uma isometria hiperbélica

'Por abuso de notacdo, X denotara tanto um edificio euclidiano como sua realizacio geométrica. Esse

abuso é fundamentado pela proposicao 5.4.

25
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¢é dita regular se todos os eixos de h estao contidos em um unico apartamento.

Para uma isometria hiperbdlica nao regular, temos por definicao que existe pelo menos
um eixo contido em mais de um apartamento. Um eixo candnico neste caso é um eixo
que esta contido em um nimero maximal de apartamentos.

Se considerarmos a acao de Wy, o grupo de Weyl (associado ao edificio esférico) de
G, em um apartamento F, podemos apresentar uma outra caracterizagao das isometrias
regulares e nao regulares. Para isso introduzimos a seguinte notagao: dado P um hiper-
plano no apartamento F', denotamos por sp a inversao neste hiperplano. Escolhemos um
vértice especial xg em F' e denotamos por Wy = {w € Wyss : w(xg) = x0}. Temos que
Wo =~ W, ou seja, essencialmente Wy é o grupo de Weyl do edificio esférico associado a
G. Associamos a IV uma familia de hiperplanos H = {P : sp € W}. Uma isometria h é
regular se os eixos de h nao estao contidos em nenhum hiperplano P € ‘H. Uma isometria
nao regular é definida por negagdao. De modo mais preciso, uma isometria hiperbdlica h

é dita do tipo © se h possui um eixo contido em todos os hiperplanos P C Hg, sendo
Ho={P:sp € Wo}

e Wg o subgrupo de Weyl de W maximal com essa propriedade.

O seguintes lemas apresentam diversas propriedades das isometrias hiperbdlicas para
espacos CAT(0), andlogas as conhecidas no caso de espacos simétricos [[BGS| pags 77-
85]:

1. Considere um subconjunto convexo fechado M C X invariante por v. Entao, v é
eliptica, parabdlica ou hiperbdlica se, e somente se, a restrigao 7|y for eliptica,

parabdlica ou hiperbdlica respectivamente.
2. Os eixos de h sao todos paralelos e sua uniao é Min (7).

3. Seja v um eixo para h. A unido de todos as geodésicas paralelas a v, P,, ¢ um

conjunto convexo invariante por h. P, se decompoe em
~ /
Py, ~P xR

sendo Pf/ um subconjunto convexo fechado de X, e h se decompoe como h = (h/,

h") sendo b’ uma isometria eliptica em P, e h" uma translagao em R.
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Os seguintes lemas apresentam uma caracterizacao da acao de uma isometria hi-

perbdlica no edificio euclidiano.

Lema 7.1 Seja {F;} a familia de flats que contém um eizo -y de h. Entao U = |J
F,; el =) F; sao ambos invariantes por h. Em particular se h € uma tsometria
hiperbolica regular, ou seja, todos os eirzos de h estao contidas em um unico aparta-

mento, entdo esse apartamento € invariante.

Demonstracao: Seja Fvi um flat contendo ~. Temos que hF§ é um flat que contém ~
pois h é isometria deixando o eixo v invariante.

Como a familia {F;} é finita (no caso de corpos locais) e como h é uma bijecao, nao
podemos ter hFé = th{, assim h age como permutacao na familia {F;} Consequente-
mente temos que

WU =hF, =JF. =U

hl =NhFL=NF, =1

sao deixados invariantes. OJ

Lema 7.2 Seja F' um flat no edificio euclidiano X, e h uma isometria hiperbolica de F'.

FEntao:

1. Eziste uma isometria h de X tal que iL|F = h.

2. Se F' nao for maximal entao duas dessas extensoes hi e ho diferem por um elemento
de W, ou seja ill(ilg)_l € Wpg, sendo Wr o grupo das isometrias de X que fixam

F' pontualmente.

3. Se F' for um flat mazimal essa isometria é unica.

Demonstracido: Seja F' um flat maximal contendo F. O flat F' é isométrico a R™,
sendo n o posto do edificio, e I’ é isométrico a um sub-espaco de R™. E conhecido que a
isometria h pode ser estendida de modo Uinico a uma isometria hde F'. Para estendermos

h a X, considere C' uma camara em F' e h(C') sua imagem. Pelos axiomas de edificio



58 Semigrupos e Controle

sabemos que existe A isometria de X tal que h(C) = h(C) e h(F ) = F. Essa isometria
satisfaz h|p = h.
Por definicao, temos que Bl(ﬁg)_1|p ¢ a aplicacao identidade, ou seja ﬁl(ﬁg)_l e Wp,

o que implica em unicidade no caso em que F é um flat maximal. ]

Nem todas as geodésicas podem ser eixos para uma translagdo proveniente de G.
Veja, por exemplo, o caso em que nosso edificio nao é grosso, ou seja o caso em que X
¢é isométrico a um complexo de Coxeter. A finitude local do grupo de Coxeter nos diz
que nem todas as retas podem ser eixos de uma isometria proveniente do grupo W. O
teorema anterior nos diz que as geodésicas que sao eixos para uma isometria proveniente

da acao de W em um flat também sao eixos para uma isometria de X.

7.2 Acao das Isometrias Hiperbdlicas no Edificio Euclidi-

ano

Queremos caracterizar a acao das isometrias hiperbdlicas regulares no edificio euclidiano
e sobre o edificio esférico. Para tanto, seja uma isometria hiperbdlica regular h, F' o
apartamento deixado invariante por h e F = 0o (F') o apartamento do edificio esférico
que é fronteira do apartamento F em 0. (X). Destacamos que a notagao da linha
anterior serd mantida: quando tivermos nos referindo a um simplexo do edificio esférico
em O (X) associado a um simplexo do edificio euclidiano X, denotaremos ambos pelos
mesmos simbolos, usando fontes em negrito para os simplexos em Joo(X).

Definimos o atrator principal de uma isometria hiperbdlica h como o ponto £ €
Ooo(X) tal que h™(z) — £ para qualquer x € X. A camara no infinito contendo § serd
denotada por C(¢). O atrator principal de h~! é denominado repulsor principal de
h seré denotado por —¢. Temos que C(—¢) é a camara oposta a C(§) em F, sendo F' o
apartamento invariante por h

O objetivo principal dessa segao é entender o comportamento da 6rbita de n € Jx (X)
pela acao da isometria hiperbdlica regular h.

Nossa primeira observacao é que quando 7 esta no apartamento invariante por h, ou
sejan € F =05 (F), a agdo de h em 7 é trivial e n é deixado fixo. Assim restringiremos

nos ao caso 1 ¢ F e consideraremos F’' um apartamento contendo n e —¢. Neste caso
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temos:

W (1) € Ooe (W (F'))\Ooo (W (F)) = 0o0 (" (F'))\ 0o (F)

Para dar informacoes mais precisas sobre a érbita estudaremos o comportamento
de alguns segmentos geodésicos que convergem para os pontos 7 e €. Nossa abordagem
se dard prevalentemente no edificio euclidiano, obtendo os resultados concernentes ao

edificio esférico ” projetando os resultados no infinito”. Comecaremos por duas definigoes.

Definicao 7.3 Considere um apartamento F' C X e (Si)le uma familia finita de setores
k

com o mesmo ponto base. No caso em que |JS; seja um conjunto comvexo de X, essa
i=1

uniao € denominada setor generalizado.

Definicao 7.4 Dado v um segmento, raio, ou geodésica e A C X um subconjunto do

edificio euclidiano, definimos

Yla={yt) :v(t) € A}

Observamos que quando A é convexo (em particular se A é um apartamento), temos que

Y|4, se nao for vazio, € um segmento, um raio ou uma geodésica.

Dado S C F um setor generalizado, tal que —§ € 0o(S) com —¢& o repulsor prin-
cipal de h, demonstraremos que h*S é uma familia crescente de setores generalizados

encaixantes, ou seja, h¥(S9) ¢ hF+1(S9).

Lema 7.5 Seja h isometria hiperbolica reqular, com & e —& os atratores e repulsores
principais, respectivamente. Seja F' um apartamento contendo um eixo de h ¢ S C F um
setor tal que —& € 0so(S). Entio hFS ¢é uma familia crescente de setores encaivantes.
Se x € um ponto no interior de S e v uma geodésica iniciando em x e nao inteiramente
contida em S, entdo o comprimento do segmento de y contido em h*(S), L(7|px(s)) cresce

linearmente.

Demonstracao: Como F' ¢ invariante por h, e a restricao de h a F' é uma isometria
hiperbdlica de um apartamento isométrico a R”, reduzimos o problema a uma situagao
euclidiana cldssica na qual podemos considerar h uma translacao de R™. E assim temos

L(vlpk(s)) = kd(xo, h(z0)) para qualquer zo € F. O
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O lema abaixo nos caracteriza a intersecao S = F N F’ de dois apartamentos que

possuem uma camara C(—¢) em comum.

Lema 7.6 ([Bro], pdg. 176) A intersecao de dois apartamentos F e F' é sempre um
setor generalizado. (Podendo ser o setor generalizado vazio). Em particular, quando
os apartamentos F e F' possuem uma cdmara no infinito C em comum, entao F N F’

contém um setor S tal que Jso(S) = C.

Para dar informaces mais precisas sobre a 6rbita h¥(n) estudaremos o comporta-
mento de alguns segmentos geodésicos que convergem para os pontos h*(n) e €. Dado g
um ponto no interior de S definimos o segmento geodésico v*(t), como o segmento que
inicia em z¢ e tal que v¥(00) = h*(n).

Seguimos considerando apartamentos F' e F’ com S = F N F’ um setor generalizado.

Seja o o raio geodésico passando por xg, que esta inteiramente contido em F) e que é
paralelo ao segmento 7°|r.  Um segmento inicial de o coincide com um segmento inicial
de 7° e em algum ponto estes se bifurcam como em uma arvore, o prolongando-se em F
e 70 prolongando-se em F’. O mesmo ocorre com a intersecio de o e v, com a diferenca

que 7* se prolonga em h*(F'). O lema abaixo descreve o crescimento desta intersecio:

Lema 7.7 Sejam o e v* como acima. Entdo, a intersecio de o e v*é wm segmento

geodésico cujo comprimento cresce linearmente.

Demonstragao: Por construgio sabemos que 7/° No = os.

Vamos mostrar que 71 No = U\h(s).

Para tanto considere o segmento geodésico hy?. Esse segmento geodésico passa por
h(zo) e por h(n), e esté contido em h(F’). Temos também que h7°|r é paralelo a o, por
ser imagem de 4" por uma translacdo.

Seja [ a geodésica em h(F’) paralela a hy° e que passe por zg. O segmento de I|r é
paralelo a o, ou seja, ' No = o|n(s) - Como a intersecao o(t) N 7L(t) é igual a olg, pelo
lema anterior temos que essa cresce linearmente.

Usando o mesmo argumento temos que o(t) N ~*(t) = o hh(s) € que essa intersegao

cresce linearmente , ou seja,

L(o(t) N7*(1)) = L(o(t) N7°(t)) + kd(zo, h(z0)), Varo € F.
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Com esses lemas em maos, passaremos agora ao resultado principal. Para isso preci-
samos de um pouco de linguajar da teoria de Lie, que introduzimos no final do capitulo
anterior.

Seja h uma isometria hiperbdlica regular, ' o apartamento invariante por h e & seu
atrator principal. Seja G = KAN a decomposigao de Iwasawa definida por £ e F, na
qual N¢ =€ e h e A

Seja N~ o subgrupo nilpotente que fixa pontualmente —¢. Todo ponto 1 € 0 X pode
ser expresso como 1) = nweé € I X, comwy € W (ouwy € M’ := {k: €K kA = A})
ené& N™.

Proposicao 7.8 Seja um ponto n = nwol € Oxo(F), sendo & o atrator principal da

isometria hiperbolica reqular h e hF = F. Entao:
lim hFnwoé=woé
k—o00

Considerando em X a topologia de Busemann.

Demonstracao: Dado n = nwyé, sabemos (pelo axioma Bl dos edificios de Tits)
que existe um apartamento F’ contendo n e —&. A intersecao de F' e F’ é um setor
generalizado contendo um setor S tal que 00 (S) = C(—¢). Consideramos entdo o ponto
h*(n). Este ponto esta contido na fronteira no infinito do apartamento h¥(F”).

Seja x¢ um ponto no interio de F'N F’. Definimos entao o raio geodésico o que inicia
em z( e termina em nwoé e os raios geodésicos v, (t) que ligam zo a h¥(n). Os segmentos
Yn € o coincidem na intersecdo dos apartamentos F'NA*(F') que é crescente. Entao pela

Prop. 3.13, que caracteriza a convergéncia na topologia de Busemann, temos que

lim hknw0§:w0§
k—o00
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hE"

7.3 Controle de Semigrupos

Em toda esta secao, denotaremos por G um grupo de Lie sobre um corpo local simples,
simplesmente conexo com a topologia de ultramétrica (G, 7y) e SC G um semigrupo de
interior nao vazio.

Seja & € 0o (X) um ponto regular no edificio esférico e C'(§) a tinica camara contendo
. Pelo Lema 6.18, podemos identificar biunivocamente as camaras de 0o (X ) com pontos
do flag maximal Be assim, por abuso de notacao, escreveremos que C(§) € B, ou ainda
que & € B.

Dado um ponto ¢ € B, denotaremos por B(§) a célula de Bruhat aberta contendo &
(sec. 6.2.4).

Diferentemente do que ocorre no caso real, podemos ter semigrupos de interior nao
vazio que nao contém isometrias hiperbdlicas.

Relembramos as seguintes propriedades ja enunciadas em capitulos anteriores:

1. Um subgrupo é compacto maximal se, e somente se, a érbita de qualquer camara

no edificio euclidiano ¢é limitada (Teorema 3.8 (Bruhat-Tits)).
2. Uma isometria é eliptica se, e somente se, a Orbita de uma camara ¢é limitada.

3. Em um edificio euclidiano nao existem isometrias parabdlicas, pois a agao de G no
edificio X é discreta (a estrutura simplicial é preservada e a imagem de camara é

camara).

Proposicao 7.9 Dado S C G um semigrupo de interior nao vazio de um grupo de
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Lie simples, simplesmente conexo sobre um corpo local. Se S contém uma isometria

hiperbolica de X, entao S contém uma isometria hiperbolica em seu interior.

Demonstracao: Seja g € int(S), podemos supor que g é eliptica. Seja x um ponto
fixo por g e K, o subgrupo compacto maximal fixando z. Seja S, := {s € S : sz = =}
o semigrupo de S fixando o ponto x, como g € int(S) NS, # 0, temos que S, é um
semigrupo de interior nao vazio em K, o que implica pela compacidade de K, que S,
é um grupo (aberto) e que g € S, C S. Agora dada h uma isometria hiperbdlica em S

temos que ghg~' é uma isometria hiperbélica no interior de S. O

Proposicao 7.10 Dado & C G um semigrupo de interior nao vazio de um grupo de
Lie simples simplesmente conexo sobre wm corpo local, se S contém apenas isometrias

elipticas,entdo S € um grupo aberto.

Demonstragao: Seja g € int(S), como g é eliptica pelo argumento apresentado no
lema anterior temos que g~ € S. Logo temos que int(S) é um grupo. Seja entdo um ele-
mento qualquer s € S,entdo para todo g € int(S) temos gs € int(S) logo s 1g~! € int(S)
e logo s € int(S). O

A existéncia de uma isometria hiperbdlica regular em int(S), quanto int(S) # 0, deve
se a argumentos de dimensao tipicos. Seja h € int(S). Pela proposi¢ao 6.11 temos que as
isometrias hiperbdlicas fixando um apartamento sao os elememtos de um toro maximal
T, associado ao edificio esférico. Seja T" um toro maximal contendo h. Porém como os
elementos regulares T formam um conjunto aberto e denso do toro ([Bo], pdg 286) e h €
int(S)NT temos que int(S)NTx # 0. E logo podemos escolher uma isometria hiperbélica
regular no interior de S.

Nao trataremos o caso § é um subgrupo de GG. De modo mais explicito, assumiremos
daqui por diante que S C G é um semigrupo de interior nao vazio contendo uma isometria
hiperbdlica, e que S nao é grupo.

Seja entao h € int(S) uma isometria hiperbdlica regular e n o seu atrator principal.

Lema 7.11 Para todo ponto & € B existe um g € S com g§ € B(n).
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Demonstragao: A demonstragao segue de imediato do fato de B(n) ser aberto e denso
em B (6.17). Sejam £ € B e A C int(S) um aberto. Entao, temos que A é aberto e logo
intercepta a célula de Bruhat B(n) que é densa (e aberta) em B, ou seja, 3¢ € int(S) tal
que g€ € B(n). O

A variedade bandeira B ([Ma, pdg. 55]) é um espago compacto e desta forma, pelo
teorema 1.14, temos a existéncia de conjuntos de controle invariantes. O teorema abaixo

prova a unicidade do conjunto de controle invariante em B

Teorema 7.12 Seja S C G um semigrupo com int(S) # (. Entao erxiste um unico

conjunto de controle invariante em B para S.

Demonstragao: Vamos provar que existe um elemento 7 tal que n € cl(S§) para todo

¢ € B ou seja, n € [ cl(S€). Pelo lema anterior podemos supor que £ € B(n). Seja n
£eB
tal que existe isometria hiperbdlica regular A que tem 7 como atrator principal. Temos

entao que klim h¥(€) = n, para todo £ € B(n) e logo n € cl(S¢) para todo &. Agora pelo
—00

Teorema 1.15 temos a existencia do conjunto de controle invariante. O

Denotaremos por D o tnico conjunto de controle invariante em B e por Dy o seu
conjunto de transitividade.

Tendo determinado a unicidade do conjunto de controle invariante vamos agora ca-
racterizar todos os conjuntos de controles em B.

Definimos

Y = {h € int(S) : h ¢é isometria hiperbdlica regular}

Dado uma isometria hiperbdlica regular A, temos um tnico apartamento que contém
0 eixo desta isometria e uma unica decomposicao de Iwasawa associada G = KAN. O
conjunto de camaras no edificio esférico fixas por h estd em bijecao com W, de modo que
podemos associar a cada uma destas camaras um w—tipo.Observamos que o w—tipo
depende da escolha de h.

Denotaremos por b(h,w) o ponto fixo para h do tipo w.

Proposigao 7.13 Seja (D1)o := {b(h,1) : h € ¥}. Entao (D1)g = Dy.
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Demonstracao: Como (D1)g é o conjunto dos atratores principais temos que (D1)p C
Dy. Para demonstrarmos a outra inclusdo, consideremos 7 = b(h,1) € Dy com h €
int(S) uma isometria regular. Dado um ponto qualquer £ € Dy temos que existem
s1, 82 € int(S) tal que s11 = £ e s9€ = n, pois Dy é conjunto de transitividade de D. Seja
entao hg = s1h™so. O proximo lema demonstra que s1h’sy é uma isometria hiperbdlica

regular para n suficientemente grande O

Proposicao 7.14 Dado h isometria hiperbolica reqular com atrator principal £ e s1, So
tais que sgs1 € P(&), P(§) o subgrupo parabdlico que estabiliza &, entdo para n suficien-

temente grande, sith"ss € uma isometria hiperbolica reqular.

Demonstracao: Seja g = s2s51, temos assim que s1h'*sy = slh”gsl_l. Desta forma é
suficiente provarmos que h'g é hiperbdlica para ¢ isometria fixando &, o atrator principal
de h.

Para isso seja F' o flat invariante por h e F/ = gF, S um setor em FNF' e Sy =
g~ 1SN S. Por construcao temos que gSs C S.

Como Sy e ¢Sy sao setores em F' contendo &, temos, para n suficientemente grande,

que hgSs C S, ou seja h"g é uma isometria hiperbdlica regular. O

Teorema 7.15 Para cada w € W existe um conjunto de controle D,, em B, cujo con-
junto de transitividade é
(Dy)o = {b(h,w) : h € X}

e esses sao todos os conjuntos de controle em B.

Demonstracao: Provaremos o teorema através de trés passos.

No primeiro demonstraremos que para todo conjunto de controle D’ existe b(h,w) €
D’, e um ponto fixo do tipo w, para algum w € W, com h € X .

No segundo demonstraremos que dados w € W, hy, ho € 3, e dois pontos do mesmo
w—tipo & = b(hi,w) e n = b(ha,w), entdo cada um deles pode ser atingido a partir
do outro por elementos em S, no sentido que & € cl(Sn) e n € cl(S¢). Desta forma
teremos, pela Proposi¢ao 1.16 que (D) é o conjunto de transitividade de um conjunto

de controle.
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E finalmente demonstraremos que (Dy,)o := {b(h,w) : h € ¥} é todo o conjunto de
transitividade de D,,.

(1) Dado um conjunto de controle qualquer D', e n € D', seja P o grupo de isotropia
de . Temos que P Nint(S) # 0 se n € D{. Considerando a decomposi¢ao de Iwasawa,

temos que P = MAN™T de modo que o subconjunto
o={m¢& M :3hn € ANTcom mhn € int(S)}

é um semigrupo com interior ndo vazio em M porque M normaliza AN. Como M
é compacto temos que o é um subgrupo contendo a componente da identidade de M.
Logo int(S)NANT # (), e desta forma temos uma isometria hiperbdlica regular g € int(S)
e tal que gn = 7. Em particular, temos que n é ponto fixo do tipo w para g.

(2) Dados dois pontos & = b(hi,w) e n = b(ha,w), se b(hi,1) = b(hg, 1), temos que
b(h1,w) estd na mesma célula de Bruhat de b(ha, w) (considerando a decomposi¢ao em
células a partir de b(he, 1)), e logo pela Proposicao 7.8 temos que lim,, . (h2)"b(h1,w) =
b(ha,w). Se b(hy,1) # b(hsa, 1), a Proposi¢ao 7.13 nos garante que existe s; € S, tal que
s1b(hi1,1) = b(ha, 1), pois (D1)g é conjunto de transitividade, e assim reduzimos ao caso
anterior.

(3) Provaremos que dado um conjunto de controle D’ seu conjunto de transitividade
¢ (Dy)o para algum w. Para isso seja n = b(g,w) € D' o atrator do tipo w em D’ cuja
existéncia é garantida por (1).

Dado um ponto qualquer £ € D), temos que existem sy, s2 € int(S) tais que s = ¢
e s9§ =, pois D}, é conjunto de transitividade de D. Seja entao hy = s1¢"ss.

Consequentemente, temos que s1hf's2 é uma isometria hiperbdlica regular e que § = b(

s1h™sg,w1). Logo Dy, é o conjunto de transitividade. |

7.3.1 Subgrupo W (S)

Demonstramos na se¢ao anterior que todo conjunto de controle invariante de S em B é
da forma D,, para algum w € W. Queremos caracterizar os conjuntos de controle D,,

que coincidem. Para isso definimos

W(S) = {we W : D, =D}
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O grupo W(S) é definido a partir da escolha de uma camara C' no apartamento
F C 05(X). Mas, por abuso de notacao escrevemos W (S) ao invés de W(S,C™). To-
mando uma camara Cf = gC™, temos que w age em CT como o elemento do grupo de

Weyl obtido por conjugacao por g.
w e W(S,CT) & gwg™' € W(S,gCH).

Logo a conjugacao por g define um isomorfismo entre os grupos W (S, C*) e W(S, gC™).
Esse isomorfismo nao depende do g especifico que leva CT em gC™, pois elementos dis-
tintos diferem por um elemento que fixa pontualmente a camara C™.

Nesta secao by € B serd sempre a imagem da camara C* a partir da qual definimos
W(S).

Lema 7.16 Dado by € (D1)o entdo sao equivalentes:

1. we W(S);

2. why € (D)o, sendo w um representante qualquer de w em M*, e W = M* /M.

Demonstragao: Sejam by € (D1)g, w € W(S), com @ um representante qualquer
de w em M*. Temos que wby € (Dy)o pela caracterizacao de D,,. Ou seja, wby €
(Dyw)o = (D1)o. Para demonstrarmos a reciproca, seja w € W (S), temos por definigao
que D,, = D1, o que é equivalente & (Dy,)o = (D1)o. Mas (Dy)o = {b(h,w) : h € £} e
logo wby € (Dy)o- O

Proposicao 7.17 W(S) € um subgrupo de W.

Demonstragao: Seja b € (Dj)p. Sejam w; e we € W(S) e sejam w; e Wy seus re-
presentantes em M*. Pelo Lema 7.16 wib € (D;)p. Usando novamente o Lema 7.16
para w1 b temos que (w19 (w1) 1 )wib € Dy o que implica wiieb € Dy = W(S) é um

semigrupo de W, sendo W finito W(S) é um subgrupo. O

Vamos demonstrar em seguida que W(S) nao é apenas um subgrupo do grupo W,
mas um subgrupo de Weyl de w, ou seja, W(S) = Wg para algum subconjunto © de

raizes simples.
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Antes de passarmos & demonstracao introduziremos um pouco de notacdo. Dado F

um flat e zg um ponto base em F', associaremos a cada isometria hiperbdlica h um vetor

Vp = h(l‘o) — X0,

e denotaremos por Vi := {vp, : h € H}.Temos uma agao de Z em V :
nvp = Upn

que com a adigao definida de modo usual torna Vi um Z médulo.

Dado H' € H um subconjunto das isometrias hiperbdlicas, podemos definir o espaco
vetorial gerado por vy, (v, : h € H'). Como a agao de Wy ss é irredutivel temos que F
= (v, : h € H)

Teorema 7.18 W(S) = We, para algum © C II

Demonstracao: Seja H = {h € int(S) : W(S)h = h}.

Suponha que H # () e seja h € H uma isometria de regularidade maxima em H, e ©
o seu tipo. Provaremos que W (S) = Wg provando que W(S) age transitivamente em
Cp, = {camaras que possuem h como parede}.

Como h € int(S)temos que existe hc € int(S), tal que hc uma isometria hiperbélica
regular que tem a camara C € Cp como atrator principal.

Assim todas as camaras C € Cj, pertencem ao conjunto de transitividade do conjunto
de controle invariante em B e desta forma S age transitivamente em Cj,.

Se H = () demonstraremos que W = W (S). Para tanto, seja C uma camara em Dy,
o conjunto de transitividade do conjunto de controle invariante em B, e h uma isometria
hiperbdlica real que tem C como atrator principal.

Por notacao denotaremos h,, = wh". Temos que todas as isometrias h,, sao hi-
perbdlicas regulares para n suficientemente grande. Considere agora o cone K e o reti-

culado Ky definidos como segue:

K:{Z AV, : Gy € RT}
weW

Kn={)_ auwtohy : a,, € N}
weW
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A primeira observacao é que K é um espaco vetorial, pois a auséncia de pontos fixos
implica que vj,1 + ...+ vpw = 0. E como a agao de W é irredutivel e W(S) C W age sem
pontos fixos temos que C é todo o apartamento F.

Como Ky C int(S) é um reticulado em K temos que dado uma camara C € 0 (F)
existe isometria hiperbdlica b’ € Ky C int(S), tal que h’ tem C como camara atratora,
e desta forma temos que W (S) age transitivamente nas camaras de Joo(F). Mas, como

W age simplesmente transitivo nas camaras de Js(F'), temos que W(S) = W. O

Observagao 7.19 De forma andloga ao caso real temos que as isometrias hiperbdlicas
que fixam um apartamento estdo em bijecdo com os elementos de um toro maximal A
(proposi¢ao 6.11). e as isometrias requlares Tr formam um conjunto aberto ([Bo], pdg
286).

A aplicacdo w — D,, definida no teorema de caracterizacao dos (D,,)o nao é neces-
sariamente bijetiva. O teorema abaixo nos diz que podemos parametrizar os conjuntos

de controle pelas classes laterais W (S)\W.

Teorema 7.20 D,,, = D, se, e somente se, wiw, € W(S). Logo os conjuntos de

controles efetivos para S em B estao em bijecio com W (S)\W.

Demonstragao: Na verdade demonstraremos que (D, )o = (Duw,)o Se, € somente se,
wiwy ' € W(S).

(=) Sejaby € Dy = (D1)g. Pela caracterizagao dos conjuntos de transitividade, temos
que Wby € (Dq)o, e por hipdtese temos (Dyy, )o = (Duw,)o, € desta forma como wib €
(Dy,) temos, pela definicio de (D, )o e por conjugacio, que (w2 (w1) 1)~ ti1b € Dy
, 0 que implica (2) "t € W(S).

(<) Seja b/ = wibg € (D1)o . Temos que (w2)~'¥ € Dg, pois por hipétese w;lwl €
W(S). Assim, temos que (w1we(w1) 1) ti1by € Dy e desta forma b € (D, )o pela
defini¢ao de (Dy,)o- O



Apéndice A

Os edificios de S1,,(Q))

A.1 O edificio esférico

A construgao do edificio esférico para S, pode ser feita sobre um corpo arbitrario k.

Realizaremos essa construcao de maneira geométrica, exibindo o edificio esférico as-
sociado. Uma demonstracao alternativa seria verificar que B e N satisfazem os axiomas
de Pares BN.

A estrutura simplicial do edificio A,

Dado V um espaco vetorial de dimensao finita maior que 2. A geometria proje-
tiva associada a V' consiste nos espacos proprios nao triviais de V, com dois deles ditos

incidentes se um deles contiver o outro.

Um referencial em V' é um conjunto F = {Lq, Lo,...,L,} de subspagos unidimen-
sionais tais que V = L1 @ ... ® L, Seja V' C V préprio tal que V' é gerado por um
subconjunto préprio nao vazio de F. Nosso edificio A serd o complexo de bandeiras dessa

geometria.

Seja ¥ = X(F) um subcomplexo de A consistindo das bandeiras de V'. Um sub-

complexo ¥ desta forma é um apartamento

As camaras C serao as bandeiras maximais, como por exemplo Cjy é a bandeira

[61] (- [61,62] c...C [61,.. . ,en_l]
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[e1]

[el, e2] [el, e3]

[ aa\

[€2] [e3]

Cada apartamento é um complexo de Coxeter do tipo A,_1.

Uma demonstracao direta que a construcao acima constitui um edificio, pode ser
obtida a partir do Teorema de Jordan Holder.

Pares BN

O estabilizador da camara Cpy é o grupo das matrizes triangulares superiores em
Sty (k).

Seja ¥y o complexo de bandeiras de V' = (e, ea,...€e,_1), temos que o estabilizador
desse apartamento é o subgrupo monomial de Si, (k).

Neste caso T = BNN é o subgrupo das matrizes diagonais e N/T pode ser identificado

com o grupo de permutagao de n letras 5,

A.2 O edificio euclidiano de Si,( k)

Pares BN

Quando & é um corpo de valoracao discreta podemos construir um edificio euclidiano
a partir de Sl, (k). Uma das formas de realizar esta construgao é exibindo um par BN
apropriado. Para esta construcao usaremos o diagrama usual para corpos de valoragao

discretas:

—k

T — :B

Sendo A o anel de valoracdo e k o corpo residuo A/rA

Temos como consequéncia o seguinte diagrama de matrizes:
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Sl(A) < Sl (k)

1
Sl (k)

Para construirmos o par BN escolheremos B como a imagem inversa das matrizes
triangulares superiores em Si,(k), assim B é um subgrupo de SI,(A) que contém as
matrizes triangulares superiores de SI,,(A). Escolheremos N como o subgrupo monomial
de Sl,( k). Consequentemente T'= B N N é o subgrupo das matrizes diagonais.

Para darmos uma caracterizagao de W = N/T precisaremos de um pouco mais de
notacdo: no que se segue para um anel comutativo R entenderemos N(R) e T(R)

respectivamente o subgrupo monomial e o subgrupo diagonal de Sl,,(R) Definiremos
W = N(k)/T(k)

O subgrupo W pode ser identificado com o grupo de permutacio de n letras S,,.
Claramente W é o quociente de W com kernel F' = T(k)/T(A), ou seja, temos a
sequéncia exata curta:

1>F->W->W —1

Como N(A)/T(A) C W élevado isomorficamente em W temos que a sequéncia acima
splita e logo:
W~FxW

Como F =T(k)/T(A) = £ = Z" ¢ assim:
W~Z"%xS,

Logo W é um grupo de Coxeter afim, e desta forma, temos um edificio euclidiano
associado a SI,(Q,), que denotaremos A,,_1(k,v).

A estrutura simplicial do edificio A, _;(k,v)

Nesta se¢io apresentaremos a estrutura de incidéncia do edificio euclidiano A,,_; (k,v).

Dado V um espago vetorial de dimensao n sobre k, um reticulado em V é um A

submédulo L C V da forma L = Ae; & ... Ae, para alguma base {ej,...,e,} de V' .

Teorema A.1 Dados dois reticulados L e L', existe uma base {g1,...,gn} para L tal

que L' admite a base {\1g1,..., \ngn} com \; € k*.
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Diremos que dois reticulados sao equivalentes se L = AL’ para A € k*. As classes
de equivaléncia serao denotadas pelas respectivas letras gregas. Duas classes (de equi-

valéncia) de reticulados s@o incidentes se existirem representantes que satisfagam:
LcL crL

O conjunto de vértices do complexo A é definido como as classes de equivaléncia de
reticulados e a relacao de incidéncia nos vértices como definida acima.
Os simplexos sao dados por conjuntos de vértices dois a dois incidentes. Tais vértices

podem ser escritos como conjunto [L1],...[L;] satisfazendo:
LiD>LyD...DLj

Pode-se demonstrar que os simplexos maximais tém n vértices.

Os apartamentos serao o subcomplexo de A com todos as classes da forma (7" eq,...7™"ep) 4.
Se definirmos r = r; + ...+ 7, . Teremos entdao que rmod(n) é constante

Observe que cada [L] é equivalente a um conjunto de enuplas da forma (r;+t, ... r,+t)

para t € Z. A assim vamos associar a cada classe [L] uma enupla real

r
(x1,x9,...,2) com z; =r; — —
n

Desta forma (1,9, ..., x) é um ponto em R™ que pertence ao hiperplano 1 + xo +

...+x, =0.

Claramente o conjunto destes pontos sao invariantes por trocar z; por x;11 e por
trocar x, por r1 +1 e 1 por x, — 1, ou seja, os pontos x sao os vértices do complexo de
Coxeter.

Os residuos em cada vértice sao iguais ao nimero de elementos de k.
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Exemplos de semigrupo de

interior nao vazio.

Nesta segao construiremos um semigrupo (que nao é grupo) de interior nao vazio para
todo grupo algébrico sobre um corpo local. Na préxima secao trataremos em detalhes
o caso Sl(n, Q). Nosso exemplo serd construido essencialmente utilizando a axiomaética
de pares BN.

Relembramos que, posteriormente a Tits, é conhecido que dado G, um grupo algébrico
sobre os p-adicos, entao existem subgrupos B (subgrupo parahdlico) e N que formam um
par BN associados a um edificio euclidiano. O subgrupo B é compacto e de interior
nao vazio em G. Definimos o toro T'= BN N, o grupo de Weyl W = N/T e escolhemos

um conjunto de geradores S para W. Entao valem:

1. W, S é um Complexo de Coxeter euclidiano.

2. BN geram G

3. G=|J,BwB

4. BwB o BuvB = BwvB se l(wv) = l(w) + (v)

5. Seja s € S, entao BwB o BsB = BwB| | BwsB se l(ws) < l(w)
6. sBs~' ¢ B
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Vale ressaltar que W = W x Z", sendo W um grupo de Coxeter finito.

Sejam s € W\W uma translacao e S o semigrupo gerado por s.

Proposicao B.1 O semigrupo gerado por S e B, denotado por (S, B) é um semigrupo

de interior nao vazio que nao € um grupo.

Demonstracao: Todo elemento z € (S, B) admite uma representagao na forma z =
s™by ...s"kby para algum k, e com n; € NUO.

Quando [(ss) = I(s) + I(s), temos a seguinte igualdade para o produto de classes
duplas: BsB o BsB = Bs?’B. Logo a representacao de z pode ser simplificada. Apés
sucessivas simplificagOes temos que qualquer elemento z € S, pode ser representado na
forma:

2 = b sy,
consequentemente o elemento s nao possui inverso, pois se possuisse terfamos que sb/ s™b, =
1, o que implicaria em b{s™by = 1, ou seja, s™ = (b])~1(b5) ™1, para algum b7, b, O que

é absurdo. O

Falta demonstrarmos que BwB o BuB = BwvB se l[(wv) = l(w) + [(v). Sabemos
que se [(ws) > l(w) entdo BwB o BsB = BwsB, se s é um gerador. Provaremos nossa
afirmacao por inducao no tamanho da palavra v. Para isso seja si ...s, uma palavra de

tamanho minimo representando v. Temos, assim, que
Bwsi...8,_1BoBs,B=Bwsy...spB

pois l(wsy ... 8,) > H(wsy ... Sp—1).



Apéndice C
Exemplo de Semigrupo de Si(2, k)

Nesta secao trabalharemos com o corpo dos p-ddicos, k = Q).
Seja B o parahélico minimal de SI(2, k). Esse parahélico é compacto e tem interior

nao vazio. Sua forma maticial é:

v=0 v>0
B =
v>1 v=0
na qual v = 0, v > 0 e v > 1 denota que as entradas sao todos os p—adicos de

valoracao zero, nao negativa e maior que 1, respectivamente.

Seja t o gerador candnico da parte translacional do grupo de Weil afim, ou seja,

0
t= p
0 10_1

Calculando t"B para n > 0, temos que
v=n v>n
t"B = -
v>1—n v=-n

BI"E — v>1—-n v>-n
v>1—n v=-n

e paran > 1 que

Com essa expressao em mao ¢é facil verificar, através do produto matricial, que Bt" Bo
Bt™B c Bt""™pB.

7
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Denotaremos por B° o parahdlico B e por B" = Bt"B. Definimos o semigrupo

S = |_|€B". Na secao anterior demonstramos, usando a axioméatica de pares BN e o
n>0
edificio euclidiano, que S é um semigrupo de interior nao vazio. Uma demonstragao mais

elementar desse fato pode ser obtida da forma explicita de S que acabamos de obter. Se

ses= |_| B", temos que a entrada sgo da matriz de s tem valoracao negativa. Deste
n>0
modo ¢t~ ndo pode pertence a S e logo ¢ nio possui inversa em S.

C.1 Acao de Si(2,k) no espago Vetorial k.

Nos calculos seguintes, usamos repetidamente a seguintes propriedades da valoragao:
Observagao C.1 Se v(a) # v(b) entdo v(a+b) = min{v(a),v(b)},

Observagao C.2 Se v(a) = v(b) entdo v(a+ b) pode assumir qualquer valor maior que
min {v(a),v(b)}. Em particular v(ax + by) com v(z) = v(y) = 1 assume todos valores

maiores que min{v(a),v(b)} .
Seja em k2, o subconjunto

M ={(z,y) :v(z) > v(y)}

O conjunto M é fechado por multiplicagao por escalares e por soma, por tanto é um
cone.

Seja So semigrupo de compressao de M, ou seja, o semigrupo de SI (2, k) que deixa
M invariante. Vamos calcular explicitamente S. Para tanto, seja s € S , com forma

matricial

Como

s (x,y) = (ax + by, cx + dy)

e S-M C M, concluimos que

v(ax + by) > v(cx + dy)
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para qualquer (z,y) € M.

Em particular tomando z = 0 e y = 1 concluimos que v(b) > v(d)

Exigindo que v(x) = v(y) em C.1 concluimos que v(c) # v(d), pois do contrario
escolhendo z,y apropriados teriamos que v(cx 4+ dy) poderia ser qualquer inteiro maior
que min {v(c),v(d)}, o que nos levaria a um absurdo, pois contradizeria C.1. Usando o
mesmo raciocinio para v(xz) = v(y) + n, com n positivo, concluimos que v(c) +n # v(d),
para n > 0, ou seja v(c) > v(d).

Como v(b) > v(d) tomando v(x) =y = 1, teremos que v(xa+b) > v(d), se e somente
se v(a) > v(d).

Denotando por m = v(d), temos as seguintes condigoes para s

v>m v>m
v>m+1 v=m
Nao usamos ainda a condi¢do que as matrizes pertencem a SI(2, k). Essa restrigao

impede que m > 0 pois do contrério teriamos que v(det(s)) > 0.

Se m = 0, a condi¢ao det(s) = 1, implica que

v=0 v>0
S =
v>1 v=0

Se m > 0, a condigao det(s) = 1, impoem v(a) > m + 1 e assim

v>m+1 v>m
S =
v>m—+1 v=m

Ou seja, o semigrupo de compressao S do conjunto M é o semigrupo de interior nao
vazio S.

Observamos que a condi¢ao v(z) > v(y) ndo se altera se multiplicarmos por um
escalar k € k*. Deste modo podemos considerar a projecao de M sobre a linha projetiva
PL(E).

Seja 7 : k? — P1(k) a projecio que leva um vetor (x,%) na sua classe de equivaléncia

na linha projetiva e seja M= m(M). Como consequéncia de M ser o conjunto de controle

em k2, temos que a acdo induzida de SI(2,k) em P'(k) tem como conjunto de controle

M.
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C.2 Acao de SI(2,k) na arvore

Para SI(2, k) o edificio euclidiano associado ao grupo é uma arvore homogénea (regular)
X com p+ 1 arestas em cada vértice.

Seja {e1,ea} base canonica de k%. Consideramos [[e1,es]] a classe de equivaléncia
associada ao reticulado gerado por estes elementos, conforme definado em A.2. Definimos
uma camara fundamental Cy como sendo a aresta que tem [[e, e2]] e [[e1, pez]] como
vértices. A agao de B na &arvore fixa a camara fundamental Cy. Os axiomas de pares
BN implicam que a acao de B é transitiva nos apartamentos que contém C'.

p
0 p~
[[pael,pbeg]] com a,b € Z. ([Bro, pag. 133])

A acao da translacao t = ( > deixa invariante a reta v que contém os vértices

Os vértices [[a, b]] que estdo mais préximos de [[e1, e2]] do que [[e1, pea]], sdo os que
satisfazem v(a) > v(b). Ressaltamos que a condi¢ao v(a) > v(b) independe da escolha do
representante da classe de equivaléncia. Diremos de maneira ingénua que estes sao os
vértices do lado direito da camara Cj, e denotaremos por R o conjunto desses vértices.

Assim [e1, es] é o vértice direito da camara e [eq, pes] o vértice esquerdo.

Vértices a direita de Cj
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A agdo do subgrupo parahdlico B e da isometria hiperbdlica t deixam o conjunto R
invariante. Consequentemente, o semigrupo S deixa R invariante. Malis precisamente
temos que a érbita de Cy por S é R.

Para demonstrarmos esse fato, seja C; € R uma camara de distancia d de Cy. A
camara Cy = t?Cyy também estd a distancia d de Cy. Seja 0y um apartamento contendo
Cy e Cy, e o9 um apartamento contendo Cy e C7. Temos que existe b € B tal que bo; = o9

e fixa Cp, o que nos garante que bCy = Cy. E assim o elemento s = bt? € S, leva Cy a
.

Acao de SI(2,k) no fim da arvore
Considere 05 (X) a fronteira no infinito de X e Ry a projecao de R em O (z), ou
seja, as classes de equivaléncias de geodésicas tais que o(t) € R, para todo t > T.

A agdo de B é transitiva em Ry (a demonstracao desse fato é similar a de que a
érbita de Cy por S é R). Seja & = ~(t), sendo 7 a geodésica invariante pela isometria ¢.
O ponto £ € Jx(X) é o atrator principal da isometria ¢.

Dado 1 € R, temos que existe b € B tal que n = b¢. Neste caso a translaciao bth™!

tem 7 como atrator principal e logo R~ é o conjunto de controle invariante para S.
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