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You Know the day destroys the night ,
Night divides the day
Tried to run , tried to hide

Break on through to the other side .

( Hm Morrison }
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INTRODUCAO

0Os métodos para a resolugido de sistemas lineares que requerem a
fatoracdo da matriz A dos coeficientes sfo chamados Métodos Diretos .
Estes podem se tornar impraticdveis se a matriz A for de grande
porte e esparsa porque seus fatores , geralmente , serfo matrizes
cheias , isto é , sem estrutura esparsa . Uma excegdo a este fato
ocorre quando A tem estrutura de banda . Ainda assim , os algoritmos
de fatoracio podem tornar-se de dificil implementagdc computacional .

Uma das razdes para o grande Interesse em sistemas lineares
esparsos € a importancia da anAlise numérica aplicada as equagdes
diferenciais . Sabe-se gque as pesquisas nesta 4drea tém sido
responsaveis pela maioria das estratégias para o tratamento da
esparsidade .

Mais detalhadamente , existem duas formas de atacar um problema
esparsc Ax = b . Uma delas € escolher um método direto e adaptar
seu algoritmo de forma a explorar a esparsidade de A . Esta adaptagio
envolve © uso de estrutura de dados propicias ao seu problema e
estratégias espéciais de pivoteamento que minimizem o preenchimento da
matriz .

Em contraste com os métodos diretos estdo os métodos iterativos.
Estes métodos geram uma sequéncia de solugBes aproximadas -{xk} e
essencialmente envolvem somente produtos do tipo matriz-vetor . Desta
forma a estrutura de A ndo é alterada , isto ¢ , ndc hd o aparecimento
de novos elementos na matriz tornando-se dispensavel © uso de
estrutura de dados dinamica .

Nesta classe de métodos, o Método dos Gradientes Conjugados (CG),
desenvolvido por Hestenes e Stiefel , tem sido amplamente usado para
resolver sistemas lineares esparsos de grande porte onde a matriz A é
real , quadrada de ordem n , simétrica e positiva-definida (spd)
Vide as referéncias [7],[8],[9),[12],[24] e [25] . O Método dos
Gradientes Conjugados também pode ser visto como um método direto
que , na auséncia de erros de arredondamento , obtém a solugdo do
sistemma em n iteragbes , ou como um método iterativo que , em certas

condi¢Bes , fornece uma boa aproximacio da solugio eIn poucos passos .
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Este métode envolve basicamente um produto de matriz por vetor a
cada passo . FEsta caracteristica torna-o particularmente vantajoso
para sistemas lineares esparsos de grande porte pois economiza
tempo de execugdo e memédria para armazenamento de dados . Outra
vantagem € que , a0 contrario de alguns métodos , CG nio exige
nenhuma estimativa de parametros .

Entretanto , quando o sistema nfdo tem simetria e positividade ,
caso da  discretizagio de equagfes diferenciais elipticas ndo
auto~adjuntas , o algoritmo ndo pode ser diretamente aplicado . Por
isso muitos métodos tém sido pesquisados com a finalidade de resolver
problemas deste tipo e que possuam propriedades semelhantes as do
Método dos Gradientes Conjugades . S380 os chamados Métodos Tipo
Gradientes Conjugados ou Diregbes Conjugadas { veja [7] ).

No capitulo 1 esta famjlia de métodos é apresentada . Entre seus
integrantes encontra-se , logicamante , o método CG . E claro que CG
pode também ser aplicade a um sistema linear qualquer , A

ndo-singular, através da formacfo (n3o explicita) das equagbes normais
A Ax

mas esta técnica tende a retardar a convergéncia do método gue é
conhecido como Gradientes Conjugados Aplicado as Equagbes Normais
(CGNE) .

Ainda para sistemas nSo-singulares , sem a necessidade de
positividade ou simetria , temos o Método Generalizade de Residuos
Minimos (GMRES) que constréi uma base adequada para o espago de
solugdio , o que também é feito de maneira mais elegante pela maioria
dos métodos desta famflia . Infelizmente a demanda de espago de
memdria do método GMRES cresce linearmente com o nGmero de iteragfes .
A maioria dos métodos desta familia podem ser vistos como variantes do
método de aproximagio de Petrov-Galerkin como pode ser conferido nas
referéncias [201 , [21] e [22] .

No capitulo 2 , construimos um método derivado do Método dos
Gradientes Conjugados e gue também n3o exige simetria ou positividade

da matriz : BI-CG ou Gradientes Bi-Conjugados ( {8), [24] e [26) ) .
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Este métod6 tem a vantagem de n3o necessitar da formagio , mesmo que
implicita , das equagBes normais evitando , assim , ¢ aumento do
namero de condi¢do espectral da matriz . Por outro lado , exige
praticamente o dobro do ndmero de operagdes de CG , a cada iteragéo .

Uma variante de BI-CG , que tem se tornado bastante popular
recentemente , também é apresentada neste capitulo . Trata-se do
método CGS ou Gradientes Conjugados Quadratico encontrade nas
referéncias [8] , [24] , [25] e [26].

A avaliagdio de um método iterativo baseia~se invariavelmente na
rapidez de sua convergéncia . Para acelerd-la , ¢ indispensavel o uso
de técnicas de pré-condicionamento . No capitulo 3 , algumas destas
técnicas sdo apresentadas , implementadas e testadas num problema de
Difusdo—Convecgio , com base nas referéncias [12] , 118) ¢ [24] .

No capitulo 5 , simulagbes numéricas e testes sdo executados em
sistemas orjundos da discretizacio de equagles diferenciais parciais

do tipo eliptico que descrevem um problema de Superficies Livres de

Capilaridad= ( veja [1) , [3] , [4] e [il] } . Como este problema é
ndo-linear , alguns resultados sobre Ilinearizagcio de operadores em
espagos noirmados s3o apresentados no capitulo 4 ( veja [5] , [10] ,

[15] , {16] , [19] e [23] } .
No apéndice encontramos o codigo Fortran dos principais métodos
apresentados neste trabalho , bemm como das rotinas mais importantes

para a manipulagdo matricial da forma com a qual as matrizes foram

armazenadas .



CAPITULO 1

METODOS DE DIREGOES CONJUGADAS PARA SISTEMAS LINEARES

1.1 - INTRODUGAO

Apresentaremos a unificagdo de uma classe de métodos de direcdes

conjugadas para a solugdo do sistema linear
Ax = b (1.1)

com A € R”" nio-singular e esparsa .

A classe considerada consiste de métodos que , a cada passo ,
minimizam um funcional de erro sobre um subespago afim . Nesta familia
estdo inclu i dos ¢ método dos Gradientes Conjugados , Residuos

Conjugados , ORTHOMIN e GMRES , entre outros .

1.2 - O METODO GENERALIZADO DE DIRECOES CONJUGADAS (GCD)

0O Método Generalizado de Diregdes Conjugadas é baseado na busca

do minimizador da forma quadratica

t
gix} = -% x*Hx - h'x ,
onde supomos a matriz H simétrica e positiva-definida . Desta forma ,

g(x) tem wum Unico minimizador e , encontrda-lo ¢ equivalente a

procurar a solugdo da equagio
Vglx) =Hx - h =0.

Para usar ¢ método GCD na resolugdo do sistema linear Ax = b
podemos tomar H = A , h=Db 1o caso em gue A for simétrica e
positiva—definida (spd) , ou H = ZA , h = Zb com Z n#o-singular ¢ ZA

spd quando isto n&o ocorrer .



Usaremos a notagiao

0 minimizador de g(x) é

e o valor minimo de g{x) é

q[x-) = - -—;—» h'H'h .

Definimos
* z w L 3
“xwx"HE(x—x}"H(x—x).
e observamos que

| x - x-[f{ = x'Hx - 2x'Hx + x Hx =2 { g(x) - q(x) ),

L
de forma que minimizar g{x) é equivalente a minimizar | x - x |

H

0 método GCD produz uma sequéncia | SRR de direges
linearmente independentes e H-ortogonais , isto & , p:I-lp_l =0, 1= ]
Conceitualmente , nfo tomamos estas diregBes . Ao invés disso , a cada
passo tomamos uma diregio dk gue apenas nio seja ortogonal ao
gradiente de g em x Determinamos x,  como o minimizador de g{x) no
subespago gerado por { Py Py -+ P s dk } e  definimos
pk = X - :rtk_1 . Obviamente a escolha de dk determina P, -

Para Tacilitar a exposi¢do , usaremos x, = 0 como aproximagio
inicial . Isto ndo ¢ restritivo . Se alguma melhor aproximagio x &
conhecida , podemos resolver A( x - X ) = b ~ Ax com aproximagéo

inicial nula .



Algoritmo GCD :

Enguanto f-k lat 0

tome d_tal que d'r 20
k k x-1

X = arg min g(x)

. X € span { p P d }
P | L S UL

P =% ™ X

rk=rk—l_Hpk

k=k+1

fi

Na tabela 1.1 encontramoes as varias escolhas de H , h e dk e o

respectivo método obtido a partir do Método Generalizado de Diregdes

Conjugadas .

Uma visd@o destes métodos serd dada a seguir .

Algoritmo Imposigdes H dk
CG A spd A b ro
CGNE A nio-singular A'A  A'b o
CR A spd Ata At o
PCG A spd A b Mr
GCR A+ A" pd AtA AT -
ORTHOMIN A + A pd Ata at -
- . t t
LEMRES A ndo-singular A A'b € [vl, V]
Tabela 1.1 : Familia GCD .
{(*) [v., ..., v ] é&uma base ortonormal para K (A,r )
1 m m Q




1.2.1 - METODO DOS GRADIENTES CONJUGADOS (CG)

Este método é proprio para sistemas nos quais a matriz A ¢é
simétrica e positiva definida . Sem dévida nenhuma , é o mais
importante e eficiente dos métodos para a resclugdo de sistemas
lineares esparsos e de grande porte . Por isso , desde a
década passada . muitas  generalizagdes do método dos
Gradientes Conjugados para matrizes ndo-simétricas e sem positividade

tém sido pesquisadas .

A partir de uma aproximagio inicial x para a solucio de (L1) ,
ele gera uma sequéncia XX, de aproximagbes com as seguintes

propriedades principais :

- X € X + Kk(A,ro) { subespaco de afim ) ;

- X, € o argumento para o qual | x - u ||A ¢ minima , para

todo u € x + K ,ondeﬂvﬂ2=<v,r\v);
o Kk A

Coma consequéncia das propriedades acima temos que , na auséncia

de erros de arredondamento , o método converge para a solugdo do
-
gistema ¥ em n { ordem da matriz ) passos , no maximo .

Os vetores r ¢pP ( veja o algoritmo abaixo ) s@o conhecidos
como residuos e diregSes de busca , respectivamente , e tém as
seguintes propriedades :

As diregdes de busca s3o A-conjugadas , isto &,

<pl,ApJ> = 0, i#]

e os residuos sdo ortogonais , ou seja ,

< r,r 2> = 0 , i=#]
U



Algoritmo CG :

k=20
r =h - Ax
0
P, =T
Enquanto | r, | > tolerancia
k=k +1
1‘t r
B, = k-1 k-1 (B=0)
X -_ 1
t
r r
k-2 k-2
= +
Py Fr-1 kak-l
t
€« = T
k k-1 k-1
t
pkApk
T X P,
y = rk-l - akApk
fim

Para acelerar a convergéncia do Métedo dos Gradientes Conjugados,
tomamos wna matriz ndo-singular e simétrica ¢ tal que c'act seja
melhor condicionada que A e , transformamos o sistema (1.1} em

(c'acHiex) = ¢ .

A matriz M que aparece na escolha de dlIL , na tabela L1 , € igual a c?
e ¢ chamada de pré-condicionador .

Desta forma temos o Método dos Gradientes Conjugados com
Pré-condicionamento (PCG) . Algumas formas de pré-condicicnar um

sistema linear serdo vistas mais detalhadamente no capitulo 3 .



No caso em que a matriz A nio for simétrica e positiva-definida ,

podemos aplicar este método as equagbes normais
A'A x = A" ,

sem a formacgido explicita do produto AtA para evitar a perda da
esparsidade da matriz do sistema . Desta forma , o método passa a ser
conhecido por Gradientes Conjugades aplicado as EquagBes Normais
(CGNE) . Esta préatica , apesar de simples , geralmente n3o ¢é
eficient e pois contribui para o retardamento da convergéncia do

método , como veremos no capitulo 3 .

1.2.2 - METODOS DE DESCIDA PARA SISTEMAS NAO-SIMETRICOS

Nesta segdo , apresentaremos trés variantes do Método dos
Gradientes Conjugados e que requerem que a parie simétrica da matriz A

seja positiva-definida , isto é ,

positiva—-definida .
Eles se diferem uns dos outros pelo trabalhe computacional e pelo

uso da memoéria e tém a seguinte forma geral :

Tome X, { aproximagio inicial )

r =h - AX
0 0

=T
pO 0

i = 0 até convergir faca

t
r A
R
t’L1= t.t
A A
Pl li'l
X = X +ua r = r - A
i+1 1 ipl 1+1 1 lpl

Compute P.,



A escolha de « no algoritmo acima minimiza

| H2=ﬂb—A{xl+upl]ﬂz

141
como fungiio de « , de forma que a norma Euclidiana do resfduo decresga
a cada passo . Os métodos diferem na técnica usada para computar a

nova direcZo
9 p irl

Uma boa escolha para pl+1 € aquela que resulta um

significativo decréscimo da porma do resfduo , mas nido exige muito
trabalho computacional . Quando A & simétrica e positiva-definida ,
tais vetores podem ser computados pela relacio

(1.2)

= r +
pl+l i+1 Blpi

onde
rt AtAp‘

g =-—t 1 (1.3)

i t,. t
pA AP,

0 métode definido com a escolha de P, Por (1.2)-(1.3) ¢

conhecido como Método dos Residuos Conjugades (CR) . Os vetores

direcdo produzidos sdo At)\—ortogonais , isto &,

p:AtApj =0, parai=j, (1.4)

€ 1'{1 minimiza o funcional

+1

Ew)=] b - Aw [2
sobre o subespago afim X + span { R .

Se A for n8o-siméirica , a relagio de ortogonalidade (1.4) nio

vale , em :geral . Entretanto , um conjunto de diregdes AtA—ortogonais

para

pode ser gerado usando-se todas as diregBes anteriores { P, }Jio

calcular P.,°



1
Py =T * L g'tp (1.5)

r
g = - :*: L isi. (1.6)
J P)AAp,

A iteragio X gerada desta forma também minimiza E(w) sobre o
subespaco afim X, + span { S A A } . Nos referimos a
este algoritmo como Método Generalizade de Residuos Conjugados (GCR) .
Na auséncia de erros de arredondamente , o método GCR também converge
para a solugdo de (1.1} em n iteragbes , no méximo .

O trabalho computacional e o armazenamento de variaveis por
iteragdo podem ser projbitivamente grandes quando n ( dimensdo do
sistema ) for grande . Para evitar este problema , podemos propor uma
modificagio do Métode Generalizado de Residuos Conjugados , conhecida
como ORTHOMIN, que tem um cusic significativamente menor por iteragio .
Ao invés de fazer pl+1 AtA—ortogonal a todas as diregBes anteriores,
podemos fazer p AtA—ortogonal somente aos k qQltimos  vetores

I+l

- 1"
direca :
irecdo { P, }j=1-k+l

g'1p (1.7)
1

com ¢ B,(in}y-i-kﬂ definidos como em (1.6) . Desta forma , somente k

vetores diregdo precisam ser guardados .

Outra alternativa € recomegar o método GCR a cada k + 1 iteraclies
tomando a iteragBo corrente como nova aproximagdo inicial . Assim ,
também teremos um armazenamentc maximo de k vetores diregdo , porém os
custos por iteragio serdo mencres desde que geralmente menos de k

diregbes sdo usadas para calcular P,
Fy



1.2.3 -~ METODOQ GENERALIZADO DE RESIDUOS MINIMOS (GMRES)

s eee o ¥}

0 método GMRES constrdi uma base ortonormal { Ve v, ”

para o subespago de Krylov Km(A,ro] e , usando esta base , determina

a solugdo de Ax = b como o minimizador de | Ax - b |2 em Km(A,ro) )

. . . ,
Seja X, uma aproximacdo inicial para a solugBo x do sistema

(1.1} , com r, = b - Axo .
Se x' for decomposto em x' = xo + Z , entdo
A(x0+z}=b=>Az=r . (1.8)

Seja V. = [vl,\r ,+..,¥ ] uma matriz nxm cujas colunas formam uma
m m

2
base ortonormal para Km(A,ro) .

. - {m} (m)
Procuraremos uma aproximacgio Zz para z { z € K } tal que
m

viaz™ - V' o= 0,
mas z™ =V y(m) , logo
m .
viavy™ - vr = 0 . {1.9)
m m mQ

Entio , a solugdo aproximada para o sistema linear Ax = b sera

dada por

onde z™ = v y(m, e y(m} é a soluglio do sistema linear de ordem m

(1.9) .



Para construir umi¥ “Bigé" ortorormal’ para o subespago de Krylov
K (A,ro) usamos © seguinte algoritmo , conhecido como Método de
m
Arnoldi , e gque se utiliza do Método de Gram~Schmidt para encontrar

v

r = b - Ax
o
r
0
v, =
| r, 0,

=
I
]
et
I
8
]
g
)

k
W = Avy - h v com h =< Av,v >
K Z ik 1 1k K1
1=1
h = w
k+1, k " R?.
w
v =
kE+1
k+1,k

Para descrever o método GMRES , devemos notar que apés m passos
do Método de Arnoldi teremos um sistema ortonormal Vmﬂ € uma matriz
Hm , (m+]) x m , cujos Unicos elementos nioc-nulos sdo os hiJ gerados
pelo método . Os vetores voea maitriz Hm satisfazem a importante

relagfo
AV =V H,. (1.10)
m m+l

Queremos resolver o problema de quadrados minimos

min | b-Alx +2) | = min | r. - Az |, .
z eKm ° < z EKm ° 2 (1.11)

Se fizermos z = V_y , podemos ver a norma a ser minimizada como a
m

seguinte fungdoc de y

10



Jy} = | BV, - AV y .

onde B = | r, Iz . Usando (1.10) temos

Jy) = | vml( pe - H y ) ﬂz .

Aqui , o vetor e ¢ a primeira coluna da matriz identidade de ordem
m+l . Lembrande que ¥ “ é ortogonal e que transformagbes ortogonais
(L1}

preservam a norma-2 , podemos ver que

(1.12)
Jiy) = ﬂBel—- H y |[2 .

Portanto ,

¥ =x +Vy
m 0 m m

onde Y minimiza o funcional J(y) , definido em (1.12) , sobre todes

0SS ¥ € R™ .
Algoritmo GMRES :

- Método de Arnoldi

{m} }

{ e
~x = x4+ Vy ™, onde y{ml minimiza
m

Jy) = ﬂﬁel—Hmyﬂz , ¥y e R".

Quande m cresce , o nimero de vetores que precisam ser
armazenados cresce linearmente em relagdo a m . Para contornar esta

dificuldade podemos recomecar o método GMRES a cada k iteragdes .

11



1.3 - CONVERGENCIA DO METODO GENERALIZADO DE DIRECOES CONJ

Teorema 1.1 :+ Se B € siméilrica e positiva-definida , entdo as

seguinles afirmacgdes sobre o método GCD sdo verdadeiras :

i) © algoritmo termina em , no mdximo , n passos , € termina se,
e somente se X, = x { solucdo do sitema linear ) ;

i) X, minimiza g(x) no subespago Sk = gpan { P, - » P, }s

iii) Todo P gerado & nio-nulo ;

iv) F;pj=0,1$jsk;

v) p:'HpJ——‘O,i#j;

vi} dim Sk =k

vii} p:”Hpi = p:'h . para todo i .

Se , além disso , dk e span { dl, Bpl, e Bpk_1 } para alguma

matriz B , entdo

span { d, Bd, .. , B""d1 ), tal que x_

viii) § = K (B,d)
k k1
minimiza g(x) em Kk(B,dl) ;

ix)izapléo,ls:sk-l.

Demonstragio : O algoritme termina s6 quando Fk = 0 . Entdo

0 = Ek_1= - Vq{xk_l) , de forma que x € ponto critico de q(x)
Como qu(xk_l) = H €& positiva-definida , 1isto ¢ necessério e
suficiente para que X = % . Vamos mostrar que o algoritmo termina em
n passos , no maximo , provando (ii) e (vi) para k = n ,por inducgdo .

Para k = 1 , se f‘o = h = 0 o algoritmo termina . Caso
contraric , tomamos d1 tal que d:f'o # 0 . Podemos tomar , por exemplo,
d1 = ru .

Como d:r_-o # 0 , span { dx} contém uma direcfio de descida para g

partindo de :nc0 . Entao ,
P =X - X # o,

1

que torna (iii) e (vi) verdade para Kk =1, ¢

12



span{p1}=5pan{d1}.
tornando (ii) verdadeira .

Como x1 minimiza g{x) em Sl , S1 n3o pode conter uma diregdo de

descida partindo de x - Entio

= - t = at = - t = - L
0= Vq{xl} p, = ¥ P (h Hxl] P, {h le) P,

tornando (iv} e (vii) verdadeiras . Além disso ,
span { pl} = gpan { dl} = Kk(B’d1]

para qualquer B , sendo (viii) verdadeira .
Assumiremos (v) e (ix) verdadeiras .
Vamos supor que as afirmagdes (i) a (vii) sejam verdadeiras para
1l = j= k-1, jA tendo tomado cuidado com o© caso f'k_1= 0
t_ -
- 3 =
Tomamos dk tal que dkr'k_l 0 , por exemplo dk Py tendo

portanto span { dk } uma direcdo de descida para g , partindo de x -

Entédo
D= X ~X =P (iii) .
Como X € span { | IO pk_l} » & X € span { P, - pk_l,dk }
temos que dk € span { pl, e P } . Pela hipdtese de indugdo ,
_t - 3 —_
r'k_lp-| =0, para 1 = j 5 k-1, de forma que dk ¢ span {pl, e pk_l}.
Portanto
span { P, s Py } = span { Py -2 Py dk} ,  LiD)
|+
dim { span { P: -+ P, }} = dim { span { Py v s Py dk} }
= dim { span { Py - pk_l} }+ 1
=k-1+1=k, (vi) .

13



Como xk minimiza g em S]'t .
0=Vq[x)tp=—f'tp,lst5k. (iv) .
ki k1
Note que x = z;l P tal que f-k =h - z;l HpJ . EntSo para i < k ,
0= p:f'k = p:h - Zj: p:Hpj ’
Pela hipétese de indugdo , isto é

t 1 t t
0 = plh - lepl - plI-lpk = - ]:anpk . (v) .

Ainda mais ,

t- _ t. Tkt t,  t B
0 =pr, =Ph Zj:l pHp =ph-pHp ., (Vi) .

Vamos assumir agora que (viii} é verdade para 1 = j = k-} , e que

dk € span { dl, Bp]. ee s Bpk_l} . Entio existem escalares « e B} .

tais que
k-1 -2
d, = «d + Ej=l BijJ = [ ad, + qu BJBPJ ] + B8, Bp, -

Pela hipétese de indugdo , para 1 = i < k-1, 1:!1 [ KkEIB ,dl}. Isto ,

junto com o fato que
span { P. -+ P, } = span { pl, cer s pk_l, |:lk}
resulta
span { Po -+ Py } = Kk(B,dl] , (viii) .

Para (ix) , observe que , por (iv) e (viii) , f'k ¢ ortogonal Kk{B’d1]'

Para [ =< k-1 , P, € Kkng ,dl] , tal que Bp1 € Kx(B'dl} . Entdo ,

FBp =0,1sisk1l. g

14



1.4 - ALGORITMO GENERALIZADO DE DIREGOES CONJUGADAS
A cada passo do algoritmo , X, ¢ determinado como

X = arg min glx) .

x € span { Py s P,y clk }
Seja P = [ Py s P, s d 1, x = Pc e,
- _ Lt ot
gle) = q(Pkc] =—-c {Pkax)c h Pkc )

Entdo Vgle) = PEHPkc - P:h . Como H é positiva—-definida e Pk tem posto
completo 1=':‘I-IPk ¢ positiva-definida . Portanto x pode ser
determinado resolvendo-se ¢ sistema P:HPkc = P:h e fazendo x = Pkc .

De acordo com (v) e (vii) do teorema 1.1 , & solugio do sistema acima

é

p:Hd
ci =1 - ak T , i =12,...,k-1
Pini
c =« ,
k k
onde
t k-1 t
d'h - Em d Hp
% = t 2
. k-1 {dka )
d*Hd - E L
kK ok j=1 th
pJ 4
O numerador de @ é igual a d:r_*k L Vamos definir, para 1 = j = k-1,
t
{k} dkaj
BJ = - .
H
p] pJ

15



Entdo ,

1__
dr
k k-t

t 1o
dkH[ d + Z;:x B, P, ]

k-t k-1
{k}
=3 _ d
xk Pkc ZJ=1pj + ock[ . + EJ=1‘BJ pj ]
k_

1l

1
(k)
+
kal ock[ dk + j=1'|3] pj ] .

t
Quando dk & tomado de forma que dk}-lp1 = QO paral =i = k-2, a soluglio

tem a forma simplificada

(e d Hpk—l dkrk—l
B ™ B 77 H "% T il a + B ’
pk— pk"l k k kpk 1
€ xk . xk—l * ak( dk * kak—l ]

Os algoritmos CG , PCG , CR , entre outres , tomam 1:lk de forma
gque somente P, € 1:1k s80 necessérios para gerar P ex . Para CG e
CR ,

k-1

t:lk = r‘k_1 =b - Axk_l =hb - [FIApJ .

tal que a matriz B que aparece nas hipdieses do teorema 1.1 é igual a

A . Ainda no algoritmo CG ,

il
-
T

t _ut
dkal = rk_lAp

16



e para CR

-t

t t ot
dka1 - rk—lA Apl - rk#lApi '

desde que A é simétrica . Entdo , para ambos ,
dszlzo,paFalsiﬁk—Z,
pela parte (ix) do teorema 1.1 . Para CGNE ,

k-1
dk = rk"l =h - ka—-l = h - ):}=1Hpj N

tal que B é igual a H , ¢

t -t .
= = = = -2 .
dka} rk_ali Q,paral =i = k-2

Para PCG ,

e Bé&M'A. Como M é simétrica ,

t

t t -1 = r _1 = - 7 —
dkai = [r‘k_lM ]Api = I‘k_l[M h}pi QO paral =i = k-2 .

Para obtermos a convergéncia do método GCD precisamos que

t- - : s
dkrk = 0 sempre que T 1# 0 . Mas esta condigio é satisfeita para a

maioria dos métodos , como pode ser conferido na tabela 1.1 .
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CAP[TULO 2

GRADIENTES CONJUGADOS QUADRATICO (CGS)

2.1 - UMA FORMA POLINOMIAL EQUIVALENTE AQO METODO CG

Baseados no algoritmo GCD do capftulo anterior , apresentaremos
dois métodos da familia de diregdes conjugadas para sistemas lineares
e que nic exigem que a matriz seja simétrica ou positiva-definida
Trata-se do método dos Gradientes Bi-Conjugados (BI-CG) e do método
dos Gradientes Conjugados Quadratico (CGS) que sio variantes
polinomiais do método dos Gradientes Conjugades . Vamos comegar
relembrando algumas propriedades e o algoritmo CG , ja& vistos no

capitulo anterior .
Seja A € R, simétrica e positiva-definida , € consideremos

0 sistema linear
Ax =b , x,beR".

*
Se tomarmos uma aproximagio inicial x, para a sojucdo x do

sistema linsar , podemos escrever algoritmo CG da seguinte forma :

0
P,=0;
p=1;
k=0;

18



k k k k-1
fal
t k
c = pAp ; a = ; {2.1)
x = PPy K c
k
r =r - o Ap ;
k+1 y Py
X = X + & 4
k+} kpk ’
k=k +1;
fim ;
Ja foi provade que este algoritmo converge , teoricamente , em n
passos . Além disso , os residuos sic mutuamentie ortogonais e as

diregBes de busca s&o mutuamente A-conjugadas , ou seja ,

t
= - S
r r“m pkakm pkApm U‘k km
onde 6k ¢ o Delta de Kronecker ,
m
Da estrutura do algoritme (2.1) , notamos que r ep, podem ser
escritos como segue :
r = cpk[A)r—0 . P, = wk(A}ru

onde b, © qbk sdo polindémics de grau menor ou igual a k . Este fato
pode ser provado por inducdo , se definirmos qoo[t) =1, q,‘!_l(‘r) =0,

que ¢ consistente com o algoritmeo . Substituindo

r, =o (Ar p_ = ¥ (Ar (2.2)

para algum k =z 0 , temos

p = cpk[A)ro + Bkwk_l[ﬂlru = wk[A}rD

19



com
wk[t) = cpk(t) + .Bkwk_l{r} , YT e€R.
Substituindo (2.2) no calculo de ro encontramos

roaT wk(A)ro - ockAl,bk(A)rD = gok”[A)ro

com

QDR+1[T] = gok(t] - ock'rwk(-r] , YT eR.

Portanto , a validade da hipotese (2.2) para k , implica na validade

para K+l . g

Desta forma , (2.1} pode ser reinterpretado como um algoritmo para
gerar uma sequéncia de polindémios “"ortogonais" em relagdo a forma
bilinear que definiremos a seguir .

Denotaremos o conjunto dos polindomios reais de grau menor gue

N por II', e definiremos a seguinte forma bilinear e simétrica al.,.)

em ITN
al.,.) : HN X ITN -— R
1
alg,y) = {fp(A]ro) l,b(A)ro .

Obviamente temos ale,@) 2 0, para todo ¢ € M . Como A & simétrica )

podemos também escrever
alp,y) = r p(AWIAI, .
Ainda mais ,
alox,y) = alep,xy)

para quaisquer polindmios ¢ , ¥ , ¥ .
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Portanto , esta forma bilinear sé nio é um produto interno DO espago
TIN porque a positividade nio estd garantida para todos os polindmios ,
desde que para algum polindmio nic-nulo ¢ , ¢(A)ro pode ser nulo , e
entic alg,¢) = 0 .

Com base nas observagbes feitas até aqui , colocaremos o

algoritmo (2.1) numa forma polinomial equivalente :

wo E l L]
w_l =0
P, = 1;
Enguanto | r. I > tolerancia
pk
P, = a(gok,qok} ;B = 5
k-1
fpk =t Bkwk-—l
P
o= a(l,bk,ﬂy.'!k) ;o = 5 : (2.3)
R i N4
k=Fk + 1 ;
fim ;
onde
8lr) = ¢ . (2.4)

A ortogonalidade dos r ea A-oriogonalidade dos P, permitem-nos
entender (2.3) como um algoritmo de “ortogonalizagic" de polindémios ,

com respeitc acs "produtos internos” al.,.) e a(.,#.) .

Z1



Teorema 2.1 : Seja al.,.] uma forma bilinear simétrica definida

em ' , satisfazendo
alox,y) = alpx¥l ., Yoy e . (2.5)

Sejam as sequéncias de polinémios v, € wn construldas de acordo com o
algoritmo (2.3) , mas usando a forma bilinear al.,.] ao invés de
al.,.) . Entdo, se o© algoritmo ndo for interrompido devido a uma
divisdo por zero , estes polindmios satisfazem

alop Y=p8 , alf.0 =038 Vkm (2.6)

com ¢ definido por (2.4) .
Demornstragio : Mostraremos por indugido o seguinte :

"= = = = j = k- .
aiqok,tﬂj} o, ahbk_l,ﬁwj] o‘k_lékwld Vk=0,1=j=kl1 2.7
com ¢_ = 0. Se k=0, (2.7) jA4 é verdade porque w_lE g . Vamos
supor (2.7} verdadeiro para k = m , e seja j < m . De acordo com (2.3)

temos
aly op) = alp 091+ B aly 091 .

O segundo termo do lado direito se anula para j < m-1 , por hipdtese .

No primeirc termo substituimos \b] = ( tpj - {pj 1] / or.jﬁ , dando

atp ¢l -ale .9 1
aly_,ou] = m m M s8¢ & Vj=<ml.

«
3
Por hipétese , isto se anula para j < m-1 , enquanto para j = m-l
temos
pm
a['pm'ﬂ‘pm-l] = * Bmu.m—l =0 ’
m-1

22



o qual prova a segunda parie de {2.7) para k = m+l .

Procedendo da mesma forma para a primeira parte , escreveremos
- - i = .
alg p¢] =ale w1 - aly 00] Vj=m

Se j = m-1 o lado direito se anula , por hipétese . Usando o algoritmo
e tomando j = m chegamos a
alyp A )= aitpm,tpm + Bmwm_] - ama[wm,ﬁupm] =p_-«o =0,

m+l m

que prova a primeira parte de (2.7) . Portanto (2.7) é valide para
todo k e N .

Finalmente , escrevendo qoj = wj - ij.l-l , para todo j = O temos
al‘Pk.WJ] = a[iﬂk-lﬂjl - Bja[ﬂ’qu] =0 , YvJj<k,
que junto com a segunda parte de (2.7) prova o teorema . g

Estamos prontos para generalizar o algoritme dos Gradientes
Conjugados para matrizes nde-simétricas , defininde a forma
biiinear al.,.] convenientemente .

Sejam Ax = b um sistema linear ndo-singular e X, uma aproximacio
»*

inicial para X , com correspondente residuo r.= b - Axo , & f-o um
dado vetor ‘de R" . Definiremos al.,.) por
ale.y] = £ pANAIF = (p(AIF )M (2.8)
e os vetores r_, Fk » B © f)k por
p-l = 5-1 =0,
r. = tpk(A)rD , f-k = ‘pk(At)Eo , {2.9)

_ - ty=
p_= 'ﬂk{A]ro . P wk(A )ro

com ¢, € wk de acordo com (2.3) .



Estes vetores podem ser produzidos pelo seguinte algoritme chamado

Gradientes Bi-Conjugados (BI-CG) :

ro=b-Ax0.
P,=pP,=0;
P_l=1,
k=0

p
-t k
=TIrr H -
Py K ok Bk p '
k-1
= r r p =E + p L]
P, k kak-i Py k kak—l
e
-t Kk
o = p Ap ; = H .
= PLAP i @ — (2.10)
x
r =r -« Ap ; T =1 - aA'p ;
k+1 x PP g X Py
X =X +4o :
k+1 k Py
k=k+ 1,
fim ;
De novo , se ndo ocorrer divisio por zero , r_~converge para Zero

*
immplicande na convergéncia de X para a golugdo x . Na pratica , o
vetor f-o é tomado igual a r, - Entdo , se A ndo estd muito "longe" de
ser spd , as formas bilineares al.,.] e al.,8.] ser8o positivas

semi-definidas , e o algoritmo convergirda da mesma forma e pelos

mesmos argumentos do método CG .
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2.2 - GRADIENTES CONJUGADOS QUADRATICO {CGS)

Assuma que o algoritmo BI-CG (2.10} esteja convergindo . Entio
r.> 0 quando k cresce , que pode ser interpretado como a seguinte
propriedade das matrizes qok(A] : como r = wk(A]ro , estas matrizes
comportam-se como operadores contractantes . Ent&o podemos esperar que
fpk(At) sejam contractantes também , com a conseqliéncia de que f'k—) 0
Embora a convergéncia dos "quase-residuos® r. ndc seja usada |,
precisames computd-los pois estes estdo envolvidos no célculo de P, ©
oL - Portanto , o trabalho computacional exigido pele métode BI-CG é o
dobro do trabalho computacional do método CG .

Para conternar estes problemas vamos retornar aoc algoritmo
polinomial (2.3) com P, = a[sok.fpk] eo, = a[;bk,ﬂl,tlk} e alterar a forma

de calcular p, € o, para evitar a construcdo dos vetores f'k e p

k k
Como al.,.] tem a propriedade (2.5) , segue que AL podem ser

k D' k ¥ k 0’ k

Isto sugere a bossibilidade de um algoritme que gere polinémios 99: e
wi ao invés de ¥, € wk . Conseqlientemente , estaremos tentando
interpretar os vetores rpi(A)ro como os residuos da esltimativa X, de
x" . Desta forma , o cédiculo de P, pode ser feito por P = f';rk com
r = fpi{A)ro . Deixamos , portanto , de precisar de um processo para ¢
célculo de Fk e f:k , que & uma importante simplificagfo . Ainda mais ,
o efeito contractante das matrizes :pk(A) ¢ duplicado e isto pode
acelerar a convergéncia do algoritmo .

Para chegar ao algoritmo CGS tomaremos os quadrados de t.bk € e .
em (2.3} :

2.2

wi=¢vi+28ww + By ,

k' k k-1 k k-1

2 z 22,2
LW Zakﬁ‘pkwk ted "bk

com ¢ definido em (2.4) . Definiremos para k = 0 :



, v =yt (2.11)

8 =0;
0
vy =0
-1
¢ =1;
0
P_IEI.
k=0;

Enguanto | r | > tolerancia

p, =all,dl; B = p
= ¢k * BkBk e

=T, +B (6 +8Y¥ 1,

= a[I,G\I'k] P00 = e (2.12}
=T - o 0¥ ;
k k k
 ~ae( YT +08 );

k k k k

o 9
]

=%
[T
=

Vamos obter uma forma vetorial deste algoritmo substituindo a
matriz A nos polinémios e fazendo as partes agirem como operadores
lineares no residuo inicial r . Definindo r = ¢ (A)r , q = 8 (A)r

0 K K 0 k k 0

¢ p.= ‘I'k(A)rc| temos o métode CGS cujo algoritmo encontramos a seguir.
L |
Seja x, uma aproximacdo inicial para a solugdo x do sistema

linear Ax = b , ndo-singular , e 1_*0 um vetor apropriado . Entfo o

algoritmo CGS pode ser escrito como :

26



=0 ;
P,
=0 ;
qO
=1;
P
k =0,
Enguanto | r | > tolerancia
o
-t k
Pk—rork.Bk—p ;
k-1

=
1l
-
+
o
Na]

P, = 4 * Bk{ 9, * kak—l}’

V. < Apk ;
p

c =r'v ; o = % (2.13)

k 0 X k ¢ .
k

Qor T Y TV

= - +

ey r akA( u qm],

Xeer — % +ak{ uor qk+1]'

k=%k + 1 ;

]
fomtr
=]
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=hb - A - = - }
Desde que o x er -rT Af X ka] para todo k , segue

que r = b - Axk . Portanto os residuos satisfazem a relagao

2
r, = cpk(A)ro

COMO esperavamos .
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CAPITULO 3

PRE-CONDICIONADORES

3.1 - INTRODUGAO

A malior parte dos métodos apresentados até agora tem sua taxa de
convergéncia relacionada com o ndmero de condigio espectral da matriz
do sistema . Quanto menor © namero de condicdo , mais réapida a
convergéncia . Por isso , ¢é comum o wusc de ‘técnicas de
pré-condicionamento para diminuir o mimero de condigdoc da matriz , e
tornd-los mais eficientes .

Daremos agora uma descrigdo geral de uma técnica de
pré-condicionamento .

Sejam PL e PR dois operadores lineares sobre R". Na pratica , as
técnicas de pré-condicionamento geralmenie acrescentam a resolugdo de
um ou mais sistemas lineares a cada iteracic do método utilizado . As
matrizes destes sistemas est3o diretamente relacionadas com os
operadores PL'e PR . Por isso , PL e PR sao escojhidos como matrizes
esparsas ou triangulares para facilitar a resolugdo destes sistemas
lineares adicionais

Pré-muitiplicando o sistema linear Ax = b por P e definindo x

por Pni = X , itemos o seguinte sistema linear modificado
Bx = b (3.1)

onde B=PAP e b = P b . Os operadores P e P sdo tomados de
forma que B tenha propriedades espectrais mais adequadas e o produto

PRPL pode ser considerado como uma aproximagio da inversa da matriz A .

3.2 - GRADIENTES CONJUGADOS COM PRE-CONDICIONAMENTOC (PCG)

Teorema 3.1 : Se uma sequéncia { X } é produzida pelo Método dos
Gradientes Conjugados aplicado ao sistema linear AX = b , com A € R™"

simétrica e positiva-definida , entdo
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»
| x-x, | * |

]
1
b
(=]
bﬂ
——
|-
+
s | =
S
L

onde 1| W "A =vV w'Aw e k =V condziA] .

Demonstrag¢do : Referéncia [12] . o

Observando o teorema da pagina anterior , podemos concluir que o
método CG converge rapidamente , na norma energia ( | . |[JHL ) , se
condz(A] = ] , isto & , se os autovalores da matriz A estiverem
proximos uns dos outros . Caso contraric , as curvas de nivel da forma
quadratica g(x} , estudada no capitulo ! , serdo hiperelipstides muito
alongados . Como minimizar g{x) corresponde a descer ao ponte mais
baixo do wvale ({ figura 3.1 ) , as diregbes de busca P, podem ser
geradas de forma a atravessd-lo em zig-zag antes de descé-lo e isto

tende a retardar a convergéncia do método .

Figura 3.1
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Seja o sistema linear Ax = b com A simétrica e
positiva—definida . Com o objetivo de obtermos uma redugio do niumero
de condig8o da matriz do sistema , aplicaremos ¢ método CG ac sistema
transformado BX = b, onde B = ¢ A€ x =¢exeb=Ch, com C

simétrica e positiva-definida ( note que PL = PR =cty:

r =Clb - AX ) ;

0
P_1=0.
P_1=1.
k=0;

Enguanto | f'k | > tolerancia

P
— k
p =rr H B = ’
k Kk k Py,
- =, -
Py Ty 'kak—l '
e =pclac’'p ; a = o (3.2)
¥ pk p, s ¥ o*k ' )
r =r - acltaclp
Feer = Ty k P,
X, =X * «p, i
k=k+1;
fim ;
Fazendo f:k = Cpk . ik = ka s Fk = C-lrk em (3.2) , obtemos o

algoritmo CG envolvendo apenas os vetores associados ao sistema linear

original Ax = b :
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i
—

p
1 t 1 k
i -1
— '1 .
Cpk =C et Bkak—] '
e = (cp )ctacTHep ; « =p—“— (3.3)
e P, K o, ’ '
-1

r  =C'r -a(c’acHep ;
k+1 k k k

Cx =Cx + o Cp, ;

k+1 k k k

o
=

2

Definindo o pré-condicionador M como sendo M = C°, também simétrica e

positiva-definida , e z solugdo de Mzk =

= r']'t , chegamos a seguinte
simplificagdo do algoritmo (3.3} :

p,=0;
p, =1
k=20;
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Enguanto | ro | > tolerancia

Resolver Mz]'c =r ;

p
t
P = N2y Bk = !
Pk—l
= +
Py %y kak-l‘
p
t k
T T pkApk e T (3.4)
K
Tesr ~ T 7 F Ap,
= + -
X *x Py
k=k + 1 ;
fim ;
Note que a cada iteragdo do algoritmo PCG (3.4) , é necessario a

resolugdo de um sistema linear do tipo Mz = r . Portanto , a matriz M
deve ser escolhida de forma que a resolugio deste sistema nao cause um
aumento consideravel na quantidade de meméria usada para a armazenagem
das variaveis , nem aumente consideravelmente a quantidade de
operacbes em ponte flutuante em relagio ao algoritme CG  sem
pré-condicicnamento . A forma de tomar a matriz C de modo que a matriz

M obedeca as observacgdes acima serd vista na secdo 3.4 .

3.3 - CGS COM PRE-CONDICIONAMENTO (PCGS)

Como j& vimos no capitulo anterior , se a forma bilinear al.,.]
definida em (2.8) nio estiver “longe” de ser um produto interno , isto
¢ , de ser positiva-definida , a convergéncia do método CGS seri
bastante similar ao case spd do método CG . Por este motivo & que
aplicaremos técnicas de pré-condicionamento ao algoritmo CGS buscando
uma melhor distribuicdo dos autovalores da matriz do sistema linear
que nos propomos a resclver .
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Existem algumas possibilidades de implementacdo de
pré-condicienadores no algoritmo €GS . A variante usada em nessos

experimentos numeérices pode ser escrita da seguinte forma :

P, = 0;
qozol
P =1

Enguanto | r, I > tolerancia

Pyt I81([ . kak-I) '

Yy T PLAPRPR ’

o = f;vk ;o = ik : (3.5)
k

Qeop T B TV

Tyeet = Ty G F AP v 0

X, =% ¢ ockPR( u ¢+ qu);

k=k + 1 ;

o
B
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3.4 - FATORACOES INCOMPLETAS

Os algoritmos CG e CGS com pré-cendicionamente ja foram vistos
pas duas se¢des anteriores . Vamos , entfo , mostrar de que forma
podemos escolher os operadores lineares PL e PR de modo que os
algoritmos PCG e PCGS possam ser efetivamente implementados e
testados .

Uma classe importante de métodos de pré-condicionamento é baseada
em fatoracbes incompletas da matriz A . Uma fatoragio incompleta
consiste basicamente em fatorar a matriz A escolhendo um métode de
acordo com suas propriedades - LU ou Cholesky , por exemplo - e de
forma gue as matrizes triangulares resultantes da fatoragio
mantenham a mesma esparsidade da matriz A . Para isso , os elementos
n3e nulos que aparecerem durante a fatoragic e gque modificarem a
estrutura de esparsidade pré-definida devem ser desconsiderados
Desse modo, estaremos calculando uma aproximagio para a fatoragio da
matriz A .

No caso do método iterativo ndo exigir que a mafriz A seja
simétrica e positiva-definida , CGS por exemplo , poderemos utilizar
uma fatoragdo LU incompleta de A e usd-la como pré-condicionador deste

método .
LU=A+E |,

onde E ¢ a matriz que contém o erro da fatoragdo ¢ também € esparsa .
A fatoragfio incompleta LU pode ser obtida através de uma simples
alteragdo do algoritmo de eliminagfio de Gauss . Se NZ(A) denota o
conjunto dos pares [i,j] para os quais o elemento au da matriz A ¢

nio-nulo , a fatoracdo incompleta de Gauss pode ser escrita como :
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parai = k+l..n
a
ik
a = :
1k a
kk
para j = k+l..n
se [i,j] € NZ(A) (3.6)
corr = - a__a ;
ik k)
a = a + COrr ;
1] i)
fim
fim
fim

=
=

No caso em que a matriz A estiver armazenada de forma compactada , ou
seja , numa estrutura que sé guarde os elementos ndo-nulos , os
inteiros i e J nio assumem todos os valores de seus T"lagos”. Mas
programar isto € a parte mais dificil deste algoritmo . N¢s denotamos
o pré-condicionamento baseado no algoritme anterior por ILU . Desta

forma podemos definir os seguintes pré-condicionadores :

.
[
ac
=
.
I

Todas estas alternativas originam matrizes B similares , isto & ,
com © mesmo conjunto de autovalores . A escolha de uma delas depende
das facilidades de implementacgio .

No casc do método CG , podemos usar uma fatoragio incompleta de
Cholesky da matriz A . A idéia é calcular uma matriz triangular
inferior H com uma estrutura de esparsidade semelhante a da parte
triangular inferior de A e que seja uma aproximagdo do fator "exato" G
de Cholesky . A partir dal o pré-condicionador M pode ser

construido pelo produto M = HH' .
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Se tomarmos a decomposigdo QR da matriz C de (3.2) :

com Q ortogonal , entdo

M= C = c'c = HQ'QH' = HH

logo

B=c’ac’ = c'ac™? = (HQY 'AlQHY ! = QGG 2 T .
Concluimos , portanto , que quanto melhor H aproxima G , menor o

nimero de condigio espectral da matriz B ,

3.5 - EXEMPLOS NUMERICOS : ¢ PROBLEMA DE DIFUSAOG-CONVECGAQ

- . . 2
Considere o seguinte problema num dominio Q « R" :

- alx,y}Au + B{x,¥y).Vu = fix,y) em Q
ulx,y} = 0 em 3Q ,

com a(x,y) > 0 . Este € um excmplo de um problema estacionario de
difus8o-convecgdc . O termo do Laplaciano corresponde a um fenémeno de
difusdo com coeficiente difusivo «{x,y) e as derivadas de primeira
ordem correspondem ao fendémeno de convecgiio na diregdo do vetor
B = (Bl(x,y],Bz(x,y))t .

Testaremos alguns dos métodos vistos até agora na resolugiie do
problema acima . Escolhemos o dominie @ = [0,1]1 X [0,1] , alx,y) = 2 ,
flx,y) = 1 e B = (12,12)* de forma gue o problema fosse bem
comportado . A discretizagio foi feita através do método de Diferengas
Finitas com wma malha regular contende npt pontos em cada uma das
diregGes [ x e y )} dando origem a um sistema Ilinear esparso com
dimens3c ndim . Para testar a convergéncia dos métodos , usamos

eps = 10°° como tolerancia
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Nas tabelas a seguir ( 3.1 e 3.2 ) encontramos os resultados
obtidos . Na tabela 3.1 encontramos o numero de iteragbes necessarias
para os seguintes métodos :

CGNE : Método dos Gradientes Conjugados - Equagdes Normais ;

PCGNE : Método CGNE com pré-~condicionamento pela diagonal da
matriz do sistema linear ;

CGS : Método dos Gradientes Conjugados Quadratico ;

PCGS : Método CGS com pré-condicionamento tridiagonal .

npt ndim CGNE PCGNE cGs PCGS

17 225 137 138 38 20

25 529 307 305 58 az

29 729 413 413 72 32

37 1225 677 b5 94 44

31 1521 B35 B34 103 48
Tabela 3.1

Olhando os resultados do método CGNE podemos notar que a
utilizacdo das equagles normais para a resolucdc de sistemas lineares
que ndo tén simetria torna os resultados bastante pobres em relagéo
aos métodos que ndo fazem esta exigéncia da matriz ( CGS e PCGS ) .
Veja tambsm como a estratégia de pré-condicionamento melhorou os
resultados do método CGS e quase nfo alterou os resultados do método
CGNE . Fato que deve se explicar por termos usado uma fatoragio
incompleta da parte tridiagonal no método PCGS e apenas diagonal no
método PCGNE .

Na tabela 3.2 encontramos , para cada método , a relagio entre a
o nimero de iteragtes e a dimensdo do sistema .

Note que esta relag8o diminui , em todos os métodos testados ,
quando aumentamos a dimensdo do sistema linear . Isto mostra que estes
métodos sdo mais apropriados para sistemas lineares esparsos € de
grande porte . Note também que em todos eles a convergéncia se deu em

menos de ndim iteragBes .
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npt ndim CGNE PCGNE CGSs P(l'(;l
17 225 0.51 D.b1 0.17 0.09
25 529 0.58 0.58 0.11 0.06
29 T9 0.57 0.57 0.10 0.04
37 1225 0.55 0.55 0.08 0.04
41 1521 0.55% 0.65 0.07 0©.03

Tabela 3.2

Na figura abaixo encontramos as curvas de nivel da solugdo do

problema de difusio~convecgdo que resolvemos ( nfo sio mostrados os

pontos da fronteira de ¢ ) .

Figura 3.2
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CAPITULO 4

CALCULO EM ESPACOS NORMADOS

4.1 - INTRODUGAO

No préximo capitule , estaremos interessados em testar os métodos

iterativos para sistemas lineares desenvolvidos até aqui num problema

de valores de contorne ndc-linear . Desta forma , existem dois
caminhos a serem seguidos : discretizamos a equagio diferencial e
entdo lineerizamos o sistema algébrico ndo-linear resultante , ou

comegamos linearizando o operador diferencial para , posteriormante ,
discretiza-lo . Escolhemos a segunda forma por nos parecer mais
elegante matematicamente . Para isso , necessitaremos de que o
cperador associado ao problema de valores de contorno seja
diferenciavel em algum senso generalizado . Este capitule trata da
extensdo de algumas idéias béasicas do calcule diferencial a operadores
em espacos normados . Este tipo de cédlculo ndo somente ¢ uma poderosa
ferramenta para o estudo de operadores ndo-lineares com importantes

aplicagbes , mas também é bastante interessante por si s6 .

4.2 -~ A DIFERENCIAL FORTE ( FRECHET )

Sejam X e Y dois espagos normados e F uma aplicagio definida

sobre um aberto Q de X ,

F:QceX » Y
¥ 3 Fi(x)

A aplicagcdo F serd dita diferencidvel num ponto x € Q , se existir um
operador linear limitado L € L{X,Y) gozando da seguinte propriedade :

dado € > 0, existe & > 0, dependendo de ¢ , tal que

| Flx + h) - F(x) ~LW) [ <e | b} (4.1
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sempre que | h | <& .

Ou mais brevemente ,

Flx + h) - F{x) - L(h) = ofh}, (4.2)

onde o(h} indica que

Vi Fix + h} - F{x) - L(h) -0 .

hs0 h

De {4.1) resulta que uma aplicagdo diferenciadvel em x é continua
neste ponto . A expressio L(h) ( que denota , obviamenie , para
qualquer h € X , um elemento do espago Y ) chama-se diferencial forte
( ou diferencial de Fréchet ) da aplicagio F em x . O operador L
dencmina-se derivada forte da aplicagdo F no pontoc X gue serd denotada

por F’(x} .

4.3 - A DIFERENCIAL FRACA ( GATEAUX )

Sejam X e Y dois espagos normados e F uma aplicagdo definida

sobre um abertc Q de X |,

F:8cX » Y

X » F{x)

Denomina-se diferencial fraca { ou diferencial de Gateaux ) da

aplicacdo F no pontce x , " na direcio de h ", o limite
Feom = 2E ) = lim  F(x + th) - F(x)
t=0 t>0 1

A diferencial fraca F'(x){h} pode n8o ser linear em relagic a h .

Se tal linearidade se cumprir , isto & ,se F'(x)h] = F’(X).h , onde
4

F;{x] é um operador linear limitado , entdo este Gltimo se chamaré

derivada fraca ( ou derivada de Gateaux ) .
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4.4 - O VINCULO ENTRE AS DIFERENCIACOES FORTE E FRACA

0Os conceitos de derivada forte e derivada {raca nio coincidem
mesmo no caso de espagos de dimensdo finita . No entanto , se uma
aplicagio F admitir a derivada forte , entdoc admitird igualmente a
derivada fraca e ambas coincidirdgc . De fate , dada uma aplicagido

fortemente diferenciavel , teremos
F{x + th) - F(x) = F'(x){(th) + o{th} = tF’{x)(h) + ofth) ,

logo ,

t t

Fix + th) - F) _ pgm + 200 | mcom

guando t 5 @ .
Estabeleceremos certas condigBes que permitam , dada uma

aplicac8c fracamente diferenciavel F , concluir gue esta é foriemente

diferencidvel .

Teorema 4.1 : Se a derivada fraca F'(X) de uma aplicacdc F

g
existir em gualquer ponito de uma vizinhanga U de x, €sea fung@oc que
a cada X desta vizinhanga faz corresponder o operador F;(x} for

conttnua em xo , entido a derivada forte F’(xo} existirda e

coincidird com a fraca .

Demonstragdo : Referéncia [15] . ©

4.5 - 0 METODO DE NEWTON

Consideremos a equagdo

F(x) =0, (4.3)
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onde F é uma aplicagdo de um espago de Banach X num espago de Banach
Y. Admitiremos que a aplicacdo F é fortemente diferenciadvel numa bola
B[xo,r) , cujo centro X, serd tomado a titule de aproximagio inicial
da solucdo procurada . Substituindo F(x) pela sua parte linear F[xo) +

+ F’(xo)(x - xD) na equagao {(4.3) temos
Fix) = Fix }x - x)
0 0" "o
que tem por solugéo

_ _ . -1
X = X [ F [xo} ] F[xD) .

-
Esta pode ser vista como uma nova aproxXimacdoc da solugdo exata x da
equacdo (4.3} , onde estamos admitinde a existéncia do operador
» -1 . . > ' =3
[F (xcl ] . Seguindo este raciocinioc repetidas vezes oblemos a

seguinte sequéncia

x = x - [ P(x) ]_1F(xn) (4.4)

das solugdes aproximadas da equacie (4.3) . A sequéncia (4.4) ¢
conhecida como Método de Newton .

Daremos a seguir um teorema de convergénecia para o Método de
Newton . Para demonstra-lo , usaremos os resultados abaixo

cujas provas poderdo ser encontradas na referéncia {19] .
Lema de Banach : Se L € um operador linear limitado num espago de
-1 . ; ;
Banach X , L  existe se , e somente se , exisite um operador linear

limitado M em X tal que M exista e

f1-ML| <1
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. -1 . -
Se L existe , entaoc

» Mo
i’ f £« ——————— . &
} i
1 -] 1-ML |

Para provar a convergéncia do Mélodo de Newton ‘turia-se
conveniente estender o conceito de integral de Riemann para fungles
abstratas de uma variavel real , isto é , operadores que levam R num
espaco de Banach Y . Se P é um operador de um espago de Banach X num

espago de Banach Y , entdo para

x(9)=8x1+[1—81x0. C=@=1,
a funcdo abstrata
P(8) = Pi{x(8)} = P{6 X+ {1 -0) xo)
levaré o intervalo [.0,1] num arco abstratc em Y , que tem como

extremos y = Pfxol ey = P(xll .
Como na definigdo usual da integral de Riemann , particionamos o
intervalo 0 = g =1 em n subintervalos de comprimento ﬂei ,

i = 1.,2,...,n , tomamos 05 pontos 91 interiores ao subintervalo e

formamos a soma

n

) Ple) o, = Z P(e) be, |,

n I =t

onde w denota uma dada particdo do intervalo . Para qualquer particéoc
., seja

| 1} = mzlix{ﬂsi}

Se
J = lim Z P(BI) AG}

x| > O
r



existe , emi3o sera chamada de jntegral de Riemann de P(8) de G a 1,

e sera denctada por

1

]l = Ple} de

A integral abstrata de Riemann iem varias propriedades em comum
com a integral de Riemann em R" que conhecemos , entre elas , a
linearidade .

Uma fungdo abstrata limitada P(8) em [0,1}] gue tenha wn conjunto
D de pontos de descontinuidade com medida nula é dita integrével em
(0,11

Teoremna 4.2 : Se P’'{8) é integrdvel , entdc

1
P(1) - P(O} = [ P(g)de . b
o

Com estes resultados em mente , passamos agora a enunciar e

provar o seguinte teorema de convergéncia para o Método de Newion .

Teorema 4.3 : Sejam X e Y dols espagos de Banach € F uma
aplicacdo de X em Y fortemenie diferencidvel num aberto Q ¢ X . Assuma
que existam x'lE €eX e r,B>0, tais gue B(x',r) c F(x'] =0,
[F’{x.)l_l exista com | F’(x‘}-lﬂ = B, € F'(x) satisfazendo em

B(x',r} a condicio de Lipschitz
| P& -FPO | = vfx -y|

L
Entdc existe € > 0 tal gue para tode x, € B(x ,e) , a sequéncia

xl,xz,. .., gerada por

x = x - [F{x N7F(x) k = 0,1,... (4.5)
k k k

k+1

]
estd bem definida , converge para x € vale a relagéo
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2

- = - ! = .
x| B v | X, ~ X I k=0,1, (4.6)
que garante que a taxa de convergéncia local & g-quadrdtica .

Demonstragdo : Escolheremos ¢ de forma gue [F'(x)]"! exista para
-
tode x € B(x ,r) .
Seja

¢ = min { r, 2;1 } . (4.7

Mostraremos por indugio em k que em todo passo a relagio

(4.6) vale e também que

1
f 2,1 = 5 Ix -x{
e , portanto ,
X e B(x,e) . (4.8)
k+
Primeiro vamos mostrar gue [F'{x{}}]_1 existe . Lembrando que

I X, - X I = €, a condigdo de Lipschitz e (4.7) segue que
¥ *. -1 » ] o o L] *.-1 ¥ H . <
| POV ) ~Fx )] | = | P} Fx) - Fix) | =

1
< Barllxo-x'll = Bye = ——

Pelo Lema de Banach , F'(xo)'l existe e

| FrxD7Y

1A

| P )7 — -
1 - P x ) "IF(x))-F'(x)] |

(4.9)

2 | FrexD7Y o= 28

A
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Portanio x1 estd bem definido e

— _ . - ’ -1
X =X =X =X IF (XGH F(xn]

]

X, - x - lF'(xon"iF{xO) - F(x )]

iF'(xon“[ F(x ) - Fix ) - F'(xo}(x' -x) 1.

-
Note que o termo entre coichetes ¢ a diferenca entre F(x ) e a sua
-
aproximac&c linear calculada em x .
Entdo

| x, - x | = | Px)J] Fix) - Fix) - Plx)x - x) |-

Mas pelo tecorema 4.2 ¢ a condigde de Lipschitz

i ij Y- Flx ) - Fx ) -x )| o=
| |
= h L[ F'(6) - F {xo)] (x - x )de : =

1 (4.10)

= ‘L[ F i x + {1 - @) xo) - F'{xu} 1 (x - xol ao

1)

| FPlex’+ 1-8)x)-F'(x ) || x -x |d s=

L »
=l alew x) I - x, f a0 -
2
! . 2 Hx‘-xoﬂ
= ¥ | x -x | ede =
0
00 2
Entdo , usando (4.9) temos que
lel—x‘" = Byﬂx‘—xouz.

Isto prova f4.6) .
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2

que mostra (4.8) e compieta o caso k = 0 . A prova segue identicamente

para os passos seguintes . &

4.6 - 0 METODO INEXATO DE NEWTON

Sejam X e Y dois espagos de Banach e F uma aplicacdo definida

sobre um aberto  de X |

F:QcX > ¥

x = F(x)

fortemente diferencidvel em §§ . Vamos considerar novamente a equago

F(x) = 0. (4.11}

Um dos algoritmos de maior imporiancia para resolver (4.11) & ,
sem dividza , o método de Newton . Este método tem como principal
atrativo a rapidez com que converge . Dada uma aproximag¢de injcial X
computamos uma sequéncia de passos {sn} e wuma sequéncia de

aproximacdes {x } como segue :
n

F'lx)s =-F({x)
T n n
(4.12)

onde F’(x) denota a derivada de Fréchet do operador F calculada em x .
Métodos de discretizagdo para resolver (4.12) originarfio um sistema
linear de grande porte €& esparso ., Um dos problemas do método de
Newton pode ser resolver este sistema , em cada iteracdo . Calcular a
solugio usando um método direto tal qual fatoragio LU pode requerer

grande esforgo computacional . Além disso , guando x estiver longe de
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X , tode este esforco pode nao ser justificado .

Neste caso , pode ser razoavel o uso de um métode iterative para
resolver o sistema linear resultante da discretizacdo de {4.12) apenas
aproximadamente . Isto € , nas primeiras iteragbes de Newton , quando
provavelmente estivermos mais longe da solugio X , exigiremos menos

do método iterativo para o sistema linear .

Uma condigo de parada natural pode se basear no tamanho relativo

do residuo

Por
| Fix ) |

onde

r = F’(xn)sr + F{xn} .

Uma questio importante & gque nivel de precisfio serd necessaria para

preservar as propriedades de convergéncia local do método de Newton .
De forma mais geral , consideraremos uma classe de métodos

Inexatos de Newton que calculam uma solugdo aproximada das eguagdes de

Newion de forma gque

| ro |
| Fex ) |

1A
=

n

onde a sequéncia ndo-negativa {y } é usada para controlar o nivel de
n
precisdo . Qara ser mais preciso , um método Inexato de Newton ¢ todo

t ]
algoritmo que , dada uma aproximacfo inicial X, para a soluclo x de
*
(4.11) , gera uma sequéncia {x } de aproximacbes para X como segue :
n

- encontrar algum passo s satisfazendo
n
FFix)s =-Flx})+r
n n n n

X =X +5 ,
n+l n n
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onde

e, |

P Fix ) |

Aqui » pode depender de X . Tomandao n £ 0 temos o método de Newton.
113
Na referéncia [S] , o comportamento local de tais métodos é

analisade . Prova-se que estes s8o localmente convergentes com taxa

g-linear , isto € , 3 ¢ € 10,1} e K tal que para k 2 K

*

' *
bxomx | sefx-x |,

se a sequéncia {p } for uniformemente menor que 1 . As demostracdes
n

foram feitas para F de R® em R° , mas todos os resultados podem ser

generalizados para o caso de um espage de Ranach qualguer . Alguns

destes resuitados podem ser encontrados na referéncia [16] .

4.7 - EQUAGCAO DE POISSON NAO-LINEAR

Para 1ilustrar as discussBes deste capitulo , consideraremos o

seguinte probiema de valores de contorno nfo-linear
-M = plu) ; x e {4.13)
u=g ; X &€ 9Q (4.14)

onde Q ¢ RZ , U= u(xl,xz) ege Cz{Q] é uma funcdo dada .

Seja F o operador diferencial
F: CUQ) —— cl)

u ——— Flu) = Au + plu) .

Desta forma , o problema (4.13)-(4.14)} pode ser escrito como :
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-
- encontrar v € C(Q} tal que

Flu} =0 ; x e

u=g ; x e 80.

0 diferencial de Gateaux de F no ponto ¢, " na direcdo de h ",

é dado por

dplu)

F{u}lh] = Ah + h .
du

| u=u

Note gue o diferencial do operador F € linear em rela¢do a h

Portanto ,
F'{u)h] = F;(ﬁ}.h
onde
!
Py o= s o+ 1 .00l
£ du -
I u=u

é um operador linear limitado de CH) em ClQ) e pode ser chamado de
derivada fraca de F . Além disso , o diferencial de F ¢ continue no
ponto u , desde que p seja continuamente diferencidvel . Portanto , de
acordo com ¢ teorema 4.1 , a derivada forte do operador F existe e

coincide com a sua derivada fraca .

Fla) : CHQ) — 5 C(Q)
F'(Q) = A& + 1.6‘;(”)
u =y
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CAPITULO 5

SUPERFICIE LIVRE DE CAPILARIDADE

5.1 - INTRGDUGAO

Fenémenos de capilaridade estdo presentes no nosso dia-a-dia
.Todos nés j& observamos uma pgota de orvalho sobre a folha de uma
planta ou j& nos perguntamos come algumas &rvores tdo grandes podem
transportar seiva e agua de sua raiz até suas folhas . Mesmo assim
.até o sécule XVIII , néo existia a percepgdc de gque estes , e muitos
outros fenbmenos , s3o todos manifestagdes que ocorrem quando dois
materiais diferentes s3o colocados em contato e ndo se misturam . Se
pelo menos um dos materiais € um flufdo , que forma com outro fluido
( ou gés ) uma superficie livre , entiio esta interface ser4d chamada de
superficie livre de capilaridade .

Um dos primeiros cientistas a se preocupar com a observacio
desies fendomenos foi Leonardo Da Vinci , tendo uma fteoria mais
consistente e capaz de fazer predigbes cientificas sido desenvolvida
apenas no inicio do século XIX nos trabalhos de Young e Laplace . Esta
teoria foi cologcada mais tarde com uma fundamentagio teérica mais
s6lida por Gauss e torncu-se objete de extensivos estudos por alguns
dos mais renomados cientistas daquele século . Este problema caiu de
moda durante a primeira metade deste século , entretanto , oS novos
desenvolvimentos matematicos em Superficies Minimas e o interesse
causado peia Medicina e pelas experiéncias com crescimento de cristais
realizadas nos Programas Espaciais , reativaram a pesquisa dos
fendmenos de capilaridade |, donde podemos destacar principalmente os
trabalhos de Emmer , Tamanini , Gonzalez , Robert Finn e Paul Concus .

Do ponto de vista da engenharia , problemas especificos tém sido
tratados usando-se métodos tradicionais , devidos inicialmente €
acidentalmente a laplace , € também numericamente . Em geral , bons
resultados s3o alcangados , porém , em algumas situag@es particulares,

resultades incoerentes sio obtidos .
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Inicialmente , vamos apresentar alguns problemas classicos de

capilaridade :

i} Gota Apoiada : Considere uma gota de um liguido com um volume
prescrito ¥ apoiada num plano horizontal m sujeita a um campo de
gravidade na direcdo perpendicular a m . Considere também que o plano
tenha malerial homogéneo de forma gque ¢ angulo de contacto & entre a
gota e O plano seja constante , 0 = 8 = T . Nosso probiema & calcular

a forma da gota .

Figura 5.1 : Gota Apolada

ii) Gota Pendente : Se , na configuracdo anterior , a diregie da
gravidade for invertida , obtemos um novo problema , isto & ,

determinar a forma da gota suspensa .

iii) Ponte Ligquida : Um volume V de um liguido contido entre duas
superficies sélidas forma uma "ponie" entre os dois sélidos . Nosso

problema é determinar a forma que este liquido toma .

53



RNV

NN
L

S

-

A CULNRANA AR AN,

Figura 5. : Ponie Liquida

ivl Transporte em um Capilar Dois fluidos imisciveis e com

diferentes propriedades de adesdo em relagio a um tubo capilar e , se
movende dentro deste tubo Este € mais um problema de capilaridade

onde ©o que se pretende determinar € o efeito desta ades@o na

velocidade da interface (menisco) entre os deois fluides .

Ap

BN AN IEE ISR N AREEY;

m

Figura 5.3 ; Transporte em um capilar
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v) Tubo Capilar : Dado um volume V de um liguido confinado em um
recipiente girando em um campo gravitacional tendo © S€u eixo de=
rotacdo paralelc ao campo , gostariamos de determinar a superficie

livre de separacgdo entre o liquido e o ar .

[ 7B
(U

ls

Figura 5.4 : Tubo capilar girandc

2

5.2 - 0 METODO DE GAUSS : CARACTERIZACAO DAS ENERGIAS

Vamos considerar um sistema como o da figura 5.5 , composte por
um flufdo , um gis e um tubo capilar .

Laplace mostrou que a curvatura média H de uma superficie ¢é
proporcional a variag8o da pressdo através da mesma . Entdo , usando

as ileis da Hidrostitica obtemos

1
H = -5 Ku (5.1)
onde v & a altura da superficie livre medida a partir do nivel de

pressdo atmosférica e K €& uma constante fisica gque depende das

caracteristicas do fluido e do campo gravitacional local .
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A equacdoc (5.1} é conhecida como Eguagdo de Young e Laplace .

Vamos considerar uma superficie S em R® definida pela equagao
z = uxy) ; (wy)eQc R’ .

kel
onde § é um dominio de ™ .

Figura 5.3

Para a situacdc fisica descrita acima , a energia é composta por

quatre componentes , a saber :

5.2.1 -~ ENERGIA SUPERFICIAL LIVRE [Es)

Quando em equilibrioc , as particulas de um fluido na superficie
livre de separagio dos dois meios devem atrair mais as particulas
deste fluido que as do outro meioc , casc contrédric os dois meios se
misturariarn € a superficie desapareceria . A energia associada com
esta atragio dos fluidos deve ser proporcional a area da superficie de

separagdo , isto é |
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E = o4 (5.2}

onde
A : Area da superficie de separagio ;
o : tensio superficial - trabalho necessario para aumentar
a area de uma superficie em uma unidade -

( [forgal/lcomprimento] ) .

No caso em que a superficie S é descrita pela eguagdo z = ulx,vyl,

sua area ¢ dada por

172

4 = [J'[l+u§+u§} dx dy . (5.3

&

5.2.2 - ENERGIA DE MOLHABILIDADE (E )}

A Energia de Molhabilidade estd presente devide as forgas de

adesao enire ¢ fluido € o hordo do tubo capilar .

*
Ew = - o34 (5.4)
onde
B : coeficiente relativo de adesioc entre o fluido e as
paredes do capilar ;
A" : area de contato entre o fluido e o bordo do tubo capilar .

Para a superficie § descrita acima , a drea de contato é dada por

A = jEu ds .
(5.5}
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5.2.3 - ENERGIA POTENCIAL GRAVITACIONAL (E )
P

A Energia Potencial Gravitacional depende somente da posigdo da

superficie em relagdo ao nivel de pressic atmosférica { referencial na

figura 5.6 ) .

E=LngJu2dxdy (5.6)
p 2

w
REFEQENLIAL
Figura 5.6
5.2.4 - RESTRICAO DE VOLUME
Para muitos problemas , o velume do fluido deve permanecer

constante . Uma forma natural de respeitar esta restricio ¢ introduzir

o volume V multiplicade por um parametro de Lagrange A cOmoO um novo

termo de epergia .

E = oAl (5.7)

onde o multiplicador A deve ser determinado .
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No casc da superficie § descrita por z = u{x,y) ., ¢ volume de

fluide é dado por

vV = u dx dy
{5.8)

5.3 - PRINCIPIO DA MINIMA ENERGIA

A origem do principio fisico de minima energia para situagbes de
equilibrio data peloc menos do século XVII peois , nos 1trzbalhos de
Torricelli { por volta de 1644 } j4 estd presente o postulado de que
um sistema de corpos sob a aglo de um campe giravitacional serd ectavel
s¢ 0 seu centro de gravidade ocupar & posicie mais baixa possivel
Nesie caso , o que se requer ¢ a minimizacdc da energia poiencial do
sistema .

Em seu histérico trabalhc sobre Mecé&nica de Particulas , Lagrange
enunciou este principio para campos conservativos .

A demonsiracdc mateméatica deste principio mecanico e a sua
extensac , como hipétese , para o eguilibrio de corpos elasticos , é
atribuida a2 Dirichlet - aluno de Gauss € Jacobi -~ que sugeriu a partir
dai um método matematico de grande generalidade para o estudo das
equacgtes diferenciais parciais . Um de seus alunos , Riemann , atente
&s suas sugesifes , iniciou o© desenvolvimente de algumas idéias
baseadas no que ele mesmo denominou de Principic de Dirichlet . Estas
idéjias deram origem a uma parte indispensavel da teoria contemporanea
das equagdes diferenciais parciais e influenciaram decisivamente os
caminhos da Matematica , do final do século XIX até hoje

Para maiores detalhes consulte também a referéncia {2]

Baseados nas discussdes feitas até aqui , temos o© seguinte

funcional de energia para o sistema que estamos descrevendo

E(u)=ES+E + E + E . {5.9)
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A superficie capilar z = ulx,y}) & a fungho que realiza o
minimo do {uncional de energia (5.9) .

Para determinar condigbes necessérias para gue ulx,y) realize o
minimo de E{u) , consideraremos wuma famlilia de superficies gque
contenha a superficie 6tima .

Podemos reescrever o funcional (5.9} como :

172

E{u) = ¢ [J[i+u§+u3]dxdy+h[[udxdy+
Q 19
(5.10)
PE 2
* = u dx dy - B @& u ds
Q an

Introduzimos uma perturbagfo a candidata u(x,y) & superficie de
equilibrio fazende ulx,y,e) = u(x,y) + en(x,y) , onde w ¢é ume fungio
arbitraria de classe C'(Q) . Substituinde U em (5.10) , o
funcional de energia E(u) passa a depender unicamente de € . Desia

forma E(u) serd minimoc para € = 0 , por hipdtese . Portanto ,

8E
de

YU,V
_gg_ = J"[ z x/dedy ¥ ?‘JJ"dXd}’+
[1+|[vu||]
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Usando o Teorema de Green obltemos

pE
n[—div('l‘u) * g U + A ]dxdy +

Q

(5.1D

onde

Vu

[ 1+ | vu | z]“z

e n £ o vetor normal & fronteira de .

Se tivermos

pgu

- div(Tu) + +A#0

para algum ponto p de  , e tomarmos a fung8c w positiva e com suporte
compacto numa pequena vizinhanga centrada em p , a segunda integral em
{5.11) se anula de forma que a igualdade em (5.11) ndo seja possivel .
Temos assim uma contradigio . Portanto , a primeira integral de (5.11)
deve se anular identicamente . Com isso a segunda integral de (5.11}

deve também se anular . Devido a arbitrariedade de 7 , cbtemos

pEguU
div vu R W (5.12)

{ 1+ || Ju || 2]1/2 o

sobre 0 .
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E a relacgac

g = <Tu,n (5.13)
em 84 .

A  equacdc diferencial parcial npac-linear (5.12) €& do tipo
eliptico . Alguns calculos podem mestrar gue a curvatura média da
superficie S pode ser expressa como um divergente , veja a
referéncia {13] . Assim , se compararmos as equagbes (5.1) e
{5.12} , vemos que elas sdc semelhantes . A diferenca enire elas

se encontra nco multiplicador A , visto gue no problema estudado por
Laplace niac havia restricic de volume .

Young e laplace também observaram gue ¢ angulo de contato &
entre a superficie capilar e ac paredes do tubo se mantinha constante
ao Jjongo do bordo do capilar .

Introduziremos os vetores N e n para deduzirmos as condigbes de
contornc do problema . N é um vetor unitaric normal a superficie €
voltado para fora do fluvide , enguanto n € um vetor unitario normal &
fronteira da regido Q ( veja a figura 5.7 ) .

Seja também o &ngulo o entre os vetores N ¢ n . Da figura €

concluimos que
e+8 = 1 | {5.14)
que implica em

cos(i®) = - cos(8) . (5.158)

O vetor N pode ser dado por

(-ux,-uy, 1) (5.16)

N =
1/2

[1+u§+u;2z]
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Da definicdo de produte internc , lemos que

¢ N,n > = cos{e) , (5.17)

entio , usando (5,15} ,

¢ N.n> = - cosl8) . {5.18)

Como n estd contide no plano xy , isto é , nac 1em componente na

direcio do eixo z , podemos escrever , usando também (5,13}

¢ n.v \
¢Non> = - n,Vu > = - Tuns = B . (5.19)

z z \1/2
(1 + ux + uy )

Comparando (5.18) e (5.19) , chegamos & secguinte condigéc de

contorno

< “’ZV” - - cos(d) (5.20)
{1 + ux + uy )

€ a relagéo

B = cos{8) . {5.21)
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Figura 5.7
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5.4 - TUBO CAPILAR CILINDRICO BIDIMENSIONAL

5.4.1 - COLOCACAC DO FROBLEMA

Vamos considerar nesta secidc , um problema de capilaridade
estafica onde um liquide ests contido num capilar bidimensional ¥V sob
a acdo de um campo gravitacional . Assumimos que o recipiente V ¢

cilindrico e estéd colocade num sistema de coordenadas carlesianas

isto €
vV o= {(x,y]e[Rz/ y>¢-r(x},0(x<L},

onde L € a largura deo capilar ¢ ,

cp,..:xagor(x) \ 0=x =1L,

& uma fungio que descreve o funde do recipiente . O capilar é colocado

de forma que o angule entre a direcdo negativa do eixo y € a direcéc

da forca de gravidade g seja igual 2 ¥ ( veja figura 5.8 ) . Nesta
situagdc , © unico campo de forgas externc presente € o devido &
gravidade .

Xup AN /

L 4

ol- -

Figura 5.8

65



o

Assumimos gque a inlerface liguido-gas admite uma funcao que

represente ¢{X) para 0 = x = L . Esta situacBo pode ser considerada

como um problema tridimensional invariante ne diregde perpendicular ac

plano Xy .
Nesta situaciio , a curvatura média pode ser expressa em termos da

funcko ¢ .

onde o simbolo "’ " indica derivacdo com relacido & variavel x .

As condigbes para ¢ angulo de contacto § sio dadas por

¢’ (0) = - cotan(8) , ¢’ (L) = cotan(8)
Se o volume do liquido no capilar é igual a | V | , entdo
L L
J plx) dx = | VI + J qpr(x} dx
0 o
O problema pode ser escrito , entio , na seguinte forma

adimensional! com escala L

- Encontrar uma fung@e X = ¢{x) , 0 = x =1 e uma constante A

tal que

¥

+ Boecosly)] = Bxsin(y) + 2
(1 + (qo’]2 172 0 b)
em (0,1) ,

¢'(0} = - cotan(d) , @' (1} = cotan(s) , {5.22)
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com B = Numerc de Ligacdo .

A constante A pode ser expressa em tlermos dos dados de problema .
Integrando a equacdo diferencial (5.22) de 0 a 1 € usando as condigbes

de Neumann e de volume temos
- _ opog - y
2= VCBocos(';} 5 Busm(;rJ 2 cos(8) . {5.23}

Se em (5.22} as condicbes de contorne forem do tipo Dirichlet
sera impossivel encontrar uma express@c analitica para s constante A,
Portante , para o casec geral , X é uma incédgnitz de preblema gue deve

ser calculada come parte integrante da sclugdo do mesmo .

5.4.2 - LINEARIZACAO

G problema (5.22} é uma equagldc diferencial ordinaria nao-linear
que , para nossas propostas numéricas . deve ser lincarizada .

Considerames a equagdo ndo-linear Flg) = 0 onde

¢
Flg) = - + Bogo cos(y) - Box sinly) - A. {5.24)

(1 + {go’}z )2

Usaremos ¢ Método de Newton para linearizar este problema :

i) Tomamos uma aproximagdo inicial ¢, para a solugio ¢ de (5.22),

ii} Geramos uma sequéncia 1 203 ZURTTH L O através do seguinte
n n+

problema linear :
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File o - @) = -Flg), (5.25j
n n+l n n

onde F'(¢) denota a derivada forie do operador F no ponto ¢ .

Vameos calcular , primeiro , a derivada de Gateaux de F no ponto ¢

e na direcBo de ¢ .

Flg + ey) - Flg)

Fiplly] = lim

£
£-50

o

(14 (@)%

Flp}yl = - + Bﬂw cos{y}

372

Como a derivada de Gateaux estd de acordo com as hipéteses do
teorema 4.1 concluimos que a derivada forte de F existe e coincide com
a derivada fraca . Vamos , portanto , utilizé-la para gerar a
sequéncia Jde Newton através de (5.25) . Pode ser mostrado gque o termo
geral ® . da sequéncia satisfaz o seguinte problema de fronteira ,

linear

L}

'
n+i
--————— 1 + B¢ coslyl -~ A=
(1 + {‘p,z) )3/2 0 n+l
n (5.26)
(o )°
= B x sin(y) + em {0,1) .
o (14 ('P’z) }3/2
113
o' (0) = —cotan(8)} , ¢’ (1) = cotan(s} ,
n+l n+l

H

Ltpml(x] dx = Vc.
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5.4.3 - DISCRETIZAGCAC E RESULTADOS NUMERICOS

Para ilustrar as nossas

alpuns experimentos numéricos .

Consideramos um cilindre V com fundo #r = 0.

no mesmo foi tomado unitario , isteo é

discussdes

anieriores . apiresentamos

0 volume de liquido

, ¥

c

1 . Resolvemos o problema

(5.26) através de uma discretizagdo de Diferengas Finitas Centrais

Subdividimos o© intervale (0,1} em um nimerc finito de subintervalos
0 =x <x <.. <{x {x =1.Se (¢ } denotz uma aproximagic
1] 1 m-1 m n+l }
de qoml{xl} , entdo o método de discretizagdo d& origem a um sistema
de equagdes algébricas lineares , com & estrutura representada em
(5.7) .
: 1 My
!-xxix X i-[ [lwnﬂ)oi gtc |
X% x X ‘ ) i | %
XX x X iy ) E . {(5.27)
X X x n+l rni ¥* |
¥ x ...z x D A j t § _|
Note que a 1ditima coluna do sistema tem como incognita a

constanie A Para determing-la ,

sisterna que representa a

acrescentamos a ¢ltime

discretizagio da restrichc de

linha do

volume peiza

Regra dos Trapézios de integracio numérica :

1 m

+ (¢ )

(@ ) n+l 1-1

n+l i

14

oqomt(x} dx E_ (x, - x )

\'T

Podemos também utlizar as condigbes de contorno e calcular A

analiticamente por (5.23) , eliminando

como , a suya ultima linha .

esta incognita do sistema , bem

Trabalhande com a idéia do Método Inexato de Newton , resclvemos

os sistemas

lineares resultantes desta discretizagfio através de véarios

métodos iterativos . Todos eles implementados com armazenamente da

matriz do cistema por vetores buscando economizar memoéria .
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Nas tabelay subsegiienies encontramogs os resuliades , isto € , O numerc
de iteragdes necessirias para atingirmos ume precisdc eps ou , no €aso
de ndp atingirmos tal precisio em um dade nGmerc maximo de iteragbes |,
a palavra limax .

Para © processo iterativo de Newton , comparamos aproximacdes
sucessivas até gue elas estivessem préximas . Isto é |, até gue a
diferenga entre as solugbes de duas iteragdes consecutivas fosse menor

que eps em todoes o5 nbdés da particdo xi , I = Q1....m . No

[
—

primeiro conjunto de iestes tomamos como aproximacio inicial ?, =
Para todos eles fizemos m = 80 , eps = 10'6, limax = 200 .

Nas tabelas abaixo , CGNE se refere aoc método dos Gradientes
Conjugados aplicado &s equagdes normais , CGS ao método dos Gradientes
Conjugados Ouadratico e PCGS aco método CGS com pré-condicionamento

pela parte tridiagonal da matriz .

4] G .
Tabela 5.1 : ¥y = 07 , &8 = 45 ,BO=1 , Aanalitica
" T T F !
Iteracdo 1 z 3 4 5 | &
ewton l
CGNE Iimax|limax] {imax|11max llma.x|llmax§
! cGs | 47 fitmax| 47 | a6 |46 | - |
i | : i
v 4] P
Tabela 5.2 : ¥ = 0 |, & = 45 ’Bo=1 , A numeérica
Jteragido 1 2 3 i 4 5 (3 ?
Newton
CGNE max|ilmax|imaxilimaxilHmax|llmax 23
CGS |1 timax] )limax]| 53 ilmax| 09 -
FPCGS o3 o4 04 04 01 - -
0 ] .
Tabela 5.3 : ¥y = 0 , & = 45 , Bn =1000 , A analitica
Iteracgdo 1 2 3 4
Newton
CGNE i 14 83 B2 83
CGS 25 19 14 a5
0 4]

Tabela 5.4 : y = 0 , 8 = 457 , Bo = 1000 , A numérica

iteracgse 1 2 3 4
Newton
CGNE  tmax| 95 88 84
CGS 14 g0 458 433
PLCGS oo C4 D4 o3
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Tahela 5.5 : ¥ =45 , 8 =90 , B = 10, A analftica

f i
Iferac¢io 1 4 3 4
Newton
CGNE limax llmaxllimax Fimax
CGS 62 as l 116 26 r
| !
0 [

Tabela 5.6 : 7= 45 , 6 =90 , B = 10 , A numérica

1}5&1"31;50 1 i Z 3 4 | & ' & 7 B g

twion i .

C GNE Ilmaxillmax limax llmnxlilmux!llmax limax|limax limaxi
CGs limex| 65 61 26 | - 1 - - - -

| Pcos o5 o4 6a {o2 | - | - - - | -

A primeira observagido a ser feita se refere ao condicionamento
dog cistemos lineares . Estes tém matrizes com numerc de condicdo da
ordem de 103. Isto torna o meétode CG |, aplicado as eguacdes normais ,
pouco competitive , come pudemos observar nas tabelas acima em que
vé-se que , na rmajoria das vezes , a propriedade de terminacio
finita dc métode , convergéncia em n passos , Talhz . Podemos observar
também gue para um mesmo conjunto de dades a inclusde do multiplicador
A como incégnita causa um retardamento na convergéncia . Seja através
do aumentc do numerc de iteracbes para resolver os sistemas lineares ,
seja pelo aumento do nimerc de jteragdes de método de Newton . Mas
estas dificuldades podem ser bem contornadas com o uso de um
pré-condicionador do tipo tridiagonal no¢ algoritmo CGS . Isto se
deve basicamente 2 estrutura da matriz (5.27), tendo grande quantidade
de informacdes na sua parte tridiagonal .

Tendo percebido uma maior eficiéncia do método CGS , vamos usd-lo

Juntamente com uma mudanc¢a na aproximagfo inicial de Newton , buscando

acelerar nossos resultados . Para isto vamos considerar os seguintes
dados :

teste 1 : y = 0%, 8 = 45°, B_ = 10

teste 2 : y = 0°, & = 45°, B, = 100 .

teste 3 : y = 0% & = 45°, B, = 1000 .

teste 4 : y = 45, & = 90, B_ = 10 .

teste 5 : 7 = 90°, & = 90°, B_ = 10
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A seguir , encontramos os resuliados do método CGS com {r-GE 1l ek

cajculadc analiticamente , para os testes 1 a 5 :

lter agio ] 1 _[ 2 3 4 5
Newion

testie 1 42 limax| 88 84 23
teste 2 41 46 41 41 1}
teste 3 25 19 14 G5 -
teste 4 62 43 42 116 -
teste 5 % 45 45 45 a1 J

Tabela 5.7

Se usarmos os resuliados do tesie ! come aproximacho inicial para
0 teste 2 , os resultados do teste 2 como aproximacac para o teste 3
os resultados do teste 4 como aproximagido inicial para o teste 5 ¢

vice-versa , obtemos :

Iteracao i 2 3 4 —’

Kewton i

teste 2 47 a1 40 08 |

teste 2 25 19 14 05

teste & 48 43 a3 40

teste & 44 a5 45 52
Tabela 5.8

Note que esta alteragiic na escolha das aproximacSes iniciais
causou ume melhoria significativa nos resultades .
Para epncerrar este conjunto de iestes , usamos novamente CGS com

1 , mas com um limite méximo de 20 iteragdes para cada sistema

‘pﬂ
linear . Veja os testes que obtiveram os melhores resultados :

Iteracio 1 2 3 4q 5

Newtgn

teste 2 20 A 20 20 18

teste 3 20 19 14 o5 -
Tabela 5.9
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No grafice 5.1 encontramos as soiughes para os ssguintes dedos :
-6 = 45"
- B0 = 1 { linha continua }
- BG = ]000 ( linha tracejada ) .
Game = 0° Delte = 45 Bo = { e 18060
1.15 .
| |
1.1y —E
) / }
/
: s
i /
: 7
1(}5!" '-\ Jf)‘ -
\\ ._,"‘.
\ : ;'
. “\\ "\.\-. 3 //
.\_\\\.
\\ _.""f
0.95 . d <
0.9 2 . I L n 1
) 6.1 a.2 0.2 0.4 0.5 0.6 Q.7 0.8 6.5 i

Grdfico 5.1



No grafico 5.2 encontramos as solughes para os seguintes dados .

7= 45° { linha continua )

- F = 60° ( linha tracejada } .

Bo = 10 Delta = 9{J°Gama = 4506 6(>°

&
].tj T T 0 T ] T 3

Grafico 5.2
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5.5 - CAPILAR CILINDRICO TRIDIMENSIONAL €OM SIMETRIA AXIAL
5.5.1 - COLOCACAO DO PROBLEMA

Vamos considerar um liguide contides num cilindro tridimensional ¥
colocade em um campe gravitacional de forma gue a direcic do eixo de
simetria do cilindro coincida com & direcdc do campo graviiacional
Ainda mais , consideraremos g situacdo ne gual ¢ cilindroe gira em
tornc de seu eixo de simetria com velocidade angular w . Seja ¢

cilindro dado por
YV = {(x,y)s [RE/ x2+y2<R2, z>01}

ondes R denota o raic do cilindre

Devido & simetria axial , o preobleme pode ser escrite
em coordsnadas cilindricas 0 =r =R e zz & .

A velocidade angular w faré aparecer uma forga adicional nc

eXperimento e , poriante , um nove termo de pressdco dado por

Para este sistema de coordenadas a curvatura média pode ser

escrita como

*

rg

(1 + ( g )22

LU}

onde o simbolo " denota a derivada com relaclc a variavel r

Imponde & condicde de que o angulo de contato & permanega

constante , obtemos a seguinte condigio de contorno para r = R

¢'(R) = cotan(8)
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Como ¢ ¢ simétrica , & uma fungdc par . Loge ¢ ¢ 1mpar

Portanto , para r = U, continuidade e simetria implicam em

¢'(0) = 0

Como ¢ multiplicador A ¢ também umz incégnita do probiema

devemos ter uma condigdo adicional sobre o volume , isto €

que € & volume consiante ( dadeo ) do liguido |,

Muitas vezes € vantajoso escrever a equagic diferencial de Torme
adimensional . Usande o comprimentc R para esta finalidade , temos o©
seguinte probiema adimensionalisado :

- Encontrar uma fungic r 5 ¢lr) , 0 = r £ 1 e uma constante A

tal gue
- l r (F, -
T 2 1/2 * By = Wer  +a
Tl e
P 0) =0, ¢'(1) = cotan(§)
1
20 | rogr) dr = Ve, Ve = R | V|
o
coIn
pgR*
= - 11 1 3
BO s Numero de ligagao i
,omzR3

Numero de Weber .



Se mullipiicarmos a egiracdc diferencial por r € & INIEETArmos

entre ¢ € 1 podemos enconiras , usande tambem as  condigbes de

fronteire , anzliticamenie ¢ valor ae A

. D w
Bo.¥e 1 W 2 cos(3) . {5.28)

|
N

5.5.2 - LINEARIZACAO

Como © problema € nic-linear , usaremos o Método de Newton para

lineariza-lc | isto € , queremos resclver Flg) = 0 |, onds

1 T¢ z
F(KPJ = — + B e - We r - A
T L L E s o
| 1+ (g™ |
A partir de ume aproximacic Iinicial €, geramos uma Sequéncia
¢ 4 _.... . ¢ atraves de
3 Fa Ti
Filg l¢g -¢l1 = - Flp: {5.29}
n n+l n ]

onde F'(p) denota a derivada forte do operador F no ponto ¢ .

Vamos calcular , primeiro , a derivada de Gaieaux de F nc ponto ¢

e na diregdo de i .

Flg + ey) - Flg)

F'ipligl = lim p
>0
{5.30)
1 r¥ ]
F'iglyl = - = + By
r { 1+ {(P’]z }3/2 J 4]
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Comec (5.30} estd de acordo com as hipoleses

4,1 , concluimos gue a derivada forte de b existe € coincide com

derivada fraca . Vamos , portantc , utilizd-la parz gerar

de Newton através de {5.29) .

120r efMe

[~

segiléncia

Pode ser mosirado que o termo geral ¢ . da segliencia satlisfaz ¢
i+

seguinte problema de frontieira linear

[ ¢’
- ik + B ¢ A= Wer” +
r . .. 42 372 G n+l
(1 + ¢ )Y )
Ti
] r (g )
+ '—'r— n_‘ 277 2In {0,1} R
(1 + (@) )
43
¢ (0)=¢C ¢ {1 = cotan(d}
n+1 i+

5.5.3 ~ DISCRETIZAGAO E RESULTADOS NUMERICOS

Novamente resolvemos ¢ problema (5.31) através

discretizacdo por Diferengas Finitas Centrais . Este

discretizacdo déd origem a um sistema de eguagdes

a seguinte estrutira :

x ¥ 4 )7. x-|
® XX X n+l 0 X
i X X x X N _ X ot
| = .o
! X% X %) (@ x |
X X X n+lm *
|xx .xxOJi A xJ
! x
= L

de
método

algébricas

{5.31

(5.32)

uma

de

coln
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Usandu as condicles de contorno , eliminamos A do sistema atraves
de {5.28)

Inicialinente tomamos ¢, = 1 comoc aproximacioc inicial para o
Métode Inexato de Newtion . As tabelas 5.10 e 5.1 contém os resultados
- nGmerc de iteracdes - para os sistemas lineares em cada jteragdo de
Newtor . Para esies testes , fizemos m = 80 ( nuamerc de partigbes da
discretizacio } , eps = 16"%, limax = 200 . Nas tiabelas abaixc , PCGNE

se refere ao método CGNE com pré-condicionamento pela diagona! da

mairiz .
Tabela5.10: We= 200 , & = 45° | B, =1000,V_ =T
! i i
l Iﬁer:c}io 1 | 2 I 3 4 :
i ewton [ i !
CGNE fimax | Timax| }imax|limax
i cGs s1 | 61 | 27 11
! PCGNE limax] limax! 164 jz2

Tabela5.11: We= 800 , & = 45° | B, =1000,V =T

Tteracio | 1 ¢ 2 3 a
kewton v : i
CGNE __1 fimax | 1imax | [ imax | 11max
€GS i 51 i st 25 11

. PCGNE | limax| 182 115 | 29

Repare que o método PCGNE apresenta alguma melhoria em relagio ac
método CG , mas ndo consegue ter a mesma eficiéncia do método CGS .

Vamos , agora , limitar o namero de iteracbes do algoritmo CGS
Nz tabela 5.i2 , limax = 25 e na tabela 5.13 limax = 30 . Teste 1 se
refere aos mesmos dados usados pela tabela 5.10 e teste 2 aos dados

usados para gerar a tabela 5.11 .

Jteracio 1 Z 3 4 5

Newtan

teste § 25 25 25 25 03

teste 2 25 25 25 25 0&
Tabela 5.12



: ! .'

Tteragdeo | 1 | 3 4 1 05

L Newton ; :
| teste 1 | 30 36 3 |28 i -
| teste z | 30 30 3 10§ -
i ! X ! i

Tabela 5.13

Repare gue se somarmos ¢ nimerc total de jteracbes de métode CGS
nas tabelas S.10 e 5.11 e comparamos com as tabeias 5.12 € 513

veremos que obtivemos uma certa economia na guantidade de iteragdes .

No grafico 5.3 encontramos a solucdo para os dados abaixo :

= 1000
c

B
- & = 45
V=T

<

- We = 200 { linha continua )}

- We = 800 { linha tracejada )} .

o

Deilte = 45 Bo — 1000 We = 200 e B30
1-4 T T T T T T — T T

0.8 0.8 1

-.J"

0 61 02 08 04 05 86 O
Grafico 5.3
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CONCLUSDES

0 armazenaments das matrizes , usade nos métodos ( veja as

explicaces no Apéndice ) , mostrou-se bastante simples e eficiente .

Todos os métodos testados mna resolucio do  problema de
difusio-convergdo com as restrigdes quantc 3 escolha dos parémetros
opbedecendo a referéncia [l14] , apresentaram bons resuitados . Em todos
eles , a propriedade de terminacic em n ( ordem do sistema linear )
paesos , nc maximo , foi alcancada com sobras . Ainda mais , a relagic
entre o numero de iteragbes efetivamente usadas para & resolugdo dos
sistemas lineares ¢ a ordem das matrizes decresceu quando aumentamos a
dimensdc de sistema . Estes fatos acima  fazem-nos concluir gque os

méiodos desenvolvidos neste 1rabalho sioc préprios para sistemas

lineares esparsos e de grande porte

Nos problemas de capilaridade , os métodos testados ndoc obtiveram
o mesmo desempenhe alcancado no problema de difusfo-conveccdo . Neles,
o méiode CGNE ndo se mostrou satisfatéorico nem mesmo no caso em que
utilizamos uma versio com pré-condicionador diagonal {PCGNE} , isto ¢,
com wn reescalamentce dsz matriz do sistema pela sua diagonal . Este
comportamente taivez se expligue pela mailor complexidade dos problemas

de capilaridade , principalmente , por sua n&o-linearidade .,

A opg¢do de linearizar os problemas do capitulo 5 antes de
discretizé—ios , além de mais elegante matematicamente , diminuiv os

calculos e facilitou o trabalho de resolvé-los ,

A estratépia de limitar a quantidade de iteragbes dos métodos
para sistemas lineares em cada iteraglo do método de linearizagio

apresentou bons resultados
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0 mérodo CGS , principalmeme nz forms pré-condicionada (PCGS).

Mostrou-se C©ome uma Terramenta bastante eficiente para & resojucac ds

sistemas lineares esparsos . A sua velocidade . entretantc , depende
fortemente da qualidade do pré-condicionador utilizade . Por esta
razdc , ¢ importante  desenvolver—se cddigos  para  {atoraches

incompletas pare matrizes mais complicadas e gque permitiriam a

resplucdo de outros tipos mals amplos de problemas .

0O métode CGE apresentou , em algumas situagdes |, convergénciz
irregular . Em particuiar , guandec tomavameos uma apraximaclc inicial

préxima da solugBo do problema |, caso das iteragdes finais dos méiodos

de linearizacio . Para conternar esie tipo de difliculéade , Van der
Vorst { referéncia [26] | propos ¢ méiodc BI-CGSTAB , Gradientes
Bi-Conjugados FEstabjlizade . Segundo ¢ autor , trata-sé de umé

outra variante dos Gradientes Bi-Conjugados ( BI-CG } com convergéncia
mais suave , mas mantendc a rapidez do métode CGS nos melhores casos

Desta forma , nossc passc seguinte serd estudé-io ¢ testé-lc .
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APENDICE - ROTINAS PARA O METODO DE DIRECOES CONJUGADAS :
SISTEMAS LINEARES ESPARSOS

INTRODUGAO

Apresentamos , & seguir , o codigo em Fortran 77 de alguns dos
principais algoritmos , incluidos neste trabalho , para a resolucic de
sistemas lineares esparsos . Dos métodos propriamente , bem como das
rotinas gue trabalbam comm a matriz do sistema da forma com gque foi
armazenada |,

Dada a matriz A do sistema , fizemos seu armazenamento em 3
veiores :

ILIN e JCOL - vetores de inteiros ;

£ - vetor de reais com dupla precisdo .

Armazenamos em 4 todes os elementos nfco-nulos da matriz , sem =2
necessidade de umz ordenaglo qualquer , e em ILIN e JCOL suas
respectivas linhas e colunas . Por exemplo :

Se na matriz do sistema tivermos a. = 5.2 e este for o k-ésimo

elementoc da matriz a ser armazenado , faremos

ILIN{k)
JCOL(k} = 3
Ak} = 5.2

Il
—

E importante notar que este tipoc de estocagem n@o prevé o
aparecimento de novos elementos na matriz durante a resolugio do
sistema , sendo portanto favorédvel ac tipo de métodos que escolhemos.
Além disso , n#o necessita de nenhuma ordenagio para o armazenamento
da matriz , sendo bastante conveniente para & discretizagdo de
equagdes diferenciais porque permite a construgio da matriz na ordem
em que tivermes major facilidade : discretizagdo de pontos
interiores , condi¢des de contorno , condigBc de continuidade em

interfaces , =tc .



ROTINAS DOS PRINCIPAIS METODOS DESENVOLVIDOS

Rotina : SCG

Objetive Meétodo dos Gradientes Conjugados

para malrizes siméiricas e posilive-definidas .

Varidveis de entirada :

ILIN , JCOL , A : vetgrizacdo da matriz do sistema .

X : aproximacio Inicial para ¢ vetor solugdo do sisiemza .

B : vetor do lado direito do sistema .

NDIM : dimensie do sistema .

NELEM : numero de elementos ndo-nulos da matriz A .
R . VET : vetores de trabalho .

EPS . precisio desejada .

LIMAX : numerc maximo de iteracbes parz o metodeo .

‘ariaveis de saide

X @ vetor solugic de sistema linear .

ITER : numero de iierac@es realizadas pelo método .

SUBROUTINE SCG(ILIN.JCOL,A,X,B,NDIM,NELEM,R, VET)

REAL*S  A{*),X(*},B(*),R(*),EPS XNEW, VET(*]

REAL*8 STEP,BETA,GAMA,ERRO, AUX, A1LFA FRROR

INTEGER™Z2 ILIN(*},JCOL(*),NDIM.NELEM

COMMON /CONVERGENCIA/ EPS,LIMAX,ITER

INICIO DO PROCESSO ITERATIVO

ITER =0

CALL RESIDUG{ILIN,JCOL,A,NELEM,NDIM,X,B,R)

CALL PINNER(R,R,NDIM,ALFA)
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™y O

30

[0 5 I=1,NDIM

VET{, = R

CONTINUE

ITER = ITER + !

CALCULO DO STEP =<R ,R >/ <AP, P>

CALL PXTAX{ILIN,JCOL,A,NELEM,VET, GAMA}

STEP = ALFA / GAMA

NOVA APROXIMACAG e TESTE DE CONVERGENCIA

ERRC =0.D0

DO 30 I=1,NDIM
XNEW = X(1} + STEP*VET(I)
AUX = DABSIXNEW-X(1);
IF(ERRO.LT.AUX)} ERRG = AUX
X(I} = XNEW

CONTINUE

CALCULC DO RESIDUO

CALL RESIDUO{ILIN,JCOL,A,NELEM,NDIM,X,B,R}

CALL SUPNOR({R,NDIM,ERROR)

CALCULO DA NOVA DIRECAQ A-CONJUGADA

BETA = ALFA

CALL PINNER(R,R,NDIM,ALFA}
BETA = ALFA / BETA
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200

7G

DO 35 I=1,NDIM
VET{I} = R{I} + BETA*VETI(I:
CONTINUE

WRITE(*,200) ITER.ERRO,ERRCR

FORMAT(//, T35, ITERACAC ; " 13.3,7.T5,
» 'ERRO : " E12,5,/,T5,
* "RESIDUO : TEL2.5)

IF{ERRO.LE.EPS. AND.ERROR.LE.EPS) GO TO 70
IFOTER. LE LIMAX)Y GO TO 206

RETURN
END

Rotina : CONJGRD
Objetive Método dos Gradientes Conjugados -

Equactes Normais .

Variavels de entrada :

ILIN , JCOL , A : vetorizacdo da matriz do sistema .

X : aproximacgio inicial para o vetor solucdo do sislema .

B : vetor do lado direito do sistema .

NDIM : dimensfo do sistema .

NELEM : nimero de elementos ndo-nulos da matriz A .

R , WORK , VET : vetores de irabalho .

EPS : precis&o desejada .

LIMAX : nimero maximo de iterag¢bes para ¢ método .

Variaveis de saida :

X : vetor solucio do sistema linear .

ITER : ntimeroc de iteragfes realizadas pelo método .



O

20

30

SUBROUTINE CONJGRD(ILIN,JCOL, A, X,B,NDIM,NELEM, R, WORK.VET!

REAL*8 A(*],X(*),B(*),R{*},EPS,XNEW, WORK(*),VET{*}
REAL*3 STEP,BETA,GAMA,ERRO, AUX ALFA,ERROR
INTEGER™*Z ILIN{*), JCOL(*},NDIM,NELEM

COMMON /CONVERGENCIA/ EPS,LIMAX.ITER

INICIG DO PROCESSO ITERATIVO

ITER = ¢
CALL GRADIENTE(ILIN,JCOL, A,NELEM,NDIM,NDIM, WORK, X,B,R}
CALL PINNER(R,R,NDIM,ALFA)

B 5 1=1,NDIM
VET(I) = RI{I!
CONTINUE

ITER = ITER + ]

CALCULO DO STEP=<R,R>/7<AR ., AR>

CALL PRODAX(ILIN,JCOL,ANELEM,NDIM,VET, WORK)
CALL PINNER{WORK, WORK ,NDIM,GAMA)}
STEP = ALFA 7 GAMA

NOVA APROXIMACAO e TESTE DE CONVERGENCIA

ERRO = 0.D0O

DO 30 I=1,NDIM
XNEW = X{I} + STEP*VET{I)
AUX = DABS(XNEW-X(I))
IF(ERRO.LT.AUX} ERRO = AUX
X(I) = XNEW

CONTINUE
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)

200

70

CALCULGC DU RESIDUG

CALL GRATMENTE{ILIN,JCOL,A.NELEM,NDIM. NDIM, WORK,X,B, R
CALL SUPNOR(R,NDIM,ERROR)

CALCULO DA NOVA DIRECAUG A-CONJUGADA

BETA = ALFA
CALL PINNER(R,F NDIM,ALFA}
BETA = ALFA / BETA

DG 35 =1 NDIM
VET(I) = R(I} + BETA*VET(l}

CONTINUE

WRITE(*,.200) ITER.ERRO,ERROR

FORMAT(//,T5, ITERACAC : L 13.3,7,T5,
'‘ERRC : E12.5,/.75,
"RESIDUC : "EIZS

IF(ERRO.LE.EPS.AND.ERROR.LE EPS} GO TO 70
IF{ITER.LE.LIMAX]} GO TO 20

RETURN
END

Rotina : SCGCOND
Objetive Método dos Gradientes Conjugados para

matrizes simétricas e positiva-definidas com
pré-condicionamento tridiagonal por fatoragic

incompleta de Cholesky .
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Variaveis de entrada :
ILIN , JCOL , A : verorizacic da matriz do sistema .
X : aproximacac inicial para o vetlor solugao do sistema .
B : vetor do lado direito do sistema .
NDIM : dimensde do sistema .
NELEM : numero de elemenios nac-nulos da matriz A .
R, VET , Z , DIAG , SUB : vetores de trabalhe .
EPS ; precisdc desejada .

LIMAX : numerc maxime de iteragbes para ¢ método .

Variaveis de saida :
X : vetor solucdc do sistema linear .
ITER : nUmero de iteragdes realizadas pelo método .
SUBROUTINE SCGCOND(ILIN,JCOL, A, X, B,NDIM.NELEM, R, VET, Z,D1AG, SUB)
REAL*S  A(¥),X{*],B(*),R{*},EPS, XNEW VET(*"
REAL*S DIAG*), SUB(*), Z(*}
REAL*S STEP.BETA.GAMA ERRG, AUX,ALFA,ERROR
INTEGER™2 [LIN(*},JCOL(*),NDIM,NELEM
COMMON /CONVERGENCIA/ EPS,LIMAX,ITER
BUSCA DA PARTE TRIDIAGONAL DA MATRIZ
CALL ARMAZENA(ILIN,JCOL, A, NELEM,DIAG,SURB,NDIM)
DECOMPOSIGAO CHOLESKY DA PARTE TRIDIAGONAL
CALL CHOLTRI(DIAG,SUB,NDIM)
INICIO D& PROCESSO ITERATIVO
ITER =0
CALL RESIDUQ(ILIN, JCOL, A, NELEM NDIM,X,B,R)

CALL SOLVE(DIAG,SUB,R,Z,NDIM}
CALL PINNER{R,Z,NDIM,ALFA)



]

30

35

DO 5 1=1,NDIM
VET(I) = Z{I}
CONTINUE

ITER = JTER + |

CALCULC DO STEP =<R .2Z2 >/ AP, P>

CALL PXTAX(ILIN,JCOL, A NELEM,VET,GAMA)
STEP = ALFA 7 GAMA

NOVA APROXIMACAG e TESTE DE CONVERGENCIA

ERRC = 0.DC

DO 30 =}, NDIM
XNEW = X(I} - STEP*VET(I:
AUY = DABS(XNEW-X{I)}
IF{ERRO.LT.AUX1 ERRO = AUX
X(I = XNEW

CONTINUE

CALCULG DO RESIDUO

CALL RESTIDUOG({ILIN.JCOL,A,NELEM,NDIM,.X,B,R)
CALL SOLVE(DIAG,SUB,R,Z.NDIM}
CALL SUPNOR(R,NDIM,ERROR)

CALCULO DA NOVA DIRECAO A-CONJUGADA

BETA = ALFA
CALL PINNER(R,Z,NDIM,ALFA)
BETA = ALFA / BETA

DO 35 I=1,NDIM
VET(I) = Z(I} + BETA*VET(I}
CONTINUE
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70

WRITE{* 200} ITER, ERRO,ERROR

FORMAT(//,T5," ITERACACU : L 13.3,7.Th,
'ERRC : LENR2S, /TS,
'RESIDUO : " E12.5)

IF(ERRO.LE.EPS.AND,ERROR.LE.EPS) GO TO 70
IF{ITER.LE.LIMAX) GO TGO 20

RETURN
END

Rotina : PCTDCGS

Objetive Métode dos Gradientes Conjugados

Quadratico

com pré-condicionamento tiridiagonal por fatoragéo

LU incompleta .

Varigveis de entrada :

ILIN , JCOL , A : vetorizagdo da matriz de sistema .

X : aproximacio inicial para o vetor soluc8o do sistema .

B : veror do ladeo direito dc sisitema .

MDIM : dimens3o do sistema .

NELEM : nimero de elementos ndo-nulos da matriz A .

[FLAG : 'S’ se desejar pré-condicionamento

contraric

, 'N' cas

R,R0, Q, P, DIAG, SUB, SUP : vetores de trabalho .

EPS : precisdo desejada .

LIMAX : nGmero mé&ximo de iteragdes para o método .

Variaveis de saida :

X : vetor scolucdo do sistema linear .

ITER : numero de iteracdes realizadas pelo método .

o]
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SUBKROUTINE PCTDCGS(ILIN,JCOL, A, X, B, MDIM NELEM. IFLAG,
R.RG,Q,P,DIAG,.SUB,SUFP;

REAL*S A(*},X{(*),B(*)

REAL*S  OQ(*),P{*),R(*},RO(¥)

REAL*2 DIAG(*) SUP(*},SUB(*)

REAL"S8 ALFA,BETA,SIGMA,GAMA ERRO, AUX,ERROR,EPS. ANEW
INTEGER*2 TLIN(*), JCOL(* ), MDIM, NELEM

CHARACTER IFLAG*}

COMMON / CONVERGENCIA »~  EPS,LIMAX,]ITER

IF(IFLLAG.EQ.’S"] THEN

BUSCA DA PARTE TRIDIAGONAL DA MATRIZ

CALL TRIDIAGUILIN,JCOL,A,NELEM.MDIM, DIAG, SUR, SUP)

DECOMPOSICAC LU DA FARTE TRIDIAGONAL DA MATRIZ

CALL TRIDLWIDIAG,SUP,SURB, MDIM}
END IF

INICIO DO PROCESSO ITERATIVO

ITER = G
GAMA =1.DC

CALL RESIDUOQ{H_IN,JCOL,A,NELEM,MDIM, X,B.R)
IF(IFLAG.EQ.’S") CALL SOLVTRID{DIAG,SUP,SUB,R,R . MDIM}

DO 10 1 = 1,MDIM

Q(I) = 0.DO

P(1) = 0.DO

RO(I) = R(I)
CONTINUE
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20 ITER = ITER + !
CALL PINNER(R,RO,MDIM, BETA)
ALFA =BETA
BETA = BETA / GAMA

C
DO 251 = ],MDIM
R(I) = R{I} + BETA*Q(I}
P{I} = R(I) + BETA® O{I} + BETA*P({I} )
25 CONTINUE
C
CALL PRODAXI(ILIN,JCOL,A,NELEM, MDIM,P, Q)
C
IFfIFLAG.EC.’S™) CALL SOLVTRID(DIAG,SUP,SUUB, Q.0 MDIM}
C
CALL PINNER{RO,Q, MDIM,SIGMA
GAMA = ALFA
ALFA = ALFA 7 SIGMA
C
c NOVA APROXIMACAC e TESTE DE CONVERGENCIA
ERRC = G.DC
DG 30 [ = 1L.MDIM
QI} = R({I) - ALFA*Q(I)
XNEW = X(I}) + ALFA*( R(D) + Q{I} )
AUX = DABSIXNEW-X(I))
IF(ERRO.LT.AUX) ERRO = AUX
X(I} = XNEW
30 CONTINUE
CALCULO DO RESIDUO
C
CALL RESIDUO(ILIN,JCOL, A NFL EM,MDIM, X, B,R}
IF(IFLAG.EQ.’S’) CALL SOLVTRID(DIAG, SUP,SUB,R, R, MDIM)
cC
CALL SUPNOR({R,MDiM,ERRCR]}
C

23
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WRITE(*,200} ITER,ERRO,ERROR

FORMAT(/ /. T5,"ITERACAOQ : 113.3,7,75,
'E R R G : “E12.5,7,T3,
"RESIDUO : T E12.5}

IF(EREO.LE. EPS. AND.ERROK . LE.EPS) RETURN
IF(ITER.LE.LIMAX}Y GO TO 20

RETURN
ENE

Rotina : LSCGPD

Obietive : Método  dos Gradientes Con jugados -

Equacbes Normajs ~ com pré-condicionamento

diagonal .

Variaveis de entrada :

ILIN ., JCOL , A : vetlorizagdc da matriz do sisiema .

X : aproximacic inicial para o veror solucic do sistema .
B : vetor dec lado direito do sistema .

MLIM : numerc de linhas do sistema .

NCOL : numero de colunas do sistema .

NELEM : numerc de elementos ndo-nulos da matriz A .

R , VET , WORK , DIAG : vetores de trabalho .

EPS5 : precisao desejada .

LIMAX : numero maximo de iteragdes para o métode .

Variaveis de saida :

X : vetor solucdo do sistema linear .

ITER : nimeroc de iteragdes realizadas pelo método .
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SUBROUTINE LSCGPIMILIN,JCOL, A, X, B,MLIN NCOL NELEM,
R.VET,WORK,DIAG]

REAL*S  A{*),X{*),B(*}

REAL”S STEP,BETA,GAMA,ERRC,AUX,ALFA,ERROR, EPS, XNEW
REAL™8 WORK(*},VET(*},R(*},DIAG(*}

INTEGER*2 [LIN(*}, JCOL(*}, MLIN, NCOL, NELEM

COMMON /CONVERGENCIA/ EPS, LIMAX, ITER
BUSC4 DA PARTE DIAGONAL DE A‘A
CALL DIAGATA{JCOL,A NELEM,NCOL,DIAG)
INICIO DO PROCESSO ITERATIVO

ITER = 0
CALL GRADIENTE(ILIN, JCOL, A,NELEM MLIN,NCOL WORK,X,B,R}
DO 10 K = 1,NCOL
WORK(K} = R(K)} / DIAG(K)
VET(K) = WORK(K!
CONTINUL

CALL PINNER(R,WORK,NCOL,ALFA)
ITER = ITER + 1

CALCULO DO STEP=<¢R,R>/<AR, AR>
CALL PRODAX(ILIN,JCOL,A NELEM, MLIN,VET, WORK)
CALL PINNER(WORK, WORK,MLIN, GAMA)

STEP = ALFA /7 GAMA

NOVA APROXIMACAO e TESTE DE CONVERGENCIA

ERRO = 0.0



O 0
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30

7

35

200

70

DO 25 =], NCOL
XNEW = X(I} + STEP*VET(]]
AUX = DABSIXNEW-XI(1}}
IF{ERRO.LT.AUX) ERRG = AUX
X{I} = XNEW

CONTINUE

CALCULO DG RESIDUO

CALL GRATHENTE(ILIN,JCOL, A, NELEM MLIN NCOL, WORK,X,B,R}

Bl 30 K = 1,NCOL

WORK(K) = R{K} » DIAGIK}

CONTINUE

CALL SUPNOR(R,NCOL,ERROR!

CALCULO DA NOVA DIRECAC A-CONJUGADA

BETA = ALFA

CALL PINNER(R,WORK,NCOL,ALFA]

BETA = ALFA ~# BETA

DO 35 1=1,NCOL

VET(I) = WORK(I) + BETA*VET(I)

CONTINUE

WRITE(*,200} ITER,ERRCO,ERROR

FORMAT(//,T3," ITERACAQ : ' 13.3,/,T5,
'ERRO : " E12.5,/,T5,
'RESIDUC : ' E12.5)

IFIERRO.LE.EPS.AND.ERROR.LE.EPS) GG TO 70
IF{}TER.LE.LIMAX) GO TO 20

RETURN
END
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ROTINAS PARA MANJPULACAC MATRICIAL

Apresentaremes , =2 seguir , as rotinas responsiveis pela
mantpulagdc matricial dos nossos méiodos iterativos para sisiemas
lineares com o armazenamento através de vetores . Os procedimentos
maie importantes serac listados e os mais comuns , isto & , gque nio

variall com ¢ armazenamento , serdp apenas citados .

Rotina : PRODAX
Objetive Célcule do produto ¥ = Ax , de uma matriz

guadrada por um vetor .

Varidveis de entrada :
iLIN , JCOL , A : vetorizacglo da matriz do sisiema .
NELEM : nuimere de elementos ndc-nulos da matriz A .
MLIN : numero de linhas da matriz A .

X : vetor a ser multiplicade pela matriz .

Variadvel de saida :

Y : velor solugdo da multiplicagéo .

SUBROUTINE PRODAX(ILIN, JCOL, A NELEM,MLIN,X,Y)

C
REAL*8  A{*),X(*),Y(¥)
INTEGER*2 ILIN(*},JCOL{*},NELEM,MLIN
C Procedimento para Calcular : Y = AX
C
DO 10 I=1,MLIN
Y(I) = 0.DO
10 CONTINUE
C
DO 20 K=1,NELEM
Y(ILIN(K])} = Y(ILIN(K)) + A{K)*X({JCOL(K})
20 CONTINUE
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RETURN
END

Rotina : PATX
: 1 , .
Objetive Calcule do produto ¥y = A x , de ume matriz

guadrada por um Vvelor .

Varidveis de entrada :
ILIN , JCOL , A : vetorizagédo da mairiz do sistemz .
NELEM : namerce de elementes nao-nulos da matriz A .
NCOL : numere de colunas da matriz A .

X : velor a ser mulitiplicado pela matriz .
Varidvel de saida :

Y : vetor sclucdo da multiplicacéo .

SUBROUTINE PATX{ILIN,JCOL,A.NELEM,NCOL,, X, Y}

REAL*S  A{*} X(*},Y{*;
INTEGER*2 ILIN{*),JCOL(*},NELEM,NCOL

ATX

H

Procedimente para Calcular Y

DO 10 1=1,NCOL
Y(I) = 0.DO
CONTINUE

DO 20 K=1,NELEM
Y(JCOL(K]) = Y(JCOLIK)) + A{KI*X(ILIN{K)}
CONTINUE

RETURN
END
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Objetivc : Caicuio Gz forma guadrétice x Ax .

Variavels de enuradeas :
ILIN , JCOL , A : veilorizacdo da matriz do sistema .
NELEM : numerc de elementos nic-nulos da matriz A .

X o:ovelor x .

Variavel de saida

XTAX . resultado do caculo de xtﬁx .
SUBROUTINE PXTAX{ILIN, JCOL, A,NELEM, X, XTAX

REAL*E A(*), X(*),XTAX
INTEGER*2Z ILIN{*},JCOL(*},NELEM

Procediments para Calcular AX,X> = X ,AX

XTAX = 0.DC
DO 20 K=1,NELEM

XTAX = XTAX + AIK)*X{JCOL{K))*X(ILIN(K})
CONTINUE

RETURN
END

Rotina : PINNER

Objetive : Calculo do produto interno xty .

Variaveis de entrada :
X : velor x .
Y . vetor y .

NDIM : dimensido dos vetores .

Variavel de saida :



Rotinz @ SUPNOF

Otjetive : Célculo de norme aC sup du VElor X

Variaveis de enirade
X o ovetor x .

NDIM : dimensao do vetor |

Variavel de saida :

DIST : norma do sup do velor x .

Rotinz :  EUCLNOR

-2 g0 vetor X .

o

Objetive : Céleuio de norm

Variaveis de entrada :
X : veilor x .

NDIM : gimensao do velar .

Variave! de =zajda :

DIST : norma-2 do veior X .

Rotina : RESIDUO

Objetive : Calculo do residuc R = b - AX

Variaveis de entrada :
ILIN , JCOL , A : vetorizacdo da matriz do sistema .
B : vetor do lado direito do sistema .
NELEM : numero de elementos ndo-nulos da matriz A .
NDIM : dimensfo da matriz A .
X : vetor x .

B : vetor b .

Variavel de saida :

R : vetor com o residuo .
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SUBROUTINE RESIDUO{ILIN, JCOL, A, NELEM, NDIM, X, B,R]

REAL*E  A(™), X{*},R{*),B(¥]
INTEGER®2Z ILIN(*),JCOL{*),NELEM,NDIM

Frocedimento para Calcular o Residuo E = B -

CALL PRODAX(ILIN, ICOL, A, NELEM,NDIM,X,R}

DO 10 I=1,NDIM
R(I} = Bil! - R}
CONTINUE

RETURN
END

AX

Rotine : GRADBIENTL

Objetive : Calculo do residuo para as eguacdes normais

Varidveis de entrada :

ILIN |, JCOL , A ; vetorizacio da matiriz do sisiema .

NELEM : nimero de elementos nac-nulos da matriz A .

MLIN : numero de linhas da matriz A .
NCOL : nimero de colunas da matriz A .
X : vetor X .

B : vetor b .

WORK : vetor de trabalho .

Varidveis de saida :

R : vetor com o residuc .

ITER : numero de iteracgbes realizadas pelo método .



SUBROUTINE GRADIENTE(JLIN,JCOL, A NELEM, MLIN ,NCOL, WORK, X,B,R)

C

REAL™E  A{™; X{*},R(*}.B{*}, WORK{")

OO
i ' ] |
Procedimente pare Calcular o Residuc R = A(B - AX)

CaLl PRGDAX(ILIN,JCOL,A, NELEM ,MLIN, X, WORK}
C

BO 10 I=],MLIN

WORK(I} = B(I) —~ WORK(I}

10 CONTINUE
C

CALL PATX(ILIN,JCOL, A NELEM NCOL, WORK, R}
C

RETURN

END
C - e e

Rotina : DIAGATA
Objetive : Busca a diagenal da matriz AtA € armazZena no velor

DIAG .

Variaveis de entrada :
JCOL , A : vetorizacdo da matriz do sistema .
NELEM : nUimero de elementos nio-nulos da matriz A .

NCOL : numero de coclunas de A .

Variavel de saida :

DIAG : vetor contendo a diagonal da matriz At

SUBROUTINE DIAGATA(ICOL, A, NELEM,NCOL,DIAG)
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Procedimento para Calcular a Diagonal de ALA

DO 10 | = | ,NCOL
DIAG(I} = 0.DO
CONTINUE

DO 20 K = I, NELEM
MAG{ICOL(K)} = DIAG(JCOL{K)} + A{K)*A(K)
CONTINUE

RETURN
END

Rotina : ARMAZENA

Objetivo : Busca a parte tridiagonal de uma matriz simétrica e

armazena nos vetores DIAG e SUB .

Variaveis de entrada :
ILIN , JCOL , A : vetorizagAc da matriz do sistema .
NDIM : dimensdc da matriz A .

NELEM : numero de elementos nao-nulos da matriz A .
Variaveis de saida :

DIAG : vetor contendo a diagonal principal de A .

SUB : vetor contendo a diagonal inferior de A .

SUBROUTINE ARMAZENA(ILIN,JCOL,A,NELEM,DIAG,SUB,NDIM)

REAL*8 DIAG(*),SUB(*),A(*)
INTEGER*2 ILIN(*),JCOL(*},NELEM,I, }, NDIM

ARMAZENA A PARTE TRIDIDAGONAL DA MATRIZ

103



DO S K = IL,NDIM
DIAG(K: = 0.DO
SUB(K} = 0.DO

CONTINUEL

DO 10 K = I,NELEM
I = H.IN(K:
J = JCOL(K)
IF (1 .EQ. J) THEN
DIAG(I} = A(K)
ELSE

It

I

IF {} .EC. J+1} SUB(1-1) = A(K])

ENDIF
10 CONTINUE
C
RETURN
END
C e _ S _
Rotina : SRCHVLR
Objetive Busca um elemento na mairiz A na posicac INEW,INEW .
Variaveis de entrada :
ILIN , JCOL , A : vetorizacgfo da matriz do sistema .
NELEM : namero de elementos nfo-nules da matriz A .
INEW ., INEW : localizacdo do elemento procurado .
Variavel de saida :
ANEW : valor do elemento procurado .
SUBROUTINE SRCHVLR(ILIN,JCOL,A,NELEM,INEW, JNEW, ANEW)
C
REAL®8 A(*), ANEW
INTEGER*2 ILIN(*),JCOL{*),NELEM,INEW,INEW
C
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DO 10 K = |,NELEM
IF(INEW.EQ.ILIN(K). AND.JNEW.EQ. JCOL(K)} THEN
ANEW = A(K)
RETURN
END 1F

ANEW = 0.DO

CONTINUE

RETURN

END

Rotina : TRIDIAG

Objetive Busca a parte iridiagonal de uma matriz € armazens nos

vetores DIAG , SUP e SUB .

Variaveis de entrada :
ILIN ,-JCOL , A : vetorizacio da matriz do sistema .
NELEM : numerc de elementos nic-nulos da matriz A& .

MDIM : dimensio da matriz A .

Varidveis de saida :
DIAG : vetor contendo a diagonal principal de A .
SUB : vetor contendo a diagonal inferior de A .

SUP : vetor contendo a diagonal superior de A .

SUBROUTINE TRIDIAG(ILIN,JCOL, A, NELEM, MDIM,DIAG, SUB,SUP)

REAL*8 A(*),DIAG(*)},SUB(*},SUP(*),ANEW
INTEGER*Z ILIN{*}, JCOL(*},NELEM, MDIM, INEW, INEW

DIAG : DIAGONAIL PRINCIPAL DA MATRIZ A
SUB : DIAGONAL INFERIOR DA MATRIZ A
SUP : DIAGONAL SUPERIOR DA MATRIZ A
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DIAGONAL PRINCIFPAL

DO 10 ] = 1,MDIM
INEW I
JNEW I
CALL SRCHVLR(ILIN,JCOL,A NELEM,INEW,INEW,ANEW)
DIAG(I) = ANEW
CONTINUE

1

DIAGONAL SUPERIOR

DO 20 1 = 1,{MDIM-1)

INEW = ]
INEW = 1 +1
CALL SRCHVLR{ILIN,JCOL, A, NELEM.INEW, JINEW, ANEW)
SUP(1) = ANEW
CONTINUE

DIAGONAL INFERIOR

DO 30 J = L,(MDIM-1)
INEW = T +1
JNEW J
CALL SRCHVLR({ILIN,JCOL, A, NELEM,INEW,INEW,ANEW)
SUB(J) = ANEW
CONTINUE

RETURN
END

Rotina : TRIDLU

Objetive : Decomposicdo LU para uma matriz tridiagonal A .
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Variaveis de entrada :
DIAG : vetor contendo a diagonal principal de A .

SUB : vetor contendo a diagonal inferior de A .

SUP : vetor contendo a diagonal superior de A .

MDIM : dimensdc da matriz A .

Variaveis de saida :
DIAG : vetor contendo a diagonal principal de U .
SUP : vetor contendo a diagonal superior de U .

SUB : vetor contendo a diagonal inferior de L .

SUBROUTINE TRIDLUIDIAG,SUP,SUB,MDIM)

C
REAL*8 DIAG{*},SUP(*},SUB(*},EPS
INTEGER”2 MDIM,1
DATA EPS / 1.D-20 /
DECOMPOSICAO L.U DE UMA MATRIZ TRIDIAGONAL
IF(DABS{DIAG(1)).LE.EPS) GO TO 9C
SUP(1) = SUP{1)}/DIAG(1)
C
DO 10 1 = 2,MDIM
K=1-1
DIAG(I) = DIAG(I} - SUB(KY*SUP(K)
IF(DABS(DIAG(I)).LE.EPS) GO TO 90
IF(I.NE.MDIM) SUP(I) = SUP(1}/DJIAG(I)
10 CONTINUE
C
GO TQ 120
90 WRITE(*,.100}
100 FORMAT(///,T10,"MATR1Z DO SISTEMA SINGULAR’,///}
STOP

120 RETURN



Roting : SOLVTRID

Objetive Resolucdo dos sistemas triangulares da OecOmposicac

LU de matriz A .

Variavejs de entrada :
DIAG : vetor contendo a diagonal principal de U .
SUB : vetor contendo a diagonal inferior de L .
SUP : vetor contendo a diagonal superior de U .
B : vetor do lado direito do sistema .

MDIM : dimensdoc da matriz A .

Variavel de saida :

X : vetor contende a scolugdo do sisiema linear .
SUBROUTINE SOLVTRID(DIAG,SUP,SUR,B, 3, MDIM}

REAL*S DIAG{*},SUP(*),SUB(*,.B(*},X({*]
INTEGER*2 MDIM

RESOLUCAQ DO S1STEMA TRIANGULAR INFERIOR

X{i} = B(1)/DIAG{1)
DO 10 1 = 2,MDIM

K=1-1

X = ( B{D - SUBK)*X(K))/DIAG(I)
CONTINUE

RESOLUCAQ DO SISTEMA TRIANGULAR SUPERIOR

DO 20 1 = (MDIM-1).1,-!

K=1+1
X(I}) = X} - SUP{I)*X(K)
CONTINUE

RETURN



Rotina - CHOLTRI

Objetive : Decomposicdo de Cholesky de uma matriz tridiagonal A .

Variaveis de entrada :
DIAG : vetor contendo a diagonal principal de A .
SUB : vetor contendo a diagonal inferior de A .

N : dimensgo da malriz A .
Varidveis de saida :
DIAG : vetor contendo a diagonal principal de G .

SUB : vetor conlendo a diagonal inferior de G .

SUBROUTINE CHOLTRI(DIAG, SUB, N}

C
REAL*8 DIAG(*},SUB(*},AUX
INTEGERZ N

C

C DECOMPQOSICAQ INCOMPLETA DE CHOLESKY DE UMA MATRIZ TRIDIAGONAL

C
AUX = DIAG(1)

IF (AUX .LT. 0.D0O} AUX = -AUX
DIAG(1) = DSQRT(AUX}
SUB(1} = SUBI{1)/DIAG(1)

C

DO 10 1T = 2)N-1
AUX = DIAG(I) - SUB(I-1)*SUB(I-1)
IF (AUX .LT. 0.D0O) AUX = - AUX
DIAG(I} = DSQRT(AUX)
SUB(I) = SUBI(I)/DIAG(I)

10 CONTINUE

C
AUX = DIAG(N) - sUB(N-1}*SUB(N-1}
IF (AUX .LT. 0.DO) STOP
DIAG{N} = DSQRT{AUX)

C
RETURN
END
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Rotina : SOLVE
Objetivo : Resolucdo dos sistemas triangulares ds aecomposicde de

Cholesky de A .

Variaveis de entrada :
DIAG ; velor contendo a diagonal principal de G .

SUB : vetor contendo a diagonal inferior de G .
B : vetor contendo o lado direito do sisiems linear .

N : dimensdo da maitriz A .

Variavel de saida :

X : vetor solugdo do sistema .

SUBROUTINE SOLVE(DIAG,SUB,B,X,Nj
REAL*8 DIAG(*},SUB{*},B(*},X(*}
INTEGER®Z N

RESOLUCAO DO SISTEMA TRIANGULAR INFERIOR

X(1) = B(1) / DIAG(I]
DO 10 1=2,N

K =1-1

X(I) = ( B(l) - SUB{KJ*X(K) ) / DIAG(D
CONTINUE

RESOLUCAO DO SISTEMA TRIANGULAR SUPERIOR
X(N) = X(N)/DIAG(N)
DO 20 I=(N-1),1,-1

K=1+1

X(I) = ( X(I) - SUB(D*X(K) )/DIAG(I)

CONTINUE

RETURN
END
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