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I(A) função indicadora de A. 
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o(JO o-álgebra gerada por X. 
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li produto sobre (s, t] . 

• fim de prova. 
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p 
convergência em probabilidade. 



Capítulo 1 

Introdução 

As origens da teoria moderna de processos pontuais não 

são fáceis de identificar, mas os problemas reais que puderam 

ser modelados mediante algum tipo de processo pontual são 

inumeráveis. Eles incluem: 

i} análise de histórias de vida e problemas de 

renovação; 

ii) problemas de contagem; 

iii) física de partículas e processo populacionais; e 

iv) engenharia de comunicações. 

As duas primeiras classificações já podem ser 

encontradas em trabalhos de séculos passados e são as de 

nosso i.nteresse neste trabalho. As duas últimas pertencem 

essencialmente a este século. 

Análise de histórias de vida está .ligada com intervalos 

entre eventos. Nesta teoria, as histórias de vida individuais 

são assumidas como trajetórias independentes de processos 

estocásticos com espaço de estados discreto. Os estados do 

processo correspondem às diversas categorias para um 

individuo, um componente técnico, etc.; então transições 

entre estados correspondem a ocorrências dos eventos de 

interesse. 
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Freqüentemente, o objeto de estudo é a taxa ou 

intensidade à qual eventos ocorrem, assim, um modelo 

estatistico para dados de histórias de vida inclui uma 

especificação de como as intensidades dependem do tempo e de 

outros fatores observáveis (covariáveis}. O estudo da 

situação mais simples, na qual existem somente dois estados: 

11 Vivo" ou umorto 11 (ou "funcionando" e "não funcionando"), é 

chamado análise de sobrevivência ou análise de tempo de 

falha. Neste caso a intensidade do evento "morte" é 

simplesmente a função risco da distribuição do tempo de 

sobrevivência. 

Uma situação usual em análise de sobrevivência é aquela 

em que não é possivel observar histórias de vida completas. 

Este fenômeno, chamado censura pode, por exemplo, ser devido 

a um término planejado de um ensaio clinico ou à remoção 

planejada de um componente no estudo da distribuição do tempo 

de vida. 

Uma pormenorizada revisão da teoria de análise de 

histórias de vida, incluindo uma suficientêmente completa 

discussão bibliográfica é encontrada êm Andersen e Borgan 

(1985). Outras referências importantes são Brémaud (1981), 

Karr (1986) e Daley e Vere-Jonas (1988) . 

Em aplicações bioestatisticas foi mui tas vezes 

impossível justificar determinados modelos assumidos 

paramétricas, dai que muitas tentativas surgiram para 

incorporar métodos não paramétricas à análise de histórias de 

vida. Pioneiros nesse esforço foram Kaplan e Meier (1958), 

que propuseram seu famoso estimador de produto limite para a 
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função distribuição de sobrevivência, que hoje é conhecido 

justamente como estimador de Kaplan-Meier. Geralmente, os 

modelos para histórias de vida tem sido formulados por meio 

de variáveis aleatórias e os métodos estatísticos necessários 

foram der i vades usando resultados de variáveis aleatórias 

independentes e identicamente distribuídas, o que nem sempre 

é realista. Em análise de histórias de vida o essencíal são 

os fenômenos aleatórios ocorrendo no tempo de forma em geral 

dependente, logo, parece natural estudar esta teoria em 

termos de processos estocásticos. 

As extensões em tal sentido foram iniciadas pelo 

fundamental trabalho de Aalen (1975) que mostrou que a teoria 

dos processos pontuais proporciona um marco geral no qual os 

tempos de falha censurados e as observações censuradas de uma 

cadeia de Markov não homogênea podem ser analisados mais 

facilmente. Aalen estudou um estimador da intensidade 

acumulada, que é uma generalizaçao daquele proposto por 

Nelson (1969, 1972). Para seu estudo, Aalen usa fortemente a 

teoria de martingales e integrais estocásticas. Cabe citar 

aqui dois resultados que justificam a aplicação de tais 

teorias ao estudo de processos pontuais. O primeiro é a 

decomposição de Doob-Meyer que pode ser parafraseada como: 

"A diferença entre um processo pontual e seu 
compensador é um martingale". 

O segundo afirma que: 
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"A integral estocástica de um processo predizivel 
em relação a um martingale é um martingale". 

Aalen também introduz um modelo para processos pontuais 

chamado modelo de intensidade multiplicativa, e prova a 

utilidade do modelo mediante vários exemplos. 

Posteriormente, Ramlau-Hansen (1893 a), baseado nas 

técnicas de estimação existentes para funções densidades de 

probabilidade e na teoria de martingales, propõe estimar a 

intensidade de um processo pontual com intensidade 

multiplicativa por meio de um alisamento através de uma 

função kernel. 

Como no caso de densidades, o método envolve a escolha 

de um parãmêtro de alisamento (janela) h . O valor da janela h 

é determinante na estimação, dado que como mostrado por 

Rosenblatt (1971), este valor modifica significativamente as 

expressões da variância e o vício, e conseqüentemente a 

suavidade do estimador. Assim, um valor pequeno de h produz 

um estimador com muito "ruído" (alta variãncia), enquanto um 

valor muito grande produz sobrealisamento (alto vicio) . 

Diversos métodos para escolher uma janela ótima foram 

desenvolvidos. Um dos métodos que obteve maior atenção devido 
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à suas atrativas propriedades assintóticas foi o de validação 

cruzada por mínimos quadrados, proposto por Rudemo (1982) e 

Bowman {1984), para o caso da estimação da densidades. A 

idéia básica do método é encontrar a janela que minimiza uma 

certa função dos dados chamada "score"; pode ser mostrado que 

essa janela também minimiza assintoticamente o erro 

quadrático integrado. 

Um forte teorema sobre a otimalidade assintótica da 

janela de validação cruzada é dado por Hal.l (1983) no 

contexto de estimação de densidades. Este teorema foi provado 

para o caso de estimaçào da intensidade de um processo de 

Poisson não homogêneo por Marron e Brooks (1991) . 

Neste trabalho fizemos uma revisão dos aspectos 

envolvidos na otimalidade assintótica da janela de validação 

cruzada tentando simplificar algumas provas e comprovando a 

eficácia do método mediante exemplos com trajetórias 

simuladas para o caso mais simples de modelo de intensidade 

multiplicativa: o processo de Poisson não homogêneo. 

No Capitulo 2 é estudada a teoria básica dos processos 

pontuais usando o enfoque de martingales introduzido por 

Brémaud (1980). A decomposição de Doob-Meye.r á um dos 
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principais resultados ali utilizados. Grande parte do 

capitulo é de~cada aos processos de tipo Poisson. Conclui-se 

o Capitulo 2 com alguns exemplos de aplicações. 

O Capítulo 3 é dedicado principalmente ao estudo da 

estimaçao da intensidade de um processo de l?oisson não 

homogêneo mediante funções kernel proposta por Ramlau-Hansen 

(1983 a) . Também no Capítulo 3 o problema da escolha da 

"melhor" (em algum sentido) janela é estudado através do 

método de vali.dação cruzada de mínimos quadrados e os 

resultados de otimalidade assintótica são dados em detalhe. 

O Capitulo 4 trata dos aspectos práticos na aplicação 

do método de validação cruzada para estimar a intensidade da 

um processo de Poisson não homogêneo. Um algoritmo proposto 

por Lee e Kim (1991} e uma correção do estimador para efeitos 

de fronteira mostrada em Schuster (1985) são adaptados para 

a situação aqui estudada. Simulações são feitas para 

exemplificar graficamente a citada otimalidade para 

diferentes formas funcionais de intensidades e diferentes 

tamanhos de amostra. 

Finalmente, o Apêndice A contém todos os conceitos 

necessários a uma leitura do presente trabalho; o Apêndice B 
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contém os gráficos das simulações feitas e o Apêndice C os 

programas computacionais utilizados. 
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Cap.ítuJ.o 2 

Processos Pontuais Univariados 

Um processo pontual na reta é um modelo matemático para 

as ocorrências de algum fenômeno em instantes aleatórios 

't1' .t=1,2, .•.. 

Para tais processos existem quatro descrições 

equivalentes que os definem: 

i) uma seqüência crescente de variáveis aleatórias 

não negativas; 

ii) um processo de contagem; 

iii) uma medida aleatória de contagem; e 

iv) uma seqüência de intervalos aleatórios. 

Nesta dissertação somente abordaremos as duas primeiras 

definições. As caracterizações iii) e i v) são referidas a 

Karr (1986} e Daley e Vere-Jonas (1988) respectivamente. 

Um resultado de fundamental importância é dado neste 

capitulo. Ele diz que existe um processo estocástico (chamado 

de compensador) cuja ~ferença com o processo pontual 

associado é um martingale. Este resultado, conhecido como 

decomposição de Doob-Meyer permitirá posteriormente um 

enfoque via teoria de martinqales para a análise estatística 

de processos pontuais. 
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Um outro resultado a utilizar afirma que a integral 

estocástica de um processo predizivel em relação a um 

martingale é também um martingale. A relevância desse fato 

ficará clara no decorrer do trabalho. 

2.A. DEFINIÇÕES E RESULTADOS BÁSICOS. 

A seguir apresentaremos as definições e alguns 

resultados importantes da teoria de processos pontuais. 

Algumas provas foram omitidas e somente referenciadas por 

exigirem técnicas além do objetivo da presente ~ssertação. 

Os conceitos não usuais estão definidos no Apêndice A. 

Aqui assumimos dado um espaço de probabilidade completo 

(O,Y,.P) e uma filtragem F= !Y,; t;<O} . 

um processo pontual sobre (O,~l pode ser visto como 

uma seqüênia de variáveis aleatórias não negativas ou como 

seu processo de contagem associado. 

Formalmente, temos: seja T "" (.,;ll; n;al.) uma seqüência 

de tempos de parada em relação a F, possuindo as seguintes 

propriedades com probabilidade um: 

.1) T> > 0 

ii) Tll < 'tn+l. sobre {'tn < co} 

:tii.) 't.a "" 'tll+l sobre { 'tn = 011-} • 
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DEFINIÇÃO 2~1~ A seqüência de tempos de parada 2' = (T:~i n~l) 

satisfazendo as condições (2 .1) é chamada um processo pontual 

(uni variado). 

o processo pontual fica totalmente 

caracterizado pelo seu processo de contagem associado. 

DEFINIÇÃO 2.2. O processo de contagem N = (Nt; t~O) 

associado a um processo pontual T = ("tl.l; n:~l) e definido por 

Nt; =L l('tlt ~ t), t::2:.0 

'"'' 
também é chamado de processo pontual. 

(2.2) 

Em aplicações, somente o caso em que o processo pontual 

é não explosivo, isto é, o limite pontual t'• =; lim. 't11 é 

igual a +cv , é considerado. Neste caso, Nt < • para t: < - . 

A definição anterior incorre, segundo Brémaud (1981, p. 

19), num "abuso de notação, mas inócuo, dado que N, e T" 

carregam a mesma informação" . 

Obtém-se da definição do procasso N = (Ne; t;,O) que 

ele é adaptado a F, isto é, N, é JT, -mensurável para cada 

t;,O Devido a isso usaremos também a notação 

N = (Ne,Ye; t.o:O) para esse processo. A Definição 2.2 implica 

que N0 = O e Ne = Ne- + (1 ou 0) , ou seja, as trajetórias 

de N são funções do tipo ascada, continuas à direita com 

limites à esquerda e possuem um número enumerável de saltos 

de tamanho um. 
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As a-álgebras que aparecem na definição do 

processo de contagem podem ser interpretadas como toda a 

informação disponível até o instante t 

todos os eventos observáveis em [O,t] 

isto é, elas contém 

Um importante exemplo de filtragem é aquela definida 

por F 8 = {.!T/1; t~O) , onde 

é conhecida na literatura como história interna do processo. 

O processo pontual T pode ser facilmente obtido a 

partir do processo de contagem N fazendo 

(2. 3) 

A seguinte figura permite visualizar as expressões 

(2.2) e (2.3) 1 onde Nt é interpretado como a contagem das 

ocorrências do evento de interesse em [O,t] e as var~áveis 

aleatórias ~~ correspondem aos tempos de salto do processo 

N = (N,; t:>O) 

4 

3 

2 

o 

Figura 1. Relação entre processo pontual e processo de contagem. 
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Dois exemplos c1ássicos de processos pontuais de grande 

importância na literatura são dados a seguir. O primeiro 

trata de um processo cuja grande aplicabilidade em diversas 

áreas da ciência faz dele, talvez, o processo mais conhecido 

da teoria de processos pontuais. 

EXEMPLO 1. (PROCESSO DE POISSON BC!MOGiNEo) • 

Um processo de Poisson N = (Ne; t~O) com parâmetro À 

é um processo pontual cujos tempos entre saltos, definidos 

como "t1 -T1 _1 , :1. = 1, 2,... e -t0 =O , são variáveis aleatórias 

i.i.d. com distribuição exponencial de parâmetro À. 

Aqui, N,- N,- Po:J.sson [,\(t-s)], V s<t , e (N,; t<oO) 

tem incrementos independentes. 

Uma generalização do processo de Poisson homogêneo será 

dada na seção 2.C. 

EXEMPLO 2. (PROCESSO FUNÇio DE DISTRIBUIÇÃO EMPÍRICA) . 

Sejam J;,~, ,.,,Z~ variáveis aleatórias i.i.d., não 

negativas, com função de distribuição continua F. 

Definamos 

• 
Ni"' ~ El(x, ~ tl. 

J•1 

Então, N<~l = (Ntnl; t~O) é, obviamente, um processo 

pontual com tempos de salto -r1 = Zu), 1 = l.,.,. ,ll e -r
1 

!!! • 

para i. = .ll+l, ••• onde Xu;1 é a i-ésima estatística de 

ordem da amostra z;., X;a, ••• , ZD. 

Podemos escrever N~~J "" nFn ( t:) , onde 
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é a conhecida função de distribuição empírica ou amostral, 

muito utilizada na teoria estatística de estimação. 

Dado que as trajetórias de um processo pontual 

N = (Nt; t ;;t O) são não decrescentes e que o processo é 

adaptado, obtém-se 

N é um submartingale. Também, N é localmente 

limitado: N" .s: n, Vn , e portanto estão satisfeitas as 
• 

condições do Teorema A. 2 ( N é um submartingale de classe D, 

segundo a Definição A.l). 

Temos assim a seguinte decomposição de Doob-Meyer (D-M) 

para um processo pontual. 

TEOREMA 2.1. Um processo pontual N = (Nt, Tt; t:l.:O) admite, 

para todo t < ,;.,. a única decomposição 

(2. 4) 

onde M = (M0, .'F,; t < T,.) é um martingale (local) 

A = <Ae, Te; t 2: O) é um processo crescente predizível. 

PROVA. Ver Liptser e Shiryayev {1977, p. 238). 

A importância do Teorema 2.1 reside na propriedade de 

martingale do processo (N-A), o que permite a aplicação 
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formal desta teoria ao estudo dos processos pontuais. 

O próximo exemplo mostra a decomposição de Doob-Meyer 

para o processo de Poisson. 

EXEMPLO 3. 

Seja N = (Nt, :TeNi t ~ 0) 

parâmetro l > O . 

um processo de Poisson de 

Pode-se escrever N, = (N, - lt) + lt e prova-se 

facilmente que o processo (N, - Àt, !F,''; t o. 0) é um 

martingale. Para tanto, usa-se a seguinte igualdade: 

Nt- Ã t = (Ne -N11) + N
11
-l ( t-s) -As e a propriedade de incremantos 

independentes. 

Agora o processo (lt; t ~ O) , por ser determi.nísti.co, 

é predizivel e claramente é crescente. Então, do Teorema 2.1 

temos que e A=J.t 
' 

é a decomposição D-M para o 

processo de Poisson. 

O processo Ae pode ser escrito como 

onde 4 pode ser interpretado como a ocorrência média de 

pontos em [0,1] , ou 

1 l = lim - P (N,,.,,-N, = 1). 
At-tl At: 

Este resultado será generalizado na Seção 2.C. 
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DEFINIÇÃO 2.3. o processo crescente e predizivel 

A= (A,, .'T,; t ;, O) que aparece na decomposição D-M (2 .4) é 

chamado o compensador do processo pontual 

Dado que as trajetórias do compensador A ""' (Aer t: ~ O) 

são, com probabilidade um1 funções não decrescentes, o número 

de saltos de At, t 2 O , é finito ou enumerável. Também pode-

se mostrar que a magnitude dos saltos não excede de um (Lema 

18.8, Liptser e Shiryayev (1977)], isto é, 

(2.5) 

onde A.At "" A:; -Ae- · 
Uma classe importante de processos pontuais é aquela 

cujo compensador é continuo. A estrutura de tais processos é 

descrita no seguinte lema. 

L.EMA 2 .1. Uma condição necessária e suficiente para que o 

compensador de um processo pontual 

N""' (Nt 1 :T.e; t ;c 0) seja (q.c. )-continuo em [O,'t"..) é que o 

processo seja quase-continuo à esquerda [ver Definição A.8]. 

PROVA. A condição de quase-continuidade à esquerda, no 

presente contexto, quer dizer que para qualquer seqüência não 

decrescente de tempos de parada tem-se 

l:l.m N•AT = N1,...o- "'T (q.c.). [Ver também a Proposição A.3]. 
n n • n nF~ • 
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NECESSIDADE: Seja o = lim "• . Então, por (2. 4) 
n 

Logo, 

E[N'f Aff~NT: ACP] =E[~ A.-.&, AO J. 
k .1: ., k l: .. 

como ambas as Sêqüâncias e 

(~.~rA"-A,;l:Aoi n ~ 1) são limitadas, pode-se aplicar o Teorema 

da Convergência Oomdnada para obter: 

pela continuidade de At:, t ~ O. 

Logo, temos que (q.c.} e isto implica 

em 

N"t.,../\0 = lim lim N~ Af1 
k ll k .. 

= lim lim N.,. /\.ti = lim NT: Af1 I 
n .k k ., n .. "' 

o qual prova a necessidade. 

SUFICIÊNCIA. Consideremos o processo :U{k) = (ll~kl, Tt; t ~ O) 

onde 

É fáci.l verificar que é um supermartingale, 

sabendo que N é um submartingale. 

Devido à quase-continuidade do processo N 1 
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~ J!' [ B(N,/.70 ) -N0 ,_,,j 

~ B (n;" J 

Pelo Teorema 3.11 em Liptser e Shiryayev (1978), n<s> 

admdte uma decomposição D-M da forma 

n (.kl , ~~~t..t:l +B !kl 
t; -t; t; , 

onde é um processo predizível 

contínuo. Decorre da unicidade da decomposição 0-M que 

Aqui, para t < 'T,. o compensador Ae tem 

trajetórias (q.c.) -continuas. Isto junto com a iqua~dade 

~ .. = -'-- prova que .P(A Ae '1'0, t ::;; t'.) =O , ou seja, A é 

(q. c.) -contínuo. 

• 

A equivalência formulada na Proposição A.3 que 

relaciona quase-continuidade à esquerda e tempos totalmente 

inacessíveis, permite deduzir o seguinte corolário. 

COROLÁ.Rl:O. O compensador (A,, t " O) do processo pontual 

N = (Nt, :Tei t ~O) é (q.c.)-continuo em se e 

somente se os tempos de sal to do processo (Nt, t ;a:; O) , são 

totalmente inacessíveis. 
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um processo pontual. Sabe-se 

que as variáveis Ne são Yt -mensuráveis, mas elas podem 

ser também mensuráveis com relação a a-álgebras menores como 

por exemplo a a-álgebra :Te x = a (N.; s .s; t) definida na seção 

2.A. 

É claro que a filtragem pN = {,g"/'; t ~ O} é a "menor" 

família de a-álgebras com relação à qual as variáveis 

Nt, t ~ O , são mensuráveis. 

Com essa filtragem pode-se definir o processo 

N = (Nt, TeNi t ~O) , que é também um processo pontual. Pelo 

Teorema 2 .1, tem-se a correspondente decomposição de Doob­

Meyer 

{2. 6) 

Tal decomposição é chamada a representação minimal do 

processo N . 

Um problema importante na teoria de processos pontuais 

é a determinação explícita do compensador do processo dada 

uma certa filtragem. Uma diversidade de métodos para tal 

efeito foram desenvolvidos; uma discussão detalhada destes 

pode ser encontrada em Gill (1980) . 

O seguinte teorema pode ser usado para cal.cular o 

compensador em termos das distribuições condicionais 

regulares e mostrar a relação estreita entre o compensador e 

a função risco. 
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TEOREMA 2.2. Seja l"1 ( t) = J'(<1 s; t) e sejam 

l"1(t) = J'(<, s; t/<1 _,, ••• , <,), í ~ 2 as funções de distribuição 

condicional regular. Então a fórmula 

onde 

- {.:t) A, 
tJ\"'rJ 

= J dr1 (u) 
1-l" (u-) ' • • 

(2. 7) 

í l! l. (2. 8) 

define o compensador A = (At, ~ •; t < 't.,.) do processo pontual 

N = (Nt, 7/1
; t ~ O} . 

Note-se que no caso das serem absolutamente 

contínuasr o integrador em (2.S) coincide com a funç&o risco 

utilizada em análise de sobrevivência e definida como 

b(t) = f( t) 
:L F( t) ' 

onde f é a densidade correspondente à função de 

distribuição F. 

Para provar o Teorema 2. 2, precisamos de um Lema 

prévio. 

seja 1l = fl(w) um tempo de parada em relação a pN tal que 

J>(ll < <..J = l . Então existem funções mensuráveis 

•Jl = 9n ( t 1 , ••• , t.a) , ll ~ 1 e uma constante 9o tal que 
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6(6)) "" E 9»-1 (T1 1 ••• 1 T»_1 ) I(Ta_1 ~8~TD} (com T 0 eo) ~ (2. 9) . .., 
PROVA. Usaremos o fato que a o-álgebra ;r.• coincide com a 

a-álgebra Definamos a a-álgebra 

.:T0• = a <Ne.Ae-i t z. 0) para qualquer tempo de parada 8 com 

relação a (.!T.•; s~O) 

Aqui, 9 é :TeN -mensurável e existirá um conjunto 

contável Sc[O,~») e uma função mansurável 9(Znill.:2.1.) tal 

que 

então, 

8(m) = L•<Nt-ADÍ tES)I(Tn_ 1 ~6.:,;,-rn). 

""' 

e conseqüentemente nesse conjunto 

A função do lado direito na última igualdade pode ser 

representada como •.a-1 ("t1 , ••• , 't1H) , onde 9.u-1 é uma função 

mensurável de n-1 variáveis. Logo, 
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6((&)) =E •<NtAOJ tES}Ih.u-l~8~'rtl) .,, 

= E •:H. (-çl., ••• , •n-l.> I(Tn-1 ~6~•.12) 

"'' 

COROLÁRIO. Existem funções mensuráveis 

constante tal que, no conjunto 

PROVA DO TEOREMA 2. 2. 

• 

e uma 

tem-se 

Pela decomposição de Doob-Meyer, é suficiente provar 

que para cada n, .n = 1, 2,. .•. , os processos 

onde Ae é definida por (2. 7) e (2. S) , são martingales 

uniformemente integráveis e que o processo A= (Ae,. :TeN; t;~O) 

é predl.z.:ível. 

Para provar a propriedade de marti.ngale de Mta} usamos 

a Proposição A. 4; logo, é suficiente estabelecer que para 

qualquer :Tr:. N -tempo de parada 6 , 

ou equivalentemente, 

(2.10) 

Temos: 
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(2 .11) 

onde 61 _1 é definido como no Corolário do Lema 2.2. 

Da fórmula (2.8), 

(2.12) 

A seguinte igualdade é uma fórmula de integração por 

partes para integrais de Stieltjes [ver Teorema A.4.]. 

' 
Z(t)B(t) = Jz<u-) dB(u) 

o 

Aplicando esta expressão a 

e 
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obtêmos 

• 
B(s) = J d!", (u) 

l-F (U-) o • 

(2.13) 

Substituindo (2 .13) em (2 .12) e usando o fato que 

F1 (0) =O, 1=1,2, ... , resulta 

{2 .14) 

Então, substituindo em (2.11), temos que 

(2.15) 

Por outra parte, segue do Corolário ao Lama 2.2 que 

6A't.t = 8z_1 At.t e 6A't.t-l ""'0:t_1 A't.:t-l • Logo, podamos escrever 
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" = F, <D.J +L 11! [F,(II,.,)J ... 
(2.16) 

Comparando esta última expressão com (2.15) obtemos a 

propriedade de martingale de isto é, 

11! ( NOAT, -AoA<,) = 0 

Da desigualdade 

e de (2 .10), obtemos que 11!(~ ) = E(N, ) :;; n 
• • 

Portanto, o 

m.artingale Mcn> é uniformemente integrável. 

Só falta verificar que o processo Ae = LA~ 1 >, t:~O é 
tu 

predizivel. Para este fim é suficiente verificar que cada um 

dos processos Ai:J.>, i= 1, 2,... é predizivel. 

Seja para cada i, :1. = 1, 2, ... , 

Pelo Teorema A.l, vemos que o conjunto aleatório 
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{ (t, "'' <1 (t, w) >zl = {t>r) x {c.>; <1 (w) >zl 

tem a forma de um gerador da a-álgebra predizivel; logo, 

é predizivel. A função é monótona crescente 

e contínua à direitai assim, tem uma única inversa (A,U}) -l. 

para a qual <Ai11 } -l ~ y se e somente se t .<! (A).tl) -l • 

Em particular é predizível. 

Portanto, o processo é predizivel, i=1,2, .... 

• 

COROLÁIUO. Se as funções F1(t), i :t!; 1 são (q.c.)-contínuas 

(resp. absolutamente continuas), o compensador (At:, t::::. O) 

tem trajetórias (q. c.) -contínuas (resp. absolutamente 

contínuas) . 

O exemplo que segue mostra que a escolha da filtragem 

pode afetar drasticamente a forma do compensador. 

EXEMPLO 4. 

Seja um processo de Wiener e 

T = i.Jlf {t; W, = l.) Consideremos o processo pontual 

(N ""Nei t;;:;O) com relação à filtragem F""' {.íi'""t; t~O} , onde 

A Definição A.6 mostra que N é predizível e 

como N é um processo crescente, N é o seu próprio 

compensador, isto é, na decomposição D-M, 

Consideremos agora a representação minimal de 

N = (Nt; t::~O) , ou seja, o processo N = (Nt, Tr;.'r; t~O) . Notar 
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que só mudamos a filtragem, que agora é !}{ = {[;e•; t;;::O} , com 

:T,N = o(N,; s,;t) 

Dado que 

F(t:) = P(<st) =IT i 
--' . ' 

[ver Liptser e Shiryayev (1977), p. 32], usando o Teorema 2.2 

obtemos que 

A = • 
tA< 

f 
dF(u) 
1-F(u) 

o 

= -ln [1-F( tA<)] 

A, = -ln [1-IT ]_,.- r 4Y"]· 
{tA:d :r 

Ressaltamos aqui a natureza diferente dos dois 

compensadores: enquanto o F-compensador, Ae , é uma função 

descontínua, o j{-compensador, Ae , é uma função absol.utamente 

continua. 

2 • C. PROCESSOS DO TIPO POISSON. 

Dentro da classe dos processos pontuais, existem alguns 

de extrema importância que possuem uma estrutura 

relativamente simples, permitem elegantes formalizações de 

suas propriedades e são muito utilizados em aplicações. 
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Tais processos são caracterizados por sarem seus 

compensadores absolutamente contínuos em relação a uma medida 

de Lebesgue-Stieltjes, isto o compensador 

(2.17) 

onde l = (le,jre;t~O) é um processo estocástico predizível 

não negativo e b( t:) é uma função determin.:í.stica não 

negativa, não decrescente e continua à direita. 

Aqui, a decomposição de Doob-Meyer diz que 

é um martingale local. 

• 
H, ~ N,- f:i.,db(s) 

o 
(2 .18} 

DEFINIÇÃO 2. 4. Os processos pontuais cujos compensadores 

satisfazem à fórmula (2.17) são chamados processos do tipo 

Poisson e l = (lt, !Te; t~O) é denominado processo intensidade 

de N. 

No caso particular le=À, b(t) =t obtemos o processo 

de Poisson homogâneo. 

Aalen (1978) define o processo intensidade como 

ou equivalentemente 
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Uma das vantagens dos processos do tipo Poisson é que 

neles torna-se simples o problema não trivial de calcular o 

compensador Ae da representaç~o minimal (2.6) a partir do 

compensador do processo pontual 

Esse é o resultado do seguinte teorema. 

TEOREMA 2 . 3 . Seja um processo do tipo 
• 

Poisson, isto é, seu compensador é da forma A. = JA.db(s) e 

seja Ne = Ae +Ht sua representação minimal. 

onde 

onde 

Então, 

• 
.a. = J A.db(s), 

o 

Àe =E P-.1~-l. 

Neste caso, 

• 
Ae = /111 1/dA. (P-q.c.) em [O,'t"..) 

o 
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A; = { P·.r'. 
o ' 

:IDÉIA DA PROVA. A prova aparece em detalhe em Liptser e 

Shiryayev (1977, p. 250} e consiste basicamente em mostrar os 

três resultados a seguir: 

t 

1) Jl,db(s) <~ (q.c.) em [0,<.,) 

• 
e 

1i.) B, = J J.,db{s) f predi.zi.vel 

• 
.ti.i.) B, =A, {q.c.). 

COROLÁ!UO. Se é uma função determinística, então 

PROVA. Direta, fazendo b(t) ""'Ae e Àc e 1 . 

• 

A relação (2.20) pode não ser verdadeira sem a hipótese 
t 

Ae = Jl.dbs . De fato, no Exemplo 4 mostra-se que Ae é 

• descont:ínua enquanto At é absolutamente contínua, logo 

(2.20} não é satisfeita. 

2.D. INTEGRAIS ESTOCÁSTICAS PARA PROCESSOS PONTUAIS. 

Para completar a base teórica necessária ao nosso 
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estudo dos processos pontuais, introduziremos os processos 

aleatórios conhecidos como integrais estocásticas, cuja 

definição geral e análise de suas propriedades podem ser 

encontradas em Meyer (1976) e Elliot (1982) . 

Em nosso caso, trabalharemos só com integrais da forma 

ou 

é um processo não negativo de uma 

classe a ser explicitada posteriormente. N e A são o 

processo pontual e seu compensador respectivamente. 

Dado que tanto N = (Nt:.; t::<:O) quanto A= (Ae; t~O) são 

processos de variação limitada, as integrais acima podem ser 

consideradas simplesmente integrais de Lebesgue-Stieltjes em 
• 

{0, tl . Assim, por exemplo, J f,dNs é a representação de 
o 

Lebesgue-Stieltjes da soma dos valores de f nos tempos de 

salto de N, no intervalo (O,t] . 

A integral estocástica de um processo predizível com 

relação a um martingale é um martingale [ver Teorema A.3]. 

Esse fato será de grande utilidade na análise estatística dos 

processos pontuais, a ser estudada no próximo capitulo, pois 

as estatísticas que aparecem tem uma representação integral 

com respeito a processos pontuais e a martingales, que 

permitirá o uso de fórmulas para momentos e de um teorema 

central do limite para martingales a fim de descrever suas 

propriedades. 
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2.11:. PROCESSOS CCH CCHPEHSADOR DETERKililfSTXCO E CONTÍNUO. 

Um tipo de processos que aparece freqüentemente em 

aplicações é aquele cujo compensador é contínuo e 

determinístico, por exemplo o processo de Poisson. A 

estrutura de tais processos é apresentada a seguir. 

Seja (N = Ne, ~e.i t~O) 

determinístico 

um processo pontual tendo 

compensador Denotemos 

o ... = b:E { t ~O; Ae. =<"~~} , com a convenção o. = w se limA e < OD ,_ 

TEOREMA 2.5. O processo pontual com 

compensador determinístico é um processo com incrementos 

independentes e (q. c.) para a :função 

característica condicional é dada por 

E ( exp [ .:tl ( N, -N,) j/ ~.) 
(2.21) 

~ li [1 +(e11 -1)AAuJexp[(e11 -1)(A,c-A;)J. 
•<us.t 

onde 
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PROY.A. Pode-se escrever 

e'lN·-e'lN· = E [e'lN·-ew'·-] 
•<I,.I:S.t: 

= E [e"'"·-''' -e'"'·-] 
s< u" t 

= E e 1ur,ie1'-1)(N. -N •. ) 
s<u"t: 

' 
=(e11 ·-1) f e14N·-dN • 

• 
e e 

=(e11-1) J e""~d[Nu -A,] +(e14-') f e 118•- dll,. , 
• • 

(2.22) 

onde na penúltima igualdade usamos o fato que 

ANu = Nu~Nu- ""O OU 1 

Por ser .,.:UN,._ predizível e (Nu -Au) um mart.inqale, 

temos que a primeira integral é um martingale uniformemente 

inteqrável para t< a ... . 

Logo, 

(2.23) 

Façamos v.<t> =E (e1.urtf:T.), ss;.t e notemos que decorre 

do Teorema da Convergência Dominada que V6 (t) = E(e 1_at:-J..f';,) . 

Com isto, encontramos de (2.22) e (2.23} que 
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' 
v.(t) - v,(s} +(e11-l)fv,(u-}dllu (2. 24} 

• 

Dado que V
8
(t) #O , podemos definir 

U(t)- V.(t) =E(e<l(N,-N,l/.'T.) 
• v.<s> • · 

Obtêm-se assim a equação 

' 
u,(t) = l+(e11-l)Ju,(u-)dll., (2. 25) 

• 

a qua1, pelo Teorema A.5, tem a solução dada em (2.21). 

• 

COROLÁR.IO. Se Ae !!! t , o processo pontual N"" (Nt, Yt; t:<::.O) 

é um processo de Poisson e 

Daremos a seguir um teorema que ressalta a relevância 

dos processos de Poisson dentro da teoria dos processos 

pontuais e que é de grande importância na simulação de 

processos pontuais. O teorema afirma que todo processo 

pontual N"" (Nt, :T'ei t~O) pode ser transformado num processo 

de Poisson mediante uma adequada mudança na escala de tempo. 
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TEOREMA 2.6. Sejam o(t) : J.nE {s:>.O:A.> t} , ll•: N•<•> e a 

a-álgebra l'e = To<eJ . Assuma que o compensador (Ae; t~O) 

é (q.c.)-continuo e que 

Então 1 o processo ll = (lle 1 ~i t~O) é um processo de 

Poisson. 

PROVA. É claro da definição de lle que o processo ll tem 

trajetórias do tipo escada, continuas à direita, onde os 

saltos são inteiros, pois .AIIe = No{t} -Ncrce-) . 

Assim, para provar o teorema é suficiente mostrar que 

a magnitude dos saltos de ll é um e que (q.c.) 

Por (2.22), 

O processo 

o( t) 

erui•-e•m. : (e11-1) J e' .... "-d[N. -A.l + 
o(s) 

"' ( t) 

+ (et1 -1) J e.tl.N,_dau 
O'(S) 
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é um martingale local, logo, pela igualdade E <Aoce)) = t , 

tem-se 

(2.28) 

Ainda, usando-se a continuidade da função Ae e a 

definição dos tempos a(t) r temos: 

o(t:) e e 

= J 9:tl.N"'d&u ""'Je.tlN(<(alcfu = Jsi.l.D.sdu. (2.29) 

O'(S) S 11 

Fazendo V,(t) = .E(e"'1'/3;.) e usando (2.27)-(2.29) da 

mesma forma que na prova do Teorema 2.5, obtém-se o resultado 

(2.26). 

Agora estabeleceremos a magnitude dos saltos. Para 

tanto, diferenciamos ambos os lados de (2 .26) com respeito a l. 

e tomando l =O , encontramos que o processo <IIe~t, 'e; t:z.O) 

é um marti.nqale. Conseqüentemente, se 61 = 1nf {t;.lle>O} , 

então 

Dado que E' (11,> t) =E' (ll,=Ol e E (e".n') = exp [(e"-l)t] 

obtém-se facilmente que SI (lle=O) = e-t: e E (61 ) =1 . 

Aqui, E (lltA~) $l. e pelo LGma de Fatou, E (~) ~l. 
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Mas, ~21 (q.c.), logo, 

l' <lle,~l) ~ 1, 

ou seja, o valor do primeiro salto do processo n é um 

(q.c.). O mesmo pode ser estabe~ecido para os saltos 

restantes. 

• 

Um caso particular do teorema anterior, que permitirá 

a simulação das trajetórias de um processo de Poisson não 

homogêneo no Capitulo 3, é dado a seguir. 

COROLÁRIO. Com as notações do Teorema 2. 6, seja 

N = (Nt, ~; t .:tO) um processo de Poisson não homogêneo com 

função intensidade À (t) f então o processo n = <Dv{t) I ~t; t~O) 

é um processo de Poisson homogêneo com função intensidade 

À = l. 

2 • F. ALGIJNS El!EMPLOS DE APLICAÇÕES DOS PROCESSOS PON'l'UAIS • 

Sendo um processo pontual um modelo para pontos 

indistingüiveis distribuídos aleatoriamente em [O,w) , onde 

os pontos representam tempos de ocorrência de eventos, os 

mesmos têm sido utilizados para modelar uma ampla variedade 

de situações em di versas áreas tais como engenharia de 

comunicações, análise de sobrevivência, fisica de partículas, 

pesquisa operacional, etc. 

Encerramos este capítulo com alguns exemplos de 
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aplicações de processos pontuais no contexto de teoria de 

comunicações e de análise de sobrevivência. 

EXEMPLO 5. (TRANSMISSÃO LASER) • 

Um processo pontual é apropriado para carregar 

informação acerca de algum outro processo e nosso interesse 

poderia ser recobrar parte ou a totalidade dessa informação 

contida numa seqüência de pontos. Como um exemplo, 

consideremos uma fonte laser modulada por uma corrente 

elétrica que proporciona a energia de ativação e contém a 

informação a ser transmitida [ver Figura 2]. 

Denotemos por Se o sinal de modulação; a emissão de 

fótons é proporcional a alguma função não negativa f(Se) 

deste sinal satisfazendo .t(O) =O . No extremo receptor deste 

sistema de comunicação simplificado existe um ~spositivo de 

conversão fotoeletrônica (fotodetector) cuja saida é um fluxo 

de elétrons que deveria ser aproximadamente proporcional ao 

fluxo médio de fótons incidentes, isso no caso de não existir 

ruido na conversão. 

O fluxo de elétrons é observável; o processo de 

contagem associado N = (N:e, ~t} t~O) tem estatísticas que 

podem ser descritas em termos de sua intensidade: N é um 

processo pontual com intensidade le = p. +Be:f(S
1
) • Aqui p. é 

a intensidade correspondente ao ruído de conversão: se 

st !'! O , alguns elétrons são emitidos pelo cátodo e formam um 

processo de Poisson com intensidade p. 

multiplicativo, independente do sinal 

considerado como devido à absorção 
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atmosfera, entre a fonte laser e o receptor. 

ln\:ensidade" 

Corrente elétrica F6tons Elétrons 

(N + 1)t (N + 2)t (N + 3)t (N + 4)t 

Obaervaçiio 

(N + l}t (N + 2)t (N + 3)r (N + 4)t 

Figura 2. Esquema simplificado de um dispositivo de comunicação laser. 

o modelo acima não é muito exato do ponto de vista 

físico; o problema do ruído na conversão atualmente é quase 

eliminado pela utilização de fibras ópticas como guias de 

onda. 

EJ<EMPLO 6. 

Sejam T1 , T3 , ••• , T::- variáveis aleatórias continuas não 

negativas e assumamos que elas representam os tempos de vida 

da r diferentes indivíduos. Definamos para t~O , Nt: como 
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o número de indivíduos que morrem até a idade t , isto é, 

r 

N. = EI<Tétl .. , 
Supondo que dois indivíduos não morram ao mesmo tempo 1 

N = (Nt, t ~O) é um processo pontual em relação a :T/1 • 

Notar que a observação de N equivale a observar as 

estatisti.cas de ordem (2"<1 >, ••• , !Z"(rJ) , mas não proporciona 

informação referente a qual indivíduo morreu primeiro, qual 

morreu segundo, etc. 

Seja f(t) a função densidade de 1'1 , o compensador 

A= (At; t>O) de N pode ser obtido usando o Teorema 2.2. 

Assim, 

tAT,t 

f • 
E(u) -=-'=-::;T-,-du , .t:;,; 1 • 

l. -F(u) 

EXEMPLO 7. (ANÁLISE DE SOBREVIVÊNCIA COM CENSURA) . 

(2.30) 

Suponha que um grupo de n pacientes indexados por 

i=l., ... , n , afetados por uma certa doença (letal) é 

controlado num hospital desde o instante de diagnóstico da 

doença até o instante de morte ou até alguma data fixa de 

término do estudo. Assim, para cada paciente 1 observamos 

uma duração da doença 1'
1 

, a qual é seu verdadeiro tempo de 

sobrevivência T1 , (isto é 1 o tempo desde o diagnóstico até 

a morte) ou um tempo censurado (isto é 1 o tempo desde o 

diagnóstico até a data de término). 

39 



Seja 

SB T,t =T1 

caso co.n trlir i o. 

Assumimos ainda que se os pares (T1 , D1 ) , :1. =l, , .. , 1l 

são independentes, podamos definir o seguinte processo: 

(2.31) 

(na verdade este é um processo pontual multivariado, para 

cada í ). 

Pela definição, N 1 é zero antes de T.:t e salta a um 

em T.:t , se T1 é um verdadeiro tempo de sobrevivência. 

Para encontrar o correspondente processo intensidade, 

raciocinamos da seguinte maneira: em qualquer tampo t: , 

sabemos que para o i-ésimo paciente foi observada morte ou 

censura, ou bem ele está vivo e sem censura. Para os dois 

primeiros casos a probabilidade condicional de observar um 

salto de N:l em ( t, t +dt) , dado todo o passado estrito até t 

é zero. 

Para o último caso, esta probabilidade condicional será 

onde m1(t) é a função risco do Exemplo 6 para o 

tempo de sobrevivência T1 do paciente i . 

A definição de processo de intensidade formulada por 

Aalen (1978), e que foi dada na Seção 2.C para complementar 

a Definição 2.4, pode ser reescrita como 

40 



(2.32) 

Definamos 

(2.33) 

Então, temos que 

(2.34) 

representa toda a informação disponi vel sobre a 

evolução da doença até antes de t). De (2.32) e (2.34) 

vemos que o processo N 1 tem processo intensidade 

(2.35) 

Em muitos casos 1 uma hipótese razoável de assumir é a 

homogeneidade da população, ou seja, as intensidades uJ: são 

idênticas para todos os indivíduos. Denotemos por « este 

valor comum. 

Se definirmos um novo processo somando os processos 

"individuais", isto é, 

(2.36) 

obteremos um processo pontual univariado que conta o número 

total de mortes em [0, t] . De (2.32) e (2.35) e a suposição 

de não haver mortes simultâneas, segue que N = (NtJ t~O) tem 

processo intensidade 1 dado por 
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• 
l• = I:;l~ = u(t)Y• (2.37) 

1•1 

onde 

É interessante notar que a expressão de é 

simplesmente o produto de intensidades de morte (risco) para 

um s6 indivíduo e o número dê indivíduos 11 em risco" até 

antes do tempo é . 

Um processo cuja intensidade tem a forma (2. 37) é 

chamado de processo com intensidade mu~tip.licativa 

introduzido por Aalen (1975), que mostrou sua aplicabilidade 

a uma ampla gama de situações. Retomaremos o estudo deste 

tipo de processo na Seção 3.D. 

EXEMPLO 8. (PROCESSO DE RENOVAÇÃO) 

Um processo pontual Ne = E l('t.a:O t) é um processo de ., 
renovação com distribuição entre chegadas F se os tempos 

entre saltos e • 0 =0 , são variáveis 

aleatórias i.i.d. com distribuição F. 

Comparando este exemplo com o Exemplo lT notamos que o 

processo de renovação é uma generalização do processo de 

Poisson, correspondendo este último ao caso particular em que 

F é a distribuição exponencial. 

Uma aplicação direta da fórmula (2.8) conduz a 
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A,: -Elog[l-F(tA~.>J, t:.O 
.u 

como o compensador do processo de renovação acima descrito. 

A importância do processo de renovação reside no fato 

que muitos processos estocásticos contém imersos processos de 

renovação cujos pontos são tipicamente os tempos de 

ocorrência de eventos nos quais o processo estocástico 

(chamado de processo regenerativo) se renova 

probabilisticamente. Exemplos de tais processos encontram-se 

em teoria de confiabilidade, teoria de filas, etc. 
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Capítulo 3 

Estimação Não Paramétrica para 
certos Processos Pontuais. 

Em um modelo de processo pontual, o objeto de interesse 

é a taxa ou intensidade com que eventos ocorrêlll, pois o 

desenvolvimento no tempo do processo N e- (Nei t~O) está 

governado pelo seu processo intensidade 

formalizado na Definição 2.4 e interpretado como sendo ledt 

a probabilidade condicional que um salto de N ocorra num 

intervalo ( t, t:+dt) , dado tudo que ocorreu até o instante 

anterior a t: , isto é, ledt = D(dNe = 1/ Te_) 

Aqui faremos suposições apenas sobre a forma funcional 

da intensidade, impondo certas condições de regularidade. 

Estaremos portanto diante de um problema não paramétrica ou 

com espaço paramétrica de dimensão infinita, no qual 

precisamos construir estimadores da intensidade baseados num 

conjunto de observações do processo pontual em questão. 

Grande parte das técnicas de estimação existentes para 

intensidades de processos pontuais estão baseadas nas 

técnicas de estimação de funções densidade de probabil~dade. 

Uma ampla revisão de tal assunto é feita em Bean and Tsokos 

(1980). 

A fim de faci1itar o estudo posterior do problema de 

estimar intensidades de processos pontuais 1 começaremos este 
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capítulo fazendo uma breve discussão de alguns aspectos da 

estimação não paramétrica de densidades. 

3.A. ESTIMAÇÃO NAO PAR.!IMÉTlUCA DE FUNÇÕES DE DENSIDADE. 

A presente seção é de natureza puramente estatística e 

pretendê estabelecer uma familiaridade com os conceitos 

envolvidos em estimação não paramétrica de densidades. 

A formulação do problema de estimar uma densidade é 

seguinte: dados variáveis aleatórias 

independentes, identicamente distribuídas com função de 

densidade desconhecida f , deve-se construir um estimador 

!ê para f . 

Um dos primeiros estimadores de densidades na 

literatura foi aquele proposto por Rosenblatt (1956) na forma 

(3 .1) 

onde h= btJ- n---s para O<a<l . 

Aqui F
0

(X) 

empírica que foi 

1 n 
= -E I<x,sx) é a função de distribuição 

ZZ,~; .. 1 

introduzida no Exemplo 2. 2 e representa a 

proporção de pontos amostrais em (-~,xl 

Na determinação do estimador l aparece o problema da 

escolha de h de forma que h = b.Jl ____. O quando n ------t ~ • 

Usando como medida de discrepância o Erro Quadrático 

Integrado Médio (EQIM) definido por 
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(3.2) 

Rosenblatt (1956) prova que a escolha ótima de h, no 

sentido de mi.nimizar EQIM(l) é b = kzl-l/S 1 para certo k que 

depende somente de /<f~ 2 • 

É fácil. verificar que o estimador de Rosenblatt pode 

ser escrito como 

~ .~ 1 • 1 ("-z•) r(x) = "'•·•(x) = n };, blf b , 

onde lf(u) = ~I<Iul<l) . 

(3.3) 

Graficamente isto significa que o estimador pode ser 

obtido somando "caixas" de amplitude 2h e altura (2hn) -l 

centradas sobre cada observação. 

uma das desvantagens do estimador anteriormente 

definido é que não é uma função continua e tem derivada zero 

em todo ponto interior de (X1 ,. X1 ... b) , o que não é em geral 

verdade para a densidade f a ser estimada. 

Parzen (1962) propôs uma generalização do estimador de 

Rosenblatt substituindo a função peso w em (3.3) por uma 

função K , limitada e com integral igual a um, usual.mente 

assumida como uma densidade de probabilidade simétrica e 

denominada funç~o kernel. 

O "estimador de função kernel" proposto por Parzen, que 

daqui para diante chamaremos simplesmente de estímador 

kernel, tem a forma 
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(3. 4) 

onde é a função de distribuição 

êmpirica e h é um parâmetro positivo que chamaremos de 

janela, também referido na literatura como parâmet:ro de 

alisamento (Rudemo, 1982) ou amplitude de banda (Marron, 

1985) . 

Analogamente ao estimador de Rosenblatt, o estimador 

kernel pode ser visualizado graficamente como uma soma de 

curvas centradas nas observações, como mostra a Figura 3. 

0.5 
f(x) 

o.< 
0.5 h = 0.2 

0., 

0.1 

(a) ... ,, o ' ' • 

O.S 
f(x) 

O.< 
0.3 

••• h= o .8 

0.1 

(b) o 
·• ., o ' • 

Figura 3. Interpretação gráfica do estimador de kernel. 
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A função kernel determina as formas das curvas e a 

janela, sua amplitude. 

todas 

etc.) 

Segue da definição do estimador kernel que l herdará 

as propriedades 

de função kernel. 

(continuidade, diferenciabilidade, 

Também é claro da definição que 

variações na janela resul tarilo em variações na forma e 

conseqüentemente na "qualidade" do estimador. 

Segundo os resultados obtidos por Anderson {1969) e 

Epanechnikov (1969), a escolha da função kernel é de 

importância secundária, enquanto o problema da esco~ha da 

janela é de crucial importância na estimação. 

Em certas aplicações, é possível escolher a janela de 

uma forma de certo modo subjetiva, como am Silverman (1978) 

e Crestana (1991), mas outras aplicações requerem uma escolha 

automática da janela, isto é, uma escolha totalmente baseada 

nos dados e sem nenhuma especificação a priori. 

3. B. A DECOMPOSIÇÃO VAR:IiNciA-VÍCIO QUADRÁTICO. 

Para ter uma idéia quanti ta ti va da qualidade 

( 
11performance") de um estimador fazem-se necessárias medidas 

de discrepância ou proximidade do estimador 1 da verdadeira 

densidade f . Uma medida bastante natural para esse 

propós.i to é o Erro Quadrático Médio (EQM) definido localmente 

em x por 
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(3.5) 

Claramente, o EQM pode ser decomposto como 

(3. 6) 

isto é, a soma do vício quadrático e a variância. Existe uma 

forte conexão entre estas duas quantidades e uma não pode ser 

reduzida sem aumentar o valor da outra. A magnitude de ambas 

é controlada pelo valor da janela. 

Uma outra medida da proximidade usual é o Erro 

Quadrático Integrado Médio (EQIM), definido em (3 .2) . Notamos 

que 

(3. 7) 

Analogamente ao Jil(lMz{l) existe também para Jii()IM(l) 

uma decomposição em soma do vicio quadrático integrado e a 

variância integrada. 

Usando a decomposição variância-vício quadrático acima 

mencionada, Rosenblatt (1971) apresentou uma descrição 

bastante intuitiva das implicações em escolher valores muito 

pequenos ou muito grandes para a janela: um valor pequeno de b 

resulta em uma alta variância, enquanto um valor grande de 

h resulta em alto vício. As expressões de aproximação que 

clarificam esse comportamento são mostradas a continuação. 

Por simplicidade assumiremos que 
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JK(t)dt=1, ftK(t)dt=O e ft'K(t)dt=c,*O, 

onde convencionamos que uma integral sem limites significa 

integração sobre a reta toda. 

Convém lembrar que o kernel está sob controle do 

usuário para propósitos práticos. Indicaremos a dependência 

de b do estimador escrevendo lh em lugar de 1 . 

Temos, 

Fazendo a mudança 

Jx=l , temos que 

y = x-ht e usando a hipótese 

víc.to [l.<z>] = JK(t) [f(x-ht) -f{x)]dt. 

Uma expansão em série de Taylor-McLaurin produz 

E(x-ht;) = E(x) -ht:E1(x) +.!h't:'E 11(x) +o(h') 
2 

e pelas suposições feitas sobre K , 

víc.to[l• (.r)] = 

= -hf 1(.r) Jt:K(t)dt+ ~1l'f 11 (x) Jt'K(t)dt+o(h 3 ) 

(3.8) 

Logo, o vicio quadrático integrado vai ser dado 

aproximadamente por 
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(3. 9) 

Para a variância: 

usando y = x-ht: e a expressão aproximada (3. 8) do vicio, 

obtemos 

h seja pequeno e 11 grande Assumi.ndo que 

expandindo :f(x-ht) am série de Taylor-McLaurin, obtemos 

varl.(x)" (nh) -1J[r{x) -ht:f1(x) + ... JK' (t) dt+o(n-1 } 

~ {nh) -1 r(x} Jx• (t} dt+o{n-1 } 

"(nh)-1 :f(x} fx'(t)dt. 

e 

(3.10) 

Assim, a variância integrada pode ser aproximada como: 

(3.11) 

e portanto, 
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Vemos de 

tomando um valor 

(3.12) que se tentarmos diminuir o vicio 

h muito pequeno, estaremos incrementando 

a variãncia integrada. Analogamente, se tomarmos um valor h 

muito grande, estaremos diminuindo a variância~ mas 

aumentando o vicio. 

O resultado de variar a janela é claramente ilustrado 

na Figura 3. Para a janela h = O. 2 aparece uma alta 

variância em forma de ruído no estimador. Isto acontece 

porque quando h .....,......... O o estimador chega a ser uma soma de 

funções delta de Dirac. 

Para uma janela maior como h = O, S , aparece um valor 

alto de vício que se traduz em um sobrealisamento, perdendo­

se detalhes importantes na estimação, como por exemplo uma 

possível bimodalidade. 

Depreende-se da análise anterior que é desejável 

encontrar uma janela que equilibre os efeitos do vício e da 

variãncia do estimador. 

Vários métodos têm sido propostos para escolher uma 

janela ótima em algum sentido. O método conhecido como ''plug­

in" foi introduzido por Woodroofe (1970); um outro método, 

relativo à informação de Kullback-Leibler foi dado por Duin 

(1976) e um método prático de escolha, baseado na segunda 

derivada do estimador, foi proposto por Silverman (1978) . Na 

seção seguinte estuciaremos o método de 11 validação cruzada 11
, 

sugerido por Rudemo (1982) e Bowman (1984). Ele é tota1mente 

baseado nos dados 1 possui propriedades assintóticas atrativas 

e será aquele que utilizaremos na estimação de intensidades. 
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3. C. VALIDAÇio ClUJZADA DE MÍNIMOS QUADRADOS. 

Embora o método de validação cruzada de mínimos 

quadrados tenha sido formulado em anos recentes, a idéia na 

qual está baseado é muito simples: dado qualquer estimador 

kernel lb da uma densidade :E , o erro quadrático integrado 

(EQI) pode ser escrito como 

(3.13) 

como o último termo não depende de h ; a escolha ótima da 

janela, no sentido de minimizar o EQI, corresponde àquela que 

minimiza a quantidade R definida por 

(3.14) 

Esta minimização não pode ser efetuada na prática, pois 

o termo flb:E é desconhecido. 

O princípio básico da validação cruzada de mínimos 

quadrados é construir um estimador de R(llt) a partir dos 

dados e então minimizar este estimador am relação a h para 

obter uma escolha da janela. 

Definamos lM como o estimador kernel construído com 

todas as observações, exceto Xt , isto é, 

= 1 EK(x-x:J) 
(.D-1)b :1•1 b 

(3.15) 

O estimador llú é chamado na literatura estimador 

"leave-one-out" . 
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Definamos agora a função de validação cruzada ou score 

como sendo 

(3.16) 

VC(b:} depende somente dos dados e é um estimador 

razoável dos termos em E.QI (b:) que dependem de b: , como 

será mostrado a seguir. Loqo 1 a janela que minimiza VC(h) 

deveria ser "próxima" da janela que minim.iza o EQI de lb(x) . 

A justificativa da afirmação anterior baseia-se nos 

seguintes resultados; 

onde K• ( u) ~ ! K(u/ h) 

Então, 

~ JJx.cx-y)r(x)r(y)dxdy 
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onde X e Y são variáveis aleatórias independentes com 

densidade f . Conseqüentemente, 

E (f rl.) = E["<: ll ~].; x. <x,-x,l] 

= E[~~ f 01 (X1) ]• 

(3 .17) 

pela própria definição de ~~ . 

Assim, 

= E[VC(b) 1• 
(3.18) 

Tomando esperança em (3.13) e usando (3.7), (3.17) e 

(3 .18) temos que 

EQIHlf•) = E[R(flJ+fr• 

= E[VC(b) 1 +f .f2 • 

(3.19) 

Esta expressão mostra que minimizar E [VC(b) 1 

corresponde exatamente a minimizar o erro quadrático 

integrado médio (EQIM) de l. . Assumindo que o mínimo de 

VC(b) é próximo do mínimo de E[VC(b)] , justifica-se a 

afirmação que minimizar VC(h) fornece uma boa escolha de 

55 



janela ótima. Esta última afirmação foi mostrada por Hall 

(1983) na forma a seguir: sejam J:l, a janela que minimíza 

EQI(b) e li.,., a janela que minimiza VC(b) • Sob a hipótese 

que a densidade f(x) tem segunda derivada continua, ~ é 

assintoticamente equivalente a ~ no sentido que 

e 

EQI (li.,.,) 
EQI (J:l,l 

1 

p 

- 1. 

Este resultado de otimalidade assintótica da janela de 

validação cruzada será adaptado ao caso de intensidade 

multiplicativa, na seção 3.G. 

Para expressar o score VC de uma forma mais adequada 

a seu cálculo computacional 1 definamos como a 

convolução do kernel consigo mesmo, isto é, rl.íl) = lC*K e 

suponhamos K simétrico. Fazendo 

Por outra parte, 
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u =- z , obtemos 
11 

(3.20) 



_ ~ ~~ ~x(x,-x:t) 
- "(l>-l.) '1- 7' b b 

~ 

(.n l)bK(O). 

(3. 21) 

Substituindo (3.20) e (3.21) em (3.16) resulta 

VC(b) 

(3.22) 

Esta última expressão será utilizada no programa 

computacional que calcula a janela ótima no Capítulo 4. 

Na Seção 2 .F, foi introduzido o modelo de Aalen da 

intensidade multiplicativa. 

Para um processo pontual N = (Nei t;.aO) com decomposição 

D-M, 

(3. 23) 

o processo intensidade é da forma 

l, = a(t) r,, tE [O,ll (3.24) 

com a: determinística e Ye correspondente a um processo 
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predizivel e observável. 

Por simplicidade matemática e sem perda de 

generalidade, nesta seção os processos serão restritos ao 

intervalo de tempo [0,1] . 

Aal.en assume o ma.rtingal.e em (3. 23) como de quadrado 

integrável com processo variãncia [ver Apêndice A) 

(3. 25) 

Usando (3.23) e (3.24) podemos escrever simbolicamente 

(3.26) 

Consideremos o problema de estimar a função intensidade 

acumulada 

Interpretando 

estimador para 

' 
(!Ct) = Ju(s)ds. 

dMe como um 

1l ( t) seria 

• 
"ruído", (3.26) 

'dN 
f--• , pois 
• r. 

(3. 27) 

sugere que um 

Em mui tos casos, é possi vel acontecer que Y
8 

= O , 

sendo assim, é conveniente modificar ll ( t) definindo o 

processo P* = (p;; tE [O~ll) como 
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onde J(s) = I( r,> O) 

Y• ""'O • 

• 
11; = Ja.<s)J(s)ds 

o 

e com a convenção que 

Assume-se, como uma condição técnica, que 

B[JJ(s)u(s} dsl < ~ 
• r. 

(3.28) 

J(sl =O se 
r. 

com o propósito de garantir a existência de certas intGgrais 

estocásticas relacionadas ao estimador a ser estudado. 

A modificação feita sobre P<t) sugere como estimador 

de p; a integral (estocástica) de Stiel.tjes 

(3. 29) 

que pode ser escrita alternativamente como 

(3.30) 

onde ·~~ 't2, ~ •• são os tempos de salto do processo N . 
Portanto 11. é uma função tipo escada, crescente, 

continua à direita e com incrementos (Y ) -1 ,, nos tempos 

observados de salto de N . O estimador 11. é conhecido como 

estimador de Ne~son-Aalen, pois é uma generalização daquele 

proposto por Nelson (1969, 1972) para estimar a função risco 

acumulado. 

59 



TEOREMA 3.1. O processo 11-11' é um martingale de quadrado 

integrável com processo variãncia 

' (P-1!'), ~ J[u(s)J(s) ds. 
o Y, 

(3.31) 

PROVA. 

' t 

P,-11; ~ J~.-Ju(s)J(s)ds 
o • o 

t 

= J J~s) [dN, -a (s) Y,ds] 
o • 

t 

=f~ o r. s 

(3.32) 

(onde a última passagem segue de (3.23)). 

Aqui, J(s)/Y
8 

é predizivel {por ser contínuo à 

esquerda e adaptado à 9 ) e M é um martingale de quadrado 

integrável. Logo, pelo Teorema A.3, P -11' é também um 

martingale de quadrado integrável com variãncia dada por 

(3.31). 

• 
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O erro quadrático médio do estimador ~ é 

De acordo com o Teorema 3.1, P-P* E M2 e portanto 

(~-ll'l' é um submartingale que admite a seguinte 

decomposição D-M 

(~-jl') = M'+{P-jl'), (3.33) 

onde M' ê um martingale de média zero. 

Segue que 

(3.34) 

Definamos 

fj ( t) dN • • (3.35) 

De {3.23) temos que 

il ( t;) 

Aqui a segunda integral é um martingale de média zero, 

assim 

Eij (r) = E(J a (s) J(s) ds) = 1l ( t) . 
• r. 

Portanto ~(t) é um estimador não tendencioso para ~(t) . 
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3 • E. O ESTDIAOOR K1!:R1iEL NO NODELO DE Al\LEN. 

Na seção anterior foi desenvolvi do um estimado r p 
• 

para a intensidade acumulada, IH t) = J a ( s) ds com alguma 
o 

restrição sobre o processo Y = (Yt; tE [O, 1]) mas para 

muitos propósitos, a entidade de interesse é a intensidade 

a(t) e não ll<tl ou P"'{t) . Precisamos portanto de um 

estimador para a:(t) . Ramlau-Hansen (1983), baseou-se no 

astimador kernel de Parzen-Rosenblatt, dado em (3.4), para 

propor como estimador de e ( t) no modelo de intensidade 

multiplicativa o seguinte 

1 

i(t) = ! Jr( t~s)dll •• 
o 

(3.36) 

onde h é um parâmetro positivo, isto é, a janela, K uma 

função kernel e P é o estimador de Nelson-Aalen definido em 

(3.29). 

Por simplicidade matemática, nesta seção assumiremos 

que a função kerne1 tem suporte em [-1,1] 

O estimador de Ramlau-Hansen é basicamente um 

alisamento do estimador de Nalson-Aalen para i.ntensidade 

acumulada, assim como o estimador de Parzen-Rosenblatt era um 

alisamento da função distribuição empírica. 

Analogamente à (3.30) o estimador dê Ramlau-Hansen poda 

ser escrito como 
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(3.37) 

Dado que K á zero fora de [-1,1] , somente aqueles 

valores de :t para os quais t-b::.;-r1 .s.t+h contribuem na 

soma; logo, para uma janela b será considerada a estimação 

de li ( t) somente em [ll, 1 -ll] , dado que para esses valores 

de r , (3.37) é uma média real dos incrementos 1 de 11 • 

Com o fim de estudar as propriedades de i(t) , Ramlau­

Hansen (1983) define, para O<h<1/2 a quantidade 

para tE [ll, 1-lll 

Notemos que 

1 

= JK(u)u(t-llu)J(t-llu)du, 
-1 

1 

(3. 38) 

li(t) -u•(tl = .!_ JK( t-s)~ 
b b y • • • 

é uma integral estocástica em relação ao martingale de 

quadrado integrável M ; este fato proporciona uma base para 

estudar as propriedades estatísticas do estimador de ~au-

Hansen. 

A médi.a de i , sua variância e um estimador não 

tendencioso da variância estão contidos na seguinte 

63 



proposição. 

PROPOSIÇÃO 3.1. (Ramlau-Bansen, 1983). Sejam ;j(s) = E[J(S)] 

e x.<sJ = (1/b)K(s/b) . Então 

Ei(t) = Ea•(t) = (K.•(a;j))(t) , (3.39) 

onde * denota convolução usual. Além disso, 

o 2 (t) = E[i(t) -a•(t) f 
1 

= .!:. Jr• (u)" ( t-bu) E[ J( t-bu) Jdu 
b _

1 
Y( t bu) ' 

(3.40) 

para t € [h, 1. -h] . Um estimado r não tendencioso para cfl ( t) 

é dado por 

1 

a• ( tl = _!..Jx•l tb-8 )[ J(s) dN, 
h' 0 I Y'(s) 

para tE'[b,l-ll] . 

PR.OVA. Da defi.nição de i e a• segue que 

1 

i(t) -a•(tJ = ! Jr( t~s)a<Hl•). 
o 

(3.41) 

Pelo Teorema 3 .1, (~-jl•) é um martingale de média 

zero e como K(·) é predizivel (determinístico), tem-se 

E[i(t) -«'(t)] =O. 

Um cálculo direto leva a 
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' 
E&(t) ~ Ea"(t) = JK.<t-s)a(s)E(J(s))ds 

o 

Pela fórmula ( 3. 31) , 

1 

~.! JK'(u)a(t-bu)E[J(t-bu) Jdu 
b Y(t-bu) _, 

o resultado final da proposição segue do fato que 

' 
â' ( t:) ~.! JK'(u)[J(t-bu) a(t-bu)du 

b Y(t-bu) _, 
(3.42) 

1 

+ _!_ fK'( t-S)J( s) dM h2 h s # 

o 

onde M é o martingale de (3.23). 

• 

Se denotarmos o primeiro termo em (3.42) por a~(t) , 

teremos que Eâ'(t) = Eu-'(t) (pois o segundo termo é um 

submartingale de média zero) e que 

1 

E[&' ( t) -o"' ( t) f ~ _!_Jr (ul a ( t-bu) .J J( t-bu) Jdu. (3. 43) 
b' -l Y(t-bu) _, 

A expressao (3.39) mostra que o estimador kerne1 é um 

estimador tendencioso de a(t) . Porém, é possível mostrar 

65 



que ele é assintoticamente não tendencioso e derivar uma 

expressão assintótica para sua variãncia da seguinte forma: 

se considerarmos uma seqüência (Na) de processos pontuais, 

cada um deles com processo intensidade Àn ( t) = a. ( t) Y.D ( t) , 

podemos construir uma correspondente seqüência de estimadores 

kernel, que denotaremos por in(t) , onde assumimos o kernel 

fixo e uma seqüência de janelas hn 

Obtém-se assim o seguinte resultado. 

PROPOSIÇÃO 3.2. (Ramlau-Bansen, 1983). 

a) Se a intensidade a é contínua em t e se 

:in = EJn -- 1 uniformemente numa vizinhança de 

t: , então 

b) se são satisfeitas as condições 

i) E[J.(s) l 1 
" r.<s) ~ <(s) 

uniformemente numa vizinhança de t: . 

ii) a e T são continuas no ponto t . 

Então 

quando a seqüência de janelas hn ------.+ o . 
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PROVA. A relação (3.44) seque de (3.39) e do fato que a 

seqüência de funções or. J ' onda K• (u) = l 
11xtu/b0 ) ' é uma 

• • • 
seqüência de Dirac quando b.n --t o - A relação (3.45) segue 

diretamente de (3.40) e das suposições feitas. 

• 
Pode-se mostrar que sob con~ções não muito fortes, o 

esti.mador kernel é um estimador consistente para a 

intensidade em consideração. 

PROPOSJ:çio 3.3. (Ramlau-Bansen, 1!183). Considere a seqüência (N.l 

de processos pontuais unidimensionais como na proposição 3.2. 

Assuma satisfeitas as condições da parte b) na Proposição 

3.2. Então 

E [&..<tl -co(tl]' ~o , (3- 46) 

quando n--• 1 b
11 

.......... 0 e n.b 0 ~w. 

PROVA. Pela Proposição 3. 2. b) segue que a! ( t) --t O , assim 

é suficiente mostrar que 
p 

Dado que 

Jll .------.. 1 uniformemente numa vizinhança de t e dado que 

1 

a;(t) -a(t) = Jx<ul[«(t-h.u)J.(t-h.u-u(tl]du, 
-1 

segue que 

p 
[u;(t:) -u(tll -o 

e que existe uma constante c>O tal que 
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Concluímos que 

quando n - co • 

• 

Um resultado importante em estimação por kernel é a 

normalidade assintótica do esti.mador, provada por Ramlau-

Hansen (1983) utilizando um resultado prévio de Liptser e 

Shiryayev (1980) sobre a distribuição assintótica de um 

arranjo triangular de martingales. 

Consi.deremos uma seqüênci.a (ND) de processos pontuai.s 

como na Proposição 3. 2, com a correspondente seqüência de 

martingales dada por 

onde 

t 

M.(t) = N.(t) -JA.(s)ds 
o 

(3.47) 

é a seqüência de processos intensidade. Seja 

(HD) uma seqüência de processos predizíveis tais que 

e seja 

• 
.M.<tl = Ja.(s)dM.(s). 

o 
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Pelo Teorema A. 3, <lia> é uma seqüência de marting-ales 

e portanto a seguinte proposição é válida. 

PROPOSIÇÃO 3. 4. Suponha que quando .a -+ a. 

i) 

ii) 

1 

V e> O 1 JH. (s) 'I( IH. (s) I> e) A. (s) ds 
• 

li' 
- l 

D 
Então M.(l) - N(O, l.) onde 

distribuição normal padrão. 

li' 
-o 

N(O, l.) é a 

PROVA. As condições i) e ii} acima são equival.entes as 

condições (L2 ) e (C-12) em Li.ptser e Shiryayev (1980), 

Corolário 2. O resultado segue pela Nota 1 daquel.e artigo . 

• 

Consideremos agora uma seqüência de processos pontuais 

onde os correspondentes estimadores de kernel são esc ri tos da 

seguinte forma. 

1 

li.(t) = a:~(t) +...!_ JK(t-s)J•(s) d.M.(s), 
b.j';l 0 h.n rZI ( s) 

onde, como anteriormente definido, 

1 

a:~(t) = t JK( t;;s)a:(s)J(s)ds. .. " 

Fixado o valor de t , temos 
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' 
<llh.J"'[a.<tJ -ll~(tJ] ~ JH,(s)dM.(s), (3.48) 

• 

com 

Formulamos a seguir o anunciado resultado de 

normalidade assintótica para a seqüência de estimadores de 

kernel. 

TEOREMA 3.2. (Ramlau-Hansen, 1983). Assuma que 

a) 
p 

1 
< 

uniformemente numa vizinhança de 

quando .n --+ 1:10 

t ' 

b) as funções u e ~ são continuas no ponto t . 

Então 

converge em distribuição para uma variável aleatória com 

~stribuição normal com média zero e variãncia igual a 

ll( t) 
< ( t;) 

quando n - • e nb.ll --+ c» • 

' JK2
(u)du _, 
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PROVA. Verificaremos serem satisfeitas as condições i) e ii) 

da Proposição 3,4, das quais segue a normalidade assintótica. 

Em primeiro lugar, temos que 

p 
1 Dado que de 

l./-r 
p 

a}, 
y• < 

uniformemente numa vizinhança de t e é limitada nessa 

vizinhança, concluímos que I( jHZl (s) I> e) ____, O uniformemente 

em [0,1] . Então 1 pela definição de HQ, tem-se 

1 

{H!<sli<IH.(s) l>e) Y0 (s)«{s)ds 

o 

p 
~o. 

Assim, a condição i) é válida. Por outro lado, de a) e 

b) temos que 

p 
a{t-h.u)du ~ 

1 

"(t) Jr {u) du 
< { t) ' 

-1 

a qual é a condição ii) e o teorema fica provado. 
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3. F. VALIDAÇÃO CRUZADA PARA ESTIMAR A IN'l'ENSIDADE DE 1JH 

PROCii:SSO DE POISSON NÃO BCII«lGim:o 

Na presente seção estudaremos uma adaptação do método 

de validação cruzada desenvolvido na Seção 3.C para encontrar 

o valor ótimo de janela do estimador kernel de intensidade de 

um importante processo pontual: o procGsso de Poisson não 

homogêneo. 

O presente enfoque te6rico é devido a Marron e Brooks 

(1991). Sejam todas as observações no 

intervalo [0_, T] de um processo de Poisson não homogêneo com 

função intensidade A. ( t) . A fim de impor uma estrutura 

matemática sobre a função intensidade, assumiremos um caso 

particular do modelo de Aalen dado na Seção 2.1': o modelo 

simples de intensidade multiplicativa. 

Aqui/ 

l(t) =c u(t) (3.49) 

onde c é uma constante positiva e s(t) uma densidade de 

probabilidade em [O, T] Denotaremos a intensidade por 

lc ( t} quando interessar sua dependência com os valores 

assumidos por c . 

Sob esse modelo NT , o número de observações em 

[O, 2'] , tem uma distribuição de Poisson com 

• 
E(N,) =Jl<u)du=c. 

o 
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Condicionado a os tempos ocorrência 

T 1.1 't2 , ••• , -rN têm a mesma distribuição que as estatisticas de 

ordem correspondentes a variáveis aleatórias 

independentes com densidade de probabilidade a ( t) , t E [O, T] 

Também temos que no modelo assumido, fazer c --+ - tem o 

efeito de aumentar as observações em [O, 2'] sem mudar a forma 

relativa de no processo limite. Então, dado que 

precisaremos considerar propriedades de convergência, 

suporemos que os valores de c provêm de uma seqüência de 

reais positivos (c,: s"l.) tal que a 11/ s --+ a para alguma 

constante a , quando s --+ w , o que implica que C
11 

--+ «~ , 

quando s .......... w 

A função intensidade é similar a uma função densidade 

no sentido que esperamos ter mais (resp. menos) observações 

num intervalo de acordo com a área sob a curva da função 

intensidade no intervalo ser maior (resp. menor) . Logo, um 

estimador natural para l(t) é o estimador kernel 

N, 

lb(t) = }:K.(t-<1), tE [O, 2'] 
1-1 

(3.50) 

onde K•(u) = (l/h) K(u/h) De novo, a função kernel K( ~) 

será geralmente uma função densidade de probabilidade 

simétrica e a janela, b 1 um parâmetro posit~vo. Se para a 

seqüência de funções intensidade indexada por 

s , construímos uma correspondente seqüênc~a de estimadores 

kernel. 1: ( t) e assumindo que quando c
11 

----+ • , h ........_. O com 
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bc, -------t oo 1 obtemos da seção anterior que 1: é consi-stente 

e assintoticamente normal. 

Existem duas diferenças entre os astimadoras kernel 

para densidades, dado em (3.4) e para intensidades, em 

(3. 50) . Primeiro, 1b não inclui um fator da normalização 
• 

n-.1 , dado que Jl(u)du é o número esperado em lugar da 
r 

proporção esperada de observações entre :r e t . Segundo, NT 

é uma variável aleatória no contexto de estimação de 

intensidades. 

Nosso atual objetivo é estudar a adaptação do método de 

escolha da janela por validação cruzada, estudado na Seção 

3.C, para ser aplicado ao estimador lb 
No presente contexto temos que o erro quadrático 

integrado (EQI) de X. é dado por 

T T • 

EOI, (h) = /1! -2 f1•1 + fP. (3.51) 
• o o 

Similarmente a (3 .15) e (3 .16}, defi.nimos a função 

"score" como 

(3.52) 

onde 

(3. 53) 

Usando uma justificativa idêntica àquela dada para 

estimação de densidades [ver (3 .17)- (3 .19) J: só substituir as 

esperanças por esperanças condicionadas a NOZ' , é possi vel 
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afirmar que VC1 (h) é um estimador razoável dos termos êm 

l!JQI1 {b) que dependem de b e conseqüentemente, a janela que 

minimiza VC1(b) deve, em principio, ser próxima da janela 

que l!Únimiza EQI1 {b) . 

É possível ainda, e será o propósito da seguinte seção, 

mostrar que a janel.a escolhida por validação cruzada é 

assintoticamente ótima. 

3 • G. OTIMALIDliDE ASSIN'rÓTICA DA J1IHELA OBTIDA POR VALIDAÇÃO 

CRUZADA. 

O erro quadrático integrado médio (EQIM) de lh pode 

ser decomposto êm um termo variância e um outro de vício 

quadrático da mesma forma que em (3.12), obtém-se assim 

• 
+b.'c~ [ ;J e'K< e> de f [ ra"<x> J'dx+ (3.54) 

+o(b-1 c.-+b'c,!} 

quando h --+ O , a. ---+ w e b.c • ---+ w • 

Assim, o erro quadrático integrado médio assintótico 

(EQIMA) é 

• 
EQIMA1 {b) = b.·'a.(JK')+b.'c;[~ft'Kff!a 11 (r)]'. (3.55) 

o 

Um resultado de otimalidade assintótica da janela 

obtida pelo método de val.idação cruzada de mínimos quadrados 

será apresentado nesta seção, mas previamente são formulados 
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dois lemas que serão utilizados na prova do teorema. 

LEMA 3.1. Para o estimadar kernel tem-se que 

(q, C,) 1 quando 8----+ C», 

O Lema 3.1 afirma que o erro quadrático integrado e o 

erro quadrado integrado médio assintótico de 111 (t) são 

assintoticamente equivalentes. A prova é remetida a Brooks 

(1991) e é muito próxima da prova do Lema 3.2 dado à 

continuaçAo. 

LEMA 3.2. Para o estimador kernel tem-se que 

(q. c.)' 

quando s --+- - • 

PROVA. Seja g(l, 2, ..• I Nor> -+ (1, a I ••• , N't') uma permutação 

aleatória dos números (1, 2, .. . ,NT) . Definamos Y1 "" 'tqtt) , 

ou seja, as rl 's são 't1 's não ordenados. 

Dado que os "Tl 's são observações de um processo de 

Poisson não homogêneo com intensidade l(t) , as Y1 ~s são 

variáveis aleatórias i. i. d. com densidade a ( t:) Ir o. 7'1 ( t) . 

Definamos 

N, 

a.ct> ~ c;'1.ct> ~ c.;'Ex.ct-<1 ) , .. , 
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"• a,..(t) ~ c;'1 .. (t) ~ c;'I;x.<t-<1) ' 
:1"'~ 

J•A 

e 

. "• 
vc.Cb) ~ c;'vc1 (b) = Ja.<tl'dt-2c;'r;a .. <<1l. 

o t-1 

O EQI para a pode ser expresso como 

• 
EQI.(b) ~ J[a.<uJ -4(u)J'du = a;'EQI1 (b) 

• 
e 

.ll'QL!II,. (b) = c;' EQIJa, (b) 

Na prova do Lema 3.2, precisaremos do seguinte 

resultado 

onde G = [ 2 (N,-1 ) 
a. 

é demonstrado a seguir. 

Tem-se diretamente das definições que 

77 

(3.56) 



I VC
1 

(h) - EQI
1 

(h) - [ VC1 (b) - EQI
1 
(b)] 

EQIMA1 (h) +EQIMA,. (b) 

= IVC0 (h) -EQI.(h)- [VC.(b) -EQI0 (b)] 

EQIMA. (h) +EQIMA,. (b) 

- I F(h) -F(b) 
-

2 
EQIMA,. (h) + BOIMA. (b) I 

= 2 1 F(h) -G- (F(b) -G) 

EQIMA. (h) + EQIMA,. (b) 

(onde a penúltima passagem segue fazendo 
T N, 

F(hl = Ja.a -a;1 L, a ... cx,l l . . ..,. 

{I F(h) -G 

" 
2 

EOIMA,. (h) + EQIMA,. (b) 1
•1 F(b) -G 

EQIMA,. (h) + EOIMA. (b) 

{I F(h) -G 1·1 F(b) -G I} 
" 

2 
EOIMA. (h) EQIMA,. (b) 

s. 2 {sqp 'F(h) -G(h) 
h<B, EOIMA,. 

= 4 sqp I F(hl -G I 
b€ s, EQIMA. (h) 

I+ s I F(b) -G I} b!'f. EOIMA. (b) 
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Então, para provar o Lema 3.2 é suficiente provar que 

quando s --. w, 

Adaptando os resultados de Hãrdle, Marron e Wand (1990} 

para estimar por kernel as derivadas de uma densidade de 

probabilidade, definamos 

e 

T 

U.t.:t (h) - Kb (Y1 - Y_,) - fkb (y- Y:l) 1J (y) czy-a (Y1 ) +f a' (y) czy, 

• 

T 

-E[fk.(y-Y;~ls(y)czy/Y 1 ]-K [a(Y1)/Y1] + fs'(y)ey 

• 
T 

- Jx. (Y1 -y) a (y) ey-J Jx. (y-zJ a (y) "'(z) (!ydz-a ( Y1) + Ja'ey, 

• 
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• 
- 2C (Y1 ) +f c' (y) ey] . 

• 

para :i, j = 1, 2, •.. , N7 • 

Para somas sobre i.=1,2,,,,,N7 , as Y 's j 

(observações não ordenadas) podem ser substituídas pelos 

Ti 's (observações ordenadas). Logo, obtemos 

Aqui, (3. 58} é satisfeita se são satisfeitas as três 

condições seguintes 

(3.59) 

(3. 60) 

(3.61) 

Portanto, a fim de provar o Lema 3 . 2 é suficiente 

provar (3.59)-(3.61). 
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Condicionado a e (:.,E w.t.t) , para 
lk :/"'1 

k = 1, 2, ... , NT , são martingales em relação às a-álgebras 

geradas por {Y1 , 1'"3 , •• ·, :YJ · 

A desigualdade de Burkholder (1973, pag.40) implica que 

para alguma constante A 

e 

+ALE [lv1 j'"IN.] .... 

~A E[(~ E[(~ N.t.tr/Y1, Y,, · · ·' Y._,, N,])] 

+ A t E [I E ".t.t • IN.] 
:t=1 ;1=1 

(3.62) 

( 3. 63) 

Dado que N-r tem distribuição Poisson com média c. , 

para cada m existe uma constante tal que 

E (N:) :i ~(EN-r) 111 =Ama: 

Aqui, 
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De (3.63), 

Como resultado, temos que 

suficientemente grande e algum y>O 

.&. ( c;=bu +c;2m+l.) 

(c,;lb -:t+b') 2m 

usando a Desigualdade de Chebychev 

para bEH• 1 m 

(3.64) 

(3.65) 

Lembremos que I(H8 ) ~c: [suposição c)] e escolha-sem 

tal que ..m>2 (p +2) /y . Pela suposição d), pode-se mostrar que 

para a seqüência (c 6 ;S~l) 1 

(3.66) 

Assim, o Lema de Borel-cantelli implica que 
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(3. 67) 

Isto prova a afirmação (3.59). Com o mesmo procedimento 

pode-se provar (3.60). 

Consideremos a expressão (3.61). Dado que N'!' tem 

distribuição Poisson (a8 ) , pelo Teorema Central do Limdte 

tem-se que é assintoticamente normal quando s ---+ co • 

Usando esse fato e uma expansão de Taylor para R1 , 

obtém-se que para qualquer O < E < 1/2 

o. ( 3. 68) 

Aqui, para cada m , existe uma constante c0 tal que 

.&.mc;mhUt-le.a 

(c;1b-1+b•)2• 

( 3. 69) 
:s:: A.b:u-ae).a .s:. .a.mc;Y• 

para bEHs e algum y>O • De (3.69) segue o resultado 

(3.61). 

Fica assim provado o Lema 3.2. 

• 

Enunciaramos agora o teorêma dê oti.mali.dade assintótica 
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da janela de validação cruzada, provado por Stone {1984) para 

estimação de densidades e cuja versão adaptada a estimação de 

intensidades pertence a Marron e Brooks (1991). 

Seja 1lo qualquer jane.la que minim.iza EQI1 (.à) e iivc 

uma janela que ~nimiza vc, (h) esses mínimos sempre 

existem1 pois E(JI1 (h) 

limitadas. 

e vc1 (b) são funções contínuas e 

Faremos as seguintes suposições: 

a) A função kernel é uma função densidade simétrica, 

l.imitada e com suporte compacto (sem perda de 

generalidade, assumimos o suporte como sendo 

[-1,1.] ) . 

b) A função intensidade À tem duas derivadas 

continuas e limitadas. 

c) Para cada s , as janelas a considerar provêm de um 

conjunto H
11 

tal que 

e para cada h E H, , (l-1 c:-1
·'"1'> .s h .:s; pc.r para certas 

constantes PFYFP positivas. 

d) Para al.guma constante a> O 1 

c. - __,. a quando s ____. cv. • 
s 

A suposição b) é uma suposição técnica que permite 

aplicar expansões de Taylor para o estudo das funções de erro 

(EQI ou EQIM) de 1. ( t) . A suposição c) indica que H. é um 

conjunto cuja cardinalidade cresce algebricamente rápido e 

com ela o conjunto de possíveis janelas cobre o espectro de 

janelas consistentes. 
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TEOREMA 3.3 Suponhamos satisfeitas as condições a)-d) acima, 

então sob o modelo simples de intensidade multiplicativa 

---t 1 (q. c.), quando s __.__.. -. 

Daremos aqui uma prova ligeiramente modificada da dada 

por Marron e Brooks (1991) e que consideramos mais intuitiva. 

PROY.a. Os Lemas 3.1 e 3.2 juntos implicam que 

(q.c.), quando s--+-- . 

Agora, 

_
1 

= 'EQI1 <.tive) -EI)I,. Cli.l 
EI)I1 Cli.l 

.< IEQI,.Ciivcl -EQI,Cli.l 

EOI, <li.l 
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VC1 <1J.l -EQI1 (E.,l - [VC1 (li,) -EQI1 (li,)] 

= EQI
1 

<1J.l +EQI
1 
(li,) 

x IEQI1 (E.,l +EQI1 <tive) 
EQI;(E.,) 

I VC1 (h) -EQI, (h) - [VC1 (b) -EQI1 (b)] 
~ Sl.lP 

b,b<H, EQI1 (h) +EQI1 (b) 

X I EQI, (h) + EQI, (b) 
EQI1 (h) 

Segue ~retamente das definições que 

I EQI
1 

(h) + EQI1 (b) 

EQI
1

(h) I
_,EQI,(b) +li 

EQI
1

(h) 

• • • 
s-• JX;-2s-1 (c,/s) Jlbc+ (c.! s) 'J c' 
---=·------------~·----------~·~---+1 • • • 
s-2 {1~-2s-l. (c .f s) J1ba.+ {c./s) 2 J a.2 

o • • 

X 

X 

{3. 71) 

Usando a hi.p6tese c,/ s -----+ a quando s -- .. , o fato de lb 

e lb serem limitadas e as suposições sobre u , tem-se que 

lim IEOI, (h) +EQI1 (bl I < ~. 
•~• EQI1 (h) 

Isto junto com (3.70} implicam de (3.71} o resultado do 

Teorema 3.3. • 
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Um resultado importante de otimalidade foi obtido por 

Hall (1983) na forma 

1 

para estimação de funções densidade de probabilidade. 

Nós constatamos não existir na literatura disponível 

uma prova do resultado 

~ 1 

para estimação de funções 

estocásticos. 

(q. c.) 

intensidade de processos 

o Teorema 3. 3 proporciona um forte argumento 

assintótico em favor do método de validação cruzada de 

mínimos quadrados para a escolha da janela no estimador 

kernel de intensidade de um processo de Poisson não 

homogâneo, isto éF o método produz a escolha ótima da janela 

no sentido de mínimo Erro Quadrático Integrado. 

No capitulo seguinte estudaremos os aspectos práticos 

de tal otimalidade mediante simulação de trajetórias de um 

processo de Poisson e o cálculo do estimador kernel obtido 

com a janela de validação cruzada. 
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Capítulo 4 

Aspectos Práticos na Estimação 
de Intensidade de Processos 

Poisson Não Homogêneo. de 

4 .A. SIMULAÇÃO 00 PROCESSO DE POISSON NÃO HCII«lGÊNEE. 

Foi mostrado na seçao 3 .G que a janela obtida pelo 

método de validação cruzada de mínimos quadrados para o 

estimador kernel de intensidade de um processo de Poisson não 

homogêneo, é assintoticamente ótima. Uma análise assintótica 

permite visualizar a estrutura básica de um estimador 1 mas, 

dado que os conjuntos reai.s de dados sempre possuem um número 

finito de observações, é fundamental que um estimador se 

comporte razoavelmente bem para um conjunto de dados 

relativamente grande. Mostraremos que isso acontece no nosso 

caso. 

Para tanto, simulamos trajetórias de um processo de 

Poisson não homogêneo com determdnadas intensidades e sobre 

elas calculamos o estimador kernel usando a janela obtida por 

validação cruzada. 

As funções intensidade utilizada foram: 

1) l.
1 
(t) ~ 2t+l, tE [0,1] 

2) l.
3
(t) ~ l2&~2t, tE[O,l] 

3) Ã3 (t) ~ 3+sen(21tt), t€[0,1] 

No caso das intensidades 1
1 

{ t) e 1, (t) , que são 
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funções inversíveis, a simulação das trajetórias foi feita 

utilizando o Corolário ao Teorema 2.6, que pode ser 

reformulado como: 

"Os pontos são pontos de salto de um 

processo de Poisson não homogêneo com E[N(t)] =A(t) se e 

são pontos de sal to de um 

processo de Poisson homogêneo com função intensidade l. '!! 1 " 

O algoritmo utilizado na geração de n trajetórias de 

um processo de Poisson com intensidades usa o 

resultado de que os tempos entre chegadas do dito processo 

têm distribuição exponencial com parâmetro 1. O algoritmo é 

como segue: 

ALGORITMO 1 • 

1) Faça i=l 

2) Faça s=O 

3) Gere um número aleatório u 

4) Faça y = -log(l-u) 

5) Faça B = B+y • 

6) Se s>A(l) , faça i = i+l. 

Se isn , vá para 2; 

Se i>n , vá para 7; 

em [O, 1] . 

Se s<A(l.) ,salvar i e A·1 (s)=:i.Ilf(toA(t)>s). 

7) Fim. 

Para a simulação das trajetórias com intensidade 

l.
3 

{ t) 1 qua é uma função não inversível, foi utilizado o 

método de "thinning" proposto por Lewis e Shedler (1979), 

através do seguinte teorema. 
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TEOREMA 4.1. Considere um processo de Poisson não homogêneo 

N* = (N;; t;?;O) com função intensidade l*(t:) , tal que o 

número de pontos N~ em um intervalo fixo (0, t 0 ) possui 

distribuição de Poisson com parâmetro Jl~ = A*(t0 ) -A*(O) 

Sejam os pontos de salto do processo N• em 

Suponha que para tE (O, t 0 ] À(t) .si.•(t) . Para 

i=l, 2, ... , n delete o ponto de salto 't; com probabilidade 

Os pontos de salto restantes determinam a 

trajetória de um processo de Poi.sson não homog-êneo 

N = (Nei t~O) com intensidade l.(t;) no intervalo (0, t 0 ] • 

O algoritmo para o método descri to com t 0 = 1 T é como 

segue: 

ALGORITMO 2. 

1) Gere uma trajetória de um processo de Poisson 

(N;;t~O) com função intensidade inversível 

J,•(t)~À(t) em [0,1] , segundo o Algoritmo 1. 

Seja .a* o nú:m.êro de pontos gerados. 

2) Denote os pontos (ordenados) obtidos por 

T;,'t;, ~ .. ,"t;. Faça ..1=1 e k=O . 

3) Gere uJ, unifor-memente ~stribuido em [0,1] . Se 

u1 :S:: l{<Í) /l*("t;) r faça k = k+1 e "tz = 't; . Caso 

contrário, delete 't; , faça i=i+l e repita 3. 

4) Faça i= i+1 . Se J.s..n* , vá para 3. 

5) Se i>n* , retorne 't:t, T2 , ••• , ""'x e também k . 

Os pontos resultantes (não deletados) representam uma 

trajetória de um processo de Poisson (NeJ t:20) com funçâo 

intensidade À(t) . A função Ã*(t) do algoritmo deveria ser 
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o mais próxima possivel da l{t) e ao mesmo tempo permitir 

gerar facilmente o processo {N*{t);t~O) . Um caso simples 

de operar, e que aqui adotaremos, é fazer 

l*(t) = l! = max À(t) . Com essa condição, a eficiência 
0~(;~1 

obtida medida pelo número de pontos deletados, não é a melhor 

possível. Em compensação, estaremos gerando trajetórias com 

uma intensidade constante, o que é operacionalmente mui to 

conveniente. 

4.B. ASPECTOS PRÁTICOS 00 MÉTODO DE VALIDAÇÃO CRUZADA. 

Usando as notações da Seção 3.F, seja 

N 

l.(t) ~ LK•(t-<1 ), tE [O, l] 
1-1 

( 4 .l) 

o estimador kernel de intensidade l(t) de um processo de 

Poisson não homogêneo. O método de val.idação cruzada de 

mínimos quadrados, descrito em 3.C consiste em escolher para 

o cálculo do estimador aquela janela h que mi.nimiza a 

função "score" 

1 " 
VC1 (1l) ~ f1~(t)dt-2"f:.l .. (<1 ) 

• 1-1 

(4.2) 

Usando uma ligeira modificação da fórmula obtida por 

Silverman (1983) para o "score" e que foi dada em (3.22), 

obtemos 
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vc, (b) ~ 

N ( ) (4.3) E K '• -·1 + .3_N K(O) • 
1•1 b b 

Aqui Kc 2 > é a convolução do kernel consigo mesmo e foi 

assumido K simétrico. Tentar minimizar diretamente (4.3) é 

altamente ineficiente, pois aparecem N(N-1)/2 cálculos das 

funções Jtf2 > e K para obtenção de cada valor de vc1 (.b) , 

o que requer muito tempo computacional. 

Um algoritmo eficiente para minimizar VC(h) foi dado 

no contexto de estimação de densidades por Lee e Kim (1991} 

para kernels polinomiais simétricos. Dado que o kernel de 

Epanechnikov é um dos mais utilizados na literatura e 

satisfaz a condição de ser polinômio simétrico, será este o 

kernel por nós adotado no trabalho computacional. 

O kernel de Epanechnikov é definido por 

- 3-(1-.!.t•), seJtJ<JS 
4,15 5 

K( t;) ~ (4.4) 

o , cliBo contr~1o . 

Alguns cálculos levam a: 

2...(--1-Jtl' +.!.JtJ' -M..t• •~) sei ti <2,15 
40 500 5 5 5 ' 

o , caso contrár1o . 

(4.5) 

Adaptaremos agora o algoritmo de Lee e Kim ao nosso 
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contexto de estimação da intensidade de um processo de 

Poisson. A idéia básica é extrair h da JC e x<•> sem 

calcular as somas de K e gU> para cada h 

Suponha que observemos N pontos de salto T1.' •.. 1 't6 

de um processo de Poi.sson não homogêneo com intensidade 

À ( t) 

Antes do algoritmo é preciso calcular as diferenças 

Dado que o kernel é simétrico, é claro que 

vetor (d:t_, ~~ •• 1 cfs.<N-1.)/.a> uma ordenação crescente do vetor 

<df., cf:J, ... , d~cs-}J.a> . Então construímos o vetor 

1 

onde s, =E a. ' para i. = 1, 2, .. ,N(N-1) /2 -
A parte mais trabalhosa na implementação do algoritmo 

é o cálculo de VC(b} para o kernel escolhido. 

Chamando de m o número de pares 

"C,t = 1;:J e fazendo t = (T1 -'t',;) /b r obtém-se: 
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--
3
-{-; E r'J,,,m (e) +(EI<o.,m (t) +mj} 

,jSb •• :J •• ;j 

O algoritmo para obtenção da janela de validação 

cruzada é como segue: 

ALGORITMO 3. 

1) Inicializar b (como um número grande). 

2) Encontrar os maiores inteiros ~~~ tais que 

d, < ,jSb e d., < 2,j5b . 

3) Salvar h que minimiza 

VC(b) = 

~ 3 {- 1 s '+~s ,_2,f5 +4,f5(2n,+Nl}--3-{ __ 1_s '+n.}· 
100b 100b5 "' b 3 "' b' ,jSb Sb' n, 

VC(h) será computado para cada h pertencente a um 

"grid" formado sobre um intervalo adequado de possivei.s 

janelas. Um outro algoritmo para calcular VC(b) foi dado 

por Silverman (1982), mas necessita de certos cálculos e 

inversões de Fourier, nem sempre fáceis, e de certas 

subrotinas de transformada rápida de Fourier, nem sempre 

disponíveis. 

Resta ainda um aspecto a ser tomado em conta na 
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nossa estimação. Dado que estamos estimando uma função 

intensidade sobre um intervalo finito, á importante 

considerar efeitos de fronteira. Em particular, não existem 

observações fora do intervalo [0' 1] e logo o estimador 

kernel é artificialmente baixo nos extremos. Além disso, 

quando não são introduzidas correções de fronteira, o 

estimador kernel da intensidade terá massa fora do intervalo 
1 

de estudo, e portanto Jlb(t}dt será menor que o número de 
o 

observações médias em [0, l.] Uma correção, sugerida por 

Schuster (1985), é a de "imagêlll de espelho" que faz com que 

a área das funções kernel que se estendem além dos extremos 

do intervalo seja revertida sobre [0,1] , ficando o total da 

área contida nesse intervalo. 

Então, o estimador kernel corrigido será: 

N 

l~(t;)- L[Kb(t-Tt) +Kb(t-T,) +Kb(2-t-•,)j, 

.N 

para tE [O, 1] . 

4. C. ASPECTOS COII!PO'rACIONAIS. 

(4.7) 

Os programas para geração das trajetórias do processo 

de Poisson e de validação cruzada para obter a janela ótima 

foram feitos em Fortran 77. Para a geração de números 

aleatórios em [0,1] fo~ utilizado o algoritmo de Wichmann 

e H~ll (1982), que proporciona um gerador de período maior 

que 2,78x1Ql.3 e é constituído por três geradores 

congruenciais multiplicativos simples. 

O cál.cul.o da janela de validação cruzada de mínimos 
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quadrados foi feita utilizando o ~goritmo 3, dado em 4.B, 

com os valores de h variando sobre (0,2} com incrementos 

de 0.01. O valor inicial de b foi assumido como 999, mas 

isto é irrelevante. 

A fim de ter um critério para comparar a qualidade dos 

estimadores foi calculada a soma dos desvios quadráticos 

sobre cada ponto x
1 

de um "grid" de [O_, l] , isto é, 

(4.8) 

O método de ordenação necessário ao programa foi o de 

"Heapsort", por ser muito rápido e não requerer grande 

capacidade de memória. 

Todos os programas foram executados na estação de 

trabalho Sun para um número de trajetórias que depende da 

intensidade. Por exemplo, para l,(t) ~ 2t+l , n = 200 

trajetórias originaram em média 407 pontos amostrais (tempos 

de salto), enquanto para 1
2 

( t) = 129 -a , Jl = 200 

trajetórias originaram em média 635 pontos, o qual produziu 

overflow. 

4.D. ANliLl:SE DOS RESULTADOS. 

Os resultados obtidos utilizando amostras simuladas, 

cujos gráficos são apresentados no Apêndice B, mostram a 

eficácia do método de validação cruzada para selecionar a 

melhor janela possível, no sentido de mínimo erro quadrático 

integrado. 

A fim de ilustrar graficamente a otimalidade da janela 
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da validação cruzada, em termos de suavidade do estimador 

obtido, damos a continuação os gráficos do estimador kernel 

para três valores ~ferentes de janela. 

4<5 

4 

3<5 

~ 
~ 

3 

" o • 2<5 ~ 

= 
2 

L5 

1 

a(tl = 3+sen(21tt) 

N = 70 tr1Jjet6ri.as 

Estimador com Correção de Fronteira. 

f:sti~M.dOl" 
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!\/-·~, 
/\ " " v ' 
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h = 0<03 
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Aqui é possível apreciar graficamente o comentário ao 

resultado (3.12): um valor de janela muito pequeno (h= 0.03) 

faz com que apareça grande variância (ruído), enquanto um 

valor de janela muito grande (h = 0.4) implica em um valor 

alto de vício (sobre-alisamento) . O valor fornecido pelo 

método de validação cruzada (h= 0.13) mostrou-se apropriado, 

pois balanceia adequadamente os efeitos do vício e a 

variância 1 como esperado. 

Nos gráficos do Apªn~ce B, ressalta à primeira vista 

a importância da correção de fronteira para o estimador. O 

estimador corrigido é, sem dúvida, superior ao estimador sem 

correção. Notemos que para a 1 (é) = 2t+1 (Gráficos B.l-B.3) 

a correção foi mais notória no extremo esquerdo, para 

u 2 (t) = 12e-2 t (Gráficos B.4-B.6) no extremo direito e para 

a,(e) = 3+sen(2xt) (Gráficos B. 7-B.lO) em ambos os extremes; 

ou seja, a corregão é influenciada pela condição da 

intensidade ser alta ou baixa nos extremos (alta intensidade 

=efeito de correção mais destacado). Na maioria dos casos, 

na região de baixa intensi.dad.e a correção produziu 

sobrestimação, ou seja, o valor estimado superou o valor real 

da função .intensidade. 

A influência do tamanho de amostra 1l é também 

i. lustrada observando a evolução do estimador para 

a 3 (t) = 3+seD.(2n:t) : à medida que aumentamos o número de 

trajetóri.as amostrais utilizadas no cálculo do estimador, 

este, como esperado, vai sendo melhorado. Porém, foi 

observado em alguns casos que aumentando o número de 

trajetórias, o estimador pode piorar em um certo instante. 

Uma possível explicação deste fenômeno é a não linearidade do 
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estimador kernel: o estimador é muito sensivel às variações 

de b . Comparar, por exemplo, os estimadores l 2 (t) = 1.2e-2 t 

para N =50 e N = 100 (Gráficos B.S e B.6). 

Por último, uma grande vantagem do estimador kernel 

sobre outros estimadores é que, por nao estar restrito a uma 

família funcional pré-especificada, ele se comporta bem para 

diferentes formas funcionais da intensidade, o que não 

acontece, por exemplo, com o estimador de "sieves", onde 

diferentes "sieves" têm comportamento distinto para 

diferentes formas funcionais de intensidade [ver por exemplo 

Gomes (1991)]. 
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Apêndice A 

O presente apêndice tenta resumir os conceitos, 

notações e resultados fundamentais ao estudo de processos 

pontuais usando teoria de martingales. Para se obter uma 

visão mais completa e profunda do tema pode-se consultar os 

textos de El1iot (1982), Jacod e Shiryayev (1986) e Liptser 

e Shiryayev (1977, 1978). 

A.l. TEORIA BÁSICA DE PROCESSOS 

Suponha {0, /F, P) um espaço de probabilidade completo 

fixo. 

DEFINIÇÃO A.l. Uma família F= {.,Jre, t:~O) de sub-a-álgebras 

de :; é uma filtragem se 

i) F é crescente: :T. c .:Te para s< t 

i i) F é contínua à direita: n T. = !Tt . .,, 
iii) F é completa: ~ contém todo conjunto P-nulo de 

:;r. 

A coleção (0, !T, P, F) é chamada base estocástica. 
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DEFINIÇÃO JL2~ Seja (0, .T,J', F} uma base estocástica e seja 

X= (Xt, t~O) um processo estocástico definido sobre esta 

base. 

a) z é mensurável se a função ( t, 6)) .... X( t, 6)) é 

mensurável com relação à a-álgebra produto B x 3 

onde B é a a-álgebra de Borel em [0,•) 

b) X é adaptado à filtragem F (ou F-adaptado) se X, 

é Jrt -mensurável, para todo t~O . 

c) X é integrável se sup E !Zel<- e é uniformemente 
O""t:<• 

in'tegrável se lim sup E IX, I I( IX, I ~l) = o . 
1-- Os;t:<• 

d) X é dito ser continuo à direita (resp. con"tínuo 

à esquerda, resp. continuo à direita com limites à 

esquerda) se todas suas trajetórias são contínuas à 

direita (resp. continuas à esquerda, resp. continuas 

à direita com limites à esquerda). 

Quando X é um processo contínuo à direita com li.mites 

à esquerda, definem-se os processos x_ = (Xt:-i t;:;::;O) , onde 

x,_ = lim x, , para t> O (com .zo_ = .zo ) e 4X = (lU:,; t ~O) , 
sft 
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A.2. TEMPOS DE PARADA. 

DEFINIÇÃO A.3. Uma variável aleatória ~ assumindo valores 

em [O, oo] é chamada um terqpo de parada com relação a F se 

[<;;t] ~{•>~'<("') ;;t) E g-, , para todo t~O . 

Se ~ é um tempo de parada, denota-se por ~ a a­

álgebra de conjuntos A E .7 tais que 

An [<,;t] Eg',, Vt>oO, 

e denota-se por ~- a a-álgebra gerada por .:To e todos os 

conjuntos da forma 

An [<>t], AEg', e t~O. 

~gumas propriedades dos tempos de parada são dadas a 

seguir. 

PROPOSIÇÃO A.l. Seja a uma constante. Então, 

a) 't = a:.::O é um tempo de parada. 

b) se • é um tempo de parada e a:.::O 

tempo de parada. 
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c) se ,; é um tempo de parada e se A E~ , 

f( .. ), Sf!l{o)EA 
<,a(&>) = 

+c. , BS (a) ~A 

ê também um tempo de parada. 

DEFINIÇÃO A. 4. (PROCEDDIEN'l'O DE LOCALIZAÇÃO) • 

Se g é uma classe de processos, denota-se por ~~ 

a classe l.ocalizad.a definida como segue: um processo X 

pertence a ~~ se existe uma seqüência crescente (TD) de 

tempos de parada tal que lim 't ""' +e» n (q.c.) e cada processo 

"parado" J{'a = (X-rnA.tl t20) pertence a I . 

Por exemplo, se ê a classe de processos 

integráveis, Z'Joc será a classe dos chamados processos 

localmente integráveis. 

A.3. PROCESSOS PREDIZÍVEIS. 

Uma classe de processos muito importantes em integração 

estocástica é a dos processos prediziveis, definida à 

continuação. 
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ID'll!IIQ\0 A.5. a) A a-álgebta pm:!id>e! é a o-álgebm P an a x [O, ~l 

gerada por todos os processos continues à 

esquerda e adaptados. 

b) Um processo que é P -mensurável é chamado 

predizivel. 

TEOREMll. A.l. A a-álgebra predizivel também é gerada por 

qualquer uma das seguintes coleções de conjuntos aleatórios: 

i) A x {0} e lo, d ; onde .A E To , "t' é um tempo de 

parada e 

lo,d= {(.,,t);Ost.H(.,);t~O)}, 

ii) .Ax{O} e Bx(s,t] ;onde AE9;, 

s< t . 

PROPOSIÇÃO A.2 Se X é um processo prediz.:ível e --r é um 

tempo de parada, X" l('t<Cl)) é ~- -mensurável. 

Esta proposição ajuda a esclarecer a adoção do termo 

"predizivel''. Interpretando ~- como o passado estrito ao 

tempo aleatório 't , heuristicamente a proposição diz que um 

processo é predizivel quando o conhecimento de seus valores 

105 



em [0, t) determina seu valor em t . 

A. 4. TEMPOS PRIIDIZÍVEIS E TOTALMENTE INACESSÍVEIS. 

DEFINIÇÍÍO A. 6. Um tempo predízivel. é um tempo de parada < 

tal que o processo l(t~~) é predizivel. 

Uma classe de tempos de parada "opostos" em algum 

sentido aos tempos predizíveis é introduzida na seguinte 

definiçao. 

DEFINIÇÍÍO A. 7. Um tempo da parada a é chamado tempo 

totalmente inacesslvel se P(a="t<•) =O , para todo tempo 

predizível T . 

Em geral tempos predizíveis corresponde.m a eventos 

predizíveis e tempos totalmente inacessíveis a eventos não 

predizíveis. 

DEFINIÇÃO A. S. Um processo X= (Xe; t.:2::0) continuo à direita 

can l.imites à esquw:da é chamado quase continuo à esquerd;i se i!I, = O 
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(q.c.} no conjunto {T<-} , para todo tempo T predizivel. 

PROPOSIÇÃO A. 3 ~ Seja X um processo adaptado contínuo à 

direita com limites à esquerda. As seguintes afirmações são 

equivalentes: 

a) X é quase-continuo à esquerda. 

b) Existe uma seqüência de tempos totalmente 

inacessíveis que contém todos os saltos de z . 

c) Para qualquer seqüência crescente <•~) de tempos 

de parada com lim.i te 

sobre {'r< eD} • 

A.5. MARTINGALES. 

T , tem-se lim XT = XT 
~ . (q.c.), 

Um dos conceitos fundamentais na teoria moderna dos 

processos estocásticos é o conceito de martingale. 

DEFINIÇÃO A.9. Um processo M = (Me; t;aO) adaptado, continuo 

à direita com limites à esquerda e E IMei<C!IJ, Vt:>O é um 

martingale (ou um .!T, -martingale) se B (M,I.fT.) =H. (q.c.), 

para todo O.:s;s~t . M é um submartingale se em lugar da 

igualdade temos E (Ne/J".) ;:;.H, e um supermartíngale caso a 
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desigualdade seja oposta. 

Denota-se por :M a classe de todos os martingales 

uniformemente integráveis e por }F a classe de martingales 

de quadrado integrável. 

DEFINIÇÃO A~ 10. Um martíngale local (resp. um martíngale 

localmente de quadrado íntegrável) é um processo que pertence 

à cl.asse local.izada Mloc (resp M~oc ) , construída a partir 

de M (resp M• ) usando a Definição A.4. 

O seguinte resultado proporciona uma caracterização 

simples de um submartingale (martingale) 

PROPOSiçio A. 4. Uma condição necessária e suficiente para que 

o processo intêgrável 14 = (Mel t:~O) seja um submart:inqale 

(resp. martingale) é que para qualquer tempo de parada "t 

que assume dois valores, se verifique que E {~) ~ E <Mo> 

(resp. E (llf.,) =E (M,) ) . 

A. 6. DECOMPOSIÇÃO DE DOOB-MEYER. 

DEFINiç:Ko A.ll. Um processo X= (Xei t;.;::O) é de cJ.asse D se 
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o conjunto de variáveis aleatórias 

{X't;'t<oo- é t8lljp0 deparada} é uniformemente integrável. 

é um 

processo adaptado, contínuo à direita com limites à esquerda 

com Ao "" O e cada trajetória Ae não decrescente. 

O seguinte resultado é de fundamental importância na 

teoria de processos estocásticos. 

Se X é um submartingale da classe D, existe um único 

(exceto equivalência estocástica) processo A crescente, 

integrável e predizivel tal que 

uniformemente integrável. 

(X-A) é um martinqale 

Se NEM~oc , a decomposição de Doob-Meyer garante que 

existe um único processo prediz:í.vel crescente 

<H> "'=' (<M>e; t;~O) tal que o processo (Ji;-<H>e; t.o::O) é um 

martingale local. 
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DEFINIÇÃO A.l3. O processo <M> = (<M>tl t>.O) que aparece 

acima é chamado de variação predizíve~ ou processo variáncia 

de M. 

Um outro resultado de grande importância am integração 

estocástica está contido no seguinte teorema. 

TEOREMA A.3. Seja um martingale e 

H"" (Ht; t~O) um processo predizível limitado. Então o 

processo L = (Lt, Tr) t4::0) definido por 

é um jr< -martingale com variaçao predizivel 

t 

<L>t = fa!d<N> 6 • 

o 

A.7. RESULTADOS DETERMINÍSTICOS. 

Os dois resultados a seguir foram utilizados no 

Capitulo 2. 

TEOREMA A. 4. (FÓRMULA PRODU'l'O) • 

Sejam L(t:) e g(t;) duas funções de variação limitada 
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sobre intervalos finitos, continuas à direita com limites à 

esquerda. Então 

• • 
f(t:)g(t:) = f(O)g(Ol +jr(s)dg(s) +jg<s-)df(s) 

• o 

TEOREMA A. 5. (FÓRMULA EXPONENCIAL) • 

Seja a(t) uma função crescente e continua à direita 

com a(O) = O e seja u( t) tal que 

• 
Jiu(s) jdll(s) <~, t>oO. 

o 

Então a equação 

• 
z(tl = z(O) + Jx<s-) u(s) da(s) 

o 

admdte uma única solução localmente lim2tada dada por 

:.r(t) =.r(O) fi [1+u(slAa(s)] exp(f
0

,u(s)dll"(s)), 
OU.:l.:t 

onde Aa(t} = a(t) -a(t-) e a"(t) é a parte continua de 

ll(t) 

a"(t) =a(tl-:EAa(s) . ... 
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Apêndice B - Gráficos 



Nos gráficos a seguir a(t) corresponde à intensidade 

real do processo pontual, h à janela obtida por validação 

cruzada, e SDQ à "soma dos desvios quadráticos", calculada 

sobre os pontos do "grid". 
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GJl.Ú'IOO 4 • 
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GRÁFICO 5. 
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GRÁFICO 6. 
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GRÁFICO 8. 
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Apêndice C - Programas 



Programa 1 

PROGRAM EPANl 
C################################################################# 

C VALIDACAO CRUZADA DE M.Q. PARA O KERNEL DE EPANECHNIKOV 
C SEM CORRECAO NA FRONTEIRA. 
C################################################################# 

REAL DT,ODT,LINF,LISUP,INCR,Kl 
INTEGER N,NDT 
DIMENSION P(200,25),DT(500),0DT(500),EST(2l),ALFA(2l) 
OPEN(l,FILE="mexps.dat") 

C****************************************************************** 
C GERAR TRAJETORIAS DE UM PROCESSO POISSON NAO-HOMOGENEO 
C (CASO LAMBDA INVERSIVEL) 
C****************************************************************** 
C N=NUMERO DE TRAJETORIAS 
C !=NUMERO DA TRAJETORIA 
lO WRITE(*,*)'NUMERO DE TRAJETORIAS =' 

READ(*,*) N 
WRITE(*,*)N 

C DATA LINF/.01/,LISUP/2./,INCR/.01/ 
WRITE ( *, *) 'LIMITE INFERIOR DO INTERVALO DE BUSCA DA JANELA =' 

READ(*,*)LINF 
WRITE(*,l5)LINF 
WRITE (*, *) 'LIMITE SUPERIOR DO INTERVALO DE BUSCA DA JANELA =' 

READ(*,*)LISUP 
WRITE(*,lS)LISUP 
WRITE(*,*}'INCREMENTO=' 
READ(*,*)INCR 
WRITE(*,l5)INCR 

15 FORMAT(' ',F6.3) 
NDT=O 
DO 50 I=l,N 
S=O 
NS=l 

20 U=RNl () 
Y=-LOG (l-U) 
S=S+Y 
P(I,NS)=RLAMBI(S) 
IF (P(I,NS) .GE.l.) GOTO 30 
NDT=NDT+l 
DT(NDT)=P(I,NS) 
NS=NS+l 
GOTO 20 

30 CONTINUE 
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IF (NS.EQ.l) GOTO 45 
WRITE(*,32) 

32 FORMAT (' 0',' TRAJET. TPO. SALTO') 
DO 40 J=l,NS-1 
WRITE{*,35)P{I,J) 

35 FORMAT(F7.5) 
40 CONTINUE 

GOTO 50 
45 WRITE(*,*)'NAO EXISTEM SALTOS PARA A TRAJETORIA' ,I 
50 CONTINUE 
c 

CALL EPANSCOR(DT,NDT,LINF,LISUP,INCR,SCORE,SP) 
WRITE(*,54) 
WRITE (*,55)SCORE,SP 

54 FORMAT('0',63{'*')) 
55 FORMAT(' SCORE MINIMO =' ,Fl1.3,14X,' JANELA OTIMAI =' ,F8.4) 

WRITE(*,54) 
PAUSE 

C CALCULO DO ESTIMADOR SEM CORRECAO NA FRONTEIRA 
CALL SORTEP(NDT,DT,ODT) 
DO 65 V=O,l.05, .05 
SUM=O. 
J=20.*V+l 

DO 60 I=l,NDT 
Al=(V-ODT(I))/SP 
K1=SKER{Al) 
EST(J)=SUM+Kl/(N*SP) 
SUM=EST(J) 

60 CONTINUE 
65 CONTINUE 
C CALCULO DA INTENSIDADE E DA SDQ NA GRID 

SDQ=O. 
DO 70 L=1,21 
W=.05*(L-1) 
ALFA(L)=RALFA(W) 
SQI=(EST(L)-ALFA(L))**2 
SDQ=SDQ+SQI 
WRITE(*,66)W,EST(L),ALFA(L) 
WRITE(1,66)W,EST(L),ALFA(L) 

66 FORMAT('0',F4.2,4X,F7.4,4X,F7.4) 
70 CONTINUE 

WRITE(*,75)NDT 
75 FORMAT('O' ,'*NDT=',I3) 

WRITE(*,*)' SOMA DOS DESVIOS QUADRATICOS =',SDQ 
WRITE(*,*)'PARA OUTRA EXECUCAO DIGITE 1' 
READ(*,*)L 
IF (L.EQ.1) GOTO 10 
STOP 
END 

C************************************* 
C GERACAO DO NUMERO ALEATORIO EM (0,1) 
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C************************************* 
FUNCTION RN1 () 
SAVE IX, IY, IZ 
DATA IX/11/,IY/111/,IZ/4715/ 
IX=l7l*MOD(IX,l77)-2*(IX/177) 
IY=l72*MOD(IY,l76)-35*(IY/176) 
IZ=170*MOD(IZ,l78)-63*(IZ/178) 
IF (IX.LT.O) IX=IX+30269 
IF (IY.LT.O) IY=IY+30307 
IF (IZ.LT.O) IZ=IZ+30323 

RNl=MOD(FLOAT(IX)/30269.0+FLOAT(IY)/30307.0+FLOAT(IZ)/30323.0,1.0) 
RETURN 
END 

C************************** 
C DEFINICAO DE ALFA(T) 
C************************** 

FUNCTION RALFA(T) 

Cl RALFA=2 *T+ 1 

RALFA=l2.*EXP(-2*T) 
RETURN 
END 

C************************************* 
C CALCULO DA INVERSA DE Ll\MBDA 
C************************************* 

FUNCTION RLAMBI(T) 

Cl RLAMBI=SQRT(T+0.25)-0.5 

IF(T .LT. 6) THEN 
RLl\MBI=(-l/2.)*LOG(l-T/6.) 
ELSE 
RLl\MBI=l. 
ENDIF 
RETURN 
END 

C************************************************************ 
C VALIDACAO CRUZADA USANDO DIFERENCAS ABSOLUTAS ORDENADAS 
C************************************************************ 

SUBROUTINE EPANSCOR(DT,NDT,LSP,USP,STEP,SCORE,SP) 
C Encontra janela que minimiza o score MO 
C A janela SP varia sobre o intervalo (LSP,USP) 
C INPUT: 
C DT = vetor de dados 
c NDT = numero de observacoes (<= 300} 
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C STEP = incremento da particao de (LSP,USP) 
C OUTPUT: 
C SCORE = minimo valor do score MO 
C SP = valor da janela otimal 
c 

c 

INTEGER NDT,COUNT 
REAL H,LSP,USP,STEP,SCORE,SP,SQS 
REAL DT,DIST,DIS2,DIS3,DIS5 
PARAMETER (N=250000) 
DIMENSION DT(500),DIST(N),DIS2(N),DIS3(N),DIS5(N) 

C Formar vetor de ~ferencas X(I)-X(J) 
c 

CALL ~IS (NDT,DT,DIS2,COUNT) 
c 
C Ordenar o vetor diferenca 
c 
C CALL SORTEP(NDT,DIS2,DIST) 

CALL HSORT(COUNT,DIS2) 
DO 26 I=l,COUNT 
DIST(I)=DIS2(I) 

26 CONTINUE 
C Efetuar soma do vetor diferenca ordenado 
c 

CALL SUMDIS(COUNT,DIST,2.,DIS2) 
CALL SUMDIS(COUNT,DIST,3.,DIS3) 
CALL SUMDIS(COUNT,DIST,5.,DIS5) 

C Nl = maior valor tal que DNl < SQS*H 
C N2 = maior valor tal que DN2 < 2*SQ5*H 

Nl=l 
N2=1 
SQ5=SQRT ( 5. ) 
SCORE=999. 
DO 10 H=LSP,USP,STEP 

11 IF((DIST(Nl) .LT. SQ5*H) .AND. (Nl .LE. COUNT)) THEN 
Nl=Nl+l 
GOTO 11 

ENDIF 
12 IF((DIST(N2) .LT. 2*SQ5*H) .AND. {N2 .LE. COUNT)) THEN 

N2=N2+1 
GOT0l2 

ENDIF 

SUM1=-DIS5(N2)/(100.*H**5.)+DIS3(N2)/H**3.-2.*SQ5*DIS2(N2)/H**2 
* +4.*SQ5*(2.*(N2-l.)+NDT/H) 

SUM2=Nl-1.-DIS2(Nl)/{5.*H**2.) 
SUM=3.*(SUMl/(lOO.*H)-SUM2/(SQ5*H)) 
IF(SUM .LT. SCORE) THEN 

SCORE=SUM 
SP=H 
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ENDIF 
10 CONTINUE 

RETURN 
END 

C********************************************** 
SUBROUTINE MAKEDIS(N,X,D,K) 

c 
C Forma vetor de ~ferencas absolutas X(I}-X(J) 
C INPUT: 
c 
c 
c 
c 
c 

10 

N = Numero de observacoes 
X = Vetor real (N) contendo 
OUTPUT : 

os dados 

D = Vetor de diferencas absolutas 
K =Tamanho do vetor D (N*(N-1)/2) 
DIMENSION X(*),D(*) 
K=O 
DO 10 I=1,N 

DO 10 J=I+l,N 
K=K+l 
D(K)=ABS(X(I)-X(J)) 

CONTINUE 
RETU!IN 
END 

C********************************************** 
SUBROUTINE SUMDIS(N,X,P,D) 

c 
C Efetua a soma das diferencas absolutas ordenadas 
C INPUT: 

N = Tamanho do vetor X 
X = Vetor real (N) contendo 
P = P-esima potencia 
OUTPUT: 

as diferencas absolutas ordenadas 
c 
c 
c 
c 
c D = Soma das diferencas absol.utas ordenadas com P-esima 
potencia 
C ( D(I) = X(1)**P+ ... +x(I-1)**P)} 
c 

DIMENSION X(*),D(*) 

D(l}=O. 
D(2)=X(l}**P 
DO 10 I=3,N+1 

D(I)=D(I-l)+X(I-l)**P 
10 CONTINUE 

RETURN 
END 

C********************************************* 
SUBROUTINE SORTEP(N,X,OX) 

C Ordena uma lista de reais em ordem ascendente 
C INPUT: 
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C N = Tamanho do vetor X 
C X = Vetor de reais a ordenar 
C OX = Vetor ordenado 

DIMENSION X(*),OX(*) 
INTEGER I,COUNT,J,INTVAL 
REAL TEMP 
INTVAL=N/2 
DO 20 COUNT=l,N 

IF (INTVAL .LE. 0) GOTO 25 
DO 30 I=INTVAL,N-1 

DO 40 J=I-INTVAL+l,l,-INTVAL 
IF(X(J) .GT. X(J+INTVAL)) THEN 

TEMP=X(J) 
X (J) =X (J+INTVAL) 
X(J+INTVAL)=TEMP 

ENDIF 
40 CONTINUE 
30 CONTINUE 

DO 50 K=l,N 
OX(K)=X(K) 

50 CONTINUE 
INTVAL=INTVAL/2 

20 CONTINUE 
RETURN 

25 END 

C************************************* 
C CALCULO DO KERNEL NOS PONTOS DA GRID 
C************************************* 

FUNCTION SKER(T) 
IF(ABS(T) .LT. SQRT(5.)) THEN 
SKER=(1-(ABS(T)**2.)/5.)*3./(4.*SQRT(5.)) 
ELSE 
SKER=O. 
ENDIF 
RETURN 
END 

C************************************* 
SUBROUTINE HSORT(N,RA) 

C Ordena uma l~sta de reais em ordem ascendente por Heapsort 

DIMENSION RA(N) 
L=N/2+1 
IR=N 

10 CONTINUE 
IF (L .GT. l)THEN 

L=L-1 
RRA=RA(L) 

ELSE 
RRA=RA(IR) 
RA(IR)=RA(l) 
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20 

IR=IR-l 
IF (IR .EQ. 1) THEN 

RA(l) =RRA 
RETURN 

ENDIF 
ENDIF 
I=L 
J=L+L 
IF(J .LE. IR)THEN 

IF(J .LT. IR) THEN 
IF(RA(J) .LT. RA(J+1))J=J+1 

ENDIF 
IF(RRA .LT. RA(J)) THEN 

RA (I) =RA (J) 
I=J 
J=J+J 

ELSE 
J=IR+l 

ENDIF 
GOTO 20 
ENDIF 
RA{I)=RRA 

GOTO 10 
END 
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Programa 2 

PROGRAM EP.IINCR 
C################################################################## 
C VALIDACAO CRUZADA DE M.Q. PARA O KERNEL DE EPANECHNIKOV 
C COM CORRECAO NA FRONTEIRA. 
C################################################################## 

REAL DT,LINF,LISUP,INCR,Kl,K2,K3 
INTEGER N, NDT 

DIMENSION P(200,25),DT(500),EST(2l),ALFA(21) 
OPEN (1, FILE="mretc .dat") 

C OPEN{l,FILE="mexpc.datn) 
C****************************************************************** 
C GERAR TRAJETORIAS DE UM PROCESSO POISSON NAO-HOMOGENEO 
C (CASO LAMBDA INVERSIVEL) 
C****************************************************************** 
C N=NUMERO DE TRAJETORIAS 
C I=NUMERO DA TRAJETORIA 
10 WRITE(*,*)'NUMERO DE TRAJETORIAS =' 

READ(*,*) N 
WRITE(* 1 *)N 

C DATA LINF/0.01/,LISUP/2./,INCR/0.01/ 
WRITE (*,*)'LIMITE INFERIOR DO INTERVALO DE BUSCA DA JANELA =' 

READ(*,*)LINF 
WRITE(*,l5)LINF 
WRITE(*, *)'LIMITE SUPERIOR DO INTERVALO DE BUSCA DA JANELA=' 

READ{*,*)LISUP 
WRITE(*,l5)LISUP 
WRITE(*,*)'INCREMENTO=' 
READ(*,*)INCR 
WRITE(*,l5)INCR 

15 FORMAT(' ',F6.3) 
NDT=O 
00 50 I:::::l,N 
S=O 
NS=l 

20 U=RN2 () 
Y=-LOG ( 1-U) 
S=S+Y 
P(I,NS)=RLAMBI(S) 
IF (P(I,NS) .GE.l.) GOTO 30 
NDT=NDT+l 
DT (NDT) =P (I, NS) 
NS=NS+l 
GOTO 20 

30 CONTINUE 
IF {NS.EQ.l) GOTO 45 
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WRITE(*,32) 
32 FORMAT('O' ,' TRAJET. TPO.SALTO') 

DO 40 J=l,NS-1 
WRITE(*,35)P(I,J) 

35 FORMAT(F7.5) 
40 CONTINUE 

GOTO 50 
45 WRITE(*,*)'NAO EXISTEM SALTOS PARA A TRAJETORIA' ,I 
50 CONTINUE 
c 

CALL EPANSCOR(DT,NDT,LINF,LISUP,INCR,SCORE,SP) 
WRITE(*,54) 
WRITE (*,55)SCORE,SP 

54 FORMAT('O' ,63('*')) 
55 FORMAT(' SCORE MINIMO =' ,Fl2.5,14X,' JANELA OTIMAL =' ,F8.4) 

WRITE{*, 54) 
PAUSE 

C CALCULO DO ESTIMADOR COM CORRECAO NA FRONTEIRA 
DO 65 V=0,1.05, .05 

J=20*V+l 
SUM=O. 

DO 60 I=l,NDT 
Al=(V-DT(I))/SP 
A2=(V+DT(I))/SP 
A3=(2-V-DT(I))/SP 
Kl=SKER(Al) 
K2=SKER(A2) 
K3=SKER (A3) 
EST{J)=SUM+(K1+K2+K3)/{N*SP) 
SUM=EST(J) 

60 CONTINUE 
65 CONTINUE 
C CALCULO DA INTENSIDADE E DA SDQ NA GRID 

SDQ=O. 
DO 70 L=1,21 
W=.OS*(L-1) 
ALFA(L)=RALFA(W) 
SQI={EST{L)-ALFA(L))**2 
SDQ=SDQ+SQI 
WRITE(*,66)W,EST(L),ALFA(L) 
WRITE(1,66)W,EST(L),ALFA(L) 

66 FORMAT{'O', F4.2,4X,F7.4,4X,F7.4) 
70 CONTINUE 

WRITE(*,75)NDT 
75 FORMAT('O' 1 '*NDT=' ,I3) 

WRITE(*,*)' SOMA DOS DESVIOS QUADRATICOS =' ,SDQ 
WRITE(*,*)'PARA OUTRA EXECUCAO DIGITE 1' 
READ(*,*)L 
IF (L.EQ.1) GOTO 10 
STOP 
END 
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C************************************* 
C GERACAO DO NUMERO ALEATORIO EM (0,1) 
C************************************* 

FUNCTION RN2 () 
SAVE IX,IY,IZ 
DATA IX/11/,IY/111/,IZ/4715/ 
IX=171~0D(IX,177)-2*(IX/177) 

IY=172*MOD(IY,176)-35*(IY/176) 
IZ=l70*MOD(IZ,178)-63*(IZ/178) 
IF (IX.LT.O) IX=IX+30269 
IF (IY.LT.O) IY=IY+30307 
IF (IZ.LT.O) IZ=IZ+30323 

RN2=MOD(FLOAT(IX)/30269.0+FLOAT(IY)/30307.0+FLOAT(IZ)/30323.0,1.0) 
RETURN 
END 

C************************** 
C DEFINICAO DE ALFA(T) 
C************************** 

FUNCTION RALFA(T) 

RALFA=2.*T+l 

C1 RALFA=12*EXP(-2*T) 

RETURN 
END 

C************************************* 
C CALCULO DA INVERSA DE IJ\MBDA 
C************************************* 

FUNCTION RIJ\MBI(T) 

RIJ\MBI=SQRT(T+0.25)-0.5 

C1 IF (T .LT. 6) THEN 
C1 RLAMBI=(-1/2.)*LOG(1-T/6.) 
Cl ELSE 
Cl RLAMBI=l. 
C1 ENDIF 

RETURN 
END 

C************************************************************ 
C VALIDACAO CRUZADA USANDO DIFERENCAS ABSOLUTAS ORDENADAS 
C************************************************************ 

SUBROUTINE EPANSCOR(DT,NDT,LSP,USP,STEP,SCORE,SP) 
c Encontra janela que minimiza o score MO 
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C A janela SP varia sobre o intervalo {LSP,USP) 
C INPUT: 
C DT = vetor de dados 
C NDT = numero de observacoes {<= 300) 
C STEP =incremento da particao de (LSP,USP) 
C OUTPUT: 
C SCORE = minimo valor do score MO 
C SP = valor da janela otimal 
c 

INTEGER NDT,COUNT 
REAL H1 LSP,USP,STEP,SCORE,SP,SQ5 
REAL 0TrDIST,OIS2,0IS3,DIS5 
PARAMETER (N=250000) 
DIMENSION DT(500),DIST(N),DIS2(N),DIS3(N),DIS5(N) 

C Formar vetor de diferencas absolutas X(I)-X(J) 
c 

CALL MAKEDIS (NDT,DT,DIS2,COUNT) 
c 
C Ordenar o vetor diferenca 

CALL HSORT(COUNT,DIS2) 
DO 26 I=l,COUNT 
DIST(I)=DIS2(I) 

26 CONTINUE 

C Efetuar soma do vetor diferenca ordenado 
c 

CALL SUMDIS(COUNT,DIST,2.,DIS2) 
CALL SUMDIS(COUNT,DIST,3.,DIS3) 
CALL SUMDIS(COUNT,DIST,S.,DISS) 

C Nl = maior valor tal que DNl < SQS*H 
C N2 = maior valor tal que DN2 < 2*SQ5*H 

Nl=l 
N2=1 
SQ5=SQRT(5.) 
SCORE=999. 
DO 10 H=LSP,USP,STEP 

ll IF((DIST(Nl) .LT. SQ5*H) .ANO. (Nl .LE. COUNT)) THEN 
N1=Nl+1 
GOTO ll 

ENDIF 
12 IF((DIST(N2) .LT. 2*SQ5*H) .AND. (N2 .LE. COUNT)) THEN 

N2=N2+1 
GOT012 

ENDIF 

SUMl=-DIS5(N2)/(l00.*H**5.)+DIS3(N2)/H**3.-2.*SQ5*DIS2(N2)/H**2 
* +4.*SQ5*(2.*(N2-l.)+NDT/H) 

SUM2=N1-1.-DIS2(N1)/(5.*H**2.) 
SUM=3.*(SUM1/(100.*H)-SUM2/(SQ5*H)) 
IF(SUM .LT. SCORE) THEN 
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SCORE=SUM 
SP=H 

ENDIF 
10 CONTINUE 

RETURN 
END 

C********************************************** 
SUBROUTINE MAKEDIS(N,X,D,K) 

c 
C Forma vetor de diferencas absolutas X(I)-X(J) 
C INPUT: 

N = Numero de observacoes c 
c 
c 
c 
c 

X = Vetor real {N) contendo os dados 
OUTPUT : 
D = Vetor de diferencas absolutas 
K = Tamanho do vetor D (N*(N-1)/2) 
DIMENSION X(*),D(*) 

10 

K=O 
DO 10 I=l,N 

DO 10 J=I+l,N 
K=K+l 
D(K)=ABS(X(I)-X(J)) 

CONTINUE 
RETURN 
END 

C********************************************** 
SUBROUTINE SUMDIS(N,X,P,D) 

c 
C Efetua a soma das diferencas absolutas ordenadas 
C INPUT: 
C N = Tamanho do vetor X 
C X = Vetor real (N) contendo as diferencas abso1utas oxdenadas 
C P = P-esima potencia 
C OUTPUT: 
C o = Soma das diferencas absolutas ordenadas com P-esima 
potencia 
C ( D(I) = X(l)**P+ ... +x(I-l)**P)) 
c 

DIMENSION X(*),D(*) 

D(l)=O. 
D(2)=X(l)**P 
DO 10 I=3,N+l 

D(I)=D(I-l)+X(I-l)**P 
10 CONTINUE 

RETURN 
END 

C********************************************* 
SUBROUTINE SORTEP(N,X,OX) 
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C Ordena uma lista de reais em ordem ascendente 
C INPUT: 
C N = Tamanho do vetor X 
C X = Vetor de reais a ordenar 
C OX = Vetor ordenado 

DIMENSION X(*),OX(*) 
INTEGER I,LCOUNT,J,INTVAL 
REAL TEMI' 
INTVAL=N/2 
DO 20 LCOUNT=l, N 

IF (INTVAL .LE. O) GOTO 25 
DO 30 I=INTVAL,N-1 

DO 40 J=I-INTVAL+l,l,-INTVAL 
IF(X(J) .GT. X(J+INTVAL)) THEN 

TEMP=X (J) 
X(J)=X(J+INTVAL) 
X(J+INTVAL)=TEMP 

ENDIF 
40 CONTINUE 
30 CONTINUE 

DO 50 K=l,N 
OX(K}=X{K) 

50 CONTINUE 
INTVAL=INTVAL/2 

20 CONTINUE 
RETURN 

25 END 

C************************************* 
C CALCULO DO KERNEL NOS PONTOS DA GRID 
C************************************* 

FUNCTION SKER(T) 
IF(ABS(T) .LT. SQRT(5.}) THEN 
SKER=(1-(ABS(T)**2.)/5.}*3./(4.*SQRT(5.)) 
ELSE 
SKER=O. 
ENDIF 
RETURN 
END 

C****************************************** 
SUBROUTINE HSORT(N,RA) 

C Ordena reais por Heapsort 

DIMENSION RA(N} 
L=N/2+1 
IR=N 

10 CONTINUE 
IF (L .GT. 1)THEN 

L=L-1 
RRA=RA(L) 
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ELSE 
RBA=RA(IR) 
RA(IR)=RA(l) 
IR=IR-1 
IF (IR .EQ. 1) THEN 

RA(1) =RBA 
RETURN 

ENDIF 
ENDIF 
I=L 
J=L+L 

20 IF(J .LE. IR)THEN 
IF(J .LT. IR) THEN 

IF(RA(J) .LT. RA(J+l))J=J+l 
ENDIF 
IF (RBA .LT. RA(J)) THEN 

RA(I)=RA(J) 
I=J 
J=J+J 

ELSE 
J=IR+1 

ENDIF 
GOTO 20 
ENDIF 
RA(I)=RBA 

GOTO 10 
END 

138 



Programa 3 

PROGRAM EPANIC 
C################################################################## 
C ESTIMACAO POR KERNEL, CASO INTENSIDADE NAO-INVERSIVEL COM CORRECAO 

C NA FRONTEIRA. 
C (VALIDACAO CRUZADA DE M.Q. PARA O KERNEL DE EPANECHNIKOV) 
c 
C################################################################ 

REAL DTl,ODTl,LINF,LISUP,INCR,Kl,K2,K3,LAMBES,U2 
INTEGER N,NDT 
DIMENSION Pl(200,25),DT1(500),0DT1{500),EST1(21),ALFA{21) 

C****************************************************************** 
C GERAR TRAJETORIAS DE UM PROCESSO POISSON NAO-HOMOGENEO 
C (CASO LAMBDA INVERSIVEL) 
C****************************************************************** 
C N=NUMERO DE TRAJETORIAS 
C I=NUMERO DA TRAJETORIA 
10 WRITE{*,*)'NUMERO DE TRAJETORIAS =' 

READ(* 1 *) N 
WRITE(*, *)N 
OPEN (1, FILE="sen. dat") 

C DATA LINF/0.01/,LISUP/2./,INCR/0.01/ 
WRITE (*,*)'LIMITE INFERIOR DO INTERVALO DE BUSCA DA JANELA =' 

READ(*,*)LINF 
WRITE(*,15)LINF 
WRITE(*, *)'LIMITE SUPERIOR DO INTERVALO DE BUSCA DA JANELA=' 

READ(*,*)LISUP 
WRITE(*,l5)LISUP 
WRITE(*,*)'INCREMENTO=' 
READ(*,*)INCR 
WRITE(*,15)INCR 

15 FORMAT(' ',F6.3) 
NDT=O 
DO 50 I=1,N 
S=O 
NS=1 

20 U=RN1 () 
Y=-LOG (1-U) 
S=S+Y 
P1(I,NS)=RLAMB1(S) 
IF (P1(I,NS).GE.1.) GOTO 30 
NDT=NDT+l 
DT1(NDT)=P1(I,NS) 
NS=NS+1 
GOTO 20 

30 CONTINUE 
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IF (NS.EQ.l) GOTO 45 
GOTO 50 

45 IIRITE (*, *) 'NAO EXISTEM SALTOS PARA A TRAJETORIA', I 
50 CONTINUE 

CALL SORTEP(NDT,DTl,ODTl) 
IIRITE ( *, *) ' VALORES ORDENADOS : ' 
DO 40 J=1, NDT 
WRITE(*,35)0DTl(J) 

35 FORMAT('O' ,F7.5) 
40 CONTINUE 

C GERACAO DOS PONTOS DO P.P.N.H. COM LAMBDA NAO-INVERSIVEL 
LAMBES=4. 

C LAMBES=MAXIMO DE RLAMBD(T) 
KONT=O 
DO 100 J=1,NDT 
U2=RN1 {) 
IF (U2 .GT. RLAMBD(ODT1(J))/LAMBES) GOTO 100 
KONT=KONT+l 
ODT1(KONT)=ODT1(J) 

100 CONTINUE 
IIRITE(*,*) 
WRITE(*,*)' PONTOS NAO DELETADOS:' 
DO 105 J=l,KONT 
WRITE(*,35) ODTl(J) 

105 CONTINUE 
c 

CALL EPANSCOR(ODT1 1 KONT,LINF,LISUP,INCR,SCORE,SP) 
WRITE (*I 54) 
WRITE (*,55)SCORE,SP 

54 FORMAT('O' ,63('*')) 
55 FORMAT(' SCORE MINIMO =' ,F11.3,14X,' JANELA OTIMAL =',F8.4) 

WRITE(*,54) 
PAUSE 

C CALCULO DO ESTIM.l\DOR COM CORRECAO NA FRONTEIRA 
DO 65 V=O,l.05, .05 

SUM=O. 
J=20*V+1 

DO 60 I=1,KONT 
Al=(V-ODTl(I))/SP 
A2=(V+ODTl(I))/SP 
A3=(2-V-ODT1(I))/SP 
K1=SKER(A1) 
K2=SKER (A2) 
K3=SKER (A3) 
EST1(J)=SUM+(Kl+K2+K3)/(N*SP) 
SUM=EST1 ( J) 

60 CONTINUE 
65 CONTINUE 
C CALCULO DA INTENSIDADE E DA SDQ NA GlUD 

SDQ=O. 
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DO 70 L=l,2l 
W=.OS*(L--1) 
ALFA(L)=RLAMBD(W) 
SQI=ABS(ESTl(L)-ALFA(L))**2 
SDQ=SDQ+SQI 
WRITE(*,66)W,ESTl(L),ALFA(L) 
WRITE(l,66)W,ESTl(L),ALFA(L) 

66 FORMAT('O' ,F4.2,4X,F7.4,4X,F7.4) 
70 CONTINUE 

WRITE(*,75}NDT 1 KONT 
75 FORMAT('O' ,'*NDT=' ,I3,3X,'NDEL=' ,I3) 

WRITE(*,*)' SOMA DOS DESVIOS QUADRATICOS =' ,SDQ 
WRITE(*,*)'PARA OUTRA EXECUCAO DIGITE 1' 
READ(*,*)L 
IF (L.EQ.l) GOTO 10 
STOP 
END 

C************************************* 
C GERACAO DO NUMERO ALEATORIO EM (0,1) 
C************************************* 

FUNCTION RN1 () 
SAVE IX, IY, IZ 
DATA IX/11/,IY/111/,IZ/4715/ 
IX=17l*MOD(IX,l77)-2*(IX/177) 
IY=l72*MOD(IY,176)-35*(IY/176) 
IZ=l70*MOD(IZ,l78)-63*(IZ/178) 
IF (IX.LT.O) IX=IX+30269 
IF (IY.LT.O) IY=IY+30307 
IF (IZ.LT.O) IZ=IZ+30323 

RNl=MOD(FL0AT(IX)/30269.0+FLOAT(IY)/30307.0+FLOAT(IZ)/30323.0,1.0) 
RETURN 
END 

C************************** 
C DEFINICAO DE LAMBDA(T) 
C************************** 

FUNCTION RLAMBD(T) 

RLAMBD=3+SIN(2*3.1415926*T) 
RETURN 
END 

C************************************* 
C CALCULO DA INVERSA DE LAMBDA 
C************************************* 

FUNCTION RLAMBl(T) 

RLAMBl=T/4. 
RETURN 
END 
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C************************************************************ 
C VALIDACAO CRUZADA USANDO DIFERENCAS ABSOLUTAS ORDENADAS 
C************************************************************ 

SUBROUTINE EPANSCOR(DT,NDT,LSP,OSP,STEP,SCORE,SP) 
C Encontra janela que minimiza o score MO 
C A janela SP varia sobre o intervalo (LSP,USP) 
C INPUT: 
C DT = vetor de dados 
C NDT = numero de observacoes (<= 300) 
C STEP = incremento da particao de (LSP,USP) 
C OUTPUT: 
C SCORE = ~nimo valor do score MO 
C SP = valor da janela otimal 
c 

c 

INTEGER NDT,COUNT 
REAL H,LSP,USP,STEP,SCORE,SP,SQS 
REAL DT,DIST,DIS2,DIS3,DIS5 
PARAMETER (N=250000) 
DIMENSION DT(500),DIST(N),DIS2(N),DIS3(N),DIS5(N) 

c Formar vetor de diferencas X(I)-X{J) 
c 

CALL MAKEDIS (NDT,DT,DIS2,COUNT) 
c 
C Ordenar o vetor ~ferenca 
c 

CALL HSORT(COUNT,DIS2) 
DO 26 I=l,COUNT 
DIST(I)=DIS2(I) 

26 CONTINUE 
c 
c Efetuar soma do vetor ~ferenca ordenado 
c 

CALL SUMDIS(COUNT,DIST,2.,DIS2) 
CALL SUMDIS(COUNT,DIST,3.,DIS3) 
CALL SUMDIS(COUNT,DIST,5.,DIS5) 

C Nl = maior valor tal que DNl < SQS*H 
C N2 = maior valor tal que DN2 < 2*SQ5*H 

Nl=l 
N2=1 
SQ5=SQRT ( 5 . ) 
SCORE=999. 
DO 10 H=LSP,USP,STEP 

11 IF((DIST(Nl) .LT. SQ5*H) .ANO. (N1 .LE. COUNT)) THEN 
Nl=Nl+l 
GOTO 11 

ENDIF 
12 IF((DIST(N2) .LT. 2*SQ5*H) .ANO. {N2 .LE. COUNT)) THEN 

N2=N2+1 
GOT012 
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ENDIF 

SUM1=-DIS5(N2)/(100.*H**5.)+DIS3(N2)/H**3.-2.*SQ5*DIS2(N2)/H**2 
* +4.*SQ5*(2.*(N2-l.)+NDT/H) 
SUM2=Nl-l.-DIS2(N1)/(5.*H**2.) 
SUM=3.*(SUM1/(100.*H)-SUM2/(SQ5*H)) 
IF(SUM .LT. SCORE) THEN 

SCORE=SUM 
SP=H 

ENDIF 
10 CONTINUE 

RETUIUI 
END 

C********************************************** 
SUBROUTINE MAKEDIS(N,X,D,K) 

c 
C Forma vetor de diferencas absolutas X(I)-X(J) 
C INPUT: 
c 
c 
c 
c 
c 

10 

N = Numero de observacoes 
X = Vetor real (N) contendo 
OUTPUT : 

os dados 

D = Vetor de diferencas absolutas 
K =Tamanho do vetor D (N*(N-1)/2) 
DIMENSION X(*),D(*) 
K=O 
DO 10 I=1,N 

DO lO J=I+l,N 
K=K+l 
D(K)=ABS(X(I)-X(J)) 

CONTINUE 
RETUIUI 
END 

C********************************************** 
SUBROUTINE SUMDIS(N,X,P,D) 

c 
C Efetua a soma das diferencas absolutas ordenadas 
C INPUT: 

N = Tamanho do vetor X 
X = Vetor real (N} contendo 
P = P-esima potencia 
OUTPUT: 

as ~ferencas absolutas ordenadas 
c 
c 
c 
c 
c D = Soma das diferencas absolutas ordenadas com P-esima 
potencia 
C ( D(I) = X(l)**P+ ... +x(I-1)**P)) 
c 

DIMENSION X(*),D(*) 

D(l)=O. 
D(2)=X(l)**P 
DO 10 I=3,N+l 
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D(I)=D(I-l)+X(I-l)**P 
10 CONTINUE 

RETURN 
END 

C********************************************* 
SUBROUTINE SORTEP(N,X,OX) 

C Ordena uma 1ista de reais em ordem ascendente 
C INPUT: 
c 
c 
c 

40 
30 

50 

20 

25 

N = Tamanho do vetor X 
X = Vetor de reais a ordenar 
OX = Vetor ordenado 
DIMENSION X(*),OX(*) 
INTEGER I,COUNT,J,INTVAL 
REAL TEM!' 
INTVAL=N/2 
DO 20 COUNT=l,N 

IF (INTVAL .LE. O) GOTO 25 
DO 30 I=INTVAL,N-1 

DO 40 J=I-INTVAL+l,l,-INTVAL 
IF(X(J) .GT. X(J+INTVAL)) THEN 

TEMP=X(J) 
X (J) =X (J+INTVAL) 
X(J+INTVAL)=TEMP 

ENDIF 
CONTINUE 

CONTINUE 
DO 50 K=l,N 

OX(K)=X(K) 
CONTINUE 
INTVAL=INTVAL/2 
CONTINUE 
RETURN 
END 

C************************************* 
C CALCULO DO KERNEL NOS PONTOS DA GRID 
C************************************* 

FUNCTION SKER(T) 
IF(ABS(T) .LT. SQRT(5.)) THEN 
SKER=(l-(ABS(T)**2.)/5.)*3./(4.*SQRT(5.)) 
ELSE 
SKER=O. 
ENDIF 
RETURN 
END 

C************************************** 
SUBROUTINE HSORT(N,RA) 

C Ordena reais por Heapsort 
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DIMENSION RA (N) 
L=N/2+1 
IR=N 

10 CONTINUE 
IF (L .GT. 1)THEN 

L=L-1 
RRA=RA(L) 

ELSE 
RRA=RA(IR) 
RA (IR) =RA (1) 
IR=IR-1 
IF (IR .EQ. 1) THEN 

RA(1)=RRA 
RETURN 

ENDIF 
ENDIF 
I=L 
J=L+L 

20 IF(J .LE. IR)THEN 
IF(J .LT. IR) THEN 

IF(RA(J) .LT. RA(J+1))J=J+l 
ENDIF 
IF(RRA .LT. RA(J)) TBEN 

RA(I)=RA(J) 
I=J 
J=J+J 

ELSE 
J=IR+l 

ENDIF 
GOTO 20 
ENDIF 
RA(I)=RRA 

GOTO 10 
END 
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