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Capitulo 1

Introdugdo

As origens da teoria moderna de processos pontuais nio
sdo ficeis de identificar, mas os problemas reals que puderam
sar nmodelados mediante algum tipo de processe pontual sdo
inumeriveis. Bles inclusm:

i) andlise de histdérias de vida e problemas de

renovagio;

ii) problemas de contagem;

1ii) fisica de particulas e processo populacionais; e

iv} engenharia de comunicagdes.

As duas primeiras classificagfes J& podem ser
encontradas em trabalhos de sdéculos passados e sfo as de
nosse interesse neste trabalho. As duas dltimas pertencem
essencialmente a este século.

Apdlise de histérias de vida estd ligada com intervalos
entre eventos. Nesta teoria, as histédrias de vida individuais
s&0 assumidas como trajetdrias independentes de processos
estocasticos com espago de estados discrete. 0s estados do
processo correspondem as diversas categorias para um
individuo, um componente técnico, etc.; entdo transigles
entre estados oorrespondem a odcorréncias dos eventos de

interesses,



Fregqlientemente, ¢ objeto de estudo € a taxa ou
intensidade 3 gual eventos ocorrem, assim, um modalo
estatistico para dados de histérias de vida inclui uma
especificagio de como as intensidades dependem do tempo e de
outres fatores observdveis {covaridveis). O estude da
situagdo mais simples, na qual existem somente dois estados:
"vivoe" ou "morto" {ou "funcionando" e "nio funcionandon"), &
chamado andlise de socbrevivéncia ou andlise de tempe de
falha. HNeste caso a intensidade do evento ‘“morte" £
simplesmente & fungdo risco da distribuigdo do tempo de
sobrevivéncia.

Uma situacdo usual em andlise de sobrevivéncia é aguela
em gue ndo € possivel cobservar histédrias de vida completas.
Este fendmeno, chamado censurz pode, por exemplo, ser devide
a um tédrmino planejado de um ensaic clinico ou & remogdo
planejada de um componente no estudo da distribuiglo do tempo
de wvida.

Uma pormenorizada revisdoc da teoria de andlise de
histdrias de wvida, incluinde uma suficientemente completa
discussdo bibliogriafica é encontrada em Andersen e Borgan
{1885). Cutras referédncias importantes sdo Brémaud (1981},
Rarr (19286} e Daley e Vere—Jones (1988).

Em aplicacgdes biocestatisticas foi wmuitas vezes
impossivel justificar determinados modelos assumidos
paramétricos, dai gue muitas tentativas surgiram para
incorporar métodos nio paramétricos & andlise de histérias de
vida. Pioneiros nesse esforgo foram Kaplan & Meier (1938),

que propuseram seu famose estimador de preodute limite para a
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fungdio distribuigidoc de sobrevivéncia, qus hoje & conhecido
justamente come estimador de Kaplan-Meier. Geralmente, os
modelos para histérias de vida tem sido formulados por meio
de varidveis aleatdrias e os métodos estatisticos necessidrios
foram derivados usando resultados de varidveis aleatdrias
independentes o identicamente distribuidas, o gque nem sempre
8 realista. Em andlise de histdérias de wvida o essencial sdo
os fendmencs aleatérios ocorrendo no tempo de forma em geral
dependente, logo, parece natural estudar esta teoria em
termos de processos estocadsticos.

As extensdes em tal sentido foram iniciadas pelo
fundamental trabalho de Aalen (1373} que mostrou gque a teoria
dos processos pontuals proporciona um marco geral no qual os
tempos de falha censurados e as cbservagbes censuradas de uma
cadeia de Markov ndo homogénea podem ser analisados mais
facilmente. 3Aalen estudou um estimador da intensgidade
acumulada, gque €é uma generalizacgdo daguele proposto por
Nelson (1263, 19%72). Para seu estudo, Aszlen usa fortemente a
teoria de martingales e integrais estocdsticas. Cabe citar
agui dois resultados gque justificam a aplicagdo de tais
teoriaz ao estude de processcs pontuais. O primeiro é a

decomposicio de Doob-Meyer que pode ser parafraseada como:

"A diferenga entre um processo pontual e seu
compensador é um martingale®.

C segundo afirma due:



"A integral estocéAstica de um processo predizivel
em relacdo 2 um martingale ¢ um martingale™.

Aalen também introduz um modelo para processos pontuais
chamado mnmodele de intensidade multiplicativa, e prova a
utilidade do modelo mediante vdrics exemplos.

Posteriormente, Ramlauv-Hansen (1893 a), baseado nas
técnicas de estimagdo existentes para fungles densidades de
probabilidade e na teoria de martingales, propde estimar a
intensidade de um processs pontual com  intensidade
multiplicativa por melio de um alisamentco através de uma
funcio kernel.

Como no casc de densidades, o método envelve a ascolha
de um pardmetro de alisamento {(janela) h . O valor da janela h
é determinante na estimagic, dade gque como mostrado por
Rosenblatt (1971), este valor modifica significativamente as
expressdes da varifncia e o vicio, e consegientemente a
suavidade do estimador. Assim, um valer pequenco de h produz
um estimador com muito "ruido" (alta wvaridncia), enquanto um
valor muito grande produz sobrealisamento (alto wicio).

Diversos métodos para escolher uma janela 6tima foram

desenvolvidos. Um dos métodos que obteve maior atengdo devido



& suas atrativas propriedades assintéticas foi o de validaglo
cruzada por minimos quadrades, proposto por Rudemo (1982} e
Bowman (1984}, para o casc de estimacio de densidades. A
idéias bésica do método & encontrar a janela que minimiza uma
certa fungdo dos dados chamada "score'; pode ser mostrado que
essa Janela também minimiza assintoticamente o erro
guadratico integrado.

Um forte tecrema sobre a otimalidade assintética da
janela de walidagdo cruzada & dado por Hall (1983} no
contexto de estimacdo de densidades. Este teorema foi provade
para o coasc de estimagdo da intensidade de um processo de
Poisson nio homogdnes por Marron e Brooks (1991) .

Neste trabalho fizemos uma revisd3c dos aspectes
envolvidos na otimalidade assintdtica da janela de validacgéo
cruzada tentando simplificar algumas provas e comprovando a
eficdcia do método mediante exemplos com trajetdrias
gimuladas para ¢ caso mais simples de modelo de intensidade
multiplicativa: o processo de Polisson nido homogdneo.

No Capitulo 2 é estudada a teoria bdsica dos processos
pontuais usando o enfogque de martingales introduzido por

Brémaud (1980}. A decomposigdo de Doob-Meyer & um dos



principais resultados ali utilizados. Grande parte do
capitulo é dedicada aos processos de tipo Poisson. Conclui~se
¢ Capitulo 2 com alguns exemplos de aplicagdes.

¢ Capitulo 3 é dedicade principalmente ao estudo da
estimagcdo da intensidade de um processe de Polisson ndo
homogéneo mediante fungdes kernel proposta por Ramlau-Hansen
{1983 a). Também no Capitulo 3 o problema da escolha da
"melhor” {em algum sentide) janela € estudade através do
método de validagdco cruzada de minimos gquadrades e os
resultados de otimalidade assintética sdo dados em detalhe.

¢ Capitulec 4 trata dos aspectos praticos na aplicacdo
do método de validacg8o cruzada para estimar a intensidade de
un processo de Peoissen ndc homogéneo. Um algeritmo proposto
por Lee e Kim (12%1) e uma correcdo do estimador para efeitos
de fronteira mostrada em Schuster (1985) sic adaptados para
a situnagdo agui estudada. Simulagdes sdo feitas para
exemplificar graficamente a citada otimalidade para
diferentaes formas funcionais de intensidades e diferentes
tamanhos de amostra.

Finalmente, o Apéndice A contém todos o©s conceitos

necessdrios a uma leitura do presente trabalho; o Apéndice B



contém os grificos das simulagles feitas e o Apéndice C os

programas computacionais utilizados.



Capitulo 2

Processos Pontuais Univariados

Um processo pontual na reta é um modelo matemdtico para
as ocorréncias de algum fenbmeno em instantes aleatdrios

tyr i=1;3; s e w

Para tais processos existem gquatro descrigdes
equivalentes que os definem:

i) uma seqiidneia crescente de varidveis aleatdrias

ndo negativas;

ii) um processo de contagem;

i1ii) uma medida aleatdria de contagem; e

iv) uma segiidneia de intervalos aleatdrios.

Hesta dissertagdo somente abordaremos as duas primeiras
definigdes. As caracterizacles 1ii}) e iv) s8c referidas a

Karxr {1986) e Daley e Vere-Jones (1988} respectivamente,

Um resultado de fundamental importéncia & dado neste
capitulo. Ele diz que existe um processoc estocdstico {chamado
de compensador} couja diferenga com ¢ processo pontual
associado & um martingale. Este resultado, conhecido como
decomposicido de Doob-Meyer permitird posteriormente um
enfoque via teoria de martingales para a andlise estatistica

de processos pontuais,



Um outro resultado a utilizar afirma que a integral
estocédstica de um processe predizivel em relaglio a um
martingale & tambdém um martingale. A relevincia desse fato

ficard clara no decorrer do trabalho.

2.a. DEFINICOES E RESULTADOS RASICOS.

A seguir apresentaremos as definigdes e alguns
resultados importantes da teoria de processos pontuais.
Algumas provas foram omitidas e somente referenciadas por
exigirem tdécnicas além do objetivo da presente dissertacdo.
Os conceitos n3o usuvais estio definidos no Apéndice A,

Aqui assumimos dado um espago de probabilidade completo

(Q,7,7) e uma filtragem F = {JF,; t20}

Um processo pontual sobre [0,) pode ser visto como
uma seqgildnia de varidvels aleatdrias ndo negativas ou como
seu processo de contagem associado.

Formalmente, temos: seja T = (v ; n2l) uma seqiéneia
de tempos de parada em relagdo a F, possuinde as seguintes

propriedades com probabilidade um:

D x>0
11y t, < t,,, sobre it, < %} {2.1})
114d) <, =<, sobre {1, = «},

R



DEFIRICAO 2.1. A seqiidncia de tempos de parada T = (1, ; nxl)
satisfazendo as condicbes (2.1) & chamada um processc pontual

{univariadso]j .

G procaésso pontual T = {1 ; nzi) fica totalmente

caracterizado pelo seu processeo de contagem associado,

DEFINICAO 2.2. O ©processc de contagem N = (N,; t20)

associade a um processo pontual 7 = (1,7 n21) e definido por

N, o= ¥ Iy, < £), £20 {2.2)
ari

também é chamado de processc pontual.

Em aplicacgles, somente o caso em gque © processo pontual

4 ndoc explosivo, isto é, o limite pontual <1, =: limx, &

igual a +e= , é considerado. Neste caso, N, < = paxawt: < =,

A definicdo anterior incorre, segundo Brémaud {1981, p.

13}, pum "abusco de notagio, mas indcuo, dado que N, e 1,
carregam a mesma informagio”.

Obtém~se da definigdo do processco N = (N.; £20) gque

ele é adaptado a F, isto ¢, N, ¢é ¥, -mensurdvel para cada

t20 . Devide a isso usaremos também a notagdo

N = (N, ¥ ; t20) para esse processo. A Definigdo 2.2 implica

que N,=0 e N, =N_+ {lou0) , ou seja, as trajetdrias

de N sdo fungdes do tipo escada, contimmas 4 direita com

limites & esguerda e possuem um nmimero enumerdvel de saltos

de tamanho um.
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As o-dlgebras ¥, Qque aparecem na definigido do
processo de contagem podem sexr interpretadas como toda a
informagdo disponivel até o instante £ , isto &, elas contém
todos os eventos observdveis em [0, £] .

Um impoertante exemplo de filtragem ¢ aquela definida
por F¥ = {F ¥ t20) , onde

T = o(N,;gst)

é conhecida na literatura como histdria interna do processo.
O processe pontual 2 pode ser facilmente obtido a

partir do processc de contagem N fazendo

T, = dnf {t: ¥, = n}. (2.3}

A seguinte figura permite wvisualizar as expressies
{2.2) e {2.3), onde N, €& interpretade como a contagem das
ocorr@ncias do evento de interesse em [0, ] e as varidveis
aleatdrias <, correspondem acs tempos de salto do processo

n

N= (N E20) .

N, h
4 FR—
3t — o
21 —
i ——
4 . : . : -
| T T2 3 4 {

Figura 1. Relagl@o entre processo pentual e processo de contagem.
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Dois exemplos cldssicos de processos pontuais de grande
importéncia na literatura sidc dados a seguir. O primeirc
trata de um processo cuja grande aplicabilidade em diversas
dreas da ciéncia faz dele, talvez, o processo mais conhecido

da teoria de processos pontuais.

EXEMPLO 1. (PROCESSO DE POISSON HOMOGENEO) .

Um processo de Poisson N = (N,; t20) com pardmetro A
& um processo pontual cujes tempos entre saltos, definidos
como T;-T,,, 4 71,2, @ 1, =0 , 880 varidvels aleatdrias
i.i.d. com distribuiclo exponencial de parfmetro A.

Agqui, N, - N, ~ Poisson [A(t-8)], Vst , e (N ;t20}
tem incrementos independentes.

Uma generalizacgdo do processe de Poisson homogéneo serd

dada na secgdo Z2.C.

EXEMPLO 2. {PROCESSO FUNCAO DE DISTRIBUICAC EMPIRICA) .

Sejam X,,X,...,%, varidveis aleatdrias i.i.d., ndo
nagativas, com funclio de distribuigio continua F.

Definamos

¥ o= ixtxi < t].
-1

Entdo, N = (N"; t20) é, obviamente, um processo
pontual com tempos de salte =X, ,i=1,...,n e 1, =w
para i =nm+1,... , onde X, €& a i-ésima estatistica de

ordem da amostra X . X,...,X%, .

Podemos esorever Ré”’ = nF,(£) , onde

12



E4
Fo(t) = 2 Y Ix,<t)
=
£ a conhecida fungdo de distribuiclio empfrica ou amostral,

muito utilizada na teoria estatistica de estimacgfo.

Dado gque as trajetdérias de um processo pontual
N={N; t20) s3c ndoc decroscentes e que © processc &

adaptado, obtém-se

E(N/F,) 2 E(N/F,) =R, Vs x ¢,

ou seja, N ¢ um submartingale. Tambédm, N & localmente
limitado: N, <n, Vo, e portantc estdc satisfeitas as
condi¢bes do Teorema A.2 { ¥ & um submartingale de classe D,
segundo a Definicdo A.1).

Temos assim a seguinte decomposicio de Doob-Meyer (D-M)

para um processe pontual.

TEOREMB 2.1. Um processo pontual N = (N, 5.; £20) admite,

para todo & < ¥, & tunica decomposigioc

K, =M, + &, (2.4)

onde M={M,F; t<x) ¢ um martingale {local) e

A= (4,F, tz20) é um processo crescente predizivel.
PROVA. Ver Liptser e Shiryayev (1977, p. 238).

A impeortdncia do Teorema 2.1 reside na propriedade de

martingale do processo ( N-A )}, © ¢que permite a aplicacéoc

13



formal desta teoria ao estudo dos processos pontuais,
O préximo exemplo mostra a decomposigio de Doob-Meyer

para o progesse de Poisson.

EXEMPIO 3,

Seja N= (N, ¥ Y tz20) um processo de Poisson de
parimetro 4> 0 .

Pode~-se  escrever N, = (N, - At) + At e prova-se
facilmente gue © processo (N, - AL, F % £t 20) é unm
martingale. Para tanto, usa-se a seguinte igualdade:

N, —At = {N -N,) + N,-A({t-8) -8 e a propriedade de incrementos
independentes.

Agora o processe (Af; £ 2 0} , por ser deterministico,
8 predizivel e claramente & crescente. Entido, do Teorema 2.1
temos que M, =N-At e A, = At ¢ a decomposigdc D-M para o
procesaso de Poisson.

O processo A, pode ser escrito como
€
agt = ldﬁt
[

onde 4 pode ser interpretado como a ocorréneia média de

pontos em {0,111 , ou

1

Este resultado serd generalizade na Segdo 2.C.
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DEFINICAO 2.3. O processo crescente e predizivel
A=(a,6 #F; t20) que aparece na decomposicio D-M (2.4) &
chamado o compensador do processo pontual

K= (N, F: t20)

Dado que as trajetdrias do compensador 4 = (4,, £ 2 0)
s8¢, com probabilidade um, fungdes ndo decrescentes, o ndmero
de saltos de A&, t 20 , € finitc ou enumerdvel. Também pode-
se mostrar gue a magnitude dos saltos ndo excede de um [Lema

18.8, Liptser e Shirvayev {1977)], isto &,

sup AA, <1, {2.5)

£5Te

onde AR, = A4, .
Uma classe importante de processos pontuals € aguela
cujo compensador & continuc. A estrutura de tais processos é

descrita no seguinte lema.

LEMA 2.1. Uma condi¢dco necessiria e suficiente para que o
compensador (&, t z 0) de um Processo pontual
N={(N,¥F  t20) seja (g.¢c.)~continuo em [0,t,) € que o

processo seja quase-continuc a esquerda [ver Definicgdo A.8].

PROVA. A condigio de quase-continuidade & esquerda, no
presente contexto, quer dizer gque para gqualgquer seqiiéncia ndo
decrescente de tempos de parada o n 21) , tem—se

MmN, .. = Njea., (9.¢.). [Ver também a Proposig#io A.3].
. £33 - o ' -
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NECESSIDADE: Seja o -=1§m v, - Entdo, por (2.4)
EIN, o Bipol = EIN, ., -4 o1
Logo,
gi”ﬁ/\u‘"ﬂ;y\%} = E[Ark/w "‘rt;w,] .

Como ambas as  segidncias (N, po N poi B 21) e
(A, oA, noé 7 21) 880 limitadas, pode-se aplicar o Teorema

da Convergéneia Dominada para obter:

E[1im(N, ., -N, A,) = E{1im(A ., ~& Ao)] =0,

pela continuidade de 4., £ 2 0,

Logo, temos que N, .., = 1lim N, {g.c.} e isto implica
iz

Ty ATy
am
N opo = li‘m 1im T AY,
= 1i'm li'm ‘wrtAo, li'm N‘t.,i’\ﬂa !

o qual prova a necessidade.

SUFICIENCIA. Consideremos o processo O = (P, &,; ¢ 2 0)

onde
k)
n® = e(w, /&) N,

Aty

E fécil verificar gque ¥ & um supermartingale,
sabendo que N ¢ um submartingale.

Devido a quase-continuidade do processe N,

16



x[nf,"}] ~EN |- E[N, .. ] — EN-EN,.]=

I —a W f‘ J cAtk

f

EE(N /F,) ~Nopo,]

- 2 [m)

Pelo Teorema 3.11 em Liptser e Shiryvavev {(1%78), HW®

admite uma decomposig3o D-M da forma
O¥ =y gl

onde B = (BY F: ot 20) é¢ um processo predizivel
continuo. Decorre da unicidade da decomposicidc D-M gue
B = -a, . Aqui, para <3, o compensador 4, tem
trajetdérias (g.c.})-continuas. Isto junto com a igualdade
A,_=A __ prova que P(AA +0, tx1) =0, ou seja, A &

{g.c.)—continuo.

A eguivaléneia formulada na Proposigdo A.3 que
relaciona gquase-continuidade & esguerda & tampos totalmente

inacessiveis, permite deduzir ¢ seguinte coroldrio.

COROLARIO. O compensador (4. t20) do processo pontual
N= (N, F; tz20 & {(g.c.}-continuo enm {0,1,) se e
somente se os tempos de salto do processo (N, £20) , sdo

totalmente inacessiveis.



2.B. REPRESENTACAO MINTMAL DE UM PROCESSO PONTUAL.

Seja N = (N, ¥, t 20} um processo pontual, Sabe-se
que as varidveis N, sdoc J, -mensurdveis, mas elas podem
ser tambdm mensurdveis com relacgdc a o-dlgebras menores como
por exemplco a o-dlgebra ¥ = o(Ny 5 s t) definida na Segido
2.A.

E clarc que a filtragem F¥ = {&F % t 20} é a "menor”
familia de o-algebras com relagdo 2 gqual as wvaridveis

N, t 20, sio mensurdveis.

Com essa filtragem pode-se definir o processo
N = (¥, F.¥ £20) , que é também um processo pontual. Pelo
Taorema 2.1, tem—-se a correspondente decomposicio de Doob-

Moyver

Nt = §t+X¢’ t { ’:“ (2 - 6)

- Tal decomposicio & chamada a representacdo minimal do

processo N .

Um problema importante na teoria de processos pontuais
é a determinacfo explicita do compensador do processo dada
uma certa filtragem. Uma diversidade de métodos para tal
efeito foram desenvolvidos, uma discussdo detalhada destes
pode ser encontrada em Gill (1280).

O seguinte teorema pode ser usade para calcular o
compensador em termos das distribuigdes condicionais
regulares e mostrar a relagdo estreita entre o compansadoer e

a fungdo risco.
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TEOREMA 2.2, Seja F (t) = P(1, < £} e seifam
Fole) = P{ry s /vy, ..00%), 1 22 as funcgbes de distribuigdo

condicional regular. Ent3o a férmula

a =Y a" (2.7)
£21
onde
t}\f:
e dF, (u}
(1) o i Mo . {2.8)
A, f TF, (a0 i21

define o compensador A = (A, &% t <1, do processo pontual

N=(N,F%% tz20

Note-52 Qque no c¢asce das F;, serem absolutamente
continuas, © integrador em (2.8) coincide com a fungfo risco

utilizada em andlise de sobrevivéncia e definida como

E{&)

fl(t«} = W:

onde £ €& a densidade correspondente & funcio de
distribuigdo F.
Para provar o Teorema 2.2, precisames de um Lema

prévio,

LEMA 2.2. seja N, =Y Kr,st), £t 20 um processo pontual e
A=l

seja 8 = 0{(w) um tempo de parada em relagldo a F¥ tal que

PB<T) =1 . Ent3o existem fungdes mensurdvels

¢, =@, {t,....,t), n>1 e uma constante @, tal que
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O(w) =Y @, (1, vt K, $0<1)  (com t,=0) . (2.9)
Al

PROVA. Usaremos o fato que a o-dlgebra W ¥ coincide com a
o~algebra o{N,, .+ t20) . Definamos a o-&lgebra
F¥ = o (Ny, i £t 20) para gqualquer tempo de parada 0 com
relacdo a (F % 520)

Aqui, 8 ¢ | F¥ -mensurdvel e existird um conjunto
contdvel Sc<[0,» e uma fungfio mansurdvel e{X ;nzi) tal
que

B(w) = 9N, g (@) 7 L€ ;
entdo,

B(w) = Y (N, g/ tes) K(v, <07,
nel

Notemos agora que no conjunto {1, s0zt.}

H-1
N0 =N, =Y Hr<t)
k=
e consadgiientemente nesse conjunto

a-1

QN oites) =@ | Y I(x,st); tes |
k=1

A fungdo do lado direito na dltima igualdade pode ser
representada como @, (T, ...sT,,) , Onde @, ¢ uma funglo

mensuridvel de n-1 varidveis. Logo,
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0(w) =Y @(N, o teHI(r, , <O<1)

Aaxi

=Y @y ot I, <B21)
ek

"
COROLARIO. Existem fungdes mensurdveis 0,0,,... e uma
constante 8, tal gque, no conjunto {0<,} tem-se

=0, (t,,...,5,,);inx1l . Emparticular, O8ar, =8, _ At k=n .

PROVA DO TEOREMA 2.2,
Pela decomposicdo de Doob-Meyer, ¢ suficiente provar

gue para cada n, 2 =1,2,..., OF PIocesscs

M2 = (N, A, FFt20)

onde Ez & definida por {(2.7) e (2.8), sio martingales
uniformemente integrdveis e gue O processo A = (XH F. 5 e20)
& predizivel.

Para provar a propriedade de martingale de ¥ usamos
a Proposicio A.4; logo, & suficiente estabelecer que para

gqualquer # 7 -tempo de parada @,

E €%)\‘ta _‘EGAQ) =0

cu sguivalentemente,

E(Nyn.) = ElBy,.) - (2.10)

Temos :
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E {Eem,,] = £ E (:\)‘r,

n

= 304
= E E %Af‘

{1)
...1 AT‘
P+

= E|Y E [aatﬁm‘/rg_,l, vene rl]]

| 31

{(2.11}
onde @, , & definido como no Corcldric do Lema 2.2.
Da férmula {(2.8),
- 35_1}\3
arF, (u)
{ - i
R WSS PP % {[ !: TFe ]drigs)
L 7 aF (u) 1 aF. (1)
2 i
'!: {fl“‘?z( u-} dFy(8) + [1-Fy(B,)] f 1-Fy{u-)
{(2.12)

A seguinte igualdade & uma férmula de integragdc por

partes para integrais de Stieltijes [ver Teorema A.4.].

&

f
Z(£) B(E) -—fzfu»»)cm(u) +{B(u) Az (u)
[1] ¢

Aplicando esta expressdo a

Ziz) = Fy{s)
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dF, (u)

S S AT
obtemos
Byl # L7 e,
dr {u} - dr,{u) ¢ Flu-)dF;{u)
f fr—ﬁ',{ o (dFale) = FalBe) .!: 1-¥;(u-) f 1-Fy(u-)

Gy L P
odE () * dF, (u)

= [Fy(8,.) —q! TR {[1“’3“‘"’ HF

8y
drF, (u)
= [Fat0ss) 1]["1“:3:?“*** [Fel0y,,-Fy (0]

(2.13)

Substituindo (2.13} em (2.12}) e usando © fato que
F{0) =0, 1=1,2,... , resulta

8&;‘1,\,‘/&_1, veerty) = POy ). (2.14)

Ent3c, substituindo em (2.11}, temos que

E(Enmm‘) =E(EF1(61_1)). (2.15)

i=1

Por outra parte, segue do Corolidrio ac Lema 2.2 gue

Bat, =8, A1, e Bat,, =8, At,, . Logo, podemos escrever
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E { HGA':,,) E (Nﬂfw,* [%Atg "Neht, ] Foant [Ne;\r,,“NOAx,,_l]}

[ %A\" "‘Nﬁhtg,,‘] ]

e

E (Nou.,)HE (

n
=E {Nsﬁ i’\" ( Z [Nnx xa"\"'s e.idf\‘l-'i] ])

g

[N

o 2-%
E ll(rlsﬁa)]aﬁ( g[ Elitks% e Zlitksﬁx_i)]}

li

b4 [I(Tii $B°} }+E( ;;I(Txfua‘_z})

= Fy (8 +Y E [FyfB, )]
FE-]

{2.16}

Comparando esta dltima expressic com {2.15) obtemos a
propriedade de martingale de B isto &,

E (Nﬁnrn "ABAtn) =0 .
Da desigualdade

N,

taT, BT, | < Nenvy Bonz, S LHA

e de (2.10), obtemos que E(A ) =E(N) sn . Portanto, o
martingale M¥'® & uniformemente integrivel.

56 falta verificar que o processo A, = Y A%, tz0 &
predizivel. Para este fim & suficiente verific;z; que cada um
dos processos A%, 1=1,2,... & predizivel.

Seja para cada i, 4 =1,2,..., 1y {t, @) = tAar;(w)

Pelo Teorema A.l, vemos gque o conjunto aleatdrio
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{(t, 0t (g, 0)>x) = {E>%) x {w: v {w)>x}

tem a forma de um gerador da o-4dlgebra predizivel; logo,
1,(t,®) & predizivel. A fungiic A & monétona crescente
e continua A direita; assim, tem uma tdnica inversa (3 %)~
para a qual (%) *:y se e somente se t 2 (3Y)? .

Em particular {r,(t,w) 2 {Ey‘”)“} é predizivel.

Portanto, o processo A & predizivel, 4 =1,2,... .

COROLARIO. Se as fungdes F,{t), 421 sfc {g.c.)-continuas
{resp. absolutamente continuas), o© compensador (3;,. £z 0)
tem trajetdrias {g.c.}-continuas {resp. absclutamente

continuas) .

O exemplo gue segue mostra que a escolha da filtragem

pode afetar drasticamente a forma do compensador.

EXEMDPIL 4.
Seja W= (W,F; t2z20) um processoe de Wiener e
Tt =3Inf {E:1 W, = 1} . Consideremcs o processo pontual
(N = N,; t20) com relagdo & filtragem F = {#,t20} , onde
N, =X(xst) . A Definigdo A.6 mostra que ¥ & predizivel e
come N é um processo crescente, N €& o seu préprio
compensador, isto &4, na decomposigio D-M, N, =4, +¥, com
A =N, e M =0, £20 .
Consideremos agora a representagdo minimal de

N = (N t20) , ou seja, © processc N = (N, F ¥ £20) . Notar
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que 8¢ mudamos a filtragem, gue agora é H = {F F;t20} , com
FF=o(N8st)
Dado gue

. ,,..|2 [ %
F(e) = Plrst) =, = fze T gy
t'i'

[ver Liptser e Shiryayev (1977}, p. 32], usande o Teorema 2.2
obtamos gue
- 4
dr{u)
i-F{u)

r =
A - 12 N
A, = -Inil - ‘[ e * dyl.

(£t} )

N = ~lnf[1-F{tAt)]

i
]
T iy, >

vl

Ressaltamos agui a natureza diferente dos dois
compensadores: enguanto ¢ F-compensador, A4, , € uma funglo
descontinua, o H-compensador, j& , € uma funcdo absolutamente

continua.

2.C. PROCESSOS DO TIPO PQISSON.

Dentro da classe dos processos pontuails, existem alguns
de extrama importéncia gque  possuam  uma estrutura
relativamente simples, permitem elegantes formalizacSes de

suas propriedades e s3do muito utilizades em aplicagdes.
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Tais processos s3o0 caracterizados por seram seus
coempensadores absolutamente continuos em relagdo a una medida
de Lebesgue-Stieltjes, iste é, o) compengador

A= (A, F ;t20] tem a forma

t
a, = [A,db(s) (2.17)
2]

onde A = (&, 5.} t20) €& um processe estocdstico predizivel
ndoc negativo e Dbt} ¢é uma fungio deterministica nédo
negativa, nioc decrescente e continua a direita.

Agui, a decomposig¢io de Doob-Meyer diz que

*
M, = Ntﬂf;s@(g; {2.18}
@
¢ um martingale local,

DEFINICAO 2.4. Os processos pontuais cujos compensadores
satisfazem a férmula {2.17) s3c chamados processos do tipo
Poissone A = (A, F.;t20} é denominado processo intensidade
de N .

Ko caso particular J, =4, b(t) =t obtemos o processc
de Poisson homog8neo.

Aalen {1978} define o processo intensidade como

i
Ay = %ifg AL E Ny NSF)

ou egquivalentemente
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A, “if‘fﬁ%PwﬂM . = 1/, .

Uma das vantagens dos processos de tipo FPoisson é gue

neles torna-se simples o problema ndo trivial de calcular o

compensador jﬁ da representacdo minimal (2.6) a partir do

compensador A= (A, F.;tz0} do Processo pontual
N = (N, F.it20)

Esse é o resultado do seguinte teorema.

TEOREMA 2.3. Seja N~ (N,J,;t20) um processo do tipo
&
Peisson, isto ¢, seu compensador € da forma At==j}¢db(s) e

seja h&'ﬂiﬂ+§ﬂ sua representagdc minimal.

Entio,
Senirier z—
i - [T, (2.19)
[
onde
A= EAJSF) .
Heste caso,
t e —
- fl,).,*dA, (P-g.c.) em [0,%,) {2.20)
1]
onde
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IDEIA DA PROVA. A prova aparece em detalhe em Liptser e

Shirvayev {1877, p. 250} e consiste basicamente em mostrar o8
trés resultados a seguir:

&
1) j'i,cm{s)_m (g.c.) em [0,1)
3]
8—
14) B, = [1,db(s) 6 predizivel
o

111y B, = &, {g.c.}.

COROLARIO. Se A,

é uma fungdo deterministica, entio

]|

PROVA. Direta, fazendo b(t) =4,

e A, =1 .

A relacio {2.20) pode nio ser verdadeira sem a hipdtese

&
A, =fl,&m . De fato, no Exemplo 4 mostra-se que A&, ¢

e —
descontinua enqguanto A,

é absclutamente continua, logo
{2.20) n3o & satisfeita.

2.D. IRTEGRAIS ESTOCASTICAS PARA PROCESSOS PONTUAIS.

Para completar a base tedrica necessidria ao nosso
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estudo dos processos pontuais, introduziremos 08 processos
aleatdrios conhecidos como integrais estocdsticas, cuia
definigdo geral e andlise de suas propriedades podem ser
encontradas em Meyer (1976) e Elliot (18%82).

Em nosso caso, trabalharemos sé com integrais da forma
t &
[£.te) an, ou [f,(e)da,
4 0

onde £ = (f,5,;t20) ¢ um processo ndo negativo de uma
classe a ser explicitada postericrmente. ¥ & A4 sdo o

processo pontual e seu compensador respectivamente.

Dado que tanto N = (N £20) guante & = (&, t20) séo
processos de variaclo limitada, as integrais acima podem ser
consideradas simplesmente integ::t‘ais de Lebesgue——Stialtjes em

(0, £l . Assim, por exemplo, ff,d’Ns é a representacio de
Lebesgue~Stielties da soma dos gxalores de £ nos tempos de
salto de N, no intexvalo (G,E] .

A integral estocdstica de um processo predizivel com
relacdo a um martingale € um martingale [ver Teorema A.3].
Esse fato gseri de grande utilidade na andlise estatistica dos
processos pontuais, a ser estudada no préximo capitulo, pois
as estatisticas gue aparecem tem uma representagio integral
com respeito a processos pontuais e a martingales, gque
permitizrd o uso de fdérmulas para momentos e de um teorema
central do limite para martingales a fim de descrever suas

propriedades.
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2.E. PROCESSOS COM COMPENSADOR DETERMINI{STICO E CONTINUO.

Um tipo de processos gue aparece fregiientemente em
aplicaces ¢é aguele cujo compensador € continuo e
deterministico, por exemplo o© processo de Poisson. A
estrutura de tais processos é& apresentada a seguir.

Seja (N = N, F.; £20) um processe pontual tendo
compensador deterministico (8. £20) . Denotemnas

o, = dof {£20:48,~=} , coma convengdo o, = se lim A < =
o

TEOREMA 2.5. 0 processo pontual N = (N, ¥ ;t<0) com
compensador deterministice &€ um processe com incrementos
independentes e (g.¢.) para g8st<o,, Ack a fungio

caracteristica condicional é dada por

E (exp[dA(N,-N,\ |/ #,)
{2.21}
" H [1+(eil...1)Mu}&‘xp[(&‘u“l)(af*af)]r

Etuzk

onde
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PROVA. Pode-se escrever

axwt _a.tw, - [a 13N, _exmu_]
FLEAL
- E [axx(xg_en ‘_91151‘,,]

BLust

=y, oMot -1)w, N,

acuxt

£
~et+-1)fe " an,

%Gx*“l)feiw"”ﬂ[ﬂu—lu] ‘*’(3“*1)_{911”“‘&,, ,

{2.22}

onde na pentiltima igualdade usamnos © fato que
AN =N, -N,-=0o0ul .

Por ser G‘m"”

predizivel o (N, -4,)] um martingale,
temos gue a primeira integral & um martingale uniformemente
integrivel para £<o

Logo,

t
E fa‘”“d[Nawlﬂ]/.?;] =0 {(g.¢.}), Bst<qg,, (2.23)

Fagamos V,(t) = E(e"™/#,), szt e notemos que decorre
do Teorema da Convergéncia Dominada que V,{(t) = E(e‘m*‘/ﬁ;) .

Com isto, encontramos de (2.22) e {2.23) que
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t
v, (t) = V(g +(e“-1}fv,(u-}d&u . (2.24)
F 3

Dado que V() +#0 , podemos definir

vV, L{E)
V(&)

U‘(t} - = B (eikiﬂ'c—ﬂ',);‘?;)’

Obtém-se assim a equagdo

t
o,(t) = 1+(et-1)[7,(u-)da,, (2.25)

a gqual, pelo Teorema A.5, tem a solug3o dada em (2.21).

COROLARIC. Se A, =&, o processo pontual N = (N, ¥, ; tz0)

é um processc de Poisson e
E (e“‘”‘“")!ﬁ;) = gxp [{(eP-1)(t-5 |.

Daremos a seguir um teorema gue ressalta a relevincia
dos processos de Poisson dentro da teoria dos processos
pontuais e que € de grande import8ncia na simulagioc de
processcs pontuais. O teorema afirma que tode processo
pontual N = (N, ., t20) pode ser transformado num processo

de Polisson mediante uma adequada mudanga na escala de tempo.

33



TEOREMA 2.6. Sejam o) = inf {s20:4>¢t} , I, =X,

ey € B

o-digebra & =¥ . Assuma que o compensador (&.; t20)
é {(g.c.)-continuo e que

Ent3dc, o processc I = (I, &;t20) & um processo de

Poisson,

PROVA. £ claro da definig8o de II, que o processo M tem
trajetérias do tipo escada, continuas & direita, onde os
saltos sdo inteiros, pois All, =N, ., N,

Assim, para provar © teorema é suficiente mostrar gque

a magnitude dos saltos de H & um e gue {g.c.)

E (ez;{nt—m)!%) = OXp [(am__l)(t“s)], {2.26)

Por (2.22),

efit)
el gt . (gii_7) f e -din, -a,1 +

e{a}

{2.27)
oty
+ (@ -1) f e*dn .
oig)

Q processo
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(fe‘“wwﬁ«nul ,FL tzO]
[\]

¢ um martingale local, logo, pela igualdade FE (A,,) = ¢,

tem—-8e

oit}
E[ fe*w““dINu-»Aul l.?;,(,,] =0, (2.28)

win}

Ainda, usando-se a continuidade da fungio A, e a

definigdo dos tempos o(t} , temos:

alt] wie) £ ]
f oMegp = f e uda, = fa‘”“*“’du = fa“""dm {2.29)
ols) ol{s) & &

Fazendo V,{t) = E(6"¢/&) e usando (2.27)-{(2.29) da
mesma forma que na prova do Teorema 2.5, obtém-se o resultado
{2.26}.

Agora estabeleceremos a magnitude des saltos, Para
tante, diferenciamos ambos o8 lados de (2.26) com respeitoa A
e tomando A = 0 , encontramos que o processo (I, &, &,; £20)
é um martingale. Conseqlentemente, se 0, = inf {t:H, >0} ,

entio
E () =E (tAB,) <EO, .
Dado que P (8,>¢t) =P (II,=0) e FE (™) = exp [l6%*-1)t] ,

obtém-se facilmente que P (H,=0)=e™* e K (8)=1

Agui, FE (H“@I}si e pelo Lema de Fatou, FE (Hel}sl



Mas, H&zi {g.c.), logo,

P (ljﬁlﬁl) =1,

ou seja, © wvalor do primeiro salto do processe I & um
fg.c.}. O mesmo pode ser estabelecide para os saltos

restantes.

Um caso particular do teorema antericr, gque permitird
a2 simulac3c das trajetdrias de um processe de Poisson ndo

homogéneo no Capitule 3, & dado a seguir.

COROLARIO. Com as notagdes do Teorema 2.6, seja
N = (N, F ;20 um processo de Poisson n#o homogéneo com
fungdo intensidade A(t), entdo o processco I = (M, , &; t20)
& um processo de Poisson homogéneo com funcdo intensidade

A =1,
2.F. ARLGUORS EXYEMPLOS DE .&PLICB.Q&ES DOS PROCESSOES PONTUALS.

Sendo um processce pontual um modeleo para pontos
indistingiiveis distribuidos aleatoriamente em [0,w) , onde
o8 pontos representam tempos de ocorréncia de eventos, o8
mesmos tém sido utilizados para modelar uma ampla variedade
de situagdes em diversas dreas tais come engenharia de
comunicacfes, andlise de sobrevivéncia, fisica de particulas,
pesquisa operacicnal, etc.

Encerramos este capitulo com alguns exemplos de
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aplicagdes de processos pontuais no contexto de teoriaz de

comunicagies e de andlise de sobrevivéncia.

EXEMPLO 5. {TRANSMISSAO LASER).

Um processo pontual £ apropriade para carregar
informacldic acerca de algum outro processo @ noesse interesse
poderia ser recobrar parte ou a totalidade dessa informacldo
contida numa seqgiiéncia de ponteos, Come um  exemplo,
consideremos uma Ffonte lager modulada por uma coxrente
elétrica que proporciona a energia de ativacio e contém a
informagdo a ser transmitida [ver Figura 2].

Denctemos por &, ¢ sinal de modulagdo; a emissdo de
fétons & proporcional a alguma fungio ndo negativa £(5,.)
deste sinal satisfazendo £{(0) =¢ . No extremo receptor deste
sistema de comunicagf@o simplificado existe um dispositivo de
conversdo fotoeletrdnica {fotodetector) cuja saida € um fluxo
de eldtrons que deveria seor aproximadamente proporcional ao
fluxo médic de fétons incidentes, isso no casoe de ndo existir
ruido na conversio.

O fluxe de elétrons & observdvel: o© processo de
contagem associade N = (N, F.;tz0) tem estatisticas que
podem ser dascritas em termos de sua intensidade: N & um
processc pontual com intensidade A, = p+B L(F.) . Agui p &
a intensidade correspondente ao ruido de conversio: se

8, =0 , alguns elétrons sdo emitidos pelo cdtodo e formam um
processo de Poisson com intensidade g . B, ¢ um ruido
multiplicativeo, independente do sinal g, e pode ser

considerado como devido 3 absorgZo e turbuléncia na
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atmosfera, antre a fonte laser e © receptor.

Iintensidadaes

Hedulagho
5, fi5)  : canal de: B f(5) 4+ B.fi5)
e e LBBET b e e S . o
5 wuide ]
{ Fotoemissio Ruido de convaersds
Correpte slétrica Fétons BElétrons
Modulagio
- % a i | 1
Nt (N+ 1)t (N+2r  (N+3t  (N+4x
1 4] 1 1 0 1
Observagio
™ Y A ;--..ux:- & 8 x .; -:--x
Ny (N + iy iN+2n N+ 3 (N + 4)

Figura 2. Esquema simplificade de um dispesitiveo de comunicagic laser.

0 modelo acima nd3o 8 muito exato do ponto de vista
fisico; o problema do ruido na conversio atualmente & quase
eliminado pela utilizacdo de fibras dpticas como guias de

onda.

EXEMPIO 6.
Sejam 7., T,, ..., T, varidveis aleatdrias continuas ndo
negativas e assumamos gque elas representam os tempes de vida

de r diferentes individuos. Definamos para ¢£20 , N

. Como
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¢ nimero de individuos gue morrem até a idade ¢ , isto &,

N, =Y Krst)

=1

Suponde que dois individuos ndo morrem ao mesmo tempo,
N = (N, t20)}) ¢ um processo pontual em relagio a F¥ .

Notar gue a observagdo de N equivale a observar as
estatisticas de oxdem (T.,,...,T} , mas nd3c proporciona
informacdo referente a qual individuo morreu primeiro, qual
morreu sagundo, etc.

Seja f(t) a fungdc densidade de I, , o compensador
A= {A;t>0) de N pode ser obtido usando ¢ Teorema 2.2.
Asgim,

t:‘\_ra

LG B T {2.30)

4, = 1~ F{u}

ED

EXEMPLO 7. (ARALISE DE SOBREVIVENCIA COM CENSURA) .

Suponha gque um grupo de n pacientes indexados por
i=1,..,,n, afetados por uma certa doenga (letal) &
controlade num hospital desde o instante de diagnéstico da
doenga até o instante de morte ou até alguma data fixa de
término do estudo. Assim, para cada paciente 1 observamos
uma duragio da doenga E"; , a gual é seu verdadeiro tempo de
sobrevivéncia 7, , (isto &, o tempo desde o diagnéstico até
a morte) ou um tempo censurade {(isto é, o tempo desde o

diagndéstice até a data de término).
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Seja

o 1, se T,=T,
¢ -
0, caso contrério.
Assumimos ainda que se os pares (T,D,), d=1,...,n

sdo independentes, podemos definir o seguinte processo:

Nt’t :I{Tigtyﬂiﬂl); iai,.-»;ﬁ {2'31}

{na verdade aste & um processo pontual multivariado, para
cada 4 ).

Pela definicdo, N? & zero antes de Eﬂ e malta a um
em Eﬂ , Be Eﬂ ¢ um verdadeirec tempo de sobrevivéncia.

Para encontrar o correspondente processo intensidade,
raciccinamos da seguinte maneira: em qualguer tempo ¢,
sabemos gue para o I-ésgimo paciente foi observada morte ou
censura, ou bem ele esti vive e sem censura, Para os dois
primeiros ©ascs a probabilidade condicional de observar um
saltode N1 em (¢, t+dt) , dade todo o passado estrito atd &
& zero,

Para o ultimo caso, esta probabilidade condicional serd

a,(t) dt , onde a,{t) ¢ a fungdo risco do Exemplo € para o

tempo de sobrevivéncia 7, do paciente 1 .

A definigdo de processo de intensidade formulada poxr
Aalen (1978), e que foi dada na Seglo 2.C para complementar

a Definicgdo 2.4, pode ser reescrita como
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AdE =P (AN, = 1/7,). (2.32)

Definamos
¥i =Tzt . (2.33)
Entdo, temos que
P{avi =1/, ) = s (£) ¥} (2.34)

( .. representa toda a informag#o disponivel sobre a
evolugdo da deoenca até antes de £ ). De {(2.32) e (2.34)

vemocs que ¢ processo N! tem processo intensidade
l‘i‘:uiit)!rti;i‘:lrg; .u-yn; (2‘35}

Em muitos casos, uma hipétese razodvel de assumir é a
homogeneidade da populagdo, ou seja, as intensidades a, so
idénticas para todos os individuos. Denctemos por « este
valor comum.

Se definirmos um novo pProcesse somando 08 processcs

"individuais”, isto &,

H
N, =Y N (2.36)
£=1

obteremos um processo pontual univariado gue conta o nimerc
total de mortes em {[0,¢t] . De (2.32) e (2.35) e a suposigdo
de n#o haver mortes simultineas, segue gque N = (N, £20) tenm

processo intensidade 1 dado porx
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A= YA =al(e)y, {2.37)

onde

n
Y, =y vl

£y

E interessante notar gque a expressi3o de A, é
simplesmente ¢ produto de intensidades de morte {(risce)} para
um 8é individuo & o mimerc de individuos "em risco® até

antes do tempo ¢

Um processo cuja intensidade tem a forma (2.37) &
chamado de  processo com intensidade multiplicativa
introduzido por Azlen (1973), gue mostrou sua aplicabilidade
a2 uma ampla gams de situagles. Retomaremos o© estudo deste

tipo de processc na Seg¢do 3.D.

EXEMPLO 8. {(PROCESSO DE RENOVACRO)

Um processc pontual N, = El(rnﬁ t) é um processo de
renovagdo com distribuigdo ent;;;l chegadas F se o3 tempos
entre saltos t,-x,,.4=1,2,... e 1,0 , sdoc variaveis
aleatdrias 1.i.d. com distribuigdo F.

Comparando este exemplo com ¢ Exemple 1, notamos que o
processc de renovagldio € uma generalizagdo do processo de
Poisson, correspondende este dltimo o case particular em que

F & a distribuigiio exponencial.
Uma aplicagdo direta da férmula (2.8) conduz a
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A, = -y logli-F(tat)], t20
a2l

come o compensador do processo de renovagdo acima descrito.

A importéncia do processo de renovagldo reside no fato
gue muitcs processos estocasticos contdm imerscos processoes de
renovaciic cujos pontos s8&0 tipicamente os tempos de
ocorréneia de eventos nos quais o processe estocdstico
{chamado de Processo ragenarativo) sa renova
probabilisticamente. Exemplos de tais processes encontram-se

am teoria de confiasbilidade, teoria de filas, etco.
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Capitulo 3

Estimacdo N&o Paramétrica para
certos Processos Pontuais.

Em um quelo de processo pontual, © objeto de interesse
é¢ a taxza ou intensidade com gue eventos ocorrem, pois ©
desenvolvimento no tempo do processo N = (N tz0) esta
governado pelo seu processo intensidade A= (A,; tz0} ,
formalizado na Definic¢fio 2.4 e interpretado como sendo A,dE
a probabilidade condicional que um salto de N ocorra num
intervale (t,t+dt) , dado tudo gus ccorreu até o instante
anterior a ¢ , iste &, A dt =p(dN, = 1/F.)

Agui faremos suposigles apenas scobre a forma funcional
da intensidade, impondo certas condigles de regularidade.
Estaremos portanto diante de um problema ndo paramétrico ou
com espace paramétrico de dimensdc infinita, no gual
precisames construlr estimadores da intensidade bhaseados num
conjunto de cbservacgdes do processo pontual em guestdo.

Grande parte das técnicas de estimacio existentes para
intensidades de processos pontuais estd3o baseadas nas
téenicas de estimacdo de fungdes densidade de probabilidade.
Uma ampla revis3o de tal assunto é feita em Bean and Tsokos
(1980) .

A fim de facilitar o estudo posterior do problema de

estimar intensidades de processos pontuais, comegaremos este
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capitulo fazendo uma breve discuss3o de alguns aspectos da

estimacdo ndo paramétrica de densidades.

3.A. ESTIMACAO WNAO PARAMETRICA DE FUNCUOES DE DENSIDADE.

A presente segido € de natureza puramente estatistica e
pretende eostabelecer uma familiaridade com os conceites
envolvideos em estimacdo ndc paramétrica de densidades.

A formulagdo do problema de estimar uma densidade &
seguinte: dados XX, , varidveis aleatérias
independentes, identicamente distribuidas com funcio de
densidade desconhecida £ , deve-se construir um estimador

£ para £ .
Um dos primeiros estimadores de densidades na

literatura fol agquele proposto por Rosenblatt (1956) na forma

F {x+h) -F,(x-h)

3.1
5 (3.1}

Flxy = £, (o =

onde h~=h, ~n™® para 0<a<l .

Aqui F,{x) = %2 I{x,<x) & a fungfo de distribuicgio
empirica que foi introduzida no Exemplo 2.2 e representa a
propergdo de ponteos amostrais em (-w, x]

Na determinaglic do estimador £ aparece o problema da
escolha de h de forma que b =h 0 gquando n ... = .

Usando comé medida de discrepincia o Erro Quadratico

Integrado Médio (EQIM) definido por
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BQIM(Z) = E(}'[f(x) ~£(x) ]‘dx], (3.2)

—

Rosenblatt (1856) prova que a escolha &tima de b, no
sentido de minimizar EQIM(#) é h = kn?/® , para certo k que
depende somente de 'f(fﬁ’ .

E fécil verificar que ¢ estimador de Rosenblatt pode

ser ascrito como

- Sl iyl 3.3
2(x) = £ ,(x) zz?;".ﬁw( 5 ), {3.3}

1

onde w(u)

%I(hﬂ(l)

Graficamente isto significa que o estimador pode ser
obtido somando "caixas” de amplitude 2h e altura (2ha)™
centradas sobre cada observagdo.

Uma das desvantagens do estimador anteriormentea
definido € gue ndo € uma fungdo continua e tem derivada zero
em todo ponto interior de (X, X;..} , o gque ndo é em geral
verdade para a densidade f a ser estimada.

Parzen {(1962) propds uma generalizagdo do estimador de
Rogenblatt substituindo a fungdo peso W em (3.3) por uma
fungdo K , linitada e com integral igual a um, usualmente
assumida como uma densidade de probabilidade simétrica e
denominada fungdo kernel.

¢ "estimador de fungio kernel” proposto por Parzen, que
dagui para diante chamaremos simplesmente de estimador

kernel, tem 3 forma
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P -X ol
2o = L x(x ‘) = (& (x-%) dF (¥}, (3.4)
Ol ey R I

onde K,{u} =~h7*Ku/by, F, ¢é a fungdoc de distribuigio
empirica ¢ h ¢ um pardmetro positivo que chamaromos de
janela, também referido na literatura como pardmetro de
alisamento {(Rudemo, 1982) ou amplitude de banda {Marron,
1985) .

Analogamente ao estimador de Rosenblatt, © estimador
kernel ©pode ser visualizado graficamente como uma soma de

curvas centradas nas observagles, como mostra a Figura 3.

05
Flx}
o.4+
0.3+ h=0.2
0.2+
81}
{a) & " *
- » 4
05
Flx}
GAF
0.3t :
ol h=0.8
o1f
® S S z 3

Figura 3. Interpretagio gréfica do estimador de kernel.
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A funcdo kernel determina as formas das curvas @ a
janela, sua amplitude.

Segue da definicdo do estimador kernel que £ hexdard
todags as propriedades {continuidade, diferenciabilidade,
etc.) de fungdo kernel. Também ¢é claro da definigdo que
variagSes na janela resultardo em variagfes na forma e
conseqiantemente na "qualidade” do estimador.

Segundce o©8 resultados obtidos por Anderson {1969%) e
Epanechnikov (18969), a escolha da fungdo kernel & de
importdncia secunddria, enguanto o problema da escolha da
janela é de crucial importéncia na estimacdo.

Bm caertas aplicagles, & possivel escolher a Janela de
uma forma de certo modo subjetiva, como em Silverman (19878}
e Crestana (1991), mas outras aplica¢des requerem uma escolha
automética da janela, isto €, uma escolha totalmente baseada

nog dados ¢ sem nenhuma especificagdo a priori.

3.B. A DECOMPOSICRO VARIANCIA-VICIO QUADRATICO.

Para ter uma iddéia gquantitativa da qualidade
{"performance") de um estimador fazem-se necessidrias medidas
de discrepéncia ou proximidade do estimador £ da verdadeira
densidade £ . Uma medida bastante natural para esse
propésito & o Erro Quadrédtico Médio (EQM)} definido localmente

em Xx por
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EQM (?) = E[f(x) ~-f(x)F. (3.5)
Claramente, o EQM pode ser decomposto como

EQM _(F) = [Bf(x) -f(x)F+varf(x), {3.6)

isto €, a soma do vicio quadritico e a2 varifincia. Existe uma
forte conexdo entre astas duas quantidades & uma ndoc pode ser
reduzida sem aumentar ¢ valor da outra. A magnitude de ambas
é& controlada pelo valor da janela.

Uma outra medida de proximidade wusual ¢ o Erro

Quadrdatico Integrado Médio {EQIM), definido em {3.2) . Notamos

que

BOIM(#) wfsm,(f)dx. (3.7)

Analogamente ao EQM (f) existe também para EQINM(F)
uma decomposigic em soma do vicio quadrdtico integrado e a
varidncia integrada.

Usando a decomposigldo varifncia-~vicio gquadrdtico acima
mencionada, Rosenblatt (1971) apresentou uma descrig¢do
bastante intuitiva das implicagdes em escolher valores muito
pegquencs ou multo grandes para a janela: um valor pequenc de A
resulta em uma alta varifncia, enguanto um valor grande de

k resulta em alto vicio. As expressdes de aproximacio gue
clarificam esse comportamento s83o0 mostradas a continuagio.

Por simplicidade assumiremos gue
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[rieyae=1, [trttrde=0 & [t*E(t)dE=c, o0,

onde convencicnamos que uma integral sem limites significa
integracdo scbre a reta toda.

Convém lembrar gue © kernel estd sob controle 4o
usudric para propdsitos praticos. Indicaremos a dependéncia
de k do estimador escrevende £, em lugar de # .

Temos,

vicio[f,(x)] = E£,(x) ~£(x)

Fazendoc a mudanga y =x-ht e usandoe a hipétese

fx':l , temos que

vicio [£,(x)] = [E(£) [£(x-ht) -£(x)1dt.

Uma expansio em série de Taylor-Mclaurin produz

flx-he} = £{x) ~Ref (x) +_§.ﬁ=rz2f”(x) +o{h3)

e pelas suposigdes feitas scbre K,

vicio[f,(x)] =

H

~1:f’(x)ftﬂ’(t) df:+-;‘—h3f”(x) ft*x(t) dt+o{h?)

)

%h“f”(x) e vo(h?) .
(3.8)

Loge, o wvicio guadratico integrado wvai ser dado

aproximadamente por
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[vicio¥Z, (x) jdx = %h‘cf [i£ 0 1%ax. (3.9)

Para a varifnecia:

var[Z,(x)] = n h‘*x*(f%)f(y)mrnn‘l{f(x} +viciol[f,(x) ] ;

usande y = x-ht e a expressdo aproxinmada (3.8) do wvicio,

obtamos

var ,(x) = (ab™) [£(x-BE)K?(£)dt-a{E(X) ~o(a™) ).

Assumindo que h seja peguenod e n grande e

expandinde f{x-ht) em série de Taylor-Mclaurin, obtemos

varZ, (x) = (nh) ”1f£f(x) ~mt£(x) +.. 1K () dt+o(a?)
= (ah) 2 £{x) fixﬂ (t)dt+o(n?)

= (nh) -1f{x)_{x2(t> ae.
(3.10)

Assim, a varidncia integrada pode ser aproximada como;

[rarZ,(mdx = (om) RO AL (3.11)

¢ portanto,

EQIM () = ZhSE[l£/(01ax+ 1 [x3(t)de. (3.12)



Vemos de {3.12) que se tentarmos diminuir o wvicio
tomando um valor A muito peguenc, estaremos incrementando
a varifincia integrada. Analogamente, se tomarmos um valor h
miitoe grande, estaremeos diminuinde a varifncia, mas
aumentando ¢ vicio.

0 resultado de variar a janela & claramente ilustrado
na Figura 3. Para a janela h=0.2 aparece uma alta
varisdncia em forma de ruide no estimador. Isto acontece
porgue gquando A -y, ¢ o© estimador chega a ser uma soma de
fungdes delta de Dirac.

Para uma janela maior como A& = 0.8 , aparece um valor
alto de vicio que se traduz em um scbrealisamento, perdendo-
se detalhes importantes na estimacdo, como por exemplo uma
possivel bimodalidade.

Depreende-se da andlise anterior que é deseijdvel
encontrar uma Jjanela gue equilibre os efeitos do vicio e da
varifneia do estimador.

Vadrics métodos té&m sido propostos para escolher uma
janela étima em algum sentido. O método conhecido como "plug-
in" foi introduzido por Woodroofe (1970); um outro método,
relativo & informac3o de Kullback-lLeibler foi dado por Duin
{(1976) = um método prdtico de escolha, baseado na segunda
derivada do estimador, foi proposto por Silverman (1878). Na
segdo seguinte estudaremos o método de "validagdo cruzada"™,
sugerido por Rudemo (1982} ¢ Bowman {19%84). Ele ¢ totalmente
baseado nos dados, possul propriedades assintéticas atrativas

e serid agquele que utilizaremos na estimac¢fio de intensidades.
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3.C. VALIDACAO CRUZADA DE MINIMOS QUADRADOS.

Embora o métode de wvalidagio cruzada de minimos
quadrados tenha sideo formulado em ancos recentes, a idéia na
qual estd baseade é muite simples: dado gqualguer estimador
kernel fh de uma densidade £ , o erro guadrdtico integrado

{EQT) pode ser escrito como

EQI(b) = [(£,-D7 = [2]-2[2,£+ [£2, (3.13)

come ¢ uHltimo termo ndo depende de h ; a escolha Stima da
janela, no sentido de minimizar o EQI, corresponde agquela que

minimiza a ¢uantidade R definida por

R(Z) = [2]-a[2,f. {3.14)

Esta minimizacg8o ndo pode ser efetuada na prédtica, pois

o termo ffh,f é desconhecido.

QO principio bdsice da validag3co cruzada de minimos
quadrados é construir um estimador de R(f,) a partir dos
dades e entdo minimizar este estimador em relaglio a h para
obter uma escolha da janela.

Definamos £,, como o estimador kernel construidc com

todas as observagbes, exceto X, , isto ¢,

N T x-&y 3.15
Fog(x) (nui)h;;x( % ) { )

0 estimador fu & chamade na literatura estimador

"loavoe-one~ouk ™,
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Definamos agora a fungdo de validagdo cruzada ou score

como sendo

velh) = ff}% Y2, (%) {(3.16)
1

vo{h} dJdepende somente dos dados e € um estimador
razoavel dos termos em EQRr{h) que dependem de h , como
serd mostrado a seguir. Logo, a janela que minimiza vO({h)
deveria ser "préxima" da janela que minimiza o EQI de £, (x)

A justificativa da afirmagdc anterior baselia-se nos

seguintes resultados:

[2,

it

f—%_z K, (x-X,) f(x)dx
Bi=

Y [x,(x-x) £(x) dx,

1
3o

1

onde K, (u)} = % Ku/h .

Entdo,

{[£2,) = £ fKé(xwxi)f{x) dx)

- Hxh (x-3) £{x) £{y) dxdy

= E[K,(X-1) 1,
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onde X a ¥ s3o0 varidveis aleatédrias independentes com

densidade f . Conseqglientemente,

x(fz)

i

[ 1
E‘n{n—l) ¥§ a3y mxj}]

-E|2Y fmcx,}}
1 3

(3.17)
pela prépria definiglc de £, .
Assinm,
ER(E,) - E[2}-28[f2,
= sffgw-f—:xg_" 2,,(x)
= E[vcim].
{3.18)

Tomande esperanca em {3.13) e usando (3.7), (3.17) e
{3.18) temos que

H]

EQTH(Z,) ﬁ:[ﬂ(:’f’)]+ff2

i

E[vC(h)]+ f £2,
(3.19)

Ezta expressao mostra que minimizar E {VC{h}]
corrasponde exatamente a minimizar o erro guadrdtico
integrado médio (EQIM) de £, . Assumindo que o minimo de

vCe{h) & préximo do minimo de E[Vo(h)], Jjustifica-se a

afirmacdo ¢ue minimizar VC(h) fornece uma hoa escolha de
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janela dtima. Esta dltima afirmagdo foi mostrada por Hall
(1983) na forma a seguir: sejam £, a janela que minimiza
EQI{b} e b, a janela gue minimiza VC(h) . Sob a hipdtese
que a densidade f(x) tem segunda derivada continua, A, ¢

assintoticamente equivalente a §5 no sentido que

A, *
S L |
B,
2
EQI(B,) ¥

EQT (hy)

Este resultado de otimalidade assintdtica da janela de
validac8o cruzada serd adaptado ao casc de intensidade
multiplicativa, na secglo 3.G.

Para expressar o score VC de uma forma mais adeguada
a2 seu célcule computacional, definamos x4 como a
convolucdo do kernel consigo mesmo, isto & K@ =gsx e

suponhamos K simétrico. Fazendo u’=-§ ; Gbtemos

ff.-‘; (x) dx

=
Bi-
g
n
]
= be
5

(u - %}é& (K limitado)

H
mw o
[y
™
«{v
i
b
pm—
bl e
i
\ﬁ—/

{3.20)

Por outra parte,
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1 - X, Xy
NN W 1)2,: ( )

= e W
a(nmi}z“: hK( ] {n- 1)1: K(0) .

7
(3.21)
Substituindo (3.20) e (3.21) em (3.16) resulta
X, -X
ve(h) = ,;:Rﬁﬂ( 4 ’]
(3.22)

_ 2 n o=n xx“xj] 2
n{a-1) ?;:;,;x( 5 ) mna 0

Esta dltima express3oco serd wutilizada no programa

computacional gue calcula a janela étima no Capitule 4.
3.p. ESTIMACAO NO MODELO DE AALEN.

Na Segdio 2.¥F, fol introduzido ¢ modelo de Aalen de
intensidade multiplicativa.

Para um processce pontual N = (N ;tz0} comdecomposigio

D-M,

&
M, = N~ [2,ds {3.23)
Q

o processoe intensidade é da forma

A, = a(B)Y,, £€l0,1] (3.24)
com @ deterministica e ¥, correspondente a um processo
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predizivel e observdvel.
Por simplicidade matemdtica e sem perda de

generalidade, nesta segdo os processos serdo restritos ao

intervaio de tempe [0.1]

Aalen assume o martingale em (3.23) como de guadrado

integravel com processo wvariincia [ver Ap8@ndice A]

<, = [r,ds (3.25)

&

Usando {3.23) e (3.24) podemos escrever simbolicamente

dN, = a(t) ¥, dt+dM, {3.26)

Considerameos © problema de estimar a fungdo intensidade

acumalada
£
B(t) = [a(mds. (3.27)
1]

Interpretandc dM, como um "ruido", {3.26}) sugere gues um

| 3
an .
estimador para B(&) seria f Y‘ , pois
1] F 3

dy, = a(t) Y,dt = »i-lrdl\rc = a(t) 4.
t

Em muitos casos, ¢ possivel acontecer gque Y =0 ;
sendo assim, & conveniente modificar $(¢) defininde o

processo P* = (Bistelv,1]) como
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&
pi = fn(s)J(s}ds (3.28)
[

ende J{s) =K¥,>0) e com a convengdo gue f%ﬁl:o so

®

Y =0

Assume-se, como uma condic8o técnica, que

Y

i
E[[J(S)“(B) dﬁ] < o
[:]

com o propésite de garantir a existéneia de certas integrails
estocésticas relacionadas ao estimador a ser estudado.
A modificacdoc feita sobre $(¢) sugers como estimador

de P. a integral (estocéstica) de Stieltjes
rais)
8
B, = fw,, (3.29)
¢ 5

que pode ser escrita alternativamente como

B, = AL (3.30)

£itgsy Y“s.

onde 1T,,7T,,... S&0 o8 tempos de salto do processo N .
Portanto P, ¢é uma funcdo tipo escada, crescente,
continua 2 direita e com incrementos (¥ )™ nos tempos
observados de salto de N . O estimador P, & conhecido como
estimador de Nelson-3alen, pois ¢ uma generalizacdo daguele
proposto por Kelsc_m {1969, 1972) para estimar a fungdo risco

acumalado.
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TEOREMA 3.1. O processo f-B* & um martingale de guadrado

integrével com processo varifincia

t

&y = fle{s)a(s) 3.31
<ﬁ’ B): ‘![—yﬂds. ( }

PROVA .
¢ Tis) y
B.-B: ,:{Tj_dw,—{aw)mms

t

- f—%dl\?,~a(s} ¥,ds]

()

&

- IJ;'S) )

f ]

N, --}a {u) i’udu]
1]

{3.32)

{onde a Bltima passagem segue de (3.23})).

Agui, J{8) /Y, & predizivel (por ser continuo 2
esquerda e adaptado 4 F ) e ¥ é um martingale de gquadrado
integrdvel. Logeo, pele Teorema A.3, B-p* & tambdm um
martingale de quadrade integrivel com variincia dada por

{3.31).
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O erro guadritico médio do estimador B &

&
{ ﬂgl{m,]?

De acordo com o Teorema 3.1, f-f° € M* e portanto

w(r) =e[p.-pf - &

(B-p)* & wum submartingale que admite a seguinte
decomposicio D-M

B8 =¥ +(B-p), (3.33)
onde M ¢ um martingale de média zero.
Segue gue
n(t) = E[B-P") ] [f——w(“w(s) ] (3.34)
Dafinamos
[ 8(8) T(s)
*(a—) e Mdz{‘ . (3435)
L

De {3.23) temos que

f(e) __fa(s)d‘(s} d”fa'(s) e,

’ s

Agqui a segunda integral é um martingale de média zero,

assim
t
[\ -3

Portanto #H{t) é um estimador ndc tendenciosc para n{t)
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3.E. O ESTIMADOR KERNEL MO MODELO DE AALEN.

Na segfio anterior foi desenvolvido um estimador B
para a intensidade acumulada, B(t)==j§(s}ds , com alguma
restrigdc sobrea o processo Y=={?;;g€£0,1}) , mas para
muitos propdsitos, a entidade de interesse & a intensidade

a{t}) e nido P(£) ou P*(E) . Precisamos portanto de um
estimador para ea{t} . Ramlau-Hansen (1983}, basecou-se no
astimador kernel de Parzen-Rosenblatt, dado em (3.4), paxa
propor como estimador de a{f} no modelo de intensidade

mialtiplicativa o seguinte

p

&) = x(m)dp,, (3.36)

3
k k

o

onde k é um parimetro positivo, isto &, a janela, K unma
fungfio kernel ¢ P ¢ o estimader de Nelson-Aalen definido em
{3.29).

Por simplicidade matematica, nesta segldo assumiremos
gue a fungic kernel tem suporte em [-1,1] .

¢ estimador de Ramlau~-Hansen £ basicamente um
alisamento do estimador de Nelson-Aalen para intensidade
acumulada, assim como ¢ estimador de Parzen-Rosenblatt era um
alisamento da fungdo distribuicd3o empirica.

Analogamente a {3.30) o estimador de Ramlau-Hansen pode

sar escrito como
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1 141 1
g{t) = = x( ) . (3.37}
h .h;,:se h Y‘c‘

Dado que X & zero fora de [-1,1] , somente agqueles
valores de 1 para os quais t-hgtst+h , contribuem na
soma; logo, para uma janela B serd considerada a estimacdo
de &{£} somonte em [h,1-k] , dade gue para esses valoraes

de P .

de ¢, (3.37) é uma média real dos incrementos
i

Com ¢ fim de estudar as propriedades de &(t) , Ramlau~
Hansen {1983) define, para 0<Ah<1/2 a quantidade

a*{t) (%ﬁ)dﬁz

H
b
0'-—5!“
b |

i

fx(u)u{t—.hu}:ﬂf:whu) du ,

#

{3.38}

para ¢t¢€lh,1-A]
Notemos qgue
i

et - £ J( )
&(£) -a* () ax( "’) 8

by

S

é uma integral estocdstica em relagdo ac martingale de
guadrado integrdvel M ; este fato proporciona uma base para
estudar as propriedades estatisticas do estimador de Ramlau-
Hansen.

A média de & , sua varifncia e um estimador ndo

tendenciose da vari8ncia est3o contidos na seguinte
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proposigdo.

PROPOSICAC 3.1. (Ramlav-Hansen,

1983) . Sejam J(s8) = E[U(8)]
e K (s} = {1/B)X{s/h)

. Entd3oc

Eg{t) = Ea*(t) = K, »(aF))(t) ,

{3.39)
onde * denota convolugso usual. Além disso,
o? ()= B[@(t) ~a*(a) F
1 (3.40)
-3 2 _ J{E-hu
i j;x (w)a(t hu)E[Y(t_hu} du ,
para E¢€ih,1-h} Um estimador ndo tendenciocso para o?(t)
é dadc por
1 foaft-8\| 7(e) ]
82 (£) = — x=( nLdi ICACIN " 7' (3.41)
1:3{ B jyi{s) |

para £€[k,1-h]

PROVA. Da definigclio de & e a' segue que

[%

. - __:!_-“ L5 e
() -a () = 2 K(T )d(ﬁ B,

=

Pelo Teorema 3.1, (B-$* & um martingale de média

zero @ como K{}) ¢ predizivel {deterministico}, tem-se

Efa(t) ~a'(£)] = 0.

Um cdloule direto leva a

64



i
EB(t) = Ea"(t) *th(t:-—s)a(s).&(&(s))ds
o
= (K, (af))(8) .

Pela f£érmula {3.31),

]

E[@(t) ~a" () F }:::; E{Zﬁ( t;”)[“‘f}(i;s’ ]ds]

i
3\; 3 _ J(t‘*h&)
= :[x (walt .zmm{y(tw_m) du .

O resultado final da proposigdo segue do fato que

fl

1
- 3._ 2 J(t“ﬂﬂ} »
8 () = 1 ix M[y(c»hu) a(t-hu) du
{3.42)
1
1 =f E—8
o [Pl e
onde M € o martingale de (3.23).
-

Se denotarmos o primeiro termo em {3.42) por o*(f) ,

teremos que E&F(E) = Eo (t) {(pois o segundo termo & um

submartingale de média zero) e que

3
2 L ett - 1 _ J{t - hu) 3.43
elo2(t) ~o* (0) F ha_flx*{u}a(c hujs{mr}du.( )

A expressio (3.39) mostra que o estimador kernel £ um

estimador tendencioso de a&(t) . Porém, & possivel mostrar
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gue ele & assintoticamente nio tendenciocso e derivar uma
expressdo assintética para sua varifincia da seguinte forma:
se congsiderarmos uma segléneia (N} de processos pontuais,
cada um deles com processo intensidade A (t) = a{t)¥,{(£) ,
podemos construir uma correspondente segii@ncia de estimadores
kernel, que denotaremos por ®&,(t) , onde assumimos ¢ kernel
fixo e uma segiéncia de janelas &k, .

Obtém-se assim © seguinte resultado.

PROPOSICAC 3.2. {Ramlau-Hansen, 1983).
a) Se a intensidade @ & continua em ¢ e se
J, = EJ, — 1 uniformemente numa vizinhanca de

B -— &

t , entlo

EQ_(£) — &(t) . (3.44)

b) se sfc satisfeitas as condigdes
JNAE
5y n|BB] 12
Y, (s} | t{s)
uniformemente numa vizinhanga de ¢

ii}) & e 1 s88c continuas no ponto ¢

Ent3o

oi(t) = E[& (t) -az ()]
(3.45)

i
. 1 a(t)
TR !;K“(u)d’u*-o(

1
nh, |’

quando a seqiiéncia de janelas h ., 0
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PROVA. A relaclo {3.44) segue de (3.39) e do fato que a

%—K(u/hn) , @ uma

seqiiénecia de Dirac gquando A, — 0 . A relagHo {3.45) segue

seqiiéncia de fungdes (K,) , onde K, (u) =

diretamente de ({3.40) e das suposic¢les feitas.

Pode—-se mostrar gque sob condigdes ndo muito fortes, o
estimador kernel € um estimador consistente para a

intensidade em consideragdo.

PROPOSICAD 2.3, (Ramlau-Hansen, 1983). Considere a seqgiéncia (N,)
de processos pontuais unidimensionais como na proposicic 3.2.
Assuma satisfeitas as condig¢des da parte b) na Proposigido

3.2, Entdo
E[ﬁn(t_) ~~a(t)]iz -— Q , {3.46)

quando o0 —w , B -20 e nh —ww.

PROVA. Pela Proposiciio 3.2. b) segue gue ¢o(t) — 0 , assim

é suficiente mostrar gue E[a;(t} *a(t}F—*D . Dado que
P
J, — 1 uniformemente numa vizinhanga de ¢t e dado que

i
ol (t) ~alt) = fx(u)[a{t—bnu}xfn(t—hnuma(t)]&u;
-1

segue gue

P
fa (t) ~a{£)] — O

e gque esxiste uma constante ¢>0 tal gue
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e {t) ~a{t) |z,
Concluimos que

Ela;(t) -a(e)] — 0

quande I ., w

Um resultado importante em estimag3o por kernel & a
normalidade assintdtica do estimador, provada por Ramlau-
Hansen {1983) utilizando um resultado prévio de Liptser e
Shiryayev {1980} sobre a distribuicldo assintdtica de um
arranjo triangular de martingales.

Congideremos uma seqiéncia (¥,) de processos pontuais
come na Proposigdo 3.2, com a correspondente seqiidncia de

martingales dada por

t
M (1) = N, () - [A,(s)ds (32.47)
<]

ende (i) ¢é a seqiénecia de processos intensidade. Seja

(H,) uma seqgiincia de processos prediziveis tais que

1
z[faf. (5) A (=) }m
o]
e seja

4
g6 = [8,(s) M, (s) .
¢
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Pelo Teorema A.3, (M) 4 uma seqiidncia de martingales

e portanto a seguinte proposigio é vdlida.
PROPOSICAD 3.4. Suponha que guande O -— o
> »
i) Ve>0: [E () M([H,(8) [>e) A (m)ds — o
4]
y F
i) [H(s)%A,(e)ds — 1
b

D
Entdo M (1) — KN{(0,1} , onde N{C, D) é a

distribuigdo normal padrio.

PROVA. As condigdes 1} e ii) acima s3o eguivalentes as
condigles (L) e (0C-12) em Liptser e Shiryayev {1980},
Coroldrio 2. O resultado segue pela Nota 1 daguele artigo.

Conzideramos agora uma segiiéneia de processos pontuais
onde o8 correspondentes estimadores de kernel s3o escritos da
seguinte forma.

3
8,(t) = ai(e) +-L fx(*;)‘fn‘s’ ax_(s),

b, J n ] Y (&)

onde, como antericrmente definido,

i .
* - t~5
alle) = bﬂ!x( - )acsm(sms.

n

Fixado o wvalor de ¢ , temos
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3
(mh,) 38, () ~a;(6)] = [H,(s) &M, (s), (3.48)
4 |

Ccom

Formulamos a  seguir o anunciado resultado de
normalidade assintdtica para a seqgiiéncia de estimadores de

kernel .

TREOREMA 3.2. (Ramlau~Hansen, 13983}. Assuma que

ny, P 4
- 1

i

al uniformemente numa vizinhanga de ¢t ,

quando n —., % .,
b} as fungSes a e 1t 830 continuas no ponto ¢ .

Entdo
(nh) 2[R, (£) ~az(£)]

converga em distribuiglio para uma variivel aleatéria com

distribuic&c normal com média gzero ¢ varidncia igual a

i
ai{t) 2

quando 1 —s® @ nh — e .
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PROVA. Verificaremos serem satisfeitas as condiges i) e ii)

da Proposic8o 3,4, das quais segue a3 normalidade assintdética.
Em primeirc lugay, temos que

. _ t-8){ Y I8
{[H,(a) [> € w{ K(“"S:) (E) ¥ (5 >e

- tsM(S}[ 152
{x(b)NH} (nh,)

]

ny, ¥
Dade que &, — 0, ah -—»; de a}, y“ ——a_i_t
1

uniformemente numa vizinhanga de ¢ e 1/tv & limitada nessa
¥
vizinhanga, concluimos que I(|H,(8)|>€)} - 0 uniformemente

em [0,1] . Entd3o, pela definicdo de H_ , tem-se

b P
fHﬁ(s)I({Hn(s)|>e) Y,(s)a(s)ds — 0.
1

Assim, a condicdo i) é vdlida. Por outro lado, de a) e

b} tenos que

e

1 .
3 1 t-g)fralsg) g, (s)}
!ﬁn(S}inia)ds - L [xa ( - ){ g s

-T2 g+

o

i

- 2 nJ (t-hu) ] ~ i alt)
ff (a){ ¥ (Ch) Ia(t by du S fx“{u)du,

a gual é a condigdo ii} e o teorema fica provado.
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3.¥. VALIDACAC CRUZADA PARA ESTIMAR A INTENSIDADE DE UM
PROCESSO DE POISSON NAO HOMOGEREQ

Na presente secdo estudaremos uma adaptagio do método
de validagdo cruzada desenvelvido na Segdo 3.C para encontrar
¢ valor Stimo de janela do astimador kernel de intensidade de
um importante processo pontual: o processo de Poisson ndo
homogéneo.

¢ presente enfoque tedrico ¢ devido a Marron e Brooks
(1991). Sejam 1,7,/ ...,%y  todas as observagles no
intervalo [0, 7] de um processo de Poisson nico homogénes com
fungio intensidade A{(f) . A fim de impor uma estrutura
matemdtica scbre a fungdo intensidade, assumiremos um caso
particular do modelo de Azlen dado na Segdo 2.F: o modelo
simples de intensidade multiplicativa,

Adqui,

A{e) = cale) (3.49)

onde ¢ & uma constante positiva e a(f) uma densidade de
probabilidade em [0,7] . Denotaremos a intensidade por
A {t} gquando interessar sua dependéncia com o3 valores

assumidos por g .
Sob esse modelc N, , © mimerd de observagdas em

(0,7 , tem uma distribuig3o de Poisson com

T
E (W) = [Awdu=c.
+]
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Condicionado a N, ¢s tempos de ocorréncia
Tyr Tar vr -6 Ty L&m 2 mesma distribuicfo que as estatisticas de
orden correspondentes a N, varidvelis aleatdrias
independentes com densidade de probabilidade a(¢t), t€[0, T .
Também temos que ne modelo assumide, fazer ¢ .o« tem ©
efeito de aumentar as observagdes em [0, T] sem mudar a forma
relativa de A_{¢t) no processo limite. Ent3o, dado que
precisaremos considerar propriedades de convergéncia,
suporemes gque os valores de ¢ provém de ums seqiiéncia de
reais positives (c,:s21) tal qgque o /s & para alguma
constante & , quando & -— &, o que implica que ¢, — ™,
quando & - ®

A fungdo intensidade @ similar a uma funclo densidade
no sentide qgue esperamos ter mals (resp. menos) observacgdes
num intervalo de acordo com a drea sob a curva da fungo
intensidade no intervalo ser maior {resp. menor}. Logo, um

estimador natural para A(E}) & o estimador kernel

Ny
i.e) =Y K (t-1), telo, 7]
= (3.50)
r
= [K,(t-s)an,
o

onde K,(u} = (1/k) K{u/b) . De novo, a fungfo kernel K(-)

serd geralmente wuma fungdo densidade de probabilidade
simétrica e a janela, & , um pardmetro positivo. Se para a
seqiiéncia de fungdes intensidade A4, (t) = c,@(t) indexada por
g , construimos uma correspondente seqgiidncia de estimadores

kernel Af(r) e assumindo que quando o, —+%, h.,0 com
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bo, —» » , obtemos da seg¢fio anterior que X! & consistente
e assintoticamente normal.

Existem duas diferengas entre os estimadores kernel
para densidades, dado em (3.4) e para intensidades, em
(3.50) . Primeiro, X, ndo inclui um fator de normalizagfo
n |, dado que jl(u)du é o nimero esperado em lugar da
Proporgido esperadarde observactes entre r e ¢ . Segundo, N,
& uma varidvel aleatdria no contexto de estimaclo de
intensidades.

Nosso atual objetivo é estudar a adaptacgdo do método de
escolha da janela por validacdo cruzada, estudado na Secdo
3.C, para ser aplicado ac estimador 1, .

No presente contexto temos que o0 erro quadrdtico

integrado (EQI} de X, ¢é dado por
r T r
EQT, (B) = [R3-201,4+[2%, {3.51)
fr-afoon]

Similarmente a {(3.15) e (3.16), definimos a funcgdo

Y"soore' como

T ¥,
ve () = [13-2Y 1, () (3.52)
0 AL
onde
() = Y R (e-v). (3.53)
F=3

Usando uma Justificativa idéntica 2aguela dada para
astimac8c de densidades [ver (3.17)~(3.12}]: 86 substituir as

esperancas por esperancas condicionadas a N, , € possivel

74



afirmar que VG (k) ¢ um estimador razodvel dos termos em
EQI, (k) <que dependem de h e consegiientemente, a janela que
minimiza VO, (b} deve, em principio, ser prdéxima da janela
gue minimiza EQI, (k)
E possivel ainda, e serd o propSsito da seguinte secdo,
mostrar qua a janela escolhida por wvalidacdc cruzada &

assintoticamente Stima.

3.G. OTIMALIDADE ASSINTOTICA DA JANELA OBTIDA POR VALIDACED

CRUZADA

0 erro guadritico integrado médio ({EQIM) de Ib pode
ser decomposto am um termo warilncia e um outro de wvicio

quadrdtico da mesma forma que em (3.12), obtém-se assin

EQIM, (h) = b*lc,(fxzu;; m:}+
+héc3 [«3— [ex(e) dtrz[s”{x) 12dx+ (3-54)

ro(hte,+hc])

guande h-—0 , g,-——® e ho, o .
Assim, o errco quadratico integrado médio assintdético

{EQIMA) &
EQIMA, (h) "—“h‘lc,(fx‘)ﬂz‘c:[«%‘-f c=xﬁ£a"(x)3=. {3.55)
_ ]

Um resultado de otimalidade assintdtica da Janela
obtida pelo método de validagdo cruzada de minimos guadrados

serid apresentado nesta segfo, mas previamente sio formulados
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dois lemas gue serdo utilizados na prova do teorema.

LEMA 3.1. Para o estimador kernel tem-se que

p | BQI, (B)
e x, | BQIMA, (h)

+ 1 (g.¢.), guando 5§ — w,

O Lema 3.1 afirma gue ¢ erro guadritico integrado e o
errce quadrade integrado médio assintético de Ih(t) sdo
assintoticamente egquivalentes. A prova ¢ remetida a Brooks
{1991} e ¢ muito préxima da prova do Lema 3.2 dado 2

continuacio.

LEMA 3.2, Para ¢ estimador kernel tem—se gque

sup fve, (B ~ EQT, (h) - [ve, (b) -EQI, (b)]

nBeH, | EQIMA, (b) +EQIMA, (D) » 0 {g.c.},

guangdo g - @ .

PROVA. Seja gi{i.23,...,WN,) — (1,2,...,¥,) uma permutagdo
aleatdria dos mimeros (1,2,...,N,) . Definamos ¥, = 1., ,
ou seja, os ¥, 's sdo 1, 'S ndo ordenados.

Dado gue 08 1, ‘s sic observagdes de um processo de
Poisson nio homogéneo com intensidade A(L) , as ¥, 's s3c
varidveis aleatdrias i.i.d. com densidade a{t}I, . (L)

Definamos

Hy
&h(t) =c;12k(t) E“‘-cgwizx‘b(t”ti) r

A=
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”r
auit} = Cf;}'xm{t) = C;lg:xh{t“fj) )
=1

Fed
&
4 ¥y
ve, (B} = o ve (b)) = f&b(t)zdthc;’“z &, ().
[} I3
O EQY para @ pode ser expresss como
T
EQI (B} = j‘ [8,(u) -a({w}*du = c;°EQI, (k)
L
&
EQIMA {B) = ;°EQIMA, (B)
Na prova do Lema 3.2, precisaremos do seguinte
resultado

up | ¥GL(B) - EOT, (8) - LVG; (B) -2QT, (B) ]

svo, | EQIMA, (B) +EQIMA, (B)
. . (3.56)
‘cr;‘“E &,,(z,) wf&amcq"
11 o
<& sup EQTMA, (B)

2
e A

X, Ly
2 -1 -1 e N, ~1
onde & m[-_ggiwzﬁwilcki 2:6(Ti)“ {wfiﬁi—-li'f¢3 . © resultado
A Cy

é demonstradc a seguir.

Ten-se diretamente das definigdes que
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ve, (i) -EQRI, (k) - [V (D) ~EQT, (D) ]
EQTMA, (h) +EQIMA_(D)

ve, (B) -~EQI, (h) - [VC,{b) ~EQI_(b}]
EQIMA, (h) + EQIMA, (D}

- N, )
z{&hawzcﬁg &, (X, «zf&bu»zcﬁg &g, (X))
EQIMA_(h) + EQIMA_(D)

eg | Flh) -F(b) g |_FB) -c-(F D) -0)
| EQIMA, (k) + EQTMA, (D) | EQIMA, (B) +EQIMA,_ (b)

{onde . a peniltima passagenm segue fazendo

By
Fih) = f&hu—c;’“z &, (%) ).
3 =1

Fih) -@ N F(b) -6
EQIMA_{(h) + EQTMA, (b) | EQTMA, (B) +EQIMA_ (D)

EQTMA,(B) | | EQIMA (D)

Fi{h) ~@
e T {h
EQIMA, (5)

sup

heH,

{
Sz{ F(b) -G ’+| Fb) -G }
{

| F(b) -G
T 5%, |EoTHA, (D)

. | F(h) -G
4 4 | EQIMA, {B)
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Entd3oc, para provar o Lema 3.2 & suficiente provar que

3~1

By T
e’y by (xy) - 8,06
]
fﬁf | EQIMA_ {h)

{3.57)

l ¥ 0 q; C:n F
guando § - ™,
Adaptando os resultados de Hirdle, Marron e Wand (1990)

para estimar por kernel as derivadas de uma densidade de

probabilidade, definamos

T
Uy (B) = K, (¥-Yp) - [Ry(r-Y)a (N dy-a(¥y) + [a* (n) dy,
4]

Vi{b) = K (Uﬁjyi) = B {xh(yiuyj)lyi]

r
E| [l (y-Y) a(n) dy/¥,|-E e (¥ /¥ + { &* (¥) dy

T
= Rt P e dr-[[Kiy-z1a () atz) drdz-aly,) +[a*dy,
' o
Wy (B) = Uy (B) - Vy(d)

= K (¥,—~Yy) mfxb(y—rj)acy) d‘y—fxb(rfy) w{y)dy+

+ ffxﬁ {(y-zlal{y)a(z)dydz
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N,-1

R, (b w[ —~1] [2[&;(1’;3’)3&)ctsr~ffx,,{y~z}a(y)«(z)dydz

F)
r
- 2a(¥y) + [e* () 1.
L4
Obtém-se que E (Uy) =0 eloge E (V/N)) =E (W, ,/Y,.N,) =0,

para 24,3 =1,2,...,N, .

Para  somas  sobre i=23,2,...,N, as Y, 's
(observagfes ndc ordenadas) podem ser substituidas pelos
t; 's {observagles ordenadas). Logo, obtemos

Ny Ny Ny Ny r
c;lE V1+¢;32 E wﬁ+c;12 Rl - c;lz &M(ri} mf&bumg'( 3.58)
Auy i1 331 i=1 dwt B

Agui, (3.58) & satisfeita se sio satisfeitas as trés

condigdes seguintes

Hr
a;1§ v, (h) l _ {(3.59)
féilEQ ) l + 0 Q.G-mﬂ———-&‘”.
N&‘
-2
Cy §§£ Wﬁ(b) I - (3.60)
fé?ii E‘Qmu(h} I :0 q-c‘ gm 5oy 0,
My
cglgx,w) ‘ - (3.61)
fgglm & | » 0 @.C. Quan .smqw.

Portanto, a fim de provar ¢ lLema 3.2 & suficiente

provar {3.59)}-(3.61).
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= i
k=1,2,...,N, . sfoc martingales em relagiic as o-dlgebras

x E f-1
Condicionado a N, , Vx] e [?: 3 Wﬁ) , Ppara
1

geradas por {Y,. ¥, ....¥,}
A desigualdade de Burkholder {1973, pag.40)} implica que

para alguma constante A

¥y ¥y
E[( sup Vg]J SAE [?_jE (vi/Ny) ]fﬁ'r}
E=i... N I =3 {3.62)

+ A E B [[V&P*“/N,]

3=
&
N g-1 2
E ( sup h Ewu /Ny
Eol, o e Wy 4w Jo1
i1 i ¥ '
SAE (z E,’[EWA’ fylf yz’ ::U;Ylwlj‘N’ ] {3a63)
3= F=1 /
bl 1-1 3
+A N E||Y Wyl /N,
2=, J=2
Dado que N, tem distribuicdo Poisson com média ¢, ,
para cada m existe uma constante A tal gque

E (N3} s A (EN)® = A,c5

Agui,
Ny ] Am
E[c,;lz V"r < cg "E|E ( sup Z‘ yi] /N,
=y _ k=1, ... Ny =3

< o, E[A,Nrhn+a N [por (3.62)]

< A (7B« o2y,
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De {3.63},

v i-2 -
E{"'E" er $ " E (B, N b+ A, Ny b3
=1 F=l
<& (e h =g’ pamy
Como resultade, temnos que para heH, , o

suficientemente grande € algum y>0

e
c;:. E V_{ ~#y A ~&m+1
EQIMA, (&} {cs‘ib—1+ha) am
< A,c," .
{3.64)
Usando a Desigualdade de Chebychev
Ny
sup 2llel*Y vil> oY B, (B) (<A e, (3.65)

I!EE’, =1

Lembremos que €(H,) sc¢f [suposigdo c}] e escolha-se m
tal gue m>2{(p+23/vy . Pela suposiqgio d), pode—se mostrar que

para a seqgiéncia {c_:s2l1) ,

’Hf
ey vy
A1
;"ﬁ%ﬁ[mm(m >€

{3.66)

L Hf
-1
S,E,,E #(1,) f£ P “c, gﬂ: Vyi> € EQIMA_ {h)]

{m!

Assim, © Lema de Borel-Cantelli implica que
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&,
-1,
Y} Vi (3.67)
sw FEM

beH,!EQ B + 0 Q.. Quando s . =,

Isto prova a afirmacdo (3.39). Com © mesmo procedimento
poda-se provar {3.60}.
Consideremos a expressfo {3.61). Dade que N, tem

distribuigido Poisson {¢,) , pele Teorema Central do Limite
Ny~ €,

/e

tom-se gue é assintoticamente normal quando g . » .

Usando esse fato e uma expansio de Taylor para Ry ,

obtém-se gue para gualguer 0 < e < 1/2

F oo, (3.68)

My
Pepalal SR [c:;’“ E R,
bt

Agqui, para cada m , existe uma comstante ¢, tal que

se ¢, ? G

Ny «
e*Y R m
- w § 2] . A_c; pin-ien < Apt0n Ama_w{.’i.ﬁg)
EQIMA, (b} (C';zh 14 d) 2m »

para he€eH, e algum ¥>0 . De {3.63) segue © resultado

{3.61).

Fica assim provade o Lema 3.2.

Enunciaremos agora ¢ teorema de otimalidade agsintdética

83



da janela de validac3o cruzada, provado por Stone (1984) para
estimacio de densidades e cuja versic adaptada a estimacgiio de
intensidades pertence a Marron e Brooks (1991).

Seja A, gqualquer janela gue minimiza EQIL, (k) e &,
uma Janela gue minimiza Vo, (k) ; esses minimos sempre
existem, pois EQI, (k) e VG (h) 830 fungdes continuas e
limitadas.

Faremos as seguintes suposigdes:

a} A fungdo kernel ¢ uma funcio densidade simétrica,
limitada e com suporte compacto '{5em parda de
generalid.ade, assumimos © suporte como sendo
[-32,1] }.

b} A funcdco intensidade i tem duas derivadas
continuas e limitadas.

¢} Para cada g , as janelas a3 considerar provém de um

conjunto H, tal que

#i, = {nGwero de elementos em H,} < cf

e para cada hel, , Brel™” <h < Be,? , para certas
constantes $.yv.p positivas.

C
d} Para alguma constante a>0 , —é‘i — @ quando g . @

A suposigdo b) € uma suposicdo téecnica que permite
aplicar expansfes de Taylor para o estudo das fungfes de erro
(EQI ou EQIM) de X,(t) . A suposigdo c¢) indica que H, & um
conjunto cuja cardinalidade cresce algebricamente rdpido e
com ela o conjunto de possiveis janelas cobre 0 espectro de

janelas consistentes.
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TEQREMA 3.3 Suponhamos satisfeitas as condicdes a)-d) acima,
entdc sob © modelo simples de intensidade multiplicativa

2or, (B,)

+ 1 {g.c.}, gquando g —— w,
BT, (&) “

Daremos agqui uma prova ligeiramente modificada da dada

por Marron @ Brooks (1931) e que consideramos mais intuitiva.

PROVA. Os Lemas 3.1 e 3.2 juntos implicam que

: 0 {3.70)

BDER, I EQI, {h) +EQI, {b) '

{g.c.}, quando & — o= ,

Agora,

201, (8,) - | 201, (B,) -BQI, ()
QT (B) l EQT, (k)

EQI, (h,) -EQT, () v (B -velhy) |
EQT, (B,) EQT, (B) I

=
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Ve, (B,) ~EQT, (By) - [VC, (By) - EQT, (£} ]
EQT, (B,) +EQT, (B,

Box, (B) +EQI, (5,
BQI, (&)

| Ve, () - EQT, (B) - [VC, (b) ~BQI, (B)] |
gup x
nbom, | EQT, (h) +EQT, (D) |

| BQI, {h) +EQI, (b)
| EQI, (h)

-4

{3.71)

Segue diretamente das definigles que

|BQT, (&) +EQT, (B) | _|EQT,(B)
| EQI, (B) | BRI, (1)

b r F4
s““fii»zs‘l(cs/s) flba+(c,/s) ‘fa’
o o &

r 3 r
s“zfﬁiwzs“l {c,/8) thuﬂc,fs) 2fa‘
] [+ o

Usando a hipdtese ¢, /s -» a8 quando 8 — » , o fatode 4,

e X, serem limitadas ¢ as suposig¢les sobre a , tem-se que

EQT, {h) +EQI, (b)
1 I i )
pe fﬂ - | BRI, (k)

Isto junto com (3.70) implicam de {3.71} © resultado do

Teorema 3.3. ™

8BS

-
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Um resultado importante de otimalidade foi obtido por

Hall {1983} na forma

by 2
3

1

para estimagio de fungbes densidade de probabilidade.
Hds constatamos ndoc existir na literatura disponivel

uma prova do resultado

‘:—&‘f’?“ —F 1 (Q’;c.)

B
para estimac3o de fungdes intensidade de processos
estocdsticos.

0 Teorema 3.3 ©proporciona um forte argumento
asgintético em Ffavor do método de validacfo cruzada de
minimos quadrados para a escolha da janela no estimador
kernel de intensidade de uwm processo de Polisson ndo
homogéneo, isto &, o método produz a escolha étima da janela
no sentido de minimo Erro Quadrdticce Integrado.

No capitulo seguinte estudaremcs ©s aspectos préticos
de tal otimalidade mediante simulaglo de trajetdrias de um
processo de Poisson e o cdlculo do estimador kernel cobtido

com a Jjanela de validaglio cruzada.



Capitulo 4

Aspectos Praticos na Estimacgédo
de Intensidade de Processos
de Poisson Ndo Homogéneo.

4.A. SIMUIACAO DD PROCESSO DE POISSON NAQO HOMOGENEOC.

Foli mostrado na Segldo 3.G gque a janela obtida pelo
método de wvalidag3o cruzada de minimes guadrados para o
estimador kernel de intensidade de um processo de Poisson ndo
homogéneo, € assintoticamente Gtima. Uma andlise assintética
permite wvisualizar a estrutura bdsica de um estimador, mas,
dado que 0s conjuntos reais de dados sempre possuem um nimero
finiteo de observagdes, @ fundamental gue um estimador se
comporte razoavelmente bem para um conjunte de dados
relativamente grande, Mostraremos gue isso acontece no nosse
caso.

Para tanto, simulamos trajetdrias de um processo de
Poisson ndo homogéneo com determinadas intensidades @ sobre
elas calculamos © estimador kernel usando a janela obtida por
validagio cruzada.

As fungdes intensidade utilizada foram:

1}y A {£) =2t+1, telo,1]

2} A {E)

3} A, {t) =3+seu(2nt), teio, 1]

it

12¢72¢, te[0, 1]

No caso das intensidades A, {t) e 13,{t) , que s#o
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fungles inversiveis, a simulagdo das trajetdrias foi feita
utilizando o Coroclérico ao Teorema 2.6, que pode sar
reformulado como:

"Os pontos £,,¢&,... sido pontos de salto de um
processo de Poisson ndc homogéneo com E[N{(£)] = A{L) se e
somente se A(t),A{t)), ... sdo pontos de salto de um
processo de Poisson homogéneo com fungdo intensidade i =1 ".

Q algoritmo utilizado na geragdo de n trajetdrias de
um processce de Poisson com intensidades A=1 usa o
rasultade de que ¢s tempoes entre chegadas do dite processo
tém distribuigdc exponencial com pardmetro 1. O algoritmo &

come segue!:

ALGORITMO 1.
1} Faga 1

i
2) Faga s =10

3} Gere um numero aleatdério u em [0, 1]

fl

4} Faca y = -log{i-u)
5} Faga 8 =g+y .
6) Se g>A(1) , faga L =4d+1 ;
52 4Axn , va para 2;
Se di>mn , va para 7;
Se a8<A{1) , salvar 1 e A'{(s) =inf {£:A{L}>8} .
7} Fim.
Para a simulagdo das trajetdrias com intensidade
A, {t) , gque é uma fungdo ndo inversivel, fol utilizado o

método de "thinning" proposto por Lewis e Shedler {1979),

através do seguinte teoczrema.
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TEQOREMA 4.1. Considere um processo de Poisson n3o homogéneo
N* = (N;;£20) com fungdo intensidade 1i'(¢) , tal que o
nimerc de pontos N, em um intervalo fixo {0,t,) possui

distribuigiio de Poisson com pardmetro g, = A*{¢,) -A*(0)
Sejam  t{, T, «» ety ©OS pontos de salto do processo N* en
(0, &,] . Suponha que para te€{0,¢t,] , A{t)<i"{t} . Para
4=1,2,...,n delete o ponto de salte 1; com probabilidade
1-A{t3}/A%(ty) . Os pontos de salto restantes determinam a
trajetéria de um processo de Poisson ndo homogéneo

N = (N, t20} com intensidade A(f) no intexvalo (0, £,]
O algoritme para o métodeo descrito com ¢, =1 , & como

segque:

ALGORITMO 2.

1) Gere uma trajetdria de um processo de Peisson
{N;; t20) com fungdo intensidade inversivel
A*(ty 2A{t) em [D,1] , segundo o Algoritmo 1.
Seja n* o nimero de pontes gerados.

2} Dencte os pontos {ordenados) obtidos por
TisTas «--r%Ty . Faga d=1 e k=0 .

3) Gere u, , uniformemente distribuido em [0,1] . Se
u, < A{ty)) /A () , faga k~=k+1 e 1, =1y . Caso
contrdrio, delete 13 , faga 1=4+1 e repita 3.

4y Faga 2 =4+1 . Se 4Lxn* , vd para 3.

5) Se 4d>n* , retorne < ,,%;,...,%, @ também k .

Os ponteos resultantes (ndco deletados) representam uma
trajetéria de um processo de Poisson (N t:x0) com fungdo

intensidade A(t) . A fungdo Ai*{t) do algoritmo deveria ser
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o mais préxima possivel de Ai{(f) e ac mesmo tempo permitir
gerar facilmente © processo (N'(t);t20} . Um caso simples
de Qperar, e que aqui adotaremos, 8 fazer

AT{t) =4 = max A{£) . Com essa condig3o, a eficiéncia
obtida medid;?;:io némeroe de pontos deletades, ndo é a melhor
possivel. Em compensacdc, estaremos gerando trajetérias com
uma intensidade constante, © que ¢ operacicnalmente nmuito

convenieante.
4 .BR. ASPECTOS PRATICOS DO METODO DE VhLIDAQﬁD CRUZADA .

Usando as notagdes da Seg¢do 3.F, seja

N
i.(e) =Y K (t-1y), telo,1] (4.1)
4=1
o estimador kernel de intensidade A{t) de um processoe de
Poisson ndc homogéneo. O método de wvalidagdco cruzada de
minimos guadrados, descrito em 3.C consiste em escolher para
o cdlculo do estimador agquela danela Ak que minimiza a

fungdo "score"
: H
ve () = [nde-2y X,,(x) (4.2)
& £=3

Usando uma ligeira modificacg8o da fdérmula obtida por
Silverman (1983) para © "score" e que foi dada em (3.22},

sbtomos
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1 v TimTy) 2 wm g f TiTTs), 2N -2
= % xm(_ S J-)*_ g(_é,mi)+_.__ Kio),
a2 U E e R HTUE s

Aqui K@ & a convolugdo do kernel consige mesmo e foi
assumido XK simétrico. Tentar minimizar diretamente (4.3} &
altamente ineficiente, pois aparecem N{N-1}/2 cdleculos das
fungSes XK'® e K para obtencgfio de cada valor de Vo {&) .
o que regquer muits tempo computacional,

Um algoritmo aficiente para minimizar WVC(h) foi dado
no contexto de estimacdo de densidades por Lee e Kim (1881}
para kernels polinomiais simétricos. Dado que ¢ kernal de
Epanechnikov é um dos mais wutilizados na literatura e
satisfaz a condigdo de ser polindmio simétrico, szerd este o
kernel por ndés adotado no trabalho computacional.

0 kernel de Epanechnikoy é definido por

w&{l~it2), so|t]</5
&Y5 5
R{g) = {4.4}

0 : 880 contr&rio.

Alguns cadlculos levam a:

"

3 1 1
(- salel s S1ep-2fE e ). soe|cavs

K3t} =1

0 , caso contré&rvio.

4.5}

Adaptaremos agora © algoritmo de Lee © Kim a0 nosso
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contexto de estimagdo da intensidade de um processo de
Poisson. A idéia bdsica & extrair A de X e K2 sem
calcular as somas de K e K% para cada & .

Supontha gue observemos N pontos de salto 1,,...,1,
de um processo de Polisson ndc homogéneo com intensidade
Ale) .

Antes do algoritmo & preciso calcular as diferengas

absolutas t,-1, <Como

d{' = Ir:L“’tzIfda{ = |71“"3Ir ey déd_ = Iti”rxl
&H! = I‘Cg"tah ] sgdzf_gua = ltz—tﬂl
d;’(ﬂ‘—il/? = [txmiwtxl

Dado que ¢ kernel & simétrico, @& clarc gque
x(rftj/b) = Kt ~t/B) = K('ti“tjlfﬁ) . para todo 4,7 . Seja o
vetor (d.,d.,..,dy;1,,,) uvma ordenagdo crescente do vetor

&, &, ..., d;;x,.},«g) . EntZo construimos o vetor

(810 8pr v v v s Simzyrald

1
onde 8, =Y d, , para 1=1,2,..,N(N-1)/2
=

A parte mais trabalhosa na implementag¢fdo do algoritmo
& 0o caleulo de vo{h) para o kernel escolhido.
Chamando de m o mimero de pares iJ4<7 tais que

Ty =ty € _fazenda t= (1,71 /B, obtém-se:
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. 3 | 1
vo(h) = W{ mg tslw,:m (£ ‘"E tsl(afzﬁ? (£}

-a¢§§ t3L,4, 4 5 (£) +w§[2 (?; Lo, z0m (£) +m)+N}} (4.6)

3 1 2
-2 2%t & X £
2L e O (Lo (0 )]

O algeritme para obtengdo da Jjanela de wvalidacgdo

cruzada é como segue:

ALGORITHD 3.

1} Inicializar A (como um ntmero grande) .
2} Encontrar os maiores inteireos n,,n, tais que
d, <y5h e d,<2/5h .

3} Salvar k gque minimiza

voi{h) =

3 1 5. 1 o 3_2vD 3 1
= - I e +4yE (21, +N) i S, *+m, 3.
1001:{ 1008 % Rp3 % g3 Vs (2m, } ,/gb{ 5h2 ™ ni}

yCih) serd computado para cada bk perxtencente a um
"grid" formado scbre um intervalo adegquade de possiveis
jJanelas. Um outro algoritmo para calcular VO(h) £foi dado
por Silwverman {(1%82), mas necessita de certos cdlculos e
inversfes de Fourier, nem sempre faceis, e de certas

subrotinas de transformada ridpida de Fpurier, nem sempre

disponiveis.

Resta ainda um aspecto a ser tomado em conta na
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nossa estimagdo. Dado que estamos estimando wuma fungdo
intensidade sobre um intervalo finito, & importante
considerar efeitos de fronteira. Em particular, ndo existem
observagdes fora do intervalo [0,1] e logo © estimador
kernel ¢é artificialmente baixc nos extremos. Além disso,
guande ndo 380 introduzidas corre¢fes de fronteira, o
estimador kernel da inteinsidade terid massa fora do intervalo
de estudo, e portanto fﬁh{ t}dt serd menor gue © numero de
observagfes médias em 0[9,13 . Uma corregdo, sugerida por
Schuster (1985), & a de "imagem de espelho” gque faz com gque
a drea das fungles kernel que se estendem além dos extremos
do intervalo zeja revertida scbre [0,1] . ficando o total da
drea contida nesse intervalo.

Ent3o, o estimador kernel corrigido serid:

N
1,(8) = YR (t-5) + K, (E-1) +K,(2-t-1) ), (4.7}
i
para ¢£€[0,1] .
4.C. ASPECTOS COMPUTACIOWAIS.

Os programas para geraglo das trajetédrias do processo
de Poisson & de validag¢8o cruzada para obter a janela étima
foram feitos em Fortran 77. Para a geragio de mimercs
aleatdrios em [0,1] foi utilizado o algoritmo de Wichmann
e Hill {1982), que proporciona um gerador de periodo maior
que 2,78x10%° @ & constituido por trés geradores
congruenciais multiplicativos simples.

O cdlculo da janela de validagdo cruzada de minimos
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cuadrados foi feita vtilizande o Algoritmo 3, dado em 4.8,
com 08 valores de h variando scbre (0,2) com incrementos
da 0.01. O valor inicial de & foi assunido come 999, mas
igto é irrelevante.

A fim de ter um critério para comparar a qualidade dos
estimadores fol caleulada a soma dos desvios quadrdticos

sobre cada ponto x, de um "grid" de [0,1] , isto &,

9D = Y (A, (x) ~A(x) ). (4.8)
i

0 método de ordenagdio necessiric ao programa foil o de
"Heapsort”, por ser muito rdpide e ndo reguerer grande
capacidade de memdria.

Todos os programas foram executados na estaglio de
trabalho Sun para um nimero de trajetdrias gue depende da
intensidade. Por exemplo, para A (t) =2¢8+1 , 1 =200
trajetdrias originaram em média 407 pontos amostrais (tempos
de salto}, enguanto para A {t) = 12e7** |, n =200
trajetdrias originaram em média 635 pontos, o gqual preduziu

aovarflow.
4.D. ANALISE DOS RESULTADOS.

Gs resultados obtidos utilizando amostras simuladas,
cujos graficos s8c apresentados no Ap8Sndice B, mostram a
eficdcia do métedo de validacsico cruzada para selecianar"a
melhor janela possivel, no sentido de minimo erro quadrdtico
integrade.

A fim de ilustrar graficamente a otimalidade da janela
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de validacdo cruzada, em termos de suavidade do estimador
obtido, damos a continuagdio os graficos do estimador kernel

para trés valeores diferentes de janela.

al{t} = 3+gen(2nt)
N = 70 trajetorias

Estimador com Corregdc de Fronteira.

—— Estimador
w4 Inbensidade:

Intensidade

h = 0.03

97



~w Fot imador
-+ Intensidade
4 [" e
k 4 T
¢ .
L " *
n rs Y,
# +
Foo N
o e *x *
8 ] M’“““‘mmw \ f
T * *
E ] \\\ ¢
g L % *
3 ~ \'“\-‘._“7‘%\‘__
= - . P
z ¥
L
i : i s £ 1
] 0.2 o4 [: N 6.8 i
Tenpa
h = 0.490
e Pat fmador
-+~ jniensidade
£
"
=
=
i
=4
o
)
-

g.1
Tompo

h = 0.13

88




Agui & possivel apraciar graficamente o comentirio ao
resultado (3.12}: um valor de 3janela muito peguenc (h = 0.03)
faz com que aparega grande varifncia {ruido), enquanto um
valor de janela muito grande {(h = 0.4} implica em um valor
alto de vicio (sobre-alisamento). O valor fornmecido pelo
métode de validag8o cruzada (h = 0.13) mostrou-se apropriado,
pois Dbalanceia adeguadamente os efeitos do wvicio e a
varifncia, como esperado.

Nos graficos do Apédndice B, rxessalta & primeira vista
a importéncia da corregdo de fronteira para o estimador. O
estimador corrigido &, sem duvida, superior ac estimador sem
corragdo. Notemos que para ea,{t) = 2t+1 (Graficos B.1-B.3)

a corregdo foi mais notdria no extremo esquerdo, para

i

@, (t) = 12072* (Gréficos B.4-B.6) no extremo direito e para

a.{t) = 3+men(2xt) (Grificos B.7-B.10) em ambos os extremos;

fl

ou seja, a corregdo ¢ influenciada pela condigdo da
intensidade ser alta ou baixa nos extremos {alta intensidade
= efeito de corregio mais destacado). Na maioria dos casos,
na regifd¢ de baixa intensidade a corregico produziu
sobrestimagiio, ou seja, o valor estimade supercu o valor real
da fungdo intensidade,.

A infludncia deo tamanho de amostra n € também
ilustrada observando a evolugdo do estimador para
m,{t} = 3+zgen{2xt) : a medida gue aumentamos o nmimerc de
trajetérias amostrais utilizadas no cdlcule do estimador,
asta, ocomo asperado, vali sendo melhorado. Parém,. foi
observado em alguns casos gque aumentando o nilmerc de
trajetérias, o estimador pode piorar em um certo instante.

Uma possivel explicac8o deste fendmeno € a nfo linearidade do
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estimador kernel: © estimador & muito sensivel as variagdes
de & . Comparar, por exemplo, os estimadores 1,(¢&) = 12e7%*
para N=50 e N =100 (Grdficos B.5 e B.6).

Por 1Ultimo, uma grande vantagem do estimador kernel
sobre outros estimadores & gqua, por ndo estar restrito a uma
familia funcional pré-especificada, ele se comporta bem para
diferentes formas funcionais da intensidade, o gue ndo
acontecs, por exemplo, com o estimador de "sieves", onde
diferentes "sieves" tém comportamento distinto para
diferentes formas funcionais de intensidade [ver por exemplo

Gomes {(1991)71.
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Apéndice A

O présente apéndice tenta resumir os conceitos,
notagdes e resultados fundamentais ao estudo de processos
poentuals usando teoria de martingales. Para se cobter uma
visio mais completa e profunda do tema pode-se consultar os
textos de Elliot (1982), Jacod e Shiryayev (1986} & Liptser

e Shiryayev (1377, 1878).

A.1. TEORIA BASICA DE PROCESSOS
Suponha {0, $.P) um espago de probabilidade completo

fixo.

DEFINICAO A.1. Uma familia F = {5, t20) de sub-c-dlgebras
de S ¢é uma Ffiltragem se
i) F & crescente: W, c ¥,  , para s<t .
ii) F & continua & direita: ‘f}tﬁ; =, .
iii) F & completa: ¥, contém todo conjunto P-nulo de
F .

A colegdc (0, 4.P, F) ¢& chamada base estocdstica.
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DEFINICAO A.2. Seja (Q,.%, P, F) uma base sstocédstica e seja

X = (X, t20} um processe estocastice definide sobre esta

base.

aj

b)

e)

a)

X & mensurdvel se a funcio ({t,w) ~ ZX(t,w) &
mensurdvel com relaclic a g-dlgebra produte B x ¥ ,
onde B & a o-dlgebra de Borel em [0, « .

X & adaptado a filtragem F {ou F-adaptado) se X,
¢ J, -mensurdvel, para todo t20 .

X & integrdvel se sup E |X.|<~ e & uniformemente
- F 4.2

i |

integrdvel se lim gup E X, | I(|x.[24) =0

A Ogtlw
X & dito ser continuc a direita {(resp. contiasuc
& esquerda, resp. continuo 3 direita com limites a
esquerda) se todas suas trajetdrias sdo continuas &

direita (resp. continuas 3 esquerda, resp. continuas

a direita com limites 3 esquerda}.

Quande X € um processo continuo 3 direita com limites

4 esguerda, definem-se os processcs X = (X, ;tz0) , onde

X, =1lim X , para t>0 (com X, =X } e AX = (AX;t20) ,

&1L

onde AX, =X -ZXZ,.
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A 2. TEMPOS DE PARADA.

DEFINICAO A.3. Uma varidvel aleatéria 1 assumindo valores
em [0,®] & chamada um tempc de parada com relagdo a F se

[tst] ={wit(w) st} € &, , para todo €20
Se 1 é um tempo de parada, denota-se por W a o-

T

Algebra de conjuntos A€HF tais que

AlN[zst]l €F,, Vezo,

e denota-se por J#__ a o-dlgebra gerada por J#, e todos os

conjuntos da forma

Afl [t>¢£], AeF, e £20.

Algumas propriedades dos tempos de parada sdo dadas a

segquir,

PROPOSICADO A.1. Seja a wuma constante. Entdo,
a) tv=a20 & um tempo de parada.
) se v & um tempo de parada ¢ ax0 , rtv+4 & um

tempo de parada.

103



¢} se v € um tempo de parada & se AEF_ ,

(w), se wcd
f‘i(ﬁ)} =
too , SO W ER

é também um tempo de parada.

DEFINICRO A.4. (PROCEDIMENTO DE LOCALIZACRO) .

Se & & uma classe de processos, denocta-se por S’IW
a classe Ilocalirzada definida como segue: um processe X
pertence a &, se existe uma seqiénecia crescente (1,) de
tempos de parada tal gque lim 1, = +o {(g.c.} e cada processo
"parado” X'® =~ (X, ,,;t20} pertence a &.

Por exemplo, s=se &€ 4 a classe de processos
integriveis, &, serd a classe dos chamados processos

localmente integriveis.

A.3. PROCESSOS PREDIZIVEIS.
Uma classe de processos muito importantes em integragdo
estocdstica €& a dos processos prediziveis, definida a

continuagdo.
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DEFDNICEO A.5. a) A o-dligebes predizivel é a c-dlgebra P am Q x [0, «)
gerada por todos ©s processos continuos a
esquerda e adaptados.

b} Um processo que & P -~mensurdvel ¢ chamado

predizivel.

TEOREMA A.l1. A o-dlgebra predizivel também & gerada por
gualgquer uma das seguintes colegfes de conjuntos aleatdrios:
i) Ax {0} e lo,xd; onde BeH,, 1t 4 um tempo de
parada e
10,1 = {{0,8):0stst({w); t20)}.
ii) A x {0} e Bx (s, t] ; onde AcHF,, BeI,6 e

gLt .

PROPOSICAO A.2 Se X ¢ um processo predizivel e 1 & um

tempo de parada, X I(t<w) & JF _ -mensurdvel.

Esta proposicio ajuda a esclarecer a adogic do termo
"predizivel". Interpretando #, . come ¢ passado estrito ao
tempe aleatdrio ¢ , heuristicamente a proposigdo diz gue um
processo € predizivel gquando o conhecimento de seus valores
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em [0,¢) determina seu valor em ¢ .

A.4. TEMPOS PREDIZIVEIS E TOTALMENTE INACESSiVEIS.

DEFINICAO A.6. Um tempo predizivel & um tempe de parada ¢

tal que o processo N(tgy) ¢é predizivel.

Uma classe de tempos de parada "epostos” eam algum
gsentido aos tempos prediziveis ¢ introduzida na seguinte

definigdo.

DEFINICAO A.7. Um tempo de parada ¢ & chamado tempo
totalmente inacessivel se Plg=t<{w} =0 , para todo tempo

predizivel 1 .

Em geral tempos prediziveis correspondem a eventos
prediziveis e tempos totalmente inacessiveis a eventos ndo

prediziveis.

PEFINICAO A.8. Um processo X = (X,;t20) continuo a direita

com limites & esquerda € chamado guase continuo & esguerda se AX, = 0
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{g.c.} no conjunto {r<=} , para todo tempo <t predizivel.

PROPOSICAO A.3. Seja X um processo adaptade continuc 3
direita com limites & esquerda. As seguintes afirmacles sio
aquivalentes:
a) X é gquase-continuo & esguerda.
b} Existe uma segiidncia de tempos totalmente
inacessiveis gue contém todos os saltos de X .
¢} Para gualquer segiliéncia crescente (1,) de tempos
de parada com limite ¢ , tem-se Jﬂ X =X (q.c.}),

scbhre {t<w}

A5, MARTINGALES.
Um dos conceitos fundamentais na teoriaz mederna dos

processos estocdsticos € o conceito de martingale.

DEFINICAC A.9. Um processc M = (M, ; t:0) adaptado, continuo
3 direita com limites a esquerda e E [M <=, VEXD , é um
martingale (ou um &, -martingale) se E (M/F,) =M, (q.c.),
para toede Oxsst . M & um submartingale se em lugar da

igualdade temos F (M/F5))2M, e um supermartingale caso a
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desigualdade seija oposta,
Denota-~se por M a classe de todos os martingales
uniformemente integrdveis e por M? a classe de martingales

de gquadrado integrivel.

DEFINICAO A.10. Um martingale local {resp. um martingale
localmente de quadrado integrdvel) é& um processo gque pertence
a4 classe localizada M,, {(resp Mj,. }, construida a partir
de M (resp M? ) usando a Definigdc A.4.

0 seguinte resultade proporciona uma caracterizacgio

simples de um submartingale (martingale)

PROPOSICAO A.4. Uma condigdo necessiria ¢ suficiente para gue
o processc integrdvel M= (M ;t20) seja um submartingale
{resp. martingale} é que para qualguer tempo de parada =t
que assume dois wvalores, se verifique gue E (M) 2 E (M)

{resp. E (M) = E (M) ).

A.6. DECOMPOSICAO DE DOOB-MEYER.

DEFINICEO A.11. Um processo X = (X tz0) ¢é de classe D se
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el conjunto de varidveis aleatdrias

{X :t<» & tempo de parada} & uniformemente integriével.

DEFINICAO A.1Z. Um processo crescente A& = (A, t20) ¢é um
processo adaptado, continuo 3 direita com limites & esquerda

com R, =0 e cads trajetdria A, ndc decrescente.

¢ seguinte resultado & de Ffundamental importéncia na

teoria de processos estocdsticos.

TEOREMA A.2. (DECOMPOSICAO DE DOOB-MEYER PARA SUBMARTINGALES)

Sa X & um submartingale de classe D, existse um dnico
{exceto equivaléncia estocdstica) processe A&/ crescente,
integrivel e predizivel tal gue (¥-8) ¢ um martingale

uniformemente integrivel.

Sa M exim , a decompesigdo de Doob-Meyver garante que
existe um unico processe predizivel crescente
<M> = {<M»,; tz0) tal que o processo (M- -<M>,;t20) € um

martingale local.
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DEFINICAD A.13. O processo <M> = (<M>_;tx0) que aparece
acima é chamado de variagdo predizivel ou processo varidncia
de M .

Um outre resultado de grande importéncia em integragdo

astocdstica estd contido no seguinte teorema.

TEQREMA A.3. Seija M= (M, F;E20) um martingale e
H= (H,;tz0) um processo predizivel limitado. Ent3oc o

processc L = (L., #,; tz0) definide por
t
L, = fg,cm,
&
é um S, -martingale com variagdo predizivel

t
<I>, = [Hidan, .
[+4

A.7. RESULTADOS DETERMINISTICOS.
0s deois resultados a seguir foram wtilizados no

Capitulo 2.

TEOREMA A.4. (FORMULA PRODUTO).

Sejam ¥£(&) e g{t) duas fungdes de variagio limitada
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sohre intervalos finitos, continuas A direita com limites 3

saquerda, Entdo

.4 4
(L) gle) = £(0) gl0) +ff(s)d‘g(s) +fg(s~—)df{s}
0 4]

TEOREMA A.5. (FORMULA EXPONENCIAL) .
Seja a(t) uma fungic crescente e continua & direita

com a{d) =0 e seja u(t) tal que

L
fluts) [da(g) <o, t20.
o

Ent3o a eguacgio

x{t} = x(0) + fx{s-) ul{s)da{s)
[

admite uma dnica solucglBo localmente limitada dada por

|
x(t) =x(0) J] [1+uls)Aa(s)] exp [fu(s)da"(s)],
a4

[+ 2428

onde Aa(t) = a(t)-a(t-} e a“(t) ¢ a parte continua de

alt)

ac(t) = a(t) -y Aa(s).

gt
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Apéndice B ~ Graficos



Nos grédficos a seguir o(t) corresponde 3 intensidade
real do processc pontual, = a janela obtida por wvalidaci3ce
cruzada, e SDY & "soma dos desvios guadriticos", calculada

sobre os pontes do "grid".
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GRAFICO 2.
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GRAFPICO 4.
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GRAFICO 7.
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GRAFICO 9.
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GEAFICO 10.
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Apéndice C - Programas



Programa 1

PROGRAM EPAN1
CHESRRFHF AR R R R B R R R R R S R R R R e 8

C VALIDACAO CRUZADA DE M.Q. PARA O KERNEL DE EPANECHNIROV
C SEM CORRECAO NA FRONTEIRA.
CHEFRFEFF R R R R R R R R SR

REAL DT, ODT, LINF, LISUP, INCR, K1
INTEGER N, NDT
DIMENSION P(200,25),DT{500),0DT(500),EST(21),ALFA(21)

OPEN{l,FIlLE="mexps.dat")
c***********ﬁ“**********************************‘k*******************

C GERAR TRAJETORIAS DE UM PROCESS80 PUOISSON NAO-HOMOGENEQ

c {CASC LAMBDA INVERSIVEL)

ettt X R g e S Lk
C N=NUMERQ DE TRAJETORIAS

C =NUMERO DA TRAJETORIA

10 WRITE {*, *}) ' NUMERO DE TRAJETORIAS ='
REBD (%, *} N
WRITE (%, *}N
c DATA LINF/.0L1/,LISUR/2./,IKCR/.01/
WRITE(*, ¥} 'LIMITE INFERIOR DQ INTERVALO DE BUSCA DA JANELA =’

READ {*, *} LIRF
WRITE (*, 15} LINF
WRITE{*, *} ' LIMITE SUPERIOR DO INTERVALO DE BUSCA DA JANETLA =’

READ (*, *} LISUP
WRITE (¥, 15)LIsUup
WRITE {*, *} " INCREMENTO='
READ {*, *) INCHR
WRITE{*, 15} INCR
15 FORMAT{" ’',F6.3}
NDT=(
Do 50 I=1,N
5=0
NG=]
20 =RN1 {}
Y=-LOG {1-U}
S=8+Y
P{I,N8)}=RI.AMRBY {3}
IF {(P{I,NS)Y.GE.1.} GOTO 30
NDT=NDT+1
DT {NDT} =P {I, NS)
HS=HS+1
GOTO 20
30 CONTINUE
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IF (NS.EQ.1) GOTO 45
WRITE {*,32)
32 FORMAT (" 0’,’ TRAJET. TPO.SALTO')
DO 40 J=1,NS-1
WRITE {*, 35}P (I, T}
35 FORMAT (F7.5)
40 CONTINUE
GOTO 50
45 WRITE (*, *) ' NAO EXISTEM SALTOS PARA A TRAJETORIA®,I
50 CONTINUE

CALL EPANSCOR{DT,NDT, LINF, LISUP, INCR, SCORE, SP)
WRITE {*, 54)
WRITE {*,55)SCORE, SP

54 FORMAT (07 ,63{"*"})

55 FORMAT (¢ SCORE MINIMO =’ ,F11.3,14X,’ JANELA OTIMAL =',¥8.4)
WRITE (*, 54)
PAUSE

C CALCULO DO ESTIMADOR SEM CORRECAO NA FRONTEIRA
CALL SORTEP (NDT, DT, ODT)
DO 65 v=0,1.05,.05
SUM=0 .,
J=20 ., *V+1
Do 80 I=1,HDT
Al={(V-ODT(I))} /8P
K1=SKER{Al)}
EST {(J) =SUM+K1/ (N*SP)
SUM=EST {.T)
60 CONTINUE
65 CONTINUE
¢ CALCULO DA INTENSIDADE E DA SDQ NA GRID
SDQ=0.
DO 70 L=1, 21
W=, 05% {L~1)
ALFA{L) =RALFA (W)
SOI=(EST (L} ~ALFA (L)} ¥%2
SDO=8DQ+8QI
WRITE({*, 66} W, EST (L) , ALFA (L)
WRITE {1, 66} W, EST (L}, ALFA (L)
66 FORMAT (0’ ,F4.2,4X,F7.4,4X,F7.4)

70 CONTINUE
WRITE {*,75)NDT
75 FORMAT (' G’ ,’ *NDT=', I3)

WRITE (*,*)’ SOMA DOS DESVIOS QUADRATICOS =, SDO
WRITE (*, *} ' PARA OUTRA EXECUCAO DIGITE 1’
READ (*, *} L
IF (L.EQ.1)} GOTO 10
STOP
END

Ctk**************‘k*********************

C GERACAO DO NUMERO ALEATORIO EM (0,1)
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Chiddbbdihhkkbhddhihdhhdhddddhddhddedhikih

FUNCTION RNi1{)

SAVE IX,IY,IZ

DATA IX/11/,I¥/111/,XI2/74715/
IX=171*MOD (IX,177)~2*{IX/177}
I¥=172*MOD (1Y, 176} -35* (1% /176)
IZ=1T70*MOD {12, 178} -63%{IZ2/178}
IF {IX.LT.0) IX=IX+30269

IF {IY.LT.0Q) IY=IY¥+30307

IF {1Z2.LT7.0) IE=IZ+30323

RN1=MOD (FLOAT {(TX} /30269 . 0+FLOAT (1Y) /30307 .0+FLOAT (12) /30323.0,1.0)
RETURN
END

Chikhkbkhkhhhdkhihirhkihkxkkhk

C DEFINICAC DE ALFAI{T)
Chbkdhhbdkhhhhkhhhhhkbhhhhdhrk

FUNCTION RALFA(T)
c1 RALFA=2%T+1

RALFA=12 *EXP {-2%T)
RETURN
END

e e de e e e o ke e de e e de ke de e ke e de ko de e e de ke ke de e ke de ded ke de ke ke

¢ CALCULO DA INVERSA DE LAMBDA
Chhdhkhhhdohhhdbhhrhbhrirhhbddbhbhhhdkscd

FUNCTION RLAMBI {T)
Cl RLAMBI=SQRT (T+0.25)-0.5

IF{T .LT. 6) THEN
RLAMBI= (-1/2.) *LOG(1~T/6.)
ELSE

RLAMBI=1.

ENDIF

RETURN

END

Chdekbdhhibhdhkhhhhddidkhbihhfhihhdhhdhhdhdhddhhbhhddbrdrrddhrdeitst

cC VALIDACAO CRUZADA USANDO DIFERENCAS ABSCLUTAS ORDENADAS
R A R e L T e e T T e T

SUBROUTINE EPANSCOR (DT, NDT,LSP, USP, STEP, SCORE, SP)
Encontra janela que minimiza o score MO

A janela SP varia sobre o intervalo (LSP,USP)
INPUT:

DT = wvetor de dadosg

NDT = numero de observacoes {<= 300}

DOONG
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SR ReEO RS

nont Ona

26

STEP = incremento da particao de {(ILS8p,USP)
UTreUT

SCORE = minimo valor do score MO

SP = valor da janela otimal

INTEGER NDT, COUNT

REAL H, LSP,USP, STEP, SCORE, SP, SQ5

REAL DT,DIST,DIS2,D1S3,DIS5

PARAMETER (N=250000)

DIMENSION DT (500}),DIST (N}, DIS2{N),DIS3(N},DIS5(N)

Formar vetor de diferencas X{I)-X{J)

CALL MAKEDIS (NDT,DT,DIS2, COUNT)

Ordenar © vetor difsrenca

CALIL SORTEP (NDT,DISZ,DIST)

CALL HSORT (COUNT, DIS2)
DO 26 I=1,COUNT
DIST{I}=DIS2 {1}
CONTINUE

{ Efetuar soma do vetor diferenca ordenads

C

30

11

i2

CALL SUMDIS (COUNT,DIST, 2.,DIS82)
CALYL SUMDIS {COUNT,DIST, 3.,DIS3)
CALYL SUMDIS (COUNT,DIST, 5.,DISS)

N1 = maigor wvalor tal que DN1 < SQ5*H
K2 = maior valor tal que DH2Z < 2%*8Q5*H
Nl=1

WZ2=1

SO5=SORT (5.}

BCORE=999,

DO 10 H=LSP,DSP, STEP

IF({DIST(N1) .LT. SQ5%*H) .AND. (N1 .LE. COUNT)) THEN
Ni=N1l+1
GOoTo 11

EXDIF

IF {(DIST(N2) .LT. 2+*SQ5*H) .AND. (N2 .LE. COUNT)) THEN
WNZ=MZ+1
GOTOL2

ENDIF

SUM1=-DIS5{N2) /(100 .*H**5 J+DIS3 (N2) /H**3 -2, *SQ5*DISZ (N2} /H*¥*2

* 44, %8Q5% (2, % (N2~1.)+NDT/H)

SUM2=N1-1.~DIS2 (N1} /{5.*H**2 )
SUM=3 . * (SUM1/ (100. *H) ~-SUM2/ (SQ5*H) )
IF{SUM  LT. SCORE) THEN

SCORE=5UM

SP=H

128



ENDIF

10 CONTINUE
RETURN
END

Chrrrkkhkbhdhdhdhhhkhkhhhhbh kb hhhhkhhhdrdhihis
SUBROUTINE MAKEDIS (N X,D, K}

C

C Forma vetor de diferencas absolutas X{I}-X{J)
C INPUT:

c N = Numero de observacoesn

C X = Vetor real (N) contendo os dados

c OUTPUT

C D = Vetor de diferencas absolutas

C K = Tamanho do wetor D {N*{N-1}/2)

DIMENSION X {*),D{%)
R=0
Do 10 I=1,N
DO 10 J=I+1,N
K=K+1
D (K) =ABS (X (I)-X{J)}}
10 CONTINUE
RETURN
END

oL I T Sy e e et s s I T T T
SUBRQUTINE SUMDIS(N,X,P,D)

C

¢ Efetua a soma das diferencas absolutas cordenadas

C INPUT;

< N = Tamanho do vetor X

C ¥ = Vator real (N} contendo as diferencas absolutas ordenadas
C P = P-esima potencia

c oUTEOT

C D = Soma das diferencas absolutas ordenadas com P-esima
potencia

o { D{I) = X{1j**P+, .  +x{I-1}**P)}

C

DIMENSION X (*),D(*)

D{1}=0.
D{2}=X (1) **P
DO 10 I=3,N+1
D{I}=D(I-1}+X{I~1)**P
10 CONTINUE
RETURN
END

C***'&“k***‘*'ﬁ*********i’*************************

SUBROUTINE SORTEP (N, X, OX}
C Ordena uma lista de reais em ordem ascendente
c INPUT:
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C ¥ = Tamanho do vetor X
C X = Vetor de reais a ordenar
o 0X = VYetor ordenado
DIMENSION X (%}, 0X({*)
INTEGER I,COUNT,J, INTVAL
REAL TEMP
INTVAL=N/2
DO 20 COUNT=L1,H
IF {INTVAI. .LE. Q) &80TO 25
DO 30 I=INTVAL, N-1
DO 40 S=I-INTVAL+L, 1, -INTVAL
IF{X{J) .GT. X(J+INTVAL}) THEN
TEMP=X {J)
X {J) =% {(J+INTVAL)
X {T+INTVAL) =TEMP
ENDIF
40 CONTINUE
30 CONTINUE
DO 50 K=1,MW
OX (K} =X {K)

50 COHTINUE
INTVAL=INTVAL/2
20 CONTINUE
RETURN
23 EHD

Chhkdddikddhidhibhiddhddhhhhdbgdddhiiidii

C CALCULO DO KERNEL NOS PONTOS DA GRID
C***ﬂ********&************************
FUNCTION SKER(T)
IF(ABS{T) .LT. SQRT(5.)) THEN
SKER= (1~ (ABS (T)**2.}/5.)}%*3./(4.*S0RT(5.))
ELSE
SKER=0 .
ENDIF
RETURN
END

e de e e de e o e ok ofe e de e e S ok e e ke I e de e e de e ok de e e ke e de e e b e

SUBROUTINE HSORT (N, RA}
C Ordena uma lista de reais em ordem ascendente por Heapsort

DIMENSION RA{N)
L=N/2+1
IR=N
i0 CONTINUE
IF (L .GT. 1)THEN
L=1-1
REA=RA (L)
ELSE
RERA=RA {IR)
BA{IR)=RA{1)
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IR=IR-1
IF (IR .EQ. 1) THEN
RA{1)=RRA
RETURN
ENDIF
ENDIF
I=L
J=LAL
20  IF{J .LE. IR)THEN
IF(J .LT. IR) THEN
IF(RA{J) .LT. RA(J+1)})T=J+1
ENDIF
IF(RRA .LT. RA(J)) THEN
RA (I)=RA{J)
I=J
J=J4+J
ELSE
J=IR+1
ENDIF
GOTO 20
ENDIF
RA (1) =RRA
SOTO 10
END
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Programa 2

PROGRAM EPANCR
CHESH SR AR AR TR A R R R R R R R R R R R R
C VALIDACAC CRUZADA DE M.Q. PARA O KERNEL DE EPANECHNIROV
C COM CORRECAO NA FRONTEIRA.

CHEFHE HHR A HH R R R R R R R R R R R R R R R e

REAL DT,LINF,LISUP, IRCR, K1, K2, K3

INTEGER N,KDT

DIMENSION P (200,25),DT(500},EST(21),ALFA(21)
OPEN {1, FILE="mretc.dat"}

C CPEN{l, FILE="mexpc.dat”}

L R L g R L L e e e e L T T e
c GERAR TRAJETORIAS DE UM PROCESSO PQOISSON NACG-HOMOGENEQ

C {CASC LAMBDA INVERSIVEL)

L L R R g g R s L S e R e
- N=NUMERQO DE TRAJETORIAS

™ I=RUMERD DA TRAJETORIA

10 WRITE (¥, *} ' NUMERO DE TRAJETORIAS =*
READ (%, *) N
WRITE{*, *} N
C DATA LINF/0.01/,LISUR/2./,IRCR/0.01/
WRITE(*, *) ' LIMITE INFERIOR DO INTERVALO DE BUSCA DA JANELA =’

READ {*, *JLINF
WRITE(*, 15} LINF
WRITE(*,6 *} ' LIMITE SUPERIOR DO INTERVALQ DE BUSCA DA JANELA =’

REARD (*, *}LISUP
WRITE(*, 15} LISUP
WRITE{*,6 *) - INCREMENTO="
READ{*, *}) INCR
WRITE{*,15)INCR

i5 FORMAT{" ' ,F6.3)
WDTP=0
Do 56 I=1,H8
5=0
HNo=1

20 U=RN2 {}
= LG {1-17)
S=8+Y
P{I,NS)=RLAMBY (8)
IF (P{I,NS).GE.1.) GOTO 30
BDT=NDT+1
DT (BDT}=P(I,6NE)
NS=NS+1
GOy 20

30 CONTINUE
IF {(NS.EQ.1) GOTD 45
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WRITE (*, 32)
32 FORMAT (' 07,7 TRAJET. TPO.SALTO’)
DO 40 J=1,N8-1
WRITE({*, 35)P{I,J)
35 FORMAT (F7.5)
40 CONTINUE
GOTO 50
45 WRITE (*, *} ' NAQ EXISTEM SALTOS PARA A TRAJETORIAC, T
50 CONTINUE

CALL EPANSCOR{DT,NDT, LINF, LISUP, INCR, SCORE, S5P)
WRITE (*, 54}
WRITE (*,55)SCORE, SP
54 FORMAT ("0’ ,63(' *"})
55 FORMAT {/ SCORE MINIMO =',F12.5,14X,’ JANELA OTIMAL =',F8.4)

WRITE(*, 54}
PAUSE
C CALCULO DO ESTIMADOR COM CORRECAO NA FRONTEIRA
DO 65 v=0,1.05,.05
J=20*V+1
SUM=0 .
DO 60 I=1,NDT
Al=(V-DT(I)}/SP
AZ={V+DT (1)} /8P
A3= {2~V-DT (I}} /8P
K1=8KER (A1)
R2=SKER (A2)
K3=SKER {A3)
EST (J) =SUM+ (K1+K2+K3) / (N*SP)
SUM=EST {J)
60 CONTINUE
65 CONTINUE
C CALCULO DA INTENSIDADE E DA SDQ NA GRID
SDO=0.
DO 70 L=1, 21
W=.05% {L-1)
ALFA (L) =RALFA (W}
SQI=(EST (L) ~ALFA{L) ) **2
SDR=8SDQ+S80I
WRITE (%, 66} W, EST (L}, ALFA (L)
WRITE{1l, 66}W, EST (L), ALFA(L)
66 FORMAT (' 0/, F4.2,4X,F7.4,4%X,¥7.4)
70 CORTINUE
WRITE {*,75)NDT
75 FORMAT (' O/, " *NDT=',I3)
WRITE(*, *}’ SOMA DOS DESVIOS QUADRATICOS =7, 8DQ
WRITE(*, ¥}’ PARA OUTRA EXECUCAO DIGITE 1’

READ (*, *} 1L

IF {L.EQ.1) GOTO 10
STOP

END
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¢ GERACAOC DO NUMERO ALEATORIOC EM (0, 1)
C*************************************
FUNCTION RN2 ()
SAVE IX,1IY,I1%
DATA IX/11/,IY/111/,1I2/4715/
IX=171%*MOD (IX, 177) -2% {IX/177}
1TY=172*MOD{IY, 176} -35*% (IY/176}
I2=170*MOD (IZ, 178} ~63* (IZ/178)
IF (IX.LT.0) IX=IX+30269%
IF (IY.LT.0) IY¥=IY¥Y+30307
I¥ (IZ2.L7.0) I2=12+30323

RM2=MOD {FLOAT (IX} /302693 . 0+FLOAT (1Y) /30307 . 0+FILOAT (I2) /30323.0,1.0)
RETURN
END

Chakkhikhdkhkhhkhhdhbhthktik

C DEFINICAO DE ALFA(T}
Ohkhhhhkhkhkhhkhkhhhhhkhkhkhhhhkidh

FUNCTION RALFA(T)
PALFA=Z , *T+1
cl BALFA=12%EXP {(—2*%T}

RETURN
ERD

e de e e ook de e Wk ok e e de dr e ke Wk dok d ok Aok ok R Rk ok ek de okok R

C CALCULC DA INVERSA DE LAMBDA
Chkdrkddddhdhhhdhkhhdhh bbb dhdrihihtikn

FURCTION RLAMBI (T}

RLAMBI=8QRT (T+0.25}~0.5

1 IF (" .LT. 6) THEN
Cc1 RLAMBI={-1/2.}*106{1-7/6.}
oal ELSE
Cc1 RLAMBI=1,
C1 ENDIPF
RETURN
END

ChkhkbEfkhhkkhdkkkhkkhbkhhildhbkhhhhhkbhhkhkhkkhrkhhkhtedhhhkhdddhhr®x

c VALIDACAO CRUEZADA USANDQ DIFERENCAS ABSOLUTAS ORDERADAS
R L T S T LS T s

SUBROUTINE EP&NQCOR(DT,NDT,LSP,US?,STEP,SCGRE,SP)
C Encontra Jjanela gque minimiza o score MO
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A 3janela SP varia sobre o intervalo (LSP,USP)
IRPUT:

DT = vetor de dados

NDT = numero de cobservacoes (<= 300)

STEP = increments da particac de {[(LSP,USPE)
CUTPUT

SCORE = minimo valor do score MO

8P = wvalor da janela otimal

INTEGER NDT, COUNT

REAL H, L3P, USP, STEP, SCORE, SP, $Q5

REAL DT,DIST,DIS2,DIS3, DISS

PARAMETER (N=230000)

DIMENSION DT {500} ,DIST(N),DIS2(N},DIS3(N),DISS5 (N)

C Formar vetor de diferencas absolutas X{I)-X{J)}

c

C

CALL MAREDIS (NDT,DT,DISZ2, COUNT)

¢ Orxdenar o vetor diferenca

286

CALL HSORT (COUNT,DIS2)
DO 26 T=1, COUNT
PIST({I}=DIS2 (I}
CONTINUE

C Efetuar soma do vetor diferenca ordenado

<

11

12

CALL SUMDIS (COUNT,DIST.2.,DIS2)
CALL SUMDIS {COUNT,DIST,3.,DIS3)
CALL SUMDIS (COUNT,DIST,5.,DIS)H)

Nl = maior valor tal gue DN1 < SQ5+%H

NZ = maior valor tal gue DNZ < 2%505+H

Nli=1

N2=1

SQ5=SQRT (5.}

SCORE=U0G

DO 10 H=LSP,USP, STEP

IF{(DIST{Nl) .LT. SQ5*H) .AND. {N1 .LE, COUNT)) THEN
Ni=Ni+1
GOT0 11

ENDIF

IF ((DIST(NZ) .LT. 2*8Q5%d) .AND., (N2 .LE. COUNT}) THEN
H2=M2+1
GOTOL2

ENLDIF

SUM1=~DIS5 (N2} /(100  *H**5 )} +DIS3 (N2} /H**3 -2 *SQ5*DIS2 (N2) /H**2

* +4_*SQ5* (2. % (N2-1.)+NDT/H)
SUM2=N1-1.-DIS2 (N1} /(5. *H**2 )
SUM=3 . * (SUM1/ {100 . *H) -SUM2/ (SQ5*K))
IF (SUM .LT. SCORE) THEN

1335



SCORE=SUM
Sp=H
ENDIF
10 CONTINUE
RETURN
EXD

sl R T L L s e ey T
SUBROUTINE MAKEDIS (N, X,D,K)

Forma vetor de diferencas absolutas X{I)}-X(J)
INBUT:
N = Numeroc de observacoes
¥ = Vetor real (N} contendo oz dados
OUTPUT :
D = Vetor de diferencas absolutas
K = Tamanho do wetor D {N*¥{N-1)/2)
DIMENSION X (*},D(¥)
=0
DO 10 I=1,N
po 10 J=I+1,N
K=K+1
D (K} =ABS (X (I)-X(J})
190 CONTINUE
RETURN
END

NOaGOaOnn

C*ﬁ***************ﬁ****tt**********************
SUBROUTINE SUMDIS(N,X,P,D)

Efetua a soma das diferencas abscolutas oxdenadas

INPUT:

N = Tamanho do vetor X

X = Vetor real (N} contendo as diferencas absolutas ordenadas

P = P-gsainma potencia

QUTPUT:

D = Soma das diferencas abscolutas ordenadas com P-agsima

otencia

{ D(I) = X{1)**P+.. . tx(I-1)**p}}

OO OGoanaQoOn

DIMENSION X {*},D({*}

D(1}=0.
D(2)=X{1)**P
DO 10 I=3,N+l
| D (I} =D (I-1)+X{I~1)**P
10 CONTINUE
RETURN
END

Ckdekdkdhdhdddbdkdhdhfddhddbbdbhbhhdhddddhhhdkdi

SUBROUTINE SORTEP (N, X, 0X)
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c
c
C
C
c

40
30

50
20
25

Ordena uma lista de reais em ordem ascendante

IHPUT:
N = Tamanho do vetor X
X = Vetor de reais a ordenar
OX = Vator ordenado
DIMENSION X{*},0X(*)
INTEGER I,IC0UNT,J, INTVAL
EEAT TEMP
INTVAL=N/2
DO 20 LCOUNT=1, N
IF (INTVAL .LE. 0} GOTO 25
DO 30 I=INTVAL, N-1
DO 40 J=I-INTVAL4Ll,1, ~-INTVAL
IF{X{J) .GT. X{J+INTVAL)) THEN
TEMP=X (.J)
® (T} =X (J+INTVAL)
X {J+INTVAL) =TEMP
ENDIF
CONTINUE
CONTINUE
DO 50 R=1,N
OX (R} =X {E)
CONTINUE
INTVAL=INTVAL/2
CONTINUE
RETURN
END

Ohdkkdhdddhdkdhhdbihkbhkkhddthbdhbrddrdt bt

¢ CALCULO DO KERNEL NOS PONTOS DA GRID
S e g L R T R P e

FUNCTION SKER(T)

IF {ABS({T) .LT. SQRT{5.)) THEN

SKER={1- (ABS{T)**2.) /5.}*3. /(4. "SORT{5.})
ELSE

SKER=0.

ENDIF

RETURN

END

C******#**‘k***********t***********’k********

SUBROUTINE HSORT (N, RA)

C Ordena reais por Heapsort

10

DIMENSION RA(N)
L=R/2+1
IR=N
CONTINUE
IF {L .GT. 1}THEN
L=L~1
RRA=RA (I}
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ELSE

RRA=RA {IR)
RA (TR} =RA (1)
IR=IR-1
IF (IR .EQ. 1) THEN
RA (1) =RRA
RETURN
ENDIF
ENDIF
I=1,
J=L+L
IF{J .LE. IR)THEN
IF(J .LT. IR) THEN
IF(RA{J) .LT. RA(J+1))JI=J+1
ENDIF
IF{RRA .LT. RA(J)) THEN
RA {1} =RA (J)
I=J
I=J+J
ELSE
J=IR+1
ENDIF
GOTO 20
ENDIF
RA (I) =RRA

GOTO 10

END
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Programa 3

PROGRAM EPANIC

CHEEH B B R B R B R B R B R R R
C ESTIMACAO POR KERNEL, CASC INTENSIDADE NAO-INVERSIVEL COM CORRECAQ

C HA FRONTEIRA.
C {(VALIDACAD CRUZADA DE M.Q. PARA O KERNEL DE EPANECHNIKOV)

C
CHERHRABFHEREEFBEEENS RS ERBHB IS SRR RUARIR SRR HHRERN SRR HURHEREL
REAL DT1,0DT1,LINF,LISUP, INCR, K1, K2, 6 K3, LAMBES, U2
INTEGER N, NDT

DIMENSION P1{200,25),DT1(500),0DT1{500),ESTL (21),ALFA(21)
C**************************i***#********#*********wi***************

C GERAR TRAJETORIAS DE UM PROCESSC POISSON MAQ-HOMOGENEO

c {CASO LAMBDA INVERSIVEL)
c****************************&*************************************
c N=NUMERO DE TRAJETORIAS

c I=NUMERC DA TRAJETORIA

10 WRITE (*, *) ' NUMERO DE TRAJETORIAS =
READ (*, *} N
WRITE (¥, *}N
OPEN (1, FILE="sen.dat")
C DATA LINF/0.01/,LISUP/2./,INCR/0.01/
WRITE {*, *} ' LIMITE INFERIOR DO INTERVALO DE BUSCA DA JANELA =’

READ{*, *JLINF
WRITE(*, 153)LINF
WRITE (*, *}’  LIMITE SUPERIOR DO INTERVALO DE BUSCA DA JANELA ='

READ (¥, *)} LISUP
WRITE (*, 15) LISUP
WRITE (*, *}  INCREMENTO=’
READ (%, *) INCR
WRITE {*, 15} INCR
15 FORMAT{(' ' ,¥F6.3)
FDT=0
DO 50 I=1,N
s=0
NS=1
20 U=RN1 ()
¥=-LOG (1-1)
S=S+¥
Pl {1, NS)=RLAMBIL (§)
IF (P1(I,NS).GE.l.) GOTO 30
NDT=NDT+1
DT1 (NDT} =P1 (I, NS)
N8=Ng+1
GOTO 20
30 CONTINUE
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IF (NS.EQ.1) GOTO 45
GOTO 50
45 WRITE (*,*) 'NAO EXISTEM SALTOS PARA A TRAJETORIA',I
50 CONTINUE
CALL SORTEP (NDT,DT1,O0DT1)
WRITE (%, *)’ VALORES ORDENADOS:’
DO 40 J=1,MDT
WRITE (*, 35)ODTL {J)
35 FORMAT (' 0’ , F7.5)
40 CONTINUE

£ GERACAO DOE PONTOS DO P.P.N.H. COM LAMBDA NAO-INVERSIVEL

LAMBES=4

¢ LAMBRES=MAXIMO DE RIAMED {T)
KONT=0
DO 100 J=1,HNDT
U2=RN1 {}

IF {U2 .GT. RLAMED{ODT1(J})/LAMBES) GOTO 100
RONT=KONT+1
ODT1 {KONT) =0DT1 {J)
100 CONTINUE
WRITE (%, %)
WRITE (*,*}’ PONTOS NAO DELETADOS:’
DO 105 J=1,KONT
WRITE (*, 35) ODT1(J)
105 CONTINUE

CALL EPANSCOR (ODT1,RKONT, LINF, LISUP, INCR, SCORE, SP)
WRITE (*, 54)
WRITE (*,55)SCORE, 5P

54 FORMAT (707, 63( %7 )}

55 FORMAT {/ SCORE MINIMO =’,F11.3,14X,’ JANELA OTIMAL =’,F§.4)

WRITE (*, 54)
PAUSE
C CALOULO DO ESTIMADOR COM CORRECAQ KA FRONTEIRA
DO 65 v=0,1.05, .05
BUM=0.
J=20%V+1
DO 60 I=1,KONT
Al=(V-ODT1{I))/SP
A2=(V+ODT1{I)) /SP
A3= (2-V-ODT1 (X)) /8P
Ki=SEKER{A])
EK2=8KER{A2Z)
K3=SKER (A3) _
EST1 (J) =8SUM+ (K1+K2+K3) / (N*8F)
SUM=EST1 {(J)
60 CONTINUE
65 COWNTINUE
¢ CALCULO DA INTENSIDADE B DA SDO NA GRID
SDQ=0.
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DO 70 L=l, 21
W=, 05% {I~1}
ALFA{L) =RLAMRBD (W)
S50I=ABS {ESTI {L) -ALFA{L) } ¥+2
SDO=SDO+50T
WRITE(*, 66} W, ESTI (L), ALFA (L}
WRITE (1, 66} %W, EST1 (L}, ALFA (L}
66 FORMAT (‘ 0’ ,F4.2, 4%, F7.4, 4%, F7.4)
it CONTINUE
WRITE (*, 75) NDT, KONT
75 FORMAT (' Q' , " *NDT=', I3, 3X, ' NDEL=', I3}
WRITE (%, *)’ SOMA DOS DESVIOS QUADRATICOS =',SDQ
WRITE (%, *}’ PARA OUTRA EXECDCAO DIGITE 1°
READ{*, *} L
I¥ (L.EQ.1) GOTO 10
STOR
END
C********&****************************

C GERACAO DO NUMERO ALEATORIO EM (0,1)
C*************************************
FUNCTION RM1 ()
SAVE IX,IY,IZ
DATA IX/11/,1¥/111/,12/4715/
IX=1T1*MOD [IX, 177} ~2* (IX/177)
TY=172*MOD {I¥,176)~35% (IY/176)
TZ=1TO¥MOD (1%, 178} —63% (12/178)
IF {IX.LT.0) IX=IX+30269
IF {IY.LT.0)} I¥=IY+30307
T8 {IZ.LT.0) IZ=12Z+30323

RN1=MOD (FLOAT {IX} /30269.0+FLOAT (IY) /30307.0+FLOAT (I2) /30323.0,1.0)
RETURN
END

(hkkhhkidhhhkbkhkdhhddhdhbihid

C DEFINICAC DE LAMBDA (T}
Chbedkhkderddkhhhhkdhbbtdirihd

FUNCTION RLAMBD (T)

RLAMBD=3+8IN{2*3 1415926*T)
RETURR
END

{3 e e b de de oo ek e e ke de ek e de i e ke fe ol e de e g de ke ko fe ke ok ke

€ CALCULC DA INVERSA DE LAMBDA
CExkrERkhrrk kb hkdthbh bk khhdrkohhhdhhds

FUNCTION RLAMBL{T)
RIAMBl1=T/4 .

RETURN
END

141



OCohdkkddhbrdbhhddddihdhddhhbdhhhdrthhbdhdhbihhdhhddhdbd bbbk bhr

c

VALIDACAC CRUZADA USANDD DIFERENCAS ABSOLUTAS ORDENADAS

CrA AR AT RA R AT AR ARAITEN AR AR AT A AR A AR h bk dhkkthkhhkdhk ik
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26
C

SUBROUTINE EPANSCOR (DT, RDT, L8P, USP, STEP, SCORE, SP)
Encontra janela gue minimiza o score MQ

A janela 8P wvaria sobre o intervalo (LSP,USP)
INPUT:

T = vetor de dados

HDT = numerco de observacoaes (<= 300}

STEP = incremento da particac de {LSP,USBP)
QUTPUT:

SCORE = minimo valor do scorse MD

SP = walor da janela otimal

INTEGER NDT, COUNT

REAL H, LSP,USP, STEP, SCORE, SP, 805

REAL DT,DIST,DIS2,DIS3,DISS

PARAMETER (N=250000)

DIMENSION DT (500),DIST (N}, DIS2(N),DIS3(N},DIS5 (N)

Formar vetor de diferencas X{I)-X{J)

CALL MAREDIS (NDT,DT,DISZ,COUNT)

Ordenar o vetor difsrenca

CALL HSORT {COUNT, DIS2)
DO 26 I=1,COUNT
DIST (I)=DIS2(I)
CONTINUE

 Efetuar soma do vetor diferenca ordenado

c

i1

12

CALL SUMDIS (COUNT,DIST,2.,DIS2)
CALIL SUMDIS (COUNT,DIST,3.,DIS3)
CALL SUMDIS (COUNT,DIST,5.,DISS)

Nl = maiocr walor tal que DNl < SQ5*H

N2 = maior valor tal que DNZ < 2%SQ5H*H

N1=1

N2=1

SOS=80QRT {3.)

SCORE=999,

DO 10 H=LSP,USP, STEP

IF({(DIST{N1) .LT. SQB5*H) .AND, (N1 .LE. COUNT)} THEN
H1=Ni+l
GOTO 11

ENDLEF

IF((DIST (N2} .LT. 2*SQ5*%*H) .AND. (N2 .LE. COUNT)) THEN
NZ=NZ+1
GOTO12
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ENDIF

SUM1=-DIS5 (N2} / (100.*H**5 ) +DIS3 (N2) /H**3. -2 *SO5%DIS2 (N2) /H**2
* +4 *SQB* (2. % (N2-1.)+NDT/H)
SUM2=N1-1.-DIS2 (N1} /(5. %H**2.)
SUM=3, * (SUM1/ {100.%H) -SUM2/ (SQ5*H) }
IF(SUM .LT. SCORE) THEN
SCORE=SUM
SP=H
ERDIF
10 CONTINUE
RETURN
END

C***’**‘k**'k****************************i** 22 3 & 23
SUBROUTINE MAKEDIS (N, X,D,K)

Forma vetor de diferencas absolutas X{I})-X(J)
INPUT
H = Numerc de observacoes
X = Vetor real (N} contendo os dadeos
ouUTPUT
D = Vetor de diferencas absolutas
E = Tamanho do wvetor D (N*{N-1)/2)
DIMENSION X(*),D{*}
K=
DO 10 I=1,N
DO 10 J=I+1,N
K=E+1
D {K) =ABS (X (I) X (J))
10 CONTIRUE
RETURN
END

GOOOGO000

Chrkhhkdkkhidkdddhbhdhrhdhhdbdhhdkhihdhkhdhhdkkk
SUBROUTINE SUMDIS(N,X,P,D)

Efetua a soma das diferencas absolutas ordenadas

INPUT:

N = Tamanho do vetor X

¥ = Vetor real (N} contendo as diferencas absolutas ordenadas

P = P-asima potencia

OQUTPUT:

D = Soma das diferencas absolutas ordenadas com Pwpsima

otencia

{ D{I} = X{1)**P+., . +x({I-1)**E})

gogoooLoann

DIMENSION X (*},D(*)
R{L)=0.

D{2)=X{1)**P
DO 10 I=3,N+1
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D(I)=D(I-1)+X [I~-1)**P
10 CONTINUE
RETURN
END

ChkdrdkbdhhhkkifhkkhdhdhhkbmErdhhhdkdkhdbdbdkkhdihhdr

SUBROUTINE SORTEPR (N, X, 0X)
C Ordena uma lista de reais em ordem ascendenthe

c INPUT:
C N = Tamanho do vetor X
C ¥ = Vetor de reais a ordenar
c X = Vetor ordenado
DIMENSION X{*),6 OX{¥)
INTEGER I,COUNT,J, INTVAL
REAL TEMP
INTVAL=N/2
DO 20 COUNT=1,N
I¥ (INTVAL .LE. 0) GOTQ 25
DO 30 I=INTVAL, N-1
DO 40 J=I-INTVAL+L, I, -INTVAL
IF{X{J) .GT. X(J+INTVAL)} THEN
TEMP=X {J}
X{JT) =X (J+INTVAL)
X{J+INTVAL}=TEMP
ENDI¥
40 CONTINUE
30 CONTINUERE
DO 50 K=1,H
OX {E) =X {K)

50 CONTINUE
INTVAL=INTVAL/2

24 CONTINUE
RETURN

25 ERD

Cheddhhwhhbdbdrbdddhdhdirhbbhdrdbihbids

C CALCULO DO KERNEL NOS PONTOS DA GRID
C*************************************
FUNCTION SEER (T}
IF(ABS{T} .LT. SQRT{5.}) THEN
SKER= (1~ (ABS{T)}**2.}/5.)*3./(4.%8QRT({5.})
BELSE
SKER=(,
ENDIF
RETURN
END

Cokdkdhiddddhdbbdhbhbdbhhbhdhhdddddiihidi

SUBRDUTINE HSORT (N, RA})
C Ordena reais por Beapsaort
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DIMERSION RA(K)
L=N/Z2+1

IR=N

10 CONTINUE

20

IF {L .GT. 1l}THEN

1=I-1
RRA=RA (L)

ELSE

=RA { IR}
RA{IR)=RA (1)
IR=IR~]1
IF {IR .EQ. 1) THENW
RA{1}=RRA
RETURN
ENDIF
ENDIF
I=1
J=L+1
IF{J .1LE. IR)THEN
IF{J .ILT. IR} THEN
IF{RA(J) .LT. RA{J+1}}JI=J+1
ENDIP
IF (RRA .LT. RA({J}) THEN
RA{I}=RA{J)
I=J
T T
ELSE
J=IR+1
ENDIF
GOTO 20
ENDIF
RA{I}=RRA

GOTO 10

END
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