an,
oY

UNICAMP

ANA CLAUDIA LOPES ONORIO

PROPRIEDADES HOMOLOGICAS DE PRODUTOS
SUBDIRETOS DE GRUPOS LIMITES

CAMPINAS
2014



i



A
¥

UNICAMP

UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS

INSTITUTO DE MATEMATICA, ESTATISTICA
E COMPUTAGAO CIENTIFICA

ANA CLAUDIA LOPES ONORIO

PROPRIEDADES HOMOLOGICAS DE PRODUTOS SUBDIRETOS DE
GRUPOS LIMITES

Dissertacao apresentada ao Instituto de
Matemética, Estatistica e Computagao Cientifica da
Universidade Estadual de Campinas como parte dos

requisitos exigidos para a obten¢do do titulo de
Mestra em Matemdtica.

Orientadora: Dessislava Hristova Kochloukova

ESTE EXEMPLAR CORRESPONDE A VERSAO FINAL DA
DISSERTACAO DEFENDIDA PELA ALUNA

ANA CLAUDIA LOPES ONORIO, E ORIENTADA PELA
PROFA DRA DESSISLAVA HRISTOVA KOCHLOUKOVA.

Assinatura da QOrientadora

—

CAMPINAS
2014

iii



Ficha catalografica
Universidade Estadual de Campinas
Biblioteca do Instituto de Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica
Maria Fabiana Bezerra Muller - CRB 8/6162

Onorio, Ana Claudia Lopes, 1989-
On7p Propriedades homoldgicas de produtos subdiretos de grupos limites / Ana
Claudia Lopes Onorio. — Campinas, SP : [s.n.], 2014.

Orientador: Dessislava Hristova Kochloukova.
Dissertacao (mestrado) — Universidade Estadual de Campinas, Instituto de
Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica.

1. Algebra homolégica. 2. Grupos limites. 3. Bass-Serre, Teoria de. |.
Kochloukova, Dessislava Hristova,1970-. Il. Universidade Estadual de Campinas.
Instituto de Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica. Ill. Titulo.

Informacdes para Biblioteca Digital

Titulo em outro idioma: Homological properties of subdirect products of limit groups
Palavras-chave em inglés:

Homological algebra

Limit groups

Bass-Serre theory

Area de concentracdo: Matematica
Titulacao: Mestra em Matematica

Banca examinadora:

Dessislava Hristova Kochloukova [Orientador]
Antonio José Engler

Pavel Zalesski

Data de defesa: 21-03-2014

Programa de Pos-Graduacao: Matematica



Disserta¢do de Mestrado defendida em 21 de marco de 2014 e aprovada

Pela Banca Examinadora composta pelos Profs. Drs.

2L

Prof.(a). Dr(a). DESSISLAVA HRISTOVA KOCHLOUKOVA

V4 =P %

Prof.(a). Dr(a). ANTONIO JOSE ENGLER

VW(’)\ . [)/@%(9«

Prof.(a). Dr(a). PAVEL ZALESSKI




vi



ABSTRACT

The homological type F'P; of subdirect products of limit groups was studied according to
Bridson, Howie, Miller and Short’s results. The limit group theory was developed using as a
tool the algebraic homology and geometric group theory and in particular Bass-Serre theory
on groups acting on trees.

Keywords: Bass-Serre theory, homological algebra, groups of type F'P,, limit groups,
subdirect product of limit groups

RESUMO

Estudamos o tipo homologico F'P; de produtos subdiretos de grupos limites seguindo
resultados de Bridson, Howie, Miller, Short. Desenvolvemos teoria de grupos limites usando
como ferramenta homologia algébrica e teoria geométrica de grupos, em particular a teoria
de Bass-Serre sobre grupos que agem sobre arvores.

Palavras-chaves: teoria de Bass-Serre, dlgebra homolégica, grupos de tipo F' P, grupos
limites, produto subdireto de grupos limites
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LISTA DE SIMBOLOS

R - anel associativo com identidade

Z. - conjunto dos nimeros inteiros, grupo abeliano usual dos inteiros, ou anel usual dos
inteiros

Q - conjunto dos ntimeros racionais, corpo usual dos racionais
Z,, - grupo ciclico finito de ordem n.

Z" - grupo abeliano cujo conjunto de elementos é o conjunto de n-uplas de ntimeros
inteiros Z" e a operacao é a soma usual em Z"

G = (X) - significa que o grupo G é gerado por X

(R>G - fecho normal de um conjunto R no grupo G, ou seja, menor subgrupo normal
em G gerado por R.

A < B -significa que o grupo A é subgrupo do grupo B, ou que o modulo A é submodulo
do modulo B

| X| - cardinalidade do conjunto X

< - denota subgrupo normal

= - significa "isomorfo a"

— - simbolo utilizado para funcoes que sao sobrejetivas

— - simbolo utilizado para funcoes que sao injetivas

— - simbolo utilizado para funcoes que sao inclusoes e mergulhos
> - simbolo utilizado para identificacoes entre elementos

@ - significa soma direta

[] - significa produto direto

|G : H| - simbolo que denota o indice do subgrupo H no grupo G

| - simbolo utilizado para uniao disjunta
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Introducao

O objetivo desta dissertacao é estudar alguns resultados envolvendo produtos subdiretos
de grupos limites. A teoria de grupos limites foi desenvolvida por Z. Sela [20] e independen-
temente por Kharlampovich e Myasnikov [14]. O termo grupo limite foi introduzido por Z.
Sela em [20] como o quociente de um grupo finitamente gerado G pelo nicleo da agdo de G
sobre uma arvore limite. No mesmo artigo, Sela mostra que um grupo finitamente gerado é
grupo limite se, e somente se, é w-residualmente livre. Embora outros artigos definam grupos
limites sob diferentes perspectivas (por exemplo, grupos limites como limites de grupos livres,
ver [11]), este trabalho descrevera grupo limite como grupo fundamental de um grafo finito
de grupos [7], que serd exibido no Capitulo 6.

As propriedades homologicas de produtos subdiretos de grupos limites foi iniciado em [6].
Embora o termo grupo limite nao tenha sido usado, o artigo [6] trata do estudo de produtos
subdiretos de grupos de superficie, que sao grupos limites quando a caracteristica de Euler
dessas superficies é menor que -1. Seja G = G X ... X GG, um produto direto de grupos.
Dizemos que S < G é um produto subdireto de GG se as projecoes candnicas p; : S — Gj,
para cada ¢ = 1,...,n, sao sobrejetivas.

Para entender tais resultados, foi necessario o estudo e desenvolvimento de algumas teo-
rias como Bass-Serre e Homologia Algébrica.

O capitulo 1 desenvolve conceitos basicos de grupos livres, produtos livres, produtos livres
amalgamados e extensoes HNN. No capitulo 2, é apresentada a teoria geral de Bass-Serre
sobre grupos que agem sobre arvores e grupos fundamentais de grafos de grupos. O contetido
apresentado nesses capitulos segue o livro [12].

No capitulo 3 sao estudados conceitos bésicos de Homologia Algébrica necessarios para o
desenvolvimento da teoria de grupos limites do capitulo final. No capitulo 4 é feita a cons-
trucao de sequéncias espectrais. O capitulo 5 introduz defini¢oes e resultados béasicos sobre
grupos de tipo F'P,. O contetido desses capitulos foi baseado nos livros [19], [10] e [5].

Na parte final da dissertacao, estudamos a teoria de grupos limites seguindo os artigos
principais [9] e [17]. Outras referéncias como [20], [4], [23], [7] e [16] foram utilizadas para o
desenvolvimento da teoria. A motivacao do estudo de produtos subdiretos de grupos limites
vem do fato de que cada grupo finitamente gerado e residualmente livre mergulha em um
produto direto finito de grupos limites [3] [20] [15] .






Capitulo 1

Teoria Combinatorial de Grupos

1.1 Grupos Livres

Definicao 1.1.1. Seja G um grupo, X um conjunto e © uma funcao de X em G. Dizemos
que G € grupo livre com base X se satisfaz a sequinte propriedade universal: para todo
par (f, H), em que H € um grupo qualquer e f uma funcdo qualquer de X em H, existe um
unico homomorfismo ¢ : G — H tal que ¢ oi = f, ou seja, tal que o diagrama abaizo é
comutativo:

Proposicao 1.1.1. Sejam G e Gy grupos livres com base X e 11, 19 as fungoes, respectiva-
mente, de X em Gy e X em Gy. Entao, existe um tinico isomorfismo ¢ : Gy — G4 tal que
PO = io.

Demonstracao. Pela propriedade de grupo livre, existem tunicos homomorfismos ¢ : G; —
Goe ¢ : Gy — Gy tais que poiy = iy e Y oly = i1. Assim, pop'oiy =iy e @ opoi; =i;. Pela
unicidade do homomorfismo da propriedade universal de grupos livres, temos que oy’ = idg,
e ¢ o =1idg,. Logo, ¢’ = ¢! e, portanto, ¢ é um isomorfismo. O]
Proposicao 1.1.2. Se G € grupo livre com base X e i € a funcio de X em G, entdo 1 €
mjetora.

Demonstragio. Considere H = ZX := {fungdes de X a Z}. As fungdes o, : X — Z,
y € X, definidas por
1 sex=y
%(x)_{ 0 sex#y

pertencem a H. Tome f : X — H tal que f(x) = a,. Pela propriedade universal de
grupos livres, existe um homomorfismo ¢ : G — H tal que ¢ oi = f. Dali, se x1, x5 € X e
i(x1) = i(xq), entdo

poi(z1) =doi(xz) = f(x1) = f(x2) = ) = g, = 71 = 11

Portanto, 7 é injetora. O



1.1. Grupos Livres

1.1.1 Existéncia de Grupos Livres

Seja X um conjunto cujos elementos chamaremos de letras. Considere X outro conjunto,
disjunto de X, tal que X — X & uma bijecdo e cada 2 € X tem um correspondente em X
denotado por x7". Se xjl,..., 7" € X UX, e ==1,i=1,...,n, dizemos que Tt é
uma palavra.

Defina M(X U X) o conjunto de todas as palavras com letras em X U X. Dizemos
que uma palavra w ¢é redutivel se existe j tal que z; ”1 =z, ~“. Se w nao é redutivel,
entao dizemos que w é reduzida. Toda palavra redutlvel pode ser reduzida, basta tomar
w' = xj; xfj:llx:ﬁj ...x;,. A redugdo de w em w' é chamada redugao elementar. Caso
w’ ainda nao seja reduzida, basta aplicar o processo de reducao elementar novamente, e assim
sucessivamente.

Dai, se w,v sdo palavras de M(X U X), definimos a seguinte relacdo ~ e dizemos que

w ~ v se:

® W =7vOou

e existe uma sequéncia de palavras wy, ..., w; tal que w; = w, wy = v e w;, w;;1 diferem
por uma reducao elementar, : = 1,..., k — 1.
Assim, zx~! ~ palavra vazia.

E facil ver que ~ ¢é relacao de equivaléncia:

® U ~ U, PoOis u = u;

e se u = v, entao v = u; se existe uma sequéncia de palavras wyq, ..., w; tal que wy =u e
wy = v e w;, w;yq diferem por uma reducao elementar, i = 1,...,k—1, a nova sequéncia
de palavras u; = wy_(j—1), j = 1,...,k € tal que duas palavras consecutivas diferem

por uma reducao elementar e u; = v e u; = u. Portanto, se u ~ v entao v ~ u;

® se uUy,...,U, U1,...,U sao duas sequéncias de palavras tais que u; = u, up = v,
vy = v, vy = w e termos consecutivos diferem por uma reducao elementar, entao
Uy, ..., Ug, Vo, ..., € uma sequéncia de palavras cujos termos consecutivos diferem

por uma reducao elementar; se u = v ou v = w, a demonstracao é 6ébvia. Portanto, se
U~vVevV~w,entao u ~ w.

Se u, v, w, z sdo palavras e u ~ v, w ~ z, entdo ww ~ Vvw e vw ~ vz. Logo, uw ~ vz.
Denotamos por F(X) o conjunto de todas as classes de equivaléncia [w] de palavras w
em M(X U X). Definimos em F(X) o produto [w] - [v] = [wv] (wv é apenas a justaposi¢ao
das palavras w e v).
1) o produto estd bem definido: se w' ~ w e v' ~ v, entdo w'v’ ~ wov.
€1 €n —€1

2) F(X) com o produto - é grupo: se w = xi' ...z -1 P
e

i i, vamos definir w™" = z; ... x;
Vemos que [ ] (classe da palavra vazia) é o emento neutro de F(X), pois [ |- [ ] = [w] =
[w] - []. Ainda, vemos que [ww™!] =[]
=w(v

que F(X) é associativa. Mas (wv)u

= [w™w|. Entao, [w]™! = [w™!]. Basta mostrar
(vu). Portanto, concluimos que F(X) é grupo.



Capitulo 1. Teoria Combinatorial de Grupos

Teorema 1.1.1. Seja i : X — F(X) a funcdo dada por i(x) = [z|. Entdo, F(X) € grupo
livre com base X.

Demonstra¢ao. Seja H um grupo e f uma fungao de X em H. O homomorfismo ¢ : F(X) —
H definido por ¢([z]) = f(x) é, obviamente, o tnico tal que ¢poi = f. ]

Teorema 1.1.2 (Teorema da Forma Normal para Grupos Livres). Toda classe de equivalén-
cia de F(X) possui apenas uma palavra reduzida.

Demonstra¢ao. (Método de van der Waerden): Seja S o conjunto de todas as palavras
reduzidas e Perm(S) o grupo de todas as permutagdes de S. Seja w = ' ...z{" uma
palavra reduzida, €, = £1. Definimos f : X — Perm(S) como:

€2 xen 1

€1 __ —
Tis...xpt o oser; =X
€

xxil . ..x caso contrario.
1 in

o) = §

E facil verificar que a funcdo f(z)~' definida por

1 e N B N i se r;l =1
fla)y™ (e 2i) = { xfleixfj ...a{" caso contrario
é a inversa de f(z). Portanto, f(z) € Perm(S).
Como F(X) é livre, existe um tnico homomorfismo ¢ : F(X) — Perm(S) tal que ¢([z]) =
f(z), Vo € X, e ¢([w]) = f(zs)" ... f(x;,)™. Dai, se w ~ w' e ambas sao reduzidas, entdo
[w] = [w'] e p([w])[ ] = ¢([w'])[ ] implica que w = w’. O

Proposigao 1.1.3. F(X) = F(Y) < |X| = |Y].

Demonstra¢ao. Seja s : X — Y uma bijecao, ¢ a fungdo injetora de X em F(X) e j a
funcao injetora de Y em F(Y). Entdo, existem unicos homomorfismos ¢ : F(X) — F(Y
ep: F(Y)— F(X) tais que poi=josepoj=ios L Dali,

1 1

popoj=¢oios '=josos =] e popoi=pojos=ios os=i.

Logo, ¢ = ¢~ . Portanto, F(X) = F(Y).

Se F(X) = F(Y), entdo o numero de homomorfismos de F(X) em Z; é o mesmo que o
nimero de homomorfismos de F(Y) em Z,. Portanto, se X, Y sdo conjuntos finitos, entao
2lXI' = 2Vl = | X| = |Y|. Se os conjuntos ndo sdo finitos, entdo, pelo Axioma da Escolha,
IM(X UX)| = |XUX| = |X|. Sendo F(X) o conjunto de classes de equivaléncia de
M(X U X), entdao |F(X)| < |X|. Mas como X mergulha em F(X), entdo | X| < |F(X)|.
Logo, | X| = |F(X)|. Pela hipotese de que |F(X)| = F(Y)|, temos que | X| = |Y]. O

Portanto, se G é um grupo livre com base X, temos que G = F(X). Denotamos posto
de G a cardinalidade de |X]|.

Definigao 1.1.2. G € grupo livre se G € isomorfo a F(X) para algum conjunto X.



1.2. Geradores e Relacoes

1.1.2 Caracterizacao de Grupos livres

Proposicao 1.1.4. Seja X um subconjunto do grupo G. Sao equivalentes:
i) G € livre com base X ;

i) todo elemento de G pode ser unicamente escrito como ;' ...x;", para algum n > 0,
i, € X, ep = E1, em que €pp1 # —€ S€ igr1 = Uk

i1) X gera G e 1 ndo pode ser escrito como xi ...x", comn >0, v;, € X, ¢ = £1, e
€ht1 7 —€k S€ lpy1 = .

Demonstracao. (ii) = (iii) : 6bvio (1 refere-se ao elemento de G tal que n = 0). (iii) =
(ii) : X gera G’ = todo elemento de G pode ser escrito como zf! ...z{", para algum n > 0,
z;, € X, €, = £1, em que €11 # —€g S€ i1 = 1. e g € G tem duas decomposicoes
distintas g = 3} ... 2;" e g = xfi . .x?:n”, entao 1 = ;! .. .xﬁZm}jm . xj—1517 que é um produto
de elementos de X, contradigao.

(i) = (ii) e (iii) : G = F(X) = X geraGese 1l =xj ...z", cujo produto estd nas condicoes
de (ii), e n > 0, entdo [ ] = [zf ... 2{"]. Como a palavra z/ ...x;" é reduzida, pelo teorema
1.1.2 ela deve ser a tnica representante reduzida da classe, contradicao.

(ii) e (iii) = (i) : a inclusdo de X em G induz um homomorfismo de ¢ de F(X) em G dado
por ¢([z]) = z, Vo € X. Como X gera G, ¢ é sobrejetora. Se ¢g,¢' € G, entdo podem ser
escritos como o produto descrito em (ii). Se ¢'g~! = 1, entao, pela (iii), ¢’g~' & redutivel a

1. Logo, [¢'g7 '] = []. Assim, ¢ ¢ injetora e, portanto, G = F(X). O

1.2 Geradores e Relacoes

Proposicao 1.2.1. Todo grupo G € isomorfo a um quociente de algum grupo livre.

Demonstracao. Considere a identidade ¢d : G — G e o monomorfismo natural ¢ : G —
F(G) (i(g) = [g], Vg € G). Como F(G) ¢ livre, pela propriedade universal dos grupos livres,

existe um homomorfismo (inico) ¢ : F(G) — G tal que, Vg € G, ¢([g]) = g. Vemos que ¢

Z(6) O

é sobrejetora. Logo, G = Ferd

Seja G um grupo, X um conjunto e ¢ : F(X) — G um epimorfismo. E claro que
G = ({p([z]), x € X}). Como X mergulha em F(X) é injetiva, usaremos a notagao ¢(x) ao
invés de ¢([z]). Assim, G = (¢p(X)). Portanto, denotaremos X o conjunto dos geradores
de G (sob ¢). Seja R um subconjunto de F(X) tal que (RY"™) = kerey. Entdo, denotamos
R o conjunto das relagdes de G (sob ¢). O conjunto kery é chamado de conjunto de
consequéncias de R. Dessa forma, dizemos que G possui apresentagao (X; R)”.
Como vimos pela proposi¢ao 1.2.1, todo grupo tem apresentacao.
Se X e R sao finitos, dizemos que G ¢ finitamente apresentavel.
Para ilustrar tais defini¢oes, consideremos o grupo Z, gerado por z. Seja ¢ : F({z}) — Z,
o homomorfismo dado por ¢([z]) = z. Temos que kerp = {[z*"], k € Z}. Tomando R =
{[z"]}, vemos que kere = (R)"V . Portanto, a apresentacio de Z, ¢ (z;2")?. E comum
escrevermos também da seguinte maneira: (z; 2™ = 1),
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Nem sempre ¢ é mencionada. Assim, a apresentacao de Z, pode ser dada por (x;z"). Nao

comuns, mas também possiveis, sdo as apresentagoes de Z, dadas por (z;2" ' =z"1) e
com—1 _ o —1 _ 2

<x7yax _y ,ZL'y—.Z'>

Observacao 1.2.1. Se G tem apresentacio (X;xy =yx, Yo,y € X), entao dizemos que
G ¢ grupo livre abeliano com base X, e ¢ denotado por ZX. Em 7ZX, temos que
r+y=y+ux Vr,y e X.

Teorema 1.2.1 (Teorema de von Dyck). Seja G o grupo com apresentagao (X; R)?, H um
grupo qualquer, f : X — H uma fun¢io e ¢ : F(X) — H o homomorfismo correspondente
ao diagrama da propriedade universal de F(X). Entao, existe um homomorfismo ¢ : G —
H tal que f(z) =vop(x), Vo € X, se R C ker¢. Além disso, ¢ é um epimorfismo se f(X)
gera H.

Demonstra¢ao. Como kery é o fecho normal de R e ker¢ é um subgrupo normal de F(X)
com R C kerg, entdo kerp C ker¢g. Defina ¢ : G — H por ¥(g) = ¢(y), em que g = o(y),

para algum y € F(X). Dai, se z,y € F(X) tais que ¢(z) = o(y), entdao p(xy™!) =1 =
vyt € kerp C kerg = ¢(x) = ¢(y).

i / ¥
Se (f(X)) = H, entao ¢(G) = H. O

Em particular, tomando Y um conjunto disjunto de X, a inclusao X — XUY, o mergulho
de XUY — F(XUY) e o epimorfismo ¢y : F(XUY) » (X UY; RUS)?, S C F(XUY),
induzem, pelo teorema 1.2.1, 0o homomorfismo ¢ : (X;R)”* — (X UY;RUS)?*. Aqui,
f(x) = @a(z). Vemso que 1 o p1(x) = pa(x).

X — XUy, RUS)*

i[/V

F(X) (X5 )™

1

1.3 Produto Livre

A definicao geral de produto livre GG é feita para uma familia qualquer de grupos G,
e homomorfismos 7, : G, — G. Porém, aqui ele serd definido para uma familia de dois
elementos. As defini¢oes e proposicoes sao facilmente extensiveis para o caso de uma familia
qualquer.

Definicao 1.3.1. Sejam G, Go, G grupos e iy : G; — G, iy : Gy —> G homomorfismos
que satisfazem a sequinte propriedade universal: para qualquer grupo H e quaisquer homo-
morfismos f1 : G1 — H e fy : Go — H, existe um unico homomorfismo ¢ : G — H tal
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que poiy = f1 e pois = fo. Entao, G € chamado produto livre de G e Gy e € denotado
por G x G.

GG ~—— @Y

i2
3!
NL g f2

H

Proposicao 1.3.1. Se G e H sao produtos livres dos grupos G, e Gg, entao existe um 1inico
wsomorfismo ¢ : G — H tal que p oty = ji, k= 1,2, em que i sao 0os homomorfismos de
G em G e j, os homomorfismo de Gy, em H.

Demonstracao. Pela propriedade universal do produto livre, existe um tnico homomorfismo
¢ : G — H tal que v o4, = j. Da mesma forma, existe um tnico homomorfismo ¢’ :
H — G tal que ¢’ o j, = 1. Dai, ¢’ opoiy =i, e oy oj, = ji. Pela unicidade dos
homomorfismos na propriedade universal, ¢ o ¢’ = idy e ¢’ o ¢ = idg. Portanto, ¢’ = ¢l e
@ é um isomorfismo. O

Proposicao 1.3.2. Se G| x Gy € produto livre, entao i1 e 15 sG0 monomorfismos.

Demonstra¢ao. Tome H = Gy e f; = idg,. Sejam a,b € Gy tais que i1(a) = i1(b). Entdo,
poii(a) = ¢oiy(b) = idi(a) = idy (), e , portanto, a = b. De forma analoga, mostramos
que 179 é injetora. O

1.3.1 Existéncia de Produto Livre
Teorema 1.3.1. Sejam G, e Gy grupos. Entao, existe produto livre G * Go.

Demonstragao. Considere as apresentagoes de G; = (X1; R)*' e de Gy = (Xy; Ro)™ e
X;N X, =0. Tome

G = (X1 UXy; R URy)?,
F(X1UX>2)

(RluRg)HXlUX?)'
que, pelo teorema 1.2.1, existe um homomorfismo iy, : G, — G tal que iz o = @, k =1, 2.

Sejam fr : Gy — H, k = 1,2, homomorfismos.

Denotemos por ¢, o homomorfismo fy o ¢ : F(Xy) — H. Temos que ¥p(Rg) = fr o
or(Ry) = fr(1) = 1. Dai, definimos o homomorfismo ¢ : F(X; U Xy) — H tal que
Ylx, = Yr. Como ¢Y(Ry U Ry) = 1, temos que kerg C kery, e entdo, podemos definir
¢ : G — H da seguinte forma: ¢(g) = ¢(x), para algum z € F(X; U X3) tal que ¢(x) = g.
Portanto, ¢ o ¢ = 1. Para todo x € X3,

poir(pi(x1)) = do (1) = P(a1) = VYi(21) = fi(er(1)).

E, do fato de que ¢;(X;) gera Gy, temos que ¢ oi; = f;. De forma analoga, concluimos que
¢oiy = fy. Por fim, como ¢(X;UX5) gera G e sendo (X7 U Xy) = i1 0¢1(X1) Uiz 0 pa(Xs),
temos que ¢ deve ser tnico. O

em que @ & o epimorfismo natural de F(X; UX5) em Ja vimos anteriormente

Exemplo 1.3.1. O grupo livre F(X) € produto livre dos grupos ciclicos infinitos (z), = € X.
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Teorema 1.3.2 (Tereoma da Forma Normal para Produtos Livres). Seja G = G * Gy um
produto livre. Entao,

i) i : Gy — G1 % Gy é monomorfismo;

i) tomando iy, iy como inclusées, todo elemento de G pode ser escrito unicamente como
J1---Gn, em quen >0, g € GyUGs, g; # 1 € g;, gir1 naGo pertencem ao mesmo grupo,
para i < n,

k=1,2.

Demonstracao. Ja vimos na proposicao anterior que i; ¢ monomorfismo. Portanto, tomando
ix, como inclusao, vamos representar ix(g;) como g;, Vg; € Gy. Como G1 UG, gera G, g € G é
escrito como ¢y ...¢g,, comn >0, g; € Gy UGy e g; # 1. Se, para algum i < n, g;, gir1 € Gy
e gis1 # g; ', entdo g pode ser escrito como gi ... g, 1hgita- .. g, onde b = g;giy1 # 1; se, no
entanto, g;11 = g; ', entdo g pode ser escrito como gi ... g;_1git2 - - - gn. Agora, utilizando o
Método de van der Waerden, provaremos que g, representado pela maneira do enunciado, s6
pode pode ser escrito de uma tdnica forma. Considere S o conjunto de todas as sequéncias
(91,---,9n), n > 0, tal que g;, g;+1 nao pertencem ao mesmo grupo. Vamos definir fj :
G — Perm(S) da seguinte maneira, para hy € Gy — {1}:

(hkagh'"ugn) S€ g1 ¢Gk
Te(hi)(gr, v gn) =« (higrs ... gn) segi € G e hygr # 1
(925 Gn) se g1 € G e hpgr =1

e fk(1> = st.
Seja hj, € Gy, hiphi # 1. Entao,

(hkh;gagla"'agn) S€ g1 §é Gk
fk(hkh;c)(gla cee 7gn) = (h‘kh;cgh cee 7gn) S5€ g1 € Gk € hkh;qgl 7& 1
(92, -+ 0n) se g1 € G e hphpg1 =1

e

(hk: k7gl7"'7gn) se 91¢Gk

(hihig1, ..., 9n) se g1 € Gg, hpgn # 1 e hphjgr # 1
fe(h)o f(hi)(gr, - gn) = (92, -+ Gn) se g1 € Gi e hjg1 # 1 mas hihjg1 =1

(hky -+, Gn) se g1 € Gy e hygr =1,

Portanto, f; ¢ um homomorfismo. Ainda, para cada hy € Gy, f(h.') = f(hy)™!, ou seja,
todo f(hg) tem inversa. Logo, f estd bem definida.

Como G é produto livre, seja ¢ : G — Perm(S) o homomorfismo tal que ¢ o i, = f.
Suponha que g € G seja escrito como g ... ¢, com g; € Gy UGy, g; # 1 e g;, ¢gir1 nao
pertencentes ao mesmo grupo, para i < n, e hy...hy,, da mesma forma, com h; € G; U G,
h; # 1 e hj, h;41 ndo pertencentes a0 mesmo grupo, para j < n. Entao, ¢(g)() = fi,(g1)o...0

Frn(92)() = fr(91) 00 fru 1 (Gn-1)(gn) = (G151 9n) = (hay - h), oy Ky € {1, 23
Logo,m =ne g, = h;, Vi <n. O]
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1.3.2 Caracterizacao de Produtos Livres

Proposicao 1.3.3. Sejam Gy e Gy subgrupos de um grupo G. Sao equivalentes:
Z) G = G1 * GQ,’

i) todo elemento de G pode ser unicamente escrito como ¢y ...gn, em que n > 0, g; €
Gy UGy, gi # 1 e g;, gir1 nao pertencem ao mesmo grupo, para i < n;

iii) G € gerado pelos subgrupos G1 e Gy e 1 nao pode ser escrito como o produto ¢ ... gn
comn >0, g € GiUGs, g; # 1 e g;, gir1 nao pertencentes ao mesmo grupo, para i < n.

Demonstragao. (i) = (iii) : 6bvio (1 é o elemento de G tal que n = 0).

(iii) = (ii) : Gy e G2 geram G = todo elemento de G pode ser escrito como ¢ ... g,, com
n>0 g € G UGy g, # 1 e g;, gir1 ndo pertencentes a0 mesmo grupo, para i < n. Se
g€G, g=¢g1...9gne g=hy...h,, ambos diferentes, entdo 1 = g, ...g,h7}...h{', que é
um produto de elementos de GG; e G4, contradicao.

(i) = (ii): teorema 1.3.2.

(ii) e (iii)) = (i): sabemos que, pela propriedade universal do produto livre, existe um tnico
homomorfismo ¢ : Gy * Gy — G tal que ¢|g, ¢ a inclusdo de Gy, em G. Logo, Vg € G, g é
descrito como em (ii), € g1 ... g, = ¢(g1 ... gn). E facil ver que ¢ ¢ um isomorfismo. ]

1.4 Produto Livre Amalgamado

1.4.1 Push-Out

Definicao 1.4.1. Sejam Go,G1, Gy e G grupos e iy : Go — Gy, 19 : Gog — Ga, 71 : G —
G, j2 : Gy — G homomorfismos . Dizemos que (G, ji1, jo) € push-out de (i1,1iy) se:
Z) J1011 = J201y;
i) para qualquer grupo H e quaisquer homomorfismos fi : Gy — H, fy : Go — H tais
que f1 011 = fy oo, temos que ¢ : G — H homomorfismo tal que ¢po j1 = f1 e

¢ ojs= fo.

Go—~ G
in le
f
GQ — 0 G
2 N
f2

H
Lema 1.4.1. Se (G', ji, j5) também € push-out de (i1,i2), entdo G e G’ sao isomorfos.

Demonstracao. Seja ¢ o tnico homomorfismo de G em G’ e ¢’ 0 unico homomorfismo de G’
em G dados pelo push-out. Entdo, sendo k£ = 1,2, temos que ¢ o j, = j; e ¢' 0 j. = jr =
podojgr=jrepod oj. =j.. Mas ¢po¢d e ¢ o¢ sdo tinicos. Logo, ¢ o ¢/ = idg e
¢’ o ¢ = idg. Portanto, ¢’ = ¢~ L. O
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Teorema 1.4.1. Sejam i1 : Gg — G, 19 : Gy — G5 homomorfismos de grupos. Entao, o
par (i1,13) tem push-out.

Demonstracao. Considere
Go = (Xo; ROVO , G = (X1 le1 , Gy = (Xo; Rz>¢2 :

Tome, para cada xy € Gy, os elementos a1 € F(X1) e g2 € F(X2) tais que i1(xg) =
©1(Qzy1) € i2(xo) = @a(z,2). Por fim, considere X; N Xy = 0 e tome

G = (X1 UXy; By U Ry U {ag, 105, }1)"

e ji1: Gy — G, js : Go — G o0s homomorfismos naturais tais que ¢(zy) = jr o pi(zk), k =
1,2. Dali, para cada xy € Gy,

[j1 0 i1 (0)][J2 0 i2(x0)] " = J1(01(Qug1))da(Pa(uy2))"H =1 = ji 0dy = jo 0 is.

Seja H um grupo e f; : Gy — H e fy : G5 — H homomorfismos tais que f; o1y = f5 0 is.
Temos que os homomorfismos 1}, = fiop; e ¥ = fyo(p,, triviais em R; e Ry respectivamente,
induzem o homomorfismo ¥ de F(X;UX5) em H tal que 9(xy) = Vg (xr), Vo, € Xi, k= 1,2.
Ainda,

D0z 10 g) = V1(Qag1)V2(p2) ™ = [f1001 (0t 1)][f2002 (0 2)] ™ = [fr0t1 (0)][ 2012 (20)] ™"

Portanto, keryp C kerd. Assim, pelo teorema 1.2.1, existe um homomorfismo ¢ : G — H
tal que, para k = 1,2, ¢ o p(zx) = O(zr), Vo € Xi. Dai,

Je(or(rr)) = Op(r) = I ag) = d o p(xr) = ¢ o jr(pr(zr)) = ¢ o jr = fi.

Provada a existéncia de ¢, a unicidade vem do fato de que j;(G;) U j2(G2) gera G. Como ¢
ja estéa definida em j;(G1) U j2(G2), temos que ¢ encontrada deve ser unica. O

Um exemplo interessante de push-out é dado pelo
Exemplo 1.4.1 (Teorema de van Kampen). Sejam X, X1, Xy espagos topoldgicos, X, X

nao-vazios, coneros por caminhos, nao disjuntos e abertos em X = X1 U Xy =X e X1 N X,
também conexo por caminhos. Entao, o diagrama abaizo é um push-out,

7T1(X1 N XQ) L‘ﬂ'l(Xl)

iZ*j l]l*

7T1(X2) 7T1(X)

j2*

em que i1, ,1%2,,J1,,J2. a0 0s homomorfismos entre grupos fundamentais induzidos pelas in-
clusoes dos espacos topoldgicos.
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1.4.2 Produto Livre Amalgamado

Dizemos que G é produto livre amalgamado de G| e G5 com Gy amalgamado se i1, 29
sao monomorfismos. Escrevemos G = G4 G* (G5. Vamos tomar 1; e i3 como inclusoes.
0

Para o enunciado do proximo teorema, recordemos que, sendo A, B grupos, B < A, um

subconjunto C' de A é um transversal a direita de B em A se A = UCBC.
ce

Teorema 1.4.2 (Teorema da Forma Normal para Produtos Livres Amalgamados). Seja
G = G1G>I< Go. Entao:
0

i) ji,Jo $G0 monomorfismos;
i) j1(G1) N Jj2(G2) = j1(Go) = j2(Go);

iii) tomando ji, jo como inclusées, qualquer elemento de G pode ser unicamente escrito como
o1 - - - Uy, onden >0, go € Gy € uy, ..., u, vém alternadamente de S —{1} e T — {1},
em que S € um transversal a direita de Go em Gy e T € um transversal a direita de G
em Gy, el e SNT.

Demonstragao. i) Suponha que exista um grupo H e monomorfismos f, : Gy — H, fo :
Gy — H tais que f; o1; = fo01iy. Entao, pela definicio de push-out, existe um tnico
homomorfismo ¢ : G — H tal que ¢ o j; = f1 e ¢pojo = fo. Logo, ¢poj; e ¢ o jy sdo
monomorfismos, o que implica que j;, j» sao monomorfismo. Portanto, precisamos encontrar
H, fi e fy que satisfacam tais hipoteses.

Defina H = Perm(Go x S xT) e f; : Gi — H da seguinte forma:

f1(91)(g0, s, t) = (do, 8, t), em que ¢1GoS = Go5 (ja que Gy = sgsGOS)'

Temos que f1(g; ") (do, 5,t) = (g, ', t) tal que
91 G058 =908’ = gos =ghs' = gh=go e s’ = s,

pois Gy é unido disjunta de Gos, s € S. Dai, fi(g;")fi(91) = f1(g1)fi(gr') = idgoxsxr.
Portanto, fi(g;') = fi(g1)~"%, para cada g € Gy. Assim, fi(g1) é permutacdo, Vg, € G.
Agora, quero mostrar que f; é homomorfismo. Temos, ¥(go, s,t) € Go x S x T, ¢1, g1 € Gy,
que

filg1) f1(91)(90, 5, 1) = fi(91)(90, 5, t) = (o, 5, 1),
em que

G190 = 9s’ € 91908 = Go$, ou seja, (9141)gos = GoS-

Portanto, fi(g1)f1(91) = f1(9191), Va1, 91 € G
Construimos f, de maneira analoga. Assim, temos dois homomorfismos. Quero mostrar que

f1, fo sdo injetivos. Se g, € ker fi, entao
f1(91)(g0,5,1) = (90, 5,1) < 91905 = gos = g1 = 1.
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Analogamente, mostramos que f, é injetora.
Falta verificar que fi|¢, = f2|g,- Mas Vgo € Go, Y(gp, s,t) € Go x S x T,

fl(g(])(g[l)757t) = (g()g[l),S,t) € f2(90)(967 S,t) = (90967 S,t),
pois gog;, € Go.

iii) Tomando ji, jo como inclusdes, temos que G; U G gera G. Logo, Vg € G, g =
G1---Gn, i € GiUGe, 1 =1,...,n. Sen =1, entdo g = gps, ou g = got ou g = go,
9o € G, SES—{l}, tET—{l}

Seja n > 1. Por indugao, suponha que g5 ... g, = goU1 . - . Uy, COM Uy, . . ., U, alternadamente
de S—{1} e T—{1}, m > 0. Se g1 € Gy, 190 € Gp, entao g ¢ escrito como em (iii). Suponha
g1 € G1 — Gy. Temos dois casos:

e se u; € S, entdo, g1gou1 € G1 = gigour = ¢S, gy € Go, s € S — {1}; portanto,
g = gySuz . . . Uy, como em (iii)

e se u; € T, entdo, gig0 € G1 — Go = q190 = 945, gy € Go, s € S — {1}; portanto,
g = ghSurUs . . . Uy, como em (iii).

O caso em que g; € G5 — G é analogo.
Suponha, por fim, m = 0. Se g; € G, nada mais a provar. Se g; € G; — G, entao

9190 € G1 — Go = 9190 = 958, 9o € Go, s € S —{1}.

Analogo para g, € Gs.

Falta agora mostrar a unicidade. Para isso, utilizaremos o Método de van der Waerden.
Seja W o conjunto de todas as sequéncias (go, u1, - .., Un), com go € Go, n >0 e uy, ..., uy,
alternadamente de S — {1} e T'— {1} e defina f; : G; — Perm(W) da seguinte forma: para
cada g1 € Gy e (go, uy,...,u,) €W

(g(/]asaulv s 7un) se u; € T7 9190 = g(/]37 96 S G07 sES— {1}
) (gh,ua, - un) seuy €T, g190 = g4 € Go
Filgn)(go, ur, -y un) = (g6, Sy U, ..., uy) seup €S, gigour = gyS, gy € Go, s € S — {1}
(90

Gos Uy -+« -y Up,) se u; €5, g190u1 = g, € Go

Daia aplicando fl(gl_1> €in fl(gl)(g()7 Uty - 7U7L)7

filgr ) (gh, s, uts -y un) = (go, U, - - -, Un), POIS g7 "ghs = go € Go

(96, U1y -y un) = (Go, Uty .., Up), pois uy € T, gflg{] = go € Gy

(gh, 8, U, .. Un) = (Go, U1, ..., Up), DOIS g7 ' ghs = gour, gh € Go, uy € S — {1}

(g7 (gh,ug, - - s un) = (gos U, - - -, Up), pois us € T, g7 gh = gou1, go € Go, uy € S — {1}

Aplicando fi(g1) em fi(g97")(go, U1, .- ., u,) obtemos o mesmo resultado (basta tomar g, =

((gr")~1). Portanto, fi(g1) tem inversa fi(g; ') = fi(g1) é permutacdo, Vg, € G.
Vamos agora mostrar que f; é homomorfismo: sejam g, g; € G1. Entao, aplicando f(g) em
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)

[ fi(9)(90, 8,11, un) = (90, U1, ua)  s€ 9908 = gg190 = g5 € Go
fl(g)<g67$7u17"'7un :(96/75,7/“17---7“71) 5€ ggOS_gglgO_g(l),S/ g€G07 SIGS_{l}
J1(9) (90, s - un) = (g0, U, - - -5 Un), se ggo—gglgo—go € Gy
fi(9)(go, ur, - un) = (gg, 8", un, - up),  se 990 = 99190 = 958" 9o € Go,s' € 5 —{1}
J1(9)(90, S, u2s - -y Up) = (g U, - - - 5 Un), se 9903 = gg190u1 = gy € Go
f1(9)(g5, 8,02, ..., un) = (90,5, Ua, .., Up), s€ 9905 = gg190u1 = 935, (/)/ € Go,s' € § — {1}
F1(9) (g0, us - - un) = (90,8, U,y - .. up),  se ggo = 9g190u1 = 96’8’ 0 € Go, s’ € S—{1}

. f1(9) (g0, uz, - - un) = (g5, Uz, - -, Un), se g9, = gg19ou1 = g, € Go

e

( fi(gg1)(go, 1, - ., un) = (g(/)/,uh CUp) seuy €T, ggi190 = 96/ € Gy
Ji(gg1)(gou1, - upn) = (95,8, U1, - un)  seup €T, ggigo = 96/5, g € Go, s € S—{1}
f1(991) (g0, us - - s un) = (gg, Uy - - - s Un), se uy €5, ggi1g9ou1 = gy € Go
filgg)(go,ut, - un) = (90, 8" uay ... up), seuy €S, ggigour = g4s', gy € Go, s € S — {1}

Analogamente, definimos fy : Gy — Perm(W).
Seja g € Gy. Entao,

f1(9)(gos v, - un) = (gg0; U, - - - un) = f2(9)(g0, ua, - - . Un).

Portanto, existe um (tinico) homomorfismo ¢ : G — Perm(W) tal que ¢|g, = f1 e d|¢, =
fo. Dai, sejam gouy ... u, e giu) ... u,, duas formas normais de g € G. Entao,

¢(9)(1) = ¢(go)P(ua) - - P(un) (1) = G(go)P(wa) - - Plun-1) (L, tn) = (go, s, - - tn) =

= d(go)o(uy) ... o(up,) (1) = (gh, Uy - - Upy) = Go=go, M=neu; =uy, i =1,...,n.

11) ]1(G0> = jg(Go) - ]1(G1) ij(GQ). Seja, entéo, g c ]1(G1) ij(GQ). Temos que
9 = j1(g0s) = j2(90t), 90,90 € Go, s€ S, t€T.

Pela unicidade da forma normal, s =t =1e g = ji1(g0) = J2(95) € 71(Go) = j2(Go). Se j1,J2
sao inclusoes, entao G; N Gy = Gy,. O

Uma outra forma de se pensar os elementos de (G, sem fazer uso dos conjuntos transversais,
é dada pelo seguinte teorema:

Teorema 1.4.3 (Teorema da Forma Reduzida para Produtos Livres Amalgamados). Seja
G =G G* G e considere j1, jo inclusoes. Entdo:
0

i) qualquer g € G — G pode ser escrito como gy ...¢gn, comn > 1 e gy, ..., g, alternada-
mente de G; — Gy e Go — Gy (forma reduzida de g);

i) se g também pode ser escrito como hy ... hy, com hy, ... h,, alternadamente de G1—Gy e

GQ—G(), entacom =ne hlGo = glGo, Gghn = Gogn € GohiGo = GogiGo, 1= 2, c. ,n—l;
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iii) sen > 1, entdo g ¢ G1 U Gy;
i) se gi,...,gn sdo alternadamente de G; — Gy e G — Gy, entao gy ... g, ¢ Go.

Demonstragao. i) Sabemos que g assume forma normal gou; ...u,. Se n =0, g € Gg, con-
tradicdo. Portanto, n > 1. Se u; € S, entdo gou; € G; — Go, e us € T — {1} C G5 — Gy.
Portanto, tomando g; = gou1, go = Us, ..., g, = U,, g € escrito alternadamente com termos
de G; — Gy e Gy — Gy. Se uy € T, anélogo.

ii) Vamos provar por indu¢ao no comprimento da forma reduzida de g. Se m = 1, entao
g=hy € Gy — Gy. Assim, g = gou1, go € Go, uy € 5 — {1}
Seja g = hy...hy,, m > 1, um forma reduzida de g. Temos que hs ... h,, tem forma normal
Jous . . . ug. Por inducao, m = k, hoGGy = gouaGo, Gohr = Goup e Goh;Gy = Gou;Go, 1 =
3,...,k—1.
Suponha h; € G; — Gy (0 caso hy € Gy — G é anélogo). Entao, hy € Gy — Gy = goug €
G5 —Gy. Portanto, h;, u; pertencem ao mesmo conjunto Gy —Gg ou Gy — G para ¢ > 3. Como
higo € Gy — G, tome higy = gou1, gy € Go, up € S—{1}. Entao, gjujus . .. u,, é forma nor-
mal de g. Portanto, o comprimento da forma reduzida de g é o comprimento da forma normal
de g, que é Gnico. Ainda, h1Gy = h1goGo = gyu1Go, GohiGo = Gou;Go, i = 3,...,k—1, e
Gohk = Gouk.

iii) Se g € G1 UG, entdo g = go € Go, ou g = oS, go € Go, s € S — {1}, ou
g = got, go € Go, t € T —{1}. Em qualquer caso, n < 1.

iv) Suponha g = ¢;...9, € Go, n > 1, um produto alternado, e g; € G; — G. Tome
g € Gy — Gy. Entao, ¢'g € Gy — Gy. Assim, ¢'g tem forma reduzida ¢'g; ... g,, contradi¢ao
(pela (iii)). O

Proposicao 1.4.1. Sejam G, Gy subgrupos de um grupo G e Gy = G1 N Gy. Entdo, G =
Glék G4 se e somente se todo elemento de G — Gy pode ser escrito como um produto g . .. gn,
0

com g; alternadamente de G — Gy e Gy — Gq, e nenhum desses produtos é 1.

Demonstragao. (=) Pelo teorema 1.4.3.
(<) Sejam fi, fo as inclusdes de G em G e G5 em G, respectivamente. Entdo, existe um
(inico) homomorfismo ¢ de G, & Gy em G tal que ¢lg, = f1 e dlg, = fo. Se g ¢ G,

pelo teorema 1.4.3, g = ¢;...g, produto alternado = ¢(g) = &(g1)...-(gn) = G1--- Gn-

Se g € ker¢, entao g = 1. Portanto, ¢ ¢é injetiva. Ainda, se g € Gy entdo ¢(g) = g e se

g € G, por hipotese g é o produto alternado ¢; ... g, = ¢(g). Portanto, ¢ é sobrejetiva. Logo,

G=G X Go. O
0

1.5 Extensoes HNN

Definicao 1.5.1. Sejam G e A grupos, ig,i1 monomorfismos de A em G e P um grupo
ciclico infinito gerado por p. Seja N = ({p~Yio(a)pir(a)™!, a € AWT*T. Entio, H = (G *
P)/N ¢é chamada extensao HNN de grupo base G com letra estavel ¢t e subgrupos
associados ig(A) e i;(A).
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O termo HNN vem de Highman, Neumann e Neumann, que estudaram, em 1949, essa
construcao a partir de subgrupos de certos produtos livres amalgamados.

Pensando em A como um subgrupo de G, ip uma inclusao e B = i;(A), temos que
¢ : A — B, dado por ¢(a) = i1(a), é um isomorfismo. Definimos, entdo, a exten-
sdo HNN H = (G = P)/ ({p~tapp(a) 1), Se G = (X|R), entdo H tem apresentacdo
(X, p| R, p~tap = ¢(a), a € A) ou, ainda, (X, p|R, p~'Ap= B). A extensio HNN H
tem notacdo HNN(G, A, p, ¢).

De forma mais geral, sejam A, uma familia de subgrupos de G' e ig 4, 1, monomorfismos
de Ay em G, P um grupo livre com base {pa} ¢ N = ({p3tiga(a)paira(a)™l; Vo, Ya € A}
Definimos H = (G * P)/N a extensao HNN de grupo base G com letras estaveis {p,} e pares
associados de subgrupos ip o (Ay) € i1,4(Aq).

Exemplo 1.5.1. 1) O grupo livre F(X) é a extensao HNN do grupo trivial com letras estdveis
reX.

Exemplo 1.5.2. 2) Sejam G = 7Z 2 A = {(a), B =2Z = (a*) e p : A — B 0 iso-

morfismo dado por ¢(a) = a*. Entdo, a extensio HNN de grupo base A com letra estd-

vel t e subgrupos associados A e B tem apresentacio H = (a, p | p~ta"p = a®), n € Z.

Como p~ta™p = (p~tap)", temos que H = {(a, p | p~tap = a?), conhecido como grupo de
Baumslag-Solitar BS(1,2).

Antes de enunciar a proxima proposi¢ao, considere H = HNN(G, A,p,¢), j : G — H
o homomorfismo induzido da inclusdo de G em G P e N = ({p~Lapp(a)™!, a € AHTF.

Proposicao 1.5.1 (Propriedade Universal de Extensdées HNN). Seja 8 um homomorfismo
de G em K, em que K é um grupo tal que existe k € K com k™'0(a)k = 0(¢(a)), Va € A.
Entao, ¢ : H — K homomorfismo tal que poj =0 e ¢(p) = k.

G- K

|

H

Demonstracao. Considere o diagrama

G——=G* P<—P
X /
K

em que f é um homomorfismo de P em K dado por f(p) = k. Entdo, pela propriedade
universal do produto livre, 3¢’ : G * P — K homomorfismo tal que ¢'|c = 0 e ¢/(p) = k.
Ainda,

¢ (papp(a)™) = ¢'(p) ¢/ (a)d'(p)¢' (¢(a)) " = k™ '0(a)kb(p(a)) " =1, Va € A.

Portanto, ¢’ induz um homomorfismo ¢ : H — K tal que ¢ o j(g) = ¢'(g9), Vg € G e
o(pN) = ¢'(p) = k. Como H é gerado por j(G) e pN, ¢ deve ser tnico. O
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Em particular, se K = P e 6§ : G — P é trivial, existe um homomorfismo ¢ : H — P
tal que ¢|,n) é um isomorfismo de (pN) em P. Portanto, vamos enxergar P como uma
inclusao em H.

Teorema 1.5.1 (Teorema da Forma Normal para Extensdes HNN). Seja H = HNN (G, A, p, ¢),
j G — H o homomorfismo induzido pela inclusao G — G P e S, T transversais a direita
de A e B em G respectivamente, 1 € SNT. Entao,

i) j é monomorfismo,

ii) tomando j como inclusdo, todo h € H pode ser unicamente escrito como gop g1p* ... P gn,
emquen >0, ¢ =21, goeGe, parai >1, g€ S seeg=—1, g, €T see; =1 e, se
€ = —€;11, entao g; # 1. Dizemos que gop” g1 ...p"gn € o forma normal de h.

Demonstragao. i) Utilizaremos o Método de van der Waerden. Seja W o conjunto de todas as
sequéncias (go, €1, 91, €2, - - -, €n, gn) taisquen >0, go € G, ¢, =+1, g; € Ssee; = —1, g; €T
see; =1e, se e =—¢€1, entdo g; # 1. Defina 6 : G — Perm(W) por

9(g>(g07€17g17627 s 7€n7gn) = <g907€17917 €2,... 7€n7gn>~

E facil ver que § ¢ monomorfismo e (g~!) = 0(g)~".
Seja k : W — W dado por

(a,1,t,€1,91,€2,...,€n,Gn) se€eg=—1let#1ousee #—1

k(g()’q’gl’e% o 7€mgn) N { (agl,ez, o ,Emgn) seege=—1let=1

em que go=0bt, b€ B, t €T e a= ' (b). (Assim, k(go) = (a,1,1)).

Defina

(b,—1,8,€1,01,€2,--.,€n,Gn) se€g=1es#1lousee #1

-1 _
k (90761>g17€27""6"’gn)_{ (bgl,Eg,..-,Emgn) 5661216821

em que go =as, a € A, s€ Seb=yp(a).
E simples verificar que kk~! = k~'k = idy,. Portanto, k € Perm(W).
Vemos que Va € A,

(ad',1,t,€1,91,€9,...,€n,9n) S € =—1et#1ousee #—1

Ha)klgn €1, 91,0, nr ) = { (ad'gi,e,. .., €, 0n) seep=—let=1

em que go=0bt, b€ B, t € T e a’ = p~1(b). Dai, k0(0(a))(go, €1, g1, €25 - - - » €ny Gn) =

(ad’,1,t,€1,91,€9,...,€n,0n) se € =—1et#1ousee #—1

Flplalgo, €1, 1,6 - €m0 9n) = { (ad' g1, €2, ... €ns Gn) seeg=—let=1,

pois p(a)gy = p(a)bt e o~ (p(a)b) = ap~'(b) = ada’. Portanto, 0(a)k = kO(p(a)).

Pela propriedade universal da extensao HNN, 3! ¢ : H — Perm(W) tal que ¢poj =0 e
¢(p) = k. Como @ ¢é injetora, j ¢ um monomorfismo.
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ii) Seja h € H. Entdo, h = gip®gip®...p°m¢g' . g € G, §; = £1. Nesse caso, dizemos
que h tem comprimento m. Por indu¢do no comprimento da palavra, ¢ip®...p°"g/ tem
forma normal, suponha g{p*1g/p"? ... ptg". Portanto, h = gip® gip* gp"> ... ptg!. Se essa
decomposicao de h nao é normal, temos os seguintes casos:

/)

1°) go = 1ed; = —p. Entdo, p’'p*t = 1. Portanto, h tem forma normal (gjg7 )p*2gyp*r 9!

2°) 61 = 1eg) ¢ T. Entao, gy =bt, b € B, t € T = pgy = pbt = o ' (b)pt = apt.
Portanto, h tem forma normal (gja)ptp*t gy ... pH' gl

3°) 6 =—1egy ¢S éandlogo ao 2° caso.

Se h tem formas normais gop' gy . . . P gn € hop® hy . .. PP By, entdo ¢(gopig ... prgn)(1) =
¢(h0p61h1 .. p5mhm>(1) Mas

O™ )p(9n)(1) = K (gn) = { 8 Eiq,ng)n) ” ZZ - 1—1-

Por indugao, é facil mostrar que ¢(gop g1 ...p"g.)(1) = (9o, €1,91,---,€n,gn). Portanto,
m=mn, go = ho, € =0; € g = h; para i > 1. O

Assim como em produto livre amalgamado, é possivel escrever elementos de H sem usar
o conceito de conjunto transversal.

Teorema 1.5.2 (Teorema da Forma Reduzida ou Lema de Britton). Seja H = HNN(G, A, p, ).
Entao:

i) todo h € H pode ser escrito como gop' gy ...p"gn, em que n > 0, ¢, = 1, g, € G ¢
h nao possui subpalavra p~tap, a € A, ou pbp~!, b € B. Dizemos que essa é a forma

reduzida de h.

ii) se h tem outra forma reduzida hop® hy ...p°"h,,, entdo m = n e ¢ = 6; para cada
1=1,...,n. Além disso, se e = 1, entdo hoA = goA. Se e, = —1, entdo hoB = goB.

iii) Se h tem forma reduzida e n > 0, entdo h ¢ G.

i) Se h = gopg1...p"gn € G, comn > 0, g; € G, ¢ = %1, entao h tem subpalavra
ptap, a € A oupbp™!, b€ B.

Demonstragao. i) Suponha que a forma normal de h nao seja uma forma reduzida. Entao,
existe uma subpalavra em h da forma p~lap, a € A ou pbp~!, b € B. Suponha p~lap. Entdo,
a€S=a=1,pois ANS =1, contradicao. Se a subpalavra é pbp~!, entaiobec T = b =1,
contradicao.

ii) Vamos provar por indugao no comprimento da forma reduzida de h € H. Se h tem
comprimento 0, entao h = hy € G é a forma normal de h.
Suponha h = gyp“g;...p"g, uma forma reduzida de h, n > 0. Entao, p©gy...p"g, esta

na forma reduzida e possui forma normal g\p®2 g, ...p°mg! . Por inducdo no comprimento da
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forma reduzida, m = n, ¢, = §; para cada i = 2,...,n e, se ¢ = 1, entdo g, € A; mas se
€2 = —1, entdo g, € B. Dali,

h = gop™ 10?2 - .. D" gn = GoD 91900 G - - - D" G-

Consideremos ¢, = 1 (O caso ¢ = —1 ¢é anélogo). Entdo, pg1g, = pbt = apt, b € B, t €
T, a = o Y(b). Dai, se t # 1, (goa)ptp=gh...pg,, ¢ forma normal de h, e goaA = goA.
Set=1¢e e = —1, h tem forma reduzida gopgip~*...p™g,. Mas g, € B = g, € B, pois
g196 = b. Entao, pg;p~! é subpalavra de h, contradigao.

iii) Se h = gop“ 1p?9g2...p"gn € G ¢é da forma reduzida, n > 0, entdao h = g, € G

também é forma reduzida, e h tem comprimento 0. Pela (ii), contradi¢do. Portanto, h deve
conter palavra da forma p~tap, a € A ou pbp~!, b € B. Logo, (iv) esta provada. O
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Capitulo 2

Teoria de Bass-Serre

2.1 Grafos

Definigao 2.1.1. Seja I' uma estrutura composta por dois conjuntos disjuntos, V(I') e E(T),
e duas fungoes, o : E(T) — V(') e ¥ : E(I') — E(T), tais que e #¢ ee = ¢, Ve € E(I).
Dizemos que I' é um grafo. Chamamos E(I') o conjunto de arestas de I e V(L") o conjunto
de vértices de I'. Podemos definir outra funcio 7 : E(I') — V(') dada por 7(e) = o(€).
Denominamos o(e) o comego de e, T(e) o fim de e e € o inverso de e. Se o(e) = 7(e),
dizemos que e ¢ um lago.

Representaremos V(I') por V e E(I') por E.

Definicao 2.1.2. Um caminho em I' é uma sequéncia finita de arestas e;...e, tal que
7(e;) = o(e1), i = 1,...,n — 1. Esse caminho tem comprimento n, comeca em o(ey) e
termina em 7(e,). Dizemos que o caminho é:

o um vértice se n = 0;

e simples se o(ey),0(es),...,0(en_1),7(e,) sao todos os distintos.
e reduzido se para todo i =1,...,n — 1 temos que e; 11 # €;;

e fechado se 7(e,) = o(ey);

Se dois vértices sao ligados por um caminho, eles podem ser ligados por um caminho
reduzido. De fato, sejam v, w dois vértices de I' e eq,...,e, um caminho que comeca em
v e termina em w. Se n > 2, suponha e;.; = €; para algum i. Entao, e;...e;_1€;10...€,
¢ um caminho de v a w, pois 7(e;_1) = o(e;) = 7(€;) = 7(€;41) = o(ej12). Esse processo é
chamado de redugao elementar. Dali, se existe j no novo caminho tal que e;; = €;, basta
realizar o processo de reducao elementar novamente. Como ele é finito, chegaremos em um
caminho reduzido.

Se n =2 e ey = €7, o caminho reduzido ¢ o vértice o(e;) = v, chamado de caminho reduzido
fechado de comprimento 0.
Se e é um laco, dizemos que e é reduzido fechado de comprimento 1.
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Definicao 2.1.3. Sejam f, g respectivamente os caminhos ey...e, e €|...e  tais que

7(e,) = o(€}). Entao, definimos o produto f-g como o caminho ey ...ene}...el e f-T(e,) =
f, o(er) - f=f. Chamamos de f =€, ...€; a inversa de f.

Vamos denotar f - g por fg.

Definicao 2.1.4. Se I'y é uma estrutura composta por Vi CV e By C E tais quee € E; e
o(e) € Vi, Ye € Ey, entdao I'y € um subgrafo de I'. Ainda, 7(e) = o(e) € V}, Ve € Fj.

A unido e a intersercao arbitraria de subgrafos de I' é também um subgrafo de T.

Definicao 2.1.5. Um grafo I' é conexo se dados quaisquer dois vértices de I' existe um
caminho em I' que os liga.

Seja {T';},.; uma familia de grafos conexos tal que (I; # 0. Tome vy € (I';. Dados

iel iel
quaisquer dois vértices v, w em |JTI';, existe um caminho f de v a vy e outro caminho g de
el
w a vg. Dai, fg é um caminho em |JI'; de v a w. Portanto, |JI'; é conexo.
i€l el

Lema 2.1.1. Seja I' um grafo conexo e S um subconjunto nao-vazio de V tal que, Ve € F,
sea(e) € S, entdo T(e) € S. Entdo, S =1V.

Demonstragao. Sejav € V,w € Seey...e, um caminho em I" tal que o(e1) = we 7(e,) = v.
Por hipotese, 7(e1) = o(ez) € S. Logo, por indugdo, 7(e,) = v € S. Como v é arbitrario,
temos que V = S. O

Definicao 2.1.6. Uma floresta é um grafo que nao possui caminhos reduzidos fechados de
comprimento n > 0. Uma arvore ¢é uma floresta coneza.

Embora floresta seja um conceito mais geral, arvore é o assunto de interesse para resul-
tados a serem apresentados posteriormente.

2.1.1 Arvores Maximais

Lema 2.1.2. Um grafo conexo I' € uma drvore se e somente se quaisquer dois vértices v e
w de I' podem ser ligados por um unico caminho reduzido.

Demonstragao. (=) Sejam v e w dois vértices de I'. Como I' é conexo, existe um caminho
reduzido f = f1... f, de v a w. Suponha g = ¢; ... g,, um caminho reduzido distinto de f de
v aw. Entao, fg é um caminho fechado em v. Aplicando o processo de reducao de caminhos
em fg, chegamos num caminho reduzido fechado h em v de comprimento n > 0. De fato, se
h é um vértice, entao m = n e f; = g; para cada ¢ = 1,...,n, contradicao. Mas [" é arvore.
Portanto, f é unico.

(<) Suponha v vértice de I' tal que existe um caminho reduzido fechado e;...e, em v de
comprimento n > 0. Seja w = 7(e;). Entdo, € e e, ..., e, sdo caminhos reduzidos distintos
de w a v, contradicao. O]

Definicao 2.1.7. Seja I' um grafo. Dizemos que T é drvore maximal de I" se T ¢ drvore
e I'y nao € drvore, VYI'1 subgrafo de T" tal que I'y D T.
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Proposicao 2.1.1. Todo grafo I' contém uma drvore mazimal.

Demonstragao. Seja {2 um subconjunto do conjunto de todas as arvores de I' tal que T; C T}
ou T; C T; para todo T;, T; € Q. Entao, T = |J T; é arvore. De fato, suponha f um

T;€Q
caminho reduzido fechado de comprimento n > 0 em 7. Entao, f estd em 7T; para algum ¢,
contradicao. Por fim, aplicando o Lema de Zorn, existe uma arvore maximal de T. O

Proposicao 2.1.2. Seja I' um grafo conexo e T uma drvore de I'. Entao, T é drvore maximal
de I' se e somente se V(T) = V(I').

Demonstragao. (=) Suponha V(T') # V(I'). Entao, existe e € E(I") tal que o(e) ¢ V(T)
mas 7(e) € V(T). Dai, T U{o(e),e, e} é arvore, contradicao, pois 7' ¢ maximal.

(<) Seja I'y um subgrafo de I' tal que I'y D 7. Como V(T) = V(I'), deve existir e €
E('y) — E(T). Dai, I'y contém dois caminhos reduzidos de o(e) a 7(e): e e o caminho
reduzido em T'. Portanto, I'y nao é arvore. O

Proposicao 2.1.3. Seja I' um grafo conexo finito com n vértices e m pares de arestas. Entao,
I' € uma drvore se e somente sen =m + 1.

Demonstragao. (=) Se n = 1, entdo m = 0. Seja I' uma arvore finita com n vértices e m
pares de arestas. Se I'y é uma subarvore de I' com n — 1 vértices, entao, por inducao, I'y
tem n — 2 arestas. Seja v € V(') — V(I';). Entao, v = o(e) para algum e € E(I") — E(I'y).
Suponha que I' possui m arestas, m > n — 1. Entao, existe e; € E(I') — E(I'1), e; # e, tal
que o(e;) = o(e). Seja f o caminho reduzido de 7(e) a 7(e;) em I'y. Entdo, f e €e; sdo
dois caminhos distintos reduzidos de 7(e) a 7(e;). Assim, I" ndo é arvore, contradi¢ao. Como
m >n — 2, entao m = n — 1. Portanto, n = m + 1.

(<) Seja T uma arvore maximal de I'. Entao, V(T') = V(T'). Portanto, T possui n vértices.
Pelo que acabamos de provar, T possui n — 1 arestas. Mas I' possui n — 1 arestas. Como
T CTI',entao T =T. O

Seja I um conjunto e {7;},., uma familia de subarvores de um grafo I tal que T;N7T; = ()
para i # j. Ainda, considere que todo vértice de V' esta em |JT;. Desejamos construir um
i€l
grafo A da seguinte maneira:

o V(A) =1,

Y

ecEled UT} Se e € E(A), entdo € € E(A).

el

Dai, se e € E(A), o(e) = i tal que, para quando e € E, o(e) € T;. Anéalogo para 7 :
E(A) — V(A).
Dizemos que A é um grafo obtido de I' pela contracao de arvores {7;}, ., de I'.

Lema 2.1.3. i) A ¢ conexo < T' é conexo.

i) A é drvore < I' é drvore.
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Demonstragao. i) (=) Sejam v,w € V, v # w. Sabemos que v € T; e w € T;. Se i = j,
existe caminho de v a w em I' pois T} é arvore. Caso contrario, existe um caminho e;...¢e,
em A de i em j. Considere e;...¢e, € I'. Entao, existe um caminho fy € T; de v a o(ey),
existem caminhos fi € Tr(c,), epcr(a) de T(ex) em o(exq1), k= 1,...,n—1, e existe caminho
fn € Tj de 7(e,) a w. Portanto, foey fies...e,f, ¢ um caminho de v a w em I

(<) Sejam 7,7 € V(A), i #j. Sev € T; e w € T}, existe um caminho e;...e, em I' de v a

w. Se e € |JT, para k € {1,...,n}, entdo e € T) para algum [ € I e para todo k. De fato,
lel
se e, € 1j, e ext1 € 11, temos que

T(ex) =olepp) €T, NT, =T, =T,, k=1,...,n—1.

Portanto, | = i = j, contradi¢do. Logo, existem ey,,...,ex. € UT), k1 < ... < ks. Entdo,
Il
€k, - - - €k, € um caminho em A de i a j.

ii)(=) Suponha que I' ndo ¢ arvore. Se I' é desconexo, entao A é desconexo, e portanto
nao é arvore. Suponha I' conexo. Seja e;...e, um caminho reduzido fechado de v em I’

de comprimento > 0. Sejam ey,,...,er., k1 < ... < ks ndo pertencentes a (J7;. Entdo,
leT

€k, - - - €k, € um caminho reduzido fechado em A de comprimento > 0. De fato, se e, = ey,

para algum j € {1,...,s — 1}, entdo o caminho e, ;1 ...€,,,-1 é um caminho fechado e

reduzido de comprimento > 0 em alguma das subérvores, absurdo.

(<) Suponha que A é conexo e ndo é arvore. Seja e;...e, um caminho reduzido fechado
de i em A de comprimento > 0. Entdo, existe um caminho reduzido f, € T; de 7(e,) a
o(ey) e existem caminhos reduzidos fi € Tre,), epcr(a) de T(ep) em o(epy1), k=1,...,n—1.
Portanto, fyeqfies...e, ¢ um caminho reduzido fechado de comprimento > 0 em I'. O

Sejam ' um grafo. Considere

e 7V o grupo abeliano livre com base V;
° ZWE, emque N =(e+eée, e€ E)ZE, o grupo abeliano livre com base o conjunto contendo

uma tUnica aresta para cada par {e,e} em F.
Assim, definimos os homomorfismos
e c:ZV — Z dado por ¢(v) =1, Yv € V;

e §: 28— 7V dado por 6(e) = 7(e) — o(e), Ve € E (aqui estamos denotando eN por
e). Vemos que 6(—€¢) = —(7(e) — a(e)) = —(o(e) — 7(e)) = d(e).
Se Y zie; € %, entao

n n

€o 5(2 zie;) = Z zie(0(e;)) = Zzi(e(T(e)) —e(o(e))) = Zzi(l —1)=0.

=1 =1

Portanto, Imd C kere.

Lema 2.1.4. i) ' ¢ conexo < Imd = kere.
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ii) T' é drvore < kerd = 0.

Demonstragao. 1) (=) Se v,w € V, entdo e(v —w) = 0. Seja > | z; € kere. Vemos que
ZZZ'UZ' = Zl(’Ul — ’02) -+ (Zl + ZQ)(’UQ — Ug) + ..o+
i=1

+(zr 4+t 2n1) (V1 — ) + (z14 ...+ z) Uy,
~—_——

0, POIS e(X", zvi)=3"", =0
Portanto, kere é gerado por {v —w, v,w € V}. Seja e;...e, um caminho em I' tal que
o(er) =w e 7(e,) =v. Entao, 6(e; + ...+ ¢e,) = v — w. Portanto, Imd = kere.
(<) Seja I' desconexo. Sejam v,w € V tais que nao existe caminho entre v e w em I'. Tome
¢ : ZV — 7Z o homomorfismo dado por, para z € V,

€'(z) = 1 se existe caminho de z a v em I’
€'(z) =0, caso contrario.

E facil vermos que € 06 = 0. Se v —w € Imd, entdo €(v —w) = 0. Mas ¢'(v — w) =
€(v)—€w)=1-0=1.

ii) (=) Seja Y., zie; € kerd nao trivial. Vamos supor ¢; # e; se i # j e z; > 0 (se z; < 0,
basta considerar z;e; = (—z;)(—¢;)). Entao,

n n

5(2 zie;) = Z(T(ei) —0(e;)=0, >0, i=1,...,n.

i=1 =1

Portanto, para cada i, existem j,k # i tais que o(e;) = 7(e;) e 7(e;) = o(ex). Ou seja, se

I’y é um subgrafo finito de I" que contém {e;,&;, i =1,...,n} e {o(e;),0(€), i=1,...,n},
um caminho reduzido f; ... f,, de maior comprimento possivel em I'y. Tome o caminho de
tal forma que f; = e; para algum par ¢,j. Como cada vértice de e, k = 1,...,n, tem ao

menos duas arestas e,, e,, construa o caminho f = fi... fi_iejey, ...ey,. Dai, se ki = m —1,
devemos ter que 7(ey,) é um vértice em f. Isso nos da um caminho reduzido fechado de
comprimento > 0 em I'.

(<) Suponha que I' ndo é arvore. Entao, seja e; ...e, um caminho reduzido fechado em T,
n > 0. Temos que é(e; + ...+ e,) = 7(e,) —o(e;) = 0. Portanto, e; ...e, € kerd. O

2.1.2 O Grupo Fundamental de Grafos

Definicao 2.1.8. Seja I' um grafo. Dizemos que o caminho f em I' ¢ homotbdpico ao
caminho g em ' se existe uma sequéncia de caminhos fr em I', 1 < k < m, para algum
m € N, tal que f1 = f e fr, = g e, para todo k < m, fri1 e fr se diferenciam por uma
reducio elementar. Nesse caso, podemos definir a relacio f ~ g. E facil ver que ~ € uma
relacao de equivaléncia.

Se f, g sdo caminhos de v a w, f', ¢ sdo caminhos de w a uwe f ~ g, f' ~ ¢, entao
ff ~ gqg'. De fato, seja fr a sequéncia de caminhos de f a ¢g. Entao, f,f' é uma sequéncia
de caminhos de ff" a gf’ tal que termos consecutivos se diferenciam por reducao elementar.
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Da mesma forma, ff' ~ gg’. Além disso, ff ~ v.

A relagdo de equivaléncia ~ define classes de equivaléncia [f] chamados classes de ho-
motopia de f.

Definicao 2.1.9. O conjunto das classes de homotopia de caminhos fechados de v em I' com
o produto [f][f'] = [f['] é chamado de grupo fundamental de I' com ponto base v, ¢ ¢
denotado por m (T, v). Vemos que 1 =[v] e [f]” " = [f].

Seja I' conexo. Se g é um caminho de v a um vértice w, entao a aplicagao [f] — [Gf9]
de m(T',v) a m (", w) define um isomorfismo entre os grupos fundamentais. De fato,

e se f, f’sdo caminhos fechados em v, entdo [gfg] [9f'g] = [9f99f 9] = [gff'9l;
e jfg~w=7gf~g=f~gig~v=[fl=1;

e se ¢’ ¢ um caminho fechado em w, [¢'] = [gg¢9'Gg], em que [gg'g] € um caminho fechado
em .

Portanto, denotamos 71 (I, v) por m;(T').

Teorema 2.1.1. Seja T uma drvore mazimal em I' conexo. Entao, m (') tem apresentacao

(E| RU{e:eecT}), em que RC F(E), R={ee:Ve € E}.

Demonstragao. Tome a € V(I'). Quero mostrar que m(I',a) = F(E)/(RU{e:e€cT}).
Para isso, definimos o homomorfismo ¢ : F(E) — m(I, a) tal que ¢(e) = [foef,], em que
v=o(e) e w=r(e), f, ¢ o caminho reduzido em 7" de a a v e f,, o caminho reduzido em T
deaaw. Dai,se fe F(E)e f=e€1...ep, ¢, € Eparai=1,....n, o(e;) =v, 7(e,) = w,
ey ...e, um caminho em I', entao

¢(f) = ¢(€1) s ¢(€n) = [fv€177—(61)} [fa(eg)ez?T(eg)} s [Tg(en)en?w} =

= [fvel?ﬂ'(el)f0(62)62?7(62) s fa(en)enfw} - [fvel cee enfw} = [fvf?w} .

Seja f um caminho fechado em a. Entdo, [f] = [f.ff.] = ¢(f), em que f, é o caminho
trivial de a em a. Portanto, ¢ ¢ sobrejetora.
Quero mostrar agora que ker¢ = (RU{e:e € T}>HE). Para todo e € E,

(e8) = [fowr e @] = [fo forw] =1

Se e c T7 77’(6)

670'(6) . Entéo,

d(€) = [foefre)) = [fo @] = 1.

Portanto, (RU {e : e € T})"® C kere.

Seja f um caminho em I com comeco em v e fim em w. Se ¢(f) = 1, entdo [f,ff,] = 1. Dai,
foffw~a= f~ f,fu Como f,f, ¢ um caminho reduzido em T, temos que f é reduzido a
TU fw por sucessivas reducoes elementares. Portanto, f é um caminho composto por arestas
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e € T e caminhos ee, e € E. Portanto, f é consequéncia de {e:e € T} U {ee: Ve € E}.
Logo, ker¢ C (RU{e:e € THTP). Assim,

F(E) F(E)
= =l a).
ker¢  (RU{e:ee T} (T a)
Como I' é conexo, m1(I';a) = m(I") e m1(I") tem apresentagao (E | RU{e:e € T}). O

Corolario 2.1.1. Seja T' um grafo conexo e T uma drvore mazimal de T'. Entao, m(T") é
livre, cujo conjunto base é constituido por uma unica aresta de cada par de arestas {e,e€} nao
contido em T. Além disso, a aresta escolhida corresponde a classe de foef,, f» € o tinico
caminho reduzido em T de a a v, v =0(e), w = 7(e).

Demonstracao. A segunda parte é 6bvia, pela construcao da demonstracao do teorema acima.
J& a primeira parte, vemos que

M) = (E|RU{e:ecT)) = (z € {e,e} CE— E(T)),

com x é escolhido unicamente de cada par de arestas. Assim, temos que 71(I') é um grupo
livre com a base descrita acima. O]

Corolario 2.1.2. Um grafo conexo I' é uma drvore se e somente se seu grupo fundamental
€ trivial.

Demonstragao. (=) Como I' & arvore, temos que 7" = I'. Portanto, £ — E(T) = (. Pelo
corolario 2.1.1, temos que m1(I") é trivial.
(<) Seja T' uma arvore maximal em I'. Entao,

m (') = F(xz € {e,e} C E — E(T), x unicamente escolhido de cada par de arestas) = {1} .

Portanto, z = 1 para cada x = Ve € E, e € T = E = E(T). Como V(T) = V(I'), entao
T=T. [

Corolario 2.1.3. Seja I' um grafo conexo com n vértices e m pares de arestas. Entao, o
nidmero k de elementos do gerador de m (I') é m —n + 1, supondo n finito.

Demonstracao. Seja T uma arvore maximal de I'. Entao, T possui n vértices e n — 1 pares
de arestas, conforme proposicao 2.1.3. Como o gerador de 7 (I") é o conjunto composto por
um elemento de cada par de arestas nao pertencentes a E(7'), entdo k = m —n + 1. O

Exemplo 2.1.1. Seja T o grafo conexo tal que V(I') = {v} e E(T') = {e,e} (o grafo pode ser
representado pelo S'). Entao, a drvore mazimal de T é T = {v}. Assim, m(T) = F({e}) =
Z. Dai, m(S') = Z.

2.2 Acao de Grupos

Definicao 2.2.1. Uma agao de um grupo G sobre um conjunto X é um homomorfismo
¢ de G em Perm(X).
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Uma definigao equivalente que sera utilizada é a seguinte: G age sobre X (a esquerda) se
existir uma aplicacdo G x X — X tal que (g,z) — gz € X, em que

o lgx=ux,VreXe
* g2(917) = (g201)x, Vo € X, Vg1,02 € G.

Definicao 2.2.2. Seja G um grupo e I' uma grafo. Entao, G age sobre ' se G age sobre
V() e EI) e

i) ge =ge, Ve e E(I);
ii) go(e) =o(ge), gr(e) =7(ge), Ve € E(I'), Vg € G.

Se existe g € G, e € E tal que ge = e, dizemos que G age com inversao.

2.2.1 Grafo de Cayley

Definigao 2.2.3. Seja G um grupo e S um subconjunto de G. Defina I'(G,S) o grafo tal que
V(I'(G,S)) =G e E(I'(G,S)) é o conjunto GxSx{—1,1}. Ainda, 0(g,s,1) =g, 7(g,s,1) =
gs e (g,s,€) = (9,8, —¢€), para e = £1. O grafo T'(G,S) é chamado grafo de Cayley de G
com respeito a S.

Se definirmos
e G xG— G por (g,h) — gh (produto em G), Vg,h € G, e

e G x (GxSx{-1,1}) — G x S x {=1,1} por (g,(h,s,€)) — (gh,s,¢€), Vg,h €
G, Vse S, e==+1

temos que
—aghse)—a( (h,s,€)) see=1
* gU h > 6 { U —97'<h S, ):ghS:T(gh,87—€):U(gh757€) see=—1
gh,s,e) = 7(g(h, s,€)) see=1
* g7l re) = { —€) = gh=0(gh,s,—€) = 7(gh,s,€) = 7(g(h,s,¢)) see=—1

( ) (h757 ) (gh S ) (gh‘7 S7€> = g(h7876)'
Além disso, g(h, s,€) = (gh, s,€) # (h, s, —e). Portanto, G age em I'(G, S) sem inversoes.
Exemplo 2.2.1. 1) G =73, S = {1}. Entio, V = {1,a,a},
E={(1,1,1),(1,1,-1),(a,1,1),(a,1,-1), (a*,1,1), (a* 1, -1)}. Temos que o(g,1,¢) =
g=1(g,1,€). Entio, T'(Zs,{1}) = 1 #) @ OQQ ®) desconexo.

2) G=17Zy={1,a}, S={a}. Entio,V ={1,a}, E={(1,qa,1),(a,a,1),(1,a,—1),(a,a,—1)}.
Temos que
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o o(l,a,¢) = { 1 see=1

a see—=—1
a see=1
* ola,a,€) = a?=1 see=—1

['(Zz,{a}) = le<———>ea conezo.
Lema 2.2.1. i) I'(G,S) € conexo se e somente se S gera G.

ii) T'(G,S) € drvore se e somente se G ¢ livre com base S.

Demonstragao. Antes, definamos a funcao f, : (S) — I'(G, S) por

fo(s?'...80) =e1...en, 5; €S, = %1,

n
em que e ...e, ¢ um caminho tal que e, = (g,, s, €.) com
e c;=(g,51,€61)se e, =1e
o ¢ = (gsi', s1,€1) se e = —1;
® g =gsi'...s) see,=1e
® g . =gsi'...s7 se e = —1,

1 <r <n. Dai, 7(e,) = gsi* ...s.

A funcao é claramente injetora.
Além disso, se e, = €, para algum r, entao s,+1 = s, € €,41 = —¢,. Logo, s7'...sS* nao é
reduzida. Se e;...e, ¢ um caminho reduzido em I'(G, S) que comeca em g e termina em h,

entao

® C| = (g,Sl,Gl) Se €1 = le

o c1 = (gsi', s1,€1) se e = —1;

o ¢y = (gsi',s2,69) s € =1¢

o ¢y = (gsi'ss, Sa,€2) s€ € = —1.
Dai,

o c. = (gsi'...s, 8,6 )see=—1e

o c. = (gsit...s 7, 8, 6)see=1,
1 <r < n. E facil verificar que s ...s é reduzida. Vemos que 7(e,) = gs...s = h =
-1, __ o€1 €n
g h=s%"...5",
i) Se (S) = G, entao, Vg,h € G, g7 'h = s{* ... s para algum n € N, s; € S, ¢, = +1. Dali,
fo(g7th) =e;1...e, tal que o(e1) = g e T(e,) = h. Logo, T'(G, S) & conexo.
Se I'(G, S) é conexo, Vg,h € G, existe um caminho e;...e, de g a h em I'(G,S). Entao,
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existem s; € S, ¢; = £1, tais que g~'h = s{' ... s. Portanto, (S) = G.

ii) Seja G livre com base S. Se e;...e, ¢ um caminho reduzido em I'(G, S) com o(e;) =
g, T(e,) = h, entdo e, ...e, deve ser unico, pois g; "h ¢ escrito de maneira tnica e reduzida
como s7'...scm. Logo, I'(G, S) é arvore.

Se T'(G, S) é arvore, existe um tnico caminho reduzido de g a h. Entao, g7'h = s{*... s &

. . L, . €; — €
escrito de maneira tnica com s; € S, ¢ = £1, s\ # 5. O

2.3 Aplicacoes de Grafos

Definicao 2.3.1. Seja G um grupo que age sem inversao sobre um grafo X. Defina a sequinte
relacao de equivaléncia:

o Vo, we V(X), v~w sev=gw para algum g € G;
o Vey,eo € E(X), e1 ~ ey se e; = hey para algum h € G.

Chamamos de grafo quociente de X por G ao grafo cujos vértices sao as classes de
equivaléncia [v], v € V(X), e as arestas sao as classes de equivaléncia [e], e € E(X).
Denotamos tal grafo por X/G. Vemos que se v € V(X), entdo [v] = Gv e, se e € F(X),
entio [e] = Ge. Por isso, V(G/X) := conjunto das G-drbitas de V(X) e E(G/X) =
conjunto das G-orbitas de E(X). Assim,

e 7([e]) = 7(Ge) = Gr(e) = [1(e)].

_ Se G agisse com inversao, terfamos g € G, e € E(X) tal que ge = e = Ge = Ge = [¢] =

le].

Definicao 2.3.2. Sejam X, Y grafos. Dizemos que ¢ : X — Y ¢ uma aplicacao de
grafos se:

1) p(E(X)) C E(Y) e V(X)) CV(Y);

it) Ve € E(X), a(p(e)) = p(a(e)), T(ple)) = o(T(E)) e p(e) = ¢(e).

Definicao 2.3.3. Sejap: X — Y é uma aplicacao de grafos. Dizemos que p é localmente
sobrejetora se, para cada v € V(X) e para e; € E(Y) tal que o(ey) = p(v), existe uma
aresta e; € E(X) com o(ey) = v e p(e1) = es. Dizemos que p € localmente injetora se,
Vei,eo € E(X), e1 # eq, tal que o(ey) = o(es), temos que p(ey) # p(es). Por fim, p é
localmente bijetora se p € localmente sobrejetora e localmente injetora.

Exemplo 2.3.1. Seja p : X — G/X dada por p(v) = [v], v € V(X), e ple) = [e], e €
E(X). p é uma aplicagio de grafos, pois satisfaz a definicao 2.3.2 (i) e, Ve € E(X),

e a(p(e)) = a(le]) = [o(e)] = p(o(e)),
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e 7(p(e)) € andlogo,

o p(e) = [e] = [e] = ple).

Além disso, se v € V(X) e [ea] € E(Y) tal que o([es]) = p(v), entdo o([es]) = [v] =
[0(e2)] = [v] = Jg € G tal que go(es) = v = o(ge2) = v. Dai, tome ey = gey. Entao, p €
localmente sobrejetora e p € chamado projegao candnica.

Lema 2.3.1. Seja p : X — Y localmente sobrejetora. Seja T uma drvore e f : T — Y
uma aplicagio de grafos. Seja a um vértice T e v um vértice de X tal que p(v) = f(a).
FEntao, existe uma aplicagéo ¢ : T — X tal que pop = f e p(a) = v.

Xy

T

Demonstracao. Seja T} a subéarvore de T tal que T} consiste apenas do vértice a. Defina
1 T7 — X a aplicacdo tal que ¢1(a) = v. Entdo, o conjunto €2 de todas os pares (T3, ¢;)
tal que T; é subarvore de T' e ¢; é uma aplicacdo de T; em X com p;(a) =vepoy;, = f
nao vazio. Defina uma ordem parcial em 2 da seguinte forma:

T, €

Para uma cadeia de pares (T3, ¢;), temos que | JT; é subarvore de T e ¢ tal que ¢(x) = p;(z)
se © € T; é uma aplicagao de grafos de |J7T; em X. Logo, pelo Lema de Zorn, existe um
par maximal (7p, ¢o) em Q. Se Ty # T, entdo existe um vértice em 7' que nao esta em Tp.
Seja e € E(T) tal que o(e) € V(1) e 7(e) ¢ V(Ty). Entdo, f(e) é uma aresta em Y tal
que po p(o(e)) = a(f(e)), por hipotese. Como p é localmente sobrejetora, existe € € E(X)
com o(€) = pooa(e) e p(€) = f(e). Dai, seja Ty a arvore Ty U {e, e, 7(e)} e @y a aplicacdo de
Ty em X tal que @ol|z = o e Pole) = €, Po(€) = € e po(r(e)) = 7(€). Assim, po Py = f.
Portanto, (Tp, @) é um par em € tal que (Ty, o) < (T, @o), contradicao, pois (Tp, po) &
maximal. Logo, Ty = T'. Basta tomar ¢ = (. O]

Seja G um grupo que age sobre o grafo X. Considere p : X — G/X a projecao canonica
e T uma arvore maximal em G/X. Pelo lema 2.3.1, tomando f : T — G/X como inclusao,
temos que existe uma aplica¢do j : T'— X tal que po j é inclusdo de T em G/X.

X —a/X

I

T

Portanto, j ¢ injetora e p define um isomorfismo de j(7") em 7. Chamamos j(7") de arvore
representante da acdo de G em X. Vemos que j(7') possui um tnico representante de
cada classe de G/X. De fato, se m,n sao vértices ou arestas em j(7) tais que p(m) = [m] =

[n] = p(n), entdo m = j([m]) = j([n]) = n.
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Lema 2.3.2 ([12], Lema 3, pag.184). Seja p : X — Y localmente injetora. Sejam ¢ e ¢
aplicacoes de um grafo conexo Z em X tal que po o = poh. Se existe algum vértcie z tal

que ¢(z) = (z), entdo ¢ — 1.

Lema 2.3.3 (|12], Lema 4, pag.184). Sejap: S — Y e q: T — Y localmente bijetoras, e
sejam S e T drvores. Sejam v e w vértices de S e T respectivamente tais que p(v) = q(w).
FEntao, existe um inico isomorfismo ¢ : S — T tal que p(v) =w e qo v = p.

Lema 2.3.4 (|12], Lema 5, pag.184). Seja f : X — Y uma aplicagao de grafos.
i) Se [ é localmente sobrejetora e Y € conexo, entdo [ é sobrejetora.
ii) Se f € localemnte injetora, X é conexo e Y é uma drvore, ento f € injetora.
iii) Se f é localmente bijetora e X eY sao dvores, entao f € bijetora.

Definicao 2.3.4. Seja G um grupo e X um grafo. Dizemos que G age livremente em X
seVge G— {1}, Yv e V(X), temos que gv # v.

Consequentemente, podemos observar que Vg € G — {1}, Ve € E(X), ge # e. De fato,
se existe e € E(X) tal que ge = e, entao g(o(e)) = o(ge) = o(e), contradi¢ao.

Exemplo 2.3.2. Seja I'(G,S) o grafo de Cayley de G com respeito a S. Para g,h € G, se
gh = h, temos que g =1. Para h € G, s €S, e ==+1, g(h,s,e) = (h,s,€) = gh=h=g=
1. Portanto, G age livremente em T'(G, S).

Definicao 2.3.5. Uma orientacao de um grafo X é um subconjunto de E(X) cujos ele-
mentos sao uma tinica aresta de cada par de arestas {e,e} em E(X).

Se G age em X sem inversio e B é uma orientagio de G/X, entdao A = p~!(B) ¢é
uma orientacdo de X e GA = A. De fato, seja {e,€} um par de arestas de X. Suponha
le] € B. Entdo, e € A. Se e € A, entdo p(e) = [€] € B, contradi¢do. Ainda, Ve € A,
lge] =[] € B=gee€p'(B)=A, VgeG.

Teorema 2.3.1. Seja G um grupo que age livremente sem inversao sobre uma drvorel'. Seja
Ty a drvore representante da acdo de G em T e A uma orientacao de T tal que GA = A.
Seja S={ge€G—{1}:de€ A comoa(e) €Ty er(e) € gly}. Entio, G € livre com base S.

Demonstracao. Sejam g, h € G, v,w € V(Tj). Entao, se gv = hw, temos que [v] = [w]. Mas
Ty s6 tem um representante de cada classe. Logo, v = w. Como G age livremente, temos
que g7'hv = v = g = h. Se ey, ey sao arestas em F(Tp), obtemos os mesmos resultados de
forma analoga. Portanto, gT7o N h1y = 0, Yg,h € G com g # h. Além disso, se v € V(T),
entao v = gy para algum vy € Tp, para algum g € G.

Podemos entao construir o grafo X a partir da contracao de arvores g1, g € G. Entao, se
e € E(X), temos que o(e) = g tal que a(e) = gvg, vy € V(Ty), e € E(T).

Pelo lema 2.1.3, temos que X ¢ arvore.

Seja agora ¢ : I'(G,S) — X tal que ¢(g) = g, Vg € G. Se s € S, entdo existe e € A com
ole) e Toer(e) € sTy, s # 1. Se € é outra aresta em A com o(e') € Ty e 7(€’) € sTy, s # 1,
entao e, €’ sdo duas arestas distintas em X com o mesmo comeco e fim, contradigao, pois X é
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arvore. Logo, e é tnica e ge corresponde a outra aresta em X tal que o(ge) = g e 7(ge) = gs
em X. Portanto, podemos definir ¢(g, s,1) = ge. Vemos que ¢(g, s, —1) = ge,

¢(o(g,s.€)) =0(g,s,€) =g =o(ge) se e =1

¢(a(g,s,€)) = @(gs) = gs = o(gse) = 7(ge) = o(ge) se e = —1.

Analogo para 7.
Portanto, ¢ ¢ uma aplicacao de grafos bijetora nos vértices.
Temos que ¢ é injetora no conjuntos de arestas: seja ge = ¢(g,s,€) = ¢(h,s’,¢') = he'. Se
e = €, entao
o(ge) = o(he'), T7(ge) =7(he') = g=h e s=5¢"

Se € # ¢, seja € = 1. Entdo, ge € GA e he/ € GA (AU A = E(T)), absurdo.

Assim, (g,s,€) # (h,s,,€) = &(g,s,€) # o(h, s, €).

Ainda, ¢ é sobrejetora no conjunto das arestas:

Seja e € E(X). Temos que o(e) = g e 7(e) = h, g # h. Suponha e € A. Entdo,
gle€e GA=A. Dai, o(g'e¢) =1e1(9g'¢) = g 'h em X. Portanto, g~'h € S. Assim,

¢(g,97h,1) =ggle=e.
Logo, ¢ é um isomorfismo de grafos. Dai, como I'(G, S) é arvore, pelo lema 2.2.1 G é livre
com base S. O

Como A pode ser sempre escolhida de tal forma que GA = A quando G age sem inversao,
temos o seguinte resultado:

G é livre se e somente se G age livremente sem inversao sobre uma arvore.

Ainda, se G age livremente sem inversao sobre uma arvore, entdao, sendo H < G, H age
livremente sem inversao sobre a arvore. Logo, H é livre. Assim, temos o seguinte resultado:

Todo subgrupo de um grupo livre é livre.

2.4 Grafo de Grupos

Definigao 2.4.1. Um grafo generalizado de grupos A consiste de:

i) um grafo conexo X;

i) um grupo G, para cada v € V(X) e um grupo G, para cada e € E(X) tal que G, = Gg;
i) um homomorfimo de G em G para cada e € E(X).

Quando os homomorfismos de G. em Gr.) sao monomorfismos, chamamos A apenas de
grafo de grupos.

Como G, = Gz e 7(e) = o(e), temos também um homomorfismo de G, em Gy, para
cada e € F(X). Usamos 0., 7. para denotar tais homomorfismos, 7. : G. — G- €
oc : Ge — Gy(e). Chamamos G, para cada v € V(X), grupo de vértice e G, para cada
e € E(X), grupo de aresta.

33



2.4. Grafo de Grupos

Definicao 2.4.2. Seja A um grafo generalizado de grupos em X, E o grupo livre com base
E(X) e N o fecho normal de {e 'o.(g9)et.(9)™" e € E(X), g€ G} U{ece:e € E(X)} em
E x ( * GU). Definimos F(A) = E x < * Gv> /N.

veV(X) VeV (X)

Em F(A) temos que € = e~!. Se A é um grafo de grupos, entao o, 7. sd0 monomorfismos,

Ve € E(X), e dai, F'(A) é uma extensao HNN de grupo base ;(X)GU e letras estaveis e,
ve

em que cada aresta ¢ tinica para cada par {e,e} € F(X), e com grupos associados o.(G.) e
7.(G.), para cada letra estavel e.

Definicao 2.4.3. Seja A um grafo generalizado de grupos e T uma drvore maximal de X.
Denotamos n(A, X, T) ao grupo F(A)/M, em que M € o fecho normal em F(A) do conjunto
{e:e€ E(T)}.

Exemplo 2.4.1. 1) Seja X o grafo ve—S—ew cujas arestas sio e,e e 0s vértices $ao
ole) =v #w=r7(e). Como X ¢é drvore, T = X. Seja A um grafo de grupos sobre X.
Entao,

rA X X) = FB)  (GurG)

{eD™™  (oulg)relg) 1

que € o produto livre amalgamado G, X Gy.

e

€
2) Seja X o grafo QU cujas arestas sao e, e e o vértice é v = o(e) = 1(e). O vértice v
¢ drvore mazimal de X. Seja A um grafo de grupos sobre X. Entao,

(A, X,v) = F(A) é uma extensao HNN de grupo base G, e letra estdvel e com grupos
associados 0.(Ge) e T(Ge).

3) Seja A um grafo generalizado de grupos sobre X cujos grupos G, sdo triviais para cada
v e V(X). Seja T uma drvore mazimal de X. Entdo,

F(A)
({e:ec BN
= ({z € {e,€}| x € um unico elemento de cada par {e,e} C E(X)— E(T)}) = m (X).

(A, X,T) = —(B(X) | {ee:ec B(X)}U{e:ec B(T)}) =

4) Seja A um grafo generalizado de grupos sobre X e G, =1, para todo e € E(X). Entao,
se T € uma drvore mazximal de X,

Ex( x G,)
W(A’X’ T) - e Ex( % Gy) -
({ee:e€c E(X)}U{e:ec E(T)}) vV

= Fox( x Gv):m(x)*( *(X)Gv),

veV (X) veV

em que E € o grupo livre com base E(X) e Ey € o grupo livre com base

{z € {e,e}| x é um dnico elemento de cada par {e,e} C E(X)—E(T)}.
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5) Se A € um grafo de grupos sobre a drvore X, entao

( *x G,)

veV(X)

(A X, T) = —
Hoe(9)7e(g9)~t, g € Ge, € € B(X)}) veve

Definigao 2.4.4. Seja A um grafo generalizado de grupos sobre X e vy € V(X). Definimos
(A, X, v9) 0 subconjunto de F(A) cujos elementos sdo todos que podem ser escritos na forma
G0€191€2, - - -, EnGn, €M quE € . .. e, € um caminho fechado de X em vy, go € Gu, € gi € Gr(ey)s
1=1,...,n. Sen =0, o elemento € gy € G,,.

Gy)”®

Um elemento de F(A) ou de 7w(A, X,T) é uma classe de equivaléncia. Porém, faremos
abuso de notacao e [e] serd denotado por e assim como [g] serd denotado por g.

Se go€1g1€2 - - - engn, hoeihiey ... el h, € m(A, X, vg), entdo
9019162 - - - engnhoeihiey .. el h,, € T(A, X, vg), pois

gn € G.,.(en) = G'UO = gnho € Gvo = g; € G‘r(ei)a hj € GT(@j)? gnhO € GT(en),

1=1,....,n—1, 7=1,....m.

Além disso, €1 ...e,€e} ... e/ & um caminho fechado em vy, pois 7(e,) = vo = o(€}).

Ainda, g, 'e;t . et giter gyt € m(A, X, vg), pois gt € G,y = G €, sabendo que em
m(A, X, vp) temos e ! =€, entdo g;'} € Grie; 1) = Gote) = Gre), 1 =1,...,mee,l...e]" &
o caminho €, ...¢e; em X fechado em vg.

Vemos que 7(A, X, vy) é claramente um grupo e 1 é seu elemento neutro.

Portanto, (A, X, vy) é subgrupo de F(A).

Proposicao 2.4.1. Seja A um grafo generalizado de grupos sobre X, vg € V(X) eT uma dr-
vore mazximal de X. O homomorfismo natural de F(A) em (A, X, T) induz um isomorfismo

de m(A, X, v9) em (A, X, T).

Demonstragao. Seja E o grupo livre com base E(X). Entdo, um caminho e;...e, em X
pode ser visto como o produto e; ...e, em E. Dai, para cada v € V(X), seja p, o caminho

tnico reduzido em T"de vgp avep,, =1lem E. Sejagp: Ex( *x G,) — Ex( x G,)
veV(X) veEV(X)

um homomorfismo tal que
3(€) = Poto)Prey © H(9) = Dogpy"' 9 € G
Verificamos que ¢(ee) = pg(e)eép;(le) e

dle " oe(g)ere(9)™") = dle) " d(oe(9))d(e)d(re(g)) ™ =

= pT(e)e_lp;é)po(e) o e(g)p;(le)pg(e) epf_(le)pT(e)Te (9)_11’7_(%6) =Pre)e 0 6(9)676(9)_117;({5)'

Ex * Gy
Portanto, sendo N = ({ee: e € E(X)}U{e 'o.(g)ete(9)7 !, g € G, e € E(X)}) Levon ),

temos que ¢(N) C N.
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Assim, ¢ induz um homomorfismo ¢ : F(A) — F(A).

i) Imp = m(A, X, vp):

Ime = ({p(e), e € E(X)}U{p(g9), g € G,, v € V(X)}). Dai, se e € E(X), entao p(e) =
pg(e)ep;(le), em que pa(e)ep;(le) equivale a um caminho em X que comeca em vy e termina em
vo. Portanto, p(e) € m(A, X,v9). Ainda, se g € G, entao p(g) = p.gp, ', em que p,p,’
equivale a um caminho fechado em vy em X. Portanto, p(g) € w(A, X, vg), Vv € V(X).
Dessa forma, Imp C 7(A, X, vp).

Seja agora goe1gi€2 . .. engn € (A, X, vg). Temos que

p(goergies - - engn) = p(go)p(er)p(gr)p(ez) . . len)p(gn) =

= 9061]77_(161)p‘r(eﬂglp;(lel)pT(m)62]77_(162)]97(@2)92]77—(162) .. -pr(en)enp;(len)pr(en)gnp;(len) =

= go€191€2 - - . €ngn.
Portanto, m(A, X, vy) C Imep.
Assim, vamos definir ¢ como o epimorfismo de F(A) em 7(A, X,vy). Se e € E(T), entao
ple) = po(e)ep;é), em que p;(le) ¢ o caminho em X dado por €p, . Portanto, ple) = 1.
Entao, ¢ induz um epimorfismo 0 : 7(A, X, T) — 7(A, X, v9). Como w(A, X, v9) < F(A),
seja 0 o homomorfismo natural de (A, X, v9) em w(A, X, T'). Dali,

0" 0 0(e) = 0'(po(erepy)) = 0'(e) = e, e € E(X),

e, para g € G,

0' 0 0(g) = 0'(pugp,") = 0'(9) = 9,
POIS Po(e)s Pr(e); Pv S80 caminhos em 1. Assim, ' 0 0 = id.(a x,) = 0 é injetora. Portanto,
0 ¢ um isomorfismo. O]

[a¥)

Concluimos que, sendo vy arbitrario e m(A, X, T) = 7w(A, X,v), T uma arvore maxi-
mal qualquer de X, temos que, a menos de isomorfismo, 7(A, X,T) nido depende de T e
(A, X,v9) ndo depende de vy. Podemos entao denotar w(A, X,T) por n(A), o qual deno-
minamos grupo fundamental de A.

Definicao 2.4.5. Seja A um grafo generalizado de grupos sobre X eY um subgrafo conexo
de X. Definimos Aly o grafo generalizado de grupos sobre Y cujos G, sao os mesmo de A,
para cada v € V(Y) C V(X), e G. sdo os mesmos de A, para cada e € E(Y) C E(X).
Também, o., . denotam os mesmos homomorfismos de A.

Sejam vy € V(Y), S uma arvore maximal de Y e 7 uma avore maximal de X tal que
T O §. Entao, goerg1€s...€,9, —> Go€191€s ... €,9, define o homomorfismo natural de
T(Aly, Y, v9) em w(A, X, v0), go € Gy, €1-..€, caminho fechado em Y, e consequentemente
em X, g; € G.,-(ei), 1=1,...,n.
Jaer— e g g, ec EY), g€ G, ve V() induzem um homomorfismo ¢ de

Eyx( x G, — Ex( *x G,), em que Ey é o grupo livre com base E(Y) e E o grupo
vev(y) veV(X)

livre com base E(X). Como E(Y) C E(X) e 0., T. sao os mesmos em Aly e A, ¢ induz um
homomortfismo ¢; de F(Aly) em F(A). Por sua vez, como S C T, ¢; induz o homomorfismo
natural de 7(Aly,Y,S) em w(A, X, T).
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Lema 2.4.1. O homomorfismo natural de w(Aly,Y,S) em w(A, X, T) é um monomorfismo.
Em particular, Vv € V(X), o homomorfismo natural de G, a w(A, X, T) é um monomor-
fismo.

Antes de comecarmos a demonstracao, ¢ necessario definir alguns conceitos e propriedades.

Definicao 2.4.6. Um conjunto dirigido ¢ um conjunto A junto com uma relagio < em A
que satisfaz, Vx,y,z € A:

i) sex <yey<z, entio x < z;

i) ©<ux, Ve eNl;

iii) sex <y ey <z, entdo r =y;

i) Yx,y € A, eziste w € A tal que z <w ey < w.

Definigao 2.4.7. Seja A um conjunto dirigido e Gy um grupo para cada N € A. Para todos
A€ A tais que N < p, seja py, Gy — G, um homomorfismo tal que @)\ = idg, e
CupOPau = Pap se X < < v. A colecao dos grupos Gy e 0s homomorfismos oy, A, v € A,
formam um sistema chamado sistema direto de grupos sobre A.

Definicao 2.4.8. Suponha que tenhamos um sistema direto de grupos sobre A. Seja G um
grupo e ¥y : Gy —> G um homomorfismos para cada Gy no sistema direto de grupos.
Chamamos de (G,1¥x\cp) de limite direto do sistema direto de grupos se:

1. ¢)\:¢uo¢)\,u> V)‘S/U

2. (propriedade universal) para qualquer grupo H e homomorfismos fy : Gy — H tais
que fn = fuo oau, A <, existe um dnico homomorfismo ¢ : G — H tal que
x=9¢ovy, AeEA.

Denotamos G por lim G .
—

Exemplo 2.4.2. Seja N o conjunto dirigido, G,, grupos tais que G, C G,41. Tome, entao,

Onm, N < m, ainclusao de G,, em Gp,. E claro que G =idg,. Temos que lim G, = |J G,
- neN
e Y, € a inclusao de G, em G.

Proposicao 2.4.2 ([12], Proposigao 2, pag. 71). Todo sistema direto de grupos tem limite
direto.

Proposigao 2.4.3 ([12], Proposicao 3, pag. 72). Seja G = lim G. Entdo, G = |JUa(G)).
_>
Além disso, para gx € Gy, temos que ¥\(gr) = 1 < v u(gr) =1, para algum > .

Corolario 2.4.1 ([12], Corolério 1, pag. 72). Se cada py, € um monomorfismo, entdo cada
Y, € um monomorfismo.

Corolario 2.4.2 ([12], Corolario 2, pag. 72). Seja H um grupo e 05 : Gy — H homo-
morfismos. Suponha que 0y = 6,0y, se X < u, que H =JO\(G)) e que 0)(g)) =1 se e
somente se oy ,.(gx) =1 para algum p > \. Entao, H = lim G,.

H
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Agora, podemos retornar a demonstragao do lema 2.4.1:

Demonstragao. Primeiro, vamos mostrar que w(Alg, S, S) e G, mergulham em 7w (Al|r, T, T),
para cada v € V(X).

e T finito (ou seja, |T'| é finito):
Seja |T| = |[V(T)|+|E(T)|. Se X é um vértice, caso trivial. Se X ¢é o grafo 1 do exemplo
241, entdao T = X, Y & um vértice, S = Y e 7(A, X, X) = G, 2 G,. Pela forma

normal do produto amalgamado, G, = 7(Aly,Y,Y) e G, mergulham em 7(A, X, X).
Se X é o grafo 2 do exemplo 2.4.1, entdo T é o vértice v, Y =T = S e n(A, X, T)
¢ a extensao HNN de grupo base G, e letra estavel e com grupos associados o.(G.)
e 7.(G.) e, pela forma normal da extensao HNN, ©(Aly,Y,Y) = G, mergulha em
(A X, T).

Seja |E(T)| > 1. Se S = T, nao ha nada a provar. Suponha entdo S C T. Seja
e € E(T) tal que T — {é,g} = 5,US,, em que S;, S5 sao subarvores de T com S C S,
ouS C Sy, ea(é) e V(Sy)er(é) € V(Sz). Por indugao em |7, temos que G, mergulha
em m(Als,, S1,51), para cada v € V(S;) e G, mergulha em 7(A|g,S2, Ss), para cada v €
V(Sz). Sabendo que w(Al|7, T,T) = w(Alg,, S1, Sl)ék T(Alg,, S2,92) e que Gz — Gy, (e

e Gz — G-, (¢ sao monomorfismos, entdo 7(Alg,,S1,51) e m(Als,, S2,S2) mergulham
em 7(Al|r, T, T) assim como os grupos de vértices em 7. Supondo S C Sy, por indugao
em T temos que m(Alg,S,S5) mergulha em 7(Al|g,,S1,51), entdo w(Alg,S,5) e G,
mergulham em 7(Al|7r, T, T), Vv € V(X).

e T ¢ infinito e S é finito:
Considere os grupos m(Alr,, T;, T;) em que T; sdo subarvores finitas de 7" tais que 7; 2 S
para cada i. Considere a apresentagao (X, | R,) de cada grupo G, do grafo de grupos
A. Entao, cada grupo w(Alr,, T;,T;) tem apresentacio (X; | R;), em que

X; = U X,

veV(Ty)

Ri= |J R U{olg)nl9)", g€ Ge, e B(T)}.

’UEV(TZ')

(Al T,7) = (Ui | UR:).

Considere i < j se T; C T;. E facil verificar que as propriedades (i) a (iii) da defi-
ni¢ao 2.4.6 de conjunto dirigido sao satisfeitas. Se 7; e T} nao se interceptam, tome
v; € V(T;), v; € V(1) e o caminho reduzido tnico f em T de v; a v;. Entéo,
{vértices de f} U {arestas de f} U T, UT}; é uma subarvore finita de 7" que contém T; e
T;. Logo, (iv) também ¢é satisfeita. Entao, se ¢ < j, tome ¢; ; 0 homomorfismo natural
de (X; | R;) em (X, | R;). Vemos que

E imediato ver que

Yii =idix, | R) © Pix=@jropi; se 1 <j <k
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Portanto, temos um sitema direto de grupos (X; | R;) e homomorfismos ¢; ;. Além
disso, tomando 6; o homomorfismo natural de (X; | R;) em 7w(A|p, T, T), para cada i,
vemos que

m(Alp, T,T) = | JO:((Xi | Ri)), 0;=0;00,,, Vi<

0;(g;) =1 < g; € consequéncia de U R, &
& g; ¢ consequéncia de R; para todo j >i< ¢, (g)=1Vj>i.

Assim, pelo corolario 2.4.2,

W(A’T7 T7 T) = hﬂ 7T-(A|Ti7 Ea 1—;)

Do caso anterior, vimos que, se ¢ < j, entdo (X; | R;) mergulha em (X, | R;). Assim,
¢; ; € monomorfismo para cada i < j. Pelo corolario 2.4.1, ; ¢ monomorfismo para
cada i. Como m(Alg, S,S) mergulha em w(Al|r,T;,T;) para cada i, pois T; é finito,
temos que m(Alg, S,S) mergulha em w(A|p,T,T). Como para cada v € V(T') temos
que G, mergulha em 7(A|r,, T;, T;) para algum T, entdo G, mergulha em w(Al|r, T, T),
Vo e V(X).

e T e S sao infinitos:
Seja v € V(S) e {S;} uma colegdo das subarvores finitas de S tais que v € V(S))
para cada i. Considerando as apresentagoes de 7(Alg,, S;,S;), para cada i, e os ho-
momorfismos naturais de m(Als,, S;, S;) em m(Alg;, 55, S;) para cada i < j, temos que,
analogamente ao caso anterior, m(Ag, S, 5) = lig w(Alg;, Si, Si). Ja provamos que

w(Alg;, Si, S;) mergulha em w(Al|p, T, T) para cada i através de f;. Portanto, pela pro-
priedade universal de limite direto, existe um anico homomorfismo ¢ de 7(Ag, S, S) em
w(Al|r, T, T) tal que é um monomorfismo, pois f; = ¢ o, em que ¥ é 0 homomorfismo
natural de w(Alg,, S;, 5;) em m(Ag, S, S). Ainda, G, mergulha em 7(Al|g,, S;, S;) para
cada i. Entao, G, mergulha em 7w(A|p,T,7T). Como v é arbitrario, vale para todo
v e V(X).

Agora, (A, X, T) =

=Ex( x G,/ {{eoelg)ere(g)™", e€ E(X) - E(T), g € Ge}>E*(vev*(X)G”) :

veV(X)

em que E é o grupo livre com base E7, conjunto dos elementos e, cada um tinico de cada par
{e,e} de E(X) — E(T). Logo, m(A, X, T) é a extensao HNN de grupo base 7w(Al|r,T,T)
com letras estaveis e € Ej e grupos associados 0.(Ge), T.(G.), e € E;. Analogamente,
m(Aly,Y,S) é extensao HNN de grupo base m(Ag, S,.5) e letras estaveis e, cada uma tnica
de cada par {e,e} de E(Y) — E(S), com grupos associados 0.(G.) e 7.(G.), e letra estavel.
Seja E5 o conjunto das arestas que representam as letras estaveis de w(Aly, Y, S). Como ja
vimos que o grupo fundamental de grafo de grupos independe da arvore maximal, tomemos T’
uma arvore maximal que contém S. Assim, S =Y NT. Entao, F; C E;. Como 7(Als, S, S)
mergulha em 7(Al|r,T,T), temos que w(Aly,Y,S) mergulha em H, a extensio HNN de
grupo base m(A|r, T,T) e letras estaveis e € Ey com grupos associados o.(Ge) e 7.(G.),
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e € Fy. Mas (A, X, T) é a extensao HNN de grupo base H e letras estaveis e € F; — Ey,
com grupos associados o.(G.) e 7.(G.), e € E; — Es. Portanto, pelo forma normal da
extensao HN N, temos que H mergulha em w(A, X, T). Logo, m(Aly,Y,S) mergulha em
7(A, X, T). Como G, mergulha em 7(Al|r,T,T), entdao G, mergulha em 7(A, X,T) para
cada v € V(X). O

Lema 2.4.2. Seja A um grafo de grupos sobre X e H um grupo. Suponha que exristam
homomorfismos 0, : G, — H para cada v € V(X)) e elementos o, € H para cada e € F(X)
tais que oz = a_' e, para todo g € Ge, A 05()(0c(9)) e = O7()(Te(g)). Entdo, existe um
homomorfismo de m(A) em H cuja restricao a G, € um conjugado de 0,.

Demonstragao. Podemos induzir um homomorfismo de F/(A) em H que leva g € G, em 6,(g)
e e em e, Pois Aetie = 1 e a; 51 (0e(9)) e = b7y (Te(g)). Se a. = 1 quando e € T, existira
um homomorfismo de (A, X,T) em H que é 0, quando restrito a G,,. Portanto, queremos
encontrar elementos 5, de H tais que S, = 1 quando e € T'.

Fixemos um vértice vy em X. Para cada vértice v de X, seja a, = ag, ..., em que
€1...e, & o caminho reduzido em 71" de vy a v. Tome [, = avaea;l, em que v = o(e) e
w = 7(e). Entao, se e € T, oy, = ayae = P = 1. Ainda, fz = ayaza, ! = aa;ta;l = gL
Defina, agora, o homomorfismo ¢ : G, — H tal que ¥ (g) = a,0,(g)a;* para cada g € G,,
v e V(X). Entao,

B o(e)(06(9)) Be = ar(e) 02 0 ) Q) 0or(e) (0 (9)) 0 ) Qo (e ety =

= O‘T(e)ae_lea(E)(06<9))an‘T_(le) = 057(6)07(6)(7_(9))047_(16) = Ur(e)(7e(9))-

Portanto, existe um homomorfismo de 7(A) em H cuja restricao a G, é um conjugado de
0.,. O

2.4.1 Primeira Construcao

Seja G um grupo que age sem inversoes num grafo conexo X. Defina Y o grafo quociente
X/G e tome p a projecao candnica de X em Y. Considere T uma arvore maximal de Y e A
uma orientacao de Y.

Seja j : T'— X a aplicagao tal que p o j é a identidade em T'. Recordemos que j(T') é a
arvore representante da acao de G em X. Denotaremos j a extensao a Y que vamos construir
a partir de j : T — X. Como T é arvore maximal, j ja esta definida em V(Y).

Seja entdao e € A — T. Sabemos que g(e) = po j(o(e)). Como p é localmente sobrejetora,
existe uma aresta x € X tal que o(x) = j(o(e)) e p(xr) = e. Assim, definimos j(e) = x e
j(€) =7z. Se j(e) = j(€), e,/ € E(Y), entdao po j(e) = po j(e/) = e = €. Portanto, j
continua injetora.

Se e € A, temos

poT(j(e)) = 7(p(j(e))) = 7(e) = poj(r(e)).
Logo, 7(j(e)) e j(7(e)) pertencem & mesma classe de equivaléncia em Y. Assim, devemos

ter 7. € G tal que 7(j(e)) = 7.j(7(e)). Defina vz = 7.'. Quando e € ANT, temos
j(t(e)) = 7(j(e)). Nesse caso, tome ~, = 1.
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O estabilizador de x em X é o subgrupo {g € G : gx = =} e é denotado por G,.

Agora, queremos construir um grafo de grupos A em Y. Para cada y € Y, defina

Gy = Gjy)-
Se e € A, vemos que G = {g€ G:gj(e) =j(€)}. Mas gj(e) = j(e) & gjle) = j(e).
Portanto, G, = Gz. Desse modo, precisamos apenas definir os monomorfismos para e € A.
Se gj(e) = j(e), entdo go(j(e)) = a(gj(e)) = o(j(e)). Pela construcao da extensao j, vemos
que j(o(e)) = o(j(e)), Ve € A. Assim, G, C Gy € 0 monomorfismo ¢ a inclusdo. Da
mesma forma, Gje) € Gr(j()). Mas

g7(i(e)) = 7(j(€)) & gei(7(e)) = 1ei((€)) & 1o g1ei(7(€)) = j(7(e)).

Entao, Gjre) = We‘lGT(j(e))'ye. Dai, definimos o monomorfismo de G. em G tal que

g +— v 1g7.. Dai, é s6 definir o por Te.

2.4.2 Segunda Construcao

Considere o grafo de grupos A sobre o grafo Y, T" uma arvore maximal de Y e A uma
orientagao de Y. Seja G o grupo 7(A,Y,T). Agora, sejam g, h € G e v,w € V(Y). Dizemos
que os pares (g,v), (h,w) sdo equivalentes, ou seja, (g,v) ~ (h,w) se v =w e g € hG,. De
forma parecida, se g,h € G e y,z € A, dizemos que (g,y) ~ (h,z) sey =z e g € ho,(G,) e
(9,7) ~ (h,Z) se y = z e g € h7o(G,). Assim, podemos definir o grafo Y cujos vértices sao
as classes de equivaléncia [g, v] e as arestas as classes de equivaléncia [g,y] e [¢9,7]. (A menos
que seja necessario o contrario, vamos denotar o, = o e 7, = T).

Definamos p : Y —Ye jY — Y por p([g,y]) =y e jly) = [1,y], Yy € V(Y)U E(Y).
Assim, G age em Y pela acio (g, [h,y]) — [gh,y], Yy € V(Y)U E(Y).

Sey e Aek € ho(G,), entdo gk € gho(Gy) = [gk,y] = [gh,y]. Analogamente, mostramos
que, se y € V(Y), entdo [gk,y] = [gh,y]. Portanto, a agdo estd bem definida. Além disso,
glh, 7] # [h,y]. Assim, podemos definir:

1) [g,v] = lg,7;
2) o(lg,v]) = lg,0(v)], Yy € A.

3) 7(lg, ) = lgy, 7(y)], Yy € A.

E necessario observar que y é seu elemento correspondente em G, ou seja, sey € T,y = 1 € G.
Se [h,y] é outro representante de [g, y|, entao

h € go(G,) = hy € go(Gy)y = gy7(G,) C gyGr(y) = [hy, 7(v)] = [9y, T(y)].

Dai, se y € A,

o(l9,9]) = o(lg,y]) = 7([g,y]) = [9y, T(v)].

Portanto, p é uma aplicagdo de grafos. Pelo fato de y = 1 se y € T, entao o(j(y)) =
o([1,y]) =[1,0(y)], Yy € E(T). Anéalogo para 7.
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Logo, j : T — Y também é aplicacdo de grafos. Porém, como o(j(y)) = [y, o(y)] # j(o(y))
sey ¢ AUE(T), entdo j : Y — Y nao é uma aplicacao de grafos.

Chamamos Y de recobrimento universal do grafo de grupos A.

Observagao 2.4.1. Se a partir da ag¢io de G em Y fizermos a primeira construg¢ao, vamos
obter um grafo de grupos A sobre G/Y . Queremos mostrar que A € isomorfo a A.

i) GIY 2Y:
V(G/Y) = {Glg,v], ve V(Y)} e E(G/Y) = {Glg,e], e € E(Y)}. Fazendo a identifi-
cacio Glg,y] <>y €Y, temos que Y = G/Y . Entdo, vamos considerar A sobre Y.

ii) Os grupos de A:
p: Y — Y pode ser visto como a projecao candnica deY em G/Y e temos j a aplicagdo
de T emY tal que j(T) € drvore representante da a¢ao de G em 'Y (pois poj = idr).

Sejam G, os grupos de A. Vemos que

a; = Gj(v) = G[l,u} =G,, vE V(Y),

G. = Gie) = G = 0e(Ge), e € A

Como o, € monomorfismo, entio G, = G..

iii) Os monomorfismos de A:
Os diagramas abaizo comutam:

Ge — o(e) Ge — o(e)
Uel sz Uel/ lzd
G.—Gs, G.—— G-,

O primeiro € dbvio. No sequndo diagrama, vemos que, se g € G, entdo

Fe(0e(9)) = 72 '0e(9)7e = Te(9),

1

pois Y. corresponde a e em G, e em G =7w(A,Y,T) temos que e 'o.(g)e = 7e(g)-

Seque que A = A.

2.5 Os Teoremas Estruturais

Teorema 2.5.1 (Primeiro Teorema Estrutural). O recobrimento universal de um grafo de
grupos € uma arvore.
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Demonstragao. i) Y é conexo:
Seja Z o subgrafo de Y tal que

E(Z)={[1,¢],[1,¢], Ve € A}

V(Z) = {[1v0(6)]7 [/7677—(6)]’ Ve € A}

(os vértices de Z de fato possuem essa forma, pois se € ¢ A, entdo o([l,¢]) = 7([1,¢]) =
e, 7(e)], e 7([1,2]) = o([1, €]) = [1,0(e)]).

Com isso, Vv € V(Y), temos que v = o(e) ou v = 7(e) para algum e € ANT, e 7. = 1. Logo,
Jj(T) C Z. E, como o(e) € V(T), temos que [1,0(e)] € j(T), Ve € A. Sendo j(T) conexo,
temos que Z é conexo. B
Da definicao de Z, temos que GZ =Y.
Se g € G,, Yv € V(Y), entao g[l,v] =
Ainda, se e € A, entao

[1,v]. Portanto, ZNgZ # 0, Vg € G, Yv € V(Y).

T([Le)) =he @ =1l (@) = ZN7Z#0 e Zny'Z#0.

Por indu¢do no ntmero n de elementos finitos s1,...,s, de  |J G, U U {7, 7. '}, temos
veV(Y) €A
que

ZU81ZU8152ZU...USl,SQ,...Sn,1Z

¢ conexo e, como $,Z N Z # (), entao
81y Sp1Z N S1,80, ..., 80_1,5.2 # (.

Logo,
ZUSlZU81SQZU...Usl,SQ,...an

é conexo. Como Z pertence a qualquer um desses subgrafos, Vn > 0, entao a uniao de
todos os subgrafos escritos dessa maneira, Vn > 0, é conexa. Como G ¢é gerado por G, e .,
vEV(Y), e € E(Y), essa unido é GZ. Logo, GZ =Y é conexo.

ii) Y é arvore:

Suponha G, = 1, Yv € V(Y). Dizemos que Y é um recobrimento universal de Y. Nesse
caso, G =m(A,Y,T) & o grupo livre com base {v.:e € A — E(T)}.

Seja [g1, €1, . .., [gn, €x] um caminho fechado de [1,v] em Y, para algum v € V(Y). Temos

o 7([gi,ei]) = give,[1,7(e;)] se e; € Ae
o 7([9:,e]) = gill, T(es)] se e; & A.

Seja, entdo, h; = g; se e; € A e h; = gy, ' se e; ¢ A. Dai, 7([g;, e5]) = hivye, [1, 7(e3)].
Da mesma forma,

o o([gi,ei]) = gi[l,o(e;)] see; € Ae
o o([giei] = givell o(e:)] = gy 1, 7(ei)] se e; € A, o que implica o ([g;, €;]) = hs[1, o(e;)].
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Do fato de que 7([g;, €;]) = 0([giz1,€i41]), i =1,...,n— 1, temos que
hi’Yei[L T(GZ‘)] = hi+1[]—7 0'(61‘_;,_1)] = T(Gi) = U(ei+l) e hi/yei = hi—Ha 7 = 1, oo, = 1.

Também,

Tgn, €n] = olg1,e1] = 7(en) = o(e1) =v e hyye, = hy.
Dali,

YerVes - - Yen = hy hohaths .. ht i hphthy =1 em G.

Mas G é grupo livre. Entao:
1) e, €T, Yi=1,...,n, 0o que implica que Ji tal que & = e;4; ou
2) i tal que e;41 =€ ou

3) Irys, r+1<s,talquees =¢,ee; €T, r<i<s,oqueimplica que e;;; = & para
algum ¢ tal que r <1 < s.

Como 7([g;, €;]) = 0([gir1,€]), temos
hive, (1, 7(€:)] = hiya1[1, 7(e:)] = give, = gz‘+17;i1 = Git17%,; S¢ € € A e gi=giy1 se e & A

Em qualquer caso, ¢; = ¢;41. Assim, [g;, €;41] = [¢;, €;], Portanto, todo caminho fechado em
Y com n > 0 nio é reduzido (sen=1¢eo(g1,e1]) = 7([g1,€1]), entdo ¢17e, = g1 = Ve, =
1 = e; € T, contradigao).

Portanto, Y & arvore se os grupos G, sao triviais.

Antes de voltarmos a situagdo original, consideremos o seguinte: seja U o recobrimento
universal de Y e p: U — Y a projegao candnica. Ja vimos que p é localmente sobrejetora.
Sejam [g1, us], [ge,us] arestas distintas de U tais que o([g1, u1]) = ([g2, u2]). Entao,

hi[l,0(u1)] = he[l,0(uz)], em que h; =g; se u; € A e h; = giv,, se w; & A.
Devemos ter que o(uy) = o(uz) e hy = hy. Logo,

uy # uy = p([g1, w]) = w1 # p([ga, ua]) = ua.

Portanto, p é localmente injetora. Por fim, p é localmente bijetora. Seja o um automorfismo
de Y e u,u’ € V(U) tais que p(u') = avo p(u). Aplicando o lema 2.3.3 em p e « o p, existe
um tunico automorfismo 5 de U tal que f(u) = v e pof = awop. Chamamos ( de extensao
de a. B B

Seja, agora, W o recobrimento universal de Y e ¢ : W — Y a projegao. Como j(T') é arvore
em }7, ja vimos que existe uma aplicagao m : j(T) — W tal que gom = id;r). Sejay € A.
Entéio, j(y) é uma aresta em Y e gom((j(y))) = o(j(y)) (lembrando que o(j(y)) = j(o ().
Como ¢ é localmente sobrejetora, existe uma aresta w € W tal que o(w) = moa(j(y)) e
q(w) = j(y). Como p ¢é localmente injetora, w deve ser tnica. Entao, definimos moj(y) = w,
e vemos que o(w) = mo j(o(y)). Também definimos m o j(y) = m o j(y). Denote moj = k.
Temos que , se y € A, a(k(y)) = k(o(y)).

Iremos agora definir automorfismos de W a partir de vértices e arestas de Y que fixam
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elementos de W, além de estudar suas propriedades. O objetivo dessas defini¢oes é podermos
usar o lema 2.4.2 para obtermos um homomorfismo de G em Aut(W). As propriedades serao
utilizadas posteriormente. B B
i)Sejav e V(Y) e g € G,. Entdo, a agdo de g em Y define um automorfismo «a, em Y tal
que

ag([hy]) = [gh,y] e ag(i(v)) = [g,v] = [1,0] = j(v).
Ainda,

q(k(v)) = j(v) = ag o q(k(v)).

Portanto, existe uma extensao tunica de a4, denotada por ¢, automorfismo de W tal que
@, fixa k(v). Vemos que, se h € G, entdo ay, fixa j(v) e, por consequéncia, ¢y, fixa k(v).
Como gh € G, e a4 0 ap = agp, temos que, pela unicidade da extensao, ¢, 0 ¢, = g, € um
automorfismo de W que fixa k(v).
ii)Seja e € A. A acao de e como elemento de G' em Y define o automorfismo a, de Y dado
por ac([g,y]) = [eg, y]

ac(j(7(e))) = ae([l,7(e)]) = [e,7(e)] = 7([1,€]) = 7(j(e))-

Ainda,

q(1(k(e))) = 7(q(k(e))) = 7(j(e)) = c(i(7(e))) = ac o q((k(7(e)))).
Portanto, existe uma extensao tnica ¢, € Aut(W) de a. tal que ¢.(k(7(e))) = 7(k(e)).
Como € em G é e, temos que a0 -1 = idy = -1 estende e~ e g1 = ;.
Observagao: Se @y, , @y, estendem respectivamente y; € ya, entao @, 0@, estende ay, ooy, =
vy, y, Portanto, pela unicidade da extensao, ¢, 4, = @y, © @y, -
iii) Sejae € A e g € 0.(G). Entao:

o a(py(k(e))) = py(alk(e))) = wy(k(ale))) = k(a(e)) = a(k(e)) (aqui, utilizamos o fato
de ¢, e m serem aplicagdes de grafos, a construgao j e o fato de ¢, fixar k(o (e))).

o qopy(k(e)) = agoq(k(e)) = ay(j(e)) = gj(e) = j(e) = q(k(y)) (utilizamos propriedade
de extensao e o fato de que g € o(G.)). Como ¢ ¢é localmente injetora, temos que

wq(k(e)) = k(e).

iv) Seja e € Ae h € G.. Entdo, pela definicao de extensoes acima, ¢ () estende 7.(h) e fixa
k(7(e)), ja que 7.(h) € Gr(). Em (iii), vimos que, como o.(h) € G, (), entdo ¢, ) fixa k(e).
Entao,

Poun) (T(K(€))) = T(Po. ) (k(€))) = T(K(e)).

Assim, @, 'o,m)ee fixa k(7(e)). Ainda, ¢, '@, n)ee estende e o (h)e = 7.(h) em G. Logo,

806_1%6(/1)% = Pro(h)-

v) Se e € T, entao j(7(e)) = 7(j(e)) e k(r(e)) = 7(k(e)). Pela unicidade de extensdo, ¢,
deve ser a idyy.

Portanto, a aplicacao g — ¢, g € G, ¢ um homomorfismo de G, em Aut(W), para cada
veV(Y), gz = ¢! e 0 0oy Pe = Pron), Vh € Ge. Pelo lema 2.4.2, existe um homo-
morfismo de G em Aut(W), que, pela definicdo de agdo dada, é uma agdo de G em W,
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gw = pg4(w). Seja s : Y — W dada por s(gj(y)) = gk(y), y €Y, g € G.

s estd bem definida: seja h € go.(G.), e € A. Entao, g7'h € 0.(G.) = ¢, 15, fixa k(e),
pelo item (iii) acima. Entdo, ¢4(k(e)) = ¢n(k(e)) = gk(e) = hk(e). Se h € gG,, entao
g7th € Gy = gy, fixa k(v) = @4(k(v ) en(k(v)) = gk(v) = hk(v);

)
) € E(W);

e seja e € A. Entao, s(gj(e)) = s(gj(€)) = gk(e) = gk(e) = gk(e), pela definicio de j e
k;

e seja ¢ € A Entio, s(o(gj(e))) = s(gli(o(e)))) = gh(o(e)) = golk(e)) = olgh(e)) =
a(s(gj(e))), por construcao de k;

e & claro que S(V(EN/)) CV(W)es(E ( )

o sejac € A Entio, s(r(gj(e))) = s(g7((€)) = s(gei(r(e))) = gek(r(e)) = wypelk(r(e))) =
0qs(1(k(e))) = g7(k(e)) = 7(gk(e)) = 7(s(gj(e))) (utilizamos o resultado (ii)).

Concluimos que s é uma aplicagao de grafos. Além disso,

qos(9i(y) = algk(y)) = a(pe(k(y))) = ag o q(k(y)) = ay(i(y)) = gj(y), € G, y €Y.

Portanto, q o s = idy. Portanto, s é injetora e, como ja provamos que W é arvore e Y ¢
conexo, temos que Y deve ser arvore. ]

Considere X, G, Y = X/G, T, A, j:Y — X, p: X — Y e o grafo de grupos A
da Primeira Construgao. Aplicando a Segunda Construgdo nesses elementos, vamos obter a
arvore Y sobre a qual age o grupo w(A,Y,T).
Antes de enunciarmos o préoximo teorema, consideremos o lema seguinte:

Lema 2.5.1. Sejam H subgrupo de G e X1, Xs subgrafos de X tais que Xo C X7, GX; =
X, V(X1) CHV(Xy) e gV(Xo)NV (X)) =0, Vg€ G— H. Entao, H=G.

Demonstracao. HX, = X:
Seja o(e) € V(X;). Por hipotese, existe g € G, x € E(X;) tal que gr = e. Como
o(e), o(z) € V(X;) C HV(X,), existem h,k € H tais que ho(e), ko(xz) € V(X3). Dai,

hgk™*(ko(x)) = ho(gx) = ha(e) € hgk 'V (X)) NV (X3) = hgk™ € H,
que, por hipotese, implica
geH=e=grec HX, = 7(e) € HX].

Se o(e) € HX,, entdao o(he) € Xy, para algum h € H. Entdo, he € HX; = e € HX;.
Portanto, como X é conexo, pelo lema 2.1.1, HV(X;) = V(X). Entao, e € HX;, Ve € E(X).
Logo, HX; = X.

Por hipotese, V(X) = HV(X;) C HV(X,) = V(X) = HV (X,).

Finalmente, seja g € G. Se v € V(X3), existe h € H e w € V(X3) tais que gv = hw. Entao,
w=hlguveh gV (Xy)NV(Xy) = h'lge H=g€ H. O
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Teorema 2.5.2 (Segundo Teorema Estrutural). Sdo equivalentes:
i) X é drvore;

i) Y ¢ isomorfo a X;

iii) m(A,Y,T) é isomorfo a G.

Demonstragao. Denotaremos 7(A,Y,T) por 7 apenas. Paracadav € V(Y), G, € A, G, —
G. Ainda, para cada e € A, 7., 7= sao os elementos correspondentes em G respectivamente
deeee=cet SeeeT,entdo vy = 1. Por fim, e 'o.(g)ete(g9)', Ve € E(Y), Vg € G.,
corresponde, em G, ao elemento v, o.(g)7v.7.(g)~! = 1, pois, por construgao, 7.(g9) = 7, 'g7.
e 0.(g) = g. Portanto, é possivel definir o homomofismo ¢ : 7 — G tal que ¢(g) = g, Vg €
Gy, Yo e V(Y), e p(e) =, Ve € A.

@ & sobrejetora:

Seja H = ¢(n(A,Y,T)), Xo = j(T) e X; o subgrafo de X que consiste de todas as arestas
de j(Y) e do comeco e fim de cada uma delas. Entao, X5 C X;. Além disso, como j(Y)
contém um representante de cada G-orbita de Y, temos que GX; = X. Também,

V(X1) = V(X2) U{o(j(e)), 7(i(e)), e € A= E(T)}.
Mas o(jj(e)) = j(o(e)), entdo
V(Xy) =V(Xy)U{r(j(e)), e A= E(T)}.
Para e € A, vimos que
7(5(e)) = 7ei(7(e)) = wle)j(7(e)) € HV(Xz).

Portanto, V(X;) € HV(X3). Por fim, se gV (X3) NV (X3) # 0, entdo existem v, w € T tais
que
93(v) = j(w) = p(gi(v)) = p(i(w)) = v =w

9€Gjw =Gy =g=0(g) € H.

Satisfeitas as hipoteses do lema 2.5.1 acima, obtemos que H = (1) = G.
Agora, vamos definir ¢ : Y — X por ¥([h,y]) = ¢(h)j(y), y € Y, h € .
i) ¢ esta bem definida:

Se [k, z] = [h,y], entao z =y e k € hG,. Mas

Gy =G = hkjly) = jly) =

= o(h™'k)j(y) = h™'kily) = j(y) = w(h)i(y) = (k)] (y).
i) ¢ 6 uma aplicacio de grafos:
o U([he]) = ([h,e]) = (h)j(e) = (h)j(e);
o sc e A, P(alhe]) = ¥([h,o(e)]) = $()i((e) = $(W)a(i(e) = o) (e));
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o see € A Y(r([hel)) = v(lhe,7(e)]) = p(he)j(r(e)) = p(h)1e(7(i(e))) = @(h)T(j(e)) =
T(p(h)j(e))-

Como X = Gj(Y) e ¢ é sobrejetora, temos que ¢ também é sobrejetora.
iii) ¢ é localmente injetora:
Sejam e, e’ € A. Entao se ¥([h,€]) = ¢([k, €']), aplicando p teremos que € = €', contradicao.

/

Seja, entao, ¥(lh,e]) = ¥([k,€¢']). Aplicando p, vamos ter e = ¢’. Supondo o([h,¢]) =
o([k,e]), temos que
k'h € Goey = @(k~'h) = k~'h.

Ainda,
p(h)j(e) = p(k)jle) = ek~ h)j(e) = j(e) = o(k'h) € Gj(e) = Ge.

Portanto,
k'he G, = h e kG, = [h,e] =k, el

Analogamente, se ¥ ([h,e]) = ¥([k,€]), aplicando p temos € = ¢ = e = €. Supondo
o([h,€]) = o([k,€]), temos que

7([h,€]) = 7([k,€]) = he € keGr(o) = € 'k he € Gre) = k™ 'h € eGre "
Ainda,

p(h)j(e) = p(k)j(e) = w(k~h)j(€) = j(€) = ¢(k~'h) € Gj@) = Ge = G

Mas
Ge - Oe(Ge) g Ga(e) = @(k_lh) € @(Ge)

Como ¢ ¢é injetora em G, temos que ¢ ¢ injetora em eGT(e)e_l. Dai, sabendo que em 7
temos o.(G.) = er.(Ge)e ™ C eGret, p(k™'h) € o(Ge) e ¢ ¢ injetora em G., entdo
k7'h € G, =0.(G,.) = [h,e] = [k,e].

(i) = (ii) 1 & localmente injetora, sobrejetora, Y é conexo e X é arvore. Logo, pelo lema
2.3.4, 9 é injetora e, portanto, um isomorfismo.

(i1) = (i) 6bvio.

(1ii) = (it) ¥ ja é sobrejetora e injetora nas arestas. Falta mostrar que 1 é injetora em

V({/) Sejam h, k € 7, v,w € V(Y) e ¥([h,v]) = ¥([k,w]). Entao, p(h)j(v) = p(k)j(w).
Aplicando p, vemos que v = w. Ainda,

p(k~h)j(v) = j(v) = @(k™"h) € Gi) = Go = 9(GL).

Como ¢ é isomorfismo, k~'h € G, = [h,v] = [k, v].
(i1) = (iit) Seja h € ker(p). Tome v € V(Y). Entao,

U([h,v]) = (h)j(v) = j(v) = (1, v]).

Como 9 é isomorfismo, temos que [h,v] = [1,v] = h € G, = p(h) = h = 1. O
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Como conclusao, vemos que, se tivermos um grafo de grupos sobre Y, uma arvore maximal
T e A uma orientagao de Y e considerarmos G = w(A,Y,T'), pela 2* construcao teremos uma
arvore Y sobre a qual G age sem inversoes. Se aplicarmos a YeGal® construcao, obteremos
um grafo de grupos A, que serd isomorfo a A, conforme foi provado.
Se, por outro lado, comegarmos com um grupo G agindo sem inversoes sobre uma arvore X
e aplicarmos a 1* construgao, obteremos um grafo de grupos A sobre Y = X/G com arvore
maximal 7" e orientacao A. Pela 2* construcao, teremos como resultado a arvore Y que sera
isomorfa a X, sobre a qual age sem inversdes o grupo w(A,Y,T), por sua vez isomorfo a G.
A arvore X sobre a qual G age é chamada de arvore de Bass-Serre.

2.6 Aplicacoes dos Teoremas Estruturais

Teorema 2.6.1. Seja A um grafo de grupos sobre X e H um subgrupo de w(A). Entao,
H = 7(Q), em que os grupos dos vértices de Q sio H N gG,g ', Yo € V(X), onde g
percorre um subconjunto dos representantes das classes bilaterais de H e G, da forma HkG,,
k € m(A), e os grupos das arestas de Q sio H N gG.g~', Ve € E(X), onde g percorre um
subconjunto dos representantes das classes bilaterais de H e G, da forma HkG., k € n(A).

Demonstragao. Pela 2* construcao, m(A) age sem inversoes em X. Entao, H age sem inver-
sdes em X. Pela 1 construgao e pelo Segundo Teorema Estrutural, H = w(€2), em que ) é
um grafo de grupos sobre H/)N( tal que seus grupos H,, y € H/)N(, sao os estabilizadores de
um Unico representante em X de cada H-6rbita. Dai, seja [g,v] um desses representantes,

g € (A), v e V(X). Temos que

k € Gy < klg,v] = [9,0] & k € gG,g7",

em que G, é o grupo em A do vértice v. Mas, por construcao de €2, k € H. Portanto,
Ggv = HNgGyg™'. Ainda, se HkG, é um representante de uma classe bilateral, g,¢ €
HEG, < [g,v],[¢,v] € H[k,v]. Como tomamos um representante tinico para cada érbita,
temos, para cada v € V()~()7 Glgo = HN gG,g~1, em que g percorre um subconjunto dos
representantes de das classes bilaterais de H e G, da forma do enunciado. Analogamente,
seja [g, €] um representante tinico em X de uma H-o6rbita, g € m(A), e € A, A orientagao de

X. Temos que
1

k € G[gze] And k[g>€] - [976} <~ k € gae(Ge)g_ )
em que G, é o grupo em A da aresta e. Mas, por construcdo de Q, 0.(Ge) = G.. E como
k € H, temos que G, = H N gG.g~'. Ainda, se HkG, é um representante de uma classe
bilateral, g, ¢’ € HkG. < [g,€], (¢, €] € H[k,e]. Como tomamos um representante iinico para
cada orbita, temos, para cadae € A, Gy = HNgG.g™ !, em que g percorre um subconjunto
dos representantes de das classes bilaterais de H e G,, da forma do enunciado. O

Corolario 2.6.1. Seja H um subgrupo de um grupo fundamental de um grafo de grupos tal

que H interseciona cada conjungado de um grupo de vértices no grupo trivial. Entao, H é
livre.
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Demonstracao. Pelo teorema 2.6.1 anterior, os grupos de vértices do grafo de grupos cujo
grupo fundamental é isomorfo a H sao triviais. J& vimos que H deve ser livre (H é o
grupo livre com base um 1inico representante de cada par de arestas {e,e} de H/X que nao
pertencem a arvore maximal de H/X da 1* construgao sobre H agindo em X) O

Corolario 2.6.2. Seja A um grafo de grupos. Suponha que existam um grupo H e um
homomorfismo ¢ : m1(A) — H tal que p € injetora em cada grupo dos vértices. Entao, kere
é livre.

Demonstragao. Seja g € 1(A) e h € G, para algum veértice v do grafo de grupos A. Entao,
wlghg™) =1= p(h) = ¢(9) 'p(9) =1=h=1.

Portanto, kery é um subgrupo do grupo fundamental 7(A) que satisfaz as hipoteses do
corolario 2.6.2 anterior. Logo, kerp é livre. O
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Capitulo 3

Homologia Algébrica

3.1 Categorias e Funtores

Nessa secao, trataremos brevemente de alguns conceitos basicos envolvendo categorias e
funtores, necessarios aos assuntos posteriores.

Definicao 3.1.1. Uma categoria = é uma colecao de conjuntos chamados objetos e rela-
¢oes entre esse objetos, chamadas de morfismos. A classe dos objetos denotamos Obj(Z)
e aos morfismos Homz(A, B), A,B € Obj(Z). Além disso, eriste uma operacdo bindria
o: Homz(A, B) x Homz(B,C) — Homz(A,C) dada por (f,g) — go f chamada com-
posicao e que satisfaz:
1. associatividade, ou seja, se f € Homz(A,B), g € Homz(B,C), h € Hom=(C, D),
entio (hog)o f="ho(gof).
2. Para todo A € Obj(Z), erxiste um morfismo de Hom=(A, A) denotado por 14 tal que,
Vf e Homz(A, B), Vg € Homz(C, A), temos que foly=f elpog=g.

Exemplo 3.1.1. 1. Categoria dos R-mddulos & esquerda cujos morfismos sao os homo-
morfismos de R-mddulos a esquerda com a composicao usual de homomorfismos, em
que 1ys € a identidade de M, M um R-mddulo o esquerda. Denotamos essa categoria
por RM. Analogamente, Mg representa a categoria dos R-mddulos o direita.

2. Categoria dos espagos topoldgicos cujos morfismos sao as funcoes continuas entre os
espacos com a composicao usual de funcgoes. A funcao 1x, X um espaco topoldgico, é
a identidade de X.

Definicao 3.1.2. Sejam Z,Z' duas categorias. Um funtor I ¢é uma funcdo entre duas
categorias que satisfaz:

i) F(A) € Obj(Z'), VA € Obj(Z);
ii) se f € Homz(A, B), entio F(f) € Hom=(F(A),F(B)), YA, B € Z;
iii) se A,B,C € Z e f € Homz(A,B), g € Homz(B,C), entiao F(go f) = F(g) o F(f);

w) se A€ Z, entao F(1a) = 1pa).
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Nessas condigoes, dizemos que F' é um funtor covariante. Se, no entanto, F satisfaz (i),
() e (ii’), (iii’), em que:

ii’) se f € Homz(A, B), entao F(f) € Homz (F(B),F(A)), VA,B € E;

iii’) se A,B,C € = e f € Hom=(A, B), g € Homz(B,C), entao F(go f) = F(f)o F(g),
dizemos que F' é um funtor contravariante.

Exemplo 3.1.2. 1. Considere a categoria dos espagos topoldgicos conexos por caminhos
com as funcoes continuas e a categoria dos grupos. Temos que m € um funtor que
relaciona ambas as categorias: se X € um espago topoldgico conexro por caminhos,
m1(X) € conhecido como o grupo fundamental de X. Se f : X — Y € uma funcao
continua entre dois espagos topoldgicos conexos por caminhos, m1(f) € a func¢ao induzida
de f denotada por f.. Temos que m € um funtor covariante, pois f. o g. = (f © g)«-

2. Seja C € gRM. Temos que Hompg(x,C) é um funtor contravariante da categoria dos
R-mddulos a esquerda para a categoria dos grupos abelianos com homomorfismos de
grupos - ou categoria dos Z-mdodulos, com za =a+ ...+ a, z € 7, a pertencente a um

—_———

zZvezes
Z-mdodulo.

De fato, se f,g € Homg(A,C) = Hompg(x,C)(A), Ya € A,

(f +9)(a) = fla) + g(a) = gla) + fla) = f+g=9g+ [.

Entao, Homg(A,C) € grupo abeliano.
Ainda, se f € Homg(A,C), z€Z, r € R,

(zf)ra)=(f+...+ f)(ra) = f(ra)+ ...+ f(ra) =rf(a)+ ... +rf(a) =
~——

S N J

=r(fla)+...+ fla)) =r(f+...+ [)(a) =r(zf)(a)

(2f)(ar + az) = (2f)(ar) + (2f)(az).

Portanto, € facil ver que as propriedades de Z-mdodulo se verificam.
Além disso,

Hompg(x,C) : Homg(A, B) — Homgz(Hompg(B,C), Homg(A,C))
tal que, se f € Homg(A, B), g € Homg(B,C), temos
Homp(,C)(f)(9) = g .
Jd o funtor
Hompg(C, %) : Homg(A, B) — Homgz(Homg(C, A), Homg(C, B))
dado por Homg(C,*)(f)(g) = fog, g € Homg(C, A), € covariante.

3. Seja A € Mpr e B € pRM. O produto tensorial de R-mddulos A @ B € um grupo
abeliano R-bilinear, ou seja,
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° (a1+a2)®b=a1®b+a2®b,
[ a®(b1+b2) :a®b1+a®bg e
e ar®Xb=a®rb,
a,ai,as € A, bbby € B, r € R.
Entao, A ®p * define um funtor covariante da categoria RM para a categoria z M tal

que
A®pgx: Homg(B,C) — Homz(A®gr B,A®g C)

¢ dado por
(A®r*)(f) =1da® f

e, se g € Homg(C, D), entao A®g (go f) =ida® (go f).

Analogamente, se B € pM, entdo * Qr B € um funtor covariante de Mg em Mgy tal
que, para f € Hompg(A,C), temos que (x Qg B)(f) = f®idg e, se g € Homg(C, D),
entio (*®@p B)(go f)=(go f)®idp.

Definicao 3.1.3. Uma categoria = é pré-aditiva se Homz=(A, B) € um grupo abeliano (pela
soma), VA, B € Obj(E), e satisfaz: ¥z € Z, f,k € Homz(A, B), g,h € Hom=(B,C),

(zh+g)of==zhof)+gof e go(zf+k)=z(gof)+gok
As categorias dos R-modulos & esquerda e a direita, por exemplo, sdo pré-aditivas.

Definicao 3.1.4. Se =, =’ sao categorias pré-aditivas, dizemos que um funtor F : = — =/

¢ aditivo se F(f +g) = F(f)+ F(g), Vf,g € Hom=(A, B), YA, B € Obj(Z).

Na categoria dos R-modulos a esquerda e a direita, se 0 € o homomorfismo tal que 0(a) =
0, Va em algum R-mdédulo, temos que F'(0+0) = F(0) = F(0) + F(0) = F(0) = 0.

Exemplo 3.1.3. e Hompg(x,C), Homg(A, %) sao funtores aditivos devido & distributivi-
dade dos homomorfismos de R-maddulos.

o ARpx*, *xQ®g B sdo funtores aditivos devido a bilinearidade do produto tensorial.
Teorema 3.1.1. Seja DA, uma soma direta de R-mddulos e iy, 0 mergulho de Ay em PA;.
jeJ jeJ
Seja B um R-modulo. Entao, o homomorfismo

6 HomR(@Aj, B) — HHom(Aj, B)
jed j€J
dado por 0(f) = (f o i;)jes € um isomorfismo.
Teorema 3.1.2. Seja [[A; um produto direto de R-mddulos e py, a projegao de [[A; em

jed jeJ
Ay. Seja B um R-mddulo. Entdo, o homomorfismo

0 : HomR(B,HAj) — HHomR(B7Aj)

jeJ jeJ

dado por 0(f) = (p; o f)jes € um isomorfismo.
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Teorema 3.1.3. Seja A um R-mddulo a direita e {B;},_; uma familia de R-mddulos a
esquerda. O homomorfismo

0: Ao (@PB;) — Aok B))

jeJ jeJ

dado por 0(a ® > bj) = > (a®0b;) € um isomorfismo.
j€J jeJ
Para as secoes posteriores, consideraremos R um anel com unidade e g M a categoria dos
R-modulos a esquerda. Tudo o que serd feito na categoria g M pode ser feito na categoria Mg

de R-modulos & direita, com as adequacoes necessarias. Por fim, sempre que nos referirmos
a homomorfismos, estaremos considerando homomorfismos de R-modulos & esquerda.

3.2 Sequéncias exatas

Definicao 3.2.1. Sejam A,B,C € kM ea : A — B, 8 : B — C homomorfismos.
Dizemos que a sequéncia abaizo é exata em B se Ima = kerf.

A5BLe
Considere a sequéncia (finita ou infinita) de homomorfismos de R-mddulos seguinte:
it

...—>Ai+1—>Aiﬂ>Ai_l—>...

Essa sequéncia é dila exata se € exala em cada objeto, ou seja, Ima,; 1 = kera;, para todo
i.
Quando a sequéncia exata € dada por

0—A-B-Ls0 50

dizemos que € uma sequéncia exata curta.

Definicao 3.2.2. Seja F' um funtor covariante e G um funtor contravariante. Dizemos que:

i) F ¢ exato a esquerda se, para toda sequéncia exata 0 — A SNy BN C, temos que
o Fle) F () ,
a sequéncia 0 — F(A) F(B) F(C) é exata.

i) F é exato a direita se, para toda sequéncia exata A — B Fo— 0, temos que a
. Fo) F(3) )
sequéncia F(A) F(B) F(C) — 0 € exata.

iii) G ¢ exato a esquerda se, para toda sequéncia exata A — B S0 — 0, temos que
N G(3) G(a) ,
a sequéncia 0 — G(C) G(B) G(A) € ezata.

i) G ¢ exato a direita se, para toda sequéncia erata 0 —> A — B BN C, temos que a
A G(B G(a 3
sequéncia G(C) ‘G G(B) G G(A) — 0 € ezata.
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Capitulo 3. Homologia Algébrica

Teorema 3.2.1. Sejam M, N € rRM. Entao:
i) Homg(M,*) € funtor exato & esquerda;

ii) Hompg(*, N) € funtor contravariante exato a esquerda.

Demonstragio. i) Seja 0 — A -+ B P uma sequéncia exata. Queremos mostrar
que

Homp(M,0) — Homp(M, A) 2 Homp(M, B) -2 Homp(M, C)

¢ uma sequéncia exata, onde a, e [, sdo, respectivamente, Hompg(M, *)(«) e Homg(M, %)(3).

Ja vimos que Hompg(M, *) é funtor aditivo, portanto Hompg(M,0) = 0.

a) a. € monomorfismo: seja f € kera,. Entdo, a.(f) =ao f=0= Imf C kera =
Imf={0} = f=0= kera, ={0}.

b) Ima, C kerfy: B.oa, = Homg(M,*)(8 o a) = Homg(M,*)(0) = 0, pois Ima =
kerf3.

¢) kerf. C Ima,: Seja f € kerB.. Entdo, fo f=0= Imf C kerf = Ima. Defina
g: M — A tal que g(m) = a, em que a(a) = f(m). Vemos que a é unico, pois « é
injetiva.
g ¢ homomorfismo: se m,m’ € M, entdo, sendo a(a) = f(m) e a(a’) = f(m'), temos
que

ala)+a(d) = f(m)+f(m') = f(m+m') = ala+d") = g(m+m') = a+d’ = g(m)+g(m’).

Ainda, se r € R,

a(ra) =ra(a) =rf(m) = f(rm) = rg(m) = ra = g(rm).
Portanto, a,(g) = aog = f.

ii) A demonstracio ¢ analoga: seja A — B Ly ¢ —5 0 uma sequéncia exata. (Queremos
mostrar que

Hompg(0, N) — Homp(C, N) 25 Homgp(B,N) 2 Hompg(A, N)

¢ uma sequéncia exata. Ja vimos que Hompg(0, N) = 0.

a) B« € monomorfismo: seja f € kerf,. Entao, B.(f) = fof=0= f(Imp) = f(C) =
0= f=0.
b) Imp, C kera,: a, o By = Hompg(*, N)(f o a) = Hompg(x, N)(0) = 0.

¢) kera, C Imp,: seja f € kera,. Entao a.(f) = foa =0 = Ima C kerf. Defina
g: C — N por g(c) = f(b), onde ¢ = (b). Se B(V') = ¢, entdo b — b € kerfg =
Ima = f(b=V) = f(b) — f(V') = 0. Portanto, g esta bem definida. Se g(c) = f(b) e
g(cd) = f(V), entao

Bo+) = B(b) + B() = c+ " = gle+ ) = f(o+V) = f(b) + f(¥) = g(c) + 9(c).
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Também, se r € R,

B(rb) =rp(b) = rc = g(re) = f(rb) =rf(b) = rg(c).
Portanto, g ¢ um homomorfismo e S.(g) = go 5 = f.
O
Teorema 3.2.2. Sejam M € Mg e N € gpM. Entao, M Q@r* e * Qr N sao funtores exatos
a direita.
Demonstragdo. Ja vimos que ambos sdo funtores covariantes. Seja A - B SN N
um sequéncia exata. Queremos mostrar, primeiramente, que

MegA™MS Mo, B ™% MepC — Mog0

¢ uma sequéncia exata. Ja vimos que M ®z 0 = 0.

i) idy®p € epimorfismo: tome m®@c € M®@rC. Como 3 é sobrejetiva, existe b € B tal que
B(b) = c. Dai, (idp®8)(m®b) = idy (m)@F(b) = m&c. Como{m®@c|me M, ce C}
gera M ®pr C, temos o resultado que querfamos.

ii) Im(sz ® Oz) Q k:er(z'dM ® 5) (’LdM ® /8) o (ZdM ® Oé) = idM ® (B o Oé) = de ®0= 0,
pois Ima = kerf.
iii) ker(idy ® B) C Im(idy @ a): sejam: M @r B — (M ®g B)/Im(idy ® «) a projegao
canonica. Queremos mostrar que existe um homomorfismo de Z-médulos v : MQrC —
(M ®g B)/Im(idy @ «) tal que v o (idy @ 3) = 7, pois, desse modo,
ker(idy @ B) C ker(yo (idy ® 5)) = kerm = Im(id,, ® «).

Seja f : M x C — % uma fun¢ao dada por f(m,c) = m @b+ Im(id,, ® «), tal
que B(b) = c.

a) f estd bem definida: se V € B é tal que B(0') = ¢, entdo b — b € kerf = Ima =
mb—mebt =mae (b—-"V)ecIm(idy @ a).

b) f é R-bilinear: f(m+m';c) = (m+m') @b+ Im(idy @ @) =mb+m®b+
Im(idy ® a) =m @b+ Im(idy ® o) +m @b+ Im(idy @ o) = f(m,c) + f(m/, ¢).
f(m,c+ ) é analogo.
f(mr,c) =mr®@c+ Im(idy @ a) =m@rce+ Im(idy @ «) = f(m,re).

A demonstracdo para * ®g N é analoga. O

3.3 Mobdulos

3.3.1 Mobdulos livres

Definicao 3.3.1. Seja M € rRM. Dizemos que M é R-mobdulo livre se M = & A;, em que
iel

A; sao R-mddulos ciclicos, ou seja, da forma Ra;, sendo I um conjunto qualquer. Cada A; é

isomorfo a R pela identificacao dbvia de r <> ra;. O conjunto X = {a; : i € I} € chamado

base de M e |X| é chamado posto de M (X ndo precisa ser inico).

o6



Capitulo 3. Homologia Algébrica

Assim como em grupo livre, R-médulos livres também possuem uma propriedade univer-
sal:

Teorema 3.3.1 (Propriedade Universal de Modulos Livres). Sejam F, N € gpM, F livre
com base X. Seja i : X — F a inclusao e f : X — N wma funcao qualquer. Entdo, eriste
um unico homomorfismo 0 : F — N tal que 6 o1 = f.

X—N
|
F
Demonstragao. Seja m € F. Entao, m é escrito unicamente como » r;a;, r; € R. Defina
i€l
O(m) = > rif(a;). Assim, 0(a;) = f(a;) = 6 oi = f. Além disso, 6 é homomorfismo:
1€l
a) se my,mg € M, my = > ri1a;, My = Y T;2a;, €ntao
i€l iel
9(m1 + mz) = H(Zn,lai + Zri,gai) = 9(2(7"1"1 -+ 7”1'72)&2') = Z(ri’l -+ 7"@-72)f(ai) =
iel iel iel iel

= Zri,lf(ai) + 27’1’72]0(611) = 9(27’@1@@') + H(Zrmai) = 9(m1) + H(mg)

el il il el

b)ser € Rem € F, m=> ra; entao

rf(m) = TG(ZW%) = TZUf(az’) = Z(”’i)f(%’) = Q(Z(T’f’i)ai) = e(rzriai) = 0(rm).

m
Teorema 3.3.2. Todo R-maddulo é quociente de um R-mddulo livre.

Demonstracao. Seja N € pM. Tome F' o R-mo6dulo livre com base N, ou seja, F' = & Rn.
neN

Pela propriedade universal de moédulos livres, temos que existe um homomorfismo 6 : ' —
N tal que 0|y = idy. Portanto, 6 ¢ um epimorfismo. Logo, N = F/kerf. H

Definigao 3.3.2. Seja M € gkM. Uma resolugao livre de M ¢é uma sequéncia exata de
R-mddulos de homomorfismos 0;

5 5i
o — B R S S RS M — 0
em que cada F; € livre.

Teorema 3.3.3. Todo M € rpM tem resolugao livre.
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Demonstracao. Vimos no teorema 3.3.1 acima que existe um epimorfismo de um moédulo livre
Fy em M. Chamemos tal epimorfismo de §y. Da mesma forma, existe um epimorfismo p; de
um modulo livre Fy em kerdy. Seja iy a inclusdo de kerdy em Fy. Tome §; = iy o p;. Entao,
Imé; = Imp; = kerdy. Continuando o mesmo processo com o kerd,, n > 1, definimos uma
resolucao livre de M.

01

N A

kerdg

)

jo} £

3.3.2 Modbdulos projetivos

Definicao 3.3.3. Seja P € M. Dizemos que P ¢ projetivo se, para quaisquer homomor-
fismos de R-modulos : B — C, f: P — C, com [ sobrejetivo, existe um homomorfismo

p: P — B tal que Bopu=f.
4
j .
¢

[

B

Lema 3.3.1. Seja P € M. Entao, P ¢é projetivo < Hompg(P, %) é um funtor exato.

Demonstragao. Ja vimos que Hompg(P, %) é um funtor exato a esquerda. Seja

0—A-B-Lsc—0

uma sequéncia exata curta. Entdo, (5, é sobrejetiva < para cada f € Hompg(P,C) existe
g € Hompg(P, B) tal que .(g) = fog = f, ou seja, temos justamente que Hompg(P,*) é um
funtor exato < P é projetivo . n

Teorema 3.3.4. Todo R-mddulo livre é projetivo.

Demonstracao. Seja P = F um modulo livre com base X. Para cada z € X, tome b, € B
tal que B(b,) = f(x). Pela propriedade universal de modulos livres, existe um homomorfismo
p: F'— B tal que p(z) = b,, Vo € X. Sejam € F. Como F = @& Rr,m= Y ryz, r, €

zeX z€X
R. Entao,
Bopu(m)=Bou(Y rux) =B rou(x)) =
rzeX zeX
= B0 Jrabe) = > raBlba) =Y raf(x) = FO rex) = f(m).
zeX zeX zeX zeX
Como b, pode nao ser tinico, entao p nao precisa ser Unico. O

Definicao 3.3.4. Seja M € g M. Uma resolugao projetiva de M ¢é uma sequéncia exata
de R-mddulos com homomorfismos 0;
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1

52’ 61‘7 9 o
.—P 5P 5. P SM—0

em que cada P; € projetivo.
Teorema 3.3.5. Todo M € g M tem resolugcao projetiva.

Demonstracao. M tem resolucao livre. Como todo R-moédulo livre é projetivo, entdo M tem
resolucao projetiva. O

Definigao 3.3.5. Seja f : B — C um epimorfismo de R-mddulos. Dizemos que [3 cinde (ou
¢ um epimorfismo cindido) se existe um homomorfismo v : C — B tal que 5o~ = idc.

Lema 3.3.2. Seja B : B — C' um epimorfismo de R-modulos cindido. Entao, B = ker[3 &
Y(C), 2(C) = C.

Demonstragao. Se b€ B, b= (b— o 3(b)) + o B(b). Vemos que

Bb—opB(b)) =B(b) — B ory(B(b) = B(b) — B(b) = 0.

Logo, b — vB3(b) € kerf. Portanto, B = kerf3 + v(C). Se b € ker N~(C), entdao b = ~(c)
para algum c € C' e
B(b) = B(v(c)) =c=0=b=~(0) = 0.

Como 3 oy = ide, temos que 7y deve ser injetiva. Logo, v(C) = C. O

Corolario 3.3.1. Sejam B, P € gpM, P projetivo, e §: B — P um epimorfismo. Entao,
szl@Pg, comPg%P.

Demonstracao. Considerando idp e o fato de P ser projetivo, temos que existe um homo-
morfismo pu : P — P tal que 8o pu = idp. Como idp é injetiva, devemos ter p injetiva.
Portanto, § cinde = B = kers @ u(P), u(P) = P. O

Teorema 3.3.6. Seja P € rM. Entao, P é projetivo se, e somente se, existe Fy € rpM
livre tal que Fy = Py @ P. Ainda, todo somando de R-mddulo projetivo € projetivo.

Demonstracao. (=) Seja F' o R-moédulo livre tal que existe um epimorfismo § : F — P.
EHtaO,FIpl@PQ, P2§P TomeF():PlEBP%F.
(<) Considere o seguinte diagrama de homomorfismos:

Fy—=P

o)
onde f, B, C' sao quaisquer tal que 3 é sobrejetivo. Considere i a inclusao de P em Fy. Pela
propriedade do moédulo livre, existe 6 : Fy — B tal que fof = fon. Tome p =007 :
P — B. Entao,
Bou=pPBoboi=fomoi=f.
Portanto, P é projetivo. O diagrama acima diz que, se Fj € um R-moédulo projetivo qualquer
dado por soma direta de R-modulos, entao, se P é um somando de Fp, P é projetivo. O
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Teorema 3.3.7. A soma direta de projetivos € projetiva.

Demonstracao. Seja I um conjunto qualquer. Seja g : B — C' um epimorfismo qualquer e
f: &P, — C um homomorfismo qualquer. Para cada i, defina o homomorfismo f; : P, —

icl
C por fi(p;) = f(0,...,0,p;,0,...). Para cada f;, existe g; tal que S o g; = f;. Tome, entao,
i ingPi — B por g(p1,p2; - --) = (91(p1), 92(p2), - - ). O]

Lema 3.3.3 (Lema de Schanuel). Sejam 0 — K — P — M — 0e¢ 0 — K' —

P — M — 0 sequéncias exatas curtas de R-mddulos, com P, P’ projetivos. FEntao,
KeP 2K o P.

Demonstracao. Sejam ¢ : P — M, ¢' : PP — M os homomorfimos da sequéncia acima.
Seja N = {(p,p) e P® P : ¢(p) =¢'(p')}. Temos que N é R-submodulo de P @ P’, pois
é facil ver que (N,+) é grupo abeliano e ¢(rp) = ro(p) = r¢'(p') = &' (rp’) = r(p,p') =
(rp,rp’) € N, Vr € R, (p,p’) € N.

Considere a projegdo m : N — P. Seja p € P. Entao, ¢(p) € M. Como ¢ é sobrejetiva,
Jp’ € P’ tal que ¢'(p') = ¢(p). Portanto, (p,p’) € N e w(p,p’) = p = 7 & sobrejetiva. Ainda,
kerm = {(0,p") = (0,p') € N} ={(0,p") : ¢'(¢/) =0t ={p' € P : ¢'(p/) =0} = ker¢/ =
K’, pois 0 homomorfismo de K’ em P’ é injetivo, logo, sua imagem ¢é isomorfa a K’. Assim,
NZkermre P2 K & P.

De maneira anédloga, tomando a projecao 7’ : N — P’ teremos que N & K & P'.

Logo, K" ® P~ K ® P'. O

Podemos generalizar o lema com sequéncias exatas nao curtas:

Lema 3.3.4 (Generalizagdo do Lema de Schanuel). Sejam 0 — P, — P, 1 — ... —
Ph— M -—0e0—P — P |, — ... — P, — M — 0 sequéncias exatas com
P, P! projetivos pra todo i < n. Entdo,

P& P &P, ®P,&®.. 2P,&P®P,oPd...

Consequentemente, se P;, P! sao finitamente gerados, Vi < n, entdo P, é finitamente gerado
se, e somente se, P € finitamente gerado.

Demonstracao. Para n = 1, temos as hipoteses do Lema de Schanuel 3.3.3. Por inducao em
n, suponhamos que o lema valha para n — 1. Sejam K, K’ os nucleos dos homomorfismos
respectivamente de P,_o em P, 3 e de P,_, em P! , (no caso n = 2, consideramos P_; =
P’ = M). A inclusao dos nucleos gera sequéncias exatas K <— P, o — P, 1 — ... —
Ph— M —0eK —P ,— P |, — ...— P, — M — 0 que, por hipotese,
satisfazem

K®P ,®Ps®.. YK ®P &P _,&...

Sejam Q=P , &P, 35®...eQ =P, o® P, ;& .... Seja d,, o homomorfismo de P, em
P,_1. A aplicagao de P, em P, ; & @ dada por a — (d,(a),0), a € P,, é claramente um
monomorfismo. Seja d,_; o homomorfismo de P, _; em P, 5. Sabemos que Imd, | = K.
Portanto, a aplicagao de P, 1 ® Q em K & Q dada por (a,q) — (d,_1(a),q), a € P,_1, q €
@, é um epimorfismo. Assim, temos uma sequéncia exata 0 — P, — P, 1 ® Q —
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K & @ — 0. Analogamente, teremos essa outra sequéncia exata 0 — P/ — P/ | &
Q — K @ — 0. Como ja vimos que K & Q = K' @ Q' e pelo fato de P,_; & Q,
P/ | & @' serem projetivas, podemos usar o Lema de Schanuel 3.3.3. Dai, provamos que
P,®P Q=P &P,_15Q. H
3.3.3 Modbdulos Injetivos

Definicao 3.3.6. Seja E € R);. Dizemos que E € injetivo se para quaisquer homomor-
fismos de R-modulos i : A — B, f : A — FE, i injetiva, existe um homomorfismo de
R-mddulos g : B— F tal que goi = f.

1N

Lema 3.3.5. Seja E € Ry Entao, E € injetivo < Hompg(x, E) € exato.

Demonstrag¢ao. Ja vimos que Hompg(*, ) é um funtor contravariante exato a esquerda. Seja

0—A-%B-0C—0uma sequéncia exata curta. Entao, a, é sobrejetiva < Vf €
Hompg(A, E), existe g € Hompg(B, E) tal que a,(g9) = goa = f < E é injetivo. O

Lema 3.3.6. Sejam E, D, Dy € Ry, E injetivo, £ = D @ Dy. Entao, D € injetivo.

Demonstracao. Considere o diagrama abaixo em que ¢ ¢ inclusao de D em E = D @ Dy, p é
projecao canonica, o é um monomofismo e f ¢ um homomorfismo qualquer.

D2 F

i

0—A——=2B (linha exata)

Existe um homomorfismo g : B — F com goa =i o f, pois F é injetivo. Defina, entao,
h =pog. Temos que

hoa=pogoa=poiof=idpof=F.
Logo, D é injetiva. O
Teorema 3.3.8. O produto direto de modulos injetivos € injetivo.

Demonstracao. Seja I um conjunto qualquer. Seja ¢ : A — B um monorfismo qualquer,
f:+ A — []E; um homomorfismo qualquer. Vemos que Va € A, f(a) = (fi(a), f2(a),...),

i€l
em que f; sao homomorfismos de A em F;. Como F; sdo injetivos, existem g; : B — FE; tais
que g; oi = f;. Basta definir g : B — [[ E; por g(b) = (91(b), g2(b), . . .). O

el
Teorema 3.3.9 (Critério de Baer). Seja E € Ry;. Entao, E € injetivo < para cada ideal T
a esquerda em R e para cada homomorfismo f: 1 — E existe g: R — E que estende f.
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Demonstra¢ao. (=) considerando a inclusdo de I em R, basta considerar a propriedade de
E como modulo injetivo.

(<) Sejam i : A — B e f : E — homomorfismos quaisquer, sendo i injetiva. Po-
demos considerar A como R-submoédulo de B e ¢ inclusao. Considere o conjunto > =
{(C,t)| C & R-submodulo de B que contém A e ¢:C — E é homomorfismo tal que t|4 = f}.
¥ nao é vazio, pois (A, f) € X. Definimos uma rela¢do de ordem no conjunto da seguinte
maneira: (C1,t1) < (Ca,ta) se Cy é R-submodulo de Cy e to|e, = t1. Seja {(Ci, t;)| i € J},
J um conjunto qualquer, uma cadeia de elementos de ¥. Vemos que (|JC;,t), em que

ieJ

t: JC; — E étal que t|¢, = t; ¢ limitante superior em ¥ da cadeia: basta verificar que
esséeéjlemento estd em .

Logo, ¥ tem elemento maximal (M,d). Se M estd propriamente contido em B, tome
b€ B— M. Entao, M + Rb é R-submddulo de B. O conjunto [ = {r € R| r € M} é ideal &
esquerda de M. Seja fy : I — E um homomorfismo dado por fo(r) = §(rb). Por hipotese,
existe g : R — FE que estende fy. Dai, construimos o homomorfismo oy : M + Rb — E tal

que do(m + rb) = §(m) + g(r). Contradi¢do, pois (M, ) é maximal. Logo, M = B. O

Definicao 3.3.7. Seja m € gRM, m € M, r € R. Dizemos que m é divisivel por r se
eriste m’ € M tal que rm’ = m. Dizemos que M ¢ divisivel se, Vm € M, ¥Yr € R — {0} tal
que r nao € divisor de 0, temos que m € divisivel por r.

Lema 3.3.7. Seja E € gRM injetivo. Entao, E ¢é divisivel.

Demonstragao. Tome m € E e r € R — {0} tal que r nao é divisor de 0. Entao, Rr é ideal
a esquerda de R. Considere a inclusao Rr — R. Defina o homomorfismo f : Rr — E por
f(sr) = sm. Vemos que f esta definido, pois sr = 0 = s = 0. Dai, como FE é injetivo,
existe g : R — E tal que g|g, = f. Temos que g(r) = g(l.r) = f(lr) = 1.om = m e
g(r.1) =rg(1) = m. Basta tomar m' = m. O

Teorema 3.3.10. Seja R um dominio de ideais principais. Entao, E € gRM € injetivos < E
é divisivel.

Demonstra¢ao. (=) lema 3.3.7.

(<) um ideal a esquerda de R é [ = Rr. Seja f : [ # 0 — E um homomorfismo. Como E ¢é
divisivel, temos que f(r) = m é divisivel. Logo, existe m’ € E tal que rm’ = m. Defina, entdo
g(1) =m/. Dai, Vs € R, g(s) = sg(1l) = sm’ e g(sr) = sg(r) = srm' = sm = sf(r) = f(sr).
Portanto, g estende f. Pelo Critério de Baer, E é injetivo. O]

Teorema 3.3.11. Seja M € ;M. Entao, existe My € 70 tal que M é Z-submddulo de M,
e My € injetivo.

Demonstragao. Ja vimos que M & quociente de Z-modulo livre. Logo, M = (PZ)/S, em

il
que S é Z-submodulo de @Z. Basta tomar My, = (PQ)/S, pois, Vz € Z — {0}, Vq €
icl il
Q, 2(q/z) = q, ou seja, Q é divisivel. Dai, é facil ver que M, é divisivel. Sendo Z um
dominio de ideais principais, pelo teorema anterior temos que M, é injetivo. O

Teorema 3.3.12. Seja D € z; M, D divisivel como Z-mddulo. Seja R um anel com unidade.
Entao, Homz(R, D) € pRM € R-mddulo injetivo.
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Teorema 3.3.13. Seja M € g M. Entao, existe My € M tal que M é R-submddulo de M,
e My € injetivo como R-mddulo.

Demonstracao. M € ;M = existe D € zM injetivo, e portanto, divisivel como Z-moédulo.
Pelo teorema anterior, Homgz(R, D) é R-modulo injetivo. Tome My = Homyz(R, D). Defina,
agora, o : M — My em que a(m) : R — D, com a(m)(r) = rm.

e a(m) é homomorfismo de Z-moédulos: z € Z, za(m)(r) = z(rm) = (zr)m = a(m)(zr),
——t—
comzr=r+r—+...+r.

e o ¢ homomorfismo de R-moédulos:

e o é monomorfismo: a(m) =0=a(m)(r)=0, Vre R=rm=0,YVr € R=m =0.

]

Definicao 3.3.8. Seja M € gRM. Uma resolucao injetiva de M ¢ um sequéncia exata de
€ 0 1 2 m—1 m m—+41 .
R-médulos 0 —s M~ g0 2 gt Lo g2 &y Dy pn & gt 00 onde cada B

€ injetivo.
Teorema 3.3.14. Seja M € g M. Entao, existe uma resolucao injetiva de M.

Demonstracao. Pelo teorema anterior, vimos que existe £° € M injetivo tal que M é R-
submodulo de EY. Seja my : E° — E°/M a projegao canénica. Existe E' € M tal que
E°/M é R-submoédulo de E'. Seja iy : E°/M — E' a inclusao. Defina d° = iy o m.
Vemos que kerd® = kermy = M. Seja, agora, m : E' — E'/Imd°® a proje¢ao canonica e
i1 : B'/Imd® — E* a inclusao de E'/Imd® num R-modulo injetivo. Definindo d' = i, o 7y,
vemos que kerd' = kerm; = Imd®. Continuando o processo, temos a sequéncia exata que
querfamos.

0 M s g0 pr_d pe

k \Jio st Jil
EO° E!

M ImdO

3.3.4 Mobdulos Planos

Definicao 3.3.9. Sejam A € Mg e B € RM. Dizemos que A é plano se A ®pr x € funtor
exato. Da mesma forma, B € plano se x ®r B € funtor ezato.

Observacao 3.3.1. Jd vimos anteriormente que A Qg x e * Qg B sdo sempre ezratos a
direita. Seja0 — A =5 D Ly —5 0 uma sequéncia exata curta de R-mddulos a direita.
Sabemos que A ®r B iy ®r B ’8®—Zd>B C®r B — 0 € exata. Logo, x ®r B € exato

< a®idg € monomorfismo. Como A e D sao quaisquer, temos o sequinte resultado:
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x ®r B € exato < Va : A — D monomorfismo de R-mddulos & direita, o @ idg €
monomorfismo de grupos abelianos.

Analogamente,

A®pg* € exato < Va : C — D monomorfismo de R-mddulos & esquerda, idy @ o €
monomorfismo de grupos abelianos.

Teorema 3.3.15. R ¢ um R-mddulo plano.

Demonstracao. Seja a : A — B um monomorfismo de R-moédulos & esquerda. Considere
os isomorfismos de R®@r A =2 A e R®r B = B dados pela identificacdo r ® ¢ <> rc. Pela
comutatividade do diagrama abaixo, temos que idr ® o ¢ monomorfismo de grupos abelianos.

idR®a

R®rA—— R®gr B
A B

O

Um resultado importante sobre modulos planos que serd usado mais adiante é que Q é
um Z-mobdulo plano, ou seja, * ®z Q é um funtor exato. Esse resultado é um corolério
encontrado em [19], pag. 86, que diz que se R é um dominio, entao seu corpo de fracoes é
R-modulo plano.

Teorema 3.3.16. Seja {B;},.; um conjunto de R-mddulos a esquerda (ou a direita). Entao,

B =@B; ¢ plano < cada B; € plano.
el

Corolario 3.3.2. Seja P € gRM. Entao, P ¢é projetivo = P € plano.

Demonstragao. Pelo teorema 3.3.16, concluimos que PR é plano = todo modulo livre é
iel

plano. Como P é projetivo, P é somando de um modulo livre = pelo teorema 3.3.16, P é

plano. O

Corolario 3.3.3. Seja M € rM. FEuxiste uma sequéncia exata de R-modulos & esquerda
. P — P — Py — M — 0 onde cada P; € plano. Ela é chamada de resolugao
plana de M.

3.4 Complexos

Definicao 3.4.1. Um complexo de R-médulos ¢ uma sequéncia

dn dn
o — A A, S AL —

com A, € gRM, d, homomorfismos de R-mddulos e Imd, 1 C kerd,, isto €, d, od, 1 = 0.
Cada d,, € chamado de diferencial. Vamos denotar o complexo acima por (A,d).
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Observacao 3.4.1. Seja F': gM — s M um funtor aditivo e

dn dn
A — A A, A —

um complexo de R-modulos. Entao,

FA:. ..~ FA,, A, D ps, s
é um complexo de S-mddulos, jd que F'd, o Fd, .1 = F(d, odp+1) = F0=0.

Sempre que nos referirmos a complexos, serao complexos de R-modulos, todos da categoria

RM ou MR.

Definigao 3.4.2. Sejam (A, d), (B,d) complexos. Dizemos que f : A — B é um homo-
morfismo de complexos se existem homomorfismos f, : A, — B, tais que o diagrama
abaizo comuta:

dn dn
./4 . e T An+1 = An An—l
fn+1 O f'n O fn—l
B: o.— =By —— B, - B
dn+1 dn

Corolario 3.4.1. Os complexos de R-mddulos formam uma categoria denotada rComp, ou
simplesmente Comp, cujos morfismos sio os homomorfismos de complexos.

Definicao 3.4.3. (A’,d’') é subcomplexo do complexo (A, d) se A’ é complexo com respeito
a d, cada A, é R-submddulo de A, e cada d,, = d,|a, -

Definicao 3.4.4. Seja (A',d') um subcomplezo de (A, d). Podemos definir um novo complezo
(A”.d") tal que Al = A, JAl, e,Va € A, d(a+A]) =d,(a)+A_,, para cadan. Chamamos
(A”d") de complexo quociente e é denotado por (A/A’,d").

Definicao 3.4.5. Seja f : A — B um homomorfismo de compleros. Dizemos que [ €
isomofismo de cadeias se f, € isomorfismo para cada n.

Defini¢ao 3.4.6. Sejam (A,d), (B,0) complexos e f : A — B um homomorfismo de
complexos. Entao, definimos os complexos

d, dy,

o kerf:...kerf,i1 -+ kerf, — kerf,_1 — ... com d, = dy|ery, para cada n.
8':z+1 841 /

o Imf:...Imfory — Imf, = Imf,_1 —> ... com 0, = Op|1my, para cada n.

Teorema 3.4.1 (Teorema de Isomorfismo 1). Sejam (A, d), (B,0) complezos e f: A — B
um homomorfismo de complexos. Entao, A/kerf é isomorfo a Imf cujo isomorfismo é dado
por 7, : A/kerf — Imf, 7,(a + ker f,) = f.(a), Ya € A,.
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Defini¢ao 3.4.7. Sejam A,B,C complezos e i : A — B, p : B — C homomorfismos de

complezos. Dizemos que 0 — A —— B 25 C — 0 ¢ uma sequéncia exata curta de
complexos, em que 0 € o complexo nulo, se Imp = C, keri =0, I'mi = kerp e o diagrama
abaizo comuta:

0 0 0
A A A, Ay ——
int1 @) in O in—1
B : co.— DB, B, B, 1——...
Pn+1 O Pn @) Pn—1
C: . —>Ch Cn Chg— ...
0 0 0

em que, para cada n, i, € monomorfismo, p, € epimorfismo e kerp, = Imi,.

Lema 3.4.1 (Lema da Ferradura). Considere o sequinte diagrama de R-mddulos

7)/ 'P//
P! P!
a &
P Py
d) dy
0 A g P g 0
0 0

onde as colunas complexas P', P" sao resolucoes projetivas respectivamente de A" e A” e
a linha do diagrama € uma sequéncia exata curta. Entao, existe uma resolucao projetiva P
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7

de A e homomorfismos de complezos i e p tais que 0 — P’ — P 25 P” — 0 ¢ uma
sequéncia exata curta de compleros.

Observacao 3.4.2. Podemos enunciar o Lema da Ferradura para colunas de resolugoes
mjetivas.

Lema 3.4.2 (Lema da Cobra). Considere o sequinte diagrama comutativo de R-mddulos
cujas linhas sao exatas:

A Z’ A A" ——0
a O B O gl
0 B’ , B B
J p

Entao, existe uma sequéncia exata
3 0 ‘* *
kerao — kerfS —— kery — cokera. 2 coker3 == cokery

onde Vb' € B', Vb € B, Va" € kery, j.(b' + Ima) = j(b') + ImpB, p.(bympB) = p(b) + Im~y e
Dla") = 1 o foq L (a") + Ima.

3.4.1 Homotopia

Definicao 3.4.8. Sejam (A, d), (B,d) complexos e f,g : A — B homomorfismos de com-
plexos. Dizemos que £ &€ homotoépico a g se existem homomorfismos s, : A, — Bpy1 para
cada n tais que fr, — gn = Sp_1 0 dyp + dpiq © Sp.

dn dn,
A : ce An+1 = An An—l —_— ...
% Lf"%1
B: Bn+1~ Bn - Bn,1—>...
dn+1 n

Obs: O diagrama nao € necessariamente comutativo.
Dizemos que {s, : n € Z} é uma homotopia e denotamos f ~ g.

Lema 3.4.3. ~ ¢ uma relacao de equivaléncia.

Teorema 3.4.2 (Teorema da Comparagao). Considere o diagrama de R-mddulos

P p—%. p_, P2 A 0
f
0; 15)
Q: Qi —= Q1 Qo —— B 0
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3.5. O Funtor H,

em que f € um homomorfismo, cada P; € projetivo, P, Q sao complexos e Q € exato.
Entao, existe um homomorfismo de complexos f : P — Q que estende f, i.e., existem
homomorfismos f; : P, — Q; tais que o diagrama abaizo comuta:

P PZ di Pi,1 P(] do A 0
fi O fi—1 fo O f
Q: e Qi o Qi1 e Qo % B 0

Ainda, se h: P — Q € outra extensdo de f, entdo h e f sdo homotdpicos.

3.5 O Funtor H,

Definicao 3.5.1. Seja (A, d) um complexo. Chamamos de n-bordos a B,(A) = Imd, 1
e n-ciclos a Z,(A) = kerd,. Jd vimos que B,(A) C Z,(A) C A,, B,(A),Z,(A) R-
submddulos de A,. Definimos, entio, o R-mddulo H,(A) = Z,(A)/B,(A), chamado de
n-ésima homologia do complexo A.

Defini¢ao 3.5.2. Seja f : A — B um homomorfismo de complexos. Definimos H,(f) :
Hy(A) — Hy(B) por Hy(f)(z + Ba(A)) = fu(2) + Ba(B), Vz € Z,(A).

E comum denotar H,(f) por f,, para cada n.
Teorema 3.5.1. H,, : Comp — rM é um funtor aditivo.

Teorema 3.5.2. Se f,g : A — B sao homomorfismos de complexos homotdpicos, entao,
para cada n, f. = g.: H,(A) — H,(B).

Teorema 3.5.3 (Homomorfismo de Conexao). Sejam (A, d), (A, d"), (A", d") complezos e

(2

0— A 5 AL A" — 0 uma sequéncia exata curta de complezos. Entdo, existe um
homomorfismo 0, : H,(A") — H,,_1(A"), para cada n, dado por

On(z 4 By(A")) =it od, op H(2) + Bu_1(A), Vz € Z,(A")

7

Teorema 3.5.4 (Sequéncia Longa Exata). Seja 0 — A - A 25 A" — 0 uma sequén-
cia exata curta de complexos. Entao, existe um sequéncia exata de R-mddulos, chamada
sequéncia longa exata de R-maodulos, dada por

s Ho(A) 25 Hoy(A) 2 Ho (A7) 20 H (A 22 By (A) 25 Hoo (A7) 27

Hn_2<A/) — ...
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Teorema 3.5.5 (Naturalidade da Sequéncia Longa Exata). Considere o sequinte diagrama
comutativo de complexos com linhas exatas:

0 A d A i A" 0

0 B B B" 0

J q

Entao, o diagrama abaizo, cujas linhas sao as sequéncias longas exatas em homologia, €
comutativo:

e Hy(A) — - H(A) —— H (A) — 2 H, (A)— ...
o o O w o o
e Ho(B) e Hy(B) e Ho(B") ———5 = H, 1 (B) — ...

Lema 3.5.1 (Lema de Mayer-Vietoris). Considere o diagrama comutativo abaizo de R-
modulos com linhas exatas

in Pn On
An Bn Cn An—l —
an O Bn O Tn O an—1
A/ Jn B/ dn O/ 8':1 A/ .
n n n n—1 tee

em que, para cada n, v, € um isomorfismo. Entao, temos uma sequéncia exata

i in— on o ,;10 n an—1Din— jn—1—Pn—
L A, A B, e pr et g e g B, TR
3.6 Funtores Derivados
3.6.1 O Funtor Euxt
Definigao 3.6.1. Tome A € Mr e & : 0 — A — E° Lop L uma

0 1
resolucdo injetiva de A. Denominamos 4 : 0 — E° %5 B %5 E2 —+ . resolucdo
injetiva apagada de A.
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Definicao 3.6.2. Seja F: Mr — Mg um funtor covariante aditivo, A € Mg, (€,d) uma
resolucao injetiva de A e E4 a resolugao injetiva apagada de A. Definimos

H"(FE)) = H_,(FE,) = ker F(d™)/ImF(d""), n >0,

em que denotamos Z"(FE4) = kerF(d") e B"(FE4) = ImF(d"'). Chamamos H" a ho-
mologia de dimensao —n. Assim, podemos definir (R"F)(A) = H"(FE&4) e chamamos
R"F : Mp — Mg de funtor derivado a direita de F.

Observagao 3.6.1. Para definirmos (R"F)(f), sendo f € Homg(A, B), A, B € Mg, to-
memos f uma extensao de f entre resolugoes injetivas de A e B, respectivamente

£:0—sA—po g A

§:0-—B-— B Y pr T

(7 existe pelo Teorema da Comparacio 3.4.2). Considere a mesma notagao f para o homo-
morfismo de complexos entre essas resolucoes injetivas apagadas E4 e Eg. Assim, definimos

(R'F)(f) = H"(Ff) : H"(FEa) = (R"F)(A) — H"(F€p) = (R"F)(B)
e, portanto, se z + B"(FE4) € HY(FEy), entio
(R"F)(f)(z + B"(F&4)) = fu(z) + B"(FEp),
em que f, é o homomorfismo entre E% e E'% da extensio f.

Teorema 3.6.1. Para F' um funtor covariante aditivo, temos que R"F : Mgr — Mg € um
funtor aditivo.

Observagao 3.6.2. Quando n =0, temos que H*(FE,) = ker F(d°)/Im(0) = ker F(d).

Teorema 3.6.2. R"F independe da escolha da resolucido injetiva de A.

«

Teorema 3.6.3. Seja 0 — A" — A Py A 5 0 uma sequéncia ezrata curta de R-
modulos e F': Mp — Mg um funtor covariante aditivo. Entao existe uma sequéncia longa
exata de S-mddulos

0 — (R'F)(A") — (R°F)(A) — (R°F)(A") — (R'F)(A) — ...
o= (R"F)(A) — (R"F)(A) — (R"F)(A") — (R"'F)(A) — ...

Demonstracao. Sejam £ e £” resolugoes injetivas de A’ e A” respectivamente. Pelo Lema da
Ferradura 3.4.1, existe uma resolucao injetiva £ de A tal que 0 — & — & — &" — 0 ¢
uma sequéncia exata curta de complexos que estende v e 8. Além disso, E™ = E™ @ E"™. Por
isso, para cada n, E™ é cindido. Dai, 0 — FE&, — FE4 — FE} — 0 é uma sequéncia
exata curta de complexos que gera um sequéncia longa exata em homologia. O
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Defini¢ao 3.6.3. Considere F' o funtor Hompg(A,*) : Mg — My covariante aditivo.
Definimos R*"F = Ext}(A,*). Assim, se B € Mg, (€,d) é uma resolugdo injetiva de B e
Ep € a resolucao injetiva apagada de B, entao

Ext}(A, B) = H"(Hompg(A,Ep)) = kerd?"/Imd™".

Ainda, sejam f € Homg(B,C) e f a extensao de f sobre as resolugoes injetivas (€,d) de B
(5 d) de C. Denote igualmente f para o homomorfismo de complezos entre as resolucies
mgetivas apagadas. Entao,

Exth (A, *)(f) : H'(Homg(A,E)) — H”(HomR(A,gc)),

em que )
Extp(A,#)(f)(g + Imdi™") = f, 0 g+ Imd; ™.

«

Corolario 3.6.1. Seja 0 — A — A By A 5 0 uma sequéncia exata curta de R-
modulos. Entao existe uma sequéncia exala longa de Z-mddulos

0 — Bat% (B, A) — Ext% (B, A) — Ext%(B, A”) — Extyp(B, A') —

. — Eath (B, A") — Exth(B,A) — Exth(B, A") — Bzt (B, A") —
Demonstra¢ao. Basta tomar F' = Hompg(B, *). O
Lema 3.6.1. Ext% (A, *) = Hompg(A, %), cujo isomorfismo é natural.

Demonstragio. 1) Ext%(A, B) = Hompg(A, B), VB € Mg: Seja
£:0—B-SE S L pr
uma resolucao injetiva de B e
Ep:0— B° S gt L g2
a resolucao injetiva apagada de B. Sabemos que
0 1
Homp(A,Ep) : 0 — Homp(A, E°) -5 Homp(A, EYY 25 Homp(A, E?) — ...,
Hompg(A, B) = Hompg(A, Ey) é injetivo e I'me, = kerd’+. Entdo,
Exth (A, B) = H (Homp(A,Ep)) = kerd> = Ime, = Homp(A, B).

ii) Se f € Homg(B,C), VB,C € Mg, entio o diagrama abaizo comuta:

Hompg(A, B) L Hompg(A,C)
(e7) = = ()
ImeB = Ext%(A, B) 7 Ext%(A,C) = Ime¢
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onde f, na parte de baixo do diagrama ¢ induzida da aplicagao de Ext% (A, *) em f e na
parte de cima da aplicagao de Hompg(A, ) em f. Os isomorfismos do diagrama sao dados
por €2 e €¢ cujo contradominio sdo suas respectivas imagens. Esses homomorfismos sio
induzidos pela aplicagao de H ompg(A, %) nos homomorfismos das resolucoes injetivas
respectivamente de B e C, €8 : B — E% e ¢¢ : C — E2. Considere f uma extensio

de f nas resolugoes injetivas de B e C. Assim, se g € HomR(A, B),

o Cofilg)=€(fog).
o f.oel(g) = filg) = fooel(g) = €S o fulg) =S (foyg).

O
Lema 3.6.2. Sejam A, B € Mg. Se B € injetivo, entao Ext} (A, B) =0 para n > 1.
Demonstracao. Considere a sequéncia
£:0— B TR0 —
Essa sequéncia é uma resolucao injetiva de B. Dai, Vn > 1, vemos que
Ext}h(A, B) = H"(Homp(A, Eg) = kerd?/Imd. ™" =
O

Definigcao 3.6.4. Seja T um funtor aditivo contravariante. Seja A € My e

d;

73;,,.—>Pi+1dﬂPi—>Pi,1—>...—>P1i>Po—e>A—>O

uma resolucao projetiva de A. Definimos, para n > 0,
R"T'(A) = H"(TPa) = kerTd,1/ImTd,,

em que

1+1

PA —>Pz+1 P—>PZ 1 — . —>P1 PO OO

€ a resolucao projetiva apagada de A. Ainda, se f € HomR(A C)e f é extensao de f sobre as
resolugoes projetivas (P, d) de A e (P, d) de C. Denote igualmente f para o homomorfismo de
complezos entre as resolugoes projetivas apagadas de A e C. Entao, R"T(f) : H*(TPc) —
H"(TPA) €

R'T(f)(z + ImTd,) = Tf,(z) + ImTd,.

Teorema 3.6.4. R"1T" é um funtor contravariante aditivo cuja definicao independe da esco-
lhas das resolucoes projetivas.

Definicao 3.6.5. Considere T' o funtor Hompg(x, B) : M — My contravariante aditivo.
Definimos R"T' = extl(x, B). Seja A € Mg, (P,d) uma resolugio projetiva de A e Pa a
resolucao projetiva apagada de A. Entdao, definimos

exty(A,B) = H"(Hompg(Pa, B)) = kerd,_,/Imd;,.
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Ainda, sejam [ € Homg(A,C) e [ a extensio de [ sobre as resolucdes projetivas (P, d) de A
(73 d) de C. Denote igualmente f para o homomorfismo de complezos entre as resolucies
projetivas apagadas. Entao, definimos

ext™ (%, B)(f) : H*(Homg(Pc, B)) — H"(Homgp(Pa4, B))
por )
exty(*, B)(f)(g + Imdy) = g o fo + Imd,,.

Teorema 3.6.5. Seja 0 — A" — A Ly A" 5 0 uma sequéncia erata curta de R-
modulos. Para cada R-mddulo B, temos que existe uma sequéncia longa exata

0 — exth(A” B) — exth(A, B) — exth (A, B) — extp(A”, B) — ...
. — ext’h (A", B) — ext’y(A, B) — ext’y(A', B) — ext’i (A", B) — ...

Demonstracao. Sejam P’ e P” resolugdes projetivas de A’ e A” respectivamente. Pelo Lema
da Ferradura 3.4.1, existe uma resolucdo projetiva P de A tal que 0 — P — P —
P’ — 0 & uma sequéncia exata curta de complexos que estende a e 5. Ainda, P* = P ¢
P, ou seja, P" é cindido para cada n. Dai, 0 — Homg(P'j, B) — Hompg(Pa, B) —
Homg(P'y, B) — 0 é uma sequéncia exata curta de complexos que gera um sequéncia longa
exata em homologia. O]

Lema 3.6.3. Sejam A, B € Mpg. Se A é projetivo, entio ext(A, B) =0 paran > 1.

Demonstracao. Seja P ... — 0 —0— A Ao 4506 um resolucao projetiva de
A. Aplicando Hompg(*, B) sobre a resolucao projetiva apagada de A, P4, temos a sequéncia

0 — Hompgr(A,B) — 0 —0....

Entao,
exth (A, B) = H"(Hompg(Pa, B)) = ker(dn+1)«/Im(d,). =0,

para todo n > 1.

U

Lema 3.6.4. ext%(x, B) = Homg(x, B), cujo isomorfismo é natural. Portanto, ext%(A, B) =
Ext% (A, B), VA, B € Mp.

Demonstragio. 1) ext%(A, B) = Hompg(A, B), VA € Mpg: Seja A um R-modulo e

o PP PP A0

uma resolucao projetiva de A e

PP Y PR

a resolucao projetiva apagada de A. Entao,

exth(A, B) = H"(Homg(Pa, B)) = ker(dy)./Im(dy). = ker(dy). = Ime, = Homp(A, B).
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ii) Se f € Homg(A,C), VA,C € Mg, entio o diagrama abaizo comuta:

Hompg(C, B)

Hompg(A, B)

Ime}, = ext$(C, B) ext% (A, B) = Ime’,

onde f* na parte de baixo do diagrama ¢ induzida da aplicagiao de ext%(x, B) em f e
na parte de cima da aplicagdo de Hompg(*, B) em f. Os isomorfismos do diagrama sdo
dados por €} e €, cujo contradominio sao suas respectivas imagens. Esses os homomor-
fismos sao induzidos pela aplicagao de Hompg(*, B) nos homomorfismos das resolugoes
projetivas respectivamente de A e C, €4 : (Py)a — A e ec: (Py)e — C. Considere f
uma extensao de f nas resolugoes projetivas de A e C'. Assim, se g € Homg(C, B),

e ;o f(g)=c¢ilgof)
o froec(g9)=fyoec(g)=¢€ro f(g)=€ilgof).

Teorema 3.6.6. Seja
ds d do
P:...— P —P—FP—A—70
uma resolucao projetiva de A e
€ o O° 1 ot 2
E:0—B—F —FE —E — ...
uma resolucao injetiva de B. Entao,
Exth (A, B) = H"(Homg(A,Es)) = H"(Hompg(Pa, B)) = ezt (A, B)

Demonstracao. Denotemos L' = kerd’. Como L' = kerd™!' = Imd?, temos a sequéncia
exata curta 0 —» Li < B 25 i+l 4 0, para cada i > 0. Vemos que L° = kerd® =
Ime = B.

Denotemos K; = kerd;. Como K;_; = kerd;_; = Imd;, temos a sequéncia exata curta

d.
0— K; — P; — K;_; — 0, para cada j > 0. Vemos que K_; = A.
Construimos, entao, o diagrama comutativo
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0

00— Homp(K; 1, L') — Homgp(K,_1, E') —%> Homp(K;_y, L't') — Exth(K, 1, L') — Bath(k5 1, B') — . ..

HomR(Pj,Ei) g HomR(Pj,Li“) 0*

0——= Hompg(P;, LY)

[e% B ¥

Homp(K;, L")

0

Exth(K;, L)

0—— Hompg(K;,L') — Homp(K;, E')

T

q

6$t}2(Kj,1, LZ) 0* ewt}%(Kj,l, LH—])
0 0
exth(P5TLY) exth (P L)
0 0

Como P; é projetivo e E7 ¢ injetivo, temos que Exty,(K;_1, E'), Exth(K;, EY), extyp(P;, L),
extp(P;, L) se anulam. Ainda, * e ** indicam que /3 e o sdo sobrejetivas. Isso se da pela
propriedade universal de P; e E".

Pelo Lema da Cobra, existe sequéncia exata

kera — ker3 - kery — cokerac — coker3 — cokery.

Mas coker3 = 0, pois 3 é sobrejetiva. Além disso, ker = Homp(K;_1,E"), kery =
Homp(K;_1, L"), cokera = Hompg(K;, L')/Ima = Hompg(K;, L") /kerq = exth(K;_1, L").
Logo, temos uma sequéncia exata

Homp(K;, E") - Homp(K;, L") — eath(K;, L)) — 0.

Portanto, por isso e pelo diagrama, temos que extn(K;, L) = Hompg(K;, L") /Imd =
Exth(K;, L"). Entao,

() extn(K;, L") = Extyp(K;, LY).

Sendo f3, o sobrejetivas, temos que Im7 = Im7of8 = Im~yoo = Imy. Dal, ext(K;-q, L") =
Hompg(K;, L''")/Imy = Homp(K;, L'™) /Im7 = Exty(K;, LY). Entao,

(IT) extp (K1, L) =2 Extp(K;, LY).
De (I) e (II), vemos que
(II1) Exth(K;, L) = Bxth (K, L),

Das sequéncias longas exatas de Ext e ext, temos
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0 N ' ‘ 0
o o Batp AT s Bat(A, L) S5 Bati (A, L) — Batg AT —

0

o ... —>e/xt%GPj,/Ejvo—> exty(K;, B) = extt ™ (Kj_1, B) — extit P B) — ...
Alternando n e :

o Exth (A, B) X Exth(A, LY) = Extly (A, L?) & ... ¥ Exth(A, L")

o cxth (A, B) 2 exth (Ko, B) X extly '(Ky,B) 2 ... 2 exth(K, 1, B)

Assim,

~
~
~

+1 1 (1) 1 -1 D 1 —2
Ext™ (A, B) = Exth(A, L") = FEath(Ko, L"™Y) = Exth(K,L"72) =2 ... =
()
Exth(K, 1, B) 2 exth(K, 1, B) & extst (A, B)

—
~

A partir de agora, nao mais utilizaremos a notagao ext, e sim Ext.

Teorema 3.6.7. 1. Exth (DA, B) = [[Exth(A;, B).

i€l i€l

i€l el
Demonstragao. 1. Homg(PA;, B) = [[Homg(A;, B), isomorfismo natural. Portanto,
iel iel

sabendo que Ezt%(x, B) = Hompg(*, B), naturalmente, entao o teorema vale para
n = 0. Vejamos para n = 1:
Para cada i, existe um R-modulo livre P; - portanto, projetivo - e um epimorfismo
pi - P, — A;. Seja L; = kerp;. Portanto, temos a sequéncia exata curta 0 — L; —
P, 25 A, — 0 para cada i. Aplicando a sequéncia longa exata de Ext, temos o
seguinte diagrama de linhas exatas:

0—— [[Ext%(A;, B) — = [[ Ext%(P,, B) ——*~ [[ E2t%(Li, B) — [ Ext%(A,, B) HWL .

i€l icl il il

G
2
G
G
©

0
EIt%(Y@IL“ B) —_— Ei(‘t[,]i(@IA“ B) — ExtY : s —_— ..
S 1€ 1

0 — Ext%(® A;, B) —— Ext%(& P;, B)
el el el

B

em que [[FExt%(A;, B) & cokera e Exth(® A;, B) = cokerf3, 7,6 sao isomorfismos e
icl il
¢ é definido por ¢(f + Ima) = 6(f) + Imp, [ € [[Ext%(L;, B).

i€l

e ¢ estd bem definida: f—g € Ima = f—g = alh) = ¢(f — g+ Ima) =
0(f = g) + Imp = d(a(h)) + ImfB = B(y(h)) + Imf = Imp.
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Capitulo 3. Homologia Algébrica

e ¢ é isomorfismo: ¢(f + Ima) = ImB = 6(f) € imB = o(f) = B(y(g9) =
da(g) = f = alg) = f € Ima. Ainda, g + Imp € cokerf = g+ Imp =
O0(f)+ImB = o(f + Ima) = g+ Imp.

Portanto, Fxth(® A;, B) = [[ Exth(A;, B).
iel iel
Agora, considere a sequéncia exata curta 0 — ®L; — &P, — P A; — 0 para
iel iel iel
cada 7. Da sequéncia longa exata de Ext, temos:

. 0 . o ) . 0
o I Exti Py )—>]_[E:r:t;ﬁfl(LﬂB);>HEa:t’é(AﬂB)—)}W...
i i€l i€l i
. 0 . ~ ) ) 0
® Bzt Y &P B)—Eatly (& L\, B)—Ext}( & AKB)—)W...
el el el el

Por indugio, [[Exth (L}, B) & Ext)y (@ LY, B). Logo, [[ Ext:(AY, B) = Exty (@ A, B).
i€l

i€l i€l el

2. Analogo ao anterior, mas considerando a sequéncia exata curta 0 2 B, — E; —»
L; — 0, em que E; é um R-moédulo injetivo no qual B; esta contido e L; = cokery;.

]
3.6.2 O Funtor Tor
Definicio 3.6.6. Tome A€ My eP ... — Py 8 p Yy p o 5 p N
Py - A — 0 uma resolucdo projetiva de A. O complexo Py : ... — Piyq iy P LN

Pi1—...— P L Py D0 ¢ chamado de resolucao projetiva apagada de A.

Definicao 3.6.7. Sejam F' : Mr — Mg um funtor aditivo covariante. Seja A € Mg,
(P,d) uma resolugao projetiva de A e Py a resolucao projetiva apagada de A. Definimos
(L F)(A) = H,(FPa) = kerFd,/ImFd,;, e L,F : Mr — Mg é chamado de funtor
derivado a esquerda de F.

Observagao 3.6.3. Quando n =0, vemos que (LoF)(A) = Ho(FPa) = FPy/ImFd,.

Observagao 3.6.4. Para definirmos (L,F)(f), sendo f € Homg(A, B), A, B € Mg, to-
memos [ uma extensao de f entre resolugoes projetivas de A e B, respectivamente

P—)P2£>P1£>P0;>A—>O
e 7 7 ~
P:...— PP PS5 B—0

(f existe pelo Teorema da Comparagio 3.4.2). Considere a mesma notagao f para o homo-
morfismo de complexos entre essas resolucoes projetivas apagadas Py e Pg. Assim, definimos

(LnF)(f) = Ho(FF) : Hy(FP4) = (Lo F)(A) — Ho(FPp) = (L, F)(B)
e, portanto, se z + B, (FPy) € H"(FPa), entao
(Lo F)(f)(z + B"(FP.)) = fu(2) + B"(FPs),

em que f, € o homomorfismo entre P, e P, da extensao f.
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Teorema 3.6.8. Para ' um funtor covariante aditivo, temos que L, F : Mr — Mg é um
funtor aditivo e L,F(A) independe da escolha da resolug¢ao projetiva de A.

%

Teorema 3.6.9. Seja 0 — A —— A 25 A" — 0 wma sequéncia exata curta de R-
modulos. Seja F': Mp — Mg um funtor covaritante aditivo. Entao, existe uma sequéncia
longa exata

LaF)(A) =5 (LuF)(A) 25 (LaF)(A") % (Lyoa F)(A) = (LyoaF)(A) — ..
— (LiF)(A") = (LoF)(A') = (LoF)(A) 5 (LoF)(A") — 0
em que iy, px sGo, respectivamente, L, F (i), L,F(p) e O € homomorfismo de conexdo.

Definigao 3.6.8. Sejam A € My e B € gM. Considere os funtores covariantes aditivos
F=x@pB: Mr — Mg, T = AQr* : RM — My. Definimos os funtores Tor®(x, B) =
L. F e torf(A %) = L,T. Em particular, se C € Mg, D € gpM e (P,d) e (Q,0) sao
respectivamente as resolucoes projetivas de C' e D, temos

Tor(C,B) = (L, F)(C) = H,(FP¢) = ker(d, ®idg)/Im(d,4; ® idg)

tor®(A, D) = (L,T)(D) = H,(TQp) = ker(ids @ 8,)/Im(ids @ dpsr).

Corolario 3.6.2. Seja 0 — A" — A — A” — 0 uma sequéncia exata curta de R-
mddulos a direita e 0 — B' — B — B” — 0 uma sequéncia exata curta de R-mddulos
a esquerda. Entao, existem sequéncias longas exatas

. — Tor®™(A', B) — Tor®(A, B) — Tor®(A”, B) -2 Tor® (A, B) —> ...
.~ Torf(A', B) — Torf(A, B) — Tor{{(A",B) — 0

. — tor®(A, B') — tor®(A, B) —> tor®(4, B") % tor®_ (A, B') —
. —torf(A, B') — torl(A, B) — tor{(A, B") — 0
em que 0 € o homomorfismo de conexao.
Teorema 3.6.10. 1) Torl{(A,*) & A®pg *, cujo isomorfismo € natural.
2) torli(x, B) = x @r B, cujo isomorfismo ¢é natural.
Teorema 3.6.11. Tor’(A, B) > tor(A, B).
Portanto, a partir de agora denotaremos tor por Tor.
Lema 3.6.5. 1) Seja P € Mg projetivo. Entao, Tor(P, B) =0 para n > 1.
2) Seja Q € pM projetivo. Entao, Tor®(A, Q) =0 para n > 1.
Lema 3.6.6. 1) Seja C € Mg plano. Entao, Tor(C,B) =0 paran > 1.
2) Seja D € RM plano. Entao, Tor®(A, D) =0 paran > 1.

Teorema 3.6.12. Torl (@Al, B) = @ TorE(A;, B), cujo isomorfismo é natural.
el
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3.7 Homologia de Grupos
Definicao 3.7.1. Seja (G,-) um grupo multiplicativo e R um anel com unidade. Definimos

o anel de grupo RG =< Y ryg | ry € R e quase todos 0s r, sao 0 p, que consiste do R-
geG

modulo livre com base G e cuja multiplicagdo do anel € definida pela multiplicacao do grupo.
Entao, temos as sequintes operacoes:

o (> r9)+ (D s.9) = > (rg +54)9, onde quase todos 0s T4 e quase todos os s, sdo 0;
geG geG geG
logo, quase todos os 1y + s, sao 0.

o (D reg)( D sgd) = > 145499, onde quase todos os r, e quase todos os sy sao 0;

gea 9'eG 9,9'€G
logo, quase todos 0s rysy sao 0.

Se R ¢ um anel comutativo, temos ainda:

o VtE R, t((D_1gg)( D 5g9) =t( D2 148¢9-9) = D trysgg-g = Y r4tsgg-g =

geG g'eG 9,9'€G 9,9'€G 9,9'€G
(Z ng)t( Z Sg’g/)-
geG g eG

Nesse caso, RG ¢ uma dlgebra sobre R, e dizemos que RG ¢ uma algebra de grupo.
Nessa secao, consideraremos R = Z. O objetivo, posteriormente, é trabalhar com R = Q.

Definicao 3.7.2. A ¢ um ZG-mbédulo se A ¢ um grupo abeliano tal que existe uma ac¢ao
de G sobre A. Se a acao € pela esquerda, dizemos que A é ZG-mdbédulo a esquerda. Se a
acao € pela direita, entao A € um ZG-mobddulo a direita.

Observacao 3.7.1. e Se G age em A pela esquerda, entdo podemos definir uma acdo de
G pela direita pora-g=g'-a, ac A, g G.

e Todo grupo abeliano A € um ZG-mddulo, basta tomar acdao trivial de G em A, ou seja,
g-a=a. Nesse caso, dizemos que A é ZG-mobédulo trivial.

e A é chamado de G-mo6dulo se A é um ZG-mddulo.

Definigao 3.7.3. Seja G um grupo e A um G-mddulo o esquerda. Considere Z uwm G-mddulo
trivial. Os grupos H;(G, A) = Torf%(Z, A), também denotados TorS(Z,A), i > 0, definem
a homologia do grupo G com coeficientes em A.

Definigao 3.7.4. O homomorfismo de anéis € : ZG — Z dado por €( Y ryg) = Y 14 € cha-
geG geG
mado de homomorfismo de augmentacao de ZG. O ideal bilateral kere é chamado ideal

augmentado de ZG, denotado por Aug(ZG). Vemos que Aug(ZG) = { D259 €LG| Y zg = O}.
geG geG
Lema 3.7.1. Seja G um grupo e A um G-mddulo. Entao, Hy(G,A) = A/(Aug(ZG) - A).
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3.7. Homologia de Grupos

Demonstracdo. Sabemos que Ho(G,A) = Torl%(Z,A) =2 7 @z A. A sequéncia de ZG-
modulos 0 — Aug(ZG) — ZG — Z — 0 é exata. Logo, 0 — Aug(ZG) @z A —

7.G Rza A g 7 ®Rza A — 0 é exata. Sabendo que ZG Rz A = A através do isomorfismo
1-1® a4 a, temos que Aug(ZG) ®z6 A = Aug(ZG) - A. O

Corolario 3.7.1. Hy(G,Z) = Z.
Lema 3.7.2. Seja G um grupo e A um G-mddulo. Entio, H,(G, A) = Aug(ZQ)/Aug(ZG)?.

Definigao 3.7.5. O subgrupo normal de G dado por |G, G] = {[g, h] = ghg™'h™!| g,h € G}
¢ chamado de comutador de G.

Teorema 3.7.1. Aug(ZG)/Aug(ZG)* = G/ G, G].
Demonstragao. [19|, Teorema 10.2, pag. 266. O
Corolario 3.7.2. Seja G um grupo. Entio, H,(G,Z) = G/ |G, G].

Definicao 3.7.6. Seja (A, ) um complexo de R-mddulos & direita e (C,y) um complezo de
R-mddulos a esquerda. Entao, definimos AQC o complexo tal que (.A@C) = @ A,®rCy e
+g=n

o homomorfismos sio d,, = d,, ,+(—1)Pd} ., em que d,, , = a,®idc, : A,,@RCq — A, 1®rC,

€ dqu :ZdAp ®’Yq : AP Or C’q —>Ap QR Cq 1-

Teorema 3.7.2 (Formula de Kiinneth, versao homologica). Sejam A e C complezos de R-
modulos com cada mddulo de A plano. Eristem sequéncias eratas naturais

0— & Hy(A)®gH,(C) — Hi(A®C) — @& TorR(H,(A), H,(C)) — 0

p+g=n p+g=n—1

que cindem. Consequentemente,

H,(A®C)=( @ [Hy(A) @rHC))®( D Tor{(Hy(A), Hy(C))).

p+g=n p+q=n—1
Como consequéncia da Formula de Kiinneth, é possivel extrair a seguinte formula:
H,(G1 x G2, Q) = ( P [Hy(G1,Q) ®g Hy(G2, Q))& ( @) Tort(H,(G1,Q), Hy(G2, Q))).
pt+g=n p+q=n—1

Teorema 3.7.3 (Teorema do Coeficiente Universal, versao homolégica). Seja G um grupo e
A um G-mddulo trivial. Entao,

H,(G, A) = Hy(G,7) @z A® Tor’(H,_1(G,Z), A).

Demonstracao. Tome P uma resolucao projetiva apagada de Z como ZG-modulo trivial.
Considere o complexo A = P ®zq Z e o complexo C tal que C, = 0, Vn # 0 e Cy = A.
Assim, A®C = A® A. Temos que (P, ®z¢ Z) @z A = P, ®z A. Portanto, H, (A ®zC) =
H, (P ®z6 A) = H,(G, A). Pela Formula de Kiinneth, temos que H,(G,A) = (H,(A) ®z
A)® Tor?(H,_1(A), A), em que H,(A) = H,(G,Z). O
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Corolario 3.7.3. Seja G um grupo. Entao, sendo Q um G-mddulo trivial, temos
Hl(G7 Q) = Hl(G7 Z) ®Z Q

Demonstragio. Pelo teorema 3.7.3 anterior e sabendo que Tor?(Hy(G,Z), Q) = Tor?(Z,Q) =
0, pois Z é Z-modulo livre. O

Lema 3.7.3. Sejam G, ..., G, grupos. Entao, Hi(G1*...xG,,Q) = @, , Hi(G;, Q).

G1xGo ~ _ G
G1xG2,G1*G2] — [G1,G1]

(G1 * G5 na forma normal, com a; € Gy e b; € Go, 1 = 1,...,k. Seja ¢ :

Demonstracdo. Primeiro, vamos mostrar que [ D [G52G2]. Seja ajboashs . . . aiby, €

G1xGo
[Gl *GQ,Gl *GQ}

[GflGl] @ [GSQGQ] dado por ¢(aybrashs ... arby) = (@raz...ar,bibs...by). E facil ver que ¢

¢ um homomorfismo de grupos. Se ¢(a1bsashy . ..axby) = (1,1), entdo ajas...ay = 1 e
biby...b, =1 = aibsasbs ... aib, = 1, pois % é abeliano. Claramente, ¢ é sobreje-
tiva. Portanto, ¢ é um isomorfismo. Dali,

Gl * GQ
[Gl * GQ, G1 * GQ]

Gy & Go
(G1,G1] 7 [Ga, Gy

Hi(Gy Gy, Q) = ®Z@:( )®Z@:

_ ([GG—G] & @) o ([GG—G] &z @) = Hy(G1,Q) & Hy(Go, Q).

Por indugao, chegamos no resultado. [

Proposicao 3.7.1. Se G € um grupo livre e M € um G-mddulo, entao H,(G, M) =0, ¥n >
2.

Demonstragao. Basta considerar a resolucdo livre de Z sobre ZG, G livre, feita em [10], pag.
16. O

3.8 Cohomologia de Grupos

Definicao 3.8.1. Seja G um grupo e A um G-mddulo. Considere 7. um G-mddulo trivial.
Os grupos abelianos H'(G, A) = Exth(Z, A), também denotados Exti,(Z,A), i > 0, definem
a cohomologia do grupo G com coeficientes em A.

Definicao 3.8.2. Sejam (A, «a) e (C,7) complexos de R-mddulos. Denotamos Hom(A,C) o

complezo cujos termos sio (Hom(A,C)), = [[ Hom(A_,,C,) tal que 0s homomorfismos
ptq=n
sao d, = (—=1)""' [] (d,,+d;,), em que
pta=n

d;,q = Homp(x,Cy)(a—p+1) : Homp(A_,,C,) — Homp(A_p+1,Cy)

dl = (=1 " Homp(A_,, *)(v,) : Homgr(A_,, C,) — Homp(A_,,Cy1).

p,q

81



3.8. Cohomologia de Grupos

Teorema 3.8.1 (Formula de Kiinneth, versdo cohomolégica). Sejam A e C complexos de
R-mddulos com cada mddulo de A projetivo. Ezxistem sequéncias exatas naturais

0— [] Eath(Hy(A),Hy(C) — H"(Hom(A,C)) —

q—p=n+1

— [[ Homa(H,(A), H,(C)) — 0

que cindem.

Teorema 3.8.2 (Teorema do Coeficiente Universal, versao cohomologica). Seja G um grupo
e A um G-mddulo trivial. Entao,

H™(G, A) = Homy(H, (G, Z), A) @ Exty(H,_,(G,Z), A).

Lema 3.8.1 (Lema de Shapiro). Se S é um subgrupo de G e A é um S-mddulo, entao,
Vn >0,

o H"(S,A) = H"(G,Homg(ZG, A));
o H,(S,A) = H,(G,ZG ®@zu A).
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Capitulo 4

Sequéncias Espectrais

Definigao 4.0.3. Um médulo graduado M ¢ uma familia de R-modulos {M;},.,. Dizemos
que N € um submoédulo graduado de M se N é um mdodulo graduado e, Vi € Z, N; é
R-submddulo de M;.

Definigao 4.0.4. 1) Um médulo bigraduado M € uma familia de R-mddulos {M,; ;}

i.JEL

2) Sejam M, M médulos bigraduados. Dizemos que f : M —» M ¢ um homomorfismo
de modulos bigraduados de grau (a,b) se [ é uma sequéncia de homomorfismos de

R-mddulos {fi,j : Mi,j — Mi+a,j+b}-

3) N é submoédulo bigraduado de M se N ¢ um mddulo bigraduado e, Vi, j € Z, N;; é
R-submddulo de M, ;. Dai, podemos definir o médulo bigraduado quociente M /N,
dado pela famiia de R-mddulos quocientes {(M/N);; = M; ;/Ni;}, icq-

4) ker f e Im f sao submddulos bigraduados respectivamente de M e M, cujas definig¢oes
8a0:

kerf = N = {Nij = ket fis}iseq e Imf = N = { Nyj = Imfi_aj 0 C M}

i,jEL
Definicao 4.0.5. Um par exato de mddulos bigraduados D e E é um tridngulo exato com
homomorfismos de mddulos bigraduados «, 3, -,

N

ou seja, Ima = kerp, Imp = kervy, Im~y = kera.

D

4.1 Construcao da Sequéncia Espectral

Considere o par exato de modulos bigraduados da definigao acima cujos homomorfismos
a, B, v tém bigraus, respectivamente, (1, —1), (0,0), (—1,0). Vamos construir um novo par
exato de modulos bigraduados denotados por D? e E? a partir do par exato dado.
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4.1. Construcao da Sequéncia Espectral

Defina D* = I'ma, ou seja, D2 = I'may_1441. Portanto, D? é submodulo bigraduado
de D. Defina, entdo, o homomorfismo de modulos bigraduados o2, = a,4|p2 : D? —
P,q P.q P,q p,q
Imaoy,q = D7, . Logo, o® tem bigrau (1, —1).

: 2 : 1 : 1.
Queremos definir, agora, E*. Para isso, denotemos d,, = 08, 14 ° Vpq, OU seja, d, :

Epy 2% Dy 1y, Pt E, 1, Entdo, temos que d' ¢ um homomorfismo de médulos brigradu-
ados com bigrau (—1,0).

Afirmagao 4.1.1. d, , ,od) = 0.

Demonstracao. Como o par de modulos bigraduados D e E é um triangulo exato, temos que
Vpa © Ppq = 0. Dai,

1 1 _ _
dpfl,q © dp,q = Bp—2,4 © Yp—1,4 © Bp—1,4 ©Vpg = 0-
————

0

Portanto, para cada ¢ € Z, o par (E,, di’q) gera o complexo

dl dl dt
p+1.q D, p—1.q
i By T By, S E, 1, T E, gy,

Finalmente, definimos E? = H(E,d"), em que H(E, d") ¢ a familia de R-médulos { H,(E
Portanto, £? é um modulo bigraduado tal que E? = Hy(E, 4. d, ) = kerd, ,/Imd}, , .
Por fim, completamos a construcao com as seguintes definigoes:

2

e Seja 2,4+ Imdy,, , € E} . Entdo, 72 (2pq +Imdy,, ) = Vpq(2pq) € Di i,

. 2 _
e Seja ap, € D, . Sabemos que a,, = p—1g+1(bp—1,4+1) para algum b,_1 441 € Dy 411.

~ 2 —1 1
Entao, 3, ,(apq) = Bp-1441 0,1 gi1(apg) + Imd,, ..

Observacao 4.1.1. 72 e 32 estio bem definidos. De fato,

/ 1 / _ 1 _
® Zpg — Zpg € ]mdp+1,q = Ypug(Zpq — Zp,q) = Tp,g © dp+1,q(wp+1,q) =

= Yp.g © Bp.g OVp+1.4(Wp1,4) = 0;
—_——
0

® B 14(Mpa(2pg)) = dglo,q(zp,q) = 0= Ypq(2pg) € kerBy 14 = IMmay, 941 = Di—l,q-

/ -1 / _ /N —
®cCcC 0‘p—1,q+1<ap,q) = c—c €kerap 141 = Imyg1 = Bporgri(c—) =

= Bp—l,q+1<7p,q+1<b>> = dzla,qﬂ(b)'

1 -1 _ 1 _
* dpfl,q+1<5p*17ffr1 O, 1 q+1 (apg)) = Bp-1,4+1 © Jp—1,4+1© Bp—1,4+1 Oy, 1 g+1 (apq) = 0.
Vo

0
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Capitulo 4. Sequéncias Espectrais

Teorema 4.1.1. O tridgngulo abaizo € exato,

em que o tem bigrau (1,—1), B2 tem bigrau (—1,1) e v* tem bigrau (—1,0).

Por indugao, seja

um par exato de modulos bigraduados em que " tem bigrau (1,—1), /" tem bigrau (1 —

r,r —1) e 4" tem bigrau (—1,0). Definimos D™*' = I'ma", ou seja, Dyt! = I'maj,_ ..

« o~ . . ’Yp
3 T T ‘s T . T ’
Analogamente as defini¢oes acima, denotamos dj, , = 5) ; , 07, ,, ou seja, d , = E} | 3

T
-1, 2 . . .
E . " By, 1 Logo, d" & um homomorfismo de modulos bigraduados com bigrau

(—r,;“ —1). Ainda,

T r  _ Ar r s T —
dp—r,q+r—1 © dp,q - Mp—r—1,q+r—1 oY p—nrdg +r—1o /Bp—l,q oY b, q = 0.
N~ o
v

0

Podemos gerar o complexo

d"'
p—r,qtr—1 Er
p—2r,qg+2(r—1)

para cada p,q € Z. Portanto, E™™' = H(E",d"), em que H(E",d") é a familia das ho-
mologias do complexo acima, para cada p,q € Z. Denotamos Egﬁgl = k:erd;’q/]md;w’q_rﬂ.
Logo, E™! ¢ um mo6dulo bigraduado.

dr dar
r p+r,g—r+1 r P, r
i — B ST B S E

pf’f',qu’f'*l —> o ..

Por fim, a definicdo de o" !, 71, 47*! é induzida a partir de, respectivamente, o”, 37, "

assim como na primeira construcdo. Assim, temos:

r r+1 . r+1 r+1 .
p,q|D£1}1’ Qpg 'Dp,q DzDJrl,qfl7

1 _ -1 1. 1 +1 .
i ;jq_ (a) = ;fl,q+1 © (O‘;fl,q+1> (a) + [md;,qﬂa ﬁ;f; : D;,Z — E;—T,q—i-r;

r+1 __
® ozm =

r+1 r AT r+1 . r+l N r+1
e 7y (Z + Imdp+r,q—r+1) - Vp,q(z)’ Toa - Ep,q Dp—lvq'

Teorema 4.1.2. O tridngulo abaizo é exato,

a'r+1

Dr+l D+l
Er—i—l

em que "t tem bigrau (1,—1), 87 tem bigrau (—r,r) e ¥"** tem bigrau (—1,0).
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4.2. Propriedades de Sequéncias Espectrais

Definicao 4.1.1. Uma sequéncia espectral é uma sequéncia de mddulos bigraduados e
homomorfismos de mddulos bigraduados {E",d"},., tal que d" od" =0 e E™' = H(E",d").

4.2 Propriedades de Sequéncias Espectrais

Definicao 4.2.1. Dizemos que N ¢ subquociente do R-mddulo M se N é um quociente
M'/M" tal que M" C M’ sdo submddulos de M.

r+1 A4 : T r+1 __ T r+1 __ T
Cada E € subqut?(nente de E., r > 1. Denote 27" = kerd, , e B \" =1Imd,,, , .1
Obtemos, entao, a seguinte sequéncia:

2 3 r r+1 r+1 r 3 2 1
OgBjo,qup,qg ng,q ng,q ... gZp,q gZp,qg gZp,qup,q ng,q'

Definicao 4.2.2. Denotamos BJS, = ng;’q, Z% = D1Z;’q e B0 = Z5 /B, sendo este
' T

dltimo chamada termo limite da sequécia espectral.

Definicao 4.2.3. Seja H um mddulo graduado. Uma filtragao de H ¢ uma sequéncia
{qpr}pEz de submddulos graduados de H tais que ¢PH C P H, Vp € Z, ou seja, (P H); C
(P H);, Vi,p € Z. Dizemos que a fillracio ¢ limitada se, Vn € Z, 3s(n),t(n) € Z tais
que 0 = (¢*WH), e (¢'™H), = H,.

Definicao 4.2.4. Seja {E",d"}, ., uma sequéncia espectral. Dizemos que a sequéncia es-
pectral converge a H se eriste uma filtracao limitada {¢7’H}pGZ de H tal que EJS =
(¢PH)n /(P H)pn, n = p+q. Denotamos E2 ? H,.

4.2.1 Sequéncia Espectral LHS

Teorema 4.2.1 (Teorema de Grothendieck). Sejam A, B,C' categorias de mddulos e G :
U— B, F: B — C funtores tais que F € exato a esquerda e, se E € U € injetivo, entao
(RPF)(GE) =0, Vp > 1. Entao, para cada mdédulo A € U, existe uma sequéncia espectral
com

BYY = (RPF)(RIG(A)) = R"(F 0 G)(A), n = p+ .

Teorema 4.2.2 (Teorema de Lyndon-Hochschild-Serre, versao homologica). Seja G um
grupo e N um subgrupo normal de G. Seja A um ZG-mddulo. FEziste uma sequéncia es-
pectral com

Equ = H,(G/N,H,(N,A)) :p> H,(G,A).
Teorema 4.2.3 (Teorema de Lyndon-Hochschild-Serre, versao cohomologica). Seja G um

grupo e N um subgrupo normal de G. Seja A um ZG-mddulo. Eziste uma sequéncia espectral
com

EPY = HP(G/N, HY(N, A)) = H"(G, A).
P
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Capitulo 5

Grupos de tipo F'P,

5.1 Resolucoes de Tipo Finito

Notagao: Seja M € rM livre com posto k. Entao, M ¢é isomorfo & soma direta de k
anéis R. Denotaremos M por R*.

Definigao 5.1.1. Dizemos que M € g M ¢ finitamente gerado se existe X = {mq,...,my} C
M tal que, Vm € M, 3ry,... 1. € R tais que m = rymq + ...+ rgmyg. O conjunto X € cha-
mado de conjunto gerador de M.

Observacao 5.1.1. R-submddulos de R-mddulos nao precisam ser finitamente gerados mesmo
que o modulo seja. Considere, por exemplo, R o anel de polindémios em 7Z sobre um conjunto
infinito enumerdvel de varidveis, 7 |r1,xa,...]. Temos que R é R-mddulo gerado por {1}.
Tome S o R-submddulo de R dos polindomios de termo constante 0. Os polindmios x1, o, . ..
pertencem a S e sao gerados por eles mesmos, jd que x, = 1-x,. Logo, S € infinitamente
gerado.

Corolario 5.1.1. Seja B € gpM. Se todo R-submddulo finitamente gerado de B é plano,
entao B € plano.

Proposigao 5.1.1. Seja M € pM. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

i) existe uma sequéncia exata R — R® — M — 0 para alguns inteiros t, s.

ii) existe uma sequéncia erata P — Py — M — 0 para alguns R-mddulos projetivos
Py, P, finitamente gerados.

iii) M ¢ finitamente gerado e para todo epimorfismo ¢ : P — M, P um R-mddulo projetivo
finitamente gerado, kery € finitamente gerado.

Demonstragao. iii) = i): Seja X o conjunto gerador finito de M, |X| = s, e F(X) o R-mo6dulo
livre com base X, isomorfo a R°. Ja vimos que existe um epimorfismo oy : F(X) — M.
Como F(X) é projetivo e finitamente gerado, por hipotese, keras é finitamente gerado. Seja
Y seu gerador, |Y| =t¢, e F(Y) o R-modulo livre com base Y, isomorfo R'. Entdo, existe um
epimorfismo oy : F(Y) — keras. Logo, 1) vale.

1) = ii): 6bvio, pois R', R® sa0 R-modulos projetivos finitamente gerados.

ii) = iii): Seja ap 0 homomorfismo em ii) de Py em M e a; o homomorfismo em ii) de P,
em Fy. Como «p é sobrejetiva, entdo M = Py/keray. Como P, é finitamente gerado, M
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5.1. Resolucoes de Tipo Finito

é finitamente gerado. Ainda, como kerayg = Ima; e P, é finitamente gerado, temos que
keray é finitamente gerado. Sejam ¢ : P — M um epimorfismo com P um R-moédulo
projetivo finitamente gerado, e as inclusoes iy : keray — Py e ¢ : kerp — P. Entao,

0 — kerag AN Ph% M —0e0— kerp 4P 2y M —s 0 sdo sequéncias exatas
curtas que satisfazem as hipoteses do lema de Schanuel 3.3.3. Logo, Py @ keryp = P @ keray.
Como P, keragy e Py sao finitamente gerados, kery também é finitamente gerado. O]

Se M € rM satisfaz as afirmacgoes dessa proposicao, dizemos que M é finitamente
apresentavel. Isso vem de algumas conclusoes que podemos extrair da proposigao sobre M.
De (i) vemos que M = R®/kera,. Mas keras = Ima;. Analogamente a geradores e relagoes
de grupos, M entao tem X como o conjunto dos seus geradores (cardinalidade s) e a;(Y)
o conjunto de suas relagoes (cardinalidade t), ambos finitos. Portanto, M tem apresentacao
finita. Ainda, se {x1,..., 25} é outro conjunto finito de geradores de M, por (iii) vemos que
o conjunto das relacdes de M também é finito e forma um R-submédulo de R*.

Corolario 5.1.2. Todo R-mddulo plano finitamente apresentdvel é projetivo.

Corolario 5.1.3. Considere a sequéncia exata curta de R-modulos 0 — K — M —
B — 0. Se B ¢ finitamente apresentdvel e M € finitamente gerado, entao K € finitamente
gerado.

Definicao 5.1.2. Uma resolucao qualquer é de tipo finito se todos os seus R-mddulos
sao finitamente gerados. Dizemos que M € de tipo FP, (n > 0) se eziste uma resolu¢ao
projetiva de M da forma P, — P, 1 — ... — By — M — 0 tal que, Vi =0,...,n, P,
¢ finitamente gerado.

Observacao 5.1.2.
Se M ¢ de tipo F'P,, como Py — M ¢ sobrejetiva, entao M ¢ finitamente gerado.

Se M ¢ finitamente gerado e X € seu conjunto gerador, existe uma sobrejecao do R-mdodulo
livre gerado por X, que € projetivo e finitamente gerado. Portanto, M é de tipo F'F.

Se M ¢€ finitamente apresentdvel, pela condi¢io (i) da proposicao 5.1.1, M € de tipo FP,.
Dessa forma, podemos generalizar a proposicao 5.1.1:

Proposicao 5.1.2. Seja M um R-mddulo e n > 0. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(i) M tem resolugio livre F, — F,_ 1 — ... — Fy — M — 0 em que cada F; tem
posto finito, Vi =0,...,n.

(i1) M é de tipo FP,.

(1ii) M é finitamente gerado e, para toda resolugao projetiva de M de tipo finito da forma

di—
b, i> P =3 ... N B oy N 0 com 0 < k <n, kerdy, ¢ finitamente gerado.

Demonstracao. (iii) = (i): Seja X, gerador de M, |Xo| = to. Tome Fy o R-moédulo livre
com base Xy e dy o epimorfismo de Fy em M. Por hipotese, Ky = kerdy é finitamente
gerado. Seja X; o gerador de Ky, | X;| = t;. Tome F; o R-moédulo livre com base X; e d} o
epimorfismo de F; em K. Considere i a inclusdo Ky < Fj e defina dy = igod). Temos que
Imdy, = Im(ig o d}) = i9(Ky) = Ky = kerdy. Continuando o processo até n, obtemos uma
resolugao livre de M nas condigoes de (i).
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Capitulo 5. Grupos de tipo F P,

d d d,
chy—te o d g do Ly -0
/ !
Do DN
(i) = (ii): 6bvio, pois F; é projetivo finitamente gerado, Vi =0, ..., n.

n—1

(ii) = (iii): seja P 2 P,_, 23
tipo finito.

1) Seja {z1,...,x,} o conjunto gerador de Fy. Entao, se m € M, m = dy(a) = do(riz1 +
it Txy) = rido(x1) 4. oA Tdo(Tm), 1, T € Ry a € Py = do(21), .. ., do(x,,) geram
M.

2) Por demonstracao analoga a da (1), mostramos que kerdy, = I'mdy.; é finitamente gerado,

. . dj, di_ d dy - ..
Vk < n. Assim, seja P, — P, , = ... —% P} =% M — 0 uma resolugio projetiva de

M de tipo finito, k < n. As inclusoes kerd, — Py, kerd), — P}, geram as sequéncias exatas

L =) Dy M —5 0 uma resolucao projetiva de M de

00— kerd, - P, —P._.1— .. —FB—M—0

0 — kerd, - P, — P, —...— Pj— M — 0.

Pela generalizacao do Lema de Schanuel 3.3.4,
kerdy ® P, ® P 1 ®P,_o® ... 2kerd, ® P, &P, ® P, 2D ....

Portanto, como todos os R-moédulos a esquerda do isomorfismo sao finitamente gerados,
kerd, também deve ser finitamente gerado. ]

Proposicao 5.1.3. Seja 0 — A — A — A" — 0 um sequéncia exata curta de R-
modulos. Entao:

i) se A" é de tipo FP,_ 1 e A é de tipo FP,, entao A" é de tipo FP,;

ii) se A é de tipo FP, 1 e A” € de tipo FP,, entao A" é de tipo FP, 1;

iii) se A" e A" sao de tipo FP,, entdo A € de tipo FP,.
Demonstracao. |5, Proposicao 1.4, pag. 12. ]
Definicao 5.1.3. Um R-mddulo M ¢ de tipo F P, se M ¢ de tipo FP,, Yn € Z, n > 0.
Proposigao 5.1.4. Seja M um R-mddulo. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
i) M possui resolugao livre infinita de tipo finito, ou seja, a resolu¢ao livre é da forma
. — F,— F,_1 — ... — Fy — M — 0, em que F; € finitamente gerado para todo
1> 0.

ii) M possui resolucdo projetiva infinita de tipo finito.
iii) M € de tipo FPy.
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5.2. Dimensao Cohomolégica

Demonstracao. (i) = (ii): 6bvio.

(i) = (iii): se ... — P, — P,_y — ... — Py — M — 0 & uma resolucao projetiva de
M, para cada i, P, — P,y — ... — Py — M — 0 ¢ uma resolucao projetiva de M.
(ili) = (i): basta utilizar o mesmo processo de construgao de resolugao livre da demonstracao
da proposicao 5.1.2. O

Definicao 5.1.4. G ¢ um grupo de tipo F'P, se Z ¢ de tipo F'P,, como ZG-maodulo trivial.

Se G é um grupo de tipo F'P,, e M um G-moédulo finitamente gerado como grupo abeliano,
entdo H;(G, M) é finitamente gerado para todo i < n.

Lema 5.1.1. Seja H um subgrupo de G. Se H € de tipo F P, entao Z[G/H] € de tipo F Py,
como Z.G-maodulo.

Demonstracao. Seja P . ... — P, — P, — ... — P — Py — Z — 0 uma
resolugao projetiva de tipo finito do ZH-moédulo trivial Z. Queremos mostrar que ZG Qzy P
¢ uma resolugdo projetiva de tipo finito de Z[G/H] como ZG-mobdulo.

Existe um subconjunto 7" de G chamado transversal tal que G = |J Ht. Portanto, ZG =
teT

P ZHt, ou seja, ZG & um ZH-mdbdulo livre. Entao, ZG é projetivo como ZH-modulo = ZG

teT

é plano como ZH-mo6dulo = ZG ®zy * € funtor exato. Logo, o complexo ZG ®zy P é exato.

Do teorema 3.3.6, temos que P; é somando de um ZH-modulo livre F; = @ZH, 1 finito.
iel
Como P, ¢ finitamente gerado, podemos tomar F; finitamente gerado. Dai,
F,=P, &P = (ZG ®z5 P,) ® (ZG Qzu P)) (5.1)
=7ZG Qzy (P, ® P) = ZG Qzn F;
=7G Qzy ©ZH

el
= P(ZG @zn ZH) = B ZG.

e
icl e

Portanto, ZG ®zy P; é somando de um ZG-moédulo livre. Logo, ZG Qzy P; ¢ ZG-mbodulo

projetivo, também finitamente gerado.
Por fim, ZG ®zp Z = Z|G/H| como ZG-mobdulo. O

5.2 Dimensao Cohomolégica

Definicao 5.2.1. Seja M um R-mddulo. A dimensao projetiva de M ¢ o menor inteiro
n tal que M admite uma resolugao projetiva 0 — P, — P, y — ... — P, — Py —
M — 0. Denotamos n = projdimgM. Se M nao admite uma resolucao projetiva finita,
entao projdimpM = co.

Lema 5.2.1. Sao equivalentes:
i) projdimpM < n;

i) BExth(M,*) =0 para i > n;
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Capitulo 5. Grupos de tipo F P,

iii) Exty™ (M, *) = 0;

i) Se0 — K — P,y — ... — Py — M — 0 € um sequéncia exala qualquer de
R-modulos com P; projetivos, entao K é projetivo.

Definigao 5.2.2. A dimensao cohomolégica do grupo G, denotada por cd(G), € o
menor inteiro n tal que o lema 5.2.1 acima vale para R = 7ZG e M = 7Z como ZG-mddulo
trivial. Ou seja,

cd(G) = projdimgzcZ = inf {n| Z admite uma resolu¢do projetiva de tamanho n} =
=inf {n| H(G,*) =0 parai>n}.
Se n nao existe, entao cd(G) = oc.

Teorema 5.2.1 (Serre). Se G € um grupo livre de tor¢ao e H é um subgrupo de G de indice
finito, entao cd(H) = cd(Q).

Teorema 5.2.2 (Stallings). Seja G um grupo nao-trivial. Se cd(G) =1, entdo G € livre.

Teorema 5.2.3 (Lyndon). A dimensao cohomoldgica de um grupo livre de tor¢ao com uma
relacao € menor ou iqual a 2.

Proposicao 5.2.1. Seja G = F(X)/R o quociente de um grupo livre. Entao, eriste uma
sequéncia exata de G-mddulos

0—>Rab—>@ZG—>ZG—>Z—>O,
rzeX

em que Ry, € a abelianizacao de R, ou seja, Ry, = R/[R, R).

Teorema 5.2.4. Seja G = F(X)/R quociente de um grupo livre. Se G € um grupo de uma
relacdo e livre de torcao, entao Ry = 7.G, um G-mddulo lLivre.

Por isso, se G é um grupo livre, temos que existe uma resolucao livre de Z como G-modulo
trivial
0 — PZG — ZG — Z — 0.

zeX

Portanto, cd(G) = 1. Se G é o grupo trivial, entao
0—Z %70

¢ uma resolucdo livre de Z. Logo, ¢d(0) = 0.

Observacao 5.2.1. Grupos livres abelianos de posto n sao isomorfos a 7", cuja dimensao
cohomoldgica é n ([10], Exemplo 5, pdg. 185).

Proposicao 5.2.2. i) Se H ¢é subgrupo de G, entio cd(H) < cd(G);
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5.2. Dimensao Cohomolégica

ii) se 1l — G' — G — G" — 1 € uma sequéncia ezata curta de grupos, entio cd(G) <
cd(G') + cd(G");

iii) se G = Gy xg, Ga, entdo cd(G) < maz {cd(G1), cd(G2), 1+ cd(Gy)}.
Corolario 5.2.1. Se cd(G) < oo, entiao G € livre de tor¢ao.

Em particular, se G é um grupo finito, G' contém um subgrupo finito ciclico nao-trivial.
Dai, cd(G) = .

Proposicao 5.2.3. Seja G uma extensao HNN de grupo base Gy, letra estdvel t e subgrupos
associados A, B. Entao, cd(Go) < cd(G) < cd(Gyp) + 1.

A seguinte observacdo sera usada para a demonstracao do proximo teorema.

Observacao 5.2.2. Seja X um conjunto qualquer. Entao, ZX € o grupo abeliano livre com
base X. Suponha que G age em X. Entao, X € a unido disjunta de G-orbitas de X. Logo,

ZX = Z[UG%] = PzGz] = Pzc/G.,).

el il el

em que G, € o subgrupo estabilizador de x; em X e |I| é o nimero de drbitas disjuntas.
O isomorfismo entre Gz; e G/G,, se da pela identificacio gr; <> 9G,.

Teorema 5.2.5. Seja G o grupo fundamental de um grafo de grupos cujo grafo € finito.
i) Se os grupos de arestas e vértices sao de tipo F Py, entao G € de tipo F P..
i) Se a dimensao cohomoldgica de cada grupo de aresta e vértice € finita, entdo cd(G) < oo.

Demonstragao. 1) Ja vimos que G age sobre a arvore de Bass-Serre 7. Dai, V(T) ¢é a
unido disjunta de G-orbitas de alguns vértices de T'. Logo, ZV (T) = @ Z|G/G,] como
Z.G-moédulos, em que a soma direta é sobre esses vértices.

Como G, é de tipo F' Py, pelo lema 5.1.1 anterior, vemos que ZV (T') é ZG-moédulo de
tipo F Py.

Seja E uma orientacao de T tal que GE = E. Analogamente, ZF ¢ um ZG-mo6dulo de
tipo F'Px.

Vamos denotar V(T) por V. Sejam € : ZV — Z ¢ 6 : ZE — ZV homomorfismos de
ZG-moédulos, Z um ZG-modulo trivial, dados por: €(zv) = z e d(ze) = z(7(e) — o (e)).
Pelo lema 2.1.4, § é injetiva, pois T' é arvore, e, como 1T é conexo, Imd = kere.

Entao, temos a sequéncia exata de ZG-modulos 0 — ZE 27V -5 Z — 0. Sendo
ZFE e 7V de tipo F' P, pela proposicao 5.1.3 temos que Z é um G-modulo de tipo F'P..
Logo, G é de tipo F P..

ii) Considere a sequéncia exata de ZG-moédulos 0 — ZE 2y ZV - Z — 0. Por
Mayer-Vietoris para um grupo G agindo sobre uma arvore ([10], Exemplos 9.1, 9.2, pag.
178), existe sequéncia longa exata

.. — H"(G,A) — @ H"(G,, A) — P H" (G, A) — H" (G, A) — ...
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Capitulo 5. Grupos de tipo F P,

para cada G-médulo A. Dai, se max {cd(G.)} = r e max{cd(G,)} = s, entdo, se
i > max {r,s}, temos que H'(G,, A) = H(G.,, A) = 0, Ve,v. Logo, H(G,A) =
0, Vi > max {r, s}. Portanto, pelo lema 5.2.1, temos que ¢d(G) < max {r,s} +1 < 0.

L]
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Capitulo 6

Grupos Limites

6.1 Definicoes e Conceitos Principais

A definigao de grupo limite dada por Sela (|20], Secao 1, pag. 33) é feita de forma
geométrica usando uma construcao limite que nao serd abordada aqui. Porém, comentaremos
outras formas de se tratar grupos limites: como grupos finitamente gerados w-residualmente
livres e como subgrupos finitamente gerados de torres w-residualmente livres. Além disso,
descreveremos grupo limite como grupo fundamental de um certo grafo de grupos.

Definigao 6.1.1 (|20], Definicao 4.5, pag. 60). Um grupo G € dito completamente re-
sidualmente livre (ou w-residualmente livre) se, para todo subconjunto finito X =
{g1,.--,gn} C G com 1 ¢ X, existe um homomorfismo de grupos ¢ : G — F, em que
F € grupo livre, tal que ¢(g;) # 1, i = 1,...,n. Equivalentemente, para todo subconjunto
finito X C G, existe um homomorfismo de grupos ¢ : G — F, em que F € grupo livre, tal
que d|x € injetivo.

Teorema 6.1.1 (|20], Teorema 4.6, pag. 60). Seja G um grupo finitamente gerado. Entao,
G é completamente residualmente livre se, e somente se, G € um grupo limite.

Definicao 6.1.2. Um grupo G satisfaz virtualmente uma propriedade se existe um sub-
grupo H de G com indice finito que satisfaz tal propriedade. Portanto, G é um grupo vir-
tualmente livre de torcao se existe um subgrupo H de G com indice finito que € livre de
tor¢ao. Pelo teorema 5.2.1 de Serre temos que todo subgrupo livre de tor¢ao de G com indice
finito tem a mesma dimensao cohomoldgica. Assim, definimos a dimensao cohomolégica
virtual de G, denotada por ved(G), como cd(H).

Definicao 6.1.3. Um grupo G ¢ de tipo homolédgico finito se:
i) ved(G) < oo

i) para todo G-mddulo A finitamente gerado como grupo abeliano, temos que H;(G,A) é
finitamente gerado para todo i.

Teorema 6.1.2 (Serre). Se G € um grupo livre de tor¢ao e H é um subgrupo de indice finito,
entao cd(H) = cd(G).
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Demonstracao. [10], Teorema 3.1, pag. 190. ]

Definigcao 6.1.4. Seja G um grupo de tipo homoldgico finito e livre de tor¢ao. A caracte-
ristica de Euler de G, denotada por x(G), é dada por
X(G) = 32(=1)'dimg(Q @z Hi(G, Z)).

2

Definicao 6.1.5. Uma torre w-residulamente livre ¢ o grupo fundamental de um com-
plexo X, para algum n > 0, construido da sequinte maneira:

o X, é uma unidao, por um ponto, de grafos, toros m-dimensionais (S*)™, e superficies
hiperbolicas fechadas com caracteristica de Euler menor que -1.

o X1 € construido acrescentando a Xy uma das sequintes estruturas:

i) Uma superficie hiperbdlica > compacta com fronteira colada através da fronteira,
X(2) < =2, com a condicdo de que exista uma retracio p : Xpy1 —> Xy tal que
p«(m1(X2)) nao é abeliano.

ii) Um toro de qualquer dimensao, T™ = (S1)™, colado através de uma curva coorde-
nada, isto é, St x {1} x ... x {1}, por exemplo. A imagem dessa curva coordenada
em Xy deve gerar um subgrupo abeliano mazimal de m (Xy).

O valor n € chamado de altura da torre w-residualmente livre.

Em [20], Secdo 6, pag. 74, subgrupos finitamente gerados de torres w-residualmente
livres sdo dados como exemplos de grupos limites. Ja no artigo [21], Sela descreve grupo
limite como um subgrupo finitamente gerado de uma torre w-residualmente livre (1.11, 1.12,
pég.201). Portanto, podemos tratar grupos limites como os subgrupos finitamente gerados
de torres w-residualmente livres. Essa descricao de grupos limites serd usada para provar a
Propriedade 2 de grupos limites mais adiante na Se¢ao 6.2.

Definigao 6.1.6. A altura de um grupo limite G, denotada por h(G), € a altura minima
de uma torre w-residualmente lwre que possui um subgrupo isomorfo a G.

Grupos limites de altura 0 sao o produto livre de ntimero finito de grupos livres
abelianos de posto finito e grupos de superficie com caracteristica de Euler menor ou igual a
-2

Observacao 6.1.1. e (O posto de um grupo abeliano é a cardinalidade do maior con-
junto de elementos linearmente independentes sobre 7. do grupo.

e Grupos de superficie sao os grupos fundamentais de superficies orientdveis e nao-
orientdveis. As superficies orientdveis possuem apresentacao

<I17 Zo, ... ﬂﬁzd\ [561, 96’2] [133, $4] e [ﬁzd—la Izd]>

e as nao orientdveis
2 2 2
(21,29,..., 24| Ti23...27).
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Os dois lemas a seguir de [7], pag. 3, descrevem grupos limites de altura maior que 0.

Lema 6.1.1. Seja G um grupo limite de altura h(G) > 1. Entdo, G € o grupo fundamental
de um grafo finito bipartido de grupos, ou seja, os vértices do grafo podem ser divididos em
dots conjuntos disjuntos tais que cada aresta conecta um vértice de um conjunto a um vértice
do outro. Os grupos de arestas sao ciclicos infinitos ou triviais e os grupos de vértices sao de
dois tipos, cada um correspondente a um conjunto da biparticao: (i) isomorfos a um subgrupo
de um grupo limite de altura h — 1 e (ii) livres ou livres abelianos, de posto finito.

Lema 6.1.2. Seja G um grupo limite que nao pode ser decomposto como produto livre de
dois subgrupos nao-triviais. Se G tem altura h(G) > 1, entdo G € o grupo fundamental de
um grafo finito de grupos com o0s grupos de aresta ciclicos infinitos e com um grupo de vértice
que é grupo limite e ndo-abeliano de altura menor ou igual a h(G) — 1.

6.2 Propriedades de Grupos Limites

Teorema 6.2.1. Seja G o grupo fundamental de um grafo de grupos A cujo grafo T € finito,
cada grupo de vértice G, € finitamente apresentdvel e cada grupo de aresta G, € finitamente
gerado. Entao, G € finitamente apresentdvel.

Demonstracao. Ja vimos que

(FE@)*( _* Go))/M
G=mn(A)= ,

em que N é& o fecho normal em F(E(T)) * ( ;(F)Gv) do conjunto {e| e € T}, onde T
ve
¢ uma arvore maximal de I', e M ¢é o fecho normal em F(E(I')) * ( ;(F)Gv) do con-
veE

junto {e~'o.(a)er.(a)"! e € E(T'), a € G.} U{ee| e € E(T)}, em que 0, : Go — Gy €
Te + G¢ — Gr(¢) sd0 os monomorfismos do grafo de grupos. Portanto, sendo (X,| R,) a
apresentacao de GG, para cada v € V(I') e X, o conjunto finito gerador de G, para cada
e € E(I'), temos que G tem apresentacao

< u Jxl Jru U {lol@er(a'tu | {ee}UU{e}>

veV(T) veV(T) ecE(l),acXe ecE(T) eeT
em que todos os conjuntos sao finitos, ja que V(I'), E(T"), X,, R,, X. e T sao finitos. ]
Propriedade 6.2.1. Todo grupo limite é finitamente apresentdvel.

Demonstragao. Seja G um grupo limite. Se h(G) = 0, ja vimos que G é o produto livre
de um numero finito de grupos com apresentagio finita. Se h(G) > 1, por indugdo sobre a
altura, pelo Lema 6.1.1, G é decomposto como o grupo fundamental de um grafo de grupos
com grafo finito, cujos grupos de arestas sao ciclicos, ou seja, tém conjunto gerador finito,
e os grupos de vértices tém apresentacao finita, ja que ou tém posto finito ou sao grupos
limites G’ com h(G") < h(G) que, por indugdo, sdo finitamente apresentaveis. Portanto, pelo
Teorema 6.2.1, GG é finitamente apresentavel. O
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Propriedade 6.2.2. Todo subgrupo finitamente gerado de um grupo limite € grupo limite.

Demonstra¢ao. Um subgrupo finitamente gerado de um grupo limite é um subgrupo finita-
mente gerado de uma torre w-residualmente livre e, portanto, um grupo limite. O

Propriedade 6.2.3. Seja G um grupo limite e S um subgrupo de G. Se dimgH,(S,Q) < oo,
entdo S € finitamente gerado e, consequentemente, um grupo limite.

Demonstracao. Ver |7], Teorema 2, pag. 6. ]

Observacao 6.2.1. Se S ¢ finitamente gerado, entao

S
Hy(S,Q) gm@z(@g (Z™ D A)@2Q

=(Z"®zQ) & (A®zQ)
0
= 69;’TLI(Z ®Z Q) = va

em que A € um grupo abeliano finito.

Propriedade 6.2.4. Todo grupo limite G € de tipo F Py, e cd(G) < oco. Em particular, G €
lyvre de torcao.

Demonstracao. Se G é um grupo limite de altura 0, entdo G é o produto livre finito de
grupos de superficie e grupos livres abelianos de posto finito. Como grupos de superficie sao
grupos com uma relacao, pelo teorema 5.2.3 sua dimensao cohomoldgica é menor ou igual
a 2. Ja vimos na observacao 5.2.1 que grupos livres abelianos de posto finito tém dimensao
cohomologica finita. Pelo item (iii) da proposi¢ao 5.2.2, ¢d(G) < oo.

Se a altura de G é maior que 0, entao G é o grupo fundamental de um grafo de grupos em
que o grafo é finito e os grupos de vértices sao livres ou livres abelianos, de posto finito,
ou grupos limites de altura menor que GG cuja dimensao cohomolodgica é finita por inducao,
enquanto os grupos de arestas sao ciclicos infinitos ou trivias. Grupos livres nao-triviais tém
dimensao cohomolégica igual a 1, enquanto grupos nao-triviais livres abelianos tém dimensao
cohomoloégica igual a 2. Grupos trivias tém dimensao cohomolégica 0.

Se considerarmos a sequéncia exata da proposicao 5.2.1 e pelo teorema 5.2.4, vemos que 0s

grupos H finitamente gerados com uma relacao sao F' P, ja que existe uma resolucao livre
de H-moédulos

...—>0—>0—>ZH—>@ZH—>ZH—>Z—>O,
zeX

em que X é um conjunto tal que H = F(X)/R.
Se H é grupo livre finitamente gerado, entao existe uma resolucao livre de H-modulos

...—>0—>0—>@ZH—>ZHHZHO.
zeX

Portanto, H também é F'P,..
Assim, por inducao na altura de G e pelo teorema 5.2.5 anterior, temos o resultado que
queriamos demonstrar. O
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6.3 Resultados envolvendo Grupos Limites

O resultados principais desta se¢do baseiam-se nos artigos [9] e [17].
Antes, facamos algumas consideragoes:

1) Seja S um subgrupo finitamente gerado de G; X ... X G,,, cada G; um grupo limite.
Considere p; : S — G; a projecao de candnica. Entao, S é subgrupo de pi(S) X ... X p,(S).
Cada p;(S) ¢ finitamente gerado. Logo, pela propriedade 6.2.2, cada p;(S) é um grupo limite.

2) Se SNG; = 1, entdao 0 homomorfismo ¢; : S C Gy X... X G, — Gy X ...G_1 X Gi11 ¥
...G, dado por ;(s1,...,8,) = (S1,---,8i-1,Si11,---,Sn) € injetivo. Logo, S = ¢;(.5), que
é subgrupo de G1 X .. -Gi—l X Gi+1 X .. Gn

Dizemos que S é um produto subdireto de G; x ... x G, se p;(S) =G;, Vi=1,...,n.

3) Seja L; = SNG; # 1. Entao L;<G;. Antes de demonstrarmos isso, precisamos observar
que, na verdade, L; = SN {1} x ... x {1} x G; x {1} x ... x {1}. Portanto, vamos mostrar
que L; < {1} x ... x {1} x G; x {1} x ... x {1}. De fato, seja (1,...,1,1;,1,...,1) € L.
Como p;(S) = G;, temos que um elemento de {1} x ... x {1} x G; x {1} x ... x {1}
é da forma (1,...,1,s;,1,...,1), em que s; = p;(s1,...,S,...,5,). Portanto, vemos que
(oo s 1y (L, L0 1 D (e s, 1, D)7 = (1, Lsilgsy 1, 1) €
Li-

Lema 6.3.1. (/8/, Teorema 3.1) Seja G um grupo limite e L um subgrupo normal nao-trivial
de G. Entao, existe um subgrupo U de G de indice finito tal que U é uma extensao HNN
de grupo base finitamente gerado e com subgrupos associados ciclicos e letra estdavel t € L.

4) No caso do lema acima, vemos que U é finitamente gerado. Portanto, U é grupo li-
mite. Dessa forma, podemos considerar extensoes HNN U; para cada G; definidas pelo lema
acima. Temos que U; x ... x U, é subgrupo de indice finito de G; x ... x GG,,. Ainda,
IS: SN Uy x...xUpy)| <|Gy X ... x Gy :Up X ... x Uyl

As consideracdes 1, 2 e 4 sao casos de redu¢do que serao aplicados nas demonstracoes de
alguns dos resultados do capitulo.

Primeiramente, vamos considerar algumas denotagoes. Vamos denotar K; = kerp; e
N;; = p;(K;). Vemos que, se cada p; ¢ sobrejetora, entdo N, ; < G;: de fato, seja g € G,
e h € N;;. Entdao, g = pj(m), m € S e h = p;(k), k € K;. Temos que p;(mkm™") =
pi(m)pi(m)~t =1 = mkm™" € K;. Logo, pj(m)p;(k)p;j(m)~" = p;(mkm~") € N; ;.

Lema 6.3.2.

[NL]‘,NQJ, .. 7Nj—1,j7Nj+1,j7 ceey ij] = [[ .. HNl,j7 NQJ‘] s Ng’j] goon ,] ,Nn’j} - Lj.

Demonstragao. Fixemos um j e, para i # j, seja 0;; € N, ;. Entao, existe o; € S tal que
pi(0;) =1 e p;j(0;) = 0;;. Denotemos ¢ = [01,...,0j_1,0j+1,...,0,] € S. Se x,y € S, entdo

99



6.3. Resultados envolvendo Grupos Limites

pi([z,y]) = [pi(z), pi(y)]. Portanto, é facil ver que p;(c) = [O1j,.-.,05-14,0j414s---,0nj] €
G,;. Basta mostrar que p;(c) € L;. Se i # j, entao p;(c) = 1, pois p;(0;) = 1. Como a
projecao de ¢ em qualquer coordenada diferente de j é 1, temos entao que 0 € SNG,; = Lj;.
Logo, pj(o) =0 € Lj;. O

Para o proximo lema, assumiremos o seguinte teorema (sua demonstragao encontra-se em
[9], Teorema 4.1, pag. 11):

Teorema 6.3.1. Sejam G um grupo limite nao-abeliano, L um subgrupo nao-trivial normal
em G e A um subgrupo finitamente gerado de G tal que L é subgrupo de A. Entao, |G : A| <
00.

Lema 6.3.3. Sejam G4, ..., G, grupos limites nao-abelianos. Suponha S um subgrupo finita-
mente gerado de G1 X ... x Gy, tal que Hy(S,Q) tem dimensao finita e S satisfaz as sequintes
condicoes:

on>2;

e cada projecio p; - S — G; € sobrejetiva;
e cada intersecio L; = S NG; € nao-trivial;
e cada G; ¢ um grupo limite nao-abeliano;

e cada G; € uma extensaio HNN com grupo base By finitamente gerado e subgrupos
associados ciclicos C; e C; e letra estdvel t; € L;.

Seja A; ;= pij(p;*(Cy)). Entdo, para todo i, j, temos que
i) A;;/N;; é ciclico.

Demonstragdo. i) Denotemos C; = p;*(C;). Considere a restrigao pilg C; — C;. Vemos

que 6@/[(@ ~ 0= CZ/KZ é ciclico. Tome agora o homomorfismo sobrejetor de (Z/KZ em
A; ;j/N; ; dado por cK; — p;(c)N; ;. Portanto, A; ;/N;; é ciclico.

i) Sem perda de generalidade, podemos tomar ¢ = 1. Por hipotese, G; é uma extensao
HNN e p, é sobrejetiva. Entdo, S é uma extensio HNN com grupo base p;*(B;) = B e
subgrupos associados 6\1 =p; ' (C)) epl_l((jl) e letra estavel 1, € p;(t). Comot, € L, C Gy,
podemos tomar #; = (t1,1,...,1) € S C Gy x...xGy. Além disso, sendo C; subgrupo ciclico
de Gy, Cy ¢ livre de torgao e, portanto, ¢ isomorfo ao grupo trivial ou a Z. Assim, podemos
definir um homomorfismo o« : ¢y — C; tal que p; o a = ide,. Dai, considerando a inclusao
de K; em 6’\1, temos que 6’\1 = K; x a(C). Se ¢; é gerador de (', entdo a(c;) = ¢ e
a(C1) = (@), _ N
Como S ¢ uma extensao H N N com grupo base B; e subgrupos associados C e pfl(é’l), temos
que S ¢ o grupo fundamental de um grafo de grupos cujo grafo I" ¢ composto por um vértice
e uma aresta e tais que o grupo de vértice é o grupo base de S e C'y é o grupo de aresta. Pela
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teoria de Bass-Serre, S age sobre uma arvore I tal que S/T' = T. Assim, E(I') é o conjunto
das S-orbitas S[1,e] e S[1,€], da Segunda Construcao que vimos anteriormente no Capitulo
3. O grupo de estabilizadores S, = {s € S| s[l,e] = [1,¢]} = .. Logo, ZS[1,e] = Z[S/a}
Analogamente, ZV (') = Z[S/B\l] Temos, entdo, uma sequéncia exata curta de S-modulos

0 — Z[S/Ch] -5 Z[S/B)] — Z — 0

em que Q(Sa) = sﬂé\l — 53\1. Sendo * ®7 Q um funtor exato, obtemos uma sequéncia exata
curta de S-moédulos ., -
0 — Q[S/Ci] — Q[S/B] — Q — 0

que, aplicando T'or%5(Z, ), nos da uma sequéncia exata longa em homologia
C..— Hi1(S,Q) — Hi(S,Q[S/Cy]) — Hi(S,Q[S/By]) —>

— Hi(S,Q) — H;_1(S,Q[S/C1]) —> ...

Sendo Q[S/B1] = QS ®yp Q, vemos que, pelo lema 3.8.1 de Shapiro, H;(S,Q[S/By]) =

H;(B1,Q). Analogamente, HZ-(S,Q[S/a]) = Hi(a,@). Isso nos d& uma sequéncia longa
exata

o= Hit(5,Q) — Hi(Cr,Q) -5 Hy(Br, Q) — Hi(S,Q) — Hi1(C1,Q) = ..., (6.1)

em que ¢ = 9, — 114, Sendo i1, induzido da inclusao 6’\1 — B\l e 19, induzido da conjugacao
c— ﬂ_lcﬂ, c € Cy (ver [10], pag. 180). Sendo S finitamente gerado, temos que H(S,Q) =
S/[S,S] ®7 Q tem dimensao finita.

Temos: I /[y, K1) @2 Q — C1/[C1,C1] @2 Q —* By /[B1, B)] @, Q, em que pi & indu-

N H1(C1,Q) H\(B1,Q)
zido pela inclusdo de K; em C;. Mas sendo K; C {1} x ... x G, e = (t1,1,...,1), vemos
que [a, Ki|=1= f age trivialmente sobre K; por conjugagao = t age trivialmente sobre
H,(K;,Q) por conjugacio. Logo, ¢(Imu) = 0. Portanto, ¢ induz o homomorfismo

¢ : H\(C,Q)/Imu — Hy(Bi,Q).

Mas Hy(Cy,Q)/Imu = Hy((@1), Q) = (G) @2, Q. Como (&) é 1 ou Z, vemos que a dimensdio
de Hi({(¢1),Q) sobre Q é no maximo 1. O diagrama abaixo é comutativo:

H,(C1,Q) —%—~ H,(B;,Q)

proj. can.j /
¢

Hy(Cy,Q)/Imy

Portanto, Im¢ = Im¢p = dimgIm¢ < 1. Da sequéncia longa exata 6.1 temos a sequéncia
exata -
R HQ(S, Q) — Hl(Cl,Q) — Im(b — 0.
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Como H3(S,Q) e Im¢ tém dimensao finita sobre Q, entao dimQHl(a, Q) < .
Do homomorfismo sobrejetivo 6'\1 — pj(a) = A;; temos a sobrejecao Hl(a,@) —
H,(A1,Q). Logo, dimgH;(A1;,Q) < oco. Pela propriedade 6.2.3, A;; é finitamente gerado.
Finalmente, temos que

pl(SﬂGj):1€G1, j#liSﬂG‘] Qpl_l(C'l):>

= Lj = SNG; =p;(SNG;) Cpi(p;H(Ch)) = Ayj.

Assim, pelo Teorema 6.3.1, 1 # L; C A;; C G, A;; finitamente gerado = |G, : Ayj| <
00. ]

Antes de enunciar a proxima proposi¢cao, vamos enunciar o seguinte lema:

Lema 6.3.4. Seja A um grupo abeliano e D um grupo finitamente gerado tal que A € subgrupo
normal de D e D/A € finitamente apresentdvel. Entao, A € finitamente gerado como Z|D /A]-
modulo.

Demonstragao. Seja (X|R) a apresentagao de D, X finito. Seja Y um conjunto de geradores
de A como D-moédulo. Entdo, A = (Y)”. Portanto, D/A tem apresentacio (X|RUY). Por
[12|, Proposigao 17, pag. 23, temos que existe um subconjunto finito S de RUY tal que D/A
tem apresentacio finita (X|S). Portanto, A = ((SNY))” < A ¢ gerado como D-submédulo
por SNY. Mas a agdo de D sobre A induz agdo de D/A sobre A. Portanto, SNY é um
conjunto finito que gera A como Z[D/A]-modulo. O

Proposicao 6.3.1. Seja G o grupo fundamental de um grafo de grupos composto por um
vértice e uma aresta cujo grupo de vértice é o grupo finitamente gerado B e cujo grupo
de aresta € o grupo ciclico infinito C'. Entao, G é uma extensao HNN com grupo base B e
subgrupos associados isomorfos a C' e letra estdvel t. Suponha que G tenha subgrupos normais
L e N tais quet € L, CNN = {1} e G/N ¢ ciclico infinito. Suponha, também, que Hy(N,Q)
tem dimensao infinita. Seja A C G o unico subgrupo de G de indice 2 que contém B. FEntao,
existe um elemento x € LOANN tal que RT C Hi(NNA;Q) é um R-mddulo livre de posto
1, em que R=Q[A/(NNA)] eT € a classe de homologia determinada por x.

Demonstracao. Sabemos que G age sobre a arvore de Bass-Serre T associada a G como
extensao HNN. Definimos No = NN A (veja que Ny <G). Como N, é subgrupo de G, entao
N, deve agir sobre T por restri¢ao da acao de GG. Mas, pela teoria de Bass-Serre, Ny é o grupo
fundamental de um grafo de grupos com grafo X = T'/Ny. Agora, queremos mostrar que X é
um grafo finito. Por hipotese, |G : A| = 2. Logo, |N : Ny| ¢ 1 ou 2. Por hipdtese, G/N = Z.
Como qualquer subgrupo nao-trivial de Z tem indice finito, temos que |G : NC| < co. Assim,

|G : NoC| = |G : NC|INC : NyC| < 0.
Pelo teorema 2.6.1, temos que
V(X)| = [{N2gB| g € G} | e |[E(X)] = [{NogCl g € G} .
Temos entao que |E(X)| < co. Como C' C B, entdo NogC' C NygB. Logo,

V(X)| < |B(X)] = [V(X)| < .
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Portanto, X é grafo finito. Pelo teorema 2.6.1, N, é grupo fundamental de um grafo de grupos
cujo grafo ¢ X e os grupos de vértice sao NoNgBg™!, com g € {NohB| h € G} e os grupos de
arestas sao NoNgCg~ !, com g € {NohC| h € G}. Mas NoNgCg~t = g(N,NC)g~! = 1. Ou
seja, os grupos de arestas sao triviais. J& vimos anteriormente no exemplo 2.4.1 que, nesse
caso, No = ( x (N3),) *xm(X). Entdo, pelo lema 3.7.3,
veV(X)
V(X
Hy(N;,Q) = @ (Hi(g:Bg; ' 1 N2, Q) & Hy(m1(X), Q)
i=1

~ P (Hi(BN N, Q) @ Hi(m(X),Q)

V(X))
- BﬂNQ 7T1(X)
- lVG(% ([BﬂNz,BﬂNg]> ©2 Q) @ {[m(X)ﬂﬁ(Xﬂ 8

Queremos mostrar que dimgH;(N2,Q) = oo. Por hipotese, dimQﬂl(N Q) = 0. A
inclusao Ny — N induz um homomorfismo de grupos % ®zQ — ®7z Q. Como N,

[NN
¢ um subgrupo de indice 1 ou 2 em N, entao
N N
di < -dimg——->— :
zm@[N ] ®zQ <L ZmQ[NQ,Ng] ®z Q
Isso implica que
Ny
di dimgH, (N :
ZmQ[N27N2] ®z Q = dimgH,(N2,Q) = 00
Mas entao dimgH;(B N Ny, Q) = oo, ja que dzmQ% ®z Q < oo, pois m(X) é livre
de posto finito.
Agora, temos que B]\]]\f o~ BfNQ = BEN o % < % Como CNN = {1} e C C B,

temos que B ¢ N = &% BN = 7. Portanto, BfNQ possui um subgrupo ) = Z de indice finito.
Portanto, @) é gerado por um elemento que vamos chamar de 7. Sabemos que, como No<BNs,
entao BN, age sobre N, por conjugacdo. Isso implica que obtemos uma acdo induzida de Z ]\272
em Hy(Ns,Q), ja que Ny age trivialmente em Hy(Ns, Q). Portanto, @ age sobre Hy(N2, Q).
Da mesma forma, como B age sobre BN Ny por conjugagao, obtemos uma acao induzida de
BEN em Hy(B N Ny, Q). Portanto, @) age sobre Hi(B N Ny, Q). Logo, Hi(B N Ny, Q) é um
QQ- ‘submodulo de H{ (N5, Q).

BNN, B ___BnNy
Do fato que mar BNNG] BAN., BANS]? [BNN2,BNN2]

gerado como um Z[BON |-médulo. Portanto, Hy(B N N3, Q) é finitamente gerado como um

@[ﬁ]—modulo. Ainda, como |%;v2 : Q| < oo, temos que Hi(B N Ny, Q) ¢é finitamente
gerado como um Q@Q-modulo.

Observamos que QQ = Q[r,77!]. Sabemos que Q[r] ¢ um dominio euclidiano, por-
tanto um dominio de ideias principais. Tome Z = {7'| i > 0}. Vemos que Z'Q[r| =
{g| deQlr], z € Z} = QQ. Portanto, Q@ é também um dominio de ideias principais.
Como H;(B N Ny, Q) é finitamente gerado como QQ-mddulo, temos que Hi(B N Ny, Q) é

pelo lema 6.3.4 temos que ¢ finitamente
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isomorfo & uma soma direta finita de Q¢ e mddulos ciclicos da forma %, (f) um ideal

principal. A dimensao de Q@ sobre Q é infinita, enquanto a dimensao de um modulo ciclico

da forma % sobre Q é finita. Como dimgH,(B N N2, Q) = 0o, entdao QQ — Hi (BN Ny, Q).
Seja z € BN Ny e Z a imagem de z em H{(B N Ny, Q) tal que QQz = Q. Temos que

QQz C Hi(BN N2, Q).
Considere, agora, )y = NAM. Observamos que Qg = Z. Novamente, Q@) é dominio

de ideais principais tal que QQoz = QQy C H;(N2, Q). Se a letra estavel t € A, entdo
G = (t,B) C A, absurdo. Logo, t ¢ A. Tome 2; = z e 2o = tzt~'. Defina

r=[z,t] =2tz 't = 2125t

Vemos que 21 € Ny C N e 2o = tzit7t € tNt—' = N. Logo, z € N. Da mesma forma,
21 €BCAezctAt ! = A. Logo, z € A. Por fim,

v=(2ztz 1€zl '"LCL-LCL.

Entao, z € LN NNA C Ny. SejaT = Z1 — Z3 a imagem de x em H;(Ny, Q). Vemos que z7 e
Z estao em somandos diferentes, pois se estivessem no mesmo, entao t € NoB C A, absurdo.

Entao, QQozr = QQoT = QQo. O

Proposicao 6.3.2. Sejam G1,...,G, grupos limites nao abelianos. Se S € um subgrupo
finitamente gerado de Gy X ... x G, com Hy(S1,Q) de dimensao finita para cada subgrupo Sy
de indice finito de S e se S satisfaz as condigoes nos itens do Lema 6.3.3, entao N;; C G;
tem indice finito pra todo i, j.

Demonstra¢ao. Vamos provar para o caso (i,j) = (2,1). Considere
(p1Xp2)25—>G1><G2

o homomorfismo (p; x p2)(s) = (p1(s),p2(s)). Denotamos T = (p; X p2)(S), a projecao

de S em G; x Gy. Definimos M; = TN (G x {1}) e My = TN ({1} x G3). Vemos que

TN (G x{1}) ={(pi(s),1)| s € kerpa} = p1(kerps) = Noy. Analogamente, My = Nj 5.
Considere agora o homomorfismo

T

Gy ———
¢1: Gy VL

dado por ¢1(p1(s)) = (p1(s), p2(s)) My x M. Temos que ¢, é sobrejetiva e kergy, = {p1(s)| s € kerps} =

M. Definindo analogamente
T

M1><M2

vemos que kergs = Ms. Assim, temos os isomorfismos

ngZGQ—)

G . T Gy

M_M1XM2:E‘

Suponhamos que esses grupos sejam infinitos. Queremos obter uma contradicao.

Pelo Lema 6.3.3, ]\04—11 ¢ virtualmente ciclico = m ¢ virtualmente ciclico. Portanto, existe
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um subgrupo Ty em T de indice finito contendo M; x M, tal que ﬁ ¢ ciclico infinito.
Dai, p1(Tp) é um subgrupo de p1(T) = G; de indice finito que contém M, ja que M; C Ty =
p1(My) = My C pi(Tp). Ainda, pl(—TlO é ciclico infinito. Temos a mesma conclusao analoga
para pz(1p).

Denotaremos P; = p;(Tp), i = 1,2. Como P; é subgrupo de G;, temos que P; é uma extensao
HNN com grupo base B; e subgrupos associados C/ e C/ e letra estavel t;, em que C! = C;NP,
e t; & uma certa poténcia de t;. Note que pelo lema 6.3.3 C/ N M; = {1}.

Se considerarmos da proposi¢ao 6.3.1 que G = P, N=M;, L=L;, t=t,, B=B], C =],
teremos um subgrupo A; em P; de indice 2 que contém B; e x; € L; N A; N M; tal que
RZ; ¢ um R-moédulo livre de posto 1 em Hy(M; N A;,Q), em que T; é a imagem de z; em
Hi{(L;nA;NM;,Q) e R=QJ

T

Seja 7 € Tp tal que 7(M; x My) gera 5 M . Denotemos 7; = pz( ). Sabemos que MiAﬁiAi o
AMMZ ¢ subgrupo de indice finito 1 ou 2 de = 7. Portanto, m = (1;). Assim, RT; é um

Q[r¥!]-modulo livre de posto 1 em Hl(M ﬂ Al, Q).
Defina agora M| = M; N A;. Pela formula de Kiinneth 3.7.2, temos que Hy(M] x M}, Q) ¢é
naturalmente isomorfo a

[Hy (M}, Q) ®q Hi(M;, Q)] & [Ha (M}, Q) ®q Ho(M;, Q)] & [Ho(M;, Q) ®g Ha(M;, Q)]

implicando que
Hl(M{7Q) ®Q Hl(MévQ) — HQ(M/ X Mév@)

& um monomorfismo de Q[ 7']-médulos. Assim, T7®T3 gera um Q

livre de Hy(M7,Q) ®¢ H1(M5,Q) C Ho(M] x Mé,@).

Seja, agora, 11 = (M] x MJ}) x () subgrupo de indice finito de Ty e S; = (p1 X p2)~*(T1) C S.
Temos uma sequéncia exata curta 1 — M| x Mj — Ty — (1) 1. Pelo Teorema da
Sequéncia Espectral LHS 4.2.2, temos que

[, 731 )-submodulo

B2, = Hy((7), Hy(M} x M}, Q) = Hyeo(Ts, Q).

Mas, Vi > 2,
H((T), Hy(M] x M3,Q)) =0= E; =0.

Portanto, os homomorfismos dﬁj : Ef] — Ef_k7j+,€_1 sao triviais, V2 > 2. Tome i = k e
j=3—k, k> 2. Entao, temos
dk kerds, EF,

A Bk =0= EFtl = e O
k,k+1 0,2 Imdfj 0 0,2

dk .
k iJ k

Portanto, EgS, = E02 = Hy((1), Hy(M] x M}, Q)). Logo, existe filtracdo de Ho(77,Q) com
quocientes {E j} ,- Assim,

Ho((7) , Hy(M] x M;,Q)) = Hy(M; x M3, Q) ®@qry Q — Hy(T1,Q).
Aplicando o funtor * ®q-y Q a formula de Kiinneth anterior, teremos que

Hy(M7,Q) ®g Hi(M;,Q) Qqiry Q — Ho(M; x My, Q) @qiry Q — Ho(T1,Q).
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Para m,n € Z, vemos que 7{"x;1; " € M| e thxomy, " € M. Pela proposi¢ao 6.3.1, as
imagens de {T{”xlem}mEZ e {Tﬁ"‘xﬂ?—”}nez geram (como Q-modulo), respectivamente, um
Q (71 )-submodulo livre de Hy (M7, Q) e um Q (73)-submodulo livre Hy (M}, Q).

Mas
Qlr1, 7o, 7 75 Y

(7'17'2 — 1)

1%

(Q (1) ®e Q (7)) ®q(ry Q = Q[r, ',
cuja dimensao em Q é infinita. Isto implica que

dzmQHg(M{ X Mé, Q) ®@(7—> @ = Q.

Agora, temos que L; X Ly C T} induz um homomorfismo Hy(Ly X Ly, Q) — Hy(T1,Q)
cuja imagem tem dimensao infinita. Mas dessa inclusao e do homomorfismo sobrejetivo
Sy = (p1 X p2) Y (Ty) — Ty, S1 com indice finito em S, podemos construir o diagrama
comutativo abaixo.

HQ(Sva) HQ(TMQ)

L

H2(L1 X LQaQ)

Mas a imagem de Hy(L; X Lo, Q) em Hy(7,Q) tem dimensdo infinita, e isso é uma
contradi¢ao, pois Hs(S1,Q) tem dimensao finita. O

Lema 6.3.5. Todo grupo limite G tem caracteristica de Euler x(G) < 0. Além disso, x(G) =
0 se, e somente se, G € abeliano.

Demonstracao. Primeiramente, vamos provar para G abeliano. Como G ¢é finitamente gerado
abeliano livre de tor¢ao, temos que G = Z". Assim, G = (g1,...,9n). Tome V =Ze; @& ... D
Ze,, e defina

AV = @ Z(eg, N ... Nex,), kje{l,...,n}, 1 <i<n.

k1<...<k;

Também defina
0;  ZG @4 NV — ZG @7 ATV

por

Oiler, Ao New) = (=1 g, — Dew, Ao A, A ek,

r=1
Temos entao o complexo de Koszul
0—ZG@n A"V 2 . B 726G @, A2V 252G @,V — ZG — 7 — 0.
Aplicando agora Q ®z¢ *, obtemos o complexo
n 0 0. 42 0 0 idg
0O—A"W — ... AW —>W —0Q—>Q —0,
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em que W = Q ®z V. Dai,

X(G) = (~1)'dimg(Q &z H(G, 7))

i

= (—1)'dimg(A'W)
=S (-1 (7;) —(1-1)"=0.

Considere, agora, G o grupo descrito pela lema 6.1.1. Queremos mostrar que x(G) < 0.
Entao, G é grupo fundamental de um grafo bipartido finito de grupos I' cujos grupos de
arestas G, sao ciclicos e os grupos de vértice G, sao livres ou livres abelianos de posto finito
e grupos limites com altura < h — 1. Por [10], Proposi¢ao 7.3(e), pag. 250 e considerando
uma versao analoga para extensao HNN, temos que

X(G) = Z X(Gv) - Z X(Ge) < Z X(Gv)

veV(T) ecE(T) veV(T)

Mas G, é livre ou livre abeliano de posto finito ou tem altura < h(G) — 1. Por indugdo sobre
a altura dos grupos,

XG@ < Y xG)< Y o<o.

veV(T) veV(T)

Seja G um grupo limite decomposto como um produto livre de subgrupos H; * Hy com
apresentacdo (X UY|RUS). Entdo, G finitamente gerado = H; e H, finitamente gerados
= H; e H, sdo grupos limites. Por inducdo sobre a altura dos grupos, x(H;) <0, i = 1,2.
Assim,

X(G)=x(H;))+ x(Hs) —1<0+0—1=—1.

Se G tem altura 0, entdao G é o produto livre de nimero finito de grupos livres abelianos
de posto finito e grupos de superficies com caracteristica de Euler menor que —1. Portanto,
x(G) <0.

Se GG nao possui decomposicao como produto livre, consideremos G nao abeliano descrito
pela lema 6.1.2. Entao, GG é o grupo fundamental de um grafo finito de grupos I' cujos grupos
de arestas G sao ciclicos infinitos e possui pelo menos um grupos de vértice G, que é limite
e nao abeliano e cuja altura é menor ou igual a h(G) — 1. Por indugdo na altura dos grupos,
X(Gy,) < 0. Se G, sao os grupos de vértice de I', entao

X(G) = Z X(GU> - Z X(Ge) = Z X(GU)

veV(T) ecE(T) veV(T)

= D x(G)+x(Gu)

veV(T), v#vo

< Z 0+X(Gvo)

veV (L), v#£vg
= x(Gy,) < 0.
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Provamos que se G é grupo limite nao-abeliano, x(G) < 0. Portanto, se G é um grupo
limite tal que x(G) = 0, entdo G é abeliano.
O

Antes de enunciarmos os proximos resultados, recordemos algumas definicoes:

e Uma série central descendente de um grupo G ¢é definida por 7, (G) = G e v(G) =
[7i-1(G), G]. Se G ¢é abeliano, 1,(G) = 1.
G é nilpotente se existe n tal que 7,(G) = 1. Se G é finitamente gerado, definimos o

comprimento de Hirsch de G como a soma >/~ din”u@(%”i1 ®z Q).

N

e Um anel R ¢ Noetheriano a esquerda (direita) se todo ideal & esquerda (direita)
em R é finitamente gerado.

e Um R-mo6dulo M é Noetheriano se todo R-submodulo de M é finitamente gerado.

e Um ideal I de um anel comutativo R é primo se, e somente se, [ # R e }72 é um
dominio. A dimensao de Krull de R é o supremo dos comprimentos das cadeias de
ideais primos de R. A dimensao de Krull de Z, por exemplo, é 1, ja que qualquer cadeia

de ideais primos é da forma 0 C pZ, p primo.

Lema 6.3.6. Sejam Q1, ..., Q, grupos nilpotentes finitamente gerados e V; um Q[Q;]-mddulo
finitamente gerado tal que V; contém um Q[Q;]-submddulo ciclico livre nao trivial Wi, i =
1,...,n. Suponha que@ ¢ um subgrupo de ) = Q1 X ... X Qp tal que V=V, ®q ... ®q V,
¢ finitamente gerado como um Q[Q]—médulo. Entio, Q tem indice finito em Q.

Demonstracao. Primeiramente, vemos que

Q[Q] = Q[Ql X.o..X Qn] = Q[Ql] ®q --- X Q[Qn]

Vamos definir
W:W1®Q...®an.

Vemos que W é um Q[Q]-submodulo de V. Por consequéncia, W é também um Q[Q]

submodulo de V. Como Q[Q)] ¢ noetheriano a direita e V' é finitamente gerado como Q[Q)]

modulo, temos que W = Q[Q)] é finitamente gerado sobre Q[Q], o que implica que

dimellQ[Q] S dlmKrull@[Q]

Pelo artigo [22], temos que dimg,.uQ[Q] é o comprimento de Hirsch de Q. Entdo, Q e Q

tém o mesmo comprimento. Logo, |@Q : Q| < oc. ]

Proposicao 6.3.3. Seja G um grupo com x(G) < 0 tal que o Q[G]-mddulo trivial Q tem uma
resolucao livre de modulos finitamente gerados e comprimento finito. Entdo, para qualquer
subgrupo normal M de G tal que QQ = % é nilpotente livre de torcao e M € livre, o Q[Q)]-

modulo 'V = % ®z Q tem um Q[Q]-submddulo livre nao trivial. Temos que QQ age em

% VIG CONJUGacao.
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Demonstracao. Seja
P:0— QG*™* — ... = QG| — Q —0

a resolucao livre de modulos finitamente gerados de Q como Q[G]-modulo trivial. Aplicando
* Qg Q, temos a sequéncia

R:,P®Q[M]QO—>Q[G]O%®Q[M}Q—>—)Q[ ] ®Q[MQ—>@®Q Q—)O
Mas
QIG]* @qm Q = (Q[G] ®gpn Q)™ = Q[Q]™, i =0,... k.

Portanto,
R:0— QQ]"* — ... — Q[Q]" — Q — 0.

Assim,

Hi(R) = Tor!™(Q,Q) = Hi(M, Q).
Como M é livre, temos que H;(M,Q) = 0, Vi > 2. Ainda, H;(R) = % ®z Q. Como
() &€ um grupo nilpotente livre de tor¢ao, temos que Q[Q)] é um anel noetheriano a direita
e a esquerda sem divisores de zero. Entao, Q[Q] é um anel de Ore e, pelo teorema de Ore,
Q[Q] — K, em que K é um anel classico de quocientes. Assim, K é plano como Q[Q]-m6dulo,
o que implica que * Qgg) K ¢ um funtor exato. Logo,

R &g K:0 — K% — ... — K% — 0 —0

~ B 0 sei#1
H;(R ®qiq) K) = Hi(R) ®Q[Q]K_{ K sei=1. }

a > 0.
Entao,

M(G) = F(=1)a
= Z dmeH R ®Q[Q] K)

= Z )'dim (H;(R) ®qiq) K)
= —dmeK =—a<0.

Logo, V ®qjq K = KX,
Como x(G) # 0, temos que V' possui um submodulo isomorfo a Q[Q]. De fato, se Vv € V
existe A € Q[Q] — {0} tal que vA = 0, entdo

A=0=0R1g=0ARN ;=00 A "1 =0.
Mas V ®qiq) K ¢ K-modulo a direita com
(U ® k’l)kg =1 (k’lkl), Yv € ‘/, Vkl,kg e K.

Logo, como K-médulo, V' ®qq K tem geradores {v ® 1x}, ... Portanto, V ®qiq K = 0,
contradicdo, pois V ®qig K = KX #£ 0. Assim, existe vy € V tal que, VA € Q[Q] — {0},

voA # 0. Portanto, vyQ[Q] = Q[Q)].
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Corolario 6.3.1. Seja G um grupo limite nao abeliano. FEntdo, para qualquer subgrupo
normal M de G tal que Q = % é nilpotente livre de torgao e M € livre, o Q|Q]-mddulo
[MM ®z Q tem um Q[Q]-submddulo livre nao trivial.

Demonstragao. [17|, Corolario 8, pag. 6. ]
Para o préoximo teorema, usaremos o seguinte resultado:

Corolario 6.3.2. Todo grupo limite € livre por nilpotente livre de torcao.

Demonstracao. [17|, pag. 4, Corolario 3. ]

Teorema 6.3.2. Sejam G1,...,G, grupos limites nao abelianos e S um produto subdireto
finitamente gerado de G = G X ... X G,,. Suponha S NG; nao trivial para cadai=1,...,n
e S de tipo FP; sobre Q para algum s € {2,...,n}. FEntao, para cada proje¢ao candnica
Pirje - G — G, X ... x Gy, o grupo pj, . ;. (S) tem indice finito em G, x ... x G,.

Demonstragao. Pela Proposicdo 6.3.2 e pelo Lema 6.3.2, temos que, fixando j, (| N;; tem
indice finito em G; e Vn—l(nNi,j) C L;, para cada j = 1,...,n. Substituindo c;l]a G por
‘ﬂ‘Nm e S por SNG; x ..H.é]x G, temos que v,-1(G1) X ... X ¥,_1(Gy) é subgrupo de S.
gzlo Corolario 6.3.2, existe jo > n — 1 tal que M; = v,,(G;) é livre, Vi <n, e Q; = <6 um
grupo nilpotente finitamente gerado. Mas @); possui um subgrupo de indice finito hvre de

~ . G,
torcao. Mais um vez, podemos A

nilpotente livre de torcao. Considerando M = M; X ... x M,, pela Formula de Kiinneth e
pelo fato de que Hy(M;, Q) =0, Yk > 2 e Hyo(M;,Q) = Q, temos que

Hi(Mv@): @ Hl( JUQ) ®q - X Hl( jw@)

1<51<...<ji<n

Considere agora () = < um subgrupo ﬁmtamente gerado, nilpotente e livre de torcao de

Q1 X ...x@Q,. Cada ij age em Hy(M;,,Q) = M—M} ®z Q via conjugacao.

Seja

Jl, Ji PQ1 X .. XQH—>QJ'1X"'XQJ¢

o homomorfismo canonico. Temos que @) age em H;(M;,,Q) Qg ... ®q Hi1(M;,, Q) atraves
de hj, ;.. Pelo Corolario 6.3.1, temos que H;(M;,,Q) é um Q[Q;,]-mddulo que possui um
Q[Qj,]-submodulo livre nao trivial. Queremos mostrar que Hy(M;,, Q) ®q ... ®q H1(M;,, Q)
é finitamente gerado como Q[Q]-modulo para i < s. Para isso, vamos mostrar que H;(M, Q)
¢ finitamente gerado como Q[Q]-moédulo para i < s.
Como S é de tipo F P, sobre Q, tome

F:...—F,—F,_1—F,—Q—0

uma resolugao projetiva do Q[S]-modulo trivial Q com F; finitamente gerado para i < s.
Entao,
H{(M, Q) = Tor{"(2,Q) = Tor?"(Q,Q) = Hi(F @gp Q).
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Para i < s, vemos que F; ®gp Q ¢ um Q[Q]-moédulo finitamente gerado. Como Q)]
¢ noetheriano a direita, temos que cada subquociente de F; ®gpq Q como Q[Q]-médulo é
finitamente gerado para i < s. Logo, H;(M, Q) é finitamente gerado como Q[Q]-modulo para
i < s. Portanto, pelo Lema 6.3.6 e pelo Corolario 6.3.1 segue que hj, ;. (Q) tem indice finito
em (), X ...X Q.. ]

Corolario 6.3.3. Sejam G,...,G, grupos limites nao-abelianos e S um produto subdireto
de G =Gy x...x Gy, tal que SN G; € nao-trivial, 1 = 1,...,n. Se S é de tipo FP,, entao
S tem indice finito em G.

Demonstracao. Basta aplicar o Teorema 6.3.2 no caso s = n. Vemos que, nesse caso,
Pjrgs = tg- u
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