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INTRODUCAQ

No estudo que segue, estaremos interessados em
nacleos de um certo tipo especifico. Estes nlcleos sdo
ytilizados em diferentes ramos da matemdtiva e, no principio
de seu desenveolvimento tebrico, muitas wvezes foram estudados
com nomes e nomenclaturas distintas. Achamos entfe, necessédrio
iniciar nosso trabalhoe com wuma pequena introdugBio historics,
com & intenglo de apresentar os diferentes modos pelos quais
tais ndcleos foram utilizados inicialmente. Também faremos
alguns comentérios sobre os mais Importantes ramos de

aplicagfo destes ntcleos.

Para desmistificar o assunte definitivamente, vale
a pena adiantar que os nicleos que estaremos estudando
englobam todas as fungles de Green de equacdes diferenciais
ordinarias auto-adjuntas e tfambém as fungBes de Green
limitadas de equagles diferenciais parciais. Portanto j& s3o
conhecidos hd mudto tempo, embora somente a partir do inicio
deste século suas propriedades caracteristicas foram

ressaltiadas e aplicadas.

0 estudo destes nicleos se desenvoiveu praticamente
de maneira simultanea por véarios pesquisadores seguindo
basicamente duas linhas distintas de procedimentos, Para
aclararmos quais foram estas duas linhas de pesquisa, é
conveniente que fagamos algumas ponderagdes iniciais: Os
nicleos que estaremos estudando podem ser caracterizados como
fungdes de duas varidveis, Kix,y), devide a uma propriedade
descoberta por J. Mercer [52]. A este nlcleo K corresponde um
espago bem definide ¥, de fungBes f{x), em relagBo asqual K
possui  a "propriedade reprodutora®, que definiremos mais

adiante, {E.H. Moore {55]). Reciprocamente 4 um dado espaco de



fungles pode corresponder um nticleo K munido da “propriedade

reprodutora” (N. Aronszajn [4D.

Os pesquisadores que seguiam a primeira linha de
investigagdo consideravam um dado ntcleo K e o analisavam
independente de qualquer outro contexto, ou , eventualmente, o
aplicavam a varios dominios {como equagles Integrais, teoria
dos grupos, etc). O espago F correspondente ao nucleo K podia
ser uysado como um instrumento de pesquisa mas era introduzido
posteriormente. Este tipo de procedimento pode ser encontrade
em E.H., Moore {55] e mais recentemente em A. Weil [69], 1.
Gelfand e D. Raikoff {36] € R. Godement {37,38]. A segunda
linha de investigacic se intersssava principalmente pelo
espago de fungbes F e seu correspondente nGeleo K € utilizado
essencialmente como um poderoso insirumente de investigaco
das fungSes deste espago. Um dos malores problemas deste tipo
de procedimento € a construgdo explicita de um nicleo para um

dado espago F.

Mercer descobriu a seguinte propriedade:

11

(1} Z K(y},y})si&'} =z 0

i, j=1
valida para quaisquer pontos y. o i=l,...,n & quaisquer
constantes  complexas Ei . i=i,...,n. EFsta  propriedade

caracteriza o5 nGoleos de Mercer dentre todos os nicleos
continuos de egquagfes integrais. A este mesme rame de pesquisa
pertence o trabalho de E.H. Moore [54,55] que introduziu estes
nicieo nas décadas de 20 e 30 com o nome de “matrizes
hermitianas positivas” com interesse em sua aplicagiio a um
tipo de generalizac8c de eguacdes integrais. Moore considerava
niuclens  Kix,y) definidos em conjuntos absiratos ExE ¢
caracterizados pela propriedade (i). Foi Moore quem descobriu

¢ teorema que hoje serve como uma das principais ligacSes



entre os dols ramos: Ele demonstrou qgue a cada matriz
hermitiana positiva correspondia um espago de fungdes F munido
de um produto interne <, », formando um espago de Hilbert, no
gual © nUcleo possuia a seguinte propriedade, conhecida como

propriedade reprodutora:
{2} fiy) = <flx), K,y

Podemos dizer que o segundo ramo de investigacio se
inicicu no infcio deste século com o trabalhe de 5. Zaremba
[75,76} sobre problema de fronteira para funcBes harmdnicas e
bi-harménicas. Ele foi ¢ primeirc a introduzir em um  caso
particular, o nicleo correspondente a uma determinada classe
de fungbes e a especificar sua propriedade reprodutora {2).
Contudo ele ndo desenvolveu uma teoria geral nem tdo pouco deu
nenhum nome ac ndcleo que estava introduzindo. Aparentemente
nada neste sentido foi feito até a década de 30 quando S,
Bergman [6] introduziu os nicleos correspondentes 20s espagos
de funcbes harmoénicas e .funqﬁes analiticas de uma ou mais
varidveis. FEle as chamou de "fungSes ntcleos”. Estas fungdes
foram introduzidas como nicleos de sistemas ortogonais destes
espacos para uma determinada métrica. A propriedade
reprodutora destas funcgBes foi notada por Bergman [&] (e
também N. Aronszajn (3]} mas ainda nfo era usada como sua

caracteristica fundamental como é atualmente.

Nos anos 30 e 40 o maior progresso se verificou no
que hoje chamamos de nicleos de Bergman, ou seja, nicleos de
espacos de Tungles analiticas de uma ou mais varidveis

complexas em dominios regulares D com métrica dada por:

J‘ ifizdz.

a

Muitos resultados importantes foram obtidos a

partir do estude destes nucleos dentre os guais podemos

i$51



salientar os resultados relacionados 2 aplicacGes conformes de
dominios simples ou multiplamente conexos {(Bergman [14,15],
Zarankiewicz {741 e outros), &s aplicagBes pseudo—conformes
{(Bergman [9,10,11,12}, Welke {71}, Aronszajn [3] e outros), ao
estudo de métricas Riemannianas invariantes (Bergman [14,17],

Fuchs [32,33]} e em outras Areas.

A iddia original de Zaremba de aplicar os nitcleoss a
soluglic de problemas de valores de fronteira fol desenvolvida
nestas duas décadas por apenas alguns trabalhos de Bergman,
(Bergman [6,7,8,13]). Esta idéia foi retomada posteriormente
por Bergman em uma série de trabalhos (Bergman [16] e
Bergman-Schiffer [18,19,20]) na segunda metade da década de
40. Neste estudo, comprovou-se que o nficles & um utensilio
poderoso para solucionar problemas de valores de fronteira
para equagbes diferenciais parciais do tipo eliptico. Para uma
equacdo diferencial parcial, demonstrou-se que o micleg, de um
espaco de solugdes para um determinade dominic, é a diferenca
das correspondentes fungbes de Neumann € de Green (Bergman e
Schiffer {18,20]). Zaremba ja havia deduzido esta relacfio para

o caso particular das equagbes bi-harménicas,

Ao mesmo tempo em que se dava esta reativagio da
aplicagio dos nucleos 23s  equagdes diferenciais  parciais,
ccorrey o desenvolvimento do estudo das relagles entre estes
nicleos e 0s micleos de Bergman de fungles analiticas (Bergman

{15], M Schifferi62,63}).

Também a aplicaglo de ndcleos as transformacBes
conformes de dominios multiplamente conexos conheceu grande
progresso visto que todas as aplicagbes conformes importantes
podem ser expressas de maneira simples através dos nilicleos de
Bergman (Bergman [14,15], P. Garabedian e M. Schiffer {35},
Garabedian {341 ¢ Z. Nehari [56,57]).

iv



Em 1950 Aronszajn divulgou a teoria geral dos
nicleos reprodutores que contém as fungles de Bergman como um
caso particular. Esta teoria possibilitou um estudo de forma
geral de cada case particular e ainda permitiv  grandes
simplificacfes em muitas das demonstragBes envolvidas. Nesta
. teoria a propriedade reprodutera de um nfcleo em relacglio ao
espago ao gual ele pertence é de importdnciaz fundamental. Na
verdade o niclee reprodutor & c:afacterizado por esta
propriedade. Aronszajn verificou que um nicleo reprodutor
sempre satisfaz a propriedade {1) e este pode ser rconsiderado
a segunda conex@o entre as duas linhas de pesquisa utilizadas

no desenvolvimento dos estudos dos niclens.

Os pesquisadores que estudavam estes nGeleos
parecem ndc ler se dado conta da relag8o existenie entre as
nogles matemdticas das duas linhas de pesquisa que
desenvolviam. Hoje em dia sabemos que a necfo de niclec como
sende uma matriz hermitiana positiva € equivalente ao conceito
de nficleo reprodutor e os métodos desenvolvidos em um ramo da

pesguisa se mostram de prande importincia no outro.

Mais recentemente a teoria dos nicleos
reprodutores, como ficou conhecida a teoria estruturada por
Aronszajn, se expandiu em diversas diregies distintas onde a
estrutura de espago de Hilbert j& exercia papel importante. Os
nlicieos reprodutores se mostraram ser, de fato, ferramentas
importantes no desenvolvimento de vérias &dreas dentre as quais
podemos citar a estatistica de um modo geral, principalmente
relacionada as  séries temporais {(Parzen 159,611}, aos
problemas de detecgo e estimaglo (Kailath [46], Tempel 'man
E65]}. e B80S processos estocasticos: integral maGltipla de
Weiner (Hida [42]), estudo de processos Gaussianos {
Kallianpur {471} e problemas de movimento Browniano {(Molchan

[53]). Também podemos destacar sus utilizacBo na teoria das



curvas splines {Weinert [70), De Boor [28]).

Yao, K {73}, apresenta uma aplicacBio da teoria dos
nicleos reprodutores aos modelos de sinris banda~limitados e
escothemos este estudo, em particular, pera apresentarmos como

exemplo de aplicagfo na dissertagdo gue faremos a seguir.

O trabalho que nos propusemos a desenvolver tem por
base a teoria geral dos nlcleos reprodutores desenvolvida por
Arconszajn [2] e assim sendo, segue predominantemente a
segunda linba de abordagem com relagdo ao estudo dos nucleos

reprodutores.

Nosso objetive € realizar um estudo aprofundado da
teoria desenvelvida por Aronszajn, analisar alguns exemplos
classicos de espagos munidos de ntcleos reprodutores e em
seguida fazer um estudo detathado do trabalho de K. Yao [73]
que apresenta um exemplo de aplicagdo da teoria do nicleos

reprodutores & teoria dos sinais.

No capitulo O fornecemos uma sequéncia de
defini¢bes e resultados hmportantes e considerados bésicos na
teoria dos espagos de Hilbert aos quais nos referiremos com
frequéncia no desenrolar de nosso irabalho., Quanto a estes
resuitados, em nenhum momentc noOs preocupamos com a inclusdo
de suas demonstragBes pois isto fugiria aos nossos objetivos,
alongaria © trabalho, além de que, a maijoria dos resultados
enunciados neste capitulo s8o, de fato, bastante conhecidos de
qualquer pessoa que tenha estudado a teoria dos espagos de

Hitbert.

No capitulc 1 se concentra o corpo de nessa
dissertagio. Neste capitulo estd praticamente todo o conteido
da teoria dos nicleos reprodutores desenvolvida por Aronszajn
em seu tirabalho, Algumas segles foram omitidas para ndo

tornarmos este trabalho longo demais, porém, consideramos que

wi



os principais resultados concernentes 3 teoria dos nicleos
reprodutares nfc foram esquecidos. Tivemos o cuidado de
verificar e incluir as demonstrag@ies de praticamente todos os
resultados que fazem parte deste capitulo. Nossa intengio foi
Justamente mergulhar a fundo nos conceitos intreduzides por
Aronszajn, analisar e desenvolver suas demonstracdes e assim
tomarmos plena consciéneia do conteddoe de sua  teoria, das
construgles e das manipulagBes algébricas possiveis de serem

feitas com espagos de fung@es munidos de nacleos reprodutores.

0 capitule 2 serve para ilustrar, com vdrios
exemplos, a relevincia da teoria dos ndclees reprodutores.
Iniciamos este capitulo com exemplos extremamente simples e
A0S poucos passamos a exemplos mais elaborados. N&o poderiamos
deixar de incluir exemplos de nGcleos de Bergman, bem como
casos de nidcleos reprodutores que sfo fungbes de Green para
determinadas eguagles diferenciais. Também, consideramos
importante incluir alguns casos simples de construgdo
explicita de alguns nacleos a partir de sistemas ortonormais
completos, e ainda salientarmos algumas  consideracgdes

relativas as aplicagfes conformes.

No capituls 3 nos  propusemos a  estudar
profundamente um exemplo concretc de aplicag8o da teoria
desenvolvida por Aronszajn, gque frata, enire outras coisas,
do estudo dos espagos de fungbes cujas transformadas de
Fourier se anulam fora de um intervalo finito da reta real
Estes espagos sio exemplos do que chamamos de espagos de

sinals banda-limitades com larga aplicaglo em estatistica.

Além dos espagos de sinais  banda-limitados de
transformada de Fourier podemos mencionar ainda os sinais
banda~limitades de transformadas de Hankel, seno e cosseno que
sdo exemplos especificos de espagos de Hilbert abstratos

munidos de nteleo reprodutor. As propriedades bésicas destes

wil



espagos s#o uiilizadas para um estude detalhado dos sinais
banda~limitados. Também discutimos a importéncia da teoria dos
nicleos reprodutores em resolugBo de problemas de méximos e
minimos. S&0 apresentados também alguns resultados noves e
oustros  j& conhecidos relacionados & enei‘gia minima e
interpolacéio nfo-uniforme, expansfo amostral e limitantes de
erros de truncamento obtidos a partir do ponto de vista
unificade da teoria dos espagos de Hilbert com nvcleos
reprodutores. Concluindo a este respeito, podemos dizer gue a
teoria dos nGcleos reprodutores simplifica manipulagBes em
alguns caso mas com certeza o fato mais importante ¢ que ela

oferece umavisio global e unificada em todos oz casos.
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CAPITULO O

RESULTADOS PRELIMINARES

Neste capliulo forneceremos as nogdes bisicas para
uma compreensdo dindmica do trabalho que segue. Basicamente
introduziremos aqui o conceito de espago de Hilbert, seus
resultados principais, alguns resultados sobre teoria dos
operadores, bem como destacaremos a notagdo que serd utilizada

durante fodo o trabalho.

~DEFINIGCAO: Chamaremos de espago de Hilbert a um espaco
vetorial H munide de um produte interno, < , >, que seja

completo na norma || 1| induzida por este produto interno.

OBSERVACOES: 1} Se H € um espaco de fungBes usaremos a notagio
<, >x para indicar que o produto interno € pensado
considerando-se os elementos de H como fungBes de x. Quando
ndo houver possibilidade de confusfo, simplesmente omitiremos

o sub-indice %.

2} Chamaremos de espago pré-Hilbertiano ou espago
pré-Hilbert ao espage que satisfaz todas as condigBes para ser

um espago de Hilbert com excecfio da completude.

As duas desigualdades que virfio a seguir sdo
utilizadas com frequéncia gquando trabalhamos com espages

vetoriais munidos de produto interno:
2-DESIGUALDADE DE CAUCHY-SCHWARZ: Se H €& um espago

pré-Hilbertiano, entdc para quaisquer elementos X, y € H vale

a seguinte desigualdade:

1Ly = fixtl iyl



onde flzi izm <z,2>2.

3-DESIGUALDADE DE BESSEL: Se H € um espago pré~Hilbertiano, e
{xn} uma sequéncia ortonormal em H, ent8o para qualquer

elemenioc y € H vale a seguinte desigualdade:
2 .
Yicgx >1%= Tyli®

Um putro resultado importamnte envolvendo

sequéncias ortonormais € o seguinte:

4-1DENTIDADE DE PARSEVAL: Se H € um espago de Hilbert, e {xn}
uma sequéncia ortenormal em H, entfo as trés afirmagBes abaixo

s&0 equivalentes:
i} A sequéncia {xn} ¢ um sistema ortonormal
completo
ii) Para todo x,¥ € H vale a seguinte identidade:
X,y = E <X, % x>
iii} Para todo x € H temos:

2
Hxt® =¥ x>
n

Dentre os varios tipos de convergéncias em espacos

de Hilbert podemos citar:

S5-CONVERGENCIA FORTE: Se H ¢ um espaco de Hilbert, entdo
dizemos que uma sequéncia {x } de elementos de H converge
]

fortemente para um elemento x € H quando ocorrer:

lim Ifxn—xii = 0,

6-CONVERGENCIA FRACA: Se H ¢ um espaco de Hilbert, entdo



dizemos que uma sequéncia {xn} de elementos de H converge
fracamente para um elemento X € H quando para todo y € H

obtivermos:
lim & _.y> = <X,y

A proposigdo abaixno € de grande importancia e sua

demonsirago pode ser encontrada em Kolmogorovi48).
7-PROPOSICAO: Toda sequéncia fracamente convergente € limitada

S-TEOREMA DE PITAGORAS: Se H é um espago pré-Hilbert, ento
para X,y € H ortogonais entre si, isto & <x,y> = 0, vale a

seguinte igualdade:
2 2 2z
Pix + w7 = 1Ix]1" + {iy)™

9-DEFINICAO: Uma aplicagiio linear T definida sobre um espacgo
vetorial V e assuminde valores em um espago vetorial W €
chamads de operador linear se W = V., Se W coincide com o
corpo de escalares de H, ent3o T recebe ¢ nome de funcional

linear.

10-DEFINICAO: Uma transformagfo linear T definida sobre um
espago vetorial V € dita ser limitada se existir uma constante

real M tal que para todo x € V vale a seguinte desigualdade:
fITxi] = Miix]].
Uma importante caracterizacio de continuidade para
funcionais lineares definidos sobre espagos vetoriais €& a

seguinte:

11I-PROPOSICAO: Um funcional linear definido sobre um espaco

vetorial V & continuo se e somente & limitado,



12-DEFINICAO: A norma de um operador linear limitado L. é
. denotado por | |L|! e definido por:

J{Lx [}
L = 9 7T

I3~DEFINICAD: Um operador linear limitado T definido sobre um
espa(;'o de Hilbert H ¢ chamado operador linear simétrico, ou

auto-ad junto, se para quaisquer x,¥y € H valer a igualdade:
Tx,v> = <x,Ty>.

14-DEFINICAO: Um operador linear T definido scbre um espago de
Hilbert H £ dito ser positivo se for siméirico e para todo x £
H satisfizer:

Tx,x> 2 0,

A inclusfo das duas definigdes acima se justifica
pelo teorema seguinte, que ndo € tdp basico gquanto os demais
resuitados deste capifule mas que tem grande importéncia no

desenvolvimento da teoria que pretendemos abordar.

1I5-TEOREMA: Se um operador 1. definido sobre um espago de
Hilbert H ¢ auto-adjunte e positivo, entBo existe am dnico
operador auto-adjunte T definido scbre H tal que T°=L. Se L &

invertivel entdo T também o é.
Cansiderando-se uma sequéncia de transformacles
lineares {T } todas definidas sobre um mesmo espago vetorial
n

V, podemos definir os seguintes tipes de convergéneias:

16-DEFINICAQ: Dizemos gue Tn converge em norma, ou unifor-



memente, para wmna transformacio linear T, também definida

sobre V, se:

lim HTn - Til= 0.
Tal convergéncia serd denotado por: unlimTr=T.
17-DEFINICAQ: Dizemos que Tn converge f ortemesntie para uma
transformac8o linear T, também deflinida sobre V, se para todo
x € V temos:

Im [T x - Txti= 0.

n

Tal convergéncia serd denotado por: strlian=T.
18-DEFINICAO: Dizemas que Tn converge fracamenie para uma
transformac3o linear T, também definida sobre V, se para todo
%Xy € V temos:

lim <Tnx,y> = {Tx,y>.
Tal convergéncia seri denotado por: wlian=T.
19-TEOREMA DA REPRESENTACAO DE RIESZ: Seja H um espago de
Hilbert e L um funcienal linear continue definido scbre H.
Entdo existe um ¥nico y € H satisfazendo:

Lx = {x,p

para tode X € H. Reciprocamente para todo elemento y € H a

aplicagdo Ty:H T dada por Ty{x]a-{x,y) define um funcional

linear continue sobre H.

20 TEQOREMA DE HAWN-BANACH: Seja X um espaco normado, M um



suybespage de X e ML um funcional iinear limitado. Ent3o
existe F pertencente aoc espago X.. dos funcionais lineares
definidos sobre X, tal que FIME felilFli=1{f1].

21 TEOREMA: Seja Ci_ a bola fechada lz—zoi = r e f(z)

analitica em C . Se f(z)=a +a (z-z }+a (z-z )+... entdo:
r o 1 o 2z o

ix
ﬂ 1917 d€ = w | la_1Fa/menr®™?
Cr nes O

A demonstragio do tecrema acima pode ser encontrada em

Davis {261

22 TEOREMA: Se T £ uma funglo definida sobre [§,+w) assumindo

valores reais ndo negativos, que ¢ continua e monbdtona ndo
i w0

crescente, se Lf' ¢ convergente £ se Zf (n) & convergente com
: n=1
soma 8 entdo, para todo n natural temos:

IS -
K

1Y e =1

]
ﬂm;sJHUdt
1 E1)

23 TEOREMA DE FUBINL: Sejam (X,4,u) e (Y,B,v} dois espagos
de medidas completas ¢ ¥ uma funcfo integrével em XxY. Entdo

vale a igualdade abaixo:

[ dev dp=J fd(uxv)=[ [fdp du
X ¥ XxY 4 X

24 PROPOSICAD: Seja {f n} uma sequéncia de Cauchy em LP(E} tal

que exista uma subsequéncia {f } que convirja para f em guase
n

B
toda parte. Entdc f € LP{(E) e lim !Ifn—f[ Ip = 0.



OBSERVAGAO: Se F & um espago de funcBes assumindo somente
valores reais entfo F determina naturalmente um espago de

fungBes, F‘c assumindo valores complexes da seguinte maneira:

F={f=f+f/F ,F ¥}
% z 1 2

<

e com norma definida por:
- N N z 2
HEHE = e+t 12 = 1 b+ 1) e 1

Temos também que Fc € um espago de Hilbert e ainda

satisfaz as seguintes propriedades:

(3) feF » feF
[ <

(4) Bl =11 f I

1,2 PROPOSICRO: Se F é um espago vetorial real € possui um
nicleo reprodutor K entio Fc também possui K como nicleo
reprodutor (assim, © nuclee reprodutor do espago Fc é uma

fungio que assume somente valores reais).

DEMONSTRACAO: Sejam F, Fc e K como enunciado acima. Desta
forma F ¢ Fc £ Como Ky[x] = K{x,y} € F também temos Ky(x} &
Fc. Para verificarmos (2) tomemos { ¢ F arbitrdaria. Logo f =

f1+ ifzcem f’l e fz e ¥, assim:
iy} = <f1(x),K(x,y)> + i(fz[x},K(x,yb ==
= <fz{x} + ifzfx},K{x,yD = Fix},K{x, v
logo K{x,y) & um niicleo reprodutor de Fc.

A proposicio acima ¢ de grande importancia pratica

visto que a partir de agora podemos sempre considerar, sem



perda de generalidade, nossos espagos F como sendo espagos de

Hilbert de fungdes complexas.

OBSERVACAO: No desenvolvimento deste trabalho s2 F e G sdo
dois espacos de fungbes definidas sobre o mesmo conjunto E
dizemos que G ¢é subclasse de F se G esta contida em F e que G

é subespago de F se G for subclasse de F e além disso tivermos

TRIRERTET

F

A  seguir vamos enunciar e demonstrar varias
propriedades Tbasicas dos nidcleos reprodutores que serdo

amplamente utilizadas durante todo o trabaltho.

1.3 PROPRIEDADE: Se F possui um niclec reprodutor entfic ele ¢

tnico,

DEMONSTRAGCAO: Suponhamos que F  possua dois nacleos

reprodutores K e K'. Temos que
0= |} K{xy} - Kx,y) P12= K-K )%, v)LKix,y)> -
- {K-K'Hx,y),K'{x, vy

Agora, (K-K'Hx,y} € F como funcio de x segue da propriedade

reprodutora que
KK Hx, yLKix,yD -~ (K-KHx, 7). K L,yP =
= (K-K'i(y,¥) - (K-K'Ny,y) = O
e da! obtemos gque E=K’.
1.4 PROPRIEDADE: Uma condigdo necessaria e suficiente para que

um espago de Hilbert H seja um KKHS € que para qualguer y € E

o funciona! linear Ty . dado por Ty(f)r-f[y}. seja continuo.



DEMONSTRAGAO: A condigiic € necessaria pois se F & um

RKHS com ntcleo reprodutor K, temos que:

If(y}l = |<FxLKEGy P = FIFH KB =
= {111 Ky,yN'?
pois:
{5} | $K (%, y)i 1% = Kix, ¥ Kix,yP = {K{y,y)).
Segue que

HIT (€)1 |f{y}
Y = = {(K(y,y})
[ 1f1} EEdN

172

e portanto Ty é continuo pois é linear e limitado.

Para verificarmos que a condicBico ¢é suficiente,
basta utilizarmos © feorema de Riesz e entfSc temos gue ao
funcional continuo Ty correspende uma fungio gy{xl pertencente

ac espace e satisfazendo
fly) = Ty{f) = (f(x),gy(x))

e assim basta tomar Koyl = gy{x) como sende o ndcles

reprodutor procurado.

1.5 DEFINICAO: Uma fungfo Kix,y)} definida sobre um conjunto
ExE é dita ser uma matriz positiva se dada uma n-Gpla
arbitraria £ = (gl,gz,‘..,gn) a férmula quadratica a ela

associada &€ nfo negativa, isto &

10



1
{6} ); K{yi.yjlgiﬁj = 0

para toda n-gpla {yl,yz,...,yn) com yi € E para I = L2,...,n

Esta definiclo ¢ devida & E. H. Moore [54]. Isto é
o mesmo que dizer gque dade gqualquer n-dpla [yl,yz....,yn} n#o
nula com y, € E para i=1,2,..,n 8 matriz AxA”=K(yl.yj} £
definida semi-positiva. Qu seja, para qualquer vetor complexo

n-dimensional 5={g},g2,..‘,§n) nio nulo temes t;:'tAg z 0.
1.6 PROPRIEDADE: K{x,y} € uma matriz positiva.

DEMONSTRACAO: A verificacdo da propriedade acima € devida ao

seguinte fato,

i i i%
2—- —
Hi;x{x,yi)gin = <jZl;((x.yj}&;J, 12.-:1;([){’?1)5‘ > =

= izj;x(x,yj )€ K%y IE D>,

Temos também que;

£E Kiyy) =

£155< K{x,yj],K{x,le = <K(x,y}}£j,K(x,yi}§i>

onde a primeira igualdade segue diretamente da propriedade

reprodutora de K. Assim oblemos:

Z§ £ K{y;,y}) = i[};ﬁ(x,y})&},lﬂx,yi)Z—;l> =

11



Tt
- 2
= lllzlx{x.yl)siii > 0.

OBSERVAGAO: Um caso particular e interessante para ser
considerade € o seguinte: n=l, Eimi e y =x=y, € assim a
desigualdade {6} torna-se simplesmente:
{7) Kix,x)=0.

Também fazendo-se f{x}=K(x,y)} e utilizando-se nova-
mente a propriedade reprodutora obtemes:
{8) Kix,y) = f{x) = <f{2),K{z,x) = <Klz,¥),Klz,xD
e de {8) segue claramente o seguinte resuitado:

(9} Kix,y) = K{y,x)

pois:

Kix.y) = <K(z,y),Kl{z,x> = K{z,x},Klz,y)> = Kiy, x}.
Temos também que:
(10) Kix, 332 = Kix, 0Ky, y).

De fato, fazendo usc de (9}, (8B}, da desigualdade de

Cauchy-Schwarz e (5} obtemos:
IK(x,7) 17 =1K{x,y)K(y,x)| =

=[|<K{z,yLK{z,x»>XK{z,x},Kiz,vi>|

i2



= Kz v HRE O K3 TRz

172 172 1/2

=(K{y, ¥ ARk, 0 2k, VK Gy, 90 e

=K{x,x}K{y,¥}.

1.7 PROFPRIEDADE: A cada matriz positiva Kix,y) definida sobre
ExE = @ corresponde um € somente um 'espat;o de fungbes,
definidas sobre E, possuindo uma Gnica norma determinada sobre
ele e formando um espage de Hilbert admitinde Kix,y) como

nicieo reprodutor.

A propriedade acima € basicamente uma reciproca da'
anterior e sua demonstracdo, que nfo serd nciuida aqui, €
creditada a E.H. Moorel54). © espago de fungles que
corresponde & matriz positiva Kix,y) € gerado por fungles do

tipo:

1]
E Ejk K{x,yk)
k=1

Com ﬁk e T e y, € E para todo k € N e com norma dada pela

forma guadréatica abaixo:

n n
2 = =
l i izlgll{{xayi}% | m} g:f{yiiyj}gigj— 0.

O espaco de funcdes com a norma definida como acima

deve ser completado de modo a formar um espago de Hilbert.

1.8 PROPRIEDADE: Em um RKHS a convergéncia forte de uma

13



acia de fungles deste reta necessariamente

rgéncia pontual desta \lém disso, em 1
1njunto - do  dominio E } for uniformems
ide temos que a forte implica

rgéncia uniforme da seg

INSTRACAO: Fazendo-se i gialdade de Cauchy-Schw

: que:

If‘{y}—f“(y] E‘-*Hf{x}«fn{ _ : f-fnl K (x,¥)] i=

segusm o5 resultados.
RVACAO: A convergéncia ' RKHS também implice
rgéncia pontual. Este 1 3 ._-_.direto da definigio
rgéncia fraca e da | reprodutora.
Até o presente _.';nﬁc: haviamos caloc:
ima restrico sobre o 14 E_'..'a nio ser a exigén
ser nio vazio. Conﬁ_ _. pessui uma  topolo
nos analisar a continuid #f0 da aplicagio ¢ de E -
ia por ¢lyl=Ki{x,y).
ROPOSICAO: Considere w éfinido sobre um conju
5 aplicagdo ¢ como deso a Se ¢ é continua enté:
rgénela fraca de uma é fungdes de F impl
snvergéncia uniforme em ﬁéc;njunto E1 de E que &

3016,

INSTRAGAO: Ja sabemes oposicdo (7) do capitule

toda sequéncia fracame ergente & limitada. ©
1 ifni {. Pela continuida e_gﬁe que para qualquer
e para qualquer &£ po

ue iiy-—yoiH 3 » }IK(

itrario, existe & posii.

(lx,y 311< e/aM. Consideren.



agora este 8. Como El & compacto posso cobri~lo por um nimero

finito de bolas com raio r=4. Isto &, existe {yi,yz,.,yn} tal

que Elt:[;,:!IB{yl,G}. Logo, para todo y em El existe um ntmero
natural j = n tal gue y pertence & bola de centro yj e raio 8
e pela continuidade de ¢ isto acarreta que HK(x.y}wK(x,yl)li
< e./4M Como pela observagio acima (f n} converge pontualmente
para f em }?:1 escolhemos N tal que n > N implica

If{yl}—fn{yjllﬁi e/4. Logo para y em EI temos:
Ef{y}mfn(yltﬁ if{yj}*-fn(yj)t + if(y)—f(yj)l +

+ ifn(yj}—f'n{y}iﬁ £/5 + 1(f(x}—fn{x},K{x,y)nK(x,y i

A

e/a + HIf-f 1K y)-Kixy }I f=

1A

/4 + {{if}] + []fn]!)e/:m = g/4 + £72 { €.
o que demonstra ¢ resultade desejado.

Chamamos a atencdo para ¢ fato de que a continuidade de
¢ & uma propriedade que é satisfeita pela maioria dos RKHS que
sdo normalmente  considerados, como por exempib, espacos de
fungdes analiticas, fungbes harmodnicas, solugdes de eguagdes

diferenciais parciais.

1.10 FROPOSICAO: Se F possui um nGcleo reprodutor Kix,y) e se
F & ele prépric um subespago de um espago de Hilbert L entfc a
projecio de todo elemento h de L scbre F € dado com a ajuda do
ntcles reprodutor K da seguinte maneira:

fly) = bhix}Kix,yPD.

DEMONSTRAGCAO: Isto & claro pois se h € L e G & o complemento

ortogonal de F em 1, entfe exisiem e sdo Unicos f em F e g em

15



G tal que h=f+g. Logo:
Bix)Kix, v = G(x), Ky + <glx),Kix, vy = Ty}

pois Kix,y) € F como fungdo de x e assim sendo, & ortogonal a
G,

i.11 PROPRIEDADE: Se F possui um ndcleo reprodutor entfio todo

subespaco linear fechado de F também possui.

DEMONSTRAGAO: Esta propriedade segue da propriedade 1.4 gque
nos diz que F € um RKHS se e somente se fly) ¢ um funcional
continuo de f percorrendo F. Desta forma, se fl{y} € um
funcional continue em F entdo com mais razfc este funcional
sera continue percorrendo um subespaco linear fTechado de F e

portanio este subespago de F também serd um RKHS.

1.12 PROPRIEDADE: Se F' e F' s8o subespagos fechados
complementares de ¥, onde F é wm espago com ndcieo reprodutor
K. Entfioc os mniclzos reprodutores K' e K" de ¥ e F

respectivamente satisfazem K’ +K =K.
DEMONSTRACAD: E claro que K=K'+K" pertence a ¥ como fungio de
% pois K' & K satisfazem esta mesma propriedade. Seja f ¢ F
arbitraria e f° e " as dnicas fungBes pertencentes 2 F7 e FV
respectivamente tals que f = £’3f", Temos que
fly)=F{y} + 0 + 0 + "(y)= L {xLK (x50 +
+ XK y P (kL K {x, y D+ (XL, K (%, ¥ P

= T K+ K= P, K (x, v)+R" (%, ¥)5.

Logo K'+K" satisfaz a propriedade reprodutora dos

nicleos reprodutores e pela unicidade, segue gue K=K’+K".

i&



1.13 PROPRIEDADE: Se F € um REHS e {gh} ¢ um sistema
ortonormal em F entfio para toda sequéncia (o:n} e £°(C) temos:

0 . o 5 12
E iani |gn(xH = (K{x,x)) [ a« | ] .
=i

J
n
n n==1

DEMONSTRAGAOQ: Seja v € E fixo. Ent3o os coeficientes de

Fourier de K(x,x) para o sistema ortogonal {gn} s8o dados por:

<K(x,}?),gn(x}> = <gn{x},K(x.y}> = gn(y}*

Pela desigualdade de Bessel temos gue:

S Z S — (3 = 2
Y lg % =¥ g 71% } Ikix,y),g (x]° =
n=1% =l =1

It
=| |K{x,y) i 1 = K{y,y}

e portanteo

o

Z lmrx;I“‘E"rn{X}i = [f

n=l
{K{'x,x))h_{z[

o que demonstra a propriedade.

17



§2-COMPLETAMENTO FUNCIONAL DE UM ESPACO PRE-HILBERTIANO

Em aplicagdes geralmente nos deparamos com espacos
de fungdes que satlsfazem todas as condi¢des para serem
espacos de Hilbert com excegdo da completude. Assim surgem
dois problemas: 17) Completar o espago de modo a obter um
espaco de Hilbert de funcdes e 2%) Garantir gue o espago
completado seja um RKHS. 0 esiudo e resolucio deste;ﬁ'. dois

problemas é o conleudo desta segdo.

Se temos um espago de fungbes F que w6 necessita da
completude para se tornar um espage de Hilbert, podertamos
resolver este problema simplesmente completando tal espago da
“maneira usual. Contudo, em geral, esta forma de completamento
destrél todas as propriedades de continuidade entre os valores
de uma determinada fungdoc e a convergéncia no espago. Isto é,
dado y, € E fixo, gostarianﬁes de ter f(yo} e g(ya) proximos se
f e g estdc préximas uma da outra. Este fato justifica a

seguinte definicdo:

2.1 DEFINICAO: COMPLETAMENTO FUNCIONAL : Dizemos que um espago
incompleto de fungles F admite um completamento  funcienal
quando as fungfes incinidas em F para torna-lo completo
dependem continvamente de f come um elemento do espéqm em cada
?onto Yy € E. Neste caso dizemos que F ¢ completado

funcionalmente.

OBSERVACAO: A definig3o acima, em outras palavras, exige que o

il

funcional Ty(f‘] f(y} seja continuo para toda fungdo f do

espagd completado ¢ todo v € E.

Segue assim, pela propriedade 1.4 que tode espago

de unqc‘ﬁes' completado funcionalmenie é um RKHS., Portanto os

18



deis  problemas mencionados na  introdugBo desta segio  sfo

transformados em um so.

2.2 TEOREMA: Seja F um espago de fungdes pré-Hilbertiano. F
admite um completamento funcional se e somente se as duas

condigBes seguintes forem verificadas:

(1) Para todo ¥y € E o funcional linear Ty(f) = fiy)

definido em F & limitado.

{2) Para toda sequéncia de Cauchy {f“n} ¢ F tal que
fn(y} converge para O para todo y € E, devemos

ter a sequéncia {ani |F } convergindo para 0.

Se 0 espaco F admite completamento funcional entdo

este completamento € dnico.

DEMONSTRACAD: Mosiremos primeiramente que o completamento

funcional implica nas condiges (1) e (2}

Se F admite um completamente funcional F’, entdo

como vimos pela observagdo acima segue que F° & um RKHS e

assim pela propriedade 1.4 o funcional Ty & continue e
.

portanto limitado em F § assim sendo 'I"y ¢ limitade também em

F para todo y € E.

Se agora considerarmos uma sequéncia de Cauchy {f n}
em F“P que converge para O pontualmente para todo y € E devemos
necessariamente ter N converginde fortemente para (. Poig, se
iste ndo fosse verdade, entfo como a sequéncia é de Cauchy no
espago completo F' terfamos f - convergindo fortemente para

*
alguma fungBo nBo mula f € F . Se f € nio nula entdo existe Y,

¢ E tal qgue f(yol = { . Mas, entfo pela propriedade 1.8

19



devemnos ter também que n{y) converge para f{y) para fodo y €
E. Em particular f'n(yo) converge para f (yo}# 0. Como, por
hipGtese, if n} ¢ uma sequéncia que converge pontualmente para
0 istc & um absurde. Logo devemos ter fn convergindo
fortemente para 0 o que & equivalente a dizer que a sequéncia

{i Efnl ir} converge para O como queriamos.

Fara mostrarmos a reciproca consideremos F' o
completamento de F e, supondo validas as propriedades (1) e
(2}, mostremos que este completamento ¢ funcional, isto é, o

L ]
funcional avaliaglo é continuo em F .

»
Seja g € F arbitraria, entfo existe uma sequéncia
de Cauchy {fn} < F convergindo fortemente para g. Também f“ &
F para tode n natural e pela propriedade {1) segue que para

todo ¥ € E existe uma constante real My tal que:
ifm(y) - fn{y)l = Mylifm - fniiF

de onde segue que {f n(y)} ¢ de Cauchy em € e portanto
convergente pois C ¢€ complete., Denoctemos por f{y) o limite de
fn{y) e assim temos que toda sequéncia de Cauchy em F define
uma funcio {f para qual ela converge pontualmente em todo ponto
de E.

Notemos também gue {f -~ f} & de Cauchy, pols {fn}

h4]
o & e {fn{y}-f(y}} converge para O para todo y € E. Pela
propriedade (2} temos qgue f _ converge fortemente para f e isto

acarreta em gly) = fiy} para todo y € E.
Agora, consideremos o teorema de Hahn-Banach que

nos assegura & existéncia de um funcional linear continue L
¥

. &
definide sobre F  cuja restricio a F ceincide com T
y

20



Portanto, como f . converge forte e pontualmente para [ e Ly é

continuo obtemos:
Lifl=limL{f)=lm T{)=1imf(y) =
¥ Y n ¥ n n
= fiy).

Assim L é, de fato, o funcional avalzacao em F e,

como ja vimos, € continuo por Hahn-Bznach., Logo F & um RKHS.

A unicidade do completamento funcional segue do
fato de que todo completamento de wum  espago vetorial

é unico a menos de isomorfismo.

OBSERVACOES: (1) Nioc devemos concluir erroneamente que a
condicio {1} de nosso teorema € suficiente para garantir gue
um espago de fungdes pré-Hilbert H possua uma fungdo Wy{x} =
Wix,¥) que satisfaga as mesmas propriedades que os nGcleos
reprodutores satisfazem para espago de Hilbert, isto sze deve
ao fato de que o teorema da existéncia e unicidade de um
ntcles reprodutor diz que um espago de Hilbert de fungdes
possui um nGcleo reprodutor se e somente se o Tuncional
avaliacio Ty & limitado para todo y em E e a demonstragdo
deste fato usa fortemente o teorema da representagdo de Riesz

Gue por sua vez exige a completude do espago.
Por outro lado, se em um espago de funcBes
pré-Hilbertiano F, se conhece uma funcic Wix,y) tal que para

todo y fixado, W(x,y} & F como fungio de x e esta funcgio

possui a propriedade de que para teda f € F

Fly) = <Flx),Wix,yP
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vé-se claramente que a condicBo (1) segue da propriedade acima
e da desigualdade de Cauchy-Schwarz. Assim, para podermos
aplicar o teorema basta verificarmos a veracidade da condigdo
{2}

{2) Para ilustrar que a condigo (2} pode , de
fato, deixar de ocorrer, incluiremos a seguir um exemplo:
Consideremos ¢ conjunto D={zel /|z|<} e tomemos em ¥ uma

sequéncia {zn} satisfazendo:

[{Hznn o

Seja E o conjunto dos pontos z & em E consideremos
o espago F de tedos os pelindmios em z. Claro gque, com excegido
do polinémic nulo, nenhum polindmio pode ser zero em todo
pente de E pois teriamos um polindmic com infinitas rafzes.
Assim sendo, um polinémic estd completamente determinado pelos

valores que assume em E. Definamos uma norma em F por:

[ = J Ip(E)? ag
1€ | <1

onde pl€} & o dnico polindmic que restrito a E coincide com f.
Verifica-se que a norma definida acima satisfaz a regra do
paralelogramo e portanto € proveniente de um produte interno.
Entretanto F nSo €& completo pois existem sequéncias de
polinémios que convergem para fungbes gque n3c sdo polinémios.

Mostremos a seguir que a condiglo (2) nfo é satisfeita.

Consideremos a fungio ¢ dada pelo produtc de

Blaschke correspondente a {zn};'



¥z)= 11
n=l | 1 -2z 2 -4

Tal fungfe & satisfaz as seguinies propriedades (ver

Depree-Qehring [27], pag 277k

Bz } =0 ¥YnedlN
n

i@z} < 1 VzebD

a fungBo ¢ é um “limite forte de polindmios” no seguinte

sentido:

. z —
lim [I@(z)wpk(z}i dz =0

jzi<a

assim, pk{z) "se aproxima" de &(z) na norma de F mas pode
ocorrer que ®{z) nio pertenga a F. Portianto pk{z) nic &
convergente a ${z) em F mas o seria em LZKID} pois este & um
espags completo Aque contém F. Consequentemente {pk} € uma
sequéncia de Cauchy no espago considerado & para todo z & E

'pkizn] converge para <I>{zn) = 0 ao passo que:
lim [ip V1 = L1&]1 >0

Isto claramente contraria a condigic {2} o que demonstra o

resultado desejado.



£3~-RESTRICAO DE UM NUCLEQ REPRODUTOR

Consideremos F = (F, |1 ||,K) um RKHS cu jas funcdes
estio definldas sobre um conjunio E. J4 vimos que K € uma
mairiz positiva e portanto KIEI' sua restrigdo ao conjunto @ #
E1 ¢ E, também o &, Islo gignifica que K restrito a E1
corresponderd a um espa¢o de fungdes FI definidos sobre El e

com norma |{ | IF Nesta seqdo especificaremos quem sdoF .
. .

o,

Consideremos F, K e E1 como mencionados acima. Seja
F(3 o subconjunto de F formado pelas funglies que se anulam
completamente em El. Fo € um subespago fechado de F. Denotemos
for ¥ o completamento ortogonal de Fo € assim pela
propriedade 1.12 segue que K = Ko + K’ onde Ke e K’ s80 os
nicless reprodutores de FQ e ' respectivamente. Contudo, para
todo x € El Kaix,y) = O pois Ko & Fo como funcio de x,

portanto para qualquer X € E_ temos:
{1) Kix,y} = Ko{x,y) + K'(x,y) = K'(x,¥).

Consideremos agora l'~"1 ¢ espago de fungdes formado
pelas restrigBes a E; das fungBes de F. Observemos que, ao

contrério de ¥ e 7, F‘i ndo € um subconjunte de F.
[}

3.1 PROPOSICAO: Todas as fungBes de F cujas restrices a E1

coincidem tém a meéma projecio sobre F'.
DEMONSTRACAO: Se f, g € F e fix) = glx} para todo x E;

entdo f~g € F e reciprocamente. Também sabemnos gue existem
[ ¢]

tnicos f , g € Fﬂ e .8 € F’ tais que:
o L
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fmfai»f’ € E=g + ¢
e portanto,

f—gwi‘g»ga-rf -~ g
Mas come T ~ g & Fn devemos ter entfio ' - g" = 0. Logo {7 =
g'. Mas ' ¢ g' s8c justamente as projegles de { e g sobre F’

respectivamente e assim obtemos o resultado desejado.

OBSERVACOES: 1) Durante esta secdo denotaremos a restricfio de

uma fungdo f € F ac conjunto E: por fl, oi seja, f; = flE:;'

2} Se £ & a projecBo de f sobre F' entdo f"iEl =

i = fI pois para todo ¥ &€ Ei temos:

Ex

fiy) = fo{yJ + £y} = 0 + £'(y).

3} Dentre todas as fungbes g € F cuja restrigio a
E2 coincide com fl segue pela observaglo 2} que {7, a projecdo
de uma gualquer destas g's (que coincidem devido a proposicio
3.1) & também uma fungdo cuja restricio a Ex coincide com 1“l e
ainda € a de menor norma. Isto se verifica devido ao seguinte

fato:

Se g € F & tal que g, wfl ent§0g=g0+f’ pela

proposigic 3.1. Assim, temos:
Hght® = ftg, + 2117 = 11g (1% e = 110711% = 0,

onde a segunda igualdade acima ¢ devido ac feorema de

Pitdgoras. Portanto

[Hghl = T 11,



Assim sendo, definimos:

(2) e, = 1

onde f° ¢ a projeciio sobre F' de uma fungfo cuja resirigdo a

E1 € igual a f1’

3.2 PROPOSICAO: A correspondéncia BF o F' definida por Ww(f 13
= {* onde {’ & a projeclo sobre F' de uma fungBo qualquer f &
F cuja restriggo a El coincida com f . estabelece uma

isometria bijetora entre (F {1 |1 ) e (F,11 11
1

DEMONSTRACAD: Notemos primeiramente que a proposigio 3.1
garante que a aplicagio ¥ estd bem definida.
A propriedade isométrica ¢ evidente pela

propria definicdo da norma || EIF . Mostremos a biljetividade
H
de ¥: Sejam X # g, ambas periencentes a F:' Entdo existe y €

El tal que fliy} # gi(y}. Sejam f e g fungGes de F cujas
restriges a Es. coincidam respectivamente com f1 eg e sejam

representadas de maneira Unica por:
f=f +¢ e == +g.
o E=g *E

Segue que f(y) # gl{y) para algum y & E'.1 pois caso contrario
teriamos fx =g Porém fo{}f} =0 = go(yJ para todo v € EI.
Logo deve existir ¥ El tal que f'{y) = g'(y), ou seja 'If{fi)
# 'I'(g!l e assim fica demonstrado que ¥ é injetora.

Para mostrarmos que ¥ é scbrejetora consideremos f
€ F' cFe fl € Fi sua restrigio a El. 'I‘(fl} é a projecio de f
{( ou de gqualquer outra fungfo cuja restiricio a'Ei coincide com
f1) sobre F'. Porém f & F’ e entio ‘I’(fll = f e portanto ¥ é
sobrejetora.

Assim (Fi,il ilF) e (F', | 1} s#oc espagos
1



isométricos e passaremos a traté-ios indistintamente.

3.3 TEOREMA: Seja K = K{x,y} ¢ nucleo reprodutor de um espago
de fungBes F definidas scbre um conjunto E € seja @ # El c E.
Entdo K restrito a E1 é o nicleo reprodutor da classe F:
formada pelas restrigBes a Ez das fungles § & F, Para cada

restrigio fl € Fz a norma || fll iF serdé o minimo das normas
1
de f dentre todas as fungles f cuja restrigio a lEZ1 coincida

com f}.

DEMONSTRACAQ: Pela definiciio dada a || [!F anteriormente €
1
pela observacgde 3 desta seclo, segue ¢ resultade referente a

norma do espacgo Fl.
Sejaf, ¢ F e fr = ¥(f ) € F* < F. Entdo para todo

y e El temos:
f}{y} = f'{y) = ¢ I {x), Kix,¥v>

onde o simbole % representa a identificacio feita pela
isometria %.
Como K'ix,y) € F' para tode y € E fixo, podemos

fazer uso de nossa identificacdo de Fl e F' via ¥ e escrever:
(33 £.y) = <f G0, K BoLyk ;

onde Kl{x,y} P \I"i{K’(X,y)}. Logo Kl &€ o nicieo reprodutor

de (F, |} IiF )} pois satisfaz (3} &, para todo ¥ € Ei fixo, temos
1
Kl{x,y] 2 K'x,y} ¢ F' ¢ F como fungiic de x.

Para todo % € Ezl temos da igualdade {1} desta

se¢io que:

Klv.x) = K{x,y) = K’ {x,v} = K'(y,x)

ou equivalentemente, para todo y € Elz
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Kix, ¥} = K'{x,y)

Assim, fazendo usc novamente de (1) desta seglio, obtemos que

para tode (x,y) € Eleltemos:
Kix,y) = K'(x,y)},

ou seja, as restrigbes de K ¢ K’ ao conjunto E1 coincidem,

Além disso K EEI

& o resultado procurado.

= Kl pois 'IJ{KI) = K', Portanto Kl = KIEl que

Consideremos agora um caso bem particular e

interessante. Se I-“D = { 0}, ou seja, Fo s6 possul © polindmioc

nulo, ent8o F' = F. Assim para toda fungio fl S FI, f‘l & a
restricio de uma Unica Tungdo T € F, pois se houvesse [ ¢ g
pertencentes a F tais que “Ell = fl = giEl entéo teriamos
(f“g)eF°={0}eassimfmg.

FPortanto ”fllir = {[fi| para a Gnica f € F tal
que ﬂEi w fi pois  por def‘;niqio temaos Hf}; il__ = {|f'}{| onde

1
f' é& a projecdo de f sobre F'=F. Mas f = fo + * = {' pois fo

GFD:{O} e entdo segue que Hfa”r = }if]{.
1

£4-SOMA DE NUCLEOS REPRODUTORES

Consideremos  duas classes de @ fungdes F1=

F ol iFl’Kz} e F,o= (F,il | ir; K,) que sdo RKHS cujas
func8es estdo definidas sobre um mesmo conjunio E. Assim, K1 e

K2 sdo matrizes positivas e porianto K = K1 + KL2 também o é.
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E objetive desta secdc encontrar o espago F =
(F, 11 11} correspondente ac nicleo K.

Consideremos dois espagos de Hilbert de fungdes F1
e F 2 formando dois RKHS, com nicleos reprodutores Kz e Kz
respectivamente e K = l(I + Kz onde as fungles estio definidas

gobre um mesme conjunto E. Seja H o espago definido por:
H={(f fiondef €F 1= 12}
12 I i
munido do seguinte predute interno:

<(f:’f2}‘(g1’gzl>n = <f1,gi>F1+ <fz’gz>r2'

Temos que,
2 2 2
LS E = L HE o+ ir 1]
1 2
onde < , >F e i iIF ~indicam respectivamente o produto
' 5 3
interno & a norma ein Ft t = 1,2, Tomemos em H as operacges de

soma e multiplicagio por escalar como segue:
(fl,fzi + o:{g},gzi = {f‘1 + ar;;gl,f‘2 + agz).

4.1 PROPOSIGAD: Seja Fﬁ = F1 n F2 gque ¢ claramente subespago

de F} e ?2 e tomemos Ho subespago de H dado por:
H ={{f-fYs/feF L
0 o
Ento Ho & um subespaco fechado de H.
DEMONSTRAGAO: Seja {{fn,-fn]} uma sequéncia de elementos de HG
convergindo para {{{’,f")}. Devemos mostrar que {{{',f")} €

Ho, Pela definicdio da norma em H segue gue para &£ positivo

gualguer existe um ndmero natural N {al que para tedo n > N
o o
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implica:

1] a " _!! 2 e _-’_ _ﬂ 2 2
iifnfilF; It r HIFZ i!(fnf,fnf)llﬁ<c.

Segue dai que f , converge fortemente para f' enquanto gque -f
n
converge fortemente para " e portanto f" = ~f'. Logo, (f',f"}

€ Ha e a proposicio estd demonstrada.

Como Ht} ¢ fechade, podemos considerar seu

complementar H' em H, ou seja:
H=H o I
o
Tomemos F como sendo o seguinte espage vetorial:
F={glx)= flix} + fzix] 7/ flix) € Fi =1,2)
e seja T:H » F a aplicacio linear definida por:
T, ")) = fix) = £°{x} + (%)

Como Ker{T") = Hc tomemos T come sendo a restrigéo
de T° a H que €& uma aplicag8o linear injetora. Também, pela
forma como F fol definida fica fécil verificar gque T é uma
bijegio entre H' e F. Definimos entSo a aplicagio inversa
TUF 5 Hpor:

TUER)) = ' (F),g"(£))

onde fi{x) = g{fix} + g"{fi{x} e definamos em F a seguinte

nOrma:

HEL = L@ =Hg 2 + Hg 1
i 2
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de modo a tornar T uma isometria.

4.2 LEMA: Fixemos v em E arbitrario e denctemos
K'ix,yl=g'(K{x,y}) e K"(x,yl=g"(K(x,y)}. Entdo {KI-K’,KZ-—K"} €
H.

]
DEMONSTRAGAO: Segue da notagdo utilizada no enunciado que:
THE(%, ) = (g (Kix,y)),8"(K(x,y)) = (K{x,5),(K"(x,y})

e de forma andloga consideremos {'=g'(f}) e f"=g"(f}.

Consequentemente obtemos
T HE) = (g (0),g"(f)
logo

fly) = g {f)y) + g"(f )y} = £'(y) + £"(y}

K{x,y} = K'{xy) + K"(x,y)

Porém de K = Kl + KZ segue que: Klw]{’ = K"_Kz e
como K'-K_ € F_ e K ~K’ € F_ temos que K™-K =-{K’-K } ¢ F ¢
2z 2 3 1 2 1 o

portanto (¥ K’ K ~K") € H .
1 2 o

4.3 TEQOREMA: O nvcleo repredutor K correspondente ao espago F

definido acima é dado por K = Kn + Kz.
DEMONSTRACAO: Klx,y) pertence a F como fungdo de X pois
correspende 2o elemento (Klix,y},Kz(x,}f}} € H pela isomeiria

T, isto &, T{{Kltx,y},Kzfx,y)}x K{x,¥).

Para a verificagio da propriedade reprodutora
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ugaremos o lema 4.2 e o fato de HO e M serem ortogonals:
fly) = P'{y) + f'(y) =

<f’£x).K1{x,y}>F + (f"(x).Kz(x.y))F =
1 2

<(f’,f"},(KI,K2])H =
<[f’,f"},(K’,K"J-(K’,K”}-P{KI,KED =
KL LKL R + <{f’,f“},(Kle_’,szK")} =
70,7, K"
também temos que f=f"+f" ¢ K=K'+K" e pel'a ispmetria T obtemos:
fly} = FEx),Klx, ¥y,
OBSERVACAO : Poderiamos, desde o inicio, ter caracterizado o
espago F como sendo o espagoe constituide pela soma de _f unghes

de Fl e F 2 Neste caso, evitariamos a passagem por um espago

auxiliar definindo a norma em F da seguinte maneira:

U Psmin LT 112+ 415,107 )
i 2

onde o minimo é tomado dentre todas as possiveis decomposiges

faf «f comf € ¥ ef & F
12 1 1 2 2

4.4 TEOREMA : Se F =(F_,{| }|_, K} e F={F_,|{ {{ ,K) sio
13 Fi z 2 F,2
dois RKHS entdo K = K1 + Kz ¢ o nicleo reprodutor de;

F=e{f=sf +f /f eF ef_ e¥F}
1 2 1 1 2 z

munido da seguinte norma:
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2, 2 2
EHP= min LI+ 1IE 17 )

onde o minimo é tomadc dentre todas as possiveis decomposicies

f=f +f com{ €F_ , i=l2.
1 2 i |

DEMONSTRACAO: Para provarmos a equivaléncia desta definigfo
com a anterior Dbasta lembrarmos que f(x) corresponde
aos elementos {fx'fz} € H e (g),g"(f})} € H'. Isto acarreta
que  f=f iM‘ ., = g {f)+g"(f} e conseqguentemente temos gue
(f1-g’{f),f2~g"{f}} & H’0 e como (g'(f},g"(f)) € H segue pelo

teorema de PitAgoras para espagos de Hilbert gue:

2 z z
”fzu}*: iifziIF2 = L =
- * » 2 g - 2
=| | {g"(f).g {f)}!iﬁﬂlffl g(f},fz g {f}}ilH

onde fl + fz ¢ uma decomposicio arbitréria de f e g'(f),
g'(f) sfo determinadas de modo dnico por T Logo o minimo
ccorreréa na ipualdade acima se e somente se T 1=g’(f ) e

f‘2=g“(f) e neste caso temos:

L= min L HIE D5 T 012 1 =
min { | g (£),g" ()] s§+| (-~ (F),F g (N ) =
g t6),g" (N iz ,

H]

i

que era a nossa definig@o inicial.

OBSERVAGOES: 1) O resultado acima é facilmente generalizavel
para somas com tais de duas parcelas.

2) Se F nF, = { 0 } entfio T & bijetora pois
Ker{T’} = Ho = {0,0) e H'= H. logo f & F ¢ representada
unicamente na forma f = f; + f2 com f‘l € Fl e f'z £ Fz’ ou

seja, F = Fi e Fz'
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3) Se tomarmos o espago F formado pelo conjugado

das Tungdes de F munido do seguinte produte interno:

e se Kix,y) é o nicleo reprodutor de F temos entfo que para
todo v € E K{x,y) € F e portanto K{x,y} € F como fungiio de x.
Também f{y) = {{x),K(x,¥}> de onde segue que:

Fly) = FlxT,K(x,y)> = KiO,yLFx» = T(x),K(x,y) -

logo K;(x,y)wK(x,ykK(y,x} & o nicleo reprodutor de F e
2 2
H”E;*{f’f}; = £,y = {ifit.

Também?lmF+'¥?={f‘+'g"/f,geF}epeio

teorema anterior obtemos:

K1 = KF + le_: = K{x,¥y} + Kix,y)J= 2 ReKix,y}

£ a norma em Fl ¢ dada por:

HRiE = min L EIEEE + gt D]
1

onde o minimo é tomado dentre iodas as possiveis decomposicBes

h=f+gcomf, geF.

4} S F & um espago vetorial complexo
correspondente a um espago vetorial real, ent@o pelo que foi
visto no §} temos que F=F e [Ifl|=]1iT]l e & claro que F =F,

FIfL iF = {|fi] e K, = K + K = 2ReK e esta propriedade
1 _ .
caracteriza o© nlcleo reprodutor K.1 de um espago vetorial

compiexo F correspondente a um espaco vetorial real.
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§ 5 DIFERENCA DE NUCLEOS REPRODUTORES

Dado duas malrizes positivas K € K estamos agora
interessados em explicilar quem ¢é o espago de fungbes F 2
correspondente a matriz K - Kl guarwlo fizer sentide pensar em

K - KI como uma malriz positiva,

5.1 DEFINICAO: Sejam Klix,y) e Ki{x,y} duas matrizes positivas
definidas scbre um mesmo conjunto ExE. Dizemos que K1<<K se

Kix,y) - Kl{x,y} for uma matriz positiva.

£ facil verificar que K CK &K, implica em K <K
e também que K1<<K2 e K2<<K1 implica que K1=Kz. Assim, vemos
que <{ estabelece uma ordem parcial sobre o espago das

matrizes positivas.

5.2 TEOREMA: Sejam K ¢ Kz niiclecs reprodutores de espagos F e

F1 com normas {1 I| e {I HF respectivamente. Se K « K entiio
1
2 3
F cFe iiflitpi If |1 para toda f € F,

DEMONSTRACAD: Pela hipdtese do teorema segue que Kz =K - K1 é

uma matriz positiva e considerando-se {Fz’ El HF ) o éspago
2
corregpondente a Kz temos que K = K} + Kz e pelo teorema 4.4

segue ques
F={ f(») = fltx] + fz{x) onde fi g F; i= 1,2}

Fortanto se f1 € Fx entdo f1 + 0= fl & F e consequentemente

' Fl < F. Ainda pelo teorema 4.4 segue que:
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-2 2z 2
He min [1ig 1]+ thllg]
i
onde o minimo é tomado sobre todas as possiveis decomposigfes
f1 =g, + hz com g € Fl e hz € Fz‘ Como f1=f'1+ O & uma destas

possiveis decomposicdes segue que:

z . z
LA RILA

e o resultado estd completo.

D resultado a seguir pode ser interpretado

como uma reciproca do tecrema 5.2.

5.3 TEOREMA: B¢ (F, 1§ ], K} ¢ um RKHS e se Fl C F ¢ um

espaco de Hilbert com norma || “r tal que !!flllF z Hfllf
1 1
para toda f € F‘I entio F1 possul um ndcleo reprodutor K1 tal

que Kx« K.

DEMONSTRACAQ: Pela propriedade 1.4 temos gue existe My tal que
[f{yIt = Myi If1] para toda f € F. Assim, se considerarmos fl €

F o F,temos:
1

£, 01 = MU= M T

o que novamente pela propriedade 1.4 garante a existéncia do

nticleo reprodutor Kl em F:'

Nossa intencc agora € obter o RKHS {F2,§I iEF 3

2

correspondente ao nicleo reprodutor K2=K—K1. Ao construirmos o
espago Fz’ estaremos implicitamente demonsirando que K - K1 é,
de fato, uma matriz positiva. Com este objetivo passaremos
inicialmente por alguns lemas gque nos serdo muito ygteis na

demonstracic do teorema que vird a seguir.
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5.4 LEMA Sejam F; e F como no teorema 5.3. Existe um Gnico
operador linear 1. defipnido scbre F e transformando F em Fl e

que satisfaz a seguinte equaclo para toda g & Fl:

<gf> = <g LD
1

Além disso, este operador € simétrice positive e limitado

pela constante 1.

DEMONSTRAGAO: Para cada T € F  consideremos o funcional
'I"f:Fl - L definido por 'I”f(g) = <gf> Pela contincidade do
produto interno temos que '1‘f é um funcional linear continuo e
como tal ele & representado na forma de um produto escalar, em
F}’ de g com um elemento fl € Fl determinadeo de forma dnica.

Fazendo f = IL.f obtemos

Trlg) = @0 = <gf>_ = @l .
1 i

Isto prova a primeira parte do lema. Mostraremos agora que L. £

simétrico, positive e limitado pela constante L.

O operador L:F —)-Fl £ linear e estd bem definido em
todo F pois ’I‘f foi definido para f € F arbitrario. O cperador

L ¢ simétrico pois para f,g € F temos

af.g = Aflg = (Lg,Lf’)F = g, Ty = <f,Lg.
1 H :

Agora, <4f,f> = (Lf,Lf>F = 0, ou seja, L €& positivo. Além
1
disso,

2 2
ALF D = (Lf,Lf)F = | {Lf] ]F = PILfH
' 1

e portanto como L é positivo segue que:

37



TILFI1E < QA6 = KA 5 [ILTIHEIF]

de onde segue que {iL|i= 1. O que conclui a demonstragiio do

lema.

Observemos que o operador I-L , onde 1 € o operador
identidade, ¢ também linear, simétirico, positivo e limitado.
Portanto, da 1teoria de operadores lineares segue, como
men¢ionado no capitulo 0, que I-L possui uma raijz quadrada L',
isto &, {L’}zmI"L, que ¢é também um operador simétrico e
limitado.

Tomemos Fo subespago linear fechado de F dado pele

nicleo do operador L, isto é:
Fom{feF tal que L’f = O}
e seja F’ seu compiemento ortogonal.
5.5 PROPOSICAQ: Os nicleos dos operadores 1. e L°? coincidem.

DEMONSTRAGAO: Clarc que Kerl’ « KerL’®, Para verificarmos a

reciproca basta considerar f & F tal que L°% = 0 e obtemos:
0 = W, = WL, = WL = LT
¢ portanto L'f = Q.

Notemos também que pela definigdo de i segue gue

f s KerL’2 se e somente se f = Lf. Pela proposicio anterior
temos entdo que For- Ker L' = Ker L'? é o conjunto dos pontos
fixos de L.

5.6 LEMA: Seja L' como definido acima. Entdo duas fungdes que:

tém a mesma imagem via L' tém também a mesma projecio sobre
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F'.

DEMONSTRAGAQ: Sejam f, g € F tal que L'f=L"g. Entdo (f-g) €

FQ. Consideremos °, g° € F' e fo. g, € Fo as fungles

determinadas de modo dnico gque satisfagam:
f=1fa+ fo e E=E go *
e agsim '-g’ = fwgwfo+g° € F . Mas isto implica que "-g' €
{3
FO nF o= {0} e ento f° = g' Isto é exatamenie dizer que a

projegio de f e de g sobre ¥' coincidem.

57 LEMA: Seja L' como definido acima e Fz o conjunto de

fungBes formado pela imagem de F por L7, isto é:
F2 ={ g tal que g = L’f para alguma f e F} ,

Entdo, a restrigdo de L’ a F’, determina uma isometria de F'

sobre F_.
z
DEMONSTRAGAO: Para facilitar nossa notagio continuaremos

a
chamar de L’ a restrigio deste funcional ao subespago F'. E
claro que L' determina uma bijecio entre F' e I-'2 pois =&
sobrejetividade segue diretamente da def ;niqéo de F2 e a
injetividade segue da definicio de Fo que € o completamento
ortogonal de F*'. Mais ainda, afirmamos que Fz < B,
Verifiquemos esta afirmagdc considerando g = L'T € Fz e he

Fo € obtemos
<h,gr = <L = L'hf> = 0,02 =0,
ou seja, g € ortogonal & h, e como h fei tomado

arbitrariamente em I-‘o segue que g & ortogonal a FQ e portanto

g € F' de onde segue que F2 < F.
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Em Fz definimos uma norma, ] || por:

¥
z

g H, = 1P

onde ¥ € F é qualquer fungdc satisfazendo L'f = , € P é& g
projecio de ¥ sobre F'. A norma definida acima claramente
independe da fungBic f escolhida devido ao lema 5.6 e ainda

torna L' uma isometiria de F' em I-“z pois se L'f = § 2 entin:

HLeH = VIS, 1 = TIPEEE = LISH
Fd pa

onde a ultima igualdade acima decorre do fato de f & F°.

Portanto,para f,g € F' devemos ter também:

1) <L’f,L’g>F =,
2

Come F' & um subespago Fechado de um espaco de
Hilbert segue que F' & , ele préprio, wm espago de Hilbert e

assim segue que Fz também o € pois é isométrico a F'.

5.8 TEOREMA: Se (F, || i}, K) ¢ um RKHS entdo, nas condicdes

do tecrema 5.3 temos que 0 espacgo (Fz,ll i[r } correspondente
2 .

ao nicleo reprodutor KZ = K—Kl ¢ definide come segue. A

equagio fl(y} = Lff = <fix), K1<x.y}> define em F um operador
positive com limitante menor ou igual a 1, transformande F em
F © F. Consideremos qualguer raiz quadrada simétrica L' =
(1-L1?

com f € F , Fo o subespace fechado de F constituido pelos

e seja Fz ¢ conjunte de todas as transformaces L'f
pontos fixos de L e ¥ seu complemente ortogonal. L7

estabelece uma correspondéncia biunivoca isométrica entre F' e

Fz’ A norma em F2 & dada por:
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Hfzilrz = PP

para gqualgquer % € F' tal que f2 = L'f* ¢ P a projecio de F

sobre F'.

DEMONSTRACAO: Pelos lemas 5.4, 5.6 e 5.7 temos que s6 nos

resta mostrar gque Fz = {Fz’ H “r } admite X -~ Kl COMme seu
2
micles reprodutor. Verifiquemos Inicialmente que L ¢ dado por

Lf = <fix), Kl{x.yb. Seja f1 = 11 e entdo

Lf{y} = f!(y} = (i‘l{x).l(ltx,ybrl = <Lf{x},l(1{x,y}>?1 =

= (f{x),LKI(x.yDF = <f(x},K1{x,yJ>
1

Por este resultado temos entfo gque para z € E fixo,
L aplicado & K(x,2} nos fornece LK{x,z) = Kl(x,z) e assim, e
= I-L transforma K(x,z} em L’E{K{x,z]) = ¥K{x,z) - Ki(_x,z].
Isto prova que K~K1 perience a Fz come fungdo de x visto que &

imagem de L'K(x¢,y} por L .

Verifiguemos agora a validade da propriedade
reprodutora, Seja uma fungdo ndo nula g € Fz < F e iomando-se
f € F qualquer tal que L'f = g temos:

gly) = <plx)K{x,y» = LF(x)LKixyH = Fix),L'Kix,y»

como L'f=g # O segue que { € F’. Tambem L'K{xy} € Fz < F’ de

onde segue que:
Pf=7f e PLK{x,y) = L’K{x,y} .

Portanto por {1} desta secfio temos
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gly) = <FO,LKxyD =

It

<L'f,L’{L’K(x.y})>F
2

H

<g{x},K{x,y)-Kl(x,yJ>F
2

e estd demonsirado o teorema.

A construgdo de F2 ¢ complicada pois necessitamos
da raiz gquadrada do operador I-L. Contudo, existe uma maneira
muito mais facil de se construir um subespago vetorial G denso
em l‘“2 e a norma || IIG neste subespago. Seja G definido como

abaixo:
G=1{ge F2 cnde g = L% para alguma { « F}

E facil verificar que G ¢é uma subclasse linear

fechada de Fz. A norma || HG em G pode ser definida como
segue: Para g € & seja f € F arbitraria tal que s 4
entdo:

K 2 z
(23 [ {L f[ia = HEHG = [ILFI] = LU =

i

LS = P> - <FLE>

]

£ - <LELLEY
1

5.9 PROPOSICAO: G & denso em E em relacio a norma II ”F .
2
DEMONSTRAGAQ: Nesta demontragiio faremos uso do seguinte fato:
Se G ¢ -Fz é um subespago fechado de Fz e ndo denso enifio, e

-gd entdo, existe H ¢ Fz, H n3c vazio e tal que G & H = Fz'
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Desta forma, supenhamos por absurdo gque & seja ndo denso em
F2 . Entdo existe 0 # h e H = 1~”2 onde H & o complemento
ortogonal de ©. Logo existe 7 ¢ F' tal que L'f” = h pois h #

0. Portanto ~(i1,1“>F = 0 para toda fungdo f € G , isto é&:
z
<L’f‘.L’2g>F = O onde g € F & arbitréria satisfazendo L'g = 1.
z

Segue de (i) que

(3} 0 = <L’f’.L’2g>F = L' = AL .
.2
Tomando-se entdo f=L(L'f’) & G podernos tomar g=L'f’ e de (3)

segue entfio gue L'f"=0 o que & um abswdo pois por hip6tese

Ozh=L'f’. Portanto G é denso em Fz'

OBSERVAGAQ: Poderfamos também, estudar ¢ caso da matriz KmKle
onde Kl e K2 s3o niicleos reprodutores de deis RKHS Fl e Fz' E
possivel se demonstrar gue I(.=K1K2 é¢ também uma matriz
positiva. Os cdlculos para obtermos o RKHS F correspondente a
K s#Ho longos e técnicos e, por isso, optamos por simplesmente

enunciar alguns resultados concernentes a esie casoc.

Sejg E’=ExE e F o conjunto de todas as fungles

definidas sobre E' da forma:

1] sl
fix,y} = [ Zak . gk(x}hk(y}
k=1 i=1 ~

COTI

onde gk{x} € F'1 e hk(x) € Fz para todo k € N. Pode-se
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demonsirar que F come definida acima é o completamento

funcional do espago F' das Tuncgles da forma:

1]

£ix,y) = [ g, (b (3)
k=1

com gk € Fl e hk [ Fz k=1,2,..n, com ¥' munido do seguinte

produto interno <, >": Para f',f" € F' arbitrarias:

1]
' ix,y) = z gk{xlhkfy}
k=1

(x,y} = ): rl{x)sl(y}
i1

entdo:

n m
AR ; }; <gk,.r1)z<hk,si>2

pode~se mostrar ainda que este produto interne independe das

representacdes de 7' e .
Sobre F pcdémos afirmar que:

5.1 TEOREMA: F ¢ um RKHS com nicleo reprodutor dade por
K(xl,xz,yl,yzl = Ki{xz’yzmztxz‘yz)'

5,12 TEOREMA: Kix,y} = KI(x,y}Kz{x,yl é o nicleo reprodutor do
espace G das restricfes de todas as fungbes de F ao conjunto
diagonal Ei = { {x,x} tal que x € E} « E'. Para qualquer
restriciio f temos ifil = minligil’ dentre todas as fungles

g que restritag a E1 coincida com f.
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§ 6 LIMITES DE SEQUENCIAS DE NUCLEOS REPRODUTORES

Estudaremos agora o© caso de uma seguéncia de
nicleos reprodutores Kn sob determinadas condigdes imposlas
sohre Fn e En, respectivamente o espago € ¢ dominio das
Fungdes do espago do qual Kn & o nuclec reprodutor.
Analisaremos quando faz sentido falar em lim Kn g guem serd o

espago de funcdes correspondentes a K = lim Kn.
Lul
Consideraremos dols casos distintos:

CASO A: Inicialmente consideraremos o caso dos espages F
N
formando uma sequéncia decrescente num certo sentido com uma

sequéncia decrescente de nicleos reprodutores Kl» KZ»... .

Consideremos uma seguéncia crescente de conjuntos
{En} e £ = U En.sua unidc, Sejam Fn os espacos  das Tungdes
definidas sobre EB respectivamente & denotemos por o @
restrigio de f L2 Em < En sempre que m = n. Suponhamos que Fn
forme uma sequéncia decrescente no seguinte sentido, para m =

HN

(1) f eF =1t eF
n n nm

m

Suponhamos ainda que as normas 11 | iF definidas em
n
F formem uma sequéncia crescente no seguinte sentide, para m
13 .

E
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{2} f eF = 1if I = ||f {}
1] n nm F n F

m 11

_ Finalmente syponhamos que cada Fn poussua um niicleo
reprodutor Kn. {Chamamos atencdo para o fato de gque o caso
Elﬁfiz:,..mE ndc esta excluido. Neste caso temos claramente

f =f e F egtéd literalmente contidec em F .
(25111 k13 i m

Notemos que, também neste caso, basta supor a
existéncia de K:’ ndcieo reprodutor de E! e obtemos que Fl &
um RKHS que contém um espago de Hilbert F e ainda | tfnl ir z

n
”fanF = ilnt%F para todo n € ® e para toda fn € F_ pois

1 1
E mE} para tode n. Iste nos deixa em condigdes de utilizar o
n

tecrema 5.3 e concluirmos que para todo n, Fn possui  um

niacleo reprodutor Kn satisfazendo K <<K!. Desta forma se deduz
n

a existéneia de todos os l{’n , mr=1,2.... e a seguinte

propriedade:
K «K para todo m { n
n m

No caso geral as coisas nfc sdo t8o simples assim e
precisamos introduzir as restrigbes de K a £ sempre gue m =
ny m

n. Seguindo o critério acima, denotaremos tal restrigio por
K . Pelo teorema 3.3,K € o nicleo reprodutor da classe F

nm m nm )
de todas as restrigfes f das fungées T . € Fn € a norma em

nm

an ¢ dada por:

anmi b, = mintlg Il
nm n

onde o minimo & tomado dentre todas as fungdes de Fn que

restritas a £ coincidam com §
m . KiFt

Obtemos entdo para m = n;
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f = min =1llg
Il nm“F Ilgnllr llgnllr

nm n n

onde Enm=f am é a funcio que atinge o minimo. Assim, fazendo
uso de (2):

HE_ 1L =g 1= 1g 11 =1 11

nm n ) m m

e novamente nos encotramos nas condigbes do teorema 5.3 pois
F ¢é um RKHS, F c F é um espago de Hilbert. Portanto
m nm m
podemos concluir que an possui o nucleo reprodutor Knm e

ainda para todo m < n:

(3) K «K

nm m

A seguir provaremos o seguinte teorema:

6.1 TEOREMA: Sob as suposigdes acima feitas sobre os espagos
Fn, os nucleos reprodutores Kn convergem ao nucleo reprodutor
Ko(x,y) definido para todo (x,y) € EXE. K_ é¢ o nucleo
reprodutor da classe F‘o formada por todas as fungdes f , com
dominio E tais que f on’ suas restrigdes a En,~ pertengam a Fn

para todo n natural e ainda satisfagam:

lim |If || <o
on F

n

e a norma || IIF em F ¢é definida para uma f € F , por:
o (] (o}
o

HE 11, = timlIf_ 11

o n

OBSERVAGCAO: A primeira condigdo do teorema, sobre as
restrigbes das fungbes f , 2o0s En pertencerem aos Fn ,

n=1,2,... , nos garante que lim]|{f ||F existe mas pode ser
on
n
infinito pois para f =g € F temos com m =< n que:
on n n
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e 1Eo=tif 1 =g (1 sHg L =lE 11
m fn m T n

o que garante a monotonicidade da nossa sequéncia, no entanto

a segunda condicfio em nosso teorema ndo pode ser dispensada.

DEMONSTRAGAO DO TEOREMA 6.1: A convergéncia de Kn para KO deve
ser entendida no seguinte sentido: Para gquaisquer x,y € E
existe n tal que x,y € En para todo i = n. Consequentemente
Kn{x,y} esta definido para n = n e temos que provar que lim
Kn(x,y} = K{x,y). Lembrando-se que fmn simpiesmente denota a
restricio da fungdo f L 20 conjunto Eﬁ pbserva-se facilmentle

Qque para n 2> m a_k temos:

K ~K =K -K =K -K J =K ~-K } =K ~K ]
m o m i mk

mk  nk mk  nimk k mm R K

e portanto fixando-se y € Ek ¢ k = m < n,temos:

2 2 2
l!l(mk-—Knki EF = it{KmmKnlmkl iF % H(Km——Kn}mi IF =
i k m
2
1K -K |} =<K -K K -K >
m nm ni': m nm m  nm

mas  Kix,¥LK{x,ybH=Kly,¥] e <Knm{x,y},Km(x,y})ernm{y,y) pois
K. € o nicleo reprodutor de F . Além disso, pela equagdo (7)
m m

da propriedade 1.6 segue que (K#‘{x,y),Knm{x,yD = Knm(y,y} e

K (y,y]' e assim segue que:
nm

2
{4) HKmk—Knkl i f, s Km{y,'y}—Km{y,y) e Km(y.yi-ﬁn{y,y) 7}

pois para y € Ek ek = m<{n temos Knm{y.ylan(y,y}.

De (3} segue que Km««Knm é uma matriz positiva e

para y € E_fixo temos: OﬁKm{y.y)»Knm(y,y-}#(m{y,y}—Kn{y.y). A
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sequéncia (Km(y.y))]mzk é¢ nfo negativa decrescente e portanto
convergente. Por (4) obtemos entio que como Kmk(x,y) € l-“l para
k e y fixos entio a sequéncia (Kmk(x,y)) é de Cauchy e
portanto converge fortemente para uma fungéo Qk(x) € Fk pois
Fk € completo por hipétese. Pela propriedade 1.8 obtemos que
esta convergéncia ocorre também pontualmente e portanto para k

e y fixos e para todo x € Ek obtemos:
(5) lim V.Kmk(x.y) = lim Km(x,y)=¢>k(x) .

Como o resultado acima foi obtido para k fixo porém
arbitrario, concluimos que toda sequéncia de restri¢gdes do
tipo Kmk(x,y) converge para uma @k(x) desde que x € Ek.
Assim, segue que Km(x,y) deve também convergir para uma
Ko(x,y) para todo x € E e é claro que a fungdo Qk(x) é apenas
a restrigdo Kok(x,y) de Ko(x,y) a Ek. Para y fixo temos entdo
que Kmk converge fortemente para l(ok em Fk. Entdo, fazendo-se

n > o em (4) obtém-se:

2
(6) K _-K_ | IFk = K_(y,y)-K (y.y) .

Agora, segue pela desigualdade triangular e por (6) que

IIKok(x,y)l le = IIKok(x,y)-Kmk(x,y)l IFk + lIKmk(x,y)I le =

1/72
[Km(y,y)—Ko(y,y)l + | le(X,y)I |F

m

172 172
[Km(y,y)—Ko(y,y)] + [Km(y,y)]

e passando-se ao limite com m - « obtemos:
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2z
E-!K“(x.}'ﬂ l": _Katy.y) <o

Portantoe KO satisfaz a segunda condigdo para pertencer a Fﬂ.
Também, para cada y & E fixado e para todo k temos que
Kok{x,y1:¢k{x)e Fk ¢ entfo a primeira condigdo para Ko
pertencer a Fo também ¢ satisfeita e portanto Ko(x,y) & Fo
come funcBo de x. No ¢ dificil mostrar que Fa munido do

produto interno: <f‘o,gG>Fu= lim <fm,gm>rn, que induz a norma

il HF , & de fato um espago de Hilbert, porém, omitiremos
a

esta demonstracic para nio nos zlongarmos demais.

Provemos agora a propriedade reprodutora de K .

2]

Tomemos f € F LY € E arbitrarios. Para n suficientemente
2

grande temos ¥ € En e portanto:

f‘oiy) = 'ftm(y] = (fon{x},Kn{x,yDF

n

=<fon{x),Kun{x,y}>F +. <f°n{x},!(n(x,y} - 1{0“(:';,3;}}F

n n

mas lm<E (x)L,K (vl = < (x)LK (x,¥p por  definiclo
on on Fn o o Fo
de(,)F e por {6) com k = m = n temos
[

l<f°n{xl,Kn(x,yk—i(on(x,ybI = | !foni !F i IKn(x,y)me{x,y}! lF *

n n

s (1), K (390K (rynt

4]

e portanto lim <f (x),K (oy}-K {x,y)>_ = 0 pois limK =K .
on " on Fn n o

Logo:

fﬁ[y)m(fo{x'},l(otx,ybp

[+
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CASO B: Neste caso, consideremos EIQEQE,,. € E%l, Fn €5pagos
de fungfes definidas em En e comd no ¢aso A denotemos por f am
a restrigio de f n & Em 50 gue agora necessitamos ter men.

Vamos assumir gue Fn forme uma sequéncia crescente no seguinte

sentido:
{7 f ¢eF emzn=f ¢gF
51 n nm m
Suponhamos ainda que para toda § € Fn e m 2z n
n
tenhamos:
(8) ”fnm”F = an“?

m n

e que todo espago FD seja um RKHS com nacleo reprodutor Kn.
Observemos que, a0 contréric do que ocorreu no caso A, mesmo
s¢ lomarmos Ex'_;Ez:“‘ ndo podemos aplicar o teorema 5.3 e
portanto ndc podemos deduzir a existéncia de todos os nicleos
a partir da existéncia de um deles. No caso mais geral em gque
pade ocorrer Ei #E} sera Tfecessdrico considerar as restricdes
Knm = Kn Em
entdo, agora para todo n % m podemos fazer uso do teorema 5.3,

e se supugermos que ¥ passui nicleo reprodutor Km
m

como foi feito no caso A, para obter gque a classe an- das

restriges dag fungdes de F a E & um RKHS com nicleo
4 w

reprodutor K.n satisfazendo:

m

{3) K «K para m > n

Pela segBo 3 K é o nlicleo reprodutor de ¥ c¢om
nm nim

norma. dada por HiIf |1 = miniig |!_ dentre todas as funches
i an n Fn

g € Fn tais gque g = fﬂm .

Para y € E fixo e n < m temos que Kn(y,y) =
K {yv.y} = K {yv,y) por (9). Logo K (y,y) forma uma sequéncia
nm n m

crescente de nfimeros reais. Chamemos de E o subconjunte de E
: a

5l



onde Kofy,yh lim Km(y,y} < w. Suponhamos que Ee seja ndo
vazio e definamos o espago Fu, limite dos espagos Fn ¢ COMo

sendo o conjunto de todas as restrigdes a En das funcdes f‘n €

En para todec n natural. De {8] temos que a
gequénciad | lfnkl il’k}k=n.n+1 . .é decrescente para n fixado,
i ks ES = i
pois para nsksl ankHF anici”?‘ “fnli[i" e assim,

'3 1 i
podemos definir:

(10) HE_ 1 =Limlif_ 1
o k

Em gerai Fo ndo serd complete, Para que Fo admita
um completamento funcional € necessario que se verifigue as
duas condigdes do teorema 2.2, A este respeito demonstraremos

a seguinte proposigao:
6.2 PROPOSICAO: As duas condiges abaixe sio equivalentes:

i) Para todo y & Eo existe MY tal que:

if b =M {If |} ¥yf eF
ne v ne F na o

<]

2) Para todo y € Eo temos: Ko(y,y] = lim Kn{y,y} {w,

DEMONSTRAGAO: Para y € E_fixo e arbitrario temos
Ifm(y}i o ifnk{y}i e I<fnk[x),Kk(x,y)>Fk|ﬁ

- 172
= | ifnkl iF ﬂ(k(y,y))

k

pois fnk € Fk por (7). Passando-se ao limite guando k tende ao

infinito obtemos
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1/2
£ = HY (K (ny)

4]

Portante a condicBio }} £ satisfeita com My = {Ku(y,y)}vz.
Partindo agora da condigo 1) para y ¢ Elo fixo e como
HKMHF & o limite da sequéncia decrescente {HKnkHFk}
temos ’

1A

F
¢

K0y =K 0.3 = K <MK I

< _ 142
= Myl EKn{x,y)l iF = My(Kn{y.yB}

g

de onde segue que Kn{y,y) = M; e portanto vale a condigdo 2}

Logo a primeira condi¢@o do teorema 2.2 & garantida
pela restricdo ao conjunto Ee. Mas em geral a segunda condicio
ndo é satisfeita.

E possivel superar esta dificuldade procedendo da
seguinte forma: Completamos F , com "elementos idealizados" e
para este espagoe completado Fo escolhemos  um  conjunto
adicional E' de modo que as Tungbes de Fﬁ estendidas a Eo + E
com & mesma norma que em Fo forme um espago gue admita
compietamente funcional que leve ao espaco G com nicleo
reprodutor KG. Como foi viste na secio 3, retornamos =ao
conjunto Eo pela restrigdo das fungfes de G a Ec. Tomando no
espago H das restrices a norma dada pelo teorema 3.3 nés
chegamos a0 ntclec reprodutor KH que é a resirigio de Kc a Eo.
0 espago H e sua norma {1} | iH podem ser descritos em termos do

espago F & de sua norma || E[F como segue: Pelo teorema 3.3
[+
[+
Jja vimos que para qualquer f € H temos:

ElfilH--mmilgilG
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onde g € G € tal que g restrita a Elo coincide com . Mas como

G fol obtida de ?0 via completamento funcional segue gque:

Hgtl, = timlif_ I}

2]

onde {f n} < ‘F'Q ¢ uma sequéncia de Cauchy qualgquer que convirja
para g em todo ponto ¥ € EG + E’. Em particular {fn} & uma
sequéncia de Cauchy qualquer converginde para f em todo ponto
de Em, pois gl Eﬂﬂf . Portanto, dado f € H existe uma sequéncia

de Cauchy {f n} < Fo tal que:

(11} f{x) = lim fn{x} Vxe Eo
e portanto:
(12} Hf!fﬂ = min iim]ifﬂl!F

1]

onde o minimo € tomado denire todass as sequéncias de Cauchy de
FO gue convirjam a gualquer fungdo g € G cuja restrigio a E‘3
coincida com {. Existe pelo menos uma sequéncia de Cauchy para
a qual o minimo ¢ obtido. Tais sequéncia serfo chamadas de
sequéncias determinadoras de f.

O produto interno correspondente a | | &

H
definide por:

{13} (f',g)}(i = lim <fn,gn>

para  quaisquer duas  sequéncias de Cauchy {f hig}
. )] n

determinadoras de f € g.
£ importante observar que (13) ainda & valida

guando apenas uma das sequéncias for determinadora e a outra

simplesmente satisfizer (11).
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Provemos agora o seguinte teorema:

6.3 TEOREMA: As restrigbes Km{x.y) para cada y £ Eu fixo
formam uma sequéncia de Cauchy em Fa. Elas convergem & funcéo

I(H{x,y) € H que é o nicleo reprodutor de H.

DEMONSTRACAO: De modo semelhante ao que foi feito para

obtencio de {4) no caso A, agora para n = i =< k obtemos:

Z
(14} JIK K iFkﬁ Km(y,y}-* K {y.y)

e fazendo-se k tender ao infinito obiemos:

2
{15} Iiﬁm—Knoi !st Km{y.yl - any,y) .

Pela definicBio do conjunto Eo jsegue que {Kﬂw} é de fato uma
sequéncia de Cauchy em Fa. Como Kno € Fo ,5egue pela proposigao

6.2 que le{x,y}i = My[ II(ME iFO e, por {15}, temos que para y €

Eo fixo, {Kno{x,y}} ¢ de Cauchy em € para todo x € EO e

portanto seja:
KH{x,y} = lim Kmix,y) .

Assim, para y € Eefixada, KH[x,y) ¢ H como fungio

de x.

Provemos agora a propriedade reprodutora de KH:
Tomemos I & H arbitraria e uma sequéncia de Cauchy, {fn} < Fo,

determinadora de . Cada N ¢ uma restrigdo a EO de alguma f ,
. n
€ Fk , isto é fnmfk Por {10} temos que para todo i € N:
=]
n ’ n

)



Hif, iF: }ygilfhlir'l

onde i= 11<12 s ”1-' =] HF . Assim, tomando-gse iwkn, segue
13 12

que podemos construir uma sequéncia crescente m1 £ m2 {...e

zinda satisfazendo m P2 kn , para que faga sentido falar na

restrigio T K m e para a qual vale:
n n

- 2 2 2
(16) (kam HF 1 ka HF = I/n

o
nn me n [+
1]

Claro que {Km Q(x,y]} também € de Cauchy
n
convergente para KH(x,y)‘ Por {13} segue:

{17) <f(x},KH[x,y)}H = i1m<(fk o (x),Km o{x,y})F
n iy L]
pois {fk o} = {fn} & uma sequéncia determinadora de f. Assim
i
ESCrevernos:
143 . wmlf Koo - i «F K2
ko moeV F km F k F
1 G non n m non n m
3] n
{18} - <f;: Q,Km 0>F ]
Fi n 3]

Note que o colchete acima € da forma {<g,h>l__ -

m
n

<g0,§0>Fn] para gh de an e com g e ho sendn as restrigdes
de geha E’,_o respectivamente. Isto € uma forma bilinear em g

e h e a forma quadratica ecorrespondente «(g,g)*F - {go,go>F =

m Q
k11
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(gl )% -11g 12 ¢ positiva (segue de (8) e de (10)).

m °
n

Consequentemente a desigualdade de Cauchy é valida para esta
forma e temos:

2 / 2
O TR AR T N S I T e il (1) S T
nn mn n ] n mn

2 w2 _ 172
HK - N2 s amlik 11 = (/n) K (yy)

n [+] n m n
n
Quando n tende ao infinito o Gltimo membro tende a zero pois

Km (y,y) tende a Ko(y,y) que ¢ finito por hip6tese. Portanto

n
(17) e (18) nos garantem que:

<f(x),l(H(x,y)>H = lim (fk m(x),K m(x,y)) Fo=

nn n m
n
= lim fk n“(y)
nn
e para y € Elo fixado temos fknmn (y) = fk . (y) e portanto
n

temos ainda:

= lim,fk o {(y) = lim fn(y) = f(y).

n

ou seja, vale a propriedade reprodutora para KH.

OBSERVAGAO: Um caso particularmente simples é quando (Fo,ll

||F ) vem a ser um subespago de um RKHS, F. Neste caso a
°

segunda condigdo do teorema 2.2 ¢é claramente satisfeita. H ¢
entdo o completamento funcional de Fo, a norma || || ¢é a

extensdo da norma || IlF e H é simplesmente o fecho de F em
[+]
o

F pois um subespaco de um espago de Hilbert € completo se e
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somente se € fechado,

Um exemplo trivial de um caso como este seria o
CAS0 Flc Fz c....c ¥ onde todos os Fl's fossem subespacos de
um RKHS F. Assim El= Ezz...z E = Eo, onde a ditima igualdade

segue da proprosicio 6.2. Neste caso F°=U F e H seu fecho.

§ 7 OPERADORES EM ESPACOS COM NUCLEOS REFRODUTORES

Em espa¢os de Hilbert de fungdes munidos de
niicleos reprodutores, os operadores limitados admiftem uma
representacio interessante.

Nesta secdo usaremos LxK{x,yI para denotar o
operador L atuando em K(x,y} como fungdo de x e a imagem de

K{(x,y) via L. & vista também como fungdo de x tendo y como
.4

pardmetro.
Seja F um RKHS e L um operador linear sobre F e L_‘
Q operagor adjunto de L. Se tomarmos a
transformagsio:
o
{1} Alw,y) = Lx'i(();,y}

temos que A como FTuncdo de x pertence a F.
Segue imediatamente da defini¢do acima que ao
operador identidade, I, corresponde o nlclec Alx,y)=Kix,y).

Utilizando-se {1} temos que para cada T ¢ F:

(2) LE(y) = e, KOLy», = <f{x}.L;K_{x,y}>x =
= <ffx),!\{x,y)>x

Logo, a um dado operador limitade L em F

corresponde um ndcleo A(X,y) que, para todo pardmetro y, € um

elemento de F como fungio de x. O opérador ¢ representado em
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termos de seu nicleo pela relacio (2).

7.1 PROPOSIGAO: O ntGeleo A‘(x,y} correspondente ac operador L’
é dado por A'(x,y) = A(y, ).

DEMONSTRACAO: Por (1) temos A'{x,y}m(L;)'K{x,y)mLxxtx,y) e

entio:

A (x.2) KX, yD = @_K(x,2),K(x,y0=
= <K(x,z).L:fo,y}>= -
= {Alx, ¥}, Kix,z).

Agora, tomando-se f{y}m\'(y*z} e glzi=Alz,y) obtemos pela

propriedade reprodutora de K o seguinte resuitado:

Ay, 2)=F (3 )=<E (), KX, 3 0=<A " (x,2),K{x,y o=
Alx,yi,Ki{x,z)> = {g{x},K(x,z}>

]

glz) = Alz,y)

#

isto é&:

(3) Ay,z) = Rz

E claro que & L1 + Lz e & «bL correspondem A1 + A
*

2
e oA respectivamente pois [L: + L:) = L: " L; e {al) = aL .

7.2 PROPOSICAO: O nicleo A correspondente 2 composicio L:Lle s

com respectives nicleos AI e Az ¢ dado por:
{4) My,z) = mi{x,z),Az(y,x}l
DEMONSTRAGAO: Como (LILZ}*mL;Ll' segue por (2) e (3) que
Az,z) = (L L) Kiy,z) = L. L K(y,2)
sZi W sZp = 2] =
¥ ¥ 2y y 2y 1y y

*
Lzyl\lty,z) = {Al{x,zj,Azfx,yl.‘?
<A1 (x,z},zf&2 (v,53>

i
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Dos resultados acima obtemos facilmente:

<<f(x].!\{x,y}>x,g(y)>y = <Lf{y).g(yi>y =

iyl glyp

Gyl <g{x],A (x.y}>x>y
(ﬁy),@(x),iﬁﬁ:”bx)}, ,

i

Efetvando-gse uma ftreoca de varidveis no segundo membro da

ultima equagio acima obtém-se;
(5} ((f(x),h(x,y))x,g{yby = «{x),(g(y},A(x,ybY}x

De (3) segue ainda que a simetriz de L &

equivalente a simetria hermitiana de A:
{6} Alx,y) = Aly,x)
Provaremos a seguir uma importante propriedade:

7.3 PROFOSICAO: O operador limitado L & positive se ¢ somente

se seu ntcleo correspondente A & uma matriz positiva.

DEMONSTRACGAOC: L £ positivo quando e somente guando <Lf,f> = ©

para gualquer f € F. Tomemos T € F como definida abaixo:
B . n
N f(x) :k);lgkxtx,yk}

para n~Gplas arbitrarias (yl,yz,..-ynJ € E" e {gi,gz,.,..gn) €

" e temos:

k] 3]
0= 4f,fH = £ L Kix,y LKIx,y » =
kzi j;&kgj . {x yk} {x yj)
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n n *
= Z ZEkEJQ\ (x.yk).K(x.yJ)>
k=1 J=1

i ~1s
ng~1s

—_— *
EkEJA (yj,yk)=

k

1 j=1

=i iskgjl\(yk’yjj

k=1 =1

isto prova que A e portanto A sio matrizes positivas.

Para a verificagdo da reciproca notemos que o que
foi feito acima nos garante que se A é uma matriz positiva,
entdo <Lf,f> = O para toda f € F da forma (7). Como estas
fungdes formam um conjunto denso em F (propriedade 1.7) toda
fungdo de F pode ser aproximada por uma sequéncia deste tipo.

Passando-se ao limite obtém-se <Lf,f> =z O para toda f € F.

OBSERVAGAO: Generalizando-se a notagdo utilizada na secdo 5
adotaremos A1<<A2 ou A2>>I\1 sempre que 1\2--A1 for uma matriz

positiva.

7.4 TEOREMA: Seja um nicleo arbitrario A(x,y) hermitiano
simétrico, isto é: A(x,y)=A(y,x). Uma condi¢cdo necessaria e
suficiente para que a ele correspohda um operador simétrico
limitado L, com limitante inferior m finito e limitante

superior M finito é que mK<{KAMK.

DEMONSTRAGAO: Se a A corresponde um operador simétrico e
limitado L satisfazendo m<f,f> = <Lf,f> = M<f,f> para qualquer
f € F entdo: <(L—rhI)f,f> z 0 e <MI-L)f,f> =z 0 também para
toda f € F. Assim, (L-ml) e (MI-L) sdo operadores positivos e
pela proposigdo (7.3) temos que A-mK e MK-A s3o também

matrizes positivas.
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Verifiqguemos a reciproca. Temos da hipblese que
O((Kxn(l/M-m){A‘—mK)((K. Portanto KI ¢ uma matriz positiva que

satisfaz: K1<<K, & assim sende £ o ndcleo reprodutor de uma

classe (F .11 11 ) e pelo teorema 5.2 temos F cFellfll=
1 1
Hfili para tioda f'1 € F1 e pelo teorema 5.8 ¢ operador

Llf(y)z{f(x.},l(i(x,yb é um operador positivo com limitante

menor ou igual a 1, isto &, para toda f € Fl:
0= <L1f,f_} s .
Da definigio de L1 segue que a ele corresponde Kz’

consequentemente Az(M—m}K1+mK corresponde aoc  operador

Ln(M-—m)Ll-rmI e as ultimas desigualdades fornecem:
mdf, 5 = Lnlf,f> + ({M—m}LIf,f? = ML,
pois {M-mD>0 e assim <(M—m)L1f,f'> = O portanto:
m<f, £ =5 (L 1,00 = MDD
OBSERVACAO: Um nicleo A & representdvel de maneira Gnica na
forma A= A1 + iAz com hi’ !\2 hermitianos simétricos. Basta

para tanto tomar:

(1/72){Afx,¥) + Aly,x))

i

Ai(x,y}

(1721Alx,y) - Aly,x)) .

Az(x,y)

Assim, uma condiglo necesséria e suficiente para
que & A corresponda um operador limitado & ciaramente gue a Al
e Az correspondam tais operadores. A estes nés podemos aplicar
¢ teorema 7.4.

Sobre a convergéncia de uma sequéncia de

operadores, mantendo a notagho introduzida no capitulo O
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podemos verificar o seguinte resultado:

7.5 TEOREMA: Se L=w1ian entfio para os nicleos correspondentes
podemos  afirmar que Alx,y} = lim An(x,y} para todo {(x,y} €
ExE. 5e L = unlim Ln ent&o An converge uniformemente para A
para todo (x,y) pertencentes ac subconjunte de ExE onde Kix,x)

e Kly,y) sejam uniformemente limitados,

DEMONSTRACAQ: Ambos os resultados seguem diretamente da
propriedade do nhcleo reprodutor e da definigiio de Alx,y),

pois:

AxY) = Mzy) Kz, = <L;x(z,y}.x{z,x>>z =
= Kz, y)LL Klz,x}» = lim K(z,y>,L Klz,x}>
z neE z.
= lim A (xy) .

Andlogo ao que foi feito acima também obtemos:

PA(x, Y)Y - An(x,y}{' = [((K[z,y},(L—Ln}zﬁtz,xD| =
= JIK(zy) | T IL-L i iKz,x) i
z 13 A

= {{L - L | K {x, Ky, v 2
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CAPITULO 2

CONSIDERACOES SOBRE ALGUNS ESPACOS DE HILBERT IMPORTANTES

Neste capitulo pretendemos fornecer alguns exemplos
importantes de espagos de Hilbert que possuem nidcleos
reprodutores (RKHS). Também incluiremos agqui um resultado
interessante que relaciona a teoria dos ntcleos reprodutlores a

algumas transformac8es conformes particulares
§I-ESPACOS DE HILBERT DE DIMENSAQ FINITA

Mostraremos que os espagos de Hilbert, de funcdes,

de dimensfo finita, s8¢ exemplos de RKHS.

1] EXEMPLO: Seia ¥ um espage de fungBes de dimensHo finita n
formando um espago de Hilbert e consideremos B 0=

{w}{xl,wz{x),“.,wn{x)} uma base de F. Se f e g pertencem a F

entio;
n h
(1} f{x) = z giwiix) e glx} = ): n}wj(x]
I=1 =1
com &i . i=12,...1, e 05 n} . F=12,..n, determinados de

mode Unice. Consideremos o seguinte produto interno em F:
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T
{2 S, =,):jf?l'wJ>€an .

A norma por ele determinada & dada por:

i
{ifl |2 glzljilglgl com “U = <wi,w3>.

A matriz G = {tzi j}' ¢ a matriz do produto interne em
relagdo A base ordenada B, também chamada de matriz de Gram da
base B. A matriz de Gram de uma base qualquer possui as
importantes propriedades de ser Hermitiana, inversivel e
definida positiva. Denotando por {B“{} o conjugado da matriz

inversa de G obtemos:

' L O se 1l #k
{3} Eauﬁjk = :

1 se i =k,

1.2 PROPOSICAO: Seja F um espago de funcBes como no exemplo
1.1, Entdc. o ndcleo reprodutor ¥ com a norma proveniente do

produto interne {2} acima, ¢ dado por

(4} K(x,¥) wizj:;?uwi(x)wj{y] .

DEMONSTRAGAO: Clara que K{x,y) como dade acima, e considerado
come funciio de x, pertence ac espago em questdo, pois B” e
wj{y}, i,j= 1,...n, sBo constantes complexas e wi(x} e F.
Também, sejam y € E e f & F arbitrarios. Considerando f em sua

representacio na base B dada por (1) temos:

I3 I3
SRR, ¥D = <kzl:§kwk{x],i)‘;jijwi{x)w W =
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&

~—1=

e =

EkB’ jwj(y)(mk_(x),m! [x})x =

1 1,})=1

n |1}
£owliyle B .
Ly i’jzlk j ki 1)

Logo, por (3] & por (1) segue que:
Six).Kix,y» = fly) |

como queriamos demonstrar.
A matriz {ﬁ#i 3} é Hermitiapa definida positiva pois
sua inversa G = {a”} ¢ €. Desta forma acabamos de demonstrar

o seguinte resuitado:

L3 TEOREMA: K(x,y) € ¢ micleo reprodutor de um espago de
Hilbert de fungfes, F, de dimensfio finita n se e somente se
K{x,y) for da forma {4) com uma matriz definida positiva {Bjk}
e fungBes linearmente  independentes wk{x}, k=1,...n. O
correspondente espage F € entfo gerado pelas funcdes mk(x),
k=i,...,n. As TungBes [ & F sdc dadas por (1}, com norma

proveniente do produto interns {2) como descritc acima.

Veremos agora um caso particular importante de RKHS

de dimensio finita.

14 EXEMPLO: Seja Pn(C] o espago vetorial dos polindmios

complexos de graus = n munido do seguinte produto interno:

Fog> = j' F2)ETZY dz .
¢

Seja B = {pilz),pz(z),..g,pn{z}} uma base ortonormal de Fn(E}

e tomemos a fungio Kn{z,w} definida sobre CxC como segue:
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i
l(h{z.w) -=l;pl{zJp!iw3 .

E claro gue Kn{z,w} ¢ o nucleo reprodutor do espago PBEQ} pois

para qualguer p € Pn(C) temos:

plz) = <p,pl>pi{z}

n
i=1

e portanto:

1] n
<p(z},Kn(z,w}> = <i);l<p,p1>pi(z),jzlpj{z}pj{w} >z =

n I
-_-izl jZ:lf,p,pi>pj[w}(pi(z},p}{zbz

i

<p,p1>pi{“fl =
1

[ e

= plwl,

Alcancamos, entfo, o resuitado procurado.

§2~-NUCLEOS DE BERGMAN: Seja B um dominio, isto &, uma regifio
aberta e conexa no plano complexo, e analisemos agora o
subespago  de Lle) formado pele conjunto das fungdes

analiticas de quadrado integravel sobre B.

OBSERVAGAO: O subespago acima descrito nfio &, necessariamente,

completo. Denctemos por Lj(B} o completamento deste espaco,

2 1-TEOREMA: Tomando B nas condigbes acima, temes que LZ{B} &
T
um RKHS.
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OBSERVACAD: Vale a pena ressaltar que cada classe de
equivaléncia de funcdes de L:{B} possul apenas uma funcho.
Este resultade segue do fato de que duas fungles analiticas em
uma regifio B do plano complexo, que diferem no méximo em um

conjunto de medida nula, s&0 necessariamente idénticas.

A importancia desta observeglc se deve ao fato de
gque a teoria dos nicleos reprodutores, come foi vista no
capitule 1, s6 apresenta sentido para espagos de Hilbert de
fungdes, no sentido classico da palavra, e ndo para espagos de
classes de equivaléncia de funcles pois, nestes casos, ©

funcional avaliagio Ty(-f 1=f{y} ndo est& definido

DEMONSTRAGCAOQ DO TEOREMA 2.1: Basta demonstrar que o espaco das
fungfes analiticas de quadrade integravel sobre B satisfaz as
duas condigBes do teorema 2.2 do capitulo i. Para verificarmos
que a primeira condigdo & satisfeita Taremos uso do teorema
(21) do capitulo O

Para um ponto arbitridrio t pertencente ao interior
de B podemos encontrar uma constante real r, tal que
Cr:IZMtI = r estd contida em B. Como f € analitica em B temos

que para todo z € (Ir vale

- in) n
flz) = z £ {ti{(z~1)

nt

Segue entio,do teorema (21) gue:

03
{n) 2_2Zn+2
LIS JJ |£(E) | %aE =
<

iy (n!)z{m—l] .
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= ” [r(€)%de = 1iril® .
i

Em particular, para qualquer n natural temos:

?Ilf{m{t) |2r2n+2

z
= Hfis o,

(n+i}{n!}2

e tomando-se n=0 obtemos gque o funcional Lt[f wf{t) &

limitado, visto que:

FIfH

72
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LAY = [T{t} =

A verificac8o da segunda condicio segue como um
corolaric da proposicic (24} do capitule ©. Portanio Lf(B} &,
de Tato, © completamento funcional do espage das fungdes

analiticas de quadrado integravel. Logo L:(B} é um RKHS.

0O lema abaixo pode ser encontrado em Davis [26] e
serd utilizade para demonstrarmos a forma como o nicieo

reprodutor K{x,y} do espaco LZ(B), pode ser representado.
o .

2.2 1LEMA: Seja B um dominic em ¢, {hn{z)} um  sistema

ortonormal completo em LZIB]. Para w € B fixo a série:
o

fra)
{5} K(z, wi= Z hn(z}hn(w}

n=}

converge uniforme e absolutamente em qualquer regifio limitada
e fechada B, contida em B. A soma € analitica em z € B e

pertence a LE{B}. Também temos que:
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hﬁ(w} = (hk{z),l({z.wbz .

2.3 TEOREMA: Se {hniz}} ¢ um sistema ortonormal completo em
L:{B} ent#c seu nicleo reprodutor K{x,y), admite a seguinte

representacdo:

o)
(6 K(z,w)= ): h (2)h (W) .
1

n=

K{z,w} ¢ chamado de nicleo de Bergman para a

regigo B.
DEMONSTRACAQ: Consideremos {hn{z}}, um sistema ortonormal
complete em Li(B). Temos que mostrar que para gqualquer f(z)
LB} vale:
o
fw) = <F(z),K(zw)> = ”Bf{zi—mzm,w} dz.
De fato, como f € L:{B) segue que:
f(2) = <f,hOh (2) ,
e pelo lema 2.2 e pela identidade de Parseval femos:
F(2)K(zwh = § <6.h b (2)Kiz,wh =
z K k 2z
=} <6,hoh (w) = f(w)
kK Kk
e estd demonsirado o resultado.
Os ndcleos de Bergman possuem uma propriedade de

invaridncia bastante interessanmte. Como um exemplo desta

propriedade poderiamos citar o caso de dois dominios, D e D,
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no plane complexo. Se T{z) é uma transformacio conforme de D

em D’ entlo
KD,{z’.w')T’(z)T'iwi = KD{z,w} .
onde z'=T(z) e w'=T{w}.

No casc de uma variavel, vale a pena salientar que,
guase itodas as  aplicagbes conformes  importantes sdo
representadas em termos destes nicleos. Para uma regiio
simplesmente conexa [, por exemplo, a aplicacio £=f {z,zo}, que
representa D sobre um circulo {£{< R de tal forma que o ponto
z € D ¢é levado em £€=0 e f’(zﬁzo)=1, é representada em termos
deste ndclee por:

z

1
f{Z,ZO} = W Jz K(t,zo) dt.

[+

A seguir incluiremos um exemplo particular de

niciec de Berpgman:

2.4-EXEMPLO: Seja B =4 z € € :|lzl < 1 } o circulo unitario

compiexo, Pode-se verificar que as funcles:

_f/ n+1 2 n= 0,1,2,... -,
fn(z} = """"“'“i‘zm

formam um sistema ortonormal completo em Li{B}. Portanto, pelo
que fol visto acima, segue que © nlcleo reprodutor para L:(B)

¢ dado por:

o -1

K(z,w) m'z ,,9_:{_2__ Pl = {ﬂ{lﬁz‘;)z]
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Nogso préximo exemplc estd relacionado ao estudo

das equagdes diferenciais;

§3-FUNCOES DE GREEN: Consideremos ¢ espago X constituido de
todas as funges Fi{x) da forma

F{x)=rf(t) dt 0sx=1,

-

onde f(t) e L%10,1]). Se G{x)xj gt} dt. Consideremos em X o

seguinte produte interno:

i

1
F.Gr = J fix)glx) dx = J Fr{x}s’(x) dx .

3.1 TEOREMA: O espago de Hilbert de fungBes X como definidoe

acima € um espago de Hilbert com niclec reprodutor.

DEMONSTRAGAO: Tomando-se:

Kit,x}
Kit,x} =

i
iA
-+
1A
M

§

w
1A
"
1A
—

-

temos que

FOLE = 1<Fz),Kizxp | %= | IFH P Kzl =

1
Kix,x) J F{x)1” dx

i

1
x [ IF(x)] % dx
o
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Iste comprova que o funcional linear L{F)=F(x) & limitado
como queriamos. Agora, derivando-se K{1,x} em relagiio a t

obtemaos:

K'{t,x)
K'{t,x}

Il
-
o
1A
™
iA
>

i
o
»

th
[
IA
s

2 entdo Fix) pode ser escrita como

i

F{x) = | F'{t) dt = J FIOUOK (1, %} dt = (1), K1, x>,

e K(t,x) é entio o nicleo reprodutor de X.
Observemos que a funcio K’(t,x) & na verdade, a
fungBo de Green para a equaglo diferencial y'=0 com condicio

inicial ¥(0}=0,

§4 A FUNGAO DELTA DE DIRAC,

Seja F = L%-m,nl. A rigor, F ndo é propriamente um
espago de funcBes mas sim um espago de classes de equivaléncia
de fungbes no qual duas fungBes sfc identificadas se e somente
se elas diferem, no méaximo, em um Conj_untb de medida nula.
Neste caso € importante salientar que, como ja observamos
anteriormente, o funcional linear LIf)=f{x) relevante a
definiglio de espago de Hilbert com ndcleo reprodutor, ndo €
. definido. Contudo, nfo podemos deixar de mencionar um ndclec
de muita importancia: a "funcio” deita de Dirac Kixy) =
8(x-y)} {para maiores informactes sobre a fungéio delta de Dirac

ver ButkoviS] pag 224). A expressio integral:
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ki 4
f{x} =J f{y)8(x-yMdy ,

-

e a expansdo ortogonal {divergente):

w
Slx~y)= o z cosk{x~y} ,
k=t

gd@o propriedades bésicas da teoria da fungio & de Dirac.

Embora muitas c¢oisas Interessantes possam  ser
feitas formalmente, a teoria dos nicleos reproduiores para o
caso de distribuicBes, como € o casc das funcles delta de

Dirac, deve ser analisada a partir de um outro ponto de vista.
85 ALGUNS RESULTADOS RELACIONADOS A TRANSFORMACGOES CONFORMES.

Mossa intengdc agora € fornecer uma expressdo
alternativa bastante Otil para © nicleo reprodutor de LE(B) no
caso em que B seja bastante simples. Nio inchuiremos, porém,
as demonstragbes destes resultados que poderfio ser encontradas
em P. Davis [26} teorema 12.6.14 (pag 325} e corolario 12.6.15
(pag 325}

5.1 TEOREMA: Se mi{z)=w & uma transformacBo conforme biunivoca
da regifioc B sobre o circulo unitdrio €, entdo o micleo

reprodutor para inB} ¢ dado por:

m'{z)m’ ()

Kiz,t)} = 5
z{l-m(zm{t])

5.2 COROLARIO: Se ia miz) = w uma transformagie conforme

biunivoca da regifio B sobre o circulo unitario €. Se a

74



transformagfio € normalizada exigindo-se gue mitl=0 e m'(tNO

onde t & um ponto fixado em B entlio:

z

miz)= cJ Ki(z,t) dz ,
t

onde ¢ & uma constante.

A utilidade do corolaric acima se baseia no fate
de que para regifes B com fronteira suficientemente suave
existe um sistema ortonorma! completo de polindmios em Li(B},
e Klz,t) pode, =ao menos em principio, ser computade
diretamente pele que foi visto em §2 deste capitule.
Poderiamos entfo, fazer uso deste coreclario para expressarmos
de uma forma bastante simples uma transformagio conforme entre

B e o circulo unitario.
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CAPITULO 3

APLICACOES DA TEORIA DOS NUCLEOS REPRODUTORES

AQGS MODELOS DE SINAIS BANDA-LIMITADOS

De uma maneira geral, entendemos por sinal uma
Funcdo gue fornece informagio sobre o estado de um sistema
Ffisico. Se torna entdo, natural e conveniente considerarmos
sinais e fungbes gue dependem do lempo de maneira indistinta,
Neste capitule entenderemos por espago de sinais um espaceo
vetorial de fung8es que dependem do tempeo. Particularmente,
estaremos interessados em espagos de funcdes de guadrado
integravel e, assim sendo, Introduziremos os seguintes

conceitos:

SINAIS COM ENERGIA FINITA: O seguinte conjunto de

sinais:

[+
S_(K)= { () :f £%(1) dt = K , K20 }
-0

é dito ter energia finita limitada por K. E comum interpretar
Fisicamenile a integral acima com gende a "energia“ de um
sinal, isto se deve ao fato de que se f(t) & a vollagem que

atravessa um resistor de l-ohm entioc a integral temporal do
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quadrado da veltagem fornece justamente a energia dissipada no

resistor..

SINALS BANDA-LIMITADOS DE TRANSFORMADA DE FOURIER:
Seja K uma constante real positiva € para uma dada funcio ¥

€ iniRJ consideremos sua transformada de Fourier dada por:

L0
Flw) = ‘[ fit)e ™ gy
- .

Entic, o conjunio dos sinals banda-limilados, de transformada
de Fourier, szl(), é definido como sendo ¢ conjunto dos

sinais de energia finita dado da seguinte forma:

oo
S(K)=( £(t): F(w) =| f(t)e™ dt = 0 sempre que |wiXK }

o

As mesmas consideragBes feilas acima podem ser
estendidas aos sinais banda-limitados de lransformadas de

Hankel, seno e cossenc.

Os sinais banda-limitados de energia finita, de
Fourier, de Hankel, seno e cogseno s80 exemplos especificos de

espagos de Hilbert abstratos com nucleos reprodutores (RKHS).

Propriedades bdsicas dog RKHS sdo aplicadas ag
estudo detalthado dos sinais banda-limitades, Também se
Investiga a importincia dos nucleos reprodutores em resolucio

de problemas de extremos {mdximos e minimos).
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B0 apresentados ainda, alguns resultados novos e
outros " Jd conhecidos em expans8o amosiral, energia minima,
interpolacdo ndo uniforme e lmitantes de erros de
truncamenio, a partir do ponto' de vista unificado da teoria

dos nucleos reprodutores.

0 procedimento via teoria dos nidclecs reprodutores
stmplifica os cdlculos em vdrios casos, além disso, oferece um

ponto de vista geral e unificado em todos os casos.

Na teoria das comunicacbes e da informacio,
modelos de sinals banda-limitados 530 usados para andlise e
representacio. Estes modelos sdo usados pois, com freguéncia,
eles representam razoavelmente bem oz verdadeiros sinais
encontrados na prética. Além disso, muitas propriedades

matemdlicas poderm e tém sgideo oblidas a partir destes modelos.

Neste ecapifulo vamos nos limitar a algumas
aplicacdes da teoria dos ntclteos reprodutores aos modelos de

ginals banda-limitados.

§1 ESPAGOS DE HILBERT COM NUCLEOS REPRODUTORES ASSOCIADOS A
ALGUNS ESPACOS DE SINAIS BANDA-LIMITADOS

Congideraremos espagos de Hilbert Hi munidos de
ndcleos reprodutores K1 com fungBes definidas em  conjuntos
ndo vazios Ti i=1,2,3,4. Por simplicidade assumiremos que
todos os escalares e todas as fungBes assumam somente valores

reais.

Em andlise de sinal, os sinais sio geralmente

caracterizados em termos de algumas propriedades ne dominio da

78



transformada de Fourier. N3o & dificil verificar que o espago
de sinals banda-limitados, de energia finita, de transformadas
de Fourier formam um exemplo especifico de um RKHS .0 teorema
de Paley-Wiener {ver Triebel [67]} nos garante que nestes
espagos, cada classe de equivaléncia de fungiies €, na verdade,
constituida por uma dnice fungfo. O nacleo reprodutor K ¢é dado

pela funglo seno como veremos a seguir:

1.1 TEOREMA: Seja H1 a classe das TungBes f{t) de Lz{—m,m}

tais que suas transformadas de Fourier:

A

im J fitye lar
® e

Filw} = }w

se anulam em dquase toda parte fora do intervalo {-m,m}. Assim

H1 £ um REKHS em Tim(»-m,m} corn nicleo reprodutor dado por:

senm{t-s)

K‘zts’t) = u{t-g}

Observamos que o limite considerado acima & o
limite forte em Lz, ou seja, o limite na norma || iiz.
- DEMONSTRAGAO: Pela transformada de Fourier inversa temos que

qualquer fungdo f € H1 é dada por:

N 4

fl1) = lim tzm“‘j Flwle™ dw = (zn}“‘J Flw)e ™ dw
-X -7

1
N-
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com F = sz*n,n). Segue assim, pela desigualdade de
Cauchy~-Schwarz que o funcional avaliaclo Tt{f)tf(t) ¢ limitado
para qualquer tempo finito 1t e portanto Hl ¢ um RKHS.

Mostraremos agora a propriedade reprbdutora de Kl,

Temos que

"

fit) = tzm“l[ Fiw)e'™ dw =
bt 1 4

i 4 00

= [211"}“1"‘ [ [ f{s}e_iwds ] e tdws
wy —t

e pelo teorema de Fubini obtemos:

o T

) = | fls) [em) ] e et Mdwlds
—63 -
Agora,
ki
ot e Wy = senm(t-s) - K (s.t)
. w{t-gi 1

de onde segue entdo gque:

flt) = r f{s) K {s,t)ds= <f(s),K1(s,t}>
—ry .
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e estd demonstrado o teorema 1.1

Em analise de sinal em duas dimensdes, os sinais
sdo, Aas vezes, caracterizados em termos de algumas
propriedades no dominio da transformada de Hankel. Podemos
mostrar gque os espagos de sinais banda-limitados, de energia
finita, de transformadas de Hankel, sene e cosseno sfo
exemplos especificos de RKHS abstratos da mesma maneira que no
teorema 1.1. Pela semelhanca dos resultados vamos snuncid~los
a seguir como corolarios. Incluiremos apenas as idéias das
demonstragbes destes corolérios pois elas seguem exatamente a

mesma linha do que foi feito para o teorema 1.1,

1.2 DEFINICAO: Considere o espago L?'({O,oo}). Definimos a
transformada de Hankel de ordem v, para uma funglc f qualquer

deste espago por:

1/2

im (wt)

FH(w] = i_}m . .}v(wt)f{t) de

onde .IU € a correspondente fungdo de Bessel. A transformada

de Hankel inversa & dada por:

£t} = Lim | (wp)?

W5 prwt)}"ﬁ{w} dw

1.3 COROLARIO: Seja Hz o espago das fungdes f{t) de L*(0,m)
tais que suas transformadas de Hankel de ordem v, v 2 -1/2 se
anulam em quase toda parte fora do intervalo (0,%). Neste caso

a transformada de Hankel inversa é dada por
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3
- 172
flt) = L(wt) .}v{wt}FH(w} dw

com t € (O, e F, € L*(0,%). Assim H, ¢ um RKHS em T (0,)

com nuclec reprodutor dado por:

n{ts)’?
2

K (s1) =
‘ 5 -1

{tjv(sn}J;{tu}~slv(tn)J;(sn3)

DEMONSTRAGAO: A demonstragio segue de forma analoga ao que foi
feito para o teorema 1.1 fazendo-se usc do seguinte resultado

da teoria das transformadas de Hankel;

1

J-xjv{snx}.lv{trzx} dx _ 1'“Jv{Sﬁ]‘l;.r{w)msjt«‘{m”v (sm)
[»]

n{sz—tzi

1.4 DEFINICAO: Considere o espaco L ({0,»)). Definimos as
transformadas seno, Fs , & COSSeno, Fc , € suas respectivas

inversas para uma fungdo I qualquer deste espago por:

Fsiw} =

172
lim [—?—w] sen{wt)f{t} dt
Ada | om o

A transformada seno inversa é dada por:
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12 ~
flt) = lim j—— osen{wt)}"s{w}dw =

com 1 € {(Qm) e FS € L‘L(O,n}. A transformada cosseno & dada

por:

1/2
Flw)=lim [% cos{wt) (t} dt
4]

com t € {0,0) € Fc . LZ(O,IIJ.
1.5 COROLARIO: Seja H, a classe das fungBes f(t) de 140, w)
tais que suas transformadas senc se anulam em quase toda parte

fora do intervalo {Q,r), Neste caso a transformada seno

inversa & dada por:

172 H
_ 2
f{t) = [—»ﬁu] Josen{wt}Fs{w} dw

com t € {O,») e Fs € Lz((),u}. Assim H3 & um RKHS em TSIO,eo}

com nicles reprodutor dado por:
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K {s,t)} = 1 senn(t-s5) _ _senx{t+s}
(t-s) (t+s)

DEMONSTRACAO: Segue como no teorema 1.1 bastando observar que:

i

Kais,t) s -—E——j' sen{tx)sen{sx} dx
O

1.6 COROLARIO: Seja H a classe das funcBes f(t) de L*{0,»)
tais que suas transformadas cossenos se anulam em quase toda
parte fora do intervalo (0,m). Neste caso a transformada de

cosseno inversa é dada por:

kid

/2
_ Z
it} = [m&u} -Lc:os(wt}f"c{w}dw .

com t € (Om) e F_ e 1%(0.7). Assim H, é um RKHS em T,(0,w)

com nicleo reprodutor dado por:

1 senr{t—s} . senm(t+s)

K4(s,t} =
{t-s} {t+s)

DEMONSTRAGAO: Segue como no teorema 1.1 bastando observar que:
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J

ins,t) = WE-J cos(tx)cos{ex)dx .
o _

&2 PROBLEMAS DE EXTREMOS

Em teoria dos sinais, existem certas propriedades
que sdo obtidas a partir da séluz;éo de problemas de extremos
(méximos e minimos}). Se o espago de sinals em consideragfio for
um RKHS entfio seu nicleo reprodutor desempenha um papel
importante nestes tipos de  problemas. Nesta  seclo
consideraremos dois problemas de extremos em um RKHS abstrato
no qual os instantes amostrais s8o especificados. Nestes
problemas, novamente o nicleo reprodutor desenvolve papel

importante.

Inicialmente consideremos uma versio simples destes
dois problemas: Buponhamos 1t & T fixo, onde T € o conjunto
sobre o0 qual est8o definidas as fungfes de H. Buscamoes
respostas para as seguintes perguntas: Que sinal f € H com o
valor especificado f{t) = M, M e R constante, possul a menor
energla Iifli2 ? Por outro lado, que sinal f € H com energia

[1f11°= E atinge o maior valor para £3(1)?

2.1 PROPOSICAOC: O sinal f pertencente a H e satisfazendo
f{t)=M para um determinado t & T fixo que possui a menor
energia |[if| Ez ¢ dado por:

£(g)e M K(st) .

[K(s,t)]1°

DEMONSTRAGAO: Pela propriedade reprodutora de K e pela

desigualdade de Schwarz temos que para todo t € T:
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=1L RIsaIs e KN

decorre dal que

1M If{t}}

FTRTT = TTIKT]

= |ifl]

Portanto o sinal  que buscamos deve ter energia minima igual
a iM!zl 1Ki}* e isto deve ocorrer quande tivermos a igualdade
na desigualdade de Schwarz. Como iste s6 ocorre quando fis) e
Kis,t} s3c linearmente dependentes devemos encontrar uma

constante C tal que CK{s,t}=(s). Entic temos:
Me=f(£)=¢CK (5,1),K{s, t=C] 1K{s,t}] |

& portanto:

M
11K{s,t}] >

L =

o que nos fornece o resultado desejado.

2.2 PROPOSICAO: O sinal f pertencente a H e satisfazendo
FIf izﬁ E, para uma determinada constante real positiva E que
atinge o maior valor para £2(1) para um t € T, arbitrdrio e

fixo, & dado por:

172
fla)= tE

| {K(s,t)i]

Kis,t} .

DEMONSTRACAO: Novamente pela desigualdade de Schwarz temos:

/2

It =< s}, Kis, t D= {F 1T KT [=E" "1 K(s,t}{ ] .
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Para obtermos o maior valor possivel para 2{1‘} necessitamos
que as duas desigualdades acima atinjam a igualdade. Pela

proposigio 2.1 A vimos que devemos ter:

£{t)
HK{s,t)] |

fis)=

3 Kis,t}

para obtermos a primeira igualdade. No caso da segunda,

devemos ter:

FE{t}i

1/2
E [TRTs.0) 7]

=Hf} =

| ¥

logo, f{t)= ZE" "|[K(s,t}{| & o resultado desejadc para f(s} €

obtido fornecendo ainda como valor maximo de fz{t):
£2(8) = E{ IKls, 0] 2

Consideremos agora, os dois problemas acima no caso
em que existam n distintos, mas arhitrariamente especificados,
instantes amostrais 1;i € T e valores amostrais Mi € R. Neste

caso os dois problemas nfo sio equivalentes.

A solucBo deste problema € consequéncia de um
resuitado mais geral que trataremos a seguir. Buscamos o Onico
sinal f € H que interpola scbre um nGmero finito de pontos e
aproxima qualquer outro sinal especificado g € H. Quando g = 0
estamos no casce acima. A demonstracio do proximo teorema se
baseia no processo de ortonormalizacio de Gram-Schmidt tdo
comumente usado em teoria de interpolagfo. Para a demonsiragio
do teorema faremos uso dos itrés resultados que enunciaremos
abaixo come lemas e cujas demonstragBes podem ser encontradas

em [Davis{26L
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Vale a pena observar gque nos lemas abaixo

g{xl,x X ,...,xn} denotard o seguinte determinante:

2 3

{xl,xi) (xl,xn)
g{xi.xz..”.xn) =

{x :x} eeee {2 :x}
n 1 n on

ou zinda, quando n¥o houver possibilidade de confusio Gn =

g{xl,x ,..,,xn].

2
2.3 LEMA: Seja X um espago com produto interno e {xl,xz,‘..x H

T
um conjuntoe linearmente independente. Entdo, dade qualquer
n-upla de constanies Ml'Mz”"‘Mn podemos encontrar ¥ € X tal

que:

<y,xi> o Mi Y i=1,2,...n .

2.4 LEMA: Seja {xl,xz,...,x} um conjunte  linearmente
P

L]
independente. Seja {x LI ,xn} este conjunto

ortonormalizade através do processo de Gram-Schmidt . Entfo:

* 1
X T i
' Vg(xJ
e para 11 > Lt
. . (xl,xl) {xn,xl}
x _—
“ 72
[g[x X Jglx % }]
1 n-1 1
x,x ) ... Ix.x )
n-i n  n-
% X
1 n
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25 LEMA: Seja X um espago de Hilbert, {xl.xz,..,.xn} um
conjunto linearmente independente e Mx'Mz"”’Mn constantes
reais arbitrarias. Entdo, para x € X fixo e arbitrario, existe

y € X satisfazendo
{y,xib = Ml Y i=1,2,...,n

que fornece o minimo valor para |lx-yll. Além disso, se
cim<x,x!> - Mi, i=1,2,...,n entdc o problema acima ¢ resolvido

por:

»
onde 0% Xl v i=l,...,n, séo a5 xi . i=i,...,n,

ortonormalizades e os a , i=1,...,n sio dados por:

e paran > I

ainda mais:

2 2
¥ 1N ix-yli o= X
(x-y}EX i
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2.6 TEOREMA: Considere o RKHS H com nteleo reprodutor Kis,t)
definido sobre TxT. Tomemos os instantes amostrais distintos
dois a dois {tl’tz""’tn} com tI e T. I € N e tais que
{K(x,tll.l{(x,tz},...,K{x,tn}} forme um conjunto  linearmente
independente. Tomemos também, uma n-Gpla {Mz’Mz"”'Mn} de
constantes reals arbitrérias . Seja g € H fixo e arbitrério e

seja H' o hiperplanc de H dado por:
H'={ fe H; f(tl} = Ml , 1=1,2,....n}

Entdo:

£ (s) = gls) + ): d D (s)
f=l

é o Ynico elemento de H' que atinge o minimo valor para:

71

min [{f-gtl® =1If —gtl*=}a®
[ H
f el 171
onde para todo i &€ N temos:
miéMiwg(ti} ’ Giz deﬂK{tj’tk}]3,;:::.1,2..‘1 * Goml
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K(tl,t!} “..K(tl.tl)

Di{s}“ v . :
{G G} K{tl,tid)(...l((tl,t }

£-1
1-1 1
K(s,tﬂ) ,...K(s,tI]

DEMONSTRACAO: O lema 2.3 nos assegura que H' é nfo vazio. Seja
g € H sarbitrario e fixo. Fazendo w = {-g buscamos encontrar

min {|Jw]i® ; w+g € H'}. Tomando

m = <w(x},l((x,ti)> = <ftx)-g(x),K(x,ti}> = Mtwg(ti}

estamos nas condigbes do lema 2.5 e portanto o problema &

resolvido por:

£ (s) ~ gls) = wls) = }ZldiDl{sJ .

Como estamos considerando constantes e fungdes assumindo
apenas valores reais os dl’s e 08 D"s s8o dados pelos lemas
2.5 e 2.4 respectivamente, exatamente como no enunciado deste

teorema. Ainda mais temos:

n
; z _ _ 2_ 2
min |1f-gl{® =}if -gli’=} d
f€Rn” i=1

onde

f (s) = gls) + [%qm)
=1
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como queriamos demonstrar,

Ne segundo problema, vamos considerar instantes

. i} x * > + .
amostrais {t } especificos e dois a dois distintos.
Estaremos interessados em descobrir que singis f € H com

energia |} izﬁ E fornece o maximo valor para Z fz(tl}.

2.7 TEOREMA: Considere o RKHS H com nicleo reprodutor Kis,t)
definido sobre um conjunto TxT. Seja {tl,...tn} um  conjunto
qualquer de elementos de T distintos dois a dois. Denoctemos
por H" o subconjunto de H sob a restrigio de energia definido

por:
H' = {f e H; [Ifl1%< E)

onde 0 < E < w. Entéo

ir2

(n fls) = ¢ Z e 3K{s,t})

E
2

)Ln E en,j.
sdo elementos de H" gue atingem:

n 0
{2} max fztt}mez(t) =aE ,
. H o i n

fER” =1 =1

onde 2 € o maior autovalor e 8 € o autovetor correspondente
n n )

a eguacdc matricial:
{3) Ke = a8
K=iK(tl,t}l}i,3=l..«n

ce=fg ,..;8 1 com i=l2...n.
1,1 i.n )
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DEMONSTRACAO: Pela propriedade reprodutora e pela desigualdade
de Schwarz temos:

2 2
2
[): f (111] = [[ f‘(t[}'(f'{s},K(s,tl)}] "

Zz
[(f{s),): £t )K(s,1 0> )

It

s HEHEPNT fe)Kes )1
= 1IEHE T T repre ket )
Em particular obtemos |
y it  MAX P rteprekie, ey
“ el o) 1ot ¥ i) St

onde A & uma constante positiva. Consideremos uma fungio T ;
n

definida sobre os ti , i=l,...,n e satisfazendo:

2 Ever]
(5) [ F(t) = A
e
(6) Zfi(tj}K[ti,tj} = af(t) {=1,2,...n .

A verificacBo da existéncia de uma tal fl_ sera feita mais

adiante. Segue de {6} e (5) que
Y YK, E) = A Y 1t )= 2 A
[ R A | 1’73 n 11 n
Definamos agora, a partir de f!, uma fungio his} € H por

(7) his) = z f,(t Kis,t)
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Por {7} e (6) segue que
Bt) =¥ FUEIKGE 2) = A £ (1)

€ entio-

2 L2 21 2
(8) g i) =A% ¥ i )= ala
Verifica~se por cdlculos diretos que

2
(9} | ihi} ™= A}\n
Assim, para his) dado por {7} obtém-se a igualdade

em (4}, Porém, pode ser gque his) ¢ H", assim, nossa solugdo

deve ser tomads comeo sendo:

+ EI;’Z

EYR

{10) fo{s}= his)

pois | t1 Ee portanto fo ¢ H". Temos entiio que:
o

172

fls) =t Z filtj}l({s,t})

A E ff(ti}

£ sabidc que o méximo da forma quadréatica
normalizada dada por (4) ¢ obtido pele autovetor 81'3
correspomnddente ao malor autovalor kn de (3). Ainda mais, este
maximo € exatamente }\n {Courant~Hilberti23]). Logo, fica
verificada a existéncia de fa satisfazendo (6}, pais basta

tomar fI[‘tl}m 2] i-iwi,z...,n. Portanto f (s} se torna:
n o

S
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f(s) =t ] Ze mst)

;\Ezd

que é a igualdade (1). Por (8), (9} e (10) obtemos

f(t b= — h(t)— Ex_
|1nit?

que é a equagdo {2). Isto conclui a demonstragio do teorema
2.7 | |

§3 EXPANSOES AMOSTRAIS

MNa secio 1 mostramos gque o0s espagos de energia
finita de sinais banda-limitados de transformadas de Fourier,
de Hankel, senc e cosseno formam exemplos abstratos de REHS.
Por razdes praticas e tedricas, expansdes amostrais podem ser

interessantes nestes espacos de sinais.

3.1 DEFINICAO: Um espaco  de fungdes definidas em um conjunto
T & dito possulr uma expansdo amostral para um conjunio de
instantes amoslrais {t1 e T; 1 € 1 = Z} se existir um conjunto
de funcBes {ii*l(s,ti}; s € Tiel= I} que serfo chamadas de

funcles amostrals, satisfazendo:
i) *Ill{s,ti} e {2 ¥Yiel

1 se i = j
i) ¥{t t) =
b O se i # j

iif) Para toda f € Q existe uma expansio uniformemente

convergente dada por

fls) =} HCRIACRY seT.
1€} '
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Neste caso, a série acima & chamada de expansio

amostral de f.

3.2 TEOREMA: Considere ¢ RKHS abstrato H, c¢om nicleo
reprodutor K{s,t}, definide em um conjunto TxT. Seja
{&i(s.ti] ; te T, i € I} um sistema ortonormal completo em H.

Se existem constantes ci « i=1,2,...,n, ndo nulaz, tais que:

{11} Qi(s,ti) = ckl({s,ti} iel
e
{12} KLl =c < teT

entdc a expansfc ortonormal completa de uma fungfo f e H

arbitraria, dada por:

{15} f{s) = [ S0 >0 s,1) seT
121 i i i

¢ uma expansfo amostiral de f.

DEMONSTRAGAO: Devemos exibir um conjunto de funcdes amostrais
{@1}161 satisfazendo 1), i} e  iiilL Tomando ‘i‘i=cl€>l
verifica—se i) e ii} de forma imediata. Para a verificagio de

iii] observemos gue:

fls) = z 4,8 58 (s,t) =
el

- z c F{s)Kis,t D & (s,1)
VEr B i i 1

= Z 80 (s,1,)
i€l
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Além disso, {12} nos garante, pela propriedade 1.8

do capitulo 1 gue a convergéncia & uniforme.

OBSERVAGAO: Em particular, temos que os quatro conjuntos de
fungGes abaixo formam  sistemas ortonormais  completos

respectivamente em Hl, Hz’ Ha e }-14:

sennf{s—i)

1) 4- - , s €T, -0 <i<e
n(s~1} 1

142

t {2} J {ws)

5 €T , onde{Mt ) s8o o5 zeros
* pasitivos de Jv. VE 142,15 <

%)

2t sennl(s-i)
3) ,se’fa,lsi(m

{s+1}) w{s-1)

43

Senns Zs senn(s-1i)
, 85 & ’I‘4, 1=5idw

(s+i) wf{s-1)

Assim sendo, segue como aplicag8o direta do teorema

3.2 os seguintes corolarios:

3.3 COROLARIG: No RKHS Hi gualquer § & H; possul a seguinte

expansdo amostral:

o

senm{s—i}
{18} fls} = Z i - (8 < wm .

{51}
=

3.4 COROLARIO: No RKHS Hz gqualquer f € Hz possul a seguinte

expansdc amostral:
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< Y25 (as)
v

Ztstii
{17) f{s) = Zf(tl) 5 K s <o .
nwl  (nt )(t2 - 8)
V+i 1 i

=1

3.5 COROLARIO: No RKHS Ha qualquer T € Ha possul a seguinte

expansio amostral:

0w

21  senn{s-i)
fis} = fol} s3] “w(E=1) 0 g (o,

i=1

3.6 COROLARIO: No RKHS H4 gualguer f € H4 possul a seguinte

expanséo amostral:

L3 N
SENNS 25 senm{s—i)
fis}) xf[O)'"""EE""““ + Zf{l) {S+i) ‘!I{S"'i) ¢ s < w ,

=1

A expansic amostral dada por (16} & comumente

conhecida por teorema amostral de Shannon .

Ma pratica nos deparamos <om apenas um pamero
finito de termos na expansfio amostral. E, portanto, de muito
interesse poder calcular um limitante superior para o erro de
truncamento quande um namerc finito de termos € utilizado no
lugar da expansfo completa. O préximo teorema nos fornece tal
limitante e sua demonstracio se basela fortemente no lema
seguinte cuja demonstracio pode ser encontrada em Davis, PI26]

pag 230.
3.7 LEMA:DESIGUALDADE DO HIPERCIRCULO DE GOLOMB E WEINBERGER:

Seia H um espace de Hilbert, P o hiperplanc P={(x € H : <x,xi>

= bi i=1,...,n} onde {xl,...,xn} & wum conjunte linearmente
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independente seja ainds C:-*(x € H; lixlls r} e w € P o
elemente mais proximo da origem. Entdo para todo % € Cr e

gualguer funcional linear limitado L temos: .

[=4]
ILx)-Lw) |2 = (21wt [ IL{x:)i 2
k=p+1

Convém salientar que o elemento w € P mais préximeo

'i .
w =) ax .
1y

i=

da origem ¢ dado por:

onde os al , =100 s@o o8 que aparecem no lema 2.5 e os x:
., SHo os x[ .i=1,...,n ortonormalizades. Note ainda que gquando
r < jlwl 12 o hipercirculo se torna vazio. No caso nfio
degenerado | |wi 125 r sempre existe um elemento em Cr para o

gual vale a igualdade.

3.8 DEFINIGAO: Seja I’ um subconjunto prépric de I=Z com um
nimero finite de termos. O erro de truncamento E (s) relativo

A expans8c amosiral de uma determinada fungio f & definido por:

E(s) = Z £t )% (s,t)
1E{1-1"}

3.9 TEOREMA: Considere um RKHS abstrato H nas condigbes do

teorema 3.2. A expansio amostral de qualquer ¥ ¢ H é dada por:

£(s) = z;If‘(tiI‘Pl(s,ti) seT, feH

entio:
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172 . 1472
(18) IE () = |E —-Zcit‘z{t‘} Zc?l(z(s,ti) :

€ i€e(1-1")

¢ valido para qualquer ¥ €¢ H" = { f ¢ H ; (1% E ) com T’
= {1,2,...n}. Além disso

{E - Zczfzit )}
A

ey

€ ndc negativo e portanto existe f € H" que atinge o limitante

superior de EZI,(S}.

DEMONSTRAGAO: Para adotarmos a notagic utilizada no lema {3.7)
faremos as segnintes identificacBes:

() L =L o funcional linear limitado dado por
Ls{f}mf{s)=<f(v},k1(v,s}>.

f11) bimcif(ti} ie I'={52,3,...n}

{s11) w::f‘ae P:<f,¢>=bi 0o gque nos garante que
L, 3=b =c (%t}

o i i 1
A} x=f
v} r=E
’ *
(v1) X, = $

k

Segue diretamente do lema 3.7 que:

2, ¢ _ 2, ¢ 2
IL (D)L _(F )17 (E -}if ] )k.z);ﬂn,smk); :

Agora, de {15}, do fato de que foe P e pelo lema
3.7 temos que:

£ (s) =): £l )e (st )
ier*
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f(s) = ); fit W ist)
il it
il
& assim ¢obtemos:
AL E)-L (F ) =lE_ ($)(®
s £ 0 1
Pelo teorema 3.2, segue qgue Ls{¢k3=¢k(s}wck1(_(s,tk) e
calculando~se diretamente [Ls(dﬁk)tz e |if ai 12 obtemos:
172 172
2.2 2.2
[EI‘(SH = {E —chf (tx) chK {s,tI)
' &1 1€(i- 1)
Além disso, € claro que para qualquer f € H" temos que:
2.2
[E Hchf (t;}}
€y

€ ndo negativo, pois:

Z cffz(tl) = Z{ci'(f{s),li{s,tl}}iz =

115 i€l

mz i ot pl= 18R

1€L

onde a dltima igualdade segue da - identidade de Parseval

Entdo, pelo lema 3.7, existe f & H" que atinge a igualdade.
No caso da eXpansdo amostral de Shanmon, o

resultado fornecido pelo teorema 3.9 pode ser utilizado para

calcular de maneira simples um  limitante superior do erreo de
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truncamento:

3.10 TEOREMA: Consideremos o RKHS Hx e a expansio amostral de

Shannon:
i senn{s-i)
f(‘S}:Zf{l}*———ﬁ-W -~ £ 5 { @ YEHI.
1=—t5

Seja I'= {io(s)—Mﬁ i ﬁio{s)ﬂ\!} onde iais} representa o inteiro
mais préximo de 5, & M e N s8o inteiros positivos. Para
qualquer f ¢ H'={f ¢ H1; bIf |2 = E } seja EM‘N{S), O erro .de
truncamento dade por

ixjols)+N+1,m .
OrELTRT senu{s~i)

E () = Fi) s - <{s<ew feH .
M. N wis-i) 1
!=-m,i°(s)—w~1

Entdo um limitante superior de EM N(i-:] & dado por:

Eifz , ) 172
n [M T 175N E 1] 5 € O (8,1 (534172)
LE, W84 szz , : 172
n [ZM PO R 1] )8 € 0 (s-1/2,1 ()
\
onde

E = E - Z f21) < E < m

@
1€l
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DEMONSTRAGAO: Fazendo uso do teorema 3.9 obtemos gue no ¢aso
da expansio amostral de Shannon temos clzl para todo i
natural. Também temos que |senmis-i}{ € limitado por 1. Por
uma aplicagdo direta do teorema (22) do capitulo O obtemos

ainda que:

I=lais ) +N+1, 10

1 £ 1 + 2 oo € (i {s),l (s+1/2]

2 M+ 1 BN+ 1} em et o ItE
{s-i)

z—m,icis}‘—lﬁ—}

t=lols yeNsl, @

1 < 2 + 1 com = € (1 {s)-1/2,1 (s)}
2 12+ 1 N+ 1} “7" o T
{s-1)
=~t0,1 {8}-M-1
o

Agora o resultado segue dirstamente do tecrema 3.8,

Para finalizar, consideraremos wum problema de
expansio amostral em Hx que relaciona véarias propriedades de
interpolacéio e de energia minima dos tecremas 2.6, 2.7, 3.2 ¢
3.9.

Umsa expansfo amostral de Shannon finita dada por:

n

senn‘{s»ti)
{19} gls) = CZ f{tij““w

i=1

com ol t;-:i’ i=12,...,n, f'eHI, satisfaz as propriedades:
(203 g{ti} = f(ti} i=12,...,n
21y ligl |2= min {}thl |2; h e Hl, h(ti)zf(ti} i=1,2,...,n}

As propriedades {(20) e (21) s3o chamadas
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respectivamente de propriedade de interpolagio e propriedade

de energia minima.

Em pgeral se os Iinstantes amostrais ti » =1,...,0
sfo distintos mas reais arbitrarios, a expansio dada por (19)
nio possui necessariamente as propriedades (20) e {21}, O
proximo teorema nos fornece uma condigdo necessfiria e

suficiente para que isto ocorra.

OBSERVACAO: Na equagdo {19} que define gls} consideraremos que
se s=tj para algum instante amostral tj entio g(tj} sera dado

pela seguinte férmula:

n

serm{tjwti]
g{tj} = O z f{ti} ""-i-("{;:?p—— + f(tj}

jay
LE

tomada assim de modo a garantir a continuidade de g nos
instantes amostrais t}. , i=1,,..n. No entanto manteremos, como
notag8o, g{s) como definida em (19) de modo a simplificar as

manipulacfes que se seguirio.

3.11 TEOREMA: Uma condigio necesséria e suficiente para que

uma expansio finita da forma (19) com constantes arbitrarias

reais distintas tl , i=l..,n satisfaca as propriedades (20)

e (21), € que c=i/A, f(t) = 6 , i=l,...,n, onde A € o
n i n,l n

maior autovaler, e Bn seu correspondente autovetor, da equacgéo

matricial:
Ko = A8

com:
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senn{t -t )
i J .
se iwd

K{ti’tj} - zz(t}-tj_) 1, 51,00

1 se ixzj

DEMONSTRACAO: suriciBncia: Tomando r{ti)menl e c=l/A_ a

equagic {19} se torpa:

senzx(t}—ti)
(22) glt) = O }Z STRESE) 6, ~ft)

e portantoe obiém-se (20). Da demonstragio do teorema 2.7 temos

para gqualquer h € le

h{t)h(t] senn(t t) ,
EZh(t}} thi] Zz ,r{t_t,

i 1=3 j=t

de onde segue por {4) gue:

1]
(23) (A )} 6% = min (LBl hit)=e_ i=1,2,...n}
n n,li i n,i
= h&H
1
pois vimos na segic 2 gue a igualdade em (4) de fato ocorve
para his) dada por (7).

For calculos diretos, fazendo uso de (22} obiemos:

sennit i-—tj }

Z_ 2 e G
I.igH = (1A ) z Zen’len“i

RS n{timtj}
n n senn(ti-—t})
= uz}ln} Z Bn,j (Lmn} Z 8n,i l{t -t )}
i=t i=1 i i
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1]
= an) Y 0’
n}:; n,J

e portanto:
z o2
(24) gl = {iz_xn}jzlem ,

e por {23} segue o resultado desejado.

NECESSIDADE: Suponha que a expans@o finita da forma (19}

satisfaca a propriedade de interpolagdo (20):

i senm(t ~1 )

— - } i .
f(ti}—g(ti}-- c Z f(tijw J—i,z,...,n.

1=1
Ent8c segue que
(25) Kf=(1/c)f
tetn auiovalor (i/c) e correspondente autovetor ;, quando

ft={f‘(tl},.“,f‘{tn}]. Supophamos que a eqguagdo (19} satisfaga

(21}, Entio temos

ligli? ikl 1

(26) :
£2(1)
i

(1 e |

i

onde novamente a tiltima igualdade acima segue da ocorréncia da

igualdade em {4).

Lembrando que, se min A# O, onde A é um conjunts de

numeros reais positives arbitrarios entfic o inverse do minimo
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de A, {(min A)“l, ¢ o méximo do conjuntc B, onde B &
constituido pelos inversos dos elementos nfc nulos de A
Podemos ent8o fazer uso da observacBo do final da demonstragio
do teorema 2.7 para oconcluir que ;t=ff(tll,...,f{tn1] é o
autovetor correspondente a ?ln . 0 maior autovalor da eqguagio
{3} que coincide com a equaclo K& = A8 do enunciado do teorema
3.10. Portanto % satisfaz a equaglo K;=Rnf onde An ¢ 0 maior

autovalor de K.

Por {25) segue entdo que {l/c) = hné ¢ maior
autovalor de K e f seu correspondente autovetor e obtemos

entdo o resuitado desejado.

Em particular, se tlw—-i , i=l,...,n entdoc, para
K(tj—ti) como definido no enunciado do teorema, temos:

Kit-t) = senwmit-t)lamlt-t}= & e A =wi=c. Portanto, €
i b1 3t s i

i=1,...,n pode assumir qualquer igraior* finito. Esta conciu;lé'io
concorda plenamente com 05 resultados comentados antes do
teorema 3,11, mais precisamente fornecidos pelas equagfes
(123, (20} e {21) no caso particular da expansio finita de

Shannon.
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