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INTRODUÇÃO 

No estudo que segue, estaremos interessados em 

núcleos de um certo tipo especifico. Estes núcleos são 

utilizados em diferentes ramos da matemática e, no principio 

de seu desenvolvimento teórico, muitas vezes foram estudados 

com nomes e nomenclaturas distintas. Achamos então, necessário 

iniciar nosso trabalho com uma pequena introdução históricq, 

com a intenção de apresentar os diferentes modos pelos quais 

tais núcleos foram utilizados inicialmente. Também faremos 

alguns comentários sobre os mais importantes ramos de 

aplicação destes núcleos. 

Para desmistificar o assunto definitivamente, vale 

a pena adiantar que os núcleos que estaremos estudando 

englobam todas as funções de Green de equações diferenciais 

ordinárias auto-adjuntas e também as funções de Green 

limitadas de equações diferenciais parciais. Portanto já são 

conhecidos há muito tempo, embora somente a partir do inicio 

deste século suas propriedades características foram 

ressaltadas e aplicadas. 

O estudo destes núcleos se desenvolveu praticamente 

de maneira simultânea por vários pesquisadores seguindo 

basicamente duas linhas distintas de procedimento. Para 

aclararmos quais foram estas duas linhas de pesquisa, é 

conveniente que façamos algumas ponderações iniciais: Os 

núcleos que estaremos estudando podem ser caracterizados como 

funções de duas variáveis, K(x,y), devido a uma propriedade 

descoberta por J. Mercer [52L A este núcleo K corresponde um 

espaço bem definido F, de funções f(x), em relação ao qual K 

possui a "propriedade reprodutora", que definiremos mais 

adiante, (E.H. Moore [55]). Reciprocamente à um dado espaço de 



funções pode corresponder um núcleo K munido da .,propriedade 

reprodutora" (N. Aronszajn I4D. 

Os pesquisadores que seguiam a primeira linha de 

investigação consideravam um dado núcleo K e o analisavam 

independente de qualquer outro contexto, ou , eventualmente, o 

aplicavam a vários domlnios {como equações integrais, teoria 

dos grupos, etc). O espaço F correspondente ao núcleo K podia 

ser usado como um instrumento de pesquisa mas era introduzido 

posteriormente. Este tipo de procedimento pode ser encontrado 

em E.H. Moore [55] e mais recentemente em A. Weil [69), I. 

Gelfand e D. Raikoff [36] e R. Godement [37,38]. A segunda 

linha de investigação se interessava principalmente pelo 

espaço de funções F e seu correspondente núcleo K é utilizado 

essencialmente como um poderoso instrumento de investigação 

das funções deste espaço. Um dos maiores problemas deste tipo 

de procedimento é a construção explicita de um núcleo para um 

dado espaço F. 

Mercer- descobriu a seguinte propriedade: 

n 

(I) L K(y i s,J~~~J ~ o 

i, j=l 

válida para quaisquer pontos y
1 

i=l, ... ,n e quaisquer 

constantes complexas i=l, ... ,n. Esta propríedade 

caracteriza os núcleos de Mercer dentre todos os núcleos 

continues de equações integrais. A este mesmo ramo de pesquisa 

pertence o trabalho de E.H. Moore [54,551 que introduziu estes 

núcleo nas décadas de 20 e 30 com o nome de "matrizes 

hermitianas positivas" com interesse em sua aplicação a um 

tipo de generalização de equações integrais. Moere considerava 

núcleos K(x,y) definidos em conjuntos abstratos ExE e 

caracterizados pela propriedade (1). Foi Moore quem descobriu 

o teorema que hoje serve como uma das principais ligações 
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entre os dois ramos: Ele demonstrou que a cada matriz 

hermitiana positiva correspondia um espaço de funções f munido 

de um produto interno < • >. formando um espaço de Hilbert, no 

qual o núcleo possuía a seguinte propriedade, conhecida como 

propriedade reprodutora: 

(2) f[y) = <f[x),K(x,y)). 

Podemos dizer que o segundo ramo de investigação se 

iniciou no inicio deste século com o trabalho de S. Zaremba 

[75,761 sobre problema de fronteira para funções harmônicas e 

bi-harmônicas. Ele foi o primeiro a introduzir em um caso 

particular, o núcleo correspondente a uma determinada classe 

de funções e a especificar sua propriedade reprodutora (2). 

Contudo ele não desenvolveu uma teoria geral nem tão pouco deu 

nenhum nome ao núcleo que estava introduzindo. Aparentemente 

nada neste sentido foi feito até a década de 30 quando S. 

Bergman [61 introduziu os núcleos correspondentes aos espaços 

de funções harmônicas e funções analíticas de uma ou mais 

variáveis. Ele as chamou de "funções núcleos". Estas funções 

foram introduzidas como núcleos de sistemas ortogonais destes 

espaços para uma determinada métrica. 

notada por 

A propriedade 

Bergman {6] (e reprodutora destas funções foi 

também N. Aronszajn [3]} mas ainda não era usada como sua 

característica fundamental como é atualmente. 

Nos anos 30 e 40 o maior progresso se verificou no 

que hoje chamamos de núcleos de Bergman, ou seja, núcleos de 

espaços de funções analíticas de uma ou mais variáveis 

complexas em domínios regulares D com métrica dada por: 

Muitos resultados importantes foram obtidos a 

partir do estudo destes núcleos dentre os quais podemos 
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salientar os resultados relacionados à aplicações conformes de 

domlnios simples ou multiplamente conexos {Bergman [14,15], 

Zarankiewicz [74] e outros), às aplicações pseudo-conformes 

{Bergman [9,10,11,12], Welke [71}, Aronszajn {3] e outros), ao 

estudo de métricas Riemannianas invariantes {Bergman [14,17}, 

Fuchs [32,33]) e em outras é.reas. 

A idJ'ia original de Zaremba de aplicar os núcleos à 

solução de problemas de valores de fronteira foi desenvolvida 

nestas duas décadas por apenas alguns trabalhos de Bergman, 

(Bergman [6,7,8,13]). Esta idéia foi retomada posteriormente 

por Bergman em uma série de trabalhos (Bergman [16] e 

Bergman-Schiffer [18,19,20}) na segunda metade da década de 

40. Neste estudo, comprovou-se que o núcleo é um utensílio 

poderoso para solucionar problemas de valores de fronteira 

para equações diferenciais parciais do tipo eHptico. Para uma 

equação diferencial parcial, demonstrou-se que o núcleo, de um 

espaço de soluções para um determinado domínio, é a diferença 

das correspondentes funções de Neumann e de Green (Bergman e 

Schiffer [18,20]). Zarernba já havia deduzido esta relação para 

o caso particular das equações bi-harrnônicas. 

Ao mesmo tempo em que se dava esta reativação da 

aplicação dos núcleos às equações diferenciais parciais, 

ocorreu o desenvolvimento do estudo das relações entre estes 

núcleos e os núcleos de Bergman de funções analíticas (Bergman 

[15], M Schiffer[62,63]). 

Também a aplicação de núcleos às transformações 

conformes de domínios multiplamente conexos conheceu grande 

progresso visto que todas as aplicações conformes importantes 

podem ser expressas de maneira simples através dos núcleos de 

Bergman (Bergman [14,15], P. Garabedian e M. Schiffer [351, 

Garabedian [341 e Z. Nehari [56,57]). 
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Em 1950 Aronszajn divulgou a teoria geral dos 

núcleos reprodutores que contém as funções de Bergman como um 

caso particular. Esta teoria possibilitou um estudo de forma 

geral de cada caso particular e ainda permitiu grandes 

simplificações em muitas das demonstrações envolvidas. Nesta 

teoria a propriedade reprodutora de um núcleo em relação ao 

espaço ao qual ele pertence é de importância fundamental. Na 

verdade o núcleo reprodutor é caracterizado por esta 

propriedade. Aronszajn verificou que um núcleo reprodutor 

sempre satisfaz a propriedade (1) e este pode ser considerado 

a segunda conexão entre as duas linhas de pesquisa utilizadas 

no desenvolvimento dos estudos dos núcleos. 

Os pesquisadores que estudavam estes núcleos 

parecem não ter se dado conta da relação existente entre as 

noções matemáticas das duas linhas de pesquisa que 

desenvolviam. Hoje em dia sabemos que a noção de núcleo como 

sendo uma matriz hermitiana positiva é equivalente ao conceito 

de núcleo reprodutor e os métodos desenvolvidos em um ramo da 

pesquisa se mostram de grande importância no outro. 

Mais recentemente a teoria dos núcleos 

reprodutores, como ficou conhecida a teoria estruturada por 

Aronszajn, se expandiu em diversas direções distintas onde a 

estrutura de espaço de Hilbert já exercia papel importante. Os 

núcleos reprodutores se mostraram ser, de fato, ferramentas 

importantes no desenvolvimento de várias áreas dentre as quais 

podemos citar a estatística de um modo geral, principalmente 

relacionada às séries temporais {Parzen [59,6ll), aos 

problemas de detecção e estimação (Kailath [46], Tempel'man 

[65]) e aos processos estocásticos: integral múltipla de 

Weiner (Hida [ 42]), estudo de processos Gaussianos 

Kallianpur [ 47J) e problemas de movimento Browniano (Molchan 

[53]). Também podemos destacar sua utilização na teoria das 
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curvas splines (Weinert [70], De Boor {28]). 

Yao, K [731, apresenta uma aplicação da teoria dos 

núcleos reprodutores aos modelos de sinais banda-limitados e 

escolhemos este estudo, em particular, para apresentarmos como 

exemplo de aplicação na dissertação que faremos a seguir. 

O trabalho que nos propusemos a desenvolver tem por 

base a teoria geral dos núcleos reprodutores desenvolvida por 

Aronszajn [2] e assim sendo, segue predominantemente a 

segunda linha de abordagem com relação ao estudo dos núcleos 

reprodutores. 

Nosso objetivo é realizar um estudo aprofundado da 

teoria desenvolvida por Aronszajn, analisar alguns exemplos 

clássicos de espaços munidos de núcleos reprodutores e em 

seguida fazer um estudo detalhado do trabalho de K. Yao [73} 

que apresenta um exemplo de aplicação da teoria do núcleos 

reprodutores à teoria dos sinais. 

No capítulo O fornecemos uma sequência de 

definições e resultados importantes e considerados básicos na 

teoria dos espaços de Hilbert aos quais nos referiremos com 

frequência no desenrolar de nosso trabalho. Quanto a estes 

resultados, em nenhum momento nos preocupamos com a inclusão 

de suas demonstrações pois isto fugiria aos nossos objetivos, 

alongaria o trabalho, além de que, a maioria dos resultados 

enunciados neste capitulo são, de fato, bastante conhecidos de 

qualquer pessoa que tenha estudado a teoria dos espaços de 

Hilbert. 

No capítulo 1 se concentra o corpo de nossa 

dissertação. Neste capítulo está praticamente todo o conteúdo 

da teoria dos núcleos reprodutores desenvolvida por Aronszajn 

em seu trabalho. Algumas seções foram omitidas para não 

tornarmos este trabalho longo demais, porém, consideramos que 
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os principais resultados concernentes à teoria dos núcleos 

reprodutores não foram esquecidos. Tivemos o cuidado de 

verificar e incluir as demonstrações de praticamente todos os 

resultados que fazem parte deste capitulo. Nossa intenção foi 

justamente mergulhar a fundo nos conceitos introduzidos por 

Aronszajn, analisar e desenvolver suas demonstrações e assim 

tomarmos plena consciência do conteúdo de sua teoria, das 

construções e das manipulações algébricas possiveis de serem 

feitas com espaços de funções munidos de núcleos reprodutores. 

O capitulo 2 serve para ilustrar, com vários 

exemplos, a relevância da teoria dos núcleos reprodutores. 

Iniciamos este capitulo com exemplos extremamente simples e 

aos poucos passamos a exemplos mais elaborados. Não poderlamos 

deixar de incluir exemplos de núcleos de Bergman, bem como 

casos de núcleos reprodutores que são funções de Green para 

determinadas equações diferenciais. Também, consideramos 

importante incluir alguns casos simples de construção 

explícita de alguns núcleos a partir de sistemas ortonormais 

completos, e ainda salientarmos algumas considerações 

relativas às aplicações conformes. 

No capítulo 3 nos propusemos a estudar 

profundamente um exemplo concreto de aplicação da teoria 

desenvolvida por Aronszajn, que trata, entre outras coisas, 

do estudo dos espaços de funções cujas transformadas de 

Fourier se anulam fora de um intervalo finito da reta real. 

Estes espaços são exemplos do que chamamos de espaços de 

sinais banda-limitados com larga aplicação em estatística. 

Além dos espaços de sinais banda-limitados de 

transformada de Fourier podemos mencionar ainda os sinais 

banda-limitados de transformadas de Hankel, seno e cosseno que 

são exemplos especificas de espaços de Hilbert abstratos 

munidos de núcleo reprodutor. As propriedades básicas destes 
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espaços são utilizadas para um estudo detalhado dos sinais 

banda-limitados. Também discutimos a importância da teoria dos 

núcleos reprodutores em resolução de problemas de máximos e 

minimos. São apresentados também alguns resultados novos e 

outros já conhecidos relacionados à energia mlníma e 

interpolação não-uniforme, expansão amostrai e limitantes de 

erros de truncamento obtidos a partir do ponto de vista 

unificado da teoria dos espaços de Hilbert com núcleos 

reprodutores. Concluindo a este respeito, podemos dizer que a 

teoria dos núcleos reprodutores simplifica manipulações em 

alguns caso mas com certeza o fato mais importante é que ela 

oferece urm.visão global e unificada em todos os casos. 
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CAPITULO O 

RESULTA DOS PRELIMINARES 

Neste capítulo forneceremos as noções básicas para 

uma compreensão dinâmica do trabalho que segue. Basicamente 

introduziremos aqui o conceito de espaço de Hilbert, seus 

resultados principais, alguns resultados sobre teoria dos 

operadores, bem como destacaremos a notação que será utilizada 

durante todo o trabalho. 

l-DEFINIÇÃO: Chamaremos de espaço de Hilbert a um espaço 

vetorial H munido de um produto interno, < , >, que seja 

completo na norma I I I I induzida por este produto interno. 

OBSERVAÇÕES: 1) Se H é um espaço de funções usaremos a notação 

< > para indicar que o produto interno é pensado 
X 

considerando-se os elementos de H como funções de x. Quando 

não houver possibilidade de confusão, simplesmente omitiremos 

o sub-indice x. 

2) Chamaremos de espaço pré-Hilbertiano ou espaço 

pré-Hilbert ao espaço que satisfaz todas as condições para ser 

um espaço de Hilbert com exceção da completude. 

As duas desigualdades que virão a seguir são 

utilizadas com frequência quando trabalhamos com espaços 

vetoriais munidos de produto interno: 

2-DESIGUALDADE DE CAUCHY-SCHWARZ: Se H é um espaço 

pré-Hilbertiano, então para quaisquer elementos x, y e H vale 

a seguinte desigualdade: 

l<x,y>l > llxllllyll 
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z z onde llzll = <z,z> . 

3-DESIGUALDADE DE BESSEL: Se H é um espaço pré-Hilbertiano, e 

{x } uma sequência ortonormal em H, então para qualquer 
n 

elemento y e H vale a seguinte desigualdade: 

Um 

" 2 z Ll<y,x/1 s llyll . 

outro resultado importante 

sequências ortonormais é o seguinte: 

envolvendo 

4-IDENTIDADE DE PARSEVAL: Se H é um espaço de Hilbert, e {x } 
n 

uma sequência ortonormal em H, então as três afirmações abaixo 

são equivalentes: 

i) A sequência {x } 
n 

é um sistema ortonormal 

completo 

iiJ Para todo x,y e H vale a seguinte identidade: 

<x,y> = \ <x,x ><x ,y> L n n 

iii) Para todo x e H temos: 

llxll
2 =L l<x,x >1 2 

n 

Dentre os vários tipos de convergências em espaços 

de Hilbert podemos citar: 

5-CONVERGf:NCIA FORTE: Se H é um espaço de Hilbert, então 

dizemos que uma sequência {x } de elementos de H converge 
n 

fortemente par-a um elemento x E H quando ocorrer: 

lim llx - x! l = O. 
n 

6-CONVERGtNCIA FRACA: Se H é um espaço de Hilbert, então 
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dizemos que uma sequência {x } de elementos de H converge 
n 

fracamente para um elemento x E H quando para todo y E H 

obtivermos: 

lim <x .y> = <x.y>. 
n 

A proposição abaixo é de grande importância e sua 

demonstração pode ser encontrada em Kolmogorov{48]. 

7-PROPOSIÇÃO: Toda sequência fracamente convergente é limitada 

8-TEOREMA DE PITÁGORAS: Se H é um espaço pré-Hilbert, então 

para x,y E H ortogonais entre si, isto é: <x,y> = O, vale a 

seguinte igualdade: 

llx + Yll 2 
= llxll 2 

+ lly11 2
. 

9-DEFINIÇÃO: Uma aplicação linear T definida sobre um espaço 

vetorial V e assumindo valores em um espaço vetorial W é 

chamada de operador linear se W = V. Se W coincide com o 

corpo de escalares de H, então T recebe o nome de funcional 

linear. 

lO-DEFINIÇÃO: Uma transformação linear T definida sobre um 

espaço vetorial V é dita ser limitada se existir uma constante 

real M tal que para todo x E V vale a seguinte desigualdade: 

IITxll s Mllxll. 

Uma importante caracter-ização de continuidade para 

funcionais lineares definídos sobre espaços vetoriais é a 

seguinte: 

H-PROPOSIÇÃO: Um funcional linear definido sobre um espaço 

vetorial V é continuo se e somente é limitado, 
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12-DEFINJÇÃO: A norma de um operador linear limitado L é 

denotado por I I L I I e definido por: 

IILxll 
IILII = ~~~ llxll 

13-DEFINIÇÃO: Um operador linear limítado T definido sobre um 

espaço de Hilbert H é chamado operador linear simétrico, ou 

auto-adjunto, se para quaisquer x,y e H valer a igualdade: 

<Tx,y> = <x,Ty>. 

14-DEFINIÇÃO: Um operador linear T definido sobre um espaço de 

Hilbert H é dito ser positivo se for simétrico e para todo x E 

H satisfizer: 

<Tx,x> ~ O, 

A inclusão das duas definições acima se justifica 

pelo teorema seguinte, que não é tão básico quanto os demais 

resultados deste capítulo mas que tem grande importância no 

desenvolvimento da teoria que pretendemos abordar. 

15-TEOREMA: Se um operador L definido sobre um espaço de 

Hilbert H é auto-adjunto e positivo, 

operador auto-adjunto T definido sobre 

invertível então T também o é. 

então existe um único 
2 

H tal que T =L. Se L é 

Considerando-se uma sequência de transformações 

lineares {T } todas definidas sobre um mesmo espaço vetorial 
n 

V, podemos definir os seguintes tipos de convergências: 

16-DEFINIÇAO: Dizemos que T converge em norma, ou unifor
n 
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memente, para uma transformação linear T, também definida 

sobre V, se: 

lirn IIT - Til= O. 
n 

Tal convergência será denotado por: unlimTn=T. 

17-DEFINIÇÃO: Dizemos que T converge fortemente para uma 
n 

transformação linear T, também definida sobre V, se para todo 

x E V temos: 

lirn li T X - Tx li= 0. 
n 

Tal convergência será denotado por: strlimT =T. 
n 

18-DEFINIÇÃO: Dizemos que T converge fracamente para uma 
n 

transformação linear T, também definida sobre V, se para todo 

x,y e V temos: 

lim <T x,y> = <Tx,y>. 
n 

Tal convergência será denotado por: wlimT =T. 
n 

19-TEOREMA DA REPRESENTAÇÃO DE RIESZ: Seja H um espaço de 

Hilbert e L um funcional linear continuo definido sobre H. 

Então existe um único y e H satisfazendo: 

Lx = <x,y> 

para todo x e H. Recíprocamente para todo elemento y e H a 

aplícação T :H IC dada por T {x)=<x,y> define um funcional 
y y 

linear contínuo sobre H. 

20 TEOREMA DE HAli~-BANACH: Seja X um espaço normado, M um 
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subespaço de X e f:M~ um funcional linear limitado. Então 
• existe F pertencente ao espaço X , dos funcionais lineares 

definidos sobre X, tal que FIME f e ! IFII=I\f\1. 

21 TEOREMA: Seja C a bola fechada I z-z I :s r e f(z) 

analltica em C . Se f(z)=~ +a (z-z )+a (z-z )2 + ... en;ão: 
r o 1 o 2 o 

A demonstração do teorema acima pode ser encontrada em 

Davis [26]. 

22 TEOREMA: Se f é uma função definida sobre [l,+w) assumindo 

valores reais não negativos, que é contlnua e monótona não 
00 00 

crescente, se J 
1 
f é convergente e se L f(n) é convergente com 

n=t 

soma S então, par-a todo n natural temos: 

n 

IS- L f(k)l 
k=l 

00 • f f(t) dt 
fl 

23 TEOREMA DE FUBINI: Sejam (X,A,Jl) e (Y,:B,v) dois espaços 

de medidas completas e f uma função integrável em XxY. Então 

vale a igualdade abaixo: 

L [ L f du ] d~ = L/ d(~xu) = L [ L f d~ ] du 

24 PROPOSIÇÃO: Seja {f } uma sequência de Cauchy em LP(Ej tal 
n 

que exista uma subsequência {f } 
"J 

toda parte. Então f e LP(E) e lim 

6 

que convirja para f em quase 

llf-fll =0. 
n P 



OBSERVAÇÃO: Se F é um espaço de funções assumindo somente 

valores reais então F determina naturalmente um espaço de 

funções, F assumindo valores complexos da seguinte maneira: 
e 

F={f=f+lf/f f
2

eFI 
e 1 Z 1 

e com norma definida por: 

Temos também que F é um espaço de Hilbert e ainda 
o 

satisfaz as seguintes propriedades: 

(31 feF '* feF 
o 

(4) llfll=llfll 

1.2 PROPOSIÇÃO: Se F é um espaço vetorial real e possui um 

núcleo reprodutor K então F também possui K como núcleo 
o 

reprodutor (assim, o núcleo reprodutor do espaço F é uma 
o 

função que assume somente valores reais). 

DEMONSTRAÇÃO: Sejam F, F e K como enunciado acima. Desta 
e 

forma F c F e como K (x) = K(x,yl e F também temos K (x) e 
o y y 

F . Para verificarmos (2) tomemos f· E F arbitrária. Logo f = 

f + 1f
2
com f e f e F, assim: 

1 1 2 

f(y) = <f {x),K(x,y)> + i<f (x),K(x,y)> = 
1 2 

= <f (x} + if (x),K{x,y)> = <f(x),K(x,y)> 
1 2 

logo K(x,y) é um núcleo reprodutor de F . 
o 

A proposição acima é de grande importância prática 

visto que a partir de agora podemos sempre considerar, sem 
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perda de generalidade, nossos espaços F como sendo espaços de 

Hilbert de funções complexas. 

OBSERVAÇÃO: No desenvolvimento deste trabalho se F e G são 

dois espaços de funções definidas sobre o mesmo conjunto E 

dizemos que G é subclasse de F se G está contida em F e que G 

é subespaço de F se G for subclasse de F e além disso tivermos 

A seguir vamos enunciar e demonstrar várias 

propriedades básicas dos núcleos reprodutores que serão 

amplamente utilizadas durante todo o trabalho. 

1.3 PROPRIEDADE: Se F possui um núcleo reprodutor então ele é 

único. 

DEMONSTRAÇÃO: Suponhamos que F possua dois núcleos 

reprodutores K e K'. Temos que 

2 
O ' li K(x,y) - K'(x,y) li = <(K-K')(x,y),K(x,y)> -

- <(K-K')(x,y),K'(x,y)>. 

Agora, (K-K'}(x,y) e F como função de x segue da propriedade 

reprodutora que 

<(K-K')(x,y),K(x,y)> - <(K-K')(x,y),K'(x,y)> = 

= (K-K')(y,y) - (K-K')(y,y) =O 

e dai obtemos que K=K'. 

1.4 PROPRIEDADE: Uma condição necessária e suficiente para que 

um espaço de Hilbert H seja um RKHS é que para qualquer y E E 

o funcional linear T , dado por T (f)=f(y), seja contínuo. 
y y 
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DEMONSTRAÇÃO: A condição é necessá.ria 

RKHS com núcleo reprodutor K, temos que: 

pois se F é um 

lf(yll = l<flxJ,Kix,yJ>I < llfiiiiKix,y)ll = 

= li f li IKiy,yJJ1n 

pois: 

(5) IIK(x,ylll 2 = <Kix,yJ,Kix,yJ> = (Kiy,y)). 

Segue que 

IIT lfl li 
--'y'---= 

li f li 

lflyll 

li f li 
~ (K(y,y))I/2 

e portanto T é continuo pois é linear e limitado. 
y 

Para verificarmos que a condição é suficiente, 

basta utilizarmos o teorema de Riesz e então temos que ao 

funcional continuo T corresponde uma função g (x) pertencente 
y y 

ao espaço e satisfazendo 

f(y) = T (f) 
y 

e assim basta tomar K(x,y) = 

reprodutor procurado. 

= <flx),g (x)> 
y 

g (x) 
y 

como sendo o núcleo 

1.5 DEFINIÇÃO: Uma função K(x,y) definida sobre um conjunto 

ExE é dita ser uma matriz positiva se dada uma n-Opla 

arbitrária Ç = (Ç ,Ç , ... ,Ç ) a fórmula quadrática a ela 
l Z n 

associada é não negativa, isto é: 

!O 



(6) 

para toda n-úpla (y ,y , ... ,y J com y e E para i = 1,2, ... ,n. 
1 2 n I 

Esta definição é devida à E. H. Moore (541. Isto é 

o mesmo que dizer que dado qualquer n-úpla {y ,y , ... ,y ) não 
1 2 n 

nula com y e E para i=l,2, .. ,n a matriz A=A =K{y ,y ) é 
I l j l j 

definida semi-positiva. Ou seja, para qualquer vetor complexo 

o-dimensional Ç=(Ç ,Ç , ... ,Ç ) não nulo temos ÇtAÇ a: O. 
1 2 n 

1.6 PROPRIEDADE: K(x,y) é uma matriz positiva. 

DEMONSTRAÇÃO: A verificação da propriedade acima é devida ao 

seguinte fato, 

n 

li L K(x,y
1

Ji;i 11 2 

lo;l 

n 

n 

= < LK(x,y )Ç , 
J"' 1 J J 

= L< K(x,y )Ç ,K(x,y )Ç >. 
l ,j=l J J 1 i 

Temos também que: 

n 

I"'K(x,y )Ç 
L. i i 

l= 1 

) 

= ~ Ç < K(x,y ),K(x,y )) = <K(x,y )Ç ,K(x,y )Ç > 
lj j 1 Jj li 

= 

onde a primeira igualdade segue diretamente da propriedade 

reprodutora de K. Assim obtemos: 

n n 

L ~i"/(y,.yj) 
lj=l 

= L< K(x,y.JÇ ,K(x,yi)Ç? = 
I,J"'l J J 
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n 

= li LK(x,y
1

JÇ
1

11
2 

>o. 
1 =1 

OBSERVAÇÃO: Um caso particular e interessante para ser 

considerado é o seguinte: n=l, ~ =1 e y =x=y e assim a 
l l 2 

desigualdade {6) torna-se simplesmente: 

(7) K(x,x)O!:O. 

Também fazendo-se f(x}=K(x,y) e utilizando-se nova

mente a propriedade reprodutora obtemos: 

(8) K(x,y) = f(x) = <f(z),K(z,xl> = <K(z,y),K(z,xl> 

e de (8) segue claramente o seguinte resultado: 

(9) K{x,yl = K{y, x) 

pois: 

K(x,y) = <K(z.y),K(z,xl> = <K(z,x),K(z,yl> = K(y,x). 

Temos também que: 

(lO) IK(x,yll
2 

• K(x,x)K(y,yl. 

De fato, fazendo uso de (9), (8), 

Cauchy-Schwarz e (5) obtemos: 

da desigualdade de 

IK(x,yll
2 

=IK(x,yiK(y,xll = 

=I <K{z,y),K{z,xi><K(z,x),K(z,y)> I 
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$ IIK(z,yliiiiK(z,xliiiiK(z,xliiiiK(z.ylll 

=K(x,x)K(y,y). 

1.7 PROPRIEDADE: A cada matriz positiva K(x,y) definida sobre 

ExE ;t; 0 corresponde um e somente um espaço de funções, 

definidas sobre E, possuindo uma ünica norma determinada sobre 

ele e formando um espaço de Hilbert admitindo K(x,y) como 

núcleo reprodutor. 

A propriedade acima é basicamente uma reciproca da 

anterior e sua demonstração, que não será incluída aqui. é 

creditada à E.H. Moore[54]. O espaço de funções que 

corresponde à matriz positiva K(x,y) é gerado por funções do 

tipo: 

n 

Í ~k K(x,yk) 
k=l 

com Ç e C e y e E para todo k E !N e com norma dada pela 
k k 

forma quadrática abaixo: 

n n 

li L ~ 1 K(x,y 1 ll1
2 

= L K(y 1 ,yJJ~ 1 Ç/ O. 
i "'1 l 'J"' 1 

O espaço de funções com a norma definida como acima 

deve ser completado de modo a formar um espaço de Hilbert. 

1.8 PROPRIEDADE: Em um RKHS a convergência forte de uma 

13 



ncia de funções deste 

r'géncia pontual 

njunto do domínio 

1 do temos que a 

rgência uniforme da 

)NSTRAÇÃO: Fazendo-se 

que: 

Jf(y)-f (yJJ=I<flxl-f 
n n 

seguem os resultados. 

R V AÇÃO: A convergência 

rgência pontuaL Este 

rgência fraca e da 

Até o presente 

ma restrição 

ser não vazio. 

.1os analisar a 

:a por <f>(y}=K{x,y). 

necessariamente 

disso, em t 

for uniformemt. 

forte implíca 

tlgualdl>d<' deCauchy-Schv;. 

lf-f IIIJK(x,ylll= 
n 

direto da definição 

reprodutora. 

não havlamos coloc 

exigêr 

uma topolc 

da aplicação tP de E 

i{ OPOSIÇÃO: Considere ,~.'ll>lr<í< F definido sobre um conju 

j aplicação <1> como Se 4> é contínua entã 

r'gência fraca de uma de F imp; 

mvergência EdeEques 
1 

1cto. 

JNSTRAÇÃO: Já sabemos/'-Petá proposição (7) do capitule 

toda sequência fracameri't~>>-&mvergente é limitada. S 

1 I ! f I ! . Pela continuidacÍi '~~ -~ segue que para qualquer 
n ___ , ------\: 

e para qualquer e po~itivo arbitrário, existe .S posit 

ue lly-y li< õ 9 IIK(:X~YJ-ic(x~y )JI< c/4M. Considerer' 
o -: '' o 



agora este ô. Como E é compacto posso cobri-lo por um número 
l 

finito de bolas com raio r=li. Isto é, existe {y ,y ,. ,y } tal 
l 2 n 

n 

que E c U B(y ,ô). Logo, para todo y em E existe um número 
1 l=t I 1 

natural j .:s n tal que y pertence à bola de centro y e raio õ 
j 

e pela continuidade de fJ isto acarreta que IIK(x,y)-K(x,yJ)II 

< c./4M Como pela observação acima {f } converge pontualmente 
n 

para f em E
1 

escolhemos N tal que n > N implica 

l f(y )-f (y ) I< c/4. Logo para y em E
1 

temos: 
J n J 

jf(y)-f lyll• jf(y )-f (y li + lf(y)-f(yj)l + 
n j n j 

+ lf ly )-f (yll• e/4 + l<f(x)-f (x),K(x,y)-K(x,y l>l 
n J n n 

• e/4 + li f-f IIIIK(x,yl-Kix,y l li• 
n J 

.:s c/4 + <llfll + llf ll)c/4M ::S c/4 + c/2 <c. 
n 

o que demonstra o resultado desejado. 

Chamamos a atenção para o fato de que a continuidade de 

q, é uma propriedade que é satisfeita pela maioria dos RKHS que 

são normalmente considerados, como por exemplo, espaços de 

funções analiticas, funções harmônicas, soluções de equações 

diferenciais parciais. 

1.10 PROPOSIÇÃO: Se F possui um núcleo reprodutor K(x,y) e se 

F é ele próprio um subespaço de um espaço de Hilbert !L então a 

projeção de todo elemento h de IL sobre F é dado com a ajuda do 

núcleo reprodutor K da seguinte maneira: 

f(y) = <h(x),K(x,yl>. 

DEMONSTRAÇÃO: Isto é claro pois se h e n.. e G é o complemento 

ortogonal de F em n.., então existem e são únicos f em F e g em 
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G tal que h=f +g. Logo: 

<h(x),K(x,yl> = <f(x),K(x,yl> + (g(x),K(x,yl> = f(y) 

pois K(x,y) e F como função de x e assim sendo, é ortogonal a 

G. 

1.11 PROPRIEDADE: Se F possui um núcleo reprodutor então todo 

subespaço linear fechado de F também possui. 

DEMONSTRAÇÃO: Esta propriedade segue da propriedade 1.4 que 

nos diz que F é um RKHS se e somente se f(y) é um funcional 

contínuo de f percorrendo F. Desta forma, se f{y) é um 

funcional contlnuo em F então com mais razão este funcional 

será continuo percorrendo um subespaço linear fechado de F e 

portanto este subespaço de F também será um RKHS. 

1.12 PROPRIEDADE: Se F' e F" são subespaços fechados 

complementares de F, onde F é um espaço com núcleo reprodutor 

K. Então os núcleos reprodutores K' e K" de F' e F" 

respectivamente satisfazem K'+K''=K. 

DEMONSTRAÇÃO: É claro que K,K'+K" pertence a F como função de 

x país K' e K" satisfazem esta mesma propriedade. Seja f e F 

arbitrária e f' e f" as únicas funções pertencentes a F' e F" 

respectivamente tais que f = f'+f". Temos que 

f(y)=f'(y) + O + O + f"(y)= <f'(x),K'(x,y)> + 

+ <f"{x),K' {x,y l>+<f' (x),K"(x,y l>+<f"{x}, K "{x,y )> 

= <f' +f",K'>+<f'+f",K">= <f(x),K' (x,y)+K"(x,yl>. 

Logo K'+K" satisfaz a propriedade reprodutora dos 

núcleos reprodutores e pela unicidade, segue que K==K'+K". 
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1.13 PROPRIEDADE: Se F é um RKHS e {g } é um sistema 
n 

ortonormal em F então para toda sequência {a. } e t 2
(t) temos: 

n 

ro 

I' la llg (xl I 1- n n 
n=:l 

DEMONSTRAÇÃO: Seja y e E fixo. Então os coeficientes de 

Fourier de K(x,x) para o sistema ortogonal {g } são dados por: 
n 

<K(x,yl,g (xl> ~ <g (x),K(x,y)> = :g(yi. 
n n n 

Pela desigualdade de Bessel temos que: 

2 s li K(x,y) li = K(y,y) 

e portanto 

la llg (x)l 
n n 

( 
00 J'/2 

{K{x,x))l/
2 

~=: '\ 12 

o que demonstra a propriedade. 
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§2-COMPLETAMENTO FUNCIONAL DE UM ESPAÇO PRt·HILBERTIANO 

Em aplicações geralmente nos deparamos com espaços 

de funções que satLs[azem todas as condições para serem 

espaços de Hilbert com exceção da completude. Assim surgem 

dois problemas: 1.?) Completar o espaço de modo a obter um 

espaço de Hilbert de funções e z!!) Garantir que o espaço 

completado seja um RKHS. O estudo e resolução destes dois 

probtemas é o conteúdo desta seção. 

Se temos um espaço de funções F que só necessíta da 

completude para se tornar um espaço de Hilbert, poderiamos 

resolver este problema simplesmente completando tal espaço da 

maneira usual. Contudo, em geral, esta forma de completamento 

destrói todas as propriedades de continuidade entre os valores 

de uma determinada função e a convergência no espaço. Isto é, 

dado Y
0 

E E fixo, gostaríamos de ter f{y ) e g{y l próximos se 
o o 

f e g estão próxímas uma da outra. Este fato justifica a 

seguinte definição: 

2.1 DEFINIÇÃO: COMPLETAMENTO FUNCIONAL: Dizemos que um espaço 

incompleto de funções F admite um completamente funcional 

quando as funções incluídas em F para torná-lo completo 

dependem continuamente de f como um elemento do espaço em cada 

ponto y E E. Neste caso dizemos que F é completado 

funcionalmente. 

OBSERVAÇÃO: A definição acima, em outras palavras, exige que o 

funcional T (f) = f(y) seja continuo para toda função f do 
y 

espaço completado e todo y e L 

Segue assim, pela propriedade 1.4 que todo espaço 

de funções completado funcionalmente é um RKHS. Portanto os 
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dois problemas mencionados na introdução desta seção são 

transformados em um só. 

2.2 TEOREMA: Seja F um espaço de funções pré-Hilbertiano. F 

admíte um completamente funcional se e somente se as duas 

condições seguintes forem verificadas: 

(!) Para todo y e E o funcional linear T (f) = f(y) 
y 

definido em F é limitado. 

{2) Para toda sequência de Cauchy {f } c F tal que 
n 

f {y) converge para O para todo y e E, devemos 
n 

ter a sequência {I I f li } convergindo para O. 
n F 

Se o espaço F admite completamente funcionai então 

este completamente é único. 

DEMONSTRAÇÃO: Mostremos primeiramente que o completamente 

funcional implica nas condições (1) e {2). 

• Se F admite um completamento funcional F , então 
• como vimos pela observação acima segue que F é um RKHS e 

assim pela propriedade 
• portanto limitado em F 

F para todo y e E. 

l. 4 o funcional T é continuo e 
y 

e assim sendo T é limitado também em 
y 

Se agora considerarmos uma sequência de Cauchy {f } 
n • 

em F que converge para O pontualmente para todo y E E devemos 

necessariamente ter f convergindo fortemente para O. Pois, se 
n 

isto não fosse verdade, então como a sequência é de Cauchy no 
• espaço completo F teríamos f convergindo fortemente para 

alguma função não nula 
• n 

f E F . Se f é não nula então existe y 
o 

E E tal que f(y ) ::J:. O . Mas, então pela propriedade 1.8 
o 
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devemos ter também que f (y) converge para f(y) para todo y e 
n 

E. Em particular f (y ) converge para f(y )"- O. Como, por 
n o o 

hipótese, (f } é uma sequência que converge pontualmente para 
n 

O isto é um absurdo. Logo devemos ter f convergindo 
n 

fortemente para O o que é equivalente a dizer que a sequência 

{I I f I I } converge para O como quedamos. n r 

• Para mostrarmos a recíproca consideremos F o 

completamente de F e, supondo válidas as propriedades (1) e 

(2), mostremos que este completamento é funcional, isto é, o 
• funcional avaliação é contlnuo em F . 

• Seja g E F arbitrária, então existe uma sequência 

de Cauchy {f } c F convergindo fortemente para g. Também f e 
n n 

F par-a todo n natural e pela propriedade {1) segue que para 

todo y E E existe uma constante real M tal que: 
y 

if(y)-f(yli~MIIf -fll 
m n y m n F 

de onde segue que {f (y)} é de Cauchy em 1(: 
n 

e portanto 

convergente pois C é completo. Denotemos por f(y) o limite de 

f (y) e assim temos que toda sequência de Cauchy em F define 
n 

uma função f para qual ela converge pontualmente em todo ponto 

de E. 

Notemos também que {f 
n 

f} é de Cauchy, pois {f } 
n 

o é, e {f {y)-f(y)} converge para O para todo y E E. Pela 
n 

propriedade (2) temos que f converge fortemente para f e isto 
n 

acarreta em g(y) = f(y) para todo y E E. 

Agora, consideremos o teorema de Hahn-Banach que 

nos assegura a existência de um funcional linear continuo L 
• definido sobre F cuja restrição 
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Portanto, como f converge forte e pontualmente para f e L é 
n Y 

continuo obtemos: 

L (f)= lim L (f ) = lim T (f ) = lim f (y) = 
y yn yn n 

= f(y). 

• Assim L é, de fato, o funcional avaliação em F e, 
y • 

como já vimos, é continuo por Hahn-Banach. Logo F é um RKHS. 

A unicidade do completamento funcional segue do 

fato de que todo completamente de um espaço vetorial 

é único a menos de isomorfismo. 

OBSERVAÇÕES: (1) Não devemos concluir erroneamente que a 

condição (1) de nosso teorema é suficiente para garantir que 

um espaço de funções 

W(x,y) que satisfaça 

pré~Hilbert H possua uma função W (x) = 
y 

as mesmas propriedades que os núcleos 

reprodutores satisfazem para espaço de Hilbert, isto se deve 

ao fato de que o teorema da existência e unicidade de um 

núcleo reprodutor diz que um espaço de Hilbert de funções 

possui um núcleo reprodutor se e somente se o funcional 

avaliação T é limitado para todo y em E e a demonstração 
y 

deste fato usa fortemente o teorema da representação de Riesz 

que por sua vez exige a completude do espaço. 

Por outro lado, se em um espaço de funções 

pré-Hilbertiano F, se conhece uma função W{x,y) tal que para 

todo y fixado, W(x,y) E F como função de x e esta função 

possui a propriedade de que para toda f E F 

f(y) = <f(x),W(x,y)> 
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vê-se claramente que a condição {1) segue da propriedade acima 

e da desigualdade de cauchy-Schwarz. Assim, para podermos 

aplicar o teorema basta verificarmos a veracidade da condição 

(2). 

(2) Para ilustrar que a condição (2) pode de 

fato, deixar de ocorrer, incluiremos a seguir um exemplo: 

Consideremos o conjunto ID={zeiC /l z l <1} e tomemos em D uma 

sequência {z } satisfazendo: 
n 

Seja E o conjunto dos pontos 

o espaço F de todos os polinômios em z. 

z e em E consideremos 
n 

Claro que, com exceção 

do polinômio nulo, nenhum polinômio pode ser zero em todo 

ponto de E pois teriamos um polinômio com infinitas raízes. 

Assim sendo, um polinômio está completamente determinado pelos 

valores que assume em E. Definamos uma norma em F por: 

llfll
2 =I lp(l';)l

2 
di; 

I i; I <I 

onde p(Ç) é o único polinômio que restrito a E coincide com f. 

Verifica~se que a norma definida acima satisfaz a regra do 

paralelogramo e portanto é proveniente de um produto interno. 

Entretanto F não é completo pois existem sequências de 

polinômios que convergem par·a funções que não são pollnômios. 

Mostremos a seguir que a condição (2) não é satisfeita. 

Consideremos a função 41 dada pelo produto de 

Blaschke correspondente a {z }: 
n 
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Tal função ~ satisfaz as seguintes propriedades (ver 

Depree-Oehring (27], pag 277): 

~(z J = o V n E rN 
n 

l~(zll < 1 V Z E [) 

a função 41 é um "limite forte de polinômios" no seguinte 

sentido: 

l im I I \ll(z)-pk{z) 1
2 

dz = O 
·~00 

I z I <t 

assim, pk (z) "se aproxima" de ~(z) na norma de F mas pode 

ocorrer que ~(z) não pertença a F. Portanto pk(z) não é 

convergente a ~(z) em F mas o seria em L 2 ([)) pois este é um 

espaço completo que contém F. Consequentemente {pk} é uma 

sequência de Cauchy no espaço considerado e 

p {z ) converge para ~{z ) = O ao passo que: 
k n n 

para todo z E E 
n 

Isto claramente contraria a condição (2) o que demonstra o 

resultado desejado. 
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§3-RESTRIÇÃO DE UM NÚCLEO REPRODUTOR 

Consideremos F = (F, li li ,K) um RKHS cujas funções 

estão definidas sobre um conjunto E. Já vimos que K é uma 

matri.z posittva e portanto K I Et' sua restrição ao conjunto " rt 

E
1 

c: E. também o é. Isto significa que K restrito a E
1 

corresponderá a um espaço de funções F definidos sobre E e 
1 1 

com norma I I /I .Nesta seção especificaremos quem são F e 
F 1 

li 11, . 
1 

1 

Consideremos F, K e E como mencionados acima. Seja 
1 

F o subconjunto de F formado pelas funções que se anulam 
o 

completamente em E . F é um subespaço fechado de F. Denotemos 
1 o 

for F' o completamente ortogonal de F e assim pela 
o 

propriedade 1.12 segue que K = K + K' onde K e K' são os 
o o 

núcleos reprodutores de F e F' respectivamente. Contudo, para 
o 

todo x E E K (x,y) = O pois K e F corno função de x, 
1 o o o 

portanto para qualquer x e E
1 

temos: 

(1) K(x.y) ~ K (x,y) + K'(x.y) ~ 
o 

K"(x.y). 

Consideremos agora F o espaço de funções formado 
1 

pelas restrições a E das funções de F. Observemos queJ ao 
1 

contrário de F 
0 

e F', F 
1 

não é um subconjunto de F. 

3.1 PROPOSIÇÃO: Todas as funções de F cujas restrições a E
1 

coincidem têm a mesma projeção sobre F'. 

DEMONSTRAÇÃO: Se f, g E F e f{x) = g(x) para todo x E E 
1 

então f -g E F e reciprocamente. Também sabemos que existem 
o 

únicos f 
0

, g
0 

E F 
0 

e f' ,g' E F' tais que: 
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f = f + f' 
o 

e g = go + g' 

e portanto, 

f - g = f 
o 

- g 
o 

+ f' - g'. 

Mas como f - g e f devemos ter então f' - g' = O. Logo f' = 
o 

g'. Mas f' e g' são justamente as projeções de f e g sobre F' 

respectivamente e assim obtemos o resultado desejado. 

OBSERVAÇÕES: 1) Durante esta seção denotaremos a restrição de 

uma função f e F ao conjunto E
1 

por f
1

, ou seja, f
1 

= fiE
1

. 

2) Se f' é a projeção de f sobre F' então f' I = 
E1 

f pois para todo y e E 
1 1 

temos: 

f(y) = f (y) + f'(y) 
o 

= o + f'(y). 

3) Dentre todas as funções g E F cuja restrição a 

E 
1 

coincide com f 
1 

segue pela observação 2) que f', a projeção 

de uma qualquer destas g's (que coíncidem devido a proposição 

3.1) é também uma função cuja restrição a E coincide com f e 
1 1 

ainda é a de menor norma. Isto se verifica devido ao seguinte 

fato: 

Se g e F é tal que g
1 

= f 
1 

então g = g
0 

+ f' pela 

proposição 3.1. Assim, temos: 

llgll' = llg + f'll 2 
= llg 11 2

+ 
o o 

llf'll 2
• llf'll 2

• o, 

onde a segunda igualdade acima é devido ao teorema de 

Pitágoras. Portanto 

llgll • li f' 11. 
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Assim sendo, definimos: 

(2) llf' li 

onde f' é a projeção sobre F' de uma função cuja restrição a 

E
1 

é igual a f
1

• 

3.2 PROPOSIÇÃO: A correspondência 'lt:F -? F' definida por 'lt(f ) 
1 1 

= f' onde f' é a projeção sobre F' de uma função qualquer f E 

F cuja restrição a E
1 

coincida com f 
1

, estabelece uma 

isometria bijetora entre (F
1
,!1 IIF) e {F',! I !f). 

1 

DEMONSTRAÇÃO: Notemos primeiramente que a proposição 3.1 

garante que a aplicação W está bem definida. 

A propriedade isométrica é evidente pela 

própria definição da norma li I I F • Mostremos a bijetividade 
1 

de i': Sejam f * g ambas pertencentes a F , Então existe y E 
1 1 1 

E tal que f (y) :~-- g (y). Sejam f e g funções de F cujas 
1 1 1 

restrições a E coíncidam respectivamente com f e g e sejam 
1 1 1 

representadas de maneira única por: 

f = f + f' 
o 

e g=go+g', 

Segue que f(y) * g(y) para algum y E E 
1 

pois caso contrário 

teríamos f = g . Porém f (y) = O = g (y) 
1 1 o o 

para 

Logo deve existir y e E tal que f'(y) '* g'(y}, 
1 

'f:. IJ'(g
1

) e assim fica demonstrado que W é injetora. 

todo y E E
1

• 

ou seja 'lt{f ) 
1 

Para mostrarmos que W é sobrejetora consideremos f 

E F' c F e f E F sua restrição a E . W(f ) é a projeção de f 
1 l 1 1 

( ou de qualquer outra função cuja restrição a E 
1 

coincide com 

f 
1

) sobre F'. Porém f e F' e então W(f 
1

) = f e portanto W é 

sobrejetora. 

Assim (F
1

, li li F ) e (F', li lll são espaços 
1 
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isométricos e passaremos a tratá-los indistintamente. 

3.3 TEOREMA: Seja K = K{x,y) o núcleo reprodutor de um espaço 

de funções F definidas sobre um conjunto E e seja 0 * E c E. 
1 

Então K restrito a E 
1 

é o núcleo reprodutor da classe F 
1 

formada pelas restrições a E das funções f E F. Para cada 
1 

restrição f
1 

E F a norma li f ll será o mlnimo das normas 
1 1 F 

1 

de f dentre todas as funções f cuja restrição a E coincida 
1 

DEMONSTRAÇÃO: Pela definição dada a 1 I 11 f 
1 

anteriormente e 

pela observação 3 desta seção, segue o resultado referente a 

norma do espaço F. 
1 

Seja f 
1 

e F 
1 

e f' = W{f 
1

) E F' c F. Então para todo 

y E E temos: 
1 

f (y) ~ f'(y) = < f'(x), K'(x,y)> 
1 

onde o símbolo e: representa a identificação feita pela 

isometria W. 

Como K'(x,y) e F' para todo y e E fixoJ podemos 

fazer uso de nossa identificação de F e F' via ~ e escrever: 
1 

(3) f (y) = < f (x), K (x,yl> 
1 1 1 1 J 

·I 
onde K

1 
(x,y) = 'Ir {K'(x,y)). Logo K

1 
é o núcleo reprodutor 

de (F, 11 11 F 
1

) pois satisfaz (3) eJ para todo y e E
1 

fixoJ temos 

K
1 
(x,yl s K'(x,y) E F' c F como função de x. 

Para todo x e E
1

J temos da igualdade (1) desta 

seção que: 

K(y,x) = K(x,yl = K'(x,y) = K'(y,x) 

ou equivalentemente, para todo y E E : 
1 
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K(x,y) : K'(x,y). 

Assim, fazendo uso novamente de (1) desta seção, obtemos que 

para todo (x,y) e E
1
xE

1
temos: 

K(x.y) = K'(x,y), 

ou seja, as restrições de K e K' ao 

Além disso K'IE = K pois IJI(K) = K', 
1 1 1 

conjunto E coincidem. 
1 

Portanto K = K I E que 
1 1 

é o resultado procurado. 

Consideremos agora um caso bem particular e 

interessante. Se F = { O }, ou seja, 
o 

F só possui o polinômio 
o 

nulo, então F' =- F. Assim para toda funçãof eF,f éa 
1 1 1 

restríção de uma única função f e F, pois se houvesse f e g 

pertencentes a F tais que f I El = f 
1 

= g I Et então teríamos 

(f-g) e F = { O } e assim f = g. 
o 

Portanto li f 1 li f 
1 

= llfll para a única f e F tal 

que fiE
1 

= f 
1 

pois por definição temos ! !f li = llf'll onde 
1 f 

1 

f' é a projeção de f sobre F'=F. Mas f = f + f' = f' pois f 

eF ={O} 
o 

o o 

e então segue que llf
1

IIF = llfl !. 
1 

§4-SOMA DE NÚCLEOS REPRODUTORES 

Consideremos duas 

(F,, li 

classes de funções F = 
1 

I I F; K2) que são RKHS cujas 

funções estão definidas sobre um mesmo conjunto E. Assim~ K e 
1 

K são matrizes positivas e portanto K = K + K também o é. 
2 1 2 
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É objetivo desta seção encontrar o espaço F ""' 

(F. li I I ) correspondente ao núcleo K. 
Consideremos dois espaços de Hilbert de funções F 

1 

e F 
2 

formando dois RKHS, com núcleos reprodutores K
1 

e K
2 

respectivamente e K = K
1 

+ K
2 

,onde as funções estão definidas 

sobre um mesmo conjunto E. Seja H o espaço definido por: 

H = { {f ,f ) onde f E F
1 

I = 1,2 } 
I 2 I 

munido do seguinte produto interno: 

Temos que, 

onde < e li indicam respectivamente o produto 

interno e a norma em F 
1 

J = 1,2. Tomemos em H as operações de 

soma e multiplicação por escalar como segue: 

4.1 PROPOSIÇÃO: Seja F 
0 

= F 
1 

li F 
2 

que é claramente subespaço 

de F e F e tomemos H subespaço de H dado por: 
I 2 o 

H = { (f,-f) / f E F }. 
o o 

Então H é um subespaço fechado de H. 
o 

DEMONSTRAÇÃO: Seja {(f ,-f )} uma sequência de elementos de H 
n n o 

convergindo para {{f' ,f")}. Devemos mostrar que Hf' ,f")} e 

H . Pela definição da norma em H segue que para c positivo 
o 

qualquer existe um número natural N tal que para todo n > N 
o o 
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implica: 

IH -f"ll 2 = 
n 'z 

ll(f -f',-f -f")ll 2 < c 2. 
n n H 

Segue dai que f converge fortemente para f' enquanto que -f 
n n 

converge fortemente para f" e portanto f" = -f'. Logo, (f' ,f") 

E H e a proposição está demonstrada. 
o 

Corno H é fechado, 
o 

complementar H' em H, ou seja: 

podemos considerar seu 

H= H e H' 
o 

Tomemos F como sendo o seguinte espaço vetorial: 

F = { g{x) = f (x) + f (x) / f (x) e F 1=1,2} 
1 2 1 1 

e seja T' :H ---7 F a aplícação linear definida por: 

T'((f',f")) = f(x} = f'(x) + f"(x). 

Como Ker(T') = H tomemos T como sendo a restrição 
o 

de T' a H' que é uma aplicação linear injetora. Também, pela 

forma como F foi definida fica fácil verificar que T é uma 

bijeção entre H' e F. Definimos então a aplicação inversa 
-1 T :F 4 H'por: 

T-1(f(x)) = (g'(f),g"(f)) 

onde f(x) = g'{f)(x) + g"(f}(x) e definamos em F a seguinte 

norn1a: 

llfll
2 

= ll(g'(f),g"(f))ll~ =llg'(f)ll~,+ llg"(f)ll~2 
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de modo a tornar T uma isometria. 

4.2 LEMA: Fixemos y em- E arbitrário e denotemos 

K'(x,y)~g'(K(x,y)) e K"(x,yl~g"(K(x,y)). Então (K -K' ,K -K"l e 
1 z 

H. 
o 

DEMONSTRAÇÃO: Segue da notação utilizada no enunciado que: 

-1 
T (K(x,y)) ~ (g'(K(x,y)),g"(K(x,y)) ~ (K'(x,y),(K"(x,y)) 

e de forma análoga consideremos f'=g'(f) e f"=g"(f). 

Consequentemente obtemos 

T-1(f(y)) ~ (g'(fl,g"(fll 

logo 

f(y) ~ g'(f)(y) + g"(f)(y) ~ f'(y) + f"(y) 

e 

K(x,y) = K'{x,y) + K"(x,y) 

Porém de K = K
1 

+ K
2 

segue que: K -K' = K"-K e 
1 2 

como K"-K E F e K -K' e F temos que 
2 2 1 l 

K"-K ~-(K' -K I e F e 
2 1 Q 

portanto (K -K' ,K -K") e H . 
1 z o 

4.3 TEOREMA: O núcleo reprodutor K correspondente ao espaço F 

definido acíma é dado por K = K
1 

+ K
2

• 

DEMONSTRAÇÃO: K{x,y) pertence a F como função de x pois 

corresponde ao elemento (K
1
(x,y),K

2
(x,y)) e H pela isometria 

T, isto é, T((K (x,y),K (x,y))= K(x,y). 
1 z 

Para a verificação da propriedade reprodutora 
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usaremos o lema 4.2 e o fato de H e H' serem ortogonais: 
o 

f(y) = f'(y) + f"(y) = 

<lf' f") (K K )> = 
' ' 1' 2 H 

<(f' f") (K' K"HK' K")+(K K J> = • • • • t' z 

<(f' f") (K' K")> + <(f' f") (K -K' K -K")> = • ' • • • 1 • 2 

<(f' ,f"),(K' ,K")> 

também temos que f=f'+f" e K=K'+K" e pela isometria T obtemos: 

f(y) = <f(x),K(x,y)>. 

OBSERVAÇÃO : Poderíamos, desde o início, ter caracterizado o 

espaço F como sendo o espaço constituído pela soma de funções 

de F e F . Neste caso, evitaríamos a passagem por um espaço 
1 z 

auxiliar definindo a norma em F da seguinte maneira: 

onde o minimo é tomado dentre todas as possiveis decomposições 

f=f
1
+f

2 
com f

1 
E F

1 
e f 2 E F2 

4.4 TEOREMA ' Se F =(F ,li li ,K ) e F =(F , I I li ,K ) são 
11 Fl 22 F2 

I Z 

dois RKHS então K = K + K é o núcleo reprodutor de: 
I Z 

munido da seguinte norma: 
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onde o minimo é tomado dentre todas as possiveis decomposições 

f = f 
1 

+ f 
2 

com f 
1 

e F 
1
, i=l,2. 

DEMONSTRAÇÃO: Para provarmos a equivalência desta definição 

com a anterior basta lembrarmos que f(x) corresponde 

aos elementos {f
1
,f

2
) e H e (g'{fl,g"(f)) e H'. Isto acarreta 

que f=f +f = g'(f)+g"{f) e consequentemente temos que 
1 2 

(f 
1
-g'(f),f 

2 
-g"(f)) e H 

0 
e como (g'(f),g"(f)) e H' segue pelo 

teorema de Pitágoras para espaços de Hilbert que: 

llf 11 2 + llf 11 2 = ll!f,flll
2

= 
lf 2F lZH 

1 2 
= ll!g'[f),g"[f)) 11 2 +li [f -g'[f),f -g"[f)) 11 2 

H 1 2 H 

onde f + f é uma decomposição arbitrária de f e g'[f), 
I 2 

g"(f) são determinadas de modo 

ocorrerá na igualdade acima 

f =g"(f) e neste caso temos: 
2 

único 
-1 

por T . 

se e somente 

llfll
2
= minI llf 11

2
+11f 11

2
1 = 

1 1 2 z 

Logo o mini mo 

se f I =g' (f) e 

=minI lllg'(f),g"(fllll~+ll!f 1 -g'[fl,f 2 -g"[flliiHI = 

= li (g'[f),g"[f)) li~ • 

que era a nossa definição inicial. 

OBSERVAÇÕES: 1) O resultado acima é facilmente generalizável 

para somas com mais de duas parcelas. 

2) Se F " I 

Ker(T') = H = [0,0) 
• 

F 
2 

= { O } então T' é bijetora pois 

e H'= H. logo f e F é representada 

unicamente na forma f = f 
1 

+ f 
2 

com f 
1 

e F 
1 

e f 
2 

e F 
2

, ou 

seja, F= F
1 

s F
2
. 
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3) Se tomarmos o espaço F formado pelo conjugado 

das funções de F munido do seguinte produto interno: 

e se K{x,y) é o núcleo reprodutor de F temos então que para 

todo y e E K(x,y) e F e portanto K(x,y) e F como função de x. 

Também f(y) = <f(x),K(x,y)> de onde segue que: 

f(y) = <f(x),K(x,yJ> = <K(x,y),f(xJ> = <f(x),K(x,y)>;: 

logo K-(x,y)=K{x,y)=K(y,x) é o núcleo reprodutor de F e 
zF z 

11711- = <f,f>- = <f.f> = llfll. 
F F 

Também F 
1 

= F + F = { f + g / f ,g e F } e pelo 

teorema anterior obtemos: 

K
1 

= KF + KF = K{x,y) + K(x,y)- 2 ReK(x,y) 

e a norma em F 
1 

é dada por: 

llhll: = min [ llfll: + llgll: I 
1 

onde o mínimo é tomado dentre todas as possíveis decomposições 

h = f + g com f, g E F. 

4) Se F é um espaço vetorial complexo 

correspondente a um espaço vetorial real, então pelo que foi 

visto no §1 temos que F=F e 11fll=l!f11 e é claro que F
1 

=F, 

llfi!F = !I f! 1 e K
1 

= K + K = 2ReK e esta propriedade 
1 

caracteriza o núcleo reprodutor K
1 

de um espaço vetorial 

complexo F correspondente a um espaço vetorial reaL 
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§ 5 DIFERENÇA DE NÚCLEOS REPRODUTORES 

Dado duas matrizes positivas K e K estamos agora 
I 

interessados em explicitar quem é o espaço de funções F 
2 

correspondente a matriz K - K quando fizer sentido pensar em 
I 

K - K como uma matriz positiva. 
I 

5.1 DEFINIÇÃO: Sejam K
1 
(x.y) e K(x,y) duas matrizes positivas 

definidas sobre um mesmo conjunto ExE. Dizemos 

K(x,y) - K (x,y) for uma matriz positiva. 
I 

que K «K se 
I 

t rá"cil verificar que K
1 
«K

2 
«K

3 
implica em K

1 
«K

3 
e também que K «K e K «K implica que K =K . Assim, vemos 

1 2 2 1 l 2 

que « estabelece uma ordem parcial sobre o espaço das 

matrizes positivas. 

5.2 TEOREMA: Sejam K e K núcleos reprodutores de espaços F e 
I 

F com normas I I I I e li I I respectivamente. Se K « K então 
I F I 

I 

F c F e !lf
1
11, ~ llf li para toda f E F, 

1 1 1 1 
I 

DEMONSTRAÇÃO: Pela hipótese do teorema segue que K
2 

= K - K
1 

é 

uma matriz positiva e considerando-se (F , I I li ) o espaço 
2 F 

2 

correspondente a K
2 

temos que K = K
1 

+ K
2 

e pelo teorema 4.4 

segue que: 

Portanto se f 
1 

e F 
1 

então f 
1 

+ O = f 
1 

e F e consequentemente 

F c: F. Ainda pelo teorema 4.4 segue que: 
I 
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onde o minimo é tomado sobre todas as posslveis decomposições 

f =g +h comg eF eh eF.Comof=f+Oéumadestas 
112 11 z 2 11 

possíveis decomposições segue que: 

llf 11 2 
~ 

l 

e o resultado está completo. 

llf 11 2 

1 r 
l 

O resultado a seguir pode ser interpretado 

como uma recíproca do teorema 5.2. 

5.3 TEOREMA! Se (F, li 11. Kl éumRKHSeseF cFéum 
1 

espaço de Hilbert com norma li I I F tal que 
1 

para toda f 
l 

e F então F possui um núcleo 
l l 

que K « K. 
1 

llf,llr,~ llf,ll 

reprodutor K tal 
l 

DEMONSTRAÇÃO: Pela propriedade 1.4 temos que existe M tal que 
y 

lf(y)l ~ M llfll 
y 

para toda f E F. Assim, se considerarmos f 
1 

E 

F c F., temos: 
l 

I f 
1 
(yl I ~ M llf li ~ 

y l 
M llf li 

y 1 r 
1 

o que novamente pela propriedade 1.4 garante a existência do 

núcleo reprodutor K
1 

em F 
1

• 

Nossa intenção agora é obter o RKHS {F 2.11 I I F ) 
2 

correspondente ao núcleo reprodutor 

espaço F 
2
, estaremos implicitamente 

K =K -K . Ao construirmos o 
2 l 

demonstrando que K - K
1 

é, 

de fato, uma matriz positiva. Com este objetivo passaremos 

inicialmente por alguns lemas que nos serão muito úteis na 

demonstração do teorema que virá a seguir. 
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5.4 LEMA Sejam F 
1 

e F como no teorema 5.3. Existe um único 

operador linear L definido sobre F e transformando F em F 
1 

e 

que satisfaz a seguinte equação para toda g e F : 
1 

<g,f> = (g,Lf> F 
1 

Além disso, este operador é simétrico positivo e limitado 

pela constante 1. 

DEMONSTRAÇÃO: Para cada f E F consideremos o funcional 

T f:F 
1 

-7 C definido por T /g) = <g,f>. Pela continuidade do 

produto interno temos que T r é um funcional linear continuo e 

como tal ele é representado na forma de um produto escalar, em 

F , de g com um elemento f E F determinado de forma única. 
1 1 1 

Fazendo f = Lf obtemos 
1 

Tr(g) = <g,f> = <g,f > = <g,Lf> . 
1 f f 

1 1 

Isto prova a primeira parte do lema. Mostraremos agora que L é 

simétrico, positivo e limitado pela constante L 

O operador L:F -7 F é linear e está bem definido em 
1 

todo F pois T foi definido para f E F arbitrário. O operador 
f 

L é simétrico pois para f,g e F temos 

<Lf,g> = <Lf,Lg\ = 
1 

<Lg,Lf>F
1
= <Lg,f> = <f,Lg>. 

Agora, 

disso.~ 

<Lf,f> = <Lf,Lf> ::: O , ou seja, 
f 

1 

<Lf,f> = <Lf,Lf> = 
f 

1 

e portanto como L é positivo segue que: 
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11Lfll 2 
~ <Lf,f> = I<Lf,f>l s IILfllllfll 

de onde segue que I I L li ::s 1. O que conclui a demonstração do 

lema. 

Observemos que o operador I-L , onde I é o operador 

identidade, é também linear, simétrico, positivo e limitado. 

Portanto, da teoria de operadores lineares segue, como 

mencionado no capitulo O, que J-L possui uma raiz quadrada L', 

isto é, {L')2=I-L, que é também um operador simétrico e 

limitado. 

Tomemos F subespaço linear fechado de F dado pelo 
o 

núcleo do operador L', isto é: 

F ={feF tal que L'f = O} 
o 

e seja F' seu complemento ortogonaL 

5.5 PROPOSIÇÃO: Os núcleos dos operadores L' e L'
2 

coincidem. 

2 
DEMONSTRAÇÃO: Claro que KerL' c KerL' . Para verificarmos a 

reciproca basta considerar f e F tal que L' 2f = O e obtemos: 

o= <L' 2f,f> = <L'(L'f),f> = <L'f,L'f> = IIL'fll 2 

e portanto L'f = O. 

Notemos também que pela deflnição de L'
2 

segue que 

f E KerL' 2 se e somente se f = Lf. Pela proposição anterior 

temos então que 

fixos de L. 

F = Ker L' = Ker L' 2 
é o conjunto dos pontos 

Q 

5.6 LEMA: Seja L' como definido acima. Então duas funções que 

têm a mesma imagem via L' têm também a mesma projeção sobre 
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F'. 

DEMONSTRAÇÃO, Sejam f, g e F tal que L'f=L'g. Então (f-g) e 

F
0

• Consideremos f', g' e F' e f
0

, g
0 

e F
0 

as funções 

determinadas de modo único que satisfaçam: 

f = f' + f 
o 

e g = g' + g 
o 

e assim f' -g' = f -g-f +g e F . Mas isto implica que f' -g' E 
o o o 

F n F' = {O} e então f' = g'. Isto é exatamente dizer que a 
o 

projeção de f e de g sobre F' coincidem. 

5.7 LEMA: Seja L' como definido acima e F 
2 

o conjunto de 

funções formado pela imagem de F por L', isto é: 

F 
2 

={ g tal que g = L'f para alguma f e F} . 

Então, a restrição de L' a F', determina uma isometria de F' 

sobre F 
2

• 

DEMONSTRAÇÃO: Para facilitar nossa notação continuaremos a 

chamar de L' a restrição deste funcional ao subespaço F'. É 

claro que L' determina uma bijeção entre F' 

sobrejetividade segue diretamente da definição 

eF poisa 
z 

de F
2 

e a 

injetividade segue da definição de F que é o completamente 
o 

ortogonal de F'. Mais ainda, afirmamos que F 
2 

c F'. 

Verifiquemos esta afirmação considerando g = L'f e F e h e 
2 

F e obtemos 
o 

<h.g> = <h,L'f> = <L'h,f> = <O,f> = o 

ou seja, g é ortogonal a h, e como h foi tomado 

arbitrariamente em F segue que g é ortogonal a F e portanto 
o o 

g e F' de onde segue que F 
2 

c F'. 
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Em F 
2 

definimos uma norma, I I I I F por: 
z 

llf
2

11, = IIP'fll, 
z 

onde f E F é qualquer função satisfazendo L'f = f 
2 

e P' é a 

projeção de F sobre F'. A norma definida acima claramente 

índepende da função f escolhida devido ao lema 5.6 e ainda 

torna L' uma isometria de F' em F 
2 

pois se L'f = f 
2 

então: 

IIL'fll = 
'z 

IIP'fll = llfll 

onde a última igualdade acima decorre do fato de f E F'. 

Portanto.~ para f ,g e F' devemos ter também: 

(1) <L'f,L'g> = <f,g> 
F2 

Como F' é um subespaço fechado de um espaço de 

Hilbert segue que F' é , ele próprio, um espaço de Hilbert e 

assim segue que F 
2 

também o é pois é isométrico a F'. 

5.8 TEOREMA: Se (F, li 11. K) é um RKHS então, nas condições 

do teorema 5.3 temos que o espaço (F
2
,! I llf

2

) correspondente 

ao núcleo reprodutor K = K-K é definido como segue. A 
Z I 

equação f (y) = Lf = <f(x), K <x,yl> define em F um operador 
I I 

positivo com limitante menor ou igual a 1, transformando F em 

F c F. Consideremos qualquer raiz quadrada simétrica L' = 
I 

(1-L)l/
2 e seja F 

2 
o conjunto de todas as transformações L'f 

com f e F , F o subespaço fechado de F constituído pelos 
o 

pontos fixos de L e F' seu complemento ortogonal. L' 

estabelece uma correspondência biunívoca isométrica entre F' e 

F . A norma em F é dada por: 
2 2 
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llf
2
11, = IIP'f'll 

z 

para qualquer f' e F' tal que f 
2 

= L'f' e P' a projeção de F 

sobre F'. 

DEMONSTRAÇÃO: Pelos lemas 5.4, 5.6 e 5.7 temos que só nos 

resta mostrar que F = (F , li I I ) admite K - K como seu 
2 Z F 1 

z 
núcleo reprodutor. Verifiquemos inicialmente que L é dado por 

Lf = <f(x). K
1 
{x,y)>. Seja f 1 = Lf e então: 

Lf(y) = f [y) = <f [x),K [x,yl> 
1 1 1 F 

I 

= <Lf[x),K [x,yl> 
I F I 

= <f[x),LK [x,y)> = <f[x),K [x,y)> 
I F I 

I 

Por este resultado temos então que para z e E fixo, 

L aplicado a K(x,z) nos fornece LK(x,z) = K (x,z) e assim, L' 2 

z I 
= I-L transforma K(x,z} em L' (K{x,zl) = K(x,z) - K (x,z). 

I 

Isto prova que K-K
1 

pertence a F 
2 

como função de x visto que é 

imagem de L'K(x,y) por L'. 

Verifiquemos agora a validade da propriedade 

reprodutora. Seja uma função não nula g e F 
2 

c F e tomando-se 

f e F qualquer tal que L'f = g temos: 

g(y) = <g[x),K[x.y)> = <L'f[x),K(x,y)> = <f(x),L'K[x,y)> 

como L'f=g ;t: O segue que f E F'. Também L'K{x,y) E F 
2 

c F' de 

onde segue que: 

P'f = f e P'L'K[x,y) = L'K[x,y) . 

Portanto por (1) desta seção temos 
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g(y) = <f(x),L'K(x,y)> = 

= <L'f,L'(L'K(x,y))> 
F2 

= <g(x),K(x,y)-K (x,y)> 
1 F 

2 

e está demonstrado o teorema. 

A construção de F é complicada país necessitamos 
2 

da raiz quadrada do operador 1-L. Contudo, existe uma maneira 

muito mais fácil de se construir um subespaço vetorial G denso 

em F
2 

abaixo: 

e a norma !I li 
G 

neste subespaço. Seja G definido como 

G = { g e F
2 

onde g = L'2f para alguma f e F} 

É fácil verificar que G é uma subclasse linear 

fechada de F
2

. A norma li IIG em G pode ser definida como 
2 

segue: Para g e G seja f e F arbitrária tal que L' f = g 

então: 

(2) 
2 

IIL'fll = <L'f,L'f> = 

= <f,L'
2
f> = <f,f> - <f,Lf> 

= (f,f>- <Lf,Lf>F 
1 

5.9 PROPOSIÇÃO: G é denso em ~ em relação a norma li 11 F . 
2 

DEMONSTRAÇÃO: Nesta demontração faremos uso do seguinte fato: 

Se G c F 
2 

é um subespaço fechado de F 
2 

e não denso então, e 

só então, existe H c F , H não vazio e tal que G e H = F . 
2 2 
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Desta forma, suponhamos por absurdo que G seja não denso em 

F 
2 

• Então existe O • h E H s;;; F 
2 

onde H é o complemento 

ortogonal de G. Logo existe f' E F' tal que L'f' = h pois h • 

O. Portanto 

<L'f' L'
2
g> 

' F 
2 

(b,f)F 2 = 

=Oondeg 

O para toda função f E G , isto é: 

e F é arbitrária satisfazendo L'g = f. 

Segue de (1) que 

(3) O = <L'f' ,L'2g> r = <f' ,L'g> = <L'f' ,g> . 
2 

Tomando-se então f=L' 2(L'f') e G podemos tomar g=L'f' e de (3} 

segue então que L'f'=O o que é um absurdo pois por hipótese 

O#:h=L'f'. Portanto G é denso em F 
2

. 

OBSERVAÇÃO: Poder! amos também, estudar o caso da matriz K=K K 
1 2 

onde K
1 

e K
2 

são núcleos reprodutores de dois RKHS F 
1 

e F 
2
. É 

possivel se demonstrar que K=K K é também uma matriz 
1 2 

positiva. Os cálculos para obtermos o RKHS F correspondente a 

K são longos e técnicos e, por isso, optamos por simplesmente 

enuncíar alguns resultados concernentes a este caso. 

Seja E'=ExE e F o conjunto de todas as funções 

definidas sobre E' da forma: 

00 00 

f(x,y) =L L «k,l gk(x)hk(y) 
k"' 1 l=:ol 

com 

onde gk (x) e F 
1 

e hk (x) E F 
2 

para todo k E IN. Pode-se 
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demonstrar que F como definida acima é o completamente 

funcional do espaço F' das funções da forma: 

n 

f(x,y) =L gk(x)\(y) 
k= 1 

com gk e F 
1 

e hk E F 
2 

k=l,2, .. n, com F' munido do seguinte 

produto interno < , >': Para f' ,f" e F' arbitrárias: 

então: 

n 

f'(x,y) = L gk (x)hk (y) 
k=l 

n 

f"(x,y) =L r
1
(x)s

1
(y) 

l = 1 

pode-se mostrar ainda que este produto interno independe das 

representações de f' e f". 

Sobre F podemos afirmar que: 

5.11 TEOREMA: F é um RKHS com núcleo reprodutor dado por 

K(xt,xz,yt,yz)"" Kl(x1,yl)K2(xz,yz). 

5.12 TEOREMA: K(x,y) = K
1
(x,y)K

2
{x,y) é o núcleo reprodutor do 

espaço G das restrições de todas as funções de F ao conjunto 

diagonal E
1 

= { (x,x) tal que x E E} ç E'. Para qualquer 

restrição f temos ! I f! I = min 1 I g I ! ' dentre todas as funções 

g que restritas a E
1 

coincida com f. 
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§ 6 LIMITES DE SEQutNCIAS DE NÚCLEOS REPRODUTORES 

Estudaremos agora o caso de uma sequência de 

núcleos reprodutores K sob determinadas condições impostas 
n 

sobre F e E , respectivamente o espaço e o domínio das 
n n 

funções do espaço do qual K é o núcleo reprodutor. 
n 

Analisaremos quando faz sentido falar em Jim K e quem será o 
n 

espaço de funções correspondentes a K = Hm K . 
o n 

Consideraremos dois casos distintos: 

CASO A: Inicíalmente consideraremos o caso dos espaços F 
n 

f armando uma sequência decrescente num certo sentido com uma 

sequência decrescente de núcleos reprodutores K
1
» K:l'··· 

Consideremos uma sequência crescente de conjuntos 

{E } e E = U E sua união. Sejam F os espaços das funções 
n n n 

definidas sobre E respectivamente e denotemos por f a 

restrição de f 
n 

n -
a E c E sempre que m :s: n. Suponhamos que F 

m n n 
forme uma sequência decrescente no seguinte sentido, para m ::s 

"' 
(1) f eF g,f e F 

n n nm m 

Suponhamos ainda que as normas I I I ! f definidas em 
n 

F formem uma sequência crescente no seguinte sentido, para m 
n 

:s: n: 
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(2) f 
n 

m n 

Finalmente suponhamos que cada F possua um núcleo 
n 

reprodutor K . Chamamos atenção para o fato de que o caso 
n 

E
1 
=E

2 
= ... =E não está excluido. Neste caso temos claramente 

f =f e F está literalmente contido em F . 
nm n n m 

Notemos que, também neste caso, basta supor a 

existência de K 
1

, núcleo reprodutor de E 
1 

e obtemos 

um RKHS que contém um espaço de Hilbert F e ainda 
n 

para todo n E IN e para toda f 
n 

e F 
n 

pois 
n 

E =E 
n 1 

todo n. Isto nos deixa em condições de utilizar o 

teorema 5.3 e concluirmos que para todo n, F 
n 

possui um 

núcleo reprodutor K satisfazendo K <<K . Desta forma se deduz 
n n 1 

a existência de todos os K n=l,2,... e a seguinte 
n 

propriedade: 

K «K para todo m < n 
n m 

No caso geral as coisas não são tão simples assim e 

precisamos introduzir as restrições de K a E sempre que m :s: 
n m 

n. Seguindo o critério acima, denotaremos tal restrição por 

K . Pelo teorema 3. 31 K é o núcleo reprodutor da classe F 
nm nm nm 

de todas as restrições f das funções f e F e a norma em 
nm n n 

F 
nm 

é dada por: 

= minllg li 
n F 

nm n 

onde o mínimo é tomado dentre todas as funções de F que 
n 

restritas a E coincidam com f 
m nm 

Obtemos então para m :s: n: 
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li f nm li F = minI I gn I I F = li gn li F 
nm n n 

onde gnm =f nm é a função que atinge o mlnimo. Assim, fazendo 

uso de (2): 

nm n m m 

e novamente nos encotramos nas condições do teorema 5.3 pois 

F é um RKHS, F c F é um espaço de Hilbert. Portanto 
m nm m 

podemos concluir que F possui o núcleo reprodutor K e 
nm nm 

ainda para todo m < n: 

(3) K «K 
nm m 

A seguir provaremos o seguinte teorema: 

6.1 TEOREMA: Sob as suposições acima feitas sobre os espaços 

F , os núcleos reprodutores K convergem ao núcleo reprodutor 
n n 

K (x,y) definido para todo (x,y) e ExE. K é o núcleo 
o o 

reprodutor da classe F 
o 

formada por todas as funções f 
o 

com 

dominio E tais que f , suas restrições a E , pertençam a F 
on n n 

para todo n natural e ainda satisfaçam: 

lim I I f I I < m on F 
n 

e a norma I I I I em F é definida para uma f e F , por: 
F o o o 

o 

I I f I I = lim I I f I I o F on F 
o n 

OBSERVAÇÃO: A primeira condição do teorema, sobre as 

restrições das funções f aos E pertencerem aos F 
o n n 

n=l,2, ... • nos garante que limllf on li F existe mas pode ser 
n 

infinito pois para f on = g
0 

e F n temos com m ~ n que: 
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llf ll,=llf ll,=llg ll,•llgll,=llf 11, orn anm nm n on 
m m m n n 

o que garante a rnonotonicidade da nossa sequência, no entanto 

a segunda condição em nosso teorema não pode ser dispensada. 

DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA 6.1: A convergência de K para K deve 
n o 

ser entendida no seguinte sentido: Para quaisquer x,y e E 

existe n tal que x,y e E para todo n ~ n . Consequentemente 
o n o 

K (x,y) esta definido para n ~ n e temos que provar que lim 
n o 

K (x,y) =- K(x,y). Lembrando-se que f simplesmente denota a 
n mn 

restrição da função f ao conjunto E observa-se facilmente 
m n 

que para n > m 2: k temos: 

K -K = K -K = (K -K ) = (K -K ) = (K -K ) 
mk nk mk nmk m nm k mm nm k m n mk 

e portantoJ fixando-se y E Ek e k -:s m < n, temos: 

2 2 2 

I I K -K I I = I I (K -K l li s I I (K -K ) I I = 
mknkF'k mnmkfk mnmfm 

2 

IIK -K li = <K -K K -K > 
m nm f m nm' m nm 

m 

mas <K(x,y),K{x,y)>=K(y,y) e <K (x,y),K (x,y)>=K (y,y) pois 
nm m nm 

K é o núcleo reprodutor de F . Além disso, pela equação (7} 
m m 

da propriedade 1.6 segue que <K {x,y),K (x,y)> = K (y,y) = 
m nm nm 

K (y ,y) e assim segue que: 
nm 

2 
(4) IIK -K li s K (y,y)-K (y,y) = K (y,yl-K (y,yl 1 mk nk F m nm m n 

k 

pois para y e E, e k :s m < n temos K (y,yl=K (y,y). 
nm n 

De (3) segue que K -K é uma matriz positiva e 
m nm 

para y e E, fixo temos: O:sK (y,y)-K (y,y)=K (y,y)-K (y,y). A 
m nm m n 
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sequência {K (y,y)} é não negativa decrescente e portanto 
m mi!::k 

convergente. Por (4) obtemos então que como K (x,y) E F para 
mk k 

k e y fixos então a sequência {K (x,y)} é de Cauchy e 
mk 

portanto converge fortemente para uma função t (x) E F pois 
k k 

F é completo por hipótese. Pela propriedade 1.8 obtemos que 
k 

esta convergência ocorre também pontualmente e portanto para k 

e y fixos e para todo x E E obtemos: 
k 

(5) lim K (x,y) = lim K (x,y)=t (x) 
mk m k 

Como o resultado acima foi obtido para k fixo porém 

arbitrário, conclulmos que toda sequência de restrições do 

tipo K (x,y) converge para uma t (x) desde que x E E . 
mk k k 

Assim, segue que K (x,y) deve também convergir para uma 
m 

K (x,y) para todo x E E e é claro que a função t (x) é apenas 
o k 

a restrição K (x,y) de K (x,y) a E . Para y fixo temos então 
ok o k 

que K converge fortemente para K em F . Então, fazendo-se 
mk ok k 

n ~ CXJ em ( 4) obtém-se: 

2 
(6) li K -K li ~ K (y,y)-K (y,y) 

mk ok F m o 
k 

Agora, segue pela desigualdade triangular e por (6) que 

~ li K ok (x,y)-K mk (x,y) li F 

k 

+ IIK (x,y)ll 
mk F 

[K (y,y)-K (y,y)] 1
/

2 + li K (x,y)ll 
m o m F 

m 

[K (y,y)-K (y,y)] 1
/2 + [K (y,y)]1

/2 
m o m 

e passando-se ao limite com m ~ CXJ obtemos: 
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2 

IIK
0
k(x,ylll, 

k 

::s K (y,y) < Q) 

o 

Portanto K satisfaz a segunda condição para pertencer a F . 
o o 

Também, para cada y E E fixado e para todo k temos que 

K {x.y)=f< (x)E 
ok k 

então a primeira condição para K 
o 

pertencer a F 
o 

Fk e 

também é satisfeita e portanto K (x,y) E F 
o o 

como função de x. Não é dificil mostrar que F munido do 
o 

produto interno: <f ,g > = lim <f ,g > , que induz a norma 
o o F on on F 

o n 

I I I I F , é de fato um espaço de Hilbert, porém, omitiremos 
o 

esta demonstração para não nos alongarmos demais. 

Provemos agora a propriedade reprodutora de K . 
o 

Tomemos f e F e y E E arbitrários. Para n suficientemente 
o o 

grande temos y E E e portanto: 
n 

f (y) = f (y) = <f (xl,K (x,yl> 
o on on n F 

n 

=<f {x),K (x,y)> + <f (x),K (x,y) 
on on F on n 

n 

- K (x.y)> 
on F 

n 

mas lim<f {x),K (x,yl> = <f (x),K (x,y)> por 
onon F o o F 

definição 
n o 

de < > e por (6) com k = m = n temos 
F 

• 
l<f (x),K (x,yl-K (x,yl>l ~ llf li IIK (x,yl-K (x,ylll ~ 

on n on on F n on F 
n n 

~ llf li (K (y,y)-K (y,y)) 1
;z 

o F n o 
o 

e portanto lím <f (x),K (x,y)~K {x,y)> = O pois limK =K . 
on n on F n o 

" 
Logo: 

f (yl=<f (x),K (x,yl> 
o o o F 

o 
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CASO B: Neste caso, consideremos E ~E ~--. e E"""'-1:' , F espaços 
1 2 I r-1 n 

de funções definidas em E e como no caso A denotemos por f 
n nm 

a restrição de f à E só que agora necessitamos ter m<?;n. 
n m 

Vamos assumir que F forme uma sequência crescente no seguinte 
n 

sentido: 

(7) f eF emotn~f E F 
n n nm m 

Suponhamos ainda que para toda f e F e m a: n 
n n 

tenhamos: 

(8) 

m n 

e que todo espaço F seja um RKHS com núcleo reprodutor K . 
n n 

Observemos que, ao contrário do que ocorreu no caso A, mesmo 

se tomarmos E =E =... não podemos aplicar o teorema 5.3 e 
' 2 

portanto não podemos deduzir a existência de todos os núcleos 

a partir da existência de um deles. No caso maís geral em que 

pode ocorrer E ;t:E será necessário considerar as restrições 
' J 

K = K 1 E e se supusermos que F possui núcleo reprodutor K 
nm n m m m 

então, agora para todo n ::S m podemos fazer uso do teorema 5.3, 

como foi feito no caso A, para obter que a classe F das 
nm 

restrições das funções de F a E é um RKHS com núcleo 
n m 

reprodutor K satisfazendo: 
nm 

(9) K «K 
nm m 

para m>n 

Pela seção 3 K é o núcleo reprodutor de F com 
nm nm 

norma dada por I I f nm I I F = minI I g I I dentre todas as funções 
n F 

nm n 

g
0 

E Fn tais que g = f 
nm nm 

Para y E E fixo e n < m temos que K (y,y) = 
n 

K {y,y) ::s K (y,y) por (9}. Logo K (y,y) forma uma sequência 
nm m m 

crescente de números reais. Chamemos de E o subconjunto de E 
o 
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onde K {y,y}= lim K (y,y) < w. 
o m 

Suponhamos que E seja não 
o 

vazio e definamos o espaço F , limite dos espaços F como 
o n 

sendo o conjunto de todas as restrições a E das funções f e 
o n 

E 
n 

para todo n naturaL De (8) temos que a 

sequência{! I f /I } é decrescente para n fixado, 
nk F k k=n,n+l.,, 

pois para n:!ík:SI llf 11 • 
nk F 

k 

li f I I e assim, 
n I F l 

podemos definir: 

(lO) llf 11 =Limllf 11 
no f k-HO nk F 

o k 

Em geral F não será completo. Para que F admita 
o o 

um completamento funcional é necessário que se verifique as 

duas condições do teorema 2.2. A este respeito demonstraremos 

a seguinte proposição: 

6.2 PROPOSIÇÃO: As duas condições abaixo são equivalentes: 

1) Para todo y E E existe 
o 

M 
y 

tal que: 

I f (y) I , M li f no/ /F v f e F 
no y no o 

o 

2) Para todo y E E temos: K (y,y) = lim K (y,y) < 00 • 
o o n 

DEMONSTRAÇÃO: Para y E E fixo e arbitrário temos 
o 

lf [y)l = lf (y)l = l<f (x),K [x,y)> i' 
no nk nk k F 

k 

pois f E F, por (7). Passando-se ao limite quando k tende ao 
nk 

infinito obtemos 
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1r (yll • 11r 11 (K ( n'" no no f o y,y 
o 

Portanto a condição 1) é satisfeita 

Partindo agora da condição 1) para 

com M 
y 

1/Z = (K (y,y)) . 
o 

y E E fixo e como 
o 

I I K no I I f é o limite da sequência decrescente 
o 

temos 

K (y.yl = K (y,yl = IK (y,yll • M IIK li s 
n no no y no F 

• M IIK (x,ylll = 
y n f 

n 

M (K (y,y))i/Z 
Y n 

o 

de onde segue que K (y,y) ::s M2 e portan·to vale a condição 2). 
n y 

Logo a primeira condição do teorema 2.2 é garantida 

pela restrição ao conjunto E . Mas em geral a segunda condição 
o 

não é satisfeita. 

É possivel superar esta dificuldade procedendo da 

seguinte forma: Completamos F com "elementos idealizados" e 
o 

para este espaço completado 
o 

escolhemos um conjunto 

adicional E' de modo que as funções de F estendidas a E + E' 
o o 

com a mesma norma que em F forme um espaço que admita 
o 

completamente funcional que leve ao espaço G com núcleo 

reprodutor K . Como foi visto na seção 3, retornamos ao 
G 

conjunto E pela restrição das funções de G a E . Tomando no 
o o 

espaço H das restrições a norma dada pelo teorema 3.3 nós 

chegamos ao núcleo reprodutor K que é a restrição de K a E . 
H G o 

O espaço H e sua norma I I I I podem ser descritos em termos do 
H 

espaço F 
0 

e de sua norma I I I I f como segue: Pelo teorema 3.3 
o 

já vimos que para qualquer f e H temos: 

llfiiH = minllgll
0 

53 



onde g e G é tal que g restrita a E coincide com f. Mas como 
o 

G foi obtida de F via completamente funcional segue que: 
o 

Iimllf li 
n F 

o 

onde {f } c F é uma sequêncía de Cauchy qualquer que convirja 
n o 

para g em todo ponto y e E + E'. Em particular {f } é uma 
o n 

sequênda de Cauchy qualquer convergindo para f em todo ponto 

de E 
0

, pois g 1 Eo =f . Portanto. dado f e H existe uma sequêncía 

de Cauchy {f } c F tal que: 
n o 

(ll) f(x) = lim f (x) V X e E 
n o 

e portanto: 

(12) llfiiH = min Iimllf li 
n F 

o 

onde o mlnimo é tomado dentre todas as sequências de Cauchy de 

F que convirjam a qualquer função g e G cuja restrição a E 
o o 

coincida com f. Existe pelo menos uma sequência de Cauchy para 

a qual o rninimo é obtido. Tais sequência serão chamadas de 

sequ~ncias determinadoras de f. 

O produto interno correspondente a I I I I H é 

definido por: 

(13) <f,g> = lim <f ,g > 
H n n 

para quaisquer duas sequências de Cauchy (f },{g ) 
n n 

determinadoras de f e g. 

t importante observar que (13) ainda é válida 

quando apenas uma das sequências for determlnadora e a outra 

simplesmente satisfizer (11). 
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Provemos agora o seguinte teorema: 

6.3 TEOREMA: As restrições K (x,y) para cada y e E fixo •• • 
formam uma sequência de Cauchy em F . Elas convergem à função 

• 
K (x,y) e H que é o núcleo reprodutor de H. 

H 

DEMONSTRAÇÃO: De modo semelhante ao que foi feito para 

obtenção de ( 4) no caso A, agora para n s m s k obtemos: 

(14) 
z 

jjKmk-KnkffF s 
k 

K {y,y) - K {y,yl 
m n 

e fazendo-se k tender ao infinito obtemos: 

{15) 
z 

IIK -K li s K {y,y) - K (y,yl 
mo no F m n 

k 

Pela definição do conjunto E J segue que {K } é de fato uma 
o mo 

sequência de Cauchy em F . 
o 

Como K e F Jsegue pela proposição 
•• • 

6.2 que IK (x,yll s M IIK li 
no y no F 

e; por (lS)J temos que para y E 

o 
E fixo) {K {x,yH é de Cauchy em C para todo x e E e 

o no o 

portanto seja: 

lim K (x,y) 
no 

Assim, para y e E fixado, K (x,y) E H como função 
o H 

de x. 

Provemo's agora a propriedade reprodutora de K : 
H 

Tomemos f E H arbitrária e uma sequência de Cauchy, {f } c F , 
• o 

determinadora de f. Cada f n é uma restl'ição a E 
0 

de alguma f k 
• 

isto é f =f .Por {10) temos que para todo i E IN: 
• k • 

• • 
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llf· li = !'mllf· li lo F -tlXI li F 
o I 

onde i:s 1 <I _..11 
l 2 

IIF
1

; Assim, tomando-se i=k
8

, segue 

que podemos construir uma sequêncía crescente m
1 

< m
2 

< ... e 

ainda satisfazendo m > k , para que faça sentido falar na 
n n 

restrição f 
k m 

n n 

e para a qual vale: 

n n m 
n 

n o 

Claro que {K (x,y)} também é de Cauchy 
m o 

n 

convergente para KH(x,y). Por (13) segue: 

(17) lim<f 
k o 

n 

(x),K (x,y)> 
mo F 

n o 

pois {f k ~) = {f n} é uma sequência determinadora de f. Assim 
n 

escrevemos: 

<f ,K ) =<fk m ,Km >F k o m o F 
n no nnnm 

(18) 

n 

- <f ,K > 
k o m o F 

n n o 

Note que o colchete acima 

<g ,h > I para g,h de F e com g 
ooF m Q 

o n 

de g e h a E respectivamente. Isto é 
o 

é da forma [ <g,h> 
F 

m 
n 

e h sendo as restrições 
o 

uma f o r ma bilinear em g 

e h e a forma quadrática correspondente <g,g> - <g ,g > = 
f o o F 

m o 
n 

56 



-------------------~......-...·"'1tfo.·~~ .,._...,......... 

m 
n 

-I I g I 12 
é positiva 

o F · 
o 

(segue de (8) e de (lO)). 

Consequentemente a desigualdade de Cauchy é vâlida para esta 

forma e temos: 

1[ ... J I :s lllf 11 2 -llf 11 2 1112 liiK 11 2 

km F ko F m F 
nn m n o n m 

I I K I I 2 11
/2 :s 

m o F 
n o 

n n 

= (1/n) (K 
m 

n 

Quando n tende ao infinito o último membro tende a zero pois 

K (y,y) tende a K (y,y) que é finito por hipótese. Portanto 
m 

n 
o 

(17) e (18) nos garantem que: 

<f(x),K (x,y)> = lim <f (x),K (x,y)> = 
H H km m F 

n n n m 

= lim f (y) 
k m 

n n 

e para y e E fixado temos f 
o k m 

n n 

temos ainda: 

n 

(y) = f 
k o 

n 

(y) e portanto 

= lim f (y) = lim f (y) = f(y). 
k o n 

n 

ou seja, vale a propriedade reprodutora para K . 
H 

OBSERVAÇÃO: Um caso particularmente simples é quando (F , I I 
o 

li ) vem a ser um subespaço de um RKHS, F. Neste caso a 
F 

o 

segunda condição do teorema 2.2 é claramente satisfeita. H é 

então o completamente funcional de F 
0

, a norma I I I I H é a 

extensão da norma li li e H é simplesmente o fecho de F em 
F o 

o 

F pois um subespaço de um espaço de Hilbert é completo se e 
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somente se é fechado. 

Um exemplo trivial de um caso como este seria o 

caso F 
1 
c F 

2 
c .... c F onde todos os F 

1
's fossem subespaços de 

um RKHS F. Assim E
1
= E

2
= ... = E = E

0
, onde a última igualdade 

segue da proprosíção 6. 2. Neste caso F =ll F e H seu fecho. 
o n 

§ 7 OPERADORES EM ESPAÇOS COM NÚCLEOS REPRODUTORES 

Em espaços de Hilbert de funções munidos de 

núcleos reprodutores~ os operadores limitados admitem uma 

representação interessante. 

Nesta seção usaremos L K(x,y) para denotar o 
X 

operador L atuando em K( x,y) como função de x e a imagem de 

K(x,y) via. L é vista também como função de x tendo y como 
X 

parâmetro. 

• Seja F um RKHS e L um operador linear sobre F e L 

o operador adjunto de L. Se tomarmos a 

transf armação: 

(1) A(x,y) • = L K(x,y) 
X 

temos que A como função de x pertence a F. 

Segue imediatamente da definição acima que ao 

operador identidade, I, corresponde o núcleo A(x,y}=K(x,y). 

Utilizando-se (1) temos que para cada f E F: 

(2) Lf(y) = <Lf(x),K(x,y)> 
X 

• = (f(x),LxK(x,y)> = 
X 

= <f(x),A(x,y)> 
X 

Logo, a um dado operador limitado L em F 

corresponde um núcleo A(x,y) que, para todo parâmetro y, é um 

elemento de F como função de x. O operador é representado em 
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termos de seu núcleo pela relação (2). 

• 7.1 PROPOSIÇÃO: O núcleo A (x,y) correspondente ao operador L"' 
• é dado por A (x,y) = A(y,x). 

DEMONSTRAÇÃO: Por (I) temos 

então: 

• • • A (x,y)=(L J K(x,y)=L K(x,y) e 
X X 

• <A (x,z),K{x,y)> = <L K(x,z),K(x,yl>= 

• 

X • = <K(x,z),L K(x,yJ>= 
X 

= <A(x,y),K(x,z)> . 

Agora, tomando-se f(y)=A (y,z) e g(z)=A(z,y) obtemos pela 

propriedade reprodutora de K o seguinte resultado: 

isto é: 

(3) 

• • A (y,z)=f(y)=<f(x),K(x,y)>=<A (x,z),K(x,y)>= 

• 

= <A(x,y),K(x,zl> = <g(x),K(x,zl> 

= g(z) = A(z,y) 

A (y,z) = A(z,y). 

É claro que à L
1 

+ L
2 

e à o:L correspondem A + A
2 - . . • • • _1. 

e cr.A respectivamente pois (L
1 

+ L
2

) = L + L e (a.L) = aL . 
1 z 

7.2 PROPOSIÇÃO: O núcleo A correspondente à composição L=L1L21 
com respectivos núcleos A e A é dado por: 

1 z 

(4) 

• • • DEMONSTRAÇÃO: Como (L L ) =L L segue por (2) e (3) que 
1 2 2 1 

A(y,z) • • • = (L L ) K(y,z) = L L K(y,z) = 
• 2 y 2y ly. 

= L
2
/\ {y,z) = <A

1 
{x,z),A

2
(x,y)> 

.--;c~. = <A
1
(x,z),A

2
(y,x)>. 
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Dos resultados acima obtemos facilmente: 

«f(x),A(x,yl> ,g(y)> = <Lf(y),g(y)> = 
X y * y 

= <f(y),L g(y)> 
X = <f(y),<g(x),A (x,yl> > 

X y 

= <f(y),<g(x),A(y,x)> > . 
X y 

Efetuando-se uma troca de variáveis no segundo membro da 

última equação acima obtém-se: 

(5) «f(x),A(x,y)> ,g(yl> = <f(x),<g(y),A(x,y)> > 
X Y Y X 

De (3) segue ainda que a simetria de L é 

equivalente a simetria hermitiana de A: 

(6) A(x,y) = A(y,x) 

Provaremos a seguir uma importante propriedade: 

7.3 PROPOSIÇÃO: O operador limitado L é positivo se e somente 

se seu núcleo correspondente A é uma matriz positiva. 

DEMONSTRAÇÃO: L é positivo quando e somente quando <Lf ,f> 2:: O 

para qualquer f E F. Tomemos f E F como definida abaixo: 

n 

(7) f(x) =L t;;kK(x,yk) 
lc=l 

para n-úplas arbitrArias (y ,y , ... y ) E En e (~ .~ , ...• ~ ) E 
lZ n 12 n 

Cn e temos: 

n 

o s <Lf,f> = l: 
k=l 

n 

L Çk ~ J <L x K{x,y k ),K(x,y J )> = 
J"'l 
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n n • 
= t' t' Ç ~ <A (x,y ),K(x,y )> 

L L k J k J 
k=1 J=1 

isto prova que A e portanto A são matrizes positivas. 

Para a verificação da reciproca notemos que o que 

foi feito acima nos garante que se A é uma matriz positiva, 

então <Lf,f> :e O para toda f e F da forma (7). Como estas 

funções formam um conjunto denso em F (propriedade 1. 7) toda 

função de F pode ser aproximada por uma sequência deste tipo. 

Passando-se ao limite obtém-se <Lf,f> :e O para toda f e F. 

OBSERVAÇÃO: Generalizando-se a notação utilizada na seção 5 

adotaremos A <<A ou A »A sempre que A -A for uma matriz 
1 2 2 1 2 1 

positiva. 

7.4 TEOREMA: Seja um núcleo arbitrário A(x,y) hermitiano 

simétrico, isto é: A(x,y)=A(y, x). Uma condição necessária e 

suficiente para que a ele corresponda um operador simétrico 

limitado L, com limitante inferior m finito e limitante 

superior M finito é que mK<<A«MK. 

DEMONSTRAÇÃO: Se à A corresponde um operador simétrico e 

limitado L satisfazendo m<f,f> ~ <Lf,f> ~ M<f,f> para qualquer 

f e F então: <(L-ml)f,f> :e O e <(MI-L)f,f> :e O também para 

toda f e F. Assim, (L-ml) e (MI-L) são operadores positivos e 

pela proposição (7.3) temos que A-mK e MK-A são também 

matrizes positivas. 
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Verifiquemos a reciproca. Temos da hipótese que 

O<<K
1 
=(1/M-m}(A-mK)«K. Portanto K

1 
é uma matriz positiva que 

satisfaz: K
1 
«K, e assim sendo é o núcleo reprodutor 

classe (F
1
.11 li F ) e pelo teorema 5.2 temos F 

l 
l 

li f l 11 para toda f E F e pelo teorema 
l l 

L f(y)=<f(x),K (x,yl> é um operador positivo 
l l 

menor ou igual a 1, isto é, para toda f e F : 
1 

O ::s <L f,f> ::s <f,f> . 
l 

c F e 

5.8 o 

com 

de uma 

li f, li.~ 
l 

operador 

limitante 

Da definição de L segue que a ele corresponde K , 
l l 

consequentemente A=(M-m)K +mK corresponde ao operador 
l 

L=(M-m)L +ml e as últimas desigualdades fornecem: 
l 

m<f,f> s <mlf,f> + <(M-m)L/,f> ::s M<f,f> 

pois (M-m)>O e assim <(M-m)L f,f> 2:: O portanto: 
l 

m<f,f> ::s <L f,f> ::s M<f.f> 

OBSERVAÇÃO: Um núcleo A é representável de maneira única na 

forma A= A + iA com A , A,_ hermitianos simétricos. Basta 
1 2 1 "" 

para tanto tomar: 

A (x,yl = (112)(A(x,y) + A(y,x)) 
l 

A
2
(x,y) = (1/21HA(x,yl - Aly,xll 

Assim, uma condição necessária e suficiente para 

que à A corresponda um operador limitado é claramente que à A 
l 

e A
2 

correspondam tais operadores. A estes nós podemos aplicar 

o teorema 7.4. 

Sobre a convergência de uma sequência de 

operadores, mantendo a notação introduzida no capítulo O 
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podemos verificar o seguinte resultado: 

7.5 TEOREMA: Se L=wlimL então para os núcleos correspondentes 
n 

podemos afirmar que A(x,y) = Hm A (x,y) para todo {x,y) e 
n 

ExE. Se L = unlim L então A converge uniformemente para A 
n n 

para todo {x,y) pertencentes ao subconjunto de ExE onde K{x,x) 

e K(y.y) sejam uniformemente limitados. 

DEMONSTRAÇÃO: Ambos os resultados seguem diretamente da 

propriedade do núcleo reprodutor e da definição de 1\(x,y ), 

pois: 

• A(x,y) = <A(z,y),K(z,x)> = <L Klz,y),K(z,x)> = 
' ' ' 

= <K(z,y}.L K(z,x)> = lim <K(z,y>,L K(z,x)> 
z nz z 

= lim A (x,y) 
n 

Análogo ao que foi feito acima também obtemos: 

IA(x,y)- A (x,y}l = I(<K(z,y),(L-L ) K(z,x)>l :$ 
n n ' 

= IIKiz,ylll IIL-L IIIIKiz,xlll 
' n ' 

= IIL- L IIIKix,x)Kiy,yJJ'"-
" 
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CAPITULO 2 

CONSIDERAÇÕES SOBRE ALGUNS ESPAÇOS DE HILBERT IMPORTANTES 

Neste capttuLo pretendemos fornecer alguns exemptos 

importantes de espaços de Hilbert que possuem núcleos 

reprodutores (RKHS). Também incluiremos aqui um resultado 

interessante que relaciona a teoria dos núcleos reprodutores à 

algumas transformações conformes particulares 

§I-ESPAÇOS DE HILBERT DE DIMENSÃO FINITA 

Mostraremos que os espaços de Hilbert, de funções, 

de dimensão finita, são exemplos de RKHS. 

1.1 EXEMPLO: Seja F um espaço de funções de dimensão finita n 

formando um espaço de Hilbert e consideremos !B = 

{w (x),w (x), ... ,w (x)} uma base de F. Se f e g pertencem a F 
I z n 

então: 

(I) 

com Ç
1 

modo único. 

n 

f{x) =L Çlwl(x) 
l""l 

e 
n 

g(x} = L 1J Jw /x) 
]"' 1 

i=l,Z, .. ,n, e os 1lJ , j=l,Z, .. ,n, determínados de 

Consideremos o seguinte produto interno em F: 
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n 
(2) <f,g> = [ <w ,w >Ç lJ 

t,J-=11 J l J 

A norma por ele determinada é dada por: 

n 

llfll 2 I" a 0 < =L IJ"'t"'J 
1 • J=l 

A matriz G = {a;
1

J} é a matriz do produto interno em 

relação à base ordenada !B, também chamada de matriz de Gram da 

base IB. A matriz de Gram de uma base qualquer possui as 

importantes propriedades de ser Hermitiana, inversível e 

definida positiva. Denotando por {fl } o conjugado da matriz 
Jk 

inversa de G obtemos: 

se i -:t: k 
(3) 

se = k. 

1.2 PROPOSIÇÃO: Seja F um espaço de funções como no exemplo 

l.L Então o núcleo reprodutor F com a norma proveniente do 

produto interno (2) acima, é dado por 

n 

(4) K(x,y) = L ~ w (x)w (y) 
l,j=llj 1 J 

DEMONSTRAÇÃO: Claro que K(x,y) como dado acíma, e considerado 

como função de x, pertence ao espaço em questão, pois 13 1 J e 

E F. i,j= l, .. ,n, 

Também, sejam y e 

são constantes complexas e w (x) 
l 

E e f E F arbitrários. Considerando f em sua 

representação na base !B dada por (1) temos: 

n n 
<f(x),K(x,y)> = < I" Ç w (x), I" ~ w (x)w (y) > L k k L lj l j X 

k=l i ,J=l 

= 
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Logo, por (3) e por (1) segue que: 

<f(x),K(x,y)> = f(y) , 

como queriamos demonstrar. 

A matriz {~ 1 J} é Hermitiana definida positiva pois 

sua inversa G = {a.
1 

/ o é. Desta forma acabamos de demonstrar 

o seguinte resultado: 

1.3 TEOREMA: K(x,y) é o núcleo reprodutor de um espaço de 

Hilbert de funções, F, de dimensão finita n se e somente se 

K(x,y) for da forma (4) com uma matriz definida positiva {13Jk} 

e funções linearmente independentes wk {x), k=l, .. ,n. O 

correspondente espaço F é então gerado pelas funções wk (x), 

k=l, ... ,n. As funções f e F são dadas por (1}, com norma 

proveniente do produto interno (2) como descrito acima. 

Veremos agora um caso particular importante de RKHS 

de dimensão finita. 

1.4 EXEMPLO: Seja P (C) o espaço vetorial dos polinômios 
n 

complexos de graus :S n munido do seguinte produto interno: 

<f,g> = J f(z)g(z) dz 
c 

Seja lB = {p (z),p (z), ... ,p (z)} uma base ortonormal de P (C) 
1 2 n n 

e tomemos a função K (z,w) definida sobre CxiC como segue: 
n 
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K (z,w) 
n 

n =E p
1
(zlp

1
(w) 

1 = 1 

É claro que K (z,w) é o núcleo reprodutor do espaço P (C) pois 
n n 

para qualquer p e P (C) temos: 
n 

e portanto: 

n 

p(z) = L <p,p 1 >p 1 (z) 
1=1 

n n 
<p(z),K (z,w)> 

n 
= < L <p,p >p (z), L p (z)p ( w l > = 

1=1 I I J=l J J z 

n n 

= L E <p,p >p (w)<p (z),p (z)> 
I =1 j=l l j l j z 

n 

=L <p,p?pt(w) = 
1=1 

= p(w). 

Alcançamos, então, o resultado procurado. 

§2-NÚCLEOS DE BERGMAN: Seja B um domínio, isto é, uma região 

aberta e conexa no plano complexo, e analisemos agora o 

subespaço de L 
2

(B) formado pelo conjunto das funções 

analíticas de quadrado integrável sobre B. 

OBSERVAÇÃO: O subespaço acima descrito não é, necessariamente, 

completo. Denotemos por L 
2

(B) o completamento deste espaço. 
o 

2.1-TEOREMA: Tomando B nas condições acima, temos que L 
2
(B} é 

o 

um RKHS. 
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OBSERVAÇÃO: Vale a 

equivalência de funções 

pena ressaltar que cada classe de 

de L 2 (B) possuí apenas uma função. 
o 

Este resultado segue do fato de que duas funções anallticas em 

uma região B do plano complexo, que diferem no máximo em um 

conjunto de medida nula, são necessariamente idênticas. 

A importância desta observação se deve ao fato de 

que a teoria dos núcleos reprodutores, como foi vísta no 

capitulo 1, só apresenta sentido para espaços de Hilbert de 

funções, no sentido clássico da palavra, e não para espaços de 

classes de equivalência de funções pois, nestes casos, o 

funcional avaliação T (f)=f(y) não está definido 
y 

DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA 2.1: Basta demonstrar que o espaço das 

funções analiticas de quadrado integrável sobre B satisfaz as 

duas condições do teorema 2.2 do capítulo L Para verificarmos 

que a primeira condição é satisfeita faremos uso do teorema 

(21) do capitulo O 

Para um ponto arbitrário t pertencente ao interior 

de B podemos encontrar uma constante real r, tal que 

C : I z-t I s r está contida em B. Como f é analitica em B temos 
' 

que para todo z e C vale 
' 

00 

f(z) = L 
n=o 

f{n)(t)(z-t)n 

n! 

Segue então,do teorema (21) que: 

JL lf(Çll
2
dÇ ~ 

' 
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Em particular, para qualquer n natural temos: 

n:[f(n)(t) [2r2n+2 

(n+l)(n! )2 

e tomando-se n=O obtemos que o funcional Lt(f)=f(t) é 

limitado, visto que: 

IUfll = lf(tll ~ 
li f li 

l /2 rn 

A verificação da segunda condição segue como um 

corolário da proposição (24) do capitulo O. Portanto L 
2

(B) é, 
o 

de fato, o completamento funcional 

anallticas de quadrado integrável. Logo 

do espaço das funções 

L 2 (B) é um RKHS. 
o 

O lema abaixo pode ser encontrado em Davis [26] e 

será utilizado para demonstrarmos a forma como o 

reprodutor K(x,y) do espaço L 
2

(B), pode ser representado. 
o 

2.2 LEMAo Seja B um domínio em c, {h (z)) um 
n 

ortonormal completo em Para w E B fixo a série: 

00 

(5) K(z,w)= [ h (z)h (w) 
n n 

n=l 

núcleo 

sistema 

converge uniforme e absolutamente em qualquer região limitada 

e fechada 

pertence a 

B', contida em B. A soma 

L 2{8). Também temos que: 
o 
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= <h (z),K(z,w}> . 
k % 

2.3 TEOREMA: Se {h (z)} é um sistema ortonormal completo em 
n 

2 
L (8} então seu núcleo reprodutor K(x.y), admite a seguinte 

o 

representação: 

(6) 

região R 

~ 

K[z,w)= \'h (z)h (w) L. n n 
n=1 

K(z,w) é chamado de núcleo de Bergman para a 

DEMONSTRAÇÃO: Consideremos {h {z)}, um sistema ortonormal 
n 

completo em L 2{8). Temos que mostrar que para qualquer f(z) E 
o 

L 2{8) vale: 
o 

f(w) = <f(z),K(z,w)>z = JJ/(z)K(z,w} dz. 

De fato, como f E L 2(8) segue que: 
o 

e pelo lema 2.2 e pela identidade de Parseval temos: 

<f(z),K(z,w)> = \' <f,h ><h (z),K(z,w}> = 
z L k k z 

e está demonstrado o resultado. 

Os núcleos de Bergman possuem uma propriedade de 

invariância bastante interessante. Como um exemplo desta 

pr-opriedade poderíamos citar o caso de dois domínios, D e D', 
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no plano complexo. Se T{z) é uma transformação conforme de D 

em o· então 

K (z' w')T'[z)T'(w) = 
D' ' 

onde z'=-T(z) e w'=T{w). 

No caso de uma variável, vale a pena salientar que, 

quase todas as aplicações conformes importantes são 

representadas em termos destes núcleos. Para uma região 

simplesmente conexa D, por exemplo, a aplicação ~=f(z,z ), que 
o 

representa D sobre um circulo I Ç I< R de tal forma que o ponto 

z 
0 

e D é levado em Ç=O e f' (~z )=1, é representada em termos 

deste núcleo por: 

f(z,z ) = 
o 

1 

K(z ,Z ) 
o o 

, L K(t,z) dt. 

o 

A seguir íncluiremos um exemplo particular de 

núcleo de Bergman: 

2.4-EXEMPLO: Seja B = { z e C : I z I < 1 } o círculo unitário 

complexo. Pode-se verificar que as funções: 

n z n= 0,1,2, ... 

formam um sistema ortonormal completo em L 
2
{B). Portanto, pelo 

o 

que foi visto acima, segue que o núcleo reprodutor para L 
2

(B) 
o 

é dado por: 

00 

K(z,w) = L 
n=o 

n + 1 
n 
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Nosso próximo exemplo está. relacionado ao estudo 

das equações diferenciais; 

§3-FUNÇÕES DE GREEN: Consideremos o espaço X constítuido de 

todas as funções F(x) da forma 

F(x) = [f(t) dt O:Sx:Sl, 

onde f(t) E L2([0,l]). Se G(x)=J g(t) dt. Consideremos em X o 

seguinte produto interno: 

' ' 
<F,G> = Lf(x)g(x) dx = J.F'(x)G'(x) dx 

3.1 TEOREMA: O espaço de Hilbert de funções X como definido 

acima é um espaço de Hilbert com núcleo reprodutor. 

DEMONSTRAÇÃO: Tomando-se: 

temos que 

{ K(t,xl = t 
K(t,x} = X 

IF(xll 2 = I<F(z),K(z,xl>i 2
' IIFII 2 11Ktz,xlll

2 = 

' 
= K(x,x) L IF'(x) 12 dx 

' 
= x LIF'(xll

2 
dx . 
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Isto comprova que o funcional linear L(F)=F(x) é limitado 

como querlamos. Agora, derivando-se K(t,x) em relação a t 

obtemos: 

{ K'(t,xJ = 1 

K'(t,x) = O 

e então F(x) pode ser escrita como 

F(x) = [F'(t) dt = J:F'(t)K'(t,x) dt = <F(t),K(t,x)> , 

e K(t,x) é então o núcleo reprodutor de X. 

Observemos que a função K'(t,x) é, na verdade, a 

função de Green para a equação diferencial y'=O com condição 

inicial y(O)=O. 

§4 A FUNÇÃO DELTA DE DIRAC. 

Seja F = L 2[-n,n]. A rigor, F não é propriamente um 

espaço de funções mas sim um espaço de classes de equivalência 

de funções no qual duas funções são identificadas se e somente 

se elas diferem, no máximo, em um conjunto de medida nula. 

Neste caso é importante salientar que, como já observamos 

anteriormente, o funcional linear L(f)=f(x) relevante à 

definição de espaço de Hilbert com núcleo reprodutor, não é 

definido. Contudo, não podemos deixar de mencionar um núcleo 

de muita importância: a "função" delta de Dirac K(x,y) = 
õ{x-y} (para maiores informações sobre a função delta de Dirac 

ver Butkov[S] pag 224). A expressão integral: 
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n 

f(x) = J f(y)d(x-y)dy 

-n 

e a expansão ortogonal (divergente): 

õ(x-y)= ~n: + ! 
~ 

L cosk(x-y) 

k= 1 

são propriedades básicas da teoria da função .S de Dirac. 

Embora muitas coisas interessantes possam ser 

feitas formalmente, a teoria dos núcleos reprodutores para o 

caso de distribuições, como é o caso das funções delta de 

Dirac, deve ser analisada a partir de um outro ponto de vista. 

§S ALGUNS RESULTADOS RELACIONADOS A TRANSFORMAÇÕES CONFORMES. 

Nossa intenção agora é fornecer uma expressão 

alternativa bastante útil para o núcleo reprodutor de L 
2
{B) no 

o 

caso em que B seja bastante simples. Não incluiremos, porém, 

as demonstrações destes resultados que poderão ser encontradas 

em P. Davis [261 teorema 12.6.14 (pag 325} e corolário 12.6.15 

(pag 325). 

5.1 TEOREMA: Se m(z)=w é uma transformação conforme biunivoca 

da região B 

reprodutor para 

circulo 

dado por: 

unitário 

m'(z)m' (t) 
K(z, t) = 

n( 1-m(z}m(t))2 

c, então o núcleo 

5.2 COROLÁRIO: Seja m(z) = w uma transformação conforme 

biunívoca da região B sobre o circulo unitário C. Se a 
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transformação é normalizada exigindo-se que rn{t)=O e m'(t)>O 

onde t é um ponto fixado em B então: 

z 

m(z)= cLK(z,t) dz 

onde c é uma constante. 

A utilidade do corolário acima se baseia no fato 

de que para regiões B com fronteira suficientemente 

existe um sistema ortonormal completo de polinômios em 

suave 

L 2 (B), 
• 

e K{z,t) pode, ao menos em principio, ser computado 

diretamente pelo que foi visto em §2 deste capitulo, 

Poderíamos então, fazer uso deste corolário para expressarmos 

de uma forma bastante simples uma transformação conforme entre 

B e o circulo unitário. 
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CAPITULO 3 

APLICAÇÕES DA TEORIA DOS NÚCLEOS REPRODUTORES 

AOS MODELOS DE SINAIS BANDA-LIMITADOS 

De uma maneira geral, entendemos por sinal uma 

função que fornece in f armação sobre o estado de um sistema 

físico. Se torna então, natural e conveniente considerarmos 

sinais e funções que dependem do tempo de maneira indistinta. 

Neste capitulo entenderemos por espaço de sinais um espaço 

vetorial de funções que dependem do tempo. Particularmente, 

estaremos interessados em espaços de funções de quadrado 

integrável e, assim sendo, introduziremos os seguintes 

conceitos: 

SINAIS COM ENERGIA FINITA: O seguinte conjunto de 

sinais: 

00 

SE(K)~ { f(t) ' f f
2
(t) dt < K , K~O } 

-oo 

é dito ter energia finita limitada por K. É comum interpretar 

fisicamente a integral acima com sendo a "energia" de um 

sinaL ísto se deve ao fato de que se f(t) é a voltagem que 

atravessa um resistor de 1-ohm então a integral temporal do 
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quadrado da voltagem fornece justamente a energia dissipada no 

resistor. 

SINAIS BANDA-LIMITADOS DE TRANSFORMADA DE FOURIER' 

Seja K uma constante real positiva e para uma dada função f 

E L 
2

(!Rl consideremos sua transformada de Fourier dada por: 

I" -lwt 
F(w) =- «lf(t)e dt 

Então, o conjunto dos sinais banda-limitados, de transformada 

de Fourier, S
8

(K), é definido como sendo o conjunto dos 

stnais de energia finita dado da seguinte forma: 

" ( ) I -lwt 
S

8 
K =( f(t), F(w) = f(t)e 

" 
dt =-O sempre que lwi>K } 

As mesmas considerações feitas acima podem ser 

estendidas aos sinais banda-limitados de transformadas de 

Hankel, seno e cosseno. 

Os sinais banda-limitados de energia finita, de 

Fourier, de Hankel, seno e cosseno são exemplos específicos de 

espaços de Hilbert abstratos com núcleos reprodutores (RKHS). 

Propriedades básicas dos RKHS são aplicadas ao 

estudo detalhado dos sinais banda-limitados. Também se 

investiga a importância dos núcleos reprodutores em resolução 

de problemas de extremos (máximos e mínimos). 
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São apresentados ainda, alguns resultados novos e 

outros já conhecidos em expansão a.mostraL energia minima, 

interpolação não uniforme e limitantes de erros de 

truncamento, a partir do ponto de vista unificado da teoria 

dos núcleos reprodutores. 

O procedimento via. teoria dos núcleos reprodutores 

simplifica os cálculos em vários casos, além disso, oferece um 

ponto de vista geral e unificado em todos os casos. 

Na teoria. das comunicações e da informação, 

modelos de sinais banda-limitados são usados para análise e 

representação. Estes modelos são usados pois, com frequéncia, 

eles representam razoavelmente bem os verdadeiros sinais 

encontrados na prática. Além disso, muitas propriedades 

matemáticas podem e tém sido obtidas a partir destes modelos. 

Neste capítulo vamos nos limitar a algumas 

aplicações da teoria dos núcleos reprodutores aos modetos de 

sinais banda-limitados. 

§I ESPAÇOS DE HILBERT COM NÚCLEOS REPRODUTORES ASSOCIADOS A 

ALGUNS ESPAÇOS DE SINAIS BANDA-LIMITADOS 

Consideraremos espaços de Hilbert H 
1 

munidos de 

núcleos reprodutores K com funções definidas em conjuntos 
i 

não vazios T 
1 

i=l,2,3.4. Por simplicidade assumiremos que 

todos os escalares e todas as funções assumam somente valores 

reais. 

Em análise de sinal, os sinais são geralmente 

caracterizados em termos de algumas propriedades no domínio da 
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transformada de Fourier. Não é difícil verificar que o espaço 

de sinais banda-limitados, de energia finita, de transformadas 

de Fourier formam um exemplo específico de um RKHS .O teorema 

de Paley-Wiener (ver Triebel {67)) nos garante que nestes 

espaços, cada classe de equivalência de funções é, na verdade, 

constituida por uma única função. O núcleo reprodutor K é dado 

pela função seno como veremos a seguir: 

z 
1.1 TEOREMA: Seja H a classe das funções f(t) de L (-co, co) 

I 

tais que suas transformadas de Fourier: 

F(wJ = lim 
A->oo 

A 

I f(t)e -iwtdt 
-A 

se anulam em quase toda parte fora do intervalo (-n,n). Assim 

H
1 

é um RKHS em T
1
=(-oo,oo) com núcleo reprodutor dado por: 

K (s,t) = 
I 

senn( t-s) 
n:{t-s) 

Observamos que o limite considerado acima é o 

limite forte em L2
, ou seja, o limite na norma li 11

2
. 

DEMONSTRAÇÃO: Pela transformada de Fourier inversa temos que 

qualquer função f e H é dada por: 
I 

f(t) = 

N 

(2n:)- 1J F'(w)elwt dw 
-N 
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com F E 
z L (-rr,rr). Segue assim, pela desigualdade de 

Cauchy-Schwarz que o funcional avaliação Tt{f)=f(t) é limitado 

para qualquer tempo finito t e portanto H é um RKHS. 
1 

Mostraremos agora a propriedade reprodutora de K
1
• 

Temos que 

rr 

f(t) = (2rr)-
1
LrrF(w)e

1
wt dw = 

-1Jrr [ Jro -lws l 1 wt = (2n) -n -oof(s)e ds e dw= 

e pelo teorema de Fubini obtemos: 

Agora, 

~1 -Iws lwt oo [ n l f(t) = L
00

f(s) (2n) Ln e e dw ds . 

R 

(Zrr) -1J e -Iws e l wtdw = 
-n 

senn(t-s) 
n:(t-s) 

de onde segue então que: 
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e está demonstrado o teorema 1.1. 

Em análise de sinal em duas dimensões, os sinais 

são, às vezes, caracterizados em termos de algumas 

propriedades no domínio da transformada de Hankel. Podemos 

mostrar que os espaços de sinais banda-limitados, de energia 

finita, de transformadas de Hankel, seno e cosseno são 

exemplos especificas de RKHS abstratos da mesma maneíra que no 

teorema 1.1. Pela semelhança dos resultados vamos enunciá-los 

a seguir como corolários. Incluiremos apenas as idéias das 

demonstrações destes corolários pois elas seguem exatamente a 

mesma linha do que foi feito para o teorema 1.1. 

1.2 DEFINIÇÃO, Considere o espaço z 
L ((O,oo)). Definimos a 

transformada de Hankel de ordem v, para uma função f qualquer 

deste espaço por: 

F (w) = l im (
0

(wt)l/ 2Jv(wt)f(t) dt 
H A-7oo J O 

onde Jv é a correspondente função de Bessel. A transformada 

de Hankel inversa é dada por: 

flt) = Lim 
HOO r.(wt)1

/2 J {wt)F (w) dw 
V H o 

1.3 COROLÁRIO: Seja H o espaço das funções f{t) de La.(0,/;'0) 
z 

tais que suas transformadas de Hankel de ordem v, v ;;: -1/2 se 

anulam em quase toda parte fora do intervalo (O,rr). Neste caso 

a transformada de Hankel inversa é dada por 
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f(t) 
" = I (wt)

1/ZJ (wt)F (w) dw 
V H o 

com t e (O,oo) e FH E L2.(0,n). Assim H
2 

é um RKHS em T;/O,co) 

com núcleo reprodutor dado por: 

n(ts) 1/ 2 
K

2
{s,t) = -==~-(tJ (sn}J'(trr}-sJ (tnJJ'(sn)) 

52 -t2 v v v v 

DEMONSTRAÇÃO: A demonstração segue de forma análoga ao que foi 

feito para o teorema 1.1 fazendo-se uso do seguinte resultado 

da teoria das transformadas de Hankel: 

J
1 

J { )J { ) d tJv(sn:)Jv' (tn)-sJv(tn)Jv' (sn) 
~x v snx v tnx x = ----~--_cc_ ____ ~c_--~------

u n(s2-t2
) 

1.4 DEFINIÇÃO' Considere o espaço z L ((O,oo)). Definimos as 

transformadas seno, F 
5 

, e cosseno, F c , e suas respectivas 

inversas para uma função f qualquer deste espaço por: 

F
5
(w) = l','J) [ ; luz [sen(wt)f(t) dt 

A transformada seno inversa é dada por: 
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com t E (O,oo) e .. 
F 

5 
E L {O,n). A transformada cosseno é dada 

por: 

e a transformada cosseno inversa é dada por: 

f(t) = lim 
Hoo 

)/2 í 
( ; ] J 

0 
cos(wt)F 

0
(w)dw . 

com t e (O,oo) e 
.. 

F c L (O,u). 
' 

1.5 COROLÁRIO: Seja • H
3 

a classe das funções f(t) de L {O,o;~) 

tais que suas transformadas seno se anulam em quase tcda parte 

fora do intervalo {O,u). Neste caso a transformada seno 

inversa é dada por: 

com t E {O,tO) e F 
' 

~ E L (O,n). Assim H
3 

é um RKHS em T 
3
(0,ro) 

com núcleo reprodutor dado por; 
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K3 (s,t) = +[ senn(t-s) 

(t-s) 

semt{t+s) 

(t+s) l 
DEMONSTRAÇÃO: Segue como no teorema 1.1 bastando observar que: 

• 
K {s,t) = ~J sen(tx)sen(sx) dx 

3 • 
o 

1.6 COROLÁRIO: Seja H a classe das funções f(t) de L~{O.w) 
4 

tais que suas transformadas cossenos se anulam em quase toda 

parte fora do intervalo {O,n:L Neste caso a transformada de 

cosseno inversa é dada por: 

f(t) = [ ; ]

112 

fcos(wt)Fc(w)dw 

com t e (O,oo) e F E L2 (0,n). Assim 
c 

com núcleo reprodutor dado por: 

senn(t-s) 

(t-s) 
+ 

semr( t+s) 

(t+s) l 
DEMONSTRAÇÃO: Segue como no teorema 1.1 bastando observar que: 
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n 

K
4
(s,t) = ! L cos(tx)cos(sx)dx • 

§2 PROBLEMAS DE EXTREMOS 

Em teoria dos sinais, existem certas propriedades 

que são obtidas a partir da solução de problemas de extremos 

(máximos e mínimos). Se o espaço de sinais em consideração for 

um RKHS então seu núcleo reprodutor desempenha um papel 

importante nestes tipos de problemas. Nesta seção 

consideraremos dois problemas de extremos em um RKHS abstrato 

no qual os instantes amostrais são especificados. Nestes 

problemas, novamente o núcleo reprodutor desenvolve papel 

importante. 

Inicialmente consideremos uma versão simples destes 

dois problemas: Suponhamos t E T fixo, onde T é o conjunto 

sobre o qual estão definidas as funções de H. Buscamos 

respostas para as seguintes perguntas: Que sinal f e H com o 

valor especificado f(t) = M, M e !R constante, possui a menor 

energia I I f 11 2 
? Por outro lado, que sinal f E H com energia 

li f! 12s E atinge o maior valor para f 2(t)? 

2.1 PROPOSIÇÃO: O sinal f pertencente a H e satisfazendo 

f(t)=M para um determinado t E T fixo que possui a menor 

energia I I f I 12 
é dado por: 

M 
f(s)= --'"'---~ K(s.t) . 

IIK(s,tll1
2 

DEMONSTRAÇÃO: Pela propriedade reprodutora de K e pela 

desigualdade de Schwarz temos que para todo t e T: 
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lf(tll=l<fls),K(s,tl>l~llfiiiiKII 

decorre da[ que 

IMI 

'lrrl "Knll- = 
lflt)l 

llKll ~ llfll 

Portanto o sinal f que buscamos deve ter energia mfníma igual 

a IM I 2 /I I K I !2 e isto deve ocorrer quando tivermos a igualdade 

na desigualdade de Schwarz. Como isto só ocorre quando f(s) e 

K(s, t) são linearmente dependentes devemos encontrar uma 

constante C tal que CK(s,t)=f(s). Então temos: 

e portanto: 

2 M=f(t)=<CK(s,t),K(s,tl>=CI!Kis,tlll 

C = --=M'--;;
IIK(s,tlll2 

o que nos fornece o resultado desejado. 

2.2 PROPOSIÇÃO: O sinal f pertencente a H e satisfazendo 

llfll 2 :s E, para uma determinada constante real positiva E que 

atinge o maior valor para f 2
(t} para um t E T, arbitrário e 

fixo, é dado por: 

± El/2 
f(s)= --"--"--- Kls,t) . 

IIKis,tlll 

DEMONSTRAÇÃO: Novamente pela desigualdade de Schwarz temos: 

lfltll=l<f(s),K(s,tl>l~llfiiiiKII$E 1 niiKis,tlll . 
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Para obtermos o maior valor possivel para f 2(t} necessitamos 

que as duas desigualdades acima atinjam a igualdade. Pela 

proposição 2.1 já vimos que devemos ter: 

f( s )= ~-.:f_o( .:.t )'--:c- K( s, t) 
IIK(s,tlll 2 

para obtermos a primeira igualdade. No caso da segunda, 

devemos ter: 

I f ( t) I 
IIK(s,t) li 

logo, f(t)= ±El/211K(s,t)l I e o resultado desejado para f(s) é 

obtido fornecendo ainda como valor máximo de f 2(t): 

Consideremos agora, os dois problemas acima no caso 

em que existam n distintos, mas arbitrariamente especificados, 

instantes amostrais \ E T e valores amostrais M 
1 

E !R. Neste 

caso os dois problemas não são equivalentes. 

A solução deste problema é consequência de um 

resultado mais geral que trataremos a seguir. Buscamos o único 

sinal f E H que interpela sobre um número finito de pontos e 

aproxima qualquer outro sinal especificado g E H. Quando g = O 

estamos no caso acima. A demonstração do próximo teorema se 

baseia no processo de ortonormalização de Gram-Schmidt tão 

comumente usado em teoria de interpolação. Para a demonstração 

do teorema faremos uso dos três resultados que enunciaremos 

abaixo como lemas e cujas demonstrações podem ser encontradas 

em Davis[26]. 
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Vale a pena observar que nos lemas abaixo 

g(x ,x ,x , ... ,x ) denotará o seguinte determinante: 
1 2 3 n 

g(X ,X , ..• ,X ) = 
1 Z n 

{x ,x) 
1 1 

(x ,x l 
n 1 

(x ,x ) 
1 n 

(x ,x 
n n 

ou ainda, quando não houver possibilidade de confusão G = 
n 

g(x ,x , ... ,x ). 
1 Z n 

2.3 LEMA: Seja X um espaço com produto interno e {x ,x , ... x } 
1 Z n 

um conjunto linearmente independente. Então, dado qualquer 

n-upla de constantes M ,M , ... ,M podemos encontrar y e X tal 
1 Z n 

que: 

V i=l,Z, ... n . 

2.4 LEMA: Seja {x ,x , ... ,x } um conjunto linearmente 
1 2 • n• • 

independente. Seja {x ,x , ... ,x } este conjunto 
1 Z n 

ortonormalizado através do processo de Gram-Schmidt Então: 

e para n > 1: 

• 
X 

I 
n = ----------

[ J 
1/2 

g(x .... x )g(x , .. ,x ) 
l n~l 1 n 
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(x ,x ) 
1 n-1 

X 
1 

(x ,x l 
n 1 

{x ,x ) 
n n-1 

X 
n 



2.5 LEMA' Seja X um espaço de Hilbert, (x ,x , ... ,x ) um 
1 2 n 

conjunto linearmente independente e M,M , ... ,M constantes 
1 2 n 

reais arbitrárias. Então., para x E X fixo e arbitrário, existe 

y E X satisfazendo 

'ti i=l,2, ... ,n 

que fornece o mfnimo valor para I I x-y I 1. Além disso J se 

c =<x,x > - M i=l,2, ... ,n então o problema acima é resolvido 
t [ t' 

por: 

onde os • 
x1 i=l, ... ,n, 

J 

são os x1 

ortonormalizados e os a
1 

, i=l, ... ,n são dados por: 

c 1 
a=--'--

1 ,tgTXí 
1 

e para n > 1: 

1 
a = 

n ----------~ 

( )

1/2 

g(x , .. ,x )g(x , .. ,x) 
l n-1 1 n 

ainda mais: 

(x ,x ) 
1 n-1 

c 
1 

n 

M I N l I x-y l 12 = L I a
1
12 

(x-y}EX 1=1 
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(x ,x ) 
n 1 

(x ,x ) 
n n-1 

c 
n 

i=l, ... ,n, 



2.6 TEOREMA: Considere o RKHS H com nú.cleo reprodutor K(s,t) 

definido sobre TxT. Tomemos os instantes amostrais distintos 

dois a dois {t ,t , ... ,t } com t E T, E IN e tais que 
1 2 n l 

{K(x,t ),K(x,t }, ... ,K{x,t H forme um conjunto linearmente 
I 2 n 

independente. Tomemos também, uma n-ú.pla {M ,M , ... ,M } de 
I 2 n 

constantes reais arbitrárias . Seja g E H fixo e arbitrário e 

seja H' o hiperplano de H dado por: 

H'={ f e H; f(\) = M
1 

, i=l,2, ... ,n} 

Então: 

n 

f (s) ~ g(s) + f d D (s) 
o L 1 1 

I =1 

é o único elemento de H' que atinge o minimo valor para: 

min 
fEH' 

2 2 z:" 2 llf-gll ~llf -gll = d 
o I 

l ""1 

onde para todo i E !N temos: 

m=M-g(t), 
i i i 

l 

G= det[K(t,t li 
1 j k j,k=l,2 ... 1 

K(t ,t ) .... K(t ,t ) 
1 l-1 l i-1 
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e 

1 

O I (s)--[---l-:1/-:::2 
Gl-lGI 

K(t ,t l....K(t ,t ) 
1 1-1 1 1-1 

K{s,t
4
} .... K(s,\) 

DEMONSTRAÇÃO: O lema 2.3 nos assegura que H' é não vazio. Seja 

g E H arbitrário e fixo. Fazendo w = f -g buscamos encontrar 

min {[ [w[[ 2
; w+g e H'}. Tomando 

estamos nas condições do lema 2.5 e portanto o problema é 

resolvido por: 

n 

f 
0 
(s) - g(s) = w(s) = E ctp

1
ís) 

1 "'1 

Como estamos considerando constantes e funções assumindo 

apenas valores reais os d 's e os D 's são dados pelos lemas 
1 1 

2.5 e 2,4 respectivamente, exatamente como no enunciado deste 

teorema. Ainda mais temos: 

n 

min llf-gll 2 =llf -gll 2
= ~'d

2 

o L 1 
fEH' 1=1 

onde 

f (s) 
o 

= g(s) + 
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como queríamos demonstrar. 

amostrais 

No segundo problema, 

{t }n lf. espec tcos 
I I ""1 

vamos considerar 

e dois a dois 

instantes 

distintos. 

Estaremos interessados em descobrir que sinais f e H com 

energia llfll'\s E fornece o máximo valor para r f 2(t
1
). 

2.7 TEOREMA: Considere o RKHS H com núcleo reprodutor K(s,t) 

definido sobre um conjunto TxT. Seja { t , ... t } um conjunto 
I n 

qualquer de elementos de T distintos dois a dois. Denotemos 

por H" o subconjunto de H sob a restrição de energia definido 

por: 

H" = {f e H 

onde O < E < oo. Então 

(I} f (s) 
o 

= ± [--=-=E=::---]
1

/

2 
I' e K(s, t l 

À \' (l /.. n, j j 
n /.. n,j 

são elementos de H" que atingem: 

(2) max 
fEH" 

ÃE 
n 

onde 1\ é o maior autovalor e 8 é o autovetor correspondente 
n n 

a equação matricial: 

(3) Ke = 1\8 

K=[K(\, tJ)]i,J:ol, .. n 

t 
9 =f9 , ..• ,e ] com i=1,2 ... n. 

i I , 1 1 , n 
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DEMONSTRAÇÃO: Pela propriedade reprodutora e pela desigualdade 

de Schwarz temos: 

[l: f
2(t,f = (l: f(t,)<f(s),K(s,t,)>r= 

= [<f(s),L f(t,),K(s,t,J> r 
s llfii

2
11L f(t,).K(s.t,ll1

2 

Em particular obtemos 

(4) MAX 
n 

onde À é uma constante positiva. Consideremos uma função f 
n 1 

definida sobre os \ , i=l, ... ,n e satisfazendo: 

(5) 

e 

(6) i=1,2, .. ,n . 

A verificação da existência de uma tal f será feita mais 
1 

adiante. Segue de (6) e (5) que 

\'\'f (t )f (t )K(t ,t) = À \' f 2(t )= À A 
LLtttJ 11 nLtt n 

Definamos agora, a partir de f , uma função h(s) E H por 
1 

(7) 
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Por {7) e (6) segue que 

e então 

(8) 

Verifica-se por cálculos diretos que 

(9) llhll 2= AÀ 
n 

À f (t) 
n 1 I 

Assim, para h(s) dado por (7) obtém-se a igualdade 

em (4). Porém, pode ser que h(s) É H''. assim, nossa solução 

deve ser tomada como sendo: 

(!O) 

pois 

f (s)= 
o 

:!:: Et/2 

llhll 
h(s) 

llf 1! 2= E e portanto f e H". Temos então que: 
o o 

f (s) 
o 

= ±[--=--cEõ----]1/Z L f 1(tJ)K(s,tJ) 
Àl'f 2

(t) 
n L 1 I 

É sabido que o máximo da forma quadrática 

normalizada dada por (4) é obtido pelo autovetor 
n 

correspondente ao maior autovalor À de (3). Ainda mais, este 
n 

máximo é exatamente À (Courant-Hilbert{23]). 
n 

verificada a existêncía de f satisfazendo 
I 

(6), 

tomar r (t J= e 
1 l n,i 

i=1,2 ... ,n. Portanto 
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f (s) 
o 

= ± [--:::-'E"::---]1/Z r 9 K(s,t) 
"· r 8 2 L n, J J 

L n,j 

que é a igualdade (1). Por (8), (9) e (lO) obtemos 

r r•!t J= L o I 

que é a equação (2). Isto conclui a demonstração do teorema 

2.7 

§3 EXPANSÕES AMOSTRAIS 

Na seção 1 mostramos que os espaços de energia 

finita de sinais banda-limitados de transformadas de Fourier, 

de Hankel, seno e cosseno formam exemplos abstratos de RKHS. 

Por r-azões práticas e teóricas, expansões amostrais podem ser 

interessantes nestes espaços de sinais. 

3.1 DEFINIÇÃO: Um espaço O de funções definidas em um conjunto 

T é dito possuir uma expansão amostrar para um conjunto de 

instantes amostrais {\ e T; i e I = Z} se existir um conjunto 

de funções N'
1
(s,\); se Ti e I = Z}, que serão chamadas de 

funções amostrais, satisfazendo: 

i) 111
1
(s,\) e Q 'I i E I 

{ 1 se = j 
m ~}tJ·\l = 

o se i • j 

Ui) Para toda f e n existe uma expansão uniformemente 

convergente dada por 

sE T. 
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Neste caso, a série acima é chamada de expansão 

amostrai de f. 

3.2 TEOREMA: Considere o RKHS abstrato H, com núcleo 

reprodutor K(s,t), definido em um conjunto TxT. Seja 

{~ 1 (s,t 1 ) ; \E T, i E I} um sistema ortonormal completo em H. 

Se existem constantes c
1 

, i=1,2, ... ,n, não nulas, tais que: 

(11) E I 

e 

(12) IK(t,tll s c< w tE T 

então a expansão ortonormal completa de uma função f E H 

arbitrária, dada por: 

(15) f(s) =L <f.~ 1 >~ 1 (s,\) 
!E! 

é uma expansão amostrai de f. 

sE T 

DEMONSTRAÇÃO: Devemos exibir um conjunto de funções amostrais 

satisfazendo i), ii) e iii). Tomando \V =c 4' 
I I I 

verifica-se i) e ii) de forma imediata. Para a verificação de 

iii) observemos que: 

f(s) = \ <f.~ >~ (s,t) = 
L 1 1 t 

lEI 

= \' c <f(s),K(s,t )> 41 (s,t) 
L 1 1 1 1 

I E I 

=L f(\)\l'i(s,\) 
lEI 
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Além disso. {12) nos garante, pela propriedade 1.8 

do capitulo 1 que a convergência é uniforme. 

OBSERVAÇÃO: Em particular, temos que os quatro conjuntos de 

funções abaixo formam sistemas ortonormais completos 

senn( s-i) 

n(s-i) , s e T
1

, - < i < <» } 

{ 

t (2s)
112 

J (n:s) } 
--''----~V ___ s E T , onde(Rt} são os zeros 

2
) (t2 _ S 2) ' posltfvo& de JV! V?:: -1/Z,t:Si<IXI 

l 

{ 

2i 

3 I -(~s~.,~· J 
senn( s-i) 

n(s i) 

{ 

senns 
4) ~~-

rrs 

2s 

(s+i) 

, s e T
3
,1 s i < .. } 

semr:Cs-i) 

n( s i) , s e T
4

, 1 s i < oo } 

Assim sendo, segue como aplicação direta do teorema 

3.2 os seguintes corolários: 

3.3 COROLÁRIO: No RKHS H qualquer f e H possui a seguinte 
1 1 

expansão amostrai: 

00 

(16) f(s) = L f{i) 
J=-oo 

senn( s-i) 

n(s-i) 
-co(s(co. 

3.4 COROLÁRIO: No RKHS H
2 

qualquer f E H
2 

possui a seguinte 

expansão amostrai: 
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(17) O< s (rn • 

3.5 COROLÁRIO: No RKHS H
3 

qualquer f E H
3 

possui a seguinte 

expansão amostrai: 

f(s) = 

w 2i L f(i)'-tr;s::c+,,..) 

l=l 

semr{ s-il 

n(s-i) O< s < w . 

3.6 COROLÁRIO: No RKHS H
4 

qualquer f e H
4 

possui a seguinte 

expansão amostrai: 

senn-s 
f!sl =f(OI-:;;;-

ns 

~ 

2s 

+ L f( i) '( o:s •"i"l 
I =1 

semr( s-i) 

n:(s-i) O<s<oo. 

A expansão amostrai dada por (16) é comumente 

conhecida por teorema amostrai de Shannon . 

Na prática nos deparamos com apenas um número 

finíto de termos na expansão amostraL É, portanto, de muito 

interesse poder calcular um limitante superior para o erro de 

truncamento quando um número finito de termos é utilizado no 

lugar da expansão completa. O próximo teorema nos fornece tal 

limitante e sua demonstração se baseia fortemente no lema 

seguinte cuja demonstração pode ser encontrada em Davis, P[26] 

pag 230. 

3.7 LEMA:DESIGUALDADE DO HIPERCÍRCULO DE GOLOMB E WEINBERGER: 

Seja H um espaço de Hilbert, P o 

= i=l, ... ,n} onde {x , ... ,x } 
1 n 
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independente seja ainda C ={x e H ; llx!Js r} e w e P o 
' elemento mais próximo da origem. Então para todo x e C e 

' qualquer funcional linear limitado L temos: 

~ 

IL(x)-L(w)l
2 
~ (r

2
-llwll 2 l L 

k=n+l 

Convém salientar que o elemento w E P mais próximo 

da origem é dado por: 

i=.i 

• onde os a
1 

, i=l, ... ,n são os que aparecem no lema 2.5 e os x
1 

são os xl ,i=l, ... ,n ortonormalizados. Note ainda que quando 

r < I I w I I 2 o hipercirculo se torna vazio. No caso não 

degenerado I I w I J 2 ::s r sempre existe um elemento em C para o 
' 

qual vale a igualdade. 

3.8 DEFINIÇÃO: Seja r um subconjunto próprio de I=Z com um 

número finito de termos. O erro de truncamento E
1
,(s) relativo 

à expansão amostrai de uma determinada função f é definido por: 

EI'(s} = L f(t/'*\(s,t
1

) 

l€(1-1'} 

3.9 TEOREMA: Considere um RKHS abstrato H nas condições do 

teorema 3.2. A expansão amostrai de qualquer f E H é dada por: 

então: 

f{s) = [ f(\)W
1
(s,t

1
) 

lEI 

s E T, f E H 
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é válido para qualquer f E H" = { f E H 

= {1,2-, •.• n}. Além disso 

2 llfll ~E} com I' 

é não negativo e portanto existe f e H .. que atinge o limitante 

superior de EI'(s). 

DEMONSTRAÇÃO: Para adotarmos a notação utilizada no lema (3.7) 

faremos as seguintes identificações: 

(i) L =L o funcional linear limitado dado por 

L (f}=f(s)=<f(v),Kiv,s)> . 
• 

(u) bt""c/(\) i e I'= {1,2,3, ... ,n} 

(m) w=f e P:<LiJJ>=b o que nos garante que 
o ' <f ,IJJ>=b=c f(t) 

o I 1 l 

(iv) x=f 
2 

(v) r =E 
• 

(vl) xk = ~k 

Segue diretamente do lema 3. 7 que: 

00 

\' IL I~ ll 2 

L , k 
k=n+l 

Agora, de {15), do fato de que f E P e pelo lema 
o 

3. 7 temos que: 

e 

f (s) = I' f(t )t (s,t ) 
o L l t 1 

lEI' 
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e assim obtemos: 

IL {f)-L !f li =IE
1
,tsll 2 

• • o 

Pelo teorema 3. 2, segue que 

calculando-se diretamente IL (41 )1 2 e 
• • 

Além disso, é claro que para qualquer f E H" temos que: 

[E -L <r"l'rll 
lEI' 

é não negativo, pois: 

::s \[c <f(s),K(s,t l>l 2 
= L I I 

lEI 

=I 1<flt
1
l.•t•.<.l>l"= ,,r,," 

lEI 

e 

onde a última igualdade segue da identidade de Parseval. 

Então, pelo lema 3. 7, existe f E H" que atinge a igualdade. 

No caso da expansão amostrai de Shannon, o 

resultado fornecido pelo teorema 3. 9 pode ser utilizado para 

calcular de maneira simples um limitante superior do erro de 
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truncamento: 

3.10 TEOREMA: Consideremos o RKHS H
1 

e a expansão amostrai de 

Shannon: 

., 
f(s) = L f(i) 

l=-oo 

senn:( s-i) 

n(s-í) -o:~<s<oo f e H 
1 

Seja I'= {i (s)-M:s :si (s)+N} onde i {s) representa o inteiro 
o o o 

mais próximo de s, e M e N são inteiros positivos. Para 

qualquer f E H"={f e H
1
; llf! 12 

:s E } seja E (s), o erro de 
M,N 

truncarnento dado por 

l::.:Jo{s)+N+t,oo 

E (s) = '\ f(il 
M,N L 

senrr{ s-i) 

Tr{ s i) 
-o:~(s{oo 

Então um limitante superior de E (s) é dado por: 
M,N 

IE (s)l< 
M,N 

onde 

El/2 

+[M 1 2 d + 
2N + + 1 

El/2 

o [ 2 1 ] 
-.~ 2M + 1 + N+l 

E = 
o 
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o o 

< E< m 



DEMONSTRAÇÃO: Fazendo uso do teorema 3. 9 obtemos que no caso 

da expansão amostrai de Shannon temos c =1 
l 

para todo i 

naturaL Também temos que lsemr(s-01 é limitado por 1. Por 

uma aplicação direta do teorema (22) do capitulo O obtemos 

ainda que: 

e 

j:::Jo(s)+N+l,oo 

L (:_
0

2< 
l=-oo, i {s:)-M-1 

o 

(J {s),l (s}+l/2] 
o o 

(l (l'l)-l/2,i {s)J 
o o 

Agora o resultado segue diretamente do teorema 3.8. 

Para finalizar, consideraremos um problema de 

expansão amostrai em H
1 

que relaciona várias propriedades de 

interpolação e de energia mínima dos teoremas 2.6, 2.7, 3.2 e 

3.9. 

Uma expansão amostrai de Shannon finita dada por: 

(19) 

com c=l, t =i 1 • 

(20) 

n senn:( s-t ) 
g{s) = c\ f(t

1 
l--::cr.:--.i-1 -L n(s-t

1
) 

i=l 

= l,Z, ... ,n, feH
1

, satisfaz as propríedades: 

g(t ) = f(t) 
1 1 

i = l,Z, ... ,n 

(21) 
2 

llgll = min {iihll
2

; h e H, h(t)=f(t) i=l,2, ... ,n} 
1 1 1 

As propr-iedades (20) e (21) são chamadas 
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respectivamente de propriedade de interpolação e propriedade 

de energia mlnima. 

Em geral se os instantes amostrais t i=l, ... ,n 
I 

são distintos mas reais arbitrários, a expansão dada por (19) 

não possui necessariamente as propriedades (20) e (21). o 
próximo teorema nos fornece uma condição necessária e 

suficiente para que isto ocorra. 

OBSERVAÇÃO: Na equação (19) que define g(s} consideraremos que 

se s=t para algum instante amostrai t então g( t ) será dado 
J J J 

pela seguinte fórmula: 

g(t,l =c [ tlf(\) 

I* J 

semr{t J -t
1

) 

n(t
1 

t
1
) + f(t,l ] 

tomada assim de modo a garantir a continuidade de g nos 

instantes amostrais \ , i=l, ... n. No entanto manteremos, como 

notação, g{s) como definida em (19) de modo a simplificar as 

manipulações que se seguirão. 

3.11 TEOREMA: Uma condição necessária e suficiente para que 

uma expansão finita da forma (19) com constantes arbitrárias 

reais distintas \ , i=l, ... ,n satisfaça as propríedades (20) 

e (21), é que c=l/h , f(t
1
) = e , i=l, ... ,n, onde À é o 

n n,l n 
maior autovalor, e e seu correspondente autovetor_, da equação 

n 

matricial: 

Ke = ÃB 

com: 
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r [senn('. -t,l 
LJ=1,..,n j 

se i~j 

Klt1,tJ) = lt{\-tJ) 

l 1 se i=J 

t a= [a , ... ,e 1 
1 n 

DEMONSTRAÇÃO: SUFicitNclA; Tomando f ( t )=6 e c= l/i\ a 
J n,l n 

equação (19) se torna: 

(22) 

n 

L 
semr(t

1
-\) 

= O/~ l a -ccro~c-T- = a =f(t l 
n n,l n:(t -t) n,J j 

J I 
i=I 

e portanto obtém-se (20L Da demonstração do teorema 2. 7 temos 

para qualquer h e H : 
1 

n n 

llhll2 L L h(t,lh(t,l 

I =1 j"' 1 

senn(t
1
-tJ) 

rr{t
1 

t
1

) 

de onde segue por (4) que: 

(23) 
n 

0/À ) \ 92 

n L n, I 
lo:ol 

= min {llhll 2; hlt l=B 
I n ,I 

i=1,2, ... ,n} , 

pois vimos na seção 2 que a igualdade em (4) de fato ocorre 

para h(s) dada por (7). 

Por cálculos diretos, fazendo uso de (22) obtemos: 

2 
llgll = 

n n 

{1/Ã 12 
\ \' e e 

n L. L. n,l n,j 
i =1 J=l 

semr(t
1 
-t

1
} 

ll{\ -t} 

= U/~ I f- a [<v~ l í' a 
n L n, j n L n,l 

j"" 1 i"' 1 
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e portanto: 

(24) 

n 

= u/À l r 82 
n L n, J 

)•I 

2 llgll = 
n 

U/À l r 82 
n L n, J 

J=l 

e por (23) segue o resultado desejado. 

NECESSIDADE: Suponha que a expansão finita da forma (19) 

satisfaça a propriedade de interpolação (20): 

j=l,2, ... ,n. 

Então segue que 

' 
(25) Kf=(l/c)f 

tem autovalor (1/c) e correspondente autovetor f, quando 
't 
f =!f(t ), ... ,f(t )]. Suponhamos que a equação (19) satisfaça 

t n 

(21). Então temos 

(26) 
--~= M I N 

h E Hl 

h(}~l~:~:~) 

llhll 2 
1 

n = --._-

L h2(\) n 

1=1 

onde novamente a última igualdade acima segue da ocorrência da 

igualdade em (4). 

Lembrando que, se min k# O, onde A é um conjunto de 

números reais positivos arbitrários então o inverso do mínimo 

!06 



de A, (min Af1, é o máximo do conjunto B, onde B é 

constituido pelos inversos dos elementos não nulos de A. 

Podemos então fazer uso da observação do final da demonstração ., 
do teorema 2.7 para concluir que f =[f(t ), ... ,f(t )) é o 

1 n 

autovetor correspondente a ;\ , o maior autovalor da equação 
n 

(3) que coincide com a equação Ke = Ã9 do enunciado do teorema 

3.10. Portanto f satisfaz a equação Kf=À f onde À é o maior 
n n 

autovalor de K. 

Por (25) segue então que O/c) = À é o maior 
n 

autovalor de K e f seu correspondente autovetor e obtemos 

então o resultado desejado. 

K(t J -t,) 
K(t -t) 

J 1 
i=l,,..,n 

Em particular, se t =í 
1 

i=l, ... ,n então, para 

como defínido no enunciado do 

= semr(t -t )/n(t -t )= a e À =l=c. 
jl jl 1j n 

pode assumir qualquer valor finito. 

teorema, 

Portanto, 

temos: 

e . 
n,1 

Esta conclusão 

concorda plenamente com os resultados comentados antes do 

teorema 3.11, mais precisamente fornecidos pelas equações 

(19), (20) e (21) no caso particular da expansão finita de 

Shannon. 
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