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INTRODUCAO

Muitos problemas em matemé4tica nos levam ao estudo de uma equagio nio linear
da forma

F(u)=0 *)

onde F : X — X é uma fungdo continua e X é um espago de Hilbert. Quando esse
problema tem uma estrutura variacional; isto é; quando o operador F pode ser visto como
a derivada de um funcional ¢ : X — R:

F(u) = Vo(u),

a equagdo (*) se reduz ao problema de encontrar pontos criticos do funcional ¢. Mui-
tos problemas em Fisica tém tal formulagio, em particular os sistemas Hamiltonianos de
equagoes diferenciais ordinarias.

Quando o funcional ¢ é inferiormente limitado, métodos diretos de Calculo de Va-
riagoes fornecem ferramentas para encontrar pontos de minimo. Contudo, para muitos
sistemas Hamiltonianos, o funcional nao é limitado inferiormente nem superiormente, e
nessa situagdo o problema de encontrar pontos criticos é mais complicado e nos obriga
a langar mdo de outros métodos como os métodos minimax. Um caso particular desses
métodos é o teorema do Passo da Montanha, que sera discutido no Capitulo 4.

Os métodos minimax apareceram pela primeira vez no trabalho de Birkhoff [2] e
posteriormente nos trabalhos de Ljusternik e Schnirelmann [3] e Krasnoselski [4].



Um novo impulso ao uso de métodos minimax no estudo das equagdes diferenciais
néo lineares foi dado por Ambrosetti e Rabinowitz [5] com a formulagéo do teorema do
Passo da Montanha, o teorema do Ponto de Sela de Rabinowitz [6] e a generalizagio en-
volvendo “linking” em dimensgo infinita por Benci e Rabinowitz [7]. Esses novos teoremas
do tipo minimax foram aplicados ds equagdes diferenciais parciais eliticas e hiperbélicas
e aos sistemas Hamiltonianos.

Neste trabalho, usamos Métodos Variacionais para estudar sistemas Hamiltonianos
de equagdes diferenciais ordinérias.

No Capitulo 0 damos uma breve motivagéo e apresentamos alguns exemplos.

No Capitulo 1 damos uma formulagdo variacional de sistemas Hamiltonianos de se-
gunda ordem em intervalos de tempo finitos.

No Capitulo 2 provamos um teorema de existéncia para pontos de minimo de um
funcional inferiormente limitado satisfazendo a condicao de Palais-Smale. Nessa demons-
tragdo é usado o Lema de Deformacdo em sua forma mais simples. Aplicamos entdo esse
teorema para encontrar solugoes de sistemas Hamiltonianos de segunda ordem quando a
energia potencial é limitada superiormente. Também o caso periédico é considerado.

No Capitulo 3 mostramos a existéncia de orbitas heteroclinicas ligando dois pontos
de maximo da potencial no caso auténomo. Para fazer isto, aplicamos o teorema dado no
Capitulo 2 para intervalos de tempo finito e tomamos o limite quando o comprimento do
intervalo vai para infinito. Nesse processo, o fato mais importante foi a conservagao de
energia.

No Capitulo 4 estudamos o caso em que o funcional ndo é inferiormente limitado.
Mostramos o teorema do Passo da Montanha e fazemos uma aplicagdo ao estudo de
solugbes periédicas de sistemas Hamiltonianos de segunda ordem com potencial super-
quadratica.

Finalmente, no Capitulo 5 aplicamos o teorema provado no Capitulo 4 para estu-
dar a existéncia de érbitas homoclinicas de sistemas Hamiltonianos com potencial super-
quadratica. Nesse Capftulo, como no Capitulo 3, consideramos solugdes para intervalo de
tempo finito e entdo tomamos o limite.



CAPITULO 0

PRELIMINARES

Neste Capitulo, damos uma breve motivagio para o estudo de sistemas Hamiltonia-
nos.

DEFINICAO 0.1: Seja H € C'(IR** x R, R), onde H = H(z,y,t), com z,y € R" e
t € R. Um sistema da forma

i = oH
0
. H
onde &L — (—aﬂ 24 )T e 2H — (—8H SH )T é chamado sistema Hamiltoniano com
8z — \8zy'°°°) 8z, 8y — \By,2 " 8ym

n graus de liberdade em R?*" x R.
A funcdo H é chamada fungio energia ou energia total do sistema.

Um caso particular de sistemas Hamiltonianos com um grau de liberdade sio os
sistemas Newtonianos com um grau de liberdade

= f(z)
onde f € C'(a,b). Essa equacio é equivalente ao sistema em IR?
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¢ =y
y = f(z) (2)

A energia total para esse tipo de sistema é dada por
H(z,y) = T(y) + U(z),

onde T(y) = y?/2 é a energia cinética e U(z) = — [* f(s)ds, c constante, é a energia
potencial.

Um outro exemplo é o sistema do péndulo esférico

& o=y
T = Y2
n o= -n
Y2 = —I;

que é equivalente ao par de osciladores harménicos desacoplados
5:1 + ry = 0

Tatzg = 0

Nesse caso a funcio energia é H(z,y) = (23 + 23 + v + v3)/2.

Todo sistema Hamiltoniano auténomo é conservativo no sentido de que a fungio
energia H(z,y) se mantém constante ao longo das trajetérias do sistema, como mostra o
seguinte teorema.

TEOREMA 0.1: (Conservagio de Energia) A energia total H(z,y) dos sistemas Ha-
miltonianos autonomos permanece constante ao longo de suas trajetérias.

Dem: Seja (z(t),y(t)) uma solugéo dos sistema auténomo.

OH  OH _OHOH OHOH _
o0z "oy " Bz 0y Oy 0z

0

B a(t),0(t)) =
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Assim, H(z,y) é constante ao longo das trajetdrias e estas “moram” nas superficies
H(z,y) = constante.

Antes de enunciarmos o préximo teorema lembramos algumas defini¢des envolvendo
pontos de equilibrio de sistemas da forma (2)

DEFINICAO 0.2: Seja F(z,y) = (v, f(z)), onde f é dada por (2). Um ponto de
equilibrio (z,,0) de (2) é dito:

e hiperbélico se os autovalores da matriz DF(z) = [ 3"(3 ) (1) ] tiverem parte real
0

nao nula

e ponto de sela se for hiperbélico e a matriz DF(zo) tiver no minimo um autovalor
com parte real positiva e um com parte real negativa

e centro se os autovalores da matriz DF(z,) tiverem parte real nula

e cispide se a matriz DF(zo) tiver dois autovalores nulos.

TEOREMA 0.2: Os pontos de equilibrio do sistema Newtoniano (2) encontram-se no
eixo-z. O ponto (o, 0) é um ponto de equilibrio do sistema Newtoniano (2) se, e somente
se é um ponto critico da fungéo U(z). Se (mo, 0) é um ponto de méximo local estrito de
U(z), entdo & uma sela para (2). Se (zo, 0) é um ponto de minimo local estrito de U(z),
entdo é um centro para (2). Se (zo,0) é um ponto de inflexdo horinzontal de U(z), entdo
¢ uma cuspide para (2), e finalmente, o retrato de fase de (2) é simétrico em relagdo ao
eixo-z.

Dem: As duas primeiras afirmagdes sio imediatas. Para demonstrar as demais, basta
considerar a matriz

DRe) = Gy o

e como U(z) = [T —f(s)ds, c constante, obtemos que

ore0=[ S

As aplicagdes desse teorema podem ser mostradas nos seguintes exemplos:

EXEMPLO 0.1: Construiremos o retrato de fase do péndulo
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Z+senz=0

Essa equagao diferencial pode ser escrita como um sistema Newtoniano
T =y
y = —senz

que tem (kx,0), k € Z, como pontos de equilibrio e U(z) = [; sent dt =1~ cosz como
energia potencial.
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Note que (—=,0) e (7,0) sdo pontos de maximo local estrito de U(z) e (0,0) é
um ponto de minimo local estrito para U(z). Assim, o teorema 0.2 e o fato de que as
trajetérias de (2) “moram” em H(z,y) = constante, nos dao o retrato de fase do péndulo,
mostrado na Figura 1.
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FIGURA 1
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EXEMPLO 0.2: O sistema Hamiltoniano

T =y
y = 4z
tem (0,0) e (—1,0) como pontos de equilibrio e energia potencial
3 .2

V)=~ [P +ti=-5 -
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As equagdes de Hamilton, como séo chamadas as equagdes de (1), modelam o mo-
vimento de um sistema discreto de particulas e representam uma maneira equivalente de
expressar a8 leis fundamentais de Mecanica.

Quando a fungéo Hamiltoniana H : R*" x R — IR é da forma

1
H(z’ Y, t) = 5'3"2 + V(t’z))

onde V : R x IR" — IR denota a energia potencial do sistema, temos que

OH _ov OH _

0r 0z &8y v
e portanto, que (1) é equivalente a

B+ V'(t,z) =0, 3)

onde “” denota a derivada em relacio a segunda variavel.

A formulacdo variacional para esses sistemas Hamiltonianos de segunda ordem é
mais simples e aqui consideraremos somente este caso. Existem muitas questdes que
podem ser levantadas a respeito dessa classe de sistemas. Suponha, por exemplo, que
a funcdo Hamiltoniana dependa de ¢, tornando o sistema ndo auténomo. A vardvel ¢
pode aparecer devido a uma forca externa. Se assumirmos que a funcio Hamiltoniana
é T-periédica em t, podemos estudar a existéncia de solugdes T-periédicas de (3). No
contexto de sistemas autonomos é também interessante estudar a existéncia de solugdes
T-periédicas ndo triviais. O problema de encontrar érbitas homoclinicas e heteroclinicas
ligando pontos de mesma energia é também interessante, e vem sendo estudado de um
ponto de vista variacional nos ltimos anos.



CAPITULO I

FORMULACAO VARIACIONAL

Neste capitulo daremos uma formulagéo variacional para a equagéo diferencial

i+ V'(t,u) =0 (1.1)

com condigées de contorno periddicas

u(0) — u(T) = 4(0) — &(T) =0, (1.2)

onde V : [0,T] x RN — IR é uma fungio de classe C* e periédica na primeira varidvel.

No que segue definimos o espago e o funcional adequadoé. Introduzimos o espaco
Wrp = {u :[0,T} — RN }u é absolutamente continua, u(0) = u(T) e @ € L*([0,T], RN )}
com o produto interno de H*

T T
(u,v)=/o a-odt+A u- vdt (1.3)

e a norma associada || - ||.
TEOREMA 1.1: (Wrp,(-,-)) é um espago de Hilbert.

Dem: Como Wr p é subespago de H?, basta mostrar que Wr p é fechado. De fato:
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Wrp =C%P, onde CF = {u : [0,T) — R" /u(0) = u(T) e u é infinitamente diferenciével}.

Se u € Wrp, u — u(0) € H} e com isso existe (v,) C C([0,T], RN) que converge
para 4 — u(0) na norma de Wrp.

u, = v, + u(0) € CF e converge para u na norma de Wrp.

Observemos que a demonstragio do Teorema 1.1 nos diz que o espago Wrp pode ser
visto como o completamento de

Cy = {u :[0,T] — R /u(0) = u(T) e u ¢é infinitamente diferencia',vel}
com o produto interno definido em (1.3).

PROPOSICAO 1.1: Se u € L¥([0, T}, R¥), e

&, 2rn _ 27n
u(t) ~ o+ Y cpcos (_f"—t) + bpsen (-——T—t) (1.4)

n=1

¢ sua série de Fourier, entdo u € Wr p se, e somente se

3 6¥(leal? + [Ba?) < 00 (1.5)

n=1

Dem: Vamos assumir que ¥ € Wy p, € consideremos

o0
u~co+ Y cucos (%Tnt) + b,sen (%;?—t)
n=1

i~ T+ ) Cucos (g—;-r,—'it) + b,sen (2—;,P—t)
n=1

as séries de Fourier de u e %, respectivamente. Entao, .

T 27n 2mn \ T 2xn (T 27n 27n
e, = 1(t). —_— = . t). —t)dt = —b,
Cn /ou(t)cos(Tt)dt u(t)cos(Tt)|0+T 0u()sen(T ) T
Analogamente obtemos:
- 2xn
by = — o

11



Logo,

o0

>~ (leal® + [Baf?)

n=1

o0 "

Z_: ( w’n’l Bal* + 4x 2n2|c"|2)

Z—— S 16l + |bal? < 00, pois u € L3([0,T], RM)
=1

Assumamos a.goré (1.5) e consideremos

m
un(t) = co + Z CnCOS (?-;r,—nt) + b.sen (?%t)

n=1

Para m > ¢, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz,

lum () — we(t)| = | ”_;Hc,,cos (——t)+b (%?"t)l

I |
< Z leal +[bal = 37 —n(lea] + [5a])
n=0{+1 n=0+1
. 1 Y2 , 2 2 1/2
< (3 | wlal+i?)
n={+41 n=0+1 ’
m 1 2, 1/2
< 21/2( Z _2) ( E “2(|Cn|2+|bn|2))
n=t4+1 n=t+1

de onde concluimos que (uy,) é de Cauchy e portanto converge uniformemente para u.

Por outro lado, segue do Teorema Fundamental do Célculo que

t/ m
um(t) - Um(O) = '/o (Z —?;—nc,,sen (27"?"7’) + 2—;:3-an03 (g%’l,r)) dT

n=1

Chamando de S,, o integrando acima e usando (1.5) temos que (S,,) é uma sequéncia
de Cauchy em L?([0, T], R") e portanto converge para um elemento v pertencente a este |
espaco.

O fato de que L*([0, T}, RN) c L*([0,T], R"N) garante que

/T
/0 |Sm(t) — v(£)|dt —> 0

12



Assim, temos que u(t) — u(0) = f3 v(7)dr; ou seja, que u é absolutamente continua.
Como up(T) — um(0) = 0, segue da convergéncia de (um) que u(T) — u(0) = 0, o que
completa a demonstracéo.

A préxima proposi¢do é um caso particular do Teorema de Rellich-Kondrachov.
PROPOSICAO 1.2: A incluséo i : Wrp — Cr é compacta, onde
Cr= {u :[0,7] — RN /u(0) =u(T) e u é contl'nua.} .

Dem: Seja u € Wrp. Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz,

)~ ste)l = | [“atryarl < vi=s ([ fipar) " < Ao (1)

Como u(0) = u(t) — Jg u(7)dr, integrando ambos 0s membros, temos

Tu(0) = [ u(t)dt - /OT [ itryar,

0
e usando novamente a desigualdade de Cauchy-Schwarz vem que

T
u

T T
lu(0)] < 51,- (Tl/’( /0 |u[2dt)/? + gr’/’( /0 |u|2dt)‘/’) <acllull, s = constante. (1.7)

Logo, se (u,) é uma sequéncia limitada em Wr p, (1.6) nos da que (u,,) é equicontinua
e (1.7) garante que (u,) é uniformemente limitada, pois

[un(®)] — |ua(0)] < |tn(t) — un(0)| < c1]|un|| < €2, 2 = constante.

Pelo Teorema de Ascoli — Arzeld, temos que (u,) possui uma subsequéncia unifor-
memente convergente, 0 que completa a demonstracio.

COROLARIO 1.1: Se (u,) é uma subsequéncia em Wrp que converge fracamente para
u, entdo (u,) converge uniformemente para u.

Dem: Mostremos que toda subsequéncia de (u,) tem uma subsequéncia convergente. De
fato.

Se (un;) é uma subsequéncia de (u,), esta também converge fracamente para u e

llun;ll < ¢, ¢ = constante, pois Wr,p é um espago de Hilbert. Segue entido da Proprosicio
1.2 que existe (un;,) que converge uniformemente para uma fungio v de Wr,p.
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Seja ¢ € Ct. Como i : Wr,p — Cr é compacta, poi pertence a W7 p, e portanto
(v0i)(un;,) — (0i)(u) € (woi)(un;,) — (poi)(v);
ou seja;
¢(un;,) — ¢(u) € p(un;,) — (v), Vi € C.
Logo, u = v. |

Antes de introduzir o funcional, daremos algumas definigdes.

- DEFINICAO 1.1: Um funcional ¢ : H — IR, H espaco de Hilbert, é dito diferencidvel
em um ponto a, se existe um funcional linear £ € H*, tal que

a a =0 € lm-Ll—
#la+h) = p(a) = &h) = ofh), e fim T =0

Lembramos que neste caso o Teorema de Riez garante que existe um elemento em
H, que denotaremos por V¢(a), tal que

(Vi(a),h) = {(k), Vh € H
DEFINICAO 1.2: Vy(a) é chamado gradiente de ¢ em a.

DEFINICAO 1.3: Um elemento a é dito ponto critico do func1ona.l pse Vp(a)=0,e
nesse caso ¢ = ¢(a) é dito valor critico.

DEFINICAO 1.4: Um funcional ¢ dito de classe C'! se for de classe C! com derivada
localmente Lipschitz.

Introduzimos agora o funcional ¢ : Wz p — IR definido por

o(u) = % [ 1o~ [ TVt u)dt

e temos

PROPOSICAO 1.8: Se V é de classe C?, ¢ é de classe C' e
(Veol(u) h)=/Td-hdt—/TV’(t w) - hdt (1.8)
pLu), A A ) .

14



para todo u e h em Wrp.
Dem: Calcularemos inicialmente a derivada direcional de ¢. Seja h € Wrp.

T . 2 .7, T
‘P(“ + Th) - (P(u) = T~/0 @ - hdt + %‘/0 lhlzdt - [) AV(t,T)dt,

onde AV(t,7) = V(t,u + 7h) — V(t,u). Logo,

- T . T . T
70 Jo 2 Jo o T

T7—0 T
AFIRMACAO:

. TAV(tu), (T .. .
hm/0 o dt_/0 V'(t,u) - hat

7—0

Dem: Como V é diferencidvel,

= lim V(t;u+ Th) _V(t,U) b= V’(t,U) ] h, e

70 7h

lim
7—0

AV(t,u)
T

()
AVl < max [V u+sh)ithlle

pela Desigualdade do Valor Médio; ou ainda;

AV o V(2 + sh)l /Bl =

m
t€[0,T},5€[0,1]

¢ = constante.

Segue entio do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que

TV'(t,u+ 1h) - V(t,u)dt _ lim/
0 1/n . m™0Jo T

T
/ V'(t,u) - hdt = lim
(1] n~~00
Essa afirmagdo juntamente com (1.9) nos permite concluir que

15
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(Ve(u), b) = / "4 hdt — /T V'(t,u) - hat
] 0 o b]
Mostremos que V() é continuo, para todo u € Wr.p. Seja up € Wrp.
NIVe(u) ~ Vo(uo)llcwr .y = Iﬁah‘-l-)l

< sup (/OT |(u = tio) - h|dt + /oT [(V'(t,u) = V'(t,u0)) - izldt)

IAll=1

/or(a ~ ti) - hdt — /OT(V,( ) = V't ) - b dtl.

T T , .
< sup ([ fi—dallblat + [ [(V'(t,w) - V/(t,wo)llbldt )

lHAll=1

pela desigualdade de Cauchy-Schwarz para o espago IRN.
Como V' é continua, existe §; > 0, tal que se [|u — u|| < &,

sup |V/(t,u)- h — V'(t,u) - h| < &,6 > 0 arbitrario.
liAfl=1

Usando esse fato e a desigualdade de Cauchy-Schwarz para o espago L?*([0, T}, RN),

T T
_ s o 12,74\1/2 P12 34\1/2
IVe(u) = Vo(uo)lewsr,ry < Sup, (( /o |& — tio|*dt)™/%( /0 |h|*dt) +eT/2)

< up (Tllu ~woll |l + €7/2) =

T(lu — uoll +€/2)

Tomando entdo § = min(é;,£/2),

IV (u) - Vo(uo)llcows,».p) < T(2(e/2)) = Te, se [ju—uol <§,

o que mostra a continuidade de V(:).
COROLARIO 1.2: Se V é de classe C™, ¢ é de classe C1,
Dem: Seja up um elemento de Wr p.
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Como V' é localmente Lipschitz, existe uma vizinhanca de uy, que denotaremos
Bg(uo), e uma constante ¢ > 0, tal que

"Tﬁp [V'(t,u) - h — V'(t,v) - h| < clju — v||, paratodo u,v na Bs(uo) et € [0,T].
=1

Usando os mesmos argumentos que foram usados para demonstrar a continuidade
de V(-) na proposi¢éo 1.3, temos que

"‘P(“) - ‘P(v)"C(WT.P,R) <(T+ CT)"u._ v"? para u,v na Bs(uop),

concluindo assim a demonstracao.

Provaremos agora o Teorema central deste trabalho.

TEOREMA 1.2: u € Wrp e Vio(u) = 0 se, e somente se u é de classe C?, ii+V'(t,u) =0
e u(0) — u(T) = u(0) — &(T) =

Dem: Suponhamos que u € Wr,p e Vip(u) = 0; ou seja; que

T . T
L dhdt — /0 V'(t,u).hdt = 0, para toda h € Wrp. (1.10)
Mostraremos inicialmente que & € Wy p. Sejam

u ~ co+2c,,cos(2—;,'it)+bnsen(2—;’;,ﬁt) e

n=1

o0 ;
V'(t,u) ~ T+ ) Cncos (%Et) +b, sen (2_;1&_0

n=1
as representagdes em série de Fourier de u e V'(t,u).
Aplicando (1.10) com h(t) = cos(3Ft), temos

27n 2rn 2rn 2rn

Cp = / V'(t,u(t)). cos (_T_t) dt = - / u(t). sen (Tt) dt = __.T_b

Analogamente obtemos b, = 3¢, e ¢ = 0 fazendo h(t) = sen(#2t) e 1 respectiva-
mente. Logo,

> n*(lenl® + [ba]?) = Z [Eal? + [Baf? < o0.
n=1

n—l
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Segue entdo da Proposicio 1.1 que u € Wy p, e com isso @ € L*([0, T], RN).
Agora integrando (1.10) por partes, vem que
T T
& BT - /o G.hdt — /o V'(t, u).hdt = O;
ou seja;
T
/0 (& + V'(t,u)).hdt = 0.

Segue dai que

&t = —V'(t,u), quase sempre em [0,7).
Como V é de classe C',& = —V'(t,u) para todo ¢t em [0, 7] e u é de classe C2.
A periodicidade de % segue do fato de & € Wy p.
Reciprocamente, temos imediatamente que u € Wr p.
Usando o fato de que 4 + V'(t,u) = 0, temos

#t.h = —V'(t,u).h, paratoda k€ WT,p.

Integrando ambos 0s membros e usando integracio por parte no membro esquerdo
conluimos que

T T -
/0 4.hdt — /o V'(t,u).hdt = 0, para toda h € Wip;
ou seja; Vo(u) = 0.
OBSERVAGOES:
(1.1) Em Wro = {u: [0,T7] = R [u é absolutamente continua, u(0) = u(T) =0
e u € L*([0,T), R")}, demonstra-se usando a desigualdade de Poincaré que a norma

lull = (JT |u[*dt)!/?, define uma norma equivalente.

(1.2) Para uma fun¢do de Wrp, em lugar de (1.4), consideramos a série de Fourier
apenas com senos.
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CAPITULO 11

EXISTENCIA DE ORBITAS PERIODICAS
ATRAVES DE MINIMIZACAO

Quando estamos procurando pontos criticos de um funcional, a situacdo mais simples
ocorre quando o funcional é limitado inferiormente. Se ¢ : H — IR é o funcional entdo

¢ = inf o(u)
é finito. No entanto, a existéncia do infimo ¢ ndo implica que ¢ seja atingido. Considere

¢(u) = ezpu e h = IR por exemplo. Para mostrar que c é valor critico precisamos de uma
condi¢do de compacidade.

Neste Capitulo, mostraremos sob quais hipdteses o funcional ¢, introduzido no

Capitulo 1, satisfaz tal condigdo e ¢ = infp(u),u € Wrp, é atingido. Mostraremos
também que quando este dltimo fato ocorre, Vio(u*) = 0, onde p(u*) = c.

DEFINICAO 2.1: Seja H um espaco de Hilbert e ¢ : H — IR. Dizemos que ¢ satisfaz
a condigdo de Palais-Smale (P.S.) se toda sequéncia (u,) em H, tal que

¢(u,) élimitada e Vip(u,) — 0 quando n — oo, (2.1)

possui uma subsequéncia convergente.

19



A consequéncia mais importante dessa condi¢éo de compacidade é o seguinte Lema:

Lema 2.1: (Lema de Deformagéo) Seja H um espago de Hilbert e ¢ : H — IR de.
classe C'? satisfazendo (P.S.). Se ¢ € IR néo é um valor critico de ¢, existe &, > 0 e
7 :[0,1] x H — H, continua (a deformagao), tal que

(D1) 7(0,u) = u, Yu € H;

(D2) p(n(r,u)) < ¢(u), Yue€ Her€[0,1];

(D3) ¢(n(1,u)) < ¢ — €0, Vu € p7([c — €0y + o))

Dem:
AFIRMACAO 1: 3> 0e b> 0, tal que ||Vo(u)|| < b, Yu € ¢ ([c—E,c+8]).

Dem: De fato, assumindo o contrario, teriamos que para € = 1/n e b = 1/n, existiria
() em H tal que

IVe(un)l| £ 1/n e ¢ —1/n < p(un) S c+1/n;

ou seja, ¢(uy,) seria limitada e Vp(u,) convergiria a zero.

Usando a condigio (P.S.) obteriamos (un;) subsequéncia de (u,), tal que u =
limy_oottn;. Como |p(u,) — ¢| < 1/n, segue da continuidade de ¢ e Vi que

_ Ve(u) =0 e p(u) =c,

contradizendo a definigdo de c e concluindo a demonstragao.

Consideremos a equacdo diferencial ordinaria

1= —h(|VemI)Ve(n) (2:2)
7(0) = u (2.3)
e 1se 0<s<1’
onde h : R* — R é definida por k(s) = { 1/:ese . ; N

20



Como h é localmente Lipschitz e ¢ é de classe C''', o membro direto de (2.2) é
localmente Lipschitz. Logo, existe uma 1nica solugéo local e continua de (2.2) - (2.3).

AFIRMACAO 2: Seja 5(r,u) uma solucéo de (2.2) - (2.3) no tempo 7. Entdo, para
todo u € H, 5(-,u) pode ser estendida para IR.

Dem: Seja (7~ (u),7*(u)) o intervalo maximal de definigio de n(-,u),u € H. Suponha-
mos que 7+ (u) < oo.

Tomando (7,) sequéncia em (7~ (u),7+(u)) convergindo para 7*(u) e aplicando a
Desigualdade do Valor Médio, vem que

lI7(7as ) = n(Tm, w)ll < max |lsi(7, ull|7n — 7m|-

1".51‘51‘".

Mas o membro direto da desigualdade é limitado. Para verificar isso, basta conside-
rar os casos em que [|[Ve(n)|| 21, [[Ve(n)|l <1 e usar (2.2) para concluir que ||7]| < 1.

Logo, (n(7n,u)) é uma sequéncia de Cauchy e portanto convergente, o que nos per-
mite estender 7+ (u).

O mesmo argumento pode ser usado para 7~ (u).

Mostraremos agora (D1), (D2) e (D3)

(D1): Segue da definicdo de n;

(D2): Usando (2.2), temos que

%f(n(nu)) = V¢(n(r,u))-ﬁ(f,u)=—W(n(nu))-h(IIW(n(T,t;))II)W(n(T,u))=
= —h(||[Ve(n(r,u)IDIIVe(n(r,))lI* < 0.(+)

Integrando de 0 a 7,7 € [0,1],
e(n(T,u)) — p(n(0,u)) < 0; isto & @(n(r,u)) <¢(u), Vue H e 7 €[0,1]

(D3) (i) se [Ve(n(ru)ll < 1, F((ru)) = —IVe@(r,u)? < -, pela
afirmagéo 1, desde que u € ¢~!([c —E,c +E]).

(i) se [Ve((r, u))ll 2 1, Z(n(r,u)) = —||Ve(n(r,u))ll < -1
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Integrando (*) de 0 a 1 e usando (i) e (ii), vem que ¢(n(1,u)) — p(u) < —min(b%,1),
para u € ¢~ ([c — &, c + &]); ou seja;

e(n(1,u4)) € c+&—min(b?,1), Vu € ¢~ ([c—E,c+E]).

Escolhendo &g < min(b*/2,1/2,%), temos que para u € ¢~([c — €0, + eo]).,

e(n(1,u)) S c+6ep— 26 = ¢ — €.

TEOREMA 2.1: Seja H um espago de Hilbert e ¢ : H — IR. Se ¢ é de classe C'*,
inferiormente limitado e satisfaz a condigéo (P.S.), existe u* € H, tal que

Pl = nf o(w)

e entdo Vp(u*) = 0.

Dem: Seja ¢ = infyeny @(u). Assumindo que ¢ ndo é um valor critico de ¢, segue do
Lema 2.1 que existe 5 : [0,1] Xx H — H e g, > 0 satisfazendo ¢(n(1,u)) < ¢ — ¢o para
todo u € ¢~([c — €o, ¢ + &0)).

Por outro lado segue da definigio de ¢ que existe u € H, tal que (%) < c+€o. Logo,
¢(n(1,%)) < ¢ — €0, 0 que contradiz a definigdo de c.

Assim, existe u* € H, tal que Vp(u*) =0 e ¢ = ¢(u*).

O Teorema 2.1 sera usado para obter solugoes de sistemas Hamiltonianos de segunda
ordem com condi¢des de contorno periédicas e condigdes de Dirichlet.

Assumiremos que a fungio V : [0,T] x RN — R satisfaz
(VO0) V é de classe C';
(V1) V é superiormente limitada; isto é; existe K € R, tal que

V(t,q) <K, Vte[0,T] e Vg€ R".

TEOREMA 2.2: Se V satisfaz (V0) - (V1), a equagio
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@+ V'(t,u)=0

u(0) = u(T) = 0

possui no minimo uma solugao.

Dem: Consideremos ¢ : Wy p — IR, ¢ introduzido no Capitulo 1. Mostraremos inicial-
mente que ¢ verifica as hipéteses do Teorema 2.1.

(V0) e o Corolério 1.2 garantem que ¢ é de classe C', e de (V1) vem que
(u) = 1/T jide - [ V(t,u)dt > [ luPdt— KT > —KT:
=2k 0 e =00
ou seja; que ¢ é inferiormente limitado.
Consideremos agora (u,) sequéncia em Wr,, tal que

(p(un)) élimitada e (Vp(u,)) converge a zero. (2.4)
Usando (V1) e (2.4), temos que existe ¢c € IRt satisfazendo

1 (T T 1 (T
S . s 12,04 3 - 123 .
¢ 2 p(un) 2[) [in|*dt /o V(t,u,)dt > 2/0 |tn)*dt — KT;
ou ainda; 4

T
/o liin|?dt < 2(c + KT) (2.5)

o que mostra que (uy,) é limitada em Wr,, j4 que o membro direito da desigualdade define
uma norma equivalente neste espaco. Segue entdo de uma propriedade bésica dos espagos
de Hilbert, que existe uma subsequéncia de (u,), que continuaremos chamando de (u,),
que converge fracamente, e portanto uniformemente, de acordo como o Corolario 1.1.

Agora, para m,n € IN,m # n,

(Vip(tt) ~ Vpltn), tn = ) = [ " Vi — Pt — i T V(b t4n) = V' (2, 4))-(t1n — 1)

e por (V0) e (2.4), existe mo € IN tal que
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I(V‘P(un) - Vo(um), un — um)l
lltn — tml]

<e Ve>0 e m,n>m,.

Logo,

T T
| lin = impat < | J V(8 0) = V(8 ) (0 u,,.)dtl + elfun —

T
= /o [V'(t,un) — V(2 um)lltn — um|dt + €llu, - Uy |

IA

T 1/2
(L7176 0) = V) =l + li = i
pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, para m,n > my.

Como (un) é uniformemente convergente, limitada em Wrg e ¢ é de classe C'*,
existe ¢ > 0 e m; € NN, tal que

T
/0 iy — ti|?dt < 2ec, para m,n >m,
o que mostra que (u,) é de Cauchy em Wy e portanto convergente.

Segue entdo do Teorema 2.1 que existe u* € Wy, tal que Vp(u*) = 0, e o Teorema
1.2 garante que u* € solugdo do problema.

Para demonstrar o préximo Teorema, colocaremos mais duas condigbes sobre a
funcao V;

(V2) V é T-periédica em t;

(V3) limy— 400 — V(t,q) = +o00.

TEOREMA 2.8: Se V satisfaz (V0), (V1), (V2) e (V3), a equagdo

&+ V'(t,u) =0
u(0) — w(T) = %(0) — &(T) = 0
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possui no minimo uma solugéo.
Dem: A demonstragio é anéloga & do Teorema 2.2, considerando ¢ : Wrp — R.

Aqui, novamente, (V0) e o Corolério 2.1 garantem que ¢ é de classe C'? e (V1) que
¢ € inferiormente limitado.

Seja (u,) sequéncia em Wr p satisfazendo (2.4).
AFIRMAGCAO: Existe ¢ > 0, tal que, Jua(t)] < ¢, Vi€ [0,T).

Dem: Segue de (2.5) e da desigualdade de Cauchy-Schwarz que

T 1/2
lun(r) — uq(s) = l /' d,.(t)dtl <TV? ( /o |a,.(t)|2dt) < TY22Y3(c 4+ KT)'?,
para Vr,s € [0,T].

Assim, se (un(t)) fosse ilimitada, para todo k € IV, existiria ¢, € [0,T] e n; € IV,
tal que |u,, (t)| > ke

lunk(t)l 2 l“ﬂk(tk)l - Iunh(tk) - u“k(t)l 2 k- T1/221/2(c + TK)llz,
para todo t € [0, T}, o que implica que |u,, (t)| fica arbitrariamente grande.

Assim, por (V3), seguiria que —V(¢,u,,) — 00 quando n; — o0, e consequente-
mente — J7 V/(,uy,, )dt — oo quando ny —» co. Com isso, teriamos

1T, ., T T
Pum) =5 [ limyPdt = [ Vit un )it 2 = [ Vit un )t
0 0 0
contradizendo (2.4).

Esse resultado juntamente com (2.5) garante que (u,) é limitada em Wrp, € com
isso possui uma subsequéncia fracamente convergente, denotada por (u,), que também
convergira uniformemente.

Logo, dado € > 0, para m e n suficientemente grandes,

T .
/0 lin — o 2t < £/2,

conforme foi mostrado no Teorema 2.2, e
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T
o
o que mostra que (u,) é de Cauchy em Wr p e portanto convergente.

A demonstragio se completa com os Teoremas 2.1 e 1.2.
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CAPITULO III

EXISTENCIA DE ORBITAS HETERQCLINICAS
ATRAVES DE MINIMIZACAO

Nessa secio consideramos o sistema Hamiltoniano autonomo

i+ V'(u)=0 (3.1)

assumindo (V0) e (V1). Admitiremos que V tem um valor méximo V e definiremos
M={qe R"/V(g) =V}.
Consideraremos as seguintes hipéteses:
(V4) M tem no minimo dois pontos e é finito.
(V5) limsupig—4+00V(g) < 0.

Por simplicidade vamos supor V = 0, V(0) = 0 e mostrar a existéncia de solugdes de
(3.1), tais que,

Jm )= o Jm ut) =g

com ¢; # ¢2 € q1,¢2 € M. Em outras palavras, mostraremos a existéncia de érbitas
heteroclinicas ligando dois pontos de maximo de V.
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DEFINICAO 8.1: u: R — R" é uma solugéio heteroclinica de (3.1) se satisfaz (3.1)
e se

Jm ()= @ Jim ) =0 ¢ Jig i) =0,
onde
V'(g)=V'(0)=0 e ¢ #0.
Usaremos um método que consiste em encontrar solugdes de (3.1) ligando ¢, € ¢; em
um intervalo de tempo finito, e obtém-se entdo as solugoes heteroclinicas como limites, de

solucdes com intervalos de tempo cada vez maiores.

Consideremos § € M,q # 0,k € IN e a equagao diferencial
@ + Vi(u)=0 (3. 2)
Definindo zx(t) = 77q, temos um problema equivalente em w = u — z(2):

b + V(t,w)=0 , (3. 3)
w(0) = w(kT)=0
onde V(t,w) = V(w + z:(t)).

Estudaremos essas equagdes usando o Teorema 2.2, considerando o funcional

1 T kT
AOEE /o Ja|?dt — /o V(u)dt.

PROPOSICAO 3.1: Se V satisfaz (V0)-(V1), entdo (3.2) possui uma solugio us, para
todo k € IN. Além disso

er(ur) < wr(w + 2(t)), para todo w € Wyrp

Dem: Considerando (3.3) em lugar de (3.2), podemos aplicar o Teorema 2.2 com
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_ 1 T kT
) =3 [ ol - [* Vit w)dt , we Wino

De fato:

V é superiormente limitada e C?, pois se trata da composigio de duas fungdes supe-
riormente limitadas e de classe C'. Além disso,

V'(t,w1) = V'(t,wa)l = |V'(wn + 2(t)) — V(w2 + 2(1))] <

< clwy + 2i(t) — wg — 2x(2)] = c|wy — wy),

para w;, w; € Wir o, suficientemente préximos, onde ¢ é uma constante positiva.

Aplicando agora o Teorema 2.2, obtemos w; € Wiz, que é solugdo de (3.3).

u; = wy + zx(t) é solugio de (3.2) e

1 (AT Y kTi,/ P 1 T y kT
<p;,(u;,)=§ A [k + x| t—‘/(; (t,wx) t—E/o |tbx]* + |24 t—.[) V(t,wy)dt

(3.4)
Como o Teorema 2.1 garante que B, (w;) < B, (w), Vw € Wir,o, segue de (3.4) que

1 kT 1o kT _
eu(w) <3 [ loP+ald- [ Ve wd =3 [* forald- [T V)t = plwta)

para todo w € Wirp.
No que segue, obteremos estimativas uniformes para os valores criticos c(k) = o (ui)

e para as solugdes (uj), independentes de k.

DEFINICAO 3.2: Dado € > 0, definiremos a, = minggp,(m) —V(g), onde

B,(M)={q€ R";|lg— M| <¢}.

~ Note que a¢ > 0 se assumirmos (V5).
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DEFINIQ.&O 8.3: Definiremos W, = {u : IR — IRV absolutamente continuas sobre
todo intervalo limitado /u € L*(RR, RN) }.

LEMA 8.1: Para todo u € W, e r < s,tal que u(t) g B,(M) para.t € [r,8]

% [ tapat - [Vt > vaarlu(r) - u(s)] (3.5)

Dem: Seja £ = |u(r) —u(s)| e 7 =|r — 3.

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e o Teorema Fundamental do Célculo,
8 s 1/2
‘= | [ awa <72 ( / Ii;(t)lzdt)

Segue desse fato e da defini¢do de a, que

% / " |afdt - / "V(wdt > -2{; +a.7 = f(1) (3.6)

20,

1/2 :
O minimo de f é atingido em 7 = (L) , € com isso (3.6) implica (3.5).

COROLARIO 3.1: Existe uma constante ¢, > 0, tal que

co < ¢(k), paratodo k€ IN

Dem: Para ¢ suficientemente pequeno, B,(0) (B.(M) \ {0}) = ¢, e como a funcéo
ug = wy + 2x(t) é continua e M é finito, existe r < s, tal que ui(t) € B,(M), Vi€ [r,s].

Segue entdo do Lema 3.1 que
| 1 T kT 1 s
= = - 2= - > -
pu() = 5 /o Jise | dt [) V(w)dt > 5 / s ?dt / V(ur)dt > oo |us(r) —us(s)|

Tomando a < linf{|z — y|/z € B.(0) e y € B.(M \ {0})} e r,s adequados temos
que Jus(r) — ur(s)] > a, e

c(k) = pr(ui) 2 V2a.a = co.
COROLARIO 8.2: Existe ¢; > 0, tal que
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c(k) < ¢, paratodo ke N

Dem: Segue da Proposigéo 3.1 que existe u, : [0,T] — IR, satisfazendo (3.2) para k = 1.

Considerando

— _ ul(t) 8¢ OStST
ul(t)—{ﬁ se T<t<kT

extensdo de u,, segue que u; € Wyrp e a Proposicio 3.1 garante que

c(k) = pr(ur) < pr(W) = 1.

Nos préximos resultados usaremos a seguinte caracteristica do sistema (3.1):
Dada qualquer solugéo de (3.1), fazendo o produto interno com %, obtemos
w.u+ V'(u)u=0;

ou seja;

d (1., ) _
& (2|u| +V() =0
Assim, para todo k € IN, existe uma constante Ei, chamada energia, tal que

%mk(tw + V(ux(t)) = E;, para todo t € [0, k7]

LEMA 8.2: a) limy 4, Ex = 0;
b) (ux) e (%) sdo uniformemente limitadas em [0, kT7;

C) lim;,_.+°° u,,(O) = limk_.+°° uk(kf?\) = 0.

Dem: a) Do Corolario 3.2, de (3.7) e do fato de V ser negativa obtemos

kT 1 KT ] ‘
a2 /o Elﬁklz — V(ug)dt > -/0 E'uklz + V(ux)dt > kTE;
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Logo,
: .o _
klloril-loo Eh < kllogloo k_T- =0

Por outro lado, como E, = }|ix(0)]® + V(ui(0)) = 1|ik(0)] > O, segue que
limg 400 Ex 2 0, demonstrando (a).

c) Usando novamente (3.7) e que V(0) = V(g) = 0, vem que
1. 1.
5luO)F = Ex = Sl (kT)[*

A afirmagio a) completa a demonstracéo.

b) Se. (ux) néo fosse uniformemente limitada, para todo M > 0 e € > 0 suficiente-
mente pequeno, existiria k € IV e t; € [0, kT, tal que Jur(ti)| > M e ug(ts) & Be.(M).

Sendo My = diam(M), é possivel obter s € [0, kT], s > t; satisfazendo

Iuk(s)l <M, e u,,(t) ¢ B,(M),Vt € [tk,s].
Segue entdo do Lema 3.1 que

1 74T . 13 kT 1 7 . 12 s i
ol - - - > _
z jo s |2dt ]o Vit > 3 /:,, |ieg Pt /:,. V(u)dt > clus(ts) — ua(s)|

2 C(M - MD))
onde ¢ é uma constante independente de M.
Mas pelo Corolério 3.2, temos que o lado esquerdo é limitado, o que implica que a

desigualdade acima néo ocorre j& que M é arbitrario. Consequentemente existe r; > 0,
tal que

sup |ux(t)| < m
te[0,kT]

Com isso, segue de (3.7), (V1) e a) que existe r; > 0, tal que
sup |ux(t)| < ra
t€[0,kT])

Portanto, (ux) e (t;) sdo uniformemente limitadas.
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Comegaremos agora o processo limite.

Considere, (kn)menv, subsequéncia de (k). Por simplicidade vamos denotar v,, =
Ug,,. Sejam (t})men € (¢, )men subsequéncias reais satisfazendo

(s1) t},t, €[0,k,T)
(82) imp—yyoo tF — = limpypoo kT — tf = 400
(83) lvm(tn)l < €0/2, lom(tE)] = €0 € [vm(t)] < €0, Vt € (17, 11),
onde
&0 = %min{lql — @l/01,92 € M, # 2}

Definiremos uma sequéncia de fungdes por translacio e extensio de vy,

on(t +85) € [tk knT — 14]
€m(t) = 0 t € (—oo,—t1)
g t € (knT — t},+00)
Como (3.2) é auténomo, {x(t) é solugdo de (3.2) para t € [—t}, knT — t}] e dado

ke N,(n) e (E,,.) restritas a [—F, k| séo uniformemente limitadas. Com isso, (ém) res-
trita a [k, k] é equicontinua. -

Como (s2) garante que para m suficientemente grande [k, k] C [t} kT — t}],
segue do Teorema de Ascoli-Arzeld que existe (§, ), subsequéncia de (¢,), que converge
uniformemente para uma fungao ¢, : [k, k] — RN que satisfaz (3.1) em [k, k).

De fato:
Sendo §,,, solugéo de (3.1),
—V'(ém,) ) (3.8)
donde concluimos que (E,,.,,) é uniformemente convergente e portanto uniformemente li-

mitada em [—k,k]. Isso, juntamente com o fato de (£m,) também ser uniformemente
limitada nesse intervalo, nos garante, pelo Teorema que Ascoli-Arzel4, que existe (¢, i)

subsequéncia de (£, ), que converge uniformemente para uma funcio g em [k, k.
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Como a convergéncia de ({m,) para ¢ também é uniforme segue que g = £ e que
f,,.,, — £, uniformemente em [—k, k]
Passando (3.7) ao limite, vem que
& —V'(€x) =0 em [k, k].
Considerando agora a subsequéncia de ({n) relativa a (§,,) restrita ao intervalo

[-k—1,k+ 1], obtemos (£m,,,) subsequéncias de (éx,) que converge uniformemente para
uma fungdo &4 : [k — 1,k +1] — RN,

Procedendo por indugdo, para todo j € IN podemos repetir o processo anterior
obtendo subsequéncia de ({m), tais que (m;,,) é subsequéncia de ({m,). Tomando entdo
a subsequéncia diagonal, que denotaremos (¢},), obtemos uma subsequéncia de (§,,) que
converge localmente uniformemente para uma fungio ¢* : R — IRV, e esta satisfaz (3.1).
Para verificar este tltimo fato, basta notar que {41 restrita a [—k, k] coincide com §:

z € [~k k], &m,,,(z) coincide com &, (z).
Logo
€eia(2) = i(2)

Outro fato a ser demonstrado é que ¢! # 0:

|€5.(0)] = lvm ()| = €0,

de acordo com (s2), e como

£ (0) — €1(0), segue que |¢'(0)] = eo.

Assim, ¢! ndo é a solugdo trivial.

LEMA 8.3: a) limy—oo £1(t) = 0 = limy—_oo £'(2)
b) limy 40 £1(2) = 0 € lim,_, 400 £1(2) € M.
Dem: Inicialmente mostraremos alguns resultados envolvendo a fungdo ¢!.

Segue do Corolario 3.2, que para todo M € IV,
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M km, T
/_ M ‘—V(fﬂu )dt < -/0 —V(vmk )dt <q

Tomando o limite quando my — +00,ém, — €' uniformemente em [~ M, M].
Logo,

M M
/_ L ~V(em)dt — /_ (G
Quando M — o0, .
/_ _V(E)dt < ¢, (3.9)

Usando a conservagéo de energia dada por (3.6), vem que

Ilf,i.(t)l2 —V(£'(1)),

m—o+oo 2

localmente uniformemente. Por outro lado, temos que (£}) e (£1) séo uniformemente
limitadas sobre compactos, e com isso o Teorema de Ascoli-Arzeld e o fato de que ¢1
a localmente uniformemente, implica que 61 (t) — €1(t) para todo t € R e que

§|£1(t)|2 +ViE@)=0,Vte R. (3.10)
Integrando (3.10) e usando (3.9),

+00 : '
/ IE12dt < 2c,. (3.11)

Segue da condigdo (s3) e da definigio de &, que |£,,,(t)| < &g, para t G (tn —t4,0).
Usando agora (s2), vem que

€1()| < €0, ¥t € (—00,0) (3.12)

a) Suponhamos que lim;_,_, £!(t) # 0. Entéo, para a > 0, em particular a < &o/2,
existe ¢, — —00, que juntamente com (3.12), satisfaz a < |£1(,)]| < «o.

Segue também da Desigualdade do Valor Médio que para todos n € IV

JE4(t) = €' (ta)] < sup | ()llt — ta] < cft —ta| < a2, (3.13)

desde que |t — t,| < &1, onde &; = a/2c e ¢ é uma constante positiva.

Por outro lado, temos que no anel
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A={ze R"/a/2 < |z| < €0+ a/2}
a fungao —V assume um valor minimo, pois 4 nao contém nenhum de seus zeros. Assim,
para |t —t,| < €1, (3.13) garante que £!(t) néo serd zero de V. Com isso, podemos entdo
afirmar que existe €3 > 0 satisfazendo
~V(£'(t)) 2 &3, para [t —ts| <en.
Integrando em [, — €3, 1, + €;], obtemos

[f _V(E(2))dt > 2163,
o que contradiz (3.9).

Portanto, lim,.,_, £!(t) = 0. Usando agora (3.9), temos

Jim, @) = -2 lim V(E'®) = ~2V(lim €11) = V(0) =0,

demonstrando assim a).

b) De (3.10) e (3.11), obtemos

0= lim [€@)F = -2 lim V('(t) =-2V(Jim ¢ ()

Logo, lim;_, 400 €1(2) = 0 € limy_, _oo £1(t) € M.
PROPOSICAO 3.2: A equagio (3.1) possm uma 6rbita heteroclinica comegando em 0
e terminando em M \ {0}.
Dem: Considere k,, = m,m € IN, ¢, t},t, € [0, k,T], satisfazendo

lom(t3)] = €0, Jom(t)] < €0 VE <13,

e i, = 0. Se mostrarmos que (t}) e (i) satisfazem (sl1),(s2) e (s3) podemos aplicar o
processo limite descrito anteriormente e o Lema 3.3 .

E claro que (s1) e (s3) sio verificados. Para mostrar (s2), considere o seguinte
problema de valor inicial

36



i+ Vi(u)=0 (3.14)

u(0)=0e u0)=a (3.15)

Sendo « uma solugéo de (3.14) - (3.15) e observando que u = 0 é solugéo para a = 0,
segue da dependéncia continua das condigdes iniciais que

lu(t)] < ce®|a|, onde ¢ e k sao constantes
Logo, para M > 0, se |a] < eo/ce*™ e 0 <t < M, u(t) € B,,(0).
Pelo Lema 3.2, para todo € > 0, existe k € IN, tal que, |ux(0)] < . Assim,
ur(t) € Be(0) se 0 < t < M. Como |vn,(t})| = €0, temos t} > M, o que mostra a
primeira parte de (s2) j& que M é arbitrario.

Para mostrar que limp,, 400 kn T —~ £} = +00, considere o problema de valor inicial

i+ Vi(u)=0

u(kT) =7 e u(kT) =a.
Como u = § é solugdo para a = 0, segue novamente da dependéncia continua das condigdes
iniciais que '
|u(t) — §| < ce*|a|, onde Ee F sio constantes.

Logo, para M > 0, se |a| < £o/ceFM~*mT) ¢ 0 <t < M — kT, u(t) € B,,(q).

Pelo Lema 3.2, para € > 0, arbitrério, existe k € IV, tal que |iux(kT)| < €. Assim,
ui(t) € B, (g) e 0 < t < M —k,,, T. Como |vy,(t})] = €0, temos t} > M —~k,, T, ou seja,
knT —tr > M.

Aplicando entéo o processo limite e o Lema 3.3, encontramos uma solugdo nao trivial
£! de (3.1) que sera uma érbita heteroclinica se lim,_, 4o, £1(t) € M \ {0}; caso contrério
temos uma érbita homoclinica. Vamos supor que estamos nessa situacao.

Seja t! € R, tal que, £'(t) € B,,/3(0) Vt > t'. Observe que ¢! > 0, pois [¢*(0)] = &o.
Consideremos a sequéncia (¢2,) definida no processo limite. Como ¢2 (t) assume o valor
g, existem nimeros 7, e 7.}, tais que, 0 < 7, <t <7} <k, T -t} e
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()l < €0/2, [Em(7)l =c0 & R ()] < &0, V€ (1,7h).

Vamos definir ¢! = ¢t} + 7,7, t3F =t} + 7} e mostrar que (£3}+) e (1) satisfazem
(s1),(s2) e (s3). '

(s1) Como 0 < 7, < ! < 7} < kT —t}, temos 0 < t} + 7 < t} + 7} < k,,,T; ou
seja; ti-, t+ € [0, k,, 7.

(83) €2, é obtida transladando v,, de t}. Logo,

|om(tm ) = (7)) < €0 € |om(t5)] = [ém ()] = €0,

e como ¢, (t)] < €0, Vi€ (7,7}), temos que

lvm(t)] < €0, VE € (8} + 77,k +7.5) = (81, ¢L)

(s2) Para mostrar que limy,_, o0 knT — tit = 400, tomamos a subsequéncia de
(vim) correspondente a (£1,) e procedemos como antes. Quanto & outra parte, precisamos
mostrar que (77} — 77) vai para infinito, De fato:

Desde que 0 < 7 <t} , é suficiente mostrar que lim 7} = 4o0.
q s 'm m 1 m—to0 ™

Supondo que (7;}) é limitada, obtemos subsequéncias (7;f.) e (7,..) que convergem
para 7+ e 7-, respectivamente, com 0 < 7~ < ! < 7t. Como € (7)| = &0 teriamos
[€1(71)| = €0, 0 que contradiz a definigdo de ¢

Aplicando novamente o processo limite, obtemos uma sequéncia (£2,) que converge
localmente uniformemente para uma solugio {2 de (3.1) que ndo é identicamente nula,

pois
1€2,(0)] = [€5,(tF)] = €0,
e com isso
1€%(0)] = €0

¢? é uma 6rbita heteroclinica se lim;_, 4o £2(t) = 0, caso contririo temos uma érbita
homoclinica. Admitindo que estamos nessa situagio obtemos t? € R, tal que, £2(t) €
B,,/3(0) se t > t*. Note que t* > 0, pois |¢?(0)] = €o. Considerando a sequéncia (£2,)
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definida anteriormente, o fato das £3’s assumirem o valor § nos garante a existéncia de
nimeros 75t e 71, tais que, 0 < 7" < ¥ <71t <k, T -t} e

em (7))l < €0/2, W (7 ) = €0 € Km(t)] <o, VEE (77, 70).

Definindo t3~ = 1} + 71~ e 13 = t¥ 4 71+, é possivel mostrar, usando os mesmos
argumentos usados anteriormente, que (¢3}) e (t2-) satisfazem (s1), (s2) e (s3). Aplicando
ent&o o processo limite obtemos uma sequéncia (£2) que converge localmente uniforme-
mente para uma solugdo ndo identicamente nula £3 de (3.1).

Repetindo esse processo e assumindo que em cada caso encontramos uma érbita
homoclinica, obtemos sequéncias (t}), (t1),..., (), ..., tais que
lim t -t = 100 e |v,(8F)| = e0; Vie V.

m—++400

Isso, juntamente com o Lema 3.1 e o fato das v/, s terem derivada limitada contradiz
(3.9) e (3.11). B

TEOREMA 38.1: Se a potencial V satifaz (V0), (V1), (V4) e (V5) entdo para todo
¢ € M a equagio (3.1) possui no minimo duas dérbitas heteroclinicas, a primeira
comegando em g e a segunda terminando em gq.

Dem: Pela Proposigéo (32) a equagdo (3.1) possui no minimo uma 6érbita heteroclinica
comegando em 0 e terminando em M \ {0}.

| Trocando a condigdo de fronteira u(0) =0, u(kT') =g por
u(0) =7, w(kT)=0

e mudando os argumentos de uma forma conveniente, obtemos uma drbita heteroclinica
comegando em M \ {0} e terminando em 0. '
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CAPITULO IV

EXISTENCIA DE ORBITAS PERIODICAS
ATRAVES DO PASSO DA MONTANHA

Nesse Capitulo provaremos um teorema de existéncia para orbitas periédicas em uma
situagdo diferente. Aqui ndo assumiremos que o funcional é inferiormente limitado, o que
elimina a possibilidade de minimizacio. Contudo, existe uma situacdo geométrica que
ainda garante a existéncia de pontos criticos, situacio esta, dada pelo Teorema do Passo
da Montanha. A prova desse teorema é baseada em uma versdo do Lema de Deformacao
ligeiramente mais precisa que a do Capitulo II.

LEMA 4.1: Sob as hipéteses do Lema 2.1, dado € > 0 existe 0 < gy < € e uma
deformagdo 1 satisfazendo (D1), (D2), (D3) e

(D4) n(r,u) = u, Yu € ¢7}((~00,¢— E]Ulc +¢,+00))

Dem: A demonstracio é analoga & do Lema 2.1.
AFIRMACAO 1: 32> 0e b > 0, tal que, ||Ve(u)] = b, Vu€ ¢~ ([c—E,c+E])
Dem: analoga.

Considere o8 conjuntos
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A={ueHlp(u) <c-&}| J{u € H/p(u) 2 c+&},B={ue Hlc—e < p(u) < c+¢}
e a funcgio |

_ ju— A|
9 = AT =B

Como A e B sio fechados e ANNB = ¢ (para ¢ adequado), g estd bem definida e
satisfaz g(u) =0seu € A, g(u)=1s8eu € Be0 < g(u) < 1. Temos também que g é
localmente Lipschitz, pois se trata da fungao de Uryson diferencidvel.

Em lugar de (2.2) consideremos

i = —g(mh([[Vem))Ve(n) (4.1)

n(0) =u (4.2)
onde h : Rt — R é a mesma da demonstracio do Lema 2.1.
O fato da fungdo do segundo membro ser localmente Lipschitz, pois se trata do pro-
duto de fungdo localmente Lipschitz, nos garante que existe uma Wnica solugéo local e
continua de (4.1) - (4.2).

AFIRMACAO 2: Seja n(7,u) uma solugdo de (4.1) - (4.2) no tempo 7. Entdo, para
todo u € H,n(-,u) pode ser estendida para todo .

Dem: A funcio do segundo membro de (4.1) é limitada. Para verificar isso, basta consi-
derar os casos em que ||Vp(n)l| 21, [[Ve(n)]l <1 e concluir que ||5]] < 1.

Segue entdo de um resultado cldssico para equacdes diferenciais ordinarias que 'n
pode ser estendida para todos 7.

Mostremos agora (D1), (D2), (D3) e (D4)
(D1): Segue da definigdo de n;
(D2): Usando (4.1), vem que

% (o(r,)) = IV pla(r, DDIVelalr, DI <0, (43)
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Integrando de 0 a 7,7 € [0,1)], obtemos ¢(n(7,u)) < ¢(u), para todo u € H e
T €[0,1).

(D3): Tomando &5 < min(E,é,b?/2,1/2), usando afirmagéo 1 e (4.3), a demons-
tragao segue anéloga a que foi feita no Lema 2.1 ;

(D4): Se u € p~((—o00,c—€]U[c+£,+0)), g(n(7,u)) = 0 e consequentemente, por
(4.1), %(7,u) = 0. Segue dai que (7, u) = u para todo u € ¢~!((—00,c—E&]U[c+¢,+00)).

TEOREMA 4.1: (Passo da Montanha)

Sejam H um espago de Hilbert e ¢ : H — IR um funcional C*? satisfazendo a
condigdo (P.S.) e

(¢1) Existe p > 0 e a > 0, tal que

o(u) > a, Yu € 8B,(0)
(¢2) ¢(0) = 0 € existe e € H \ B,(0), tal que ¢(e) < 0.

Entdo, ¢ possui um ponto critico com valor critico maior ou igual a a.

Dem: Definamos I'" o seguinte conjunto de caminhos

I'={geC([0,1}, H)/g(0) =0 e g(1) = ¢}

c=inf sup ¢(g(s))
9€T 4¢l0,1)
AFIRMACAO 1: o < c < 400
Dem: [0,1]-H-SR.

Como [0, 1] é compacto e ¢ e g s3o continuas, ¢ 0 g assume maximo; ou seja; pog é
limitado superiormente.

Por outro lado, para Vg € T, existe so € (0,1), tal que, ||g(s0)|| = p. Segue entdo de
(1) que (g(s0)) > a, para toda g em I'. Logo,

sup (g(s)) 2, Vg€T
s€f0,1]
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e consequentemente c 2 a.
AFIRMAGAO 2: c ¢ valor critico de ¢.

Dem: Mostraremos que se a afirmacéo 2 nao for verdadeira é possivel obter § € T que
contradiz a defini¢éo de c.

Supondo entdo o contrario, podemos aplicar o Lema 4.1 para € = a/2 e obter gy e 5
dados por esse resultado. Escolhamos agora g € T, tal que,

sup ¢(g(s)) < c+éeo (44)
s€[0,1}
e definamos §(s) = n(1, g(s)). O fato de que
a—¢g2a—af2=af2>0

e a hipétese (p2) nos garantem que {0,e} C ¢~?((—0o0,c — &q}), © que juntamente com
(D4) nos dé que

§(0) =n(L,9(0)) =0 & 3(1) =n(L,g(1)) =
mostrando assim que § € I'.
Por outro lado, segue de (D3) e (4.4) que
sup_ ¢(3(s)) < c— o
s€f0,1] .
o que contradiz a definigao de c. , _

As afirmagdes 1 e 2 demonstram o resultado.

Para o préximo Teorema, assumiremos que a potencial V pode ser decomposta em

V(t.q) = —5L(t)a- g+ W(t,0) (45)

satisfazendo,
(V0) V é de classe C';

(V2) V é T-peribdica em ¢;
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(V6) L : [0,T] — Mn(IR) é continua, T-periédica e L(t) é simétrica e positiva
definida;

(V7) W é superquadrético; isto é; existe u > 2 satisfazendo

0 < uW(t,q) <W'(t,q)-q, Vg #0.

Destacamos duas consequéncias das afirmagdes (V6) e (V7), que serao utilizadas na
demonstragio do préximo resultado.

AFIRMAGCAO 1: Existem constantes ¢ > 0ec >0, tais que,

W(t,q) > cilgl* se |g| > 1 | (4.6)
W(t,q) < calgl” se |g] < 1. (4.7)

Dem: Seja f(7) = W(t,7q),7 € R.
Derivando f e observando que por (V7) uW(t,7q) < W’ (t,‘rq):rq segue que
fi(r) = Wt,r)q 2 Ew(t,r) 2 E5(r)
Multiplicando ambos os membros dessa desigualdade por 77#, obtemos
i( f(r)r*>0.
dr - T

Considerando agora os casos em que |g| < 1,]¢| 2> 1 e integrando essa nova desigual-
dade de 1/|q| a1 e de 1 a 1/|q| respectivamente, vem que

Wi(t,q) > W(t, ﬁ)w se |g] > 1

Wit q) < W(t, I—j—,)lql" se lg] <1.

Mas, se ¢ € RV, ¢/|q| € 8B;[0)] e sendo a B;[0] compacta e W continua, segue que,
existem constantes positivas c; e c;, tais que,
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W(t,q) 2 cilg]* se |g] 21
W(t,q) < calgl* se |g] <1.

AFIRMAGAO 2: Existe ¢ > 0, tal que L(t)q- ¢ > clg|?, Vg€ RN eVt e [0,T].
Dem: Segue de um resultado basico de Algebra Linear que

L(t)g-q 2 cql?, Vge RN et €[0,T).

Considere a aplicagio

7:[0,T] — R*\ {0}.

t— ¢

Como « é continua e [0,T] é compacto, existe ¢ € IRt \ {0}, tal que, ¢; > ¢, Vt € [0,T] e
o resultado segue. ' _
TEOREMA 4.2: Sob as hipéteses (V0), (V2), (V6) e (VT), a equagio

@+ V'(t,u)=0

u(0) — w(T) = u(0) — u(T) =0
possui no minimo uma solugdo nao trivial.
Dem: Consideraremos o funcional
1 /T .. T
p(u) = -2-/0 [a]? + L(t)u - udt —[) W(t,u)dt

definido sobre o espago Wr p, e mostraremos inicialmente que ¢ satisfaz as hipéteses do
Teorema 4.1
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(i) ¢ verifica as condigbes geométricas (p1) e (¢2).
Pela afirmacao 2,

T T
% 16 + Lty - ud > % [ 1602+ clupat > dl? (4.8)

onde d é uma constante positiva. Por outro lado, segue da Proposicdo 1.2 que existe uma
constante cs, tal que '

sup |u(t)| < esljull, Vu€ Wrp.
t€fo,T)

Tomando p; = 1/c3, segue da desigualdade acima e de (4.7) que se ||u|| < p,
T T
[ wtwdt < [ calulrdt < caTetfull” = ealull“. (4.9)
Logo, de (4.8) e (4.9),
o(u) 2 dljull® — cqlull* se lull < p
e consequentemente
p(u) 2 dp} — cupy se |lull = p1.
Escolhendo p < min(1/cs,(d/ce)*™?) e a = dp? — c4p*,
p(u) 2 a se flull =p

mostrando assim (p1).

Para mostrar (¢2), observamos que ¢(0) = 0 e consideramos v € Wrp,v # 0. Se
T>0,

@(Tv) 2 (% /o ! |9 + L(t)v - vdt) - /0 i W(t,Tv)dt

= 72 (% /0 i |6|’+L(t)v-vdt) - ( /k1 W(t,Tv)dt + /k2 W(t,rv)dt),
onde

ky={te[0,T]:|rv(t)] 21} ek = {t € [0,T]: |rv(t)| < 1}.

46



Agora,

- /h W(t,v)dt <0 e — /h W(t, rv)dt < —cb|r|* /k vl

por (4.6), e com isso

o(rv) < (% / "6 + L(t)o - vdt) — el [ folde.
Tomando 7 suficientemente grande e definindo e = 7v, temos ¢(e) < 0.
(ii) ¢ satisfaz a condigdo (P.S.).
Seja (u,) sequéncia com Wr p, tal que,
(¢(un)) é limitada

(Ve(un)) converge a zero

Para n suficientemente grande, segue de (4.11) que

sup [(T(0n),0)

<2, YveWrp.
v#0 flll .

Em particular,

1
~5(V(tn), tn) < ]

e por (4.10), existe ¢ > 0, tal que

. ' 1 '
c+ "un" 2 ‘P(un) - '2'(V¢(un)) un)
1 (T
= (up) — -2-/0 fin|? + L)ty - g — W'(t,us) - undt
1 T T
=3 /o W(t, tin) - tndt — /o W(t, u,)dt.
Usando entdo (V7),
- y T
> (£ .
¢+ |luall 2 (2 l)/o W(t,u,)dt

Agora, por (4.8) e (4.10)
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. T T T
df|un|| - /o W(t,un)dt < % /o |Gal? + L(t)tsn - undt — /o W(t,u,)dt <
ou seja;
djju ||’<E+/TW(t up)dt
n > A s Un .

Dessa desigualdade e de (4.12), obtemos

| 2
2 <
djusll* < (1 + pp 2) c

o que mostra que (u,) é limitada em Wz p. Usando um argumento anélogo ao que foi
usado na demonstracio do Teorema 2.3 obtemos (u,;), subsequéncia de (u,), e u € Wrp,
tal que

<l

||un; — ul| — 0, quando j — +o0

mostrando assim, que ¢ satisfaz a condigdo (P.S.).

Segue entdo do Teorema 4.1, que existe v € Wr,p, tal que Ve(v) = 0 e consequen-
temente solucdo do problema.

Observagoes:

(4.1) (4.5) Juntamente com (V6) e (V7), contrastam com a hipétese (V2) do Capitulo
I1, onde consideramos V superiormente limitada.

(4.2) A hipdtese (V6) mostra que a aplicacdo L, define uma norma equlva.lente em
RN, fato que serd explorado no préximo Capitulo.
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CAPITULO V

EXISTENCJA DE ORBITAS HOMOCLINICAS
ATRAVES DO PASSO DA MONTANHA

Nesse Capitulo, encontramos érbitas homoclinicas para um sistema Hamiltoniano
como aquele considerado no Capitulo IV. Utilizaremos um processo limite analogo ao uti-
lizado na segdo 3, onde a sequéncia de solugdes, dessa vez 2kT-periddicas, serdo obtidas
aplicando o Teorema do Passo da Montanha.

No que segue, assumiremos que a potencial V' pode ser escrita como
-1
V(t,q) = —5L(t)g- 9+ W(t,q),
onde sdo admitidas (V0), (V2), (V6) e (VT7) e adicionalmente (V8) W'(t,q) = 0(|ql),

quando ¢ —+ 0 uniformemente para ¢ € [0, T7.

DEFINICAO 5.1: Uma solugiio u : R — RN da equagio @ + V'(¢,u) = 0 é dita
homoclinica se

L, u(t) = 0= lig, u(t)
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TEOREMA 5.1: Se V satisfaz (V0), (V2), (V6), (VT7) e (V8), entao a equagao
&+ V'(t,u)=0 (5.1)

u(+00) = y(~00) = t(+00) = u(—00) =0 (5.2)

possui no minimo uma 6rbita homoclinica néo trivial.
Dem: Dado k € IV, consideremos o sistema
t+V'(t,u)=0 (5.3)

u(0) — u(2kT) = 4(0) — u(2kT) =0 (5.4)
Trocando T por 2kT em (V2) e (V6) e considerando

or: Warp — R e Iy = {g € C([0,1], Warr,p)/9(0) = 0 e g(1) = ex}
1 (2T . 2T N
w— s [ wldt- [T Vi)

obtemos pelo Teorema 4.2 uma solugéo u; de (5.3) - (5.4) 2kT-periédica cujo valor critico
é dado por

= inf :
o= igf sup r(9(s)

As sequéncias (uy) e (cx) podem ser estimadas, independentes de k. Se considerarmos
e € War,p, tal que, e(0) = 0,e(2T) = 0 e p;(e) < 0 (& possivel obter tal elemento,
conforme foi verificado na demonstragido do Teorema 4.2), podemos definir ex € War,p,
por

i _Je(t) se 0Lt<2T .
e"(t)‘{ 0 se 2T <t<2%T

Assim,

1 uTr 24T 1T 2T _
pr(er) = 3 /0 lex|2dt — /o Vit,endt =5 [ Jefdt - /0 V(t,e)dt = pi(e) < 0
Definindo

gi:[0,1] — Waurp

S — Se
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temos que g, € I'x, e com isso,
o < up oulox(s)) = sup ¢1(g1(s)) = My, Vk € IN;
s€lo,
~ ou seja;

0<c<M,Vke . (5.5)
Do fato de que Vi (ui) = 0 e de (V7), obtemos

cx = pr(ur) = (Vor(ur), up) 2 (g - 1) /o - W (t,uy)dt

e por (4.8)

dul? < [ P + L d' 2kTW dt < 2
fluel® < 3 ./o [tk |® + L(t)ur.updt = ¢ + /o (t,up)dt < ¢ (1+ m) (5.6)

donde concluimos por (5.5) que existe Mz > 0 satisfazendo

llukl| £ M2, Vk € NN. (5.7
Por outro lado, para toda fungio u € Wrp

uct) < fur)l + | [ i(s)ds|

e como toda fungdo desse espago pode ser estendida para todo ¢ € IR, podemos integrar
ambos os membros da desigualdade acima em [t — 1/2,¢ + 1/2], obtendo assim

t+1/2 +1/2  rt+1/2
ol [l [ [0 ie)dslar
Usando agora a desigualdade de Cauchy-Schwarz,
t+1/2 1/2
< i(7)? 2 :
e+ Par) 58)
onde ¢ é constante. Logo,

s || oo 0,20y < ElJusil|

€ constante, o que juntamente com (5.7) garante que existe Mz > 0, tal que
ekl Loogoakry < M3, Yk € IV (5.9)
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Usando (5.8), podemos também estimar (%;) na norma L*. De fato:
Como
tiy — %L(t)uk cup + W'(t,u) =0,
segue de (5.9) que
] < Il + WG w0)] < My,

onde M, é uma constante positiva. Elevando ao quadrado integrando, obtemos

t+1/2
/ lin|?dt < Ms.
t-1/2

Aplicando entdo (5.8) para t, temos _
o (4)]3 2L WA\ i 2
i e [ tin(riPdr +iur)far ) < oabd? + M),
de onde concluimos que

lékl|Looo,06m) < M, VE € N

Mg constante.

Aqui é conveniente definir a seguinte fungio como translagao de u:

vi(t) = uk(t + kT).

(5.10)

Como as estimativas (5.9) e (5.10) também se aplicam a (vi) e (9%) respectivamente,
podemos através de um processo diagonal analogo ao que foi usado no Capitulo III, obter
uma subsequéncia de (v;) que converge localmente uniformemente para uma fungio v que

é solugéo de (5.1).
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AFIRMAGAO 1:
/w |9]2 4+ L(t)v - vdt < oo.

-Q0
Dem: Denotando por (vi) a subsequéncia acima mencionada, nao é dificil mostrar usando
o Teorema de Ascoli-Arzeld que toda subsequéncia de (v;) possui uma subsequéncia que
converge localmente uniformemente para v. Usando entdo um resultado de anélise para
convergéncia de sequéncias conluimos que

v — ¥, localmente uniformemente.
-Assim, para todo M € IN, temos que
M M . 2
/ ¥ |0k)? + |vi|*dt — / ” |9 + |v]*dt, quando k — +oo,
onde, por (5.7),
M
/ 52 + |v]Pdt < M2.
-M
Fazendo agora M — 400, obtemos
+o00
|+ ol < M,
—00

que com a observagdo (4.2) completa a demonstragéo.

AFIRMA(}AO 2: v nao é identicamente nula.

Dem: Como V(u;) = 0, temos

1 p&T . 1 _ kT ,
2 /_ - o] +L(t)vk'vk = /_ kTW(t,vk) vpdt

e por (4.8)
il < | Wt v) - vadt. (5.11)
-— _kT ?
Vamos definir uma funcdo Y : Rt — R*,tal que Y(0) =0e
' .
V()= mas{ D¢ 0,71 i <},
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Segue de (V7), que Y € C(IR*,R*),Y(s) > 0 se s > 0 e Y é monétona crescente.
Observamos que se u é uma solugdo 2kT-periédica de (5.1), entdo v(t + jT),j € Z,

é também uma solugéo. Isso nos permite transladar v se necessério, de tal forma que o
seu méaximo seja sempre atingido no intervalo [0, T]. Segue entéo da defini¢éo de Y, que

W'(t,vi) - v

RTINS Y(|lvellz=), V¢ € [~kT, kT]

e por (5.11)
2 P 2
dlloa|* < Y ([|ve]|z) /_ o 0l at S Y (loxllze)lvell”.
Logo, Y(Jlvk|lL=) 2 d e consequentemente para uma constante A > 0 dada
lvellze 2> A,
o que mostra que v # 0.
Mostraremos agora (5.2).
Segue da afirmacdo 1, que
m+1
/ [9]> + L(t)v - vdt — 0 quando m — +oo.

m .

Aplicando entdo (5.8) e a observagéo (4.2) para a fungédo v, temos
tlégloo v(t) =0.
Esse resultado juntamente com (V8), implicam que

+1
/m |W'(t,v)]*dt — 0 quando m — +o0. (5.12)

Por outro lado, sendo v solu¢do do problema
5 - -;—L(t)v +Wi(t,v) =0
donde, |

.1
8] < 5IL(E)] + W2, v)].
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Elevando ambos os membros ao quadrado e integrando em [m,m + 1], temos
m+1 +1
[ tofat < 2 ( [ iy + |W’(t,v)|’dt) .
Segue entéo da afirmagéo 1 e de (5.12) que

+1
/m |6]*dt — 0 quando m — +oo. (5.13)

Isso, juntamente com a afirmagéo 1 e (5.8) aplicado a ¥ implicam que

tligloo v(t) =0.
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