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INTRODUÇÃO 

Muitos problemas em matemática. nos levam a.o estudo de uma. equação não linear 
da. forma. 

F(u) =O (*) 

onde F : X ----. X é uma. função contínua. e X é um espaço de Hilbert. Quando esse 
problema. tem uma. estrutura. va.ria.cional; isto é; quando o operador F pode ser visto como 
a. derivada. de um funcional V': X----. B: 

F(u) = V!p(u), 

a. equação (*) se reduz a.o problema. de encontrar pontos críticos do funcional V'· Mui­
tos problemas em Física. têm tal formulação, em particular os sistemas Ha.miltonianos de 
equações diferenciais ordinárias. 

Quando o funcional V' é inferiormente limitado, métodos diretos de Cálculo de Va­
riações fornecem ferramentas para. encontrar pontos de mínimo. Contudo, para. muitos 
sistemas Ha.miltonianos, o funcional não é limitado inferiormente nem superiormente, e 
nessa. situação o problema. de encontrar pontos críticos é mais complicado e nos obriga. 
a. lançar mão de outros métodos como os métodos minimax. Um caso particular desses 
métodos é o teorema. do Passo da. Montanha., que será discutido no Capítulo 4. 

Os métodos minima.x apareceram pela. primeira. vez no trabalho de Birkhoff [2] e 
posteriormente nos trabalhos de Ljusternik e Schnirelmann [3] e Krasnoselski [4]. 
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Um novo impulso ao uso de métodos minimax no estudo das equações diferenciais 
não lineares foi dado por Ambrosetti e Rabinowitz (5] com a formulação do teorema do 
Passo da Montanha, o teorema do Ponto de Sela de Rabinowitz (6) e a generalização en­
volvendo "linking" em dimensão infinita por Benci e Rabinowitz (7). Esses novos teoremas 
do tipo minimax foram aplicados às equações diferenciais parciais elíticas e hiperbólicas 
e aos sistemas Hamiltonianos. 

Neste trabalho, usamos Métodos Variacionais para estudar sistemas Hamiltonianos 
de equações diferenciais ordinárias. 

No Capítulo O damos uma breve motivação e apresentamos alguns exemplos. 

No Capítulo 1 damos uma formulação variacional de sistemas Hamiltonianos de se­
gunda ordem em intervalos de tempo finitos. 

No Capítulo 2 provamos um teorema de existência para pontos de mínimo de um 
funcional inferiormente limitado satisfazendo a condição de Palais-Smale. Nessa demons­
tração é usado o Lema de Deformação em sua forma mais simples. Aplicamos então esse 
teorema para encontrar soluções de sistemas Hamiltonianos de segunda ordem quando a 
energia potencial é limitada superiormente. Também o caso periódico é considerado. 

No Capítulo 3 mostramos a existência de órbitas heteroclínicas ligando dois pontos 
de má.ximo da potencial no caso autônomo. Para fazer isto, aplicamos o teorema dado no 
Capítulo 2 para intervalos de tempo finito e tomamos o limite quando o comprimento do 
intervalo vai para infinito. Nesse processo, o fato mais importante foi a conservação de 
energia. 

No Capítulo 4 estudamos o caso em que o funcional não é inferiormente limitado. 
Mostramos o teorema do Passo da Montanha e fazemos uma aplicação ao estudo de 
soluções periódicas de sistemas Hamiltonianos de segunda ordem com potencial super­
quadrática. 

Finalmente, no Capítulo 5 aplicamos o teorema provado no Capítulo 4 para estu­
dar a existência de órbitas homoclínicas de sistemas Hamiltonianos com potencial super­
quadrática. Nesse CapÍtulo, como no Capítulo 3, consideramos soluções para intervalo de 
tempo finito e então tomamos o limite. 
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, 
CAPITULO O 

PRELIMINARES 

Neste Capítulo, damos uma. breve motivação para. o estudo de sistemas Ha.miltonia.-
nos. 

DEFINIÇÃO 0.1: Seja. H E C1(Dl2n x Dl,Dl), onde H= H(x,y,t), com x,y E F e 
t E El. Um sistema. da. forma. 

ôH 
X - ôy 

ôH 
(1) 11 - -

ôx 

d 8H (8H 8H)T 8H (8H 8H)T, h ad . H '1 . on e B:e = a:e
1 

, ••• , B:en e 8t! = Btll , ••• , 811" e c am o ststema. a.mt toma.no com 
n graus de liberdade em Dl2n X Dl. 

A função H é chamada. função energia. ou energia. total do sistema.. 

Um caso particular de sistemas Ha.miltonia.nos com um grau de liberdade são os 
sistemas Newtonia.nos com um grau de liberdade 

i = J(x) 

onde f E C1(a,b). Essa. equação é equivalente a.o sistema. em Dl2 
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z - 1J 

fJ - f(:e) (2) 

A energia. total pa.ra. esse tipo de sistema. é da.da. por 

H(:e,y) = T(y) + U(:e), 

onde T(y) = y2/2 é a. energia. cinética. e U(:e) = - J: f(s)ds, c constante, é a. energia. 
potencial. 

Um outro exemplo é o sistema. do pêndulo esférico 

Zt - Yt 

%2 - Y2 

1/1 - -Zt 

712 - -%2 

que é equivalente ao pa.r de osciladores harmônicos desa.copla.dos 

Xt + Zt - 0 

Z2 + Z2 - o 

Nesse caso a função energia é H(:e, y) =(:e~+ :e~+ y~ + y~)/2. 

Todo sistema. Ha.rillltoniano autônomo é conservativo no sentido de que a. função 
energia H(:e,y) se mantém constante ao longo das trajetórias do sistema, como mostra o 
seguinte teorema. 

TEOREMA 0.1: (Conservação de Energia.) A energia. total H(:e,y) dos sistemas Ha­
miltonianos autônomos permanece constante ao longo de suas trajetórias. 

Dem: Seja (:e(t),y(t)) uma. solução dos sistema autônomo. 

dH ôH. ôH. ôHôH ôHôH 
-(:e(t),y(t)) =-:e+ -y = -----=o 
dt ô:e ôy ô:e Ôy ôy ô:e 
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Assim, H(z,y) é constante ao longo das trajetórias e estas "moram" nas superfícies 
H(z, 71) = constante. 

Antes de enunciarmos o próximo teorema. lembramos algumas definições envolvendo 
pontos de equih'brio de sistemas da. forma. (2) 

DEFINIÇÃO 0.2: Seja. F(z,y) = (y,f(z)), onde f é dada. por (2). Um ponto de 
equih'brio (z0 , O) de (2) é dito: 

• biperb6lico se oo autovalores da matriz DF(zo) = [ ~'(zo) ~] tiverem parte real 

não nula. 

• ponto de sela. se for hiperbólico e a. matriz DF(zo) tiver no mínimo um autovalor 
com parte real positiva. e um com parte real negativa. 

• centro se os autovalores da matriz DF(zo) tiverem parte real nula. 

• cúspide se a matriz DF(zo) tiver dois autovalores nulos. 

TEOREMA 0.2: Os pontos de equihôrio do sistema Newtoniano (2) encontram-se no 
eixo-z. O ponto (z0, O) é um ponto de equih'brio do sistema Newtoniano (2) se, e somente 
se é um ponto crítico da. função U(z). Se (z0 , O) é um ponto de máximo local estrito de 
U(z), então é uma sela para (2). Se (z0 , O) é um ponto de mínimo local estrito de U(z), 
então é um centro para (2). Se (z0 ,0) é um ponto de inflexão horinzontal de U(z), então 
é uma cúspide para (2), e finalmente, o retrato de fase de (2) é simétrico em relação ao 
eixo-z. 

Dem: As duas primeiras afirmações são imediatas. Para demonstrar as demais, basta 
considerar a matriz 

DF(zo) = [ ~'(zo) ~ ] , 

e como U(z) =fez- f(s)ds, c constante, obtemos que 

D/(zo) = [ ~ll"(zo) ~ l 
As aplicações desse teorema podem ser mostradas nos seguintes exemplos: 

EXEMPLO 0.1: Construiremos o retrato de fase do pêndulo 
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i+senx =O 

Essa equação diferencial pode ser escrita como um sistema Newtoniano 

X - 1J 

1J - -senx 

que tem ( k?r, O), k E Z, como pontos de equihôrio e U( x) = io sent dt = 1 - cosx como 
energia potencial. 

GRÁFICO DEU 
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Note que (-1r,O) e (1r,O) são pontos de máximo local estrito de U(x) e (0,0) é 
um ponto de mínimo local estrito para U(x). Assim, o teorema 0.2 e o fato de que as 
trajetórias de (2) "moram" em H(x,y) =constante, nos dão o retrato de fase do pêndulo, 
mostrado na Figura 1. 

y 

FIGURA 1 

EXEMPLO 0.2: O sistema Hamiltoniano 

X y 

y - x 2 + x 

tem (0, O) e ( -1, O) como pontos de equihbrio e energia potencial 
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GRÁTICODEU 

-2 2 

TIGURA2 
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As equa.ções de Hamilton, como são chamadas as equações de (1 ), modelam o mo­
vimento de um sistema discreto de partículas e representam uma maneira equivalente de 
expressar as leis fundamentais de Mecâ.nica. 

Quando a função Ha.miltoniana H : B 2n X B --+ B é da forma 

H(x,11,t) = ~1111 2 + V(t,x), 

onde V : IR X IR!' --+ IR denota a energia potencial do sistema, temos que 

IJB IJV IJH 
IJx = IJx lJy = 11 

e portanto, que {1) é equivalente a 

i+ V'(t,x) =O, {3) 

onde "'" denota a derivada em relação a segunda variável. 

A formulação variacional para esses sistemas Hamiltonianos de segunda ordem é 
mais simples e aqui consideraremos somente este caso.· Existem muitas questões que 
podem ser levantadas a respeito dessa classe de sistemas. Suponha, por exemplo, que 
a função Ha.miltoniana dependa de t, tomando o sistema não autônomo. A vará.vel t 
pode aparecer devido a uma força externa. Se assumirmos que a função Hamiltoniana 
é T-periódica em t, podemos estudar a existência de soluções T-periódicas de (3). No 
contexto de sistemas autônomos é também interessante estudar a existência de soluções 
T-periódicas não triviais. O problema de encontrar órbitas homoclínicas e heterodínicas 
ligando pontos de mesma energia é também interessante, e vem sendo estudado de um 
ponto de vista variacional nos últimos anos. 
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CAPITULO I 

FORMULAÇÃO VARIACIONAL 

Neste capítulo daremos uma formulação variacional para a equação diferencial 

ü + V'(t,u) =O 

com condições de contorno periódicas 

u(O) - u(T) = ü(O) - ü(T) = O, 

(1.1) 

(1.2) 

onde V : [0, T) x BN -+ lR é uma função de classe C1 e periódica na primeira variável. 

No que segue definimos o espaço e o funcional adequados. Introduzimos o espaço 

WT,P = { u : [0, T) --+ JR!1 fu é absolutamente contínua, u(O) = u(T) e ü E L2([0, T), JRN)} 

com o produ to interno de H 1 

(1.3) 

e a norma associada 11 • 11· 

TEOREMA 1.1: (WT,p,(·,·)) é um eápaço de Hilbert. 

Dem: Como WT,P é subespaço de H 1, basta mostrar que WT .P é fechado. De fato: 

10 



WT,P = cr, onde c; = { u : [O, T) ~ B.N fu(O) = u(T) e u é infinitamente diferenciável}. 

Seu E WT,P, u- u{O) E HJ e com isso existe {vn) C Ccf{[O,T],BN) que converge 
para u- u{O) na norma de WT,P· 

Un = Vn + u(O) E c; e converge para u na norma de WT,P· 

Observemos que a demonstração do Teorema 1.1 nos diz que o espaço WT,P pode ser 
visto como o completamento de 

CT = { u : [0, T] ~ JRN fu(O) = u(T) e u é infinitamente diferenciável} 

com o prOduto interno definido em (1.3). 

PROPOSIÇÃO 1.1: Seu E L2{(0,T),JRN), e 

u(t)"' Co+ ~encos (
2
;nt) + bnsen (

2
;nt) 

é sua série de Fourier, então u E WT,P se, e somente se 

00 

E n2{lenl2 + lbnl2) < oo 
n=l 

Dem: Vamos assumir que u E WT,P, e consideremos 

e 

as séries de Fourier de u e u, respectivamente. Então, . 

Analogamente obtemos: 

- 21m 
bn = --en. 

T 

11 

(1.4) 

(1.5) 



Logo, 

00 

E n2 {lt:nl2 + lbnl2
) 

n=l 

Assumamos agora (1.5) e consideremos 

Um(t) = CiJ + t. encos (
2;n t) + bnsen (

2;n t) 
Para m > l, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, 

de onde concluímos que (um) é de Cauchy e portanto converge uniformemente para u. 

Por outro lado, segue do Teorema Fundamental do Cálculo que 

Chamando de Sm o integrando acima e usando (1.5) temos que (Sm) é uma sequência 
de Cauchy em L2([0, T], BN) e portanto converge para um elemento v pertencente a este 
espaço. 

O fato de que L2([0,T],RN) c L1([0,T],BN) garante que 

foT ISm(t) - v(t)ldt --+ O 
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Assim, temos que u(t)- u(O) = ~ v(T)dT; ou seja, que ué absolutamente contínua. 
Como um(T) - um(O) = O, segue da convergência de (um) que u(T) - u(O) = O, o que 
completa a demonstração. 

A próxima proposição é um caso particular do Teorema de Rellich-Kondra.chov. 

PROPOSIÇÃO 1.2: A inclusão i : WT .P -+ CT é compacta, onde 

CT = { u : [0, T] --+ JRN /u(O) = u(T) e u é contínua}. 

Dem: Seja u E WT,P· Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, 

lu(t)- u(s)l = I J.t ü(T)dTI ~ ..;t::S (J.t lú(T)I2dT) 
112 

< ..;t::811ull 

Como u(O) = u(t)- f~ ú(T)dT, integrando ambos os membros, temos 

Tu(O) = foT u(t)dt- foT fot ú(T)dT, 

e usando novamente a desigualdade de Cauchy-Schwarz vem que 

(1.6) 

Ju(O)J < ~ (T'I'(J.T JuJ2dl)1
/

2 + iT"''(J.T JuJ2dt)''') < ctiJuiJ, ct = constante. (1.7) 

Logo, se ( un) é uma sequência limitada em WT ,P, (1.6) nos dá que ( un) é equicontínua 
e (1.7) garante que (un) é uniformemente limitada, pois 

Pelo Teorema de Ascoli - Arzelá, temos que ( un) possui uma subsequência unifor­
memente convergente, o que completa a demonstração. 

COROLÁRIO 1.1: Se (un) é uma subsequência em WT,P que converge fracamente para 
u, então (un) converge uniformemente para u. 

Dem: Mostremos que toda subsequência de ( un) tem uma subsequência convergente. De 
fato. 

Se (un;) é uma subsequência de (un), esta também converge fracamente para u e 
llun; 11 ~ c, c = constante, pois WT ,P é um espaço de Hilbert. Segue então da Proprosição 
1.2 que existe (un;,.) que converge uniformemente para uma função v de WT,P· 
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Seja <p E Cf. Como i : WT,P -+ CT é compacta, <poi pertence a W:f ,P' e portanto 

ou seja; 

Logo, u =v. 

Antes de introduzir o funcional, daremos algumas definições. 

DEFINIÇÃO 1.1: Um funcional <p : H-+ IR, H espaço de Hilbert, é dito diferenciável 
em um ponto a, se existe um funcional linear i E H*, tal que 

<p(a +h)- <p(a) -l(h) = o(h), e l~ j,~~ =O 

Lembramos que neste caso o Teorema de Riez garante que existe um elemento em 
H, que denotaremos por V<p(a), tal que 

(V<p(a), h)= i( h), Vh E H 

DEFINIÇÃO 1.2: V<p(a) é chamado gradiente de <p em a. 

DEFINIÇÃO 1.3: Um elemento a é dito ponto crítico do funcional <p se V<p(a) =O, e 
nesse caso c = <p( a) é dito valor crítico. 

DEFINIÇÃO 1.4: Um funcional é dito de classe 0 1
•
1 se for de classe 0 1 com derivada. 

localmente Lipschitz. 

Introduzimos agora o funcional <p: WT,P-+ IR definido por 

e temos 

PROPOSIÇÃO 1.3: Se V é de classe 0 1, <p é de classe 0 1 e 

IT . IT 
(V<p(u), h)= lo ü · hdt- lo V'(t, u) · hdt (1.8) 
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para todo ti e h em WT,P· 

Dem: Calcularemos inicialmente a derivada direcional de r.p. Seja h E WT,P· 

IT . T2 IT . IT 
r.p(u + Th)- r.p(u) = T lo ü · hdt + 2 lo lhl2dt- lo ~V(t, T)dt, 

onde ÃV(t,T) = V(t,u+Th)- V(t,u). Logo, 

lim r.p(u + Th)- r.p(u) = lim IT ü · hdt +!. IT lhl2dt- IT ~V(t,T) dt (1.9) 
T-+0 T 'T-+0 lo 2 lo lo T 

AFIRMAÇÃO: 

lim IT ~V(t,u) dt = IT V'(t,u) · hdt 
'T-+O lo T lo 

Dem: Como V é diferenciável, 

lim ~V(t,u) _ 
T-+0 T 

lim V(t,u + Th)- V(t,u). h= V'(t,u). h, e. 
T-+0 Th 

I~V(t,u)l < ma.x IV'(t, u + sh)IIIThlloo 
te(o,TJ,•e(o,t) 

pela. Desigualdade do Valor Médio; ou ainda.; 

l ~V(t,u)l< ma.x IV'(t,u+sh)lllhlloo=c, 
T tE(O,TJ,•E(O,l] 

c = constante. 

Segue então do Teorema. da. Convergência. Dominada. de Lebesgue que 

IT V'(t u). hdt = lim /T V'(t,u + i;h)- V(t,u) dt = lim /T ~V(t,u) dt. 
lo ' n-+oo lo 1 f n . T-+O lo T 

Essa. afirmação juntamente com (1.9) nos permite concluir que 
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(T . (T 
(V~P(u),h) =lo u · hdt- lo V'(t,u) · hdt 

Mostremos que V!p(·) é contínuo, para todo u E WT,P· Seja uo E WT,P· 

- sup I IT (ü- ü0 ) • hdt- IT (V'(t, u)- V'(t, uo)) · hdtl· 
llhJI=I lo lo 

< sup ( IT l(u- uo) · hjdt + IT I(V'(t, u)- V'(t, uo)) · hjdt) 
Jlhii=I lo lo 

< sup ( IT I'-'- u0llhldt + (T I(V'(t,u)- V'(t,uo)llkldt), 
llhii=I lo lo 

pela desigualdade de Cauchy-Schwarz para o espaço JRN. 

Como V' é contínua, existe 61 >O, tal que se llu- uoll < 61! 

sup IV'(t, u) · h - V'(t, u0) • hl < e, e > O arbitrário. 
Jlhll=l 

Usando esse fato e a desigualdade de Cauchy-Schwarz para o espaço L2([0, T), JRN), 

IIV~P(u)- V!p(uo)ll.ccwT,P•.R> < sup (< (T lu- '-'ol2dt)112
( IT lkl2dt)112 + eT/2) 

JlhJI=I lo lo 
< sup (TIIu- uollllhll + eT/2) = 

JlhJI=l 
- T(llu- uoll + e/2) 

Tomando então 6 = min(61,e/2), 

IIV~P(u)- V~P(uo)ll.c(WT,P•.R) < T(2(e/2)) =Te, se llu- uoll < 6, 

o que mostra a continuidade de V~P(·). 

COROLÁRIO 1.2: Se V é de classe C1•1, 1P é de classe C1
•
1

• 

Dem: Seja u0 um elemento de WT,P· 

16 



Como V' é localmente Lipschitz, existe uma vizinhança de u0 , que denotaremos 
B6( u0), e uma constante c > O, tal que 

sup IV'(t, u) ·h- V'(t, v)· hl < cllu- vil, para todo u, v na B6(uo) e tE [0, T]. 
JlhJI=l 

Usando os mesmos argumentos que foram usados para demonstrar a continuidade 
de V rp( ·) na proposição 1.3, temos que 

concluindo assim a demonstração. 

Provaremos agora o Teorema central deste trabalho. 

TEOREMA 1.2: u E WT,P e Vrp(u) =O se, e somente seu é de classe C2
, ü+ V'(t, u) =O 

e u(O) - u(T) = ü(O) - ü(T) = O. 

Dem: Suponhamos que u E WT,P e Vrp(u) =O; ou seja; que 

lo
T . loT ü.hdt- V'(t, u).hdt =O, para toda h E WTP· 

o o ' 
{1.10) 

Mostraremos inicialmente que ü E WT,P· Sejam 

Ü "' ~ + E Cn cos ( 
2
;n t) + bn sen ( 

2
;n t) e 

n=l . 

V'(t, u) "' Co+ E Cn cos (
2
;n t) + bn sen ~

2
;n t) 

n=l 

as representações em série de Fourier de ü e V' ( t, u). 

Aplicando {1.10) com h(t) = cose~t), temos 

IT (211"n ) 21rn IT. (21rn ) 211"n 'Cn =lo V'(t, u(t)). cos Tt dt = -T lo u(t). sen Tt dt = -Tbn. 

Analogamente obtemos bn = 2 ~Cn e~= O fazendo h(t) = sen(2~t) e 1 respectiva­
mente. Logo, 
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Segue então da Proposição 1.1 que ü E WT,P, e com isso ü E L2([0, T], B,N). 

Agora integrando (1.10) por partes, vem que 

ü · hl~- foT ü.hdt- kT V'(t,u).hdt =O; 

ou seja; 

kT (ü + V'(t, u)).hdt =O. 

Segue daí que 

ü = -V'(t,u), quase sempre em [O,T]. 

Como V é de classe C1 ,ü = -V'(t,u) para todo tem [O,T] eu é de classe C2• 

A periodicidade de ü segue do fato de ü E WT,P· 

Reciprocamente, temos imediatamente que u E WT,P· 

Usando o fato de que ü + V'(t, u) =O, temos 

ü.h = -V'(t,u).h, para toda h E WT,P· 

Integrando ambos os membros e usando integração por parte no membro esquerdo 
conluímos que 

(T . (T 
lo ü.hdt- lo V'(t,u).hdt =O, para toda h E WT,Pi 

ou seja; Vr,o(u) =O. 

OBSERVAÇÕES: 

(1.1) Em WT,o = {u: (O,T] -+ B,N /ué absolutamente contínua, u(O) = u(T) =O 
e ü E L2([0,T],B.N)}, demonstra-se usando a desigualdade de Poincaré que a norma 
llull =(f{ lül2dt)112, define uma norma equivalente. 

(1.2) Para uma função de WT,o, em lugar de (1.4), consideramos a série de Fourier 
apenas com senos. 
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, 
CAPITULO II 

EXISTÊNCIA ,DE ÓRBITAS PERij)DICAS 
ATRAVES DE MINIMIZAÇAO 

Quando estamos procurando pontos críticos de um funcional, a. situação mais simples 
ocorre quando o funcional é limitado inferiormente. Se I() : H ..__. 1R é o funcional então 

c= inf l()(u) 
ueH 

é finito. No entanto, a. existência. do ínfimo c não implica. que c seja. atingido. Considere 
!()( u) = expu e h = 1R por exemplo. Para. mostrar que c é valor crítico precisamos de uma. 
condição de compacidade. 

-
Neste Capítulo, mostraremos sob quais hipóteses o funcional !(), introduzido no 

Capítulo 1, sa.tisfa.z tal condição e c = in/l()(u), u E WT,P, é atingido. Mostraremos 
também que quando este último fato ocorre, Vl()(u*) =O, onde l()(u*) =c. 

DEFINIÇÃO 2.1: Seja. H um espaço de Hilbert e I(): H..__. B. Dizemos que I() sa.tisfa.z 
a. condição de Palais-Smale (P.S.) se toda. sequência. (un) em H, tal que 

l()(un) é limitada. e VI()(Un) --+O quando n ..__. oo, 

possui uma. subsequência. convergente. 
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A consequência mais importante dessa condição de compacidade é o seguinte Lema: 

Lema 2.1: (Lema de Deformação) Seja H um espaço de Hilbert e IP : H ~ 1R de. 
classe 0 1•1 satisfazendo (P.S. ). Se c E 1R não é um valor crítico de !p, existe e0 > O e 
'7: [O, 1) x H~ H, contínua (a deformação), tal que 

(DI) '7(0, u) = u, Vu E H; 

(D2) IP(fi(T, u)) ~ !p(u), Vu E H e TE (0, 1); 

Dem: 

AFmMAÇÃO 1: 3e >o e b >o, tal que IIV~P(u)ll < b, Vu E !p-1([c -l,c +e]). 

Dem: De fato, assumindo o contrário, teríamos que para e= 1/n e b = 1/n, existiria 
( un) em H tal que 

IIV!p(un)ll < 1/n e c- 1/n < !p(un) <c+ 1/n; 

ou seja, IP(un) seria limitada e V!p(un) convergiria a zero. 

Usando a condição (P.S.) obteríamos (un;) subsequência de (un), tal que u -
limn-+ootln;· Como IIP(un)- cj < 1/n, segue da continuidade de !p e V!p que 

V!p(u) =O e !p(u) =c, 

contradizendo a definição de c e concluindo a demonstração. 

Consideremos a equação diferencial ordinária 

;, = -h(IIVIP('7)ll)V~P('7) (2.2) 

f/(0) = u (2.3) 

, . {lseO<s<l. 
onde h: JR+ ~ B e defimda por h(s) = l/s se~> l · 
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Como h é localmente Lipschitz e t.p é de classe C1•1, o membro direto de (2.2) é 
localmente Lipschitz. Logo, existe uma única solução local e contínua de (2.2) - (2.3). 

AFIRMAÇÃO 2: Seja fJ(T,u) uma solução de (2.2)- (2.3) no tempo T. Então, para 
todo u E H, fJ(·, u) pode ser estendida para El. 

Dem: Seja (T-(u), .,+(u)) o intervalo maximal de definição de fJ(·, u), u E H. Suponha­
mos que .,+(u) < oo. 

Tomando (Tn) sequência em (T-(u), .,+(u)) convergindo para .,+(u) e aplicando a 
Desigualdade do Valor Médio, vem que 

Mas o membro direto da desigualdade é limitado. Para verificar isso, basta conside­
raros casos em que IIV<p(fJ)II > I, IIV<p(fJ)II < I e usar (2.2) para conclu,ir que 11'711 < 1. 

Logo, ('I( T n, u)) é uma sequência de Cauchy e portanto convergente, o que nos per­
mite estender .,+(u). 

O mesmo argumento pode ser usado para .,-(u). 

Mostraremos agora (DI), (D2) e (D3) 

(DI): Segue da definição de 'li 

(D2): Usando (2.2), temos que 

~~('I( T, u)) - V<p(fJ( T, u)).~( T, u) = - V<p(fJ( T, u)).h(IIV<p( 'I( T, u))II)V<p(fJ( T, u)) = 
- -h(IIV<p(fJ(T,u))II)IIV<p(fJ(T,u))ll2 <O.(*) 

Integrando de O a T, T E [0, I], 

t.p(fJ(T, u))- t.p(fJ(O, u)) <O ; isto é; t.p(fJ(T, u)) < t.p(u), Vu E H e TE [0, I] 

(D3) (i) se IIV<p(fJ(T,u))ll < I, :(fJ(T,u)) = -IIV<p(fJ(T,u))ll2 ~ -IJ2, pela 
afirmação I, desde que u E <p-1([c- e, c+ e]). 

(ii) se IIV<p(fJ(T,u))ll >I, ~(fJ(T,u)) = -IIV<p(fJ(T,u))ll <-I 
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Integra.ndo (*)de O a 1 e usa.ndo (i) e (ii), vem que 1,0('1(1, u)) -<,D(u) :5 -min(b2
, 1), 

para u E 1,0-1 ((c- l, c+ e]); ou seja; 

1,0('1(1, u)) <c+ e- min(b2, 1), Vu E 1,0-1((c- e, c+ e]). 

Escolhendo eo < min(b2 /2, 1/2, e), temos que para u E 1,0-1((c- e0 , c+ e0]), 

1,0('1(1, u)) <c+ e0 - 2eo =c- eo. 

TEOREMA 2.1: Seja H um espaço de Hilbert e 1,0 : H --+ B. Se 1,0 é de classe C1•1, 

inferiormente limitado e satisfaz a condição (P.S.), existe u"' E H, tal que 

1,0( u"') = inf 1,0( u) 
ueH 

e então V 1,0( u"') = O. 

Dem: Seja c = infueH 1,0(u). Assumindo que c não é um valor crítico de 1,0, segue do 
Lema 2.1 que existe '1: [O, 1] X H--+ H e e0 >O satisfazendo <,D('1(1,u)) <c- e0 para 
todo u E 1,0-1([c- eo, c+ eo]). 

Por outro lado segue da definição de c que existe u E H, tal que <,D(ü) < c+ e0• Logo, 
1,0('1(1, ü)) < c- e0 , o que contradiz a definição de c. 

Assim, existe u"' E H, tal que V1,0(u"') =O e c= <,D(u"'). 

O Teorema 2.1 será. usado para obter soluções de sistemas Hamiltonia.nos de segunda 
ordem -com condições de contorno periódicas e condições de Dirichlet. 

Assumiremos que a função V : [0, T) x m,N --+ B satisfaz 

(VO) V é de classe C 1•1; 

(V1) V é superiormente limitada; isto é; existe K E B, tal que 

V(t,q) < K, Vt E (O,T) e Vq E BN. 

TEOREMA 2.2: Se V satisfaz (VO)- (V1), a equação 
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ü + V'(t,u) =O 

u(O) = u(T) = O 

possui no mínimo uma solução. 

Dem: Consideremos f{) : WT ,P --+ JR, VJ introduzido no Capítulo 1. Mostraremos inicial­
mente que VJ verifica as hipóteses do Teorema 2.1. 

(VO) e o Corolário 1.2 garantem que VJ é de classe C1•1 , e de (V1) vem que 

1 (T (T 1 (T 
VJ(u) = 2 lo lül

2
dt- lo V(t,u)dt ~ 2 lo lül2dt- KT > -KT; 

ou seja; que VJ é inferiormente limitado. 

Consideremos agora (un) sequência em WT,o, tal que 

(VJ(un)) é limitada e (VVJ(un)) converge a zero. (2.4) 

Usando (V1) e (2.4), temos que existe c E JR+ satisfazendo 

ou ainda; 

(2.5) 

o que mostra que (un) é limitada em WT,o, já que o membro direito da desigualdade define 
uma norma equivalente neste espaço. Segue então de uma propriedade básica dos espaços 
de Hilbert, que existe uma subsequência de (un), que continuaremos chamando de (un), 
que converge fracamente, e portanto uniformemente, de acordo como o Corolário 1.1. 

Agora, para m, n E N, m ::/: n, 

(VVJ(Un)- VVJ(um), Un- Um)= LT lün- üml2dt- LT (V'(t, Un)- V'(t, Um)).(un- Um)dt 

e por (VO) e (2.4), existe mo E IV tal que 
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Logo, 

foT lün- üml2dt < ILT (V'(t, Un)- V'(t, Um)).(un- Um)dtl + ellun- Um li 

< loT IV'(t, Un)- V'(t, Um)llun- Umldt + ellun- Um li 

< (f IV'(t, u,.) - V'(t, Um)l'dt) ,,, llu. - Um li +e !lu. - Um li 

pela. desigualdade de Ca.uchy-Schwarz, para. m, n > m0• 

Como ( un) é uniformemente convergente, limitada. em WT,o e tp é de classe C1•1, 

existe c> O e m1 E N, ta.l que 

foT lün- üml2dt < 2ec, para. m, n > m1 

o que mostra. que (un) é de Cauchy em WT,o e portanto convergente. 

Segue então do Teorema 2.1 que existe u• E WT,o, ta.l que V~p(u*) =O, e o Teorema 
1.2 garante que u• é solução do problema.. 

Para demonstrar o próximo Teorema., colocaremos mais dua.s condições sobre a. 
função V; 

(V2) V é T-periódica. em t; 

(V3) limwl-++oo- V(t,q) = +oo. 

TEOREMA 2.3: Se V satisfaz (VO), (Vl), (V2) e (V3), a. equação 

ü + V'(t,u) =O 

u(O) - u(T) = ü(O) - ü(T) = O 
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possui no mínimo uma solução. 

Dem: A demonstração é análoga à do Teorema 2.2, considerando r.p : Wx ,P --+ B. 

Aqui, novamente, (VO) e o Corolário 2.1 garantem que r.p é de classe 0 1•1 e (Vl) que 
r.p é inferiormente limitado. 

Seja (un) sequência em Wx,P satisfazendo (2.4). 

AFffiMAÇÃO: Existe c> O, tal que, lun(t)l ~ c, Vt E [0, T]. 

Dem: Segue de (2.5) e da desigualdade de Cauchy-Schwarz que 

Ju.(r) - u,.( s) = li ü,.( t)dtl < T''' ( J.T Jü.( t)J'dt) 
112 

:5 T'i'211'( c+ KT)''', 

para Vr,s E [O,T]. 

Assim, se (un(t)) fosse ilimitada, para todo k E IV, existiria tk E [0, T] e nk E JN, 
tal que lun,(tk)l > k e 

lun,(t)j > lun,(tk)l-lun,(tk)- un,(t)l > k- T1122112(c + TK)112
, 

para todo tE [O,T], o que implica que lun,(t)l fica arbitrariamente grande. 

Assim, por (V3), seguiria que - V(t, un,) --+ oo quando nk --+ oo, e consequente­
mente - J:V(t, un,)dt --+ oo quando nk --+ oo. Com isso, teríamos 

r.p(un,) = ~ foT lün,l2dt -foT V(t, Un,)dt > -foT V(t, Un,)dt, 

contradizendo (2.4). 

Esse resultado juntamente com (2.5) garante que ( un) é limitada em Wx,p, e com 
isso possui uma subsequência fracamente convergente, denotada por ( un), que também 
convergirá uniformemente. 

Logo, dado e > O, para m e n suficientemente grandes, 

foT lün- Ümj2dt < e/2, 

conforme foi mostrado no Teorema 2.2, e 
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foT lun- Uml2dt < e/2, 

o que mostra que (un) é de Cauchy em WT,P e portanto convergente. 

A demonstração se completa com os Teoremas 2.1 e 1.2. 
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, 
CAPITULO 111 

A , , 

EXISTENCIA D~ ORBITAS HETERQCLINICAS 
ATRAVES DE MINIMIZAÇAO 

Nessa seção consideramos o sistema Hamiltoniano autônomo 

ü+ V'(u) =O (3.1) 

assumindo (VO) e (V1). Admitiremos que V tem um valor máximo V e definiremos 

M = {q E JRN /V(q) =V}. 

Consideraremos as seguintes hipóteses: 

(V 4) M tem no mínimo dois pontos e é finito. 

Por simplicidade vamos supor V= O, V(O) =O e mostrar a existência de soluções de 
(3.1 ), tais que, 

com q1 :f: q2 e qh q2 E M. Em outras palavras, mostraremos a existência de órbitas 
heteroclínicas ligando dois pontos de máximo de V. 

27 



DEFINIÇÃO 8.1: u: B---+ lf.H é uma solução heteroclínica de (3.1) se satisfaz (3.1) 
e se 

lim u(t) = 90 , lim u(t) =O e lim ü(t) =O, 
t-++oo t-+-oo t-+±oo 

onde 

V'(9o) = V'(O) =O e 9o =F O. 

Usaremos um método que consiste em encontrar soluções de (3.1) ligando 91 e 92 em 
um intervalo de tempo finito, e obtém-se então as soluções heteroclínicas como limites, de 
soluções com intervalos de tempo cada vez maiores. 

Consideremos q E M, q =F O, k E IN e a equação diferencial 

ü + V'(u) =O 
u(O) - O, u(kT) = q 

Definindo zt(t) = k~q, temos um problema equivalente em w = u - z•(t): 

onde V(t,w) = V(w + zt(t)). 

w + V'(t,w) =0 

w(O) - w(kT) =O 

Estudaremos essas equações usando o Teorema 2.2, considerando o funcional 

1lokT lokT t,Ok(u) = - lül2dt- V(u)dt. 
2 o o 

(3. 2) 

(3. 3) 

PROPOSIÇÃO 8.1: Se V satisfaz (VO)-(Vl), então (3.2) possui uma solução Ut, para 
todo k E lV. Além disso 

Dem: Considerando (3.3) em lugar de (3.2), podemos aplicar o Teorema 2.2 com 

28 



1 11cT 11cT _ 
'P~c(w) = 2 lo lwl2dt- lo V(t, w)dt , w E WlcT,o 

De fato: 

V é superiormente limitada e C1 , pois se trata da composição de duas funções supe­
riormente limitadas e de classe C1 • Além disso, 

IV'(t, Wt)- V'(t, w2)l = IV'(wt + z~c(t))- V'(w2 + z~c(t))l < 
< cjw1 + z~c(t)- w2- z~~:(t)l = cjw1- w2j, 

para w1, w2 E W1cT,o, suficientemente próximos, onde c é uma constante positiva. 

Aplicando agora o Teorema 2.2, obtemos Wlc E wlcT,O que é solução de (3.3). 

u~~: = Wk + z~~:(t) é solução de (3.2) e 

para todo w E wkT,O· 

No que segue, obteremos estimativas uniformes para os valores críticos c(k) = <p~~:(u~~:) 

e para as soluções (u~c), independentes de k. 

DEFINIÇÃO 3.2: Dado e> O, definiremos ae = minqfB,(M) -V(q), onde 

Note que ae >O se assumirmos (V5). 
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DEFINIÇÃO 8.8: Definiremos W,oc = { u : B --+ JRN absolutamente contínuas sobre 
todo intervalo limitado Jü E L2(JR, JRN) }. 

LEMA 8.1: Para. todo u E W,oc e r < s,tal que u(t) fi. Be(M) para. t E [r, s) 

11. 1. 2 r lül2dt- r V(u)dt > v'2ã:lu(r)- u(s)l (3.5) 

Dem: Seja. i= lu(r)- u(s)l e T =·Ir- si. 

Usando a. desigualdade de Ca.uchy-Schwarz e o Teorema. FUndamental do Cálculo, 

Segue desse fato e da. definição de ae que 

11. 1. f2 2 r lül2dt- r V(u)dt > 2T + lteT =f( r) (3.6) 

( )

1/2 
O mínimo de f é atingido em T = 2 ~. , e com isso (3.6) implica. (3.5). 

COROLÁRIO 3.1: Existe uma. constante Co> O, tal que 

Co < c(k), para. todo k ~ lV 

Dem: Para. e suficientemente pequeno, Be(O)n(Be(M) \{O})=~' e como a. função 
"'• = WA: + zA:(t) é contínua. eM é finito, existe r < s, tal que uA:(t) fi. Be(M), Yt E (r, s). 

Segue então do Lema 3.1 que 

<pA:(uA:) = ~ foA:T lü•l2dt- foA:T V(uA:)dt > ~ 1•lu•l2dt-1• V(uA:)dt > V2ã:'luA:(r) -u.(s)l 

Tomando a< linf{lx- yl/x E Be(O) e y E Be(M \{O})} e r,s adequados temos 
que lu•(r)- uA:(s)l >a, e 

c(k) = <pA:(uA:) > v'2ã;a =Co· 

COROLÁRIO 3.2: Existe c1 >O, tal que 
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c(k) < Ctt para todo k E N · 

Dem: Segue da Proposição 3.1 que existe u1 : [O, T) --+ B, satisfazendo (3.2) para k = 1. 

Considerando 

ü ( t) = { u1 ( t) se O < t < T 
1 q se T < t < kT 

extensão de Ut, segue que Üt E w.T,P e a Proposição 3.1 garante que 

Nos próximos resultados usaremos a seguinte característica do sistema (3.1): 

Dada qualquer solução de (3.1), fazendo o produto interno com ü, obtemos 

ü.ü + V'(u).u =O; 

ou seja; 

Assim, para todo k E IV, existe uma constante E., chamada energia, tal que 

(3.7) 

b) (u•) e (ü•) são uniformemente limitadas em (0, kT); 
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Logo, 

Por outro lado, como E~c = llü~c(O)I 2 + V(uk(O)) = llü~c(O)I > O, segue que 
lim~c-+oo E~c >O, demonstrando (a). 

c) Usando novamente (3.7) e que V(O) = V(q) =O, vem que 

~lü~c(O)I 2 = E~c = ~lü~c(kT)I 2 

A afirmação a) completa a demonstração. 

b) Se (u~c) nã.o fosse uniformemente limitada, para todo M > O e e > O suficiente­
mente pequeno, existiria k E IV e t~c E [0, kT], tal que lu~c(t~c)l > M e u~c(t~c) (/. Be(M). 

Sendo M0 = diam(M), é possível obter sE [O, kT], s > t~c satisfazendo 

Segue então do Lema 3.I que 

IfkT 2 rkT Ir r 2 lo lü~cl dt- lo V(u~c)dt > 2 lt,.lü~cl 2
dt- lt,. V(u~c)dt > clu~c(t~c)- u~c(s)l 

> c(M -Mo), 

onde c é uma constante independente de M. 

Mas pelo Corolário 3.2, temos que o lado esquerdó é limitado, o que implica que a 
desigualdade acima nã.o ocorre já que M é arbitrário. Consequentemente existe r1 > O, 
tal que 

sup lu~c(t)l < r1 
te[o,kT) 

Com isso, segue de (3.7), (VI) e a) que existe r2 >O, tal que · 

sup lü~c(t)l < r2 
te[o,kT) 

Portanto, ( u~:) e ( ü~:) sã.o uniformemente limitadas. 
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Começaremos agora o processo limite. 

Considere, (km)meJV, subsequência de (k). Por simplicidade vamos denotar Vm = 
ukm. Sejam (t!)me.IV e (t;)me.IV subsequências reais satisfazendo 

onde 

(sl) t!, t; E (0, kmT) 

(s3) lvm(t;)l < êo/2, lvm(t!)l = êo e lvm(t)l < êo, Vt E (t;, t!), 

êo = ~min{lql- q21/q17 q2 EM, ql -::/: q2} 

Definiremos uma sequência de funções por translação e extensão de Vm 

{ 

vm(t + t!) tE (-t!, kmT- t!J 
emft) = O tE ( -oo, -t!) 

q tE (kmT- t!, +oo) 

Como (3.2) é autônomo, em(t) é solução de (3.2) para t E (-t!, kmT- t!J e dado 
k E N, Um) e (em) restritas a (-k, k] são uniformemente limitadas. Com isso, (em) res­
trita a (-k, k] é equicontínua. 

Como (s2) garante que param suficientemente grande (-k, k] C [-t!, kmT- t!J, 
segue do Teorema de Ascoli-Arzelá que existe Um.), subsequência de (em), que converge 
uniformemente para uma função ek: (-k, k)--+ JRN que satisfaz (3.1) em (-k, k]. 

De fato: 

Sendo em. solução de (3.1), 

(3.8) 

donde concluímos que (em.) é uniformemente convergente e portanto uniformemente li­
mitada em (-k, k). Isso, juntamente com o fato de (ém.) também ser uniformemente 
limitada nesse intervalo, nos garante, pelo Teorema que Ascoli-Arzelá, que existe (em,.), 
subsequência de cem.), que converge uniformemente para uma função g em [-k, k). 
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Como a convergência de UmA) para e. também é uniforme segue que g = i• e que 

lmA --+ lk uniformemente em [-k, k] 

Passando (3. 7) ao limite, vem que 

f.- V'( e•) =O em [-k, k). 

Considerando agora a subsequência de (em) relativa a (emA) restrita ao intervalo 
[-k-1, k+ 1), obtemos (emA+t) subsequências de (emA) que converge uniformemente para 
uma função eHl: [-k -1, k + 1]--+ RN. 

Procedendo por indução, para todo j E IN podemos repetir o processo anterior 
obtendo subsequência de {em), tais que Um;+1 ) é subsequência de Um;)· Tomando então· 
a subsequência diagonal, que denotaremos ce!J, obtemos uma subsequência de Um) que 
converge localmente uniformemente para uma função e :R~ JRN, e esta satisfaz (3.1). 
Para verificar este último fato, basta notar que ek+1 restrita a [-k,k) coincide com e.: 

Logo 

Outro fato a ser demonstrado é que e1 ~ 0: 

de acordo com ( s2), e como 

Assim, e não é a solução trivial. 

LEMA S.S: a) limt--oo i1(t) =O= limt--oo e1(t) 

h) limt-+oo i1(t) =O e limt-+oo e(t) EM. 

Dem: Inicialmente mostraremos alguns resultados envolvendo a função e. 

Segue do Corolário 3.2, que para todo M E IN, 
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Tomando o limite quando mk --+ +oo,em,. --+ e1 uniformemente em [-M,M]. 
Logo, 

Quando M--+ oo, 1:00

- V(et )dt < Ct (3.9) 

Usando a conservação de energia dada por (3.6), vem que 

localmente uniformemente. Por outro lado, temos que (i~) e (i~) sã.o uniformemente 
limitadas sobre compactos, e com isso o Teorema de Ascoli-Arzelá. e o fato de que e~----. 
et localmente uniformemente, implica que e~(t) --+ i1(t) para todo tE Ele que 

!le1(t)l2 + V1(et(t)) =O, Vt E JR. 
2 

Integrando (3.10) e usando (3.9), 

(3.10) 

(3.11) 

Segue da condição (s3) e da definição de em que lem(t)l < eo, para tE (t;;- t!, 0). 
Usando agora (s2), vem que 

(3.12) 

a) Suponhamos que lilllc-+-oo et(t) :f O. Então, para a> O, em particular a< e0/2, 
existe tn--+ -oo, que juntamente com (3.12), satisfaz a < let(tn)l < eo. 

Segue também da Desigualdade do Valor Médio que para todos n E IV 

let(t)- e1(tn)l < sup li1(s)llt- tnl < clt- tnl < a/2, (3.13) 

desde que lt- tnl < e1 , onde e1 = af2c e c é uma constante positiva. 

Por outro lado, temos que no anel 
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A= {z E B!f /a/2 '5: lzl < eo + a/2} 

a função -V assume um valor mínimo, pois A não contém nenhum de seus zeros. Assim, 
para lt- tnl < e~, (3.13) garante que et(t) não será zero de V. Com isso, podemos então 
afirmar que existe e2 > O satisfazendo 

Integrando em [tn - e1, tn + t:t], obtemos 

o que contradiz (3.9). 

Portanto, liiDt--oo et(t) =O. Usando agora (3.9), temos 

demonstrando assim a). 

h) De (3.10) e (3.11), obtemos 

O= lim lê1(t)l2 = -2 lim V(et(t)) = -2V( lim et(t)) 
c-+oo c-+oo t-+oo 

PROPOSIÇÃO 3.2: A equação (3.1) possui uma órbita heteroclínica começando em O 
e terminando em M \ {O}. 

Dem: Considere km = m, m E IV, e, t~, t; E [0, kmT], satisfazendo 

lvm(t~)l = eo, lvm(t)l < eo Vt < t~ 

e t; = O. Se mostrarmos que (t~) e (t;) satisfazem (s1), (s2) e (s3) podemos aplicar o 
processo limite descrito anteriormente e o Lema 3.3 . 

É claro que {s1) e (s3) são verificados. Para mostrar (s2), considere o seguinte 
problema de valor inicial 
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ü + V'(u) =O (3.14) 

u(O) = O e ü(O) = a (3.15) 

Sendo u uma solução de (3.14) - (3.15) e observando que u = O é solução para a = O, 
segue da dependência contínua das condições iniciais que 

lu(t)l < cekilal, onde c e k são constantes 

Logo, paraM> O, se lal < eofcelcM e O< t < M, u(t) E B,0 (0). 

Pelo Lema 3.2, para todo e > O, existe k E JN, tal que, lü~c(O)I < e. Assim, 
u~c(t) E B,0 (0) se O < t < M. Como lvm(t~)l = eo, temos t~ > M, o que mostra a 
primeira parte de (s2) já queM é arbitrário. 

Para mostrar que limm ..... +oo kmT- t~ = +oo, considere o problema de valor inicial 

ü+ V'(u) =O 

u(kT) = q e ü(kT) =a. 

Como u = q é solução para a = O, segue novamente da dependência. contínua da.s condições 
iniciais que 

lu(t)- ql < eeitlal, onde c e k são constantes. 

Logo, para. M >O, se lal < eo/eeTi(M-IcmT) e O< t < M- kmT, u(t) E B,0 (q). 

Pelo Lema 3.2, para. e > O, arbitrário, existe k E N, tal que lü~c(kT)I < e. Assim, 
u~c(t) E B,0 (q) se O< t < M- kmT. Como lvm(t~)l = eo, temos t~ > M- kmT, ou seja, 
kmT-t! >M. 

Aplicando então o processo limite e o Lema. 3.3, encontramos uma. solução não trivial 
et de (3.1) que será uma órbita heteroclínica. se liiilt ..... +oo e1(t) EM\ {O}; caso contrário 
temos uma. órbita. homoclínica.. Vamos supor que estamos nessa. situação. 

Seja t1 E B, tal que, e1(t) E B,0 t3(0) Vt > t1
• Observe que t1 >O, poislet(O)I = eo. 

Consideremos a. sequência (e!a) definida. no processo limite. Como e!a(t) assume o valor 
- . t ' - + t . O - t1 + k T t+ q, eXIs em numeros Tm e Tm, aiS que, < Tm < < Tm < m - m e 
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Vamos definir t;1 = t! + .,.,;, t:n+ = t~ +r;!; e mostrar que (t:n+) e (t:n-> satisfazem 
(sl), (s2) e (s3). 

(sl) Como O< r;< t1 < T;!; < kmT- t~, temos O< t~ +r; < t! +r~< kmT; ou 
seja; t:n-, t:n+ E [O, kmTJ· 

(s3) e:n é obtida transladando t1m de t~. Logo, 

e como le:n(t)l < eo, Vt E (r;, r;!;), temos que 

(s2) Para mostrar que liiDm-++oo kmT- t:n+ = +oo, tomamos a subsequência de 
(vm) correspondente a (e~) e procedemos como antes. Quanto à. outra parte, precisamos 
mostrar que (r;!; - r;) vai para infinito, De fato: 

Desde que O< r,";< t:n, é suficiente mostrar que lim r~= +oo. . m-++oo 

Supondo que (r;!;) é limitada, obtemos subsequências (r;!;) e (r,;.) que convergem 
para r+ e r-, respectivamente, com O < r- < t1 < r+. Como 1e:n ( rl) I = eo teríamos 
le1(r+)l = e0, o que contradiz a definição de t1• 

Aplicando novamente o processo limite, obtemos uma sequência (e!) que converge 
localmente uniformemente para uma solução e de (3.1) que não é identicamente nula, 
pois 

e com ISSO 

e é uma órbita heteroclínica se limt-++ooe(t) =O, caso contrário temos uma órbita 
homoclínica. Admitindo que estamos nessa situação obtemos t2 E B, tal que, e(t) E 

B•o/3(0) se t > t2• Note que t2 > O, pois le2(0)I = eo. Considerando a sequência (e!) 

38 



definida anteriormente, o fato das e! 's assumirem o valor q nos garante a existência de 
números 'T.l+ e T.1- tais que O < T.1- < t2 < 'T.l+ < k T - ti+ e m mt , m m m m 

Definindo t2- - ti+ + T.1- e t2+ - ti+ + 'T.l+ é possível mostrar usando os mesmos m-m m m-m mt , 

argumentos usados anteriormente, que (t!t) e (t!a-) satisfazem (s1), (s2) e (s3). Aplicando 
então o processo limite obtemos uma sequência (e!) que converge localmente uniforme­
mente para uma solução não identicamente nula e de (3.1). 

Repetindo esse processo e assumindo que em cada caso encontramos uma órbita 
homoclínica, obtemos sequências (t~), (t!t), ... , (t!n), ... , tais que 

lim ti+- ti-l+= +oo e lv (ti+)l =e · Vi E IN m-+oo m m m m o, • 

Isso, juntamente com o Lema 3.1 e o fato das tlms terem derivada limitada contradiz 
(3.9) e (3.11). 

TEOREMA S.l: Se a potencial V satifaz (VO), (Vl), (V4) e (V5) então para todo 
q E M a equação (3.1) possui no mínimo duas órbitas heteroclínicas, a primeira 
começando em q e a segunda terminando em q. 

Dem: Pela Proposição (3.2) a equação (3.1) possui no mínimo uma órbita heteroclínica 
começando em O e terminando em M \ {O}. 

Trocando a condição de fronteira u(O) =O, u(kT) = q por 

u(O) = q, u(kT) =O 

e mudando os argumentos de uma forma conveniente, obtemos uma órbita heteroclínica 
começando em M \{O} e terminando em O. 
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, 
CAPITULO IV 

EXISTÊNÉCIA DE ÓRBITAS PERIÓDICAS 
ATRAV S DO PASSO DA MONTANHA 

Nesse Capítulo provaremos um teorema. de existência. para. órbitas periódicas em uma. 
situação diferente. Aqui não assumiremos que o funcional é inferiormente limitado, o que 
elimina. a. possibilidade de minimiza.ção. Contudo, existe uma. situação geométrica. que 
ainda. garante a. existência. de pontos críticos, situação esta., dada. pelo Teorema. do Passo 
da. Montanha.. A prova. desse teorema. é baseada. em uma. versão do Lema. de Deformação 
ligeiramente mais precisa. que a. do Capítulo 11. 

LEMA 4.1: Sob as hipóteses do Lema. 2.1, dado ê > O existe O < e0 < ê e uma 
deformação 'I satisfazendo (Dl), (D2), (D3) e 

(D4) fi(T,u) = u, Vu E ~- 1 ((-oo,c-êJU[c+ê,+oo)) 

Dem: A demonstração é análoga. à. do Lema. 2.1. 

AFIRMAÇÃO 1: 3e >o e b >o, tal que, IIVcp(u)ll > b, Vu E ~- 1 ([c- e, c+ e]) 

Dem: análoga.. 

Considere os conjuntos 
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A= {u e H/cp(u) < c-i}U{u e H/cp(u) > c+i},B = {u e H/c-e< cp(u) < c+e} 

e a função 

lu-AI 
g(u) =lu- AI+ lu- Bl 

Como A e B são fechados e A n B = ~ (para e adequado), g está bem definida e 
satisfaz g(u) =O seu e A, g(u) = 1 seu e B e O< g(u) < 1. Temos também que g é 
localmente Lipschitz, pois se trata da função de Uryson diferenciável. 

Em lugar de (2.2) consideremos 

ri= -g(q)h(IIVcp(q)II)Vcp(q) (4.1) 

q(O) = u (4.2) 

onde h: R+--+ B é a mesma da demonstração do Lema 2.1. 

O fato da função do segundo membro ser localmente Lipschitz, pois se trata do pro­
duto de função localmente Lipschitz, nos garante que existe uma única solução local e 
contínua de (4.1)- (4.2). 

AFmMAÇÃO 2: Seja q(T,u) uma solução de (4.1) - (4.2) no tempo T. Então, para 
todo u e H,q(·,u) pode ser estendida para todo T. 

Dem: A função do segundo membro de ( 4.1) é limitada. Para verificar isso, basta consi­
derar os casos em que IIVcp(fJ)II > 1, IIVcp(q)ll < 1 e concluir que llrill < 1. 

Segue então de um resultado clássico para equações diferenciais ordinárias que · '1 
pode ser estendida para todos T. 

Mostremos agora (DI), (D2), (D3) e (D4) 

(D1): Segue da definição de q; 

(D2): Usando (4.1), vem que 

~: (q(T, u)) = -g(q)h(IIVcp(q(T, u))II)IIVcp(q( T, u))ll2 < O. (4.3) 
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Integrando de O a. r, r E [0, 1], obtemos <,o( 'I( r, u)) ~ <p(u), para todo u E H e 
r E [0, 1]. 

(D3): Tomando ~o < min(e,i, lJ2j2, 1/2), usando afirmação 1 e (4.3), a. demons­
tração segue análoga. a. que foi feita. no Lema. 2.1 ; 

(D4): Seu E <p-1((-oo,c-ê]U[c+i,+oo)), g('l(r,u)) =O e consequentemente, por 
(4.1), f]( r, u) =O. Segue daí que 'I( r, u) = u para todo u E <p-1(( -oo,c-i] U[c+ê, +oo)). 

TEOREMA 4.1: (Passo da Montanha.) 
Sejam H um espaço de Hilbert e <p : H --+ B um funcional C1•1 satisfazendo a 

condição (P.S.) e 

(<,o1) Existe p >O e a> O, tal que 

<p(u) ~a, Yu E 8Bp(O) 

(<p2) <p(O) =O e existe e E H\ Bp(O), tal que <p(e) <O. 

Então, <p possui um ponto crítico com valor crítico maior ou igual a a. 

Dem: Definamos r o seguinte conjunto de caminhos 

r= {g E C([O,l], H)/g(O) =O e g(l) =e} 

e 

c = inf sup <p(g( s)) 
ger •e[o,t) 

AFmMAÇÃO 1: a <c< +oo 

Dem: (0, l]~H....!..tB. 

Como [O, 1] é compacto e <p e g são contínuas, <p o g assume máximo; ou seja; <p o g é 
limitado superiormente. 

Por outro lado, para Yg E r, existe SoE (0, 1), tal que, llg(so)ll = p. Segue então de 
(<,o1) que <p(g(so)) >a, para toda g em r. Logo, 

sup <p(g(s)) >a, Yg E r 
•E[O,l) 
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e consequentemente c > a. 

AFffiMAÇÃO 2: c é valor crítico de tp. 

Dem: Mostraremos que se a afirmação 2 não for verdadeira é possível obter g E r que 
contradiz a definição de c. 

Supondo então o contrário, podemos aplicar o Lema. 4.1 para. ê = a/2 e obter e0 e 77 
dados por esse resultado. Escolhamos agora. g E r, tal que, 

sup tp(g(s)) <c+ êo 
•E(O,l) 

e definamos g(s) = 77(1,g(s)). O fato de que 

a - eo > a - a/2 = a/2 > O 

(4.4) 

e a. hipótese (tp2) nos ga.ra.ntem que {0, e} C tp-1(( -oo, c- e0]), o que juntamente com 
(D4) nos dá que 

g(O) = fJ(1,g(O)) =O e 9(1) = fJ(1,g(1)) =e 

mostrando assim que g E r. 

Por outro lado, segue de (D3) e (4.4) que 

o que contradiz a definição de c. 

sup tp(g(s)) <c- eo 
•E(O,l) 

As afirmações 1 e 2 demonstram o resultado. 

Para. o próximo Teorema., assumiremos que a. potencial V pode ser decomposta. em 

1 
V(t,q) = -

2
L(t)q·q+ W(t,q) (4.5) 

satisfazendo, 

(VO) V é de classe C1•1; 

(V2) V é T -periódica. em t; 
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(V6) L : [O,T) -+ MN(B) é contínua, T-periódica e L(t) é simétrica e positiva 
definida; 

(V7) W é superquadrá.tico; isto é; existe p > 2 satisfazendo 

O< pW(t,q) < W'(t,q) · q, Vq ::j O. 

Destacamos duas consequências das afirmações (V6) e (V7), que serão utilizadas na 
demonstração do próximo resultado. 

AFIRMAÇÃO 1: Existem constantes c1 >O e~> O, ta.is que, 

W(t,q) > c1lql" se lql > 1 (4.6) 

e 

(4.7) 

Dem: Seja j(T) = W(t,Tq),T E B. 

Derivando f e observando que por (V7) pW(t,Tq) < W'(t,Tq).Tq segue que 

Multiplicando ambos os membros dessa desigualdade por T-p., obtemos 

Considerando agora os casos em que lql < 1, lql > 1 e integrando essa nova desigual­
dade de 1/lql a 1 e de 1 a 1/lql respectivamente, vem que 

W(t,q) > W(t, l:l )lql" se lql > 1 

e 

W(t,q) < W(t, l:l)lql~' se lql < 1. 

Mas, se q E BN, qflql E 8Bt[O) e sendo a Bt[O) compacta e W contínua, segue que, 
existem constantes positivas c1 e~' ta.is que, 
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e 

W(t,q) < ~lql" se lql < 1. 

AFIRMAÇÃO 2: Existe c> O, tal que L(t)q · q > clql2 , Vq E JRN e Vt E [O,T]. 

Dem: Segue de um resultado básico de Álgebra Linear que 

L(t)q · q > c,lql2, Vq E~ e tE [O,T]. 

Considere a aplicação 

"Y: [0, T]--+ JR+ \ {0}. 

h-+Ct 

Como "'f é contínua e [0, T] é compacto, existe c E JR+ \ {0}, tal que, c, > c, Vt E [0, T] e 
o resultado segue. 

TEOREMA 4.2: Sob as hipóteses (VO), (V2), (V6) e (V7), a equação 

ü + V'(t,u) =O 

u(O) - u(T) = ü(O) - ü(T) = O 

possui no mínimo uma solução não trivial. 

Dem: Consideraremos o funcional 

1 IT IT 
cp(u) = 2 lo lül2 + L(t)u · udt- lo W(t,u)dt 

definido sobre o espaço WT ,P, e mostraremos inicialmente que cp satisfaz as hipóteses do 
Teorema 4.1 
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(i) 1fJ verifica as condições geométricas (lfJl) e (~P2). 

Pela afirmação 2, 

~ kT lül2 + L(t)u · udt > ~ kT lül2 + clul2dt > dllull2 (4.8) 

onde d é uma constante positiva. Por outro lado, segue da Proposição 1.2 que existe uma. 
constante c3, tal que 

sup lu(t)l < c311u11, Vu E WT,P· 
tE[O,T) 

Tomando p1 = 1/c3, segue da. desigualdade acima e de (4.7) que se llull ~ Pt 

JoT W(t, u)dt < JoT C2lul"dt < c2T~IIull" = C4llull"· 

Logo, de (4.8) e (4.9), 

lfJ(u) > dllull2 - c4llull" se llull < Pt 

e consequentemente 

lfJ(u) > dp~- c4p't se llull = Pt· 

Escolhendo p < min(1/c3,(d/c4)"-1
) e a= dp2 -~P", 

lfJ(u) >a se llull = p 

mostrando assim (lfJ1). 

(4.9) 

Para. mostrar ( 1{)2), observamos que lfJ(O) = O e consideramos v E Wx,P, v -:/ O. Se 
T > 0, 

cp( TV) - T
2 G J.T li>l2 + L(t)v • vdt) - J.T W(t, Tv)dt 

- r 2 (~ kT lvl2 + L(t)v · vdt)- (L W(t,rv)dt +L W(t,rv)dt), 

onde 

k1 ={tE [O,T]: lrv(t)l > 1} e k2 ={tE [O,T]: lrv(t)l < 1}. 
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Agora., 

-L W(t, rv)dt <O e -L W(t, rv)dt < -cilrl" L
1 

lvl"dt, 

por (4.6), e com isso 

<p(Tv) :5 ,.• G { IW + L(t)v • vdt) - c\'1,.1" J.. lvl"dt. 

Tomando T suficientemente grande e definindo e= rv, temos 1p(e) <O. 

(ii) 1p satisfaz a condição (P.S.). 

Seja (un) sequência com WT,P, tal que, 

( ~P( Un)) é limitada 

(V~P(un)) converge a. zero 

Para n suficientemente grande, segue de (4.11) que 

Em particular, 

e por (4.10), existe c> O, tal que 

1 
c+ llunll > ~P(un)- 2(V~P(un),un) 

- ip(Un)- ~ loT lünl2 + L(t)un · Un- W'(t,un) · Undt 

- ~ loT W'(t, Un) • Undt- loT W(t, Un)dt. 

Usando então (V7), 

c+ llunll >(i -1) loT W(t,un)dt. 

Agora, por (4.8) e (4.10) 
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ou seja; 

dllunll2 <C+ foT W(t, Un)dt. 

Dessa desigualdade e de (4.12), obtemos 

dllunll
2 < (1 + p 

2 
2) c+ p 

2 
211unll, 

o que mostra que (un) é limitada em WT.P· Usando um argumento análogo ao que foi 
usado na demonstração do Teorema 2.3 obtemos (un,), subsequência de (un), eu E WT,P, 

tal que 

lluni - ull -+ O, quando j --+ +oo 

mostrando assim, que <p satisfaz a condição (P.S.). 

Segue então do Teorema 4.1, que existe v E WT,P, tal que Vcp(v) =O e consequen­
temente solução do problema. 

Observações: 

(4.1) (4.5) Juntamente com (V6) e (V7), contrastam com a hipótese (V2) do Capítulo 
11, onde consideramos V superiormente limitada. 

( 4.2) A hipótese (V6) mostra que a aplicação L, define uma norma equivalente em 
BN, fato que será. explorado no próximo Capítulo. 
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, 
CAPITULO V 

EXISTÊNCJA DE ÓRBITAS HOMOCLÍNICAS 
ATRAVES DO PASSO DA MONTANHA 

Nesse Capítulo, encontramos órbitas homoclínicas para um sistema Hamiltoniano 
como aquele considerado no Capítulo IV. Utilizaremos um processo limite análogo ao uti­
lizado na seção 3, onde a sequência de soluções, dessa vez 2kT -periódicas, serão obtidas 
aplicando o Teorema do Passo da Montanha. 

No que segue, assumiremos que a potencial V pode ser escrita como 

. 1 
V(t, q) = - 2L(t)q · q + W(t, q), 

onde são admitidas (VO), (V2), (V6) e (V7) e adicionalmente (V8) W'(t, q) = O(lql), 
quando q---+ O uniformemente para tE [0, T]. 

DEFINIÇÃO 5.1: Uma solução u : B ---+ B,N da equação ü + V'(t,u) = O é dita 
homoclínica se 

lim u(t) =O= lim ü(t) 
t-+::l::oo t-+::l::oo 
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TEOREMA 6.1: Se V satisfaz (VO), (V2), (V6), (V7) e (V8), então a equação 

ii + V' ( t, u) = O 

u(+oo) = u(-oo) = ü(+oo) = ü(-oo) =O 

possui no mínimo uma órbita homoclínica não trivial. 

Dem: Dado k E IV, consideremos o sistema 

ii + V' ( t, u) = O 

u(O) - u(2kT) = ü(O) - ü(2kT) = O 

Trocando T por 2kT em (V2) e (V6) e considerando 

(5.1) 

(5.2) 

(5.3) 

(5.4) 

l{)k: w2kT,P-+ R e r-.= {g E 0([0, 1], w2kT,P)/g(O) =o e g(1) =e-.} 
1 (2kT (2kT 

u 1---+ 2 lo lul
2
dt- lo V(t, u)dt 

obtemos pelo Teorema 4.2 uma solução u-. de (5.3)- (5.4) 2kT-periódica cujo valor crítico 
é dado por 

c-.= inf sup 1{)-.(g(s)). 
,er, •e(o,t) 

As sequências ( u-.) e (c-.) podem ser estimadas, independentes de k. S~ considerarmos 
e E W2kT,P, tal que, e(O) = 0, e(2T) = 0 e 'fJt(e) < 0 (é possível obter tal elemento, 
conforme foi verificado na demonstra~ do Teorema 4.2), podemos definir e-. E W2kT,P, 

por 

(t) = { e(t) se O< t < 2T . 
e-. O se 2T < t < 2kT 

Assim, 

1 (2kT f2kT 1 (2T (2T 
I{)-.( e-.)= 2 lo le-.l

2
dt- lo V(t, e-.)dt = 2 lo lel

2
dt- lo V(t, e)dt = c,o1(e) <O 

Definindo 

g-. : [o, 11 -+ W2kT,P 
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temos que 9k E r~e, e com isso, 

ou seja.; 

o < Ck :5 M1' Vk E IV. 

Do fato de que Vt,f'~e(u~e) =O e de (V7), obtemos 

e por (4.8) 

dllu•ll' < ~ J.'.,. lú•l' + L( t )u •. u•dt = <• + J.'.,. W ( t, u• )dt < <• ( 1 + p. 
2 

2) 

donde concluímos por (5.5) que existe M2 > O satisfazendo 

llu~ell < M2, Vk E N. 

Por outro la.do, pa.ra. toda. função u E WT,P 

lu(t) < lu(T)I + 11' ü(s)dsl 

(5.5) 

(5.6) 

(5.7) 

e como toda. função desse espaço pode ser estendida. pa.ra. todo t E B, podemos integrar 
ambos os membros da. desigualdade acima. em [t- 1/2, t + 1/2], obtendo assim 

l.Hl/2 [_+1/2 1H1/2 
lu(t)l < lu(T)IdT + I ü(s)dsldT 

f-1/2 f-1/2 .,. 

Usando agora. a. desigualdade de Ca.uchy-Schwa.rz, 

( 
Hl/2 )1/2 

lu(t)l <c 1 lü(T)I2 + lu(T)I2dT , 
f-1/2 

(5.8) 

onde c é constante. Logo, 

llu~eiiL 00 (0,2kT) < cllu~ell 

c constante, o que juntamente com (5. 7) garante que existe M3 > O, tal que 

(5.9) 
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Usando (5.8), podemos também estimar (ü•) na norma L00
• De fato: 

Como 

segue de (5.9) que 

onde M4 é uma constante positiva. Elevando ao quadrado integrando, obtemos 

l t+l/2 2 
lü•l dt < Mfí. 

t-1/2 

Aplicando então (5.8) pa.ra ü•, temos 

de onde concluímos que 

M6 constante. 

Aqui é conveniente definir a seguinte função como translação de u•: 

(5.10) 

Como as estimativas (5.9) e (5.10) também se aplicam a (v•) e (v•) respectivamente, 
podemos a.tra.vés de um processo diagonal análogo ao que foi usado no Capítulo 111, obter 
uma subsequência de ( v•) que converge localmente uniformemente pa.ra uma função v que 
é solução de (5.1). 
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AFIRMAÇÃO 1: 

foo lvl2 + L(t)v · vdt < oo. 

Dem: Denotando por (v~) a subsequência acima mencionada, não é difícil mostrar usando 
o Teorema de Ascoli-Arzelá. que toda subsequência de (v~) possui uma subsequência que 
converge localmente uniformemente para v. Usando então um resultado de análise para 
convergência de sequências conluímos que 

v~--+ v, localmente uniformemente. 

Assim, para todo M E IN, temos que 

j_: lv~l 2 + lv~l 2 dt--+ j_: lvl2 + lvl2dt, quando k--+ +oo, 

onde, por (5.7), 

1M lvl2 + lvl2dt < M:. 
-M 

Fazendo agora M --+ +oo, obtemos 

que com a observação (4.2) completa a demonstração. 

AFIRMAÇÃO 2: v não é identicamente nula. 

Dem: Como Vt,O~(u~) =O, temos 

e por (4.8) 

l
~T 

dllv~ll 2 < W'(t, v~)· v~dt. 
-~T 

Vamos definir uma função Y : m.+ --+ m.+, tal que Y(O) = O e 

Y(s) = maz { W'\~t q ft E (0, T], lql < s} · 
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Segue de (V7), que Y E C(JR+, JR+), Y(s) >O se s >O e Y é monótona crescente. 

Observamos que seu é uma solução 2kT-periódica de (5.1), então v(t + jT),j E ~, 
é também uma solução. Isso nos permite transladar Vk se necessário, de tal forma que o 
seu máximo seja sempre atingido no intervalo [0, T]. Segue então da definição de Y, que 

W'(t, Vk) • Vk lvkl2 ~ Y(llvkiiLoo ), Vt E [-kT, kT] 

e por (5.11) 

Logo, Y(llvkiiLoo) >de consequentemente para uma constante..\> O dada 

o que mostra que v ":tO. 

Mostraremos agora (5.2). 

Segue da afirmação 1, que 

1m +I 
m lvl2 + L(t)v · vdt ~O quando m ~ ±oo. 

Aplicando então (5.8) e a observação (4.2) para a função v, temos 

lim v(t) =O. 
t-::t:oo 

Esse resultado juntamente com (VS), implicam que 

[+IIW'(t, v)l2dt ~O quando m ~ ±oo. (5.12) 

Por outro lado, sendo v solução do problema 

~- ~L(t)v + W'(t, v) =O 

donde, 

lvl < ~IL(t)vl + IW'(t,v)l. 
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Elevando ambos os membros ao quadrado e integrando em (m, m + 1], temos 

Segue então da. a.firma.çã.o 1 e de (5.12) que 

[

+1 
m lvl2dt ____.o quando m--+ ±oo. (5.13) 

Isso, juntamente com a. afirmação 1 e (5.8) aplicado a v implicam que 

lim v(t) =o. 
t-::l:oo 
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