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RESUMO

0 objetivo deste trabalho & apresentar a derivagao
da Equagdc de Schrodinger da Mecdnica Quintica, que mostra a equi
valéncia desta com um certo tipo de processo estocastico, o qual é

semelhante ao Movimento Browniano.

Desenvolvemos também alguns elementos da formula-
¢ao matematica da Mecanica Quantica, conceitos basicos da  Teoria

de Probabilidade e Processos Estocasticos.



INTRODUCAO

Desde 0 nascimento da Mecanica Quantica nas primeiras -
trés décadas deste século, eram grandes e bem conhecidas as contro
vérsias sobre a natureza da Mecdnica Qpéntica como uma teoria cien
tifica. Estas controversias eram debatidas entre os mais famosos
cientistas que ajudaram a desenvolver a Mecanica Quantica; comoe
exemplo, podemos citar o famoso debate de Sélvay entre Einstein e
Bohr. No livro de M. Jammer, conforme referéncia [10] uma histd
ria detalhada destas controversias & relatada. Vamos usar Jammer

como referéncia geral nesta introducao.

Neste trabalho nos estamos interessados principalmente ,
em uma das controvérsias, que & o conceito de trajetdria de uma
particula. Fm Mecanica Quantica por certas razoes ndo & permitido
imaginar que a particula sempre tem uma posigao bem definida como
na fisica classica [12]. A Mecanica Quintica abandona o conceito
classico de trajetoria bem definida. O exemplo padrao disto & o
experimento da "dupla fenda” de Young, onde observamos que ndo &
valido dizer que uma particula passa por uma ou outra fenda [2 ] .
Neste trabalho vamos apresentar uma interpretacao da Mecanica Quan
tica chamada INTERPRETACAO ESTOCASTICA DA MECANICA QUANTICA. Nesta
interpretacao imaginamos gue o movimento estocidstico de uma parti-
cula & similar ao Movimento Browniano. Isto e, assumimos que a po
sigao da particula pode ser descrita por um processo de Markov. Fa
zendo certas identificacdes a Equacdo de Schrodinger, a equacdo ba

sica da Mecanica Quantica, & demonstrada.



N

Daremos a segulr, uma breve histéria desta interpretagéo.

Em 1828, o botanico inglés R. BROWN, observou que graos
de pblen quando disseminados na agua, apresentavam um movimento er
ratico ou cadtico. Tal movimento, hoje em dia conhecido sob o no-
me de Movimento Browniano, terxia permanecido misterioso e incompre
ensivel n3o fosse a formulagdo matemdtica, via a teoria cinética
da matéria, dada quase 80 anos depois (1905), por A. Einstein [4],
onde ele deduz, entre outras coisas, a importante equagao de difu-
520
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na qual p=p(xt) representa a concentragao cu densidade de probabi

lidade das particulas e D &€ a constante de difusao.

Em 1932, E.Schrodinger publicou um trabalho [Veja Jammer]

onde ele compara a sua equagao de onda

= 5 2V
Hy = 1R o

com a citada equagao de difusdao:; © que, juntamente com observagoes
de outros pesquisadores, deu inicio a interpretag¢dao da Mecdnica
Quantica como uma teoria cliassica de probabilidade ou Processos Es
tocasticos, e como tal, conceitualmente de mesma estrutura que a
teoria do Movimento Browniano de Einstein-Smduchowski ou o seu ul
terior refinamento a teoria do Movimento Browniano de Ornstein-
Uhlenbeck [:3]. Dentro deste contexto, uma importante contribui-
cao foi dada por E. Nelson em 1966 [13]. Neste trabalho ele mos-
trou que dado qualgquer processo quantico especifico, isto &, dado

qualquer hamiltoniano H e fungao de onda lnicial w(x,to) existe
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em correspondéncia um equivalente processo de Markov no espago de
coordenadas, tal que, sua densidade de probabilidade p(xt) coinci
de, em qualquer instante, com aquela prevista pela Mecanica Quanti

ca, qual seja 1¢(xt)]2 .
Passamos a segulr a descrever o conteudo deste trabalho.

No Capitulo I, desenvolvemos alguns elementos do formalis

mo matemdtico da Mecanica Quéntica em Espagos de Hilbert.

No Capitulo II, fizemos um resumo dos resultados basicos
da teoria de Probabilidade e Processos Estocasticos, necessarios

para a compreensao do que vem a seguir.

No Capitulo 11I, fizemos a derivagao estocdstica da egua-
cao de Schrodinger para o observavel posigdo, no caso nao relati-

vistico.

No Capitulo IV, apresentamos um resumo dos resultados. Fi
zemos alguns comentdrios e damos referéncias para situagles mais
gerais, isto e, para o caso relativistico e observaveis quaisquer.
Também damos referéncias para criticas contra a Interpretacao Esto

castica da Mecanica Quantica.



capITULO I

0 FORMALISMO DA MECANICA QUANTICA EM ESPACOS DE HILBERT

I.A) INTRODUCEO:

A formulacao da Mecdnica Quintica como um cilculo de ope
radores em espag¢os de Hilbert, & devida a John Von Neumann, a gqual
se encontra exposta em seu tratado clissico sobre os fundamentos
matematicos da Mec@nica Quantica. [16]

O proposito deste caplitulo & apresentar um breve esbogo
deste formalismo para sistemas com um nimero finito de graus de 1i

berdade, nac se levando em conta efeitos relativisticos.

I1.B) PRELIMINARES MATEMATICOS:

Com o objetivo de desenvolver a notagao, vamos apresen-
tar alguns preliminares matemidticos.

Um espago de Hilbert H , & um espago com produto inter

no, positivo definido, em geral sobre o corpo dos complexos, o© -

qual & completo com respeito a métrica gerada pelo produto interno;
em outras palavras, um espago de Hilbert X , consiste dos seguin

tes ingredientesg:
1¢) H & um espaco vetorial,
2¢) Em H estd definido um produto interno, isto &, uma fungdo:
(+) :+ HxH~C
com as seguintes propriedades:

i) {e + ¥) = E‘P ;@)



ii) (hv, v} =

iii) (@l + Yo ! v}

.10.

MYy )

iv) {vsrv) & um nimero real n3ao negativo, o qual & zero
somente quando ¢ = 0,
Nas propriedades acima, v, Cqr Por ¥ pertencem a MH,
C e (¢ , ¢) esta significando o complexo conjugado de -
©)

39) Em H, a fungdo d : H x H + R, definida por:

neaqr

para

nido

para

a (¢

L4

0y = [te= v, v-p ]2

€ uma métrica relativa a qual H & completo; ou seja, qualquer

sequencia de Cauchy (wn) de elementos de H, converge para um

elemento ¢ de H:; em outras palavras, se |l -9 ||+ 0 quan

do m,n +» =, entac existe ¢ em H, tal que {wm) >y,

Uma aplicacgao

sa

gualquer oa,B € C

0 Adjunto A*

¥y »¢ = Ay de H em H € um operador 11

o Apy + B Aﬁz

e qualguer ¥yo ¥, € H .

de um operador A & o Unico operador defi

pela seguinte condigao:

qualquer v,y € H

Quando A* =

Mostremos que

{y

A,

’ Alb} = (A* ‘:D_r ‘p)

A diz~se auto-adjunto ou Hermitiano,

A" =a .,



11,

Com efeito, pela definig¢ao do operador adjunto de A te-

mos as sequintes relagodes:

(1} (A*, ) = (¢, Ap)

{(2) ((A*)*w, v) = (¢, A*} , para quaisquer y e v,
Pox conjugagao da relagao (1} obtemos:

(3) (v, A*¢) = (Ay, ¥)
Comparando~se (2} e (3) temos que:

(4) (a9 %, ») = (Ay, V)

Disto resulta gue (A*)* = A, De fato, da relagao {4) temos que:

(5) ([(a*)*-2aly,¢) = 0 , para quaisquer ¢, ¥ .
Desde que v & arbitrdrio, fazendo-se em (5) v = [(A*)*-aJy, re
sulta:
* 2 * *
(6) || [(ax)y™-alsp[® = ([(a%)7"-ay, [(a® 7 -aly) = o0

e dal obtemos:
[an*-aly = 0

ou ainda

*
(A*) ¢ Ay
e assim, ja que ¢ & arbitrario,

A -

*
(A*)
|»

Os ¢ € H tais que Ay = 3¢ para algum i, s3o chama-

dos de aqutovetores do operador A, associado ao autovaleor A
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Mostremos que se A é um operador Hermitiano, entdo seus
autovalores sao reais,
De fato, seja ¢ tal que AY = ay

(Ay, 9), entao

]

Como (¢, Ay)

Il

(b, GRU) (G‘Pr 11’)

e daf

fi

aly, ¥) af, v) .

Logo, @ = a , pois ¢ #0 ., q

Dados A € L{H,H) onde L(H,H) = {T:H » H; T linear }

e $ €EH, ¢ #£0, consideremos o seguinte numero: v, Av)

(b,y)
Temos que:
[{w, Ay)} _ v, AW _ Ay, v)  _ (v, A*y)
(b, 9) (b, 9) (¥, ) (¢, ¥)
Logo, se A* = A, entao
(v, Aslj) & R
($,9) ‘ 0

Denotemos tal nlimero por <A> o qual sera chamado a

media do operador hermitiano A. (*)

Observemos que < A-<A>» > = 0; pois para um dado

Yy €EH, ¢ # 0, temos:

(*}) De agora em diante consideraremos H¢H2= (v,9) = 1; pois em
caso contrdrio, tomariamos | = T%T e dai ($,$J==|WH =1. Is
to posto a média de wum operador A passa a ser < 4> = (Y, AY).
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<A-<A> > = (¢, (A-<A>)y) = (y, Ay) -
- (¢, <B>yp) = <A> = <A> (¢, 9} = 0 .

Por cutro lado, <« (A-<A>F > nem sempre & zero.

De fato, para um dado ¢ € H ,
< a-<a)? s = (y, (A-<an) ) =

= ( (A= <A>)¢, (A-<A>)y)
pois A - <A> & hermitiano.

= la-a)® > 0
O

-

Dado ¢y € H e Ae L{H, H}, o nimero "(A-—<A>)¢"2
chamado a varianeia do operador A para o ¢ dado, a qual & denota

da por:

o = ”(A“'<A>)¢H2 = ((A=-<A>)y, (A= <A>)y)

(Ay, Av) - (<A>y, Av) - (Ay, <A>y) + <A>2(y, ¥)

2 2
Hawll® - <a>® .

i

Mas ,
2
lael® = e, 200 = (v, A%9) = <%
Portanto,
02 = <A2> - <A>2 .
|
2

A raiz quadrada positiva de « & chamada o desvic ra

drao de A, ou a incerteza AA do operador A; neste caso denotare

1/2
mos por AA = (52] /
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Finalmente definimos os termos espectro; espectro dis-
creto nado degenerado, espectro discreto degenerado e espectro con
tinuo.

O espectro de um operador & o conjunto dos seus autova

lores.

Podem ocorrer 0s seguintes casos:

1) Espectro discreto nac~degenerado:

O conjunto dos autovalores é discreto,se a cada autovalor cor-

responde um Gnico autovetor, isto €&, Bo, = X, oo .

2) Espectro disecreto degenerado:

Existem dois ou mais autovetores linearmente independentes de
A, associados com o mesmo autovalor, isto &, A vy = A 2 pa

ra i1 =1,...,9 onde g & o grau de degenerescéncia.

3) Eepeetro continuo degenerado:

Os autovalores sao continuos e o conceito degenerado & confor

me o caso 2 acima.

4) Espectro continuo nao-degenerado:

Os autovalores sao contfnuos e nao-degenerados.

5) O espectro pode ser a combinagdo de quaisquer destes casos, o

que implica na observagao "2" do postulado 4 em I.C .

I.C) 0S POSTULADOS DA MECANICA QUANTICA:

Neste paradgrafo estudaremos os postulados sobre os quais
repousa a descri¢lo guantica dos sistemas fisicos. Antes porém ,

fagamos uma pequena digressdo sobre as varias formulagOes da mecd
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nica classica, bem como sobre a descrigao cléssica dos  sistemas

fisicos, a qual nos dard a pista para o seu analogo quantico.
Podemos em MecAnica Classica descrever o movimento de

um sistema fisico, usando qualquer uma das trés formulagdes eqgui

valentes seguintes:

1) A formulacao Newtoniana
2) A formulagao Lagrangeana

3) A formulagao Hamiltoniana.

De fundamental importadncia em gualquer uma das formula-
¢oes citadas, & compreendermos © que vem a ser "o movimento de um

dado sistema (em geral uma particula) entre dois instantes de tem

"

po".

Em geral para descrever um tal sistema introduz-se ou
coordenadas cartesianas usuais (formulagao Newtoniana) ou as as-
sim chamadas coordenadas generalizadas qi(t), (i=1,.0.,n) cu
jas derivadas temporais qi(t) representam as velocidades genera
lizadas (formulagao Lagrangeana e Hamiltoniana) .

A configuracdo instantdnea de um sistema com n graus de
liberdade, isto &, a sua descricdao em um dado instante de tempo ,
g proporcionado especificando-se n coordenadas generalizadas, -
qy e q2,...,qn. Isto corresponde a um particular ponto de um hi-
perespacgo n dimensional no qual os qi's sdo os eixos coordena-
dos. Este espago n dimensional € que se conhece com © nome de es
pago de configuragac do sistema. Com o decorrer do tempo, o esta
do do sistema (qi(t), dit) varia, Desse modo, o sistema se mo-
ve neste espacgo descrevendo uma trajetdria. Assim, o© movimento

do sistema refere-se ao seu movimento ao longo desta trajetdria.
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A formulagao Lagrangeana nada mais & do que uma descri-
¢d3o da meca@nica clAssica no espago de configuragao, e tem por ba

se as segulntes equagoes de movimento:

d 3L 3
— —T— = ._E- ! (i =lpaon}n)
dt 3q, aqi

onde L é 1gual a T -V sgendo T a energia cinética e V a energia

potencial.

A formulacao Hamiltoniana toma por base nao mais qi(t),

s 0
dy (t), mas sim, qg;(t) e p,(t) onde p, = gaz L(qj, qj, t) |,

o qual € o momento generalizado.

Nesta formulagdo, as equagGes do movimento sdo:

é - oH

i
Bpi

ﬁi - _.APL ¥ para i = lpol.]'n
aq,

as quais sao conhecidas como as equagoes canbGnicas de Hamilton ,

Agqui H representa o Hamiltoniano do sistema, definido por:

H (g, p, £t} = |
i

(el

1 éi Pi) - L (qr ér t)

onde g = (ql,....qn) e p = (pl,...,pn) e © ponto usado em qy
e ﬁi representa derivada,

Nesta formulacgdo, a evolugdo em tempo do sistema se di
no espago 2n-dimensional, formado pelas coordenadas Ay rlyraeeedy

e Pyse..,Pys O qual & conhecido como espago de fase.

E importante frisar que o formalismo Hamiltoniano & a



linguagem com a qual a Mecanica Quantica € desenvolvida no contex
to dos espagos de Hilbert.
Isto posto, podemos resumir a descricac classica de um

sistema fisico, do seguinte modo:

(MC), - O estado do sistema em um tempo fixo & definido especi

0

ficando~se n coordenadas generalizadas qi(to) € seus N

nomentos generalizados pi(to) .

(MC), = O valor em um dado instante, das varias grandezas fisicas
associadas com o sistema {energia, momento angular, etc.)

e completamente determinado gquando o estado do sistema -

nesse mesmo instante & conhecido.

(MC)3 - A evolugao em tempo do estado do sistema estad dado pelas

equagoes candOnicas de Hamilton.

Como dissemos no iniclio desse paragrafo, iremos estudar
os postulados sobre os quais a descrigadoc quantica dos sistemas £

sicos esta baseada.

Como veremos, estes postulados nos provirac de uma res
posta ds seguintes questdes, as quais correspondem a descrigao da

da anteriormente para os sistemas fisicos classicos.

(MQ)l - Como podemos descrever matematicamente o estado de um sig

tema quidntico em um dado tempo?

(MQ)2 - Dado esse estado, como podemos prever o0s resultados das

medidas de varias grandezas flsicas?

(MQ)3 - Como pode o estado do sistema em um tempo arbitrario t -
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ser determinado quando o estado em um tempo t. & conheci

0

do?
Comecemos entao estabelecendo os Postulados, o©0s quais
irdo nos responder a estas indagagOes. Antes porém salientemos -
que O0s conceitos primitiveos da teoria sao: Sistema Fisico, obser

vavel e estado do Sistema Fisico.

POSTULADO l: A todo sistema S corresponde um espago de Hilbert

H, cujos vetores descrevem completamente os estados do sistema.

Observagoes:
1) Os elementos do espago H s3ao também denominados vetores esta-

dos ou fungoes de onda e para tais usamos a notagdo: v, y, #,

T' - ..

2) Desde que H & um espago vetorial, segue-se que para Juaisquer
estados v,y €EH e escalares a e B € ¢ , a¢ + By € H e
assim € um estado possivel do sistema S . 1Isto & conhecido

como principto da superposigdo de estados.

POSTULADO 2: A todo observavel A corresponde univocamente um o-

perador auto~adjunto (hermitiano) A, agindo em H .

Obgervagao:

1) 0 fato de que os operadores associados aos ohserviaveis serem
Hermitianos e essencial, uma vez que, pelo que temos visto no
§ I.B, tanto os autovalores quanto a média de um operador her
mitiano sdo nlmeros reais. Isto compatibiliza tais  previsoes

com os resultados obtidos na pratica.
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POSTULADO 3: Os uUnicos resultados possiveis da medida de um ob-
servavel A , sao os autovalores do correspondente operador asso

ciado A.

Observacoes:
1) Por medida entendemos a interagao do objeto gquantico (elétron,

etc.) com o objeto classico (aparelho de medir}.

2) J4 que as medidas na pratica sao dadas por numeros reais segue
~se da observagao do postulado anterior que os resultados sdo

consistentes.

POSTULADO 4: Quando o observavel A & medido sobre um sistema
que se encontra no estado normalizado ¢, a probabilidade dP {a)
de obter um resultado situado entre o e a+da & dado por:

ar@ = |, vI®da
onde v & o autovetor correspondente ao autovalor o do operador

A.

Observacgoes:

1) Nao hd perda de generalidade em tomar o estado ¢ de um sistema

quantico normalizado, isto &, |w] = 1. Se ndo, ja que y#0,
consideramos o estado v = TET e o] = 1.
v

2) O postulado acima trata somente do caso do operador A possulr
espectro contlinuo nao-degenerado. Todavia existem outras situa
¢oes onde o espectro pode se apresentar como sendo: discreto
degenerado e nao degenerado, continuo degenerado ou qualguer

combinagao destes casos.
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Por exemplo, noc caso de um espectro discreto e nao dege

nerado temos:

POSTULADO 4': (Caso de um espectro discreto n§o~degenerado).QuaB
do o observavel A & medido sobre um sistema que se encontra no
estado normalizado y, a probabkilidade P(an} de obter o resulta-

do a, o qual & autovalor nao-degenerado do operador A e:
. 2
P(an) = i (H"-’n [ ﬂ)) |

onde wn e um autovetor normalizado de A associado ao autovalor

Mostremos a seguir gue & possivel exprimir <A > , no

estado ¢, como:

dado que A¢, = A, v., ¥ 1 .

De fato, sendo {@i} uma base do espago de estados, te

mos que
1
vo= fey ¥y
1
Agora, desde que Awi = Ai vy resulta:
Ay = T c, A¢. = L c. A, ¥
3 J 5 J 1 ]
Mas
<A> = (¢, Ap) = (; cy wi, T Cj lj v,) =
L ]
= ¢, C.As 8, = ¥ Je. |7 1 (*)
i3 i 79 73 i3 { 1 i
pois (wi, wj) = dij .

Ainda,
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= = *
i ey aij cj {*%)

Por (*) e (**) temos entdo que

< A> = izxi 1 (v, tpi)|2

POSTULADO 5: Se a medida do observavel A sobre o sistema no es
tade ¢ did com certeza (isto &€, com probabilidade 1} o resultado
a, entao o estado b, do sistema imediatamente apbs a medida &

tal que Awn = a, wn; ou seja, € autovetor associado ao resulta

do a, da medida.

Observagoes:
1) Os autovetores associados aos autovalores de um observavel A

sao chamados osg autoestados do observavel.

2) O postulado acima & conhecido com o nome de redugido do estado

ou redugao do pacote de onda ou Postulado da projegﬁo.

3) Este postulado &€ o Unico que estd cercado por muita controver-

sta. B considerado desnecessiario por alguns pesquisadores, [10]

4) ]¢{q)12 representa a densidade de probabilidade que a coordena
da tenha o valor g com o sistema no estado y. Exlstem certos
estados nos quais uma certa grandeza fisica tem com certeza um

auto valor. Vejamos um exemplo,

Seja y(gq) = a 5(q—q0}, a constante, onde §{gq -qo) e

a "funcao" ¢§ de Dirac definida por :
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J f(x) s(x-a) = f(a)

sendo £ uma fungao continua em a .

Neste estado a coordenada do sistema dindmico tem com -
certeza o valor 9y -

Realmente, consideremos o seguinte problema de autova-
lor:

Qwilg) = q vig)

onde Q & o operador de posigio.

Temos :

Q (o G(q—qo) = q f(a G(q—-qo))
ou
e« (@ §{(gq~qy) = g,

enm virtude da definigao de § .

POSTULADO 6: {0 Postulado Dindmico). A evolugdo em tempc do ve-
tor estado ¢ do sistema & determinado pela equagao de Schrgdinger
Hy = 1 Hh %% , onde H & chamado o Hamiltoniéno do sistema (sua
energia total na maioria dos casos) e h = %% , h & a constante

de Planck .

Observagoes :

1} H & um operador linear definido em H. £ chamado Hamiltoniano

do sistema porque & o andlogo do Hamiltoniano cldssico.

2) Dependendo do sistema fisico, H tem uma forma diferente. Por

exemplo:



a) Uma particula em um potencial V = V(x, y, z) em trés di-

mensoes .

H o= 292 4 vix, v, 2)

2m

Entao a Equacdo dinidmina {ou Equagao de Schrgdinger) e

.1‘.1’12£ - -1 V2w+ Vix, vy, 2)¢

at 2m

onde

vy = oi{x, y, 2, t) ,

b) Uma particula em um campo eletromagnéticc {spin zero)

H = [ (%v -2 + e‘%
c
2m

onde e & a carga da particula, A(tt) o potencial vetor e

¢ (Ft) & um potencial escalar.

Como foi dito na introdugao geral o objetivo principal des-
te trabalho & apresentar uma derivacgdao da equagido de Schrgdinger,
sob o ponto de vista da teoria de processos estocasticos. bare~

mos referdncias para os casos mais complicados. {4 ]

3} Desde que a evolugdo em tempo da fungao de onda p, estd deter
minada por uma equagao diferencilal, segue-se que se conhecemos
o estado inicial do sistema ou seja w(to) {(para algum to) se
remos capazes de determinar o comportamento futuro de ¢(t}; is
to &, para t > ty. Neste a evolugéo'em tempo de ¢ e causal
ou deterministica. Mas desde que ¢ sO di informagdo probabills

tica, entao isto diz que se sabemos as probabilidades em um =
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certo t0 sabemos para todo t > tO' o que & diferente da figi

ca classica.

CONSIDERACOES GERAIS:

Os postulados da Mecidnica Quintica ndo nos dao uma ma-
neira de encontrar o H que corresponde a um dado sistema fisico ,
nem os operadores que correspondem aos observaveis fIsicos, nem o
operador H que di a evolugao em tempo de dado sistema fisico. Es-
tas escolhas de Y, os operadores (observaveis) e H vém da experién
cia via certas regras de correspondéncia entre Fisica Cliassica e
Mecdnica Quantica. Entdc os postulados nos garantem a existéencia

de H, os operadores (observaveis) e H .
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CAPITULO II

ALGUNS RESULTADOS DA TEORYIA DE PROCESSOS ESTOCASTICOS

II.A) INTRODUCAO:

Neste capitulo faremos um resumo daqueles resultados da
teoria de processos estocasticos, os quais serdo necessarios para
a compreensao do capitulo seguinte deste trabalho. Nao vamos discu
tir processos estocasticos na situagao mais geral. Enfatizaremocs

dentro do possivel os aspectos fisicos de tais processos.

II.B} CONCEITOS BASICOS DA TEORIA DE PROBABILIDADE E PROCESS0OS ES
TOCASTICOS. PROCESS0S DE MARKOV:

II.B.1) PROCESSOS ESTOCASTICOS:

A evolugio em tempo de um sistema fisico & chamado um
processo estocastico quando o sistema muda de acordo com leis pro-
babilisticas. O estado do sistema em um certo instante de tempo &
caracterizado pelo valor X (t) .

Como uma situag¢do tipicamente fisica, podemos imaginar
agquela, na qual, particulas estao suspensas nuﬁ liquido sob o movi
mentc dos impactos aleatdrios e sucessivos entre elas.

A representacao grafica do movimento de uma destas parti
culas @ uma realizagac do processo estocastico. Antes de definir-
mos formalmente processo estocdstico, relembraremos alguns concei-
tos elementares e basicos de probabilidade, principalmente para de
senvolver a notagao gue vamos usar.

Seja @ um espage amostral, onde cada elemento w de 0 &

um evento elementar.
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Seja F uma o-algebra de subconjuntos de @, isto e, F sa

tisfaz:

i. Se A €F para n=1,2,..., entaog UV A € F.
n

ii. Se A€ F entio A% = qo-an € F.

Um elemento A de uma ¢-algebra F & denominado de conjun
to mensuravel o qual chamaremos de evento.
Medida @ uma funcdo m ndo negativa, definida em uma o-

algebra [, tal que:
i. m{fg) = 0
ii. Se Ay e uma sequéncia de conjuntos disjuntos em F, entao

m (.3 Ai) = I mA, .
i=1 i=1

Uma medida P_ definida em F & chamada uma medida de
probabilidade se P_{2) = 1. © numero P_(A), A& F, e chamado a
probabilidade 40 evento A,

Um conjunto €, junto com uma c-élgebfa F e uma medida
de probabilidade Pr em F, constitui o que denominamos de um espa
co de probabilidade, o qual denotaremos por (Q,F, P.) ou Q(F,Pr)
ou (Q,Pr) .

Definamos agora, © dgue vem a Ser um processo estocésti
co.

Seja D um subconjunto dos reais e Q um espago amostral.

Um processo estocastico & uma funcdo real de duas varia

vels:
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X :+ Dxa -+ IR

(t;w) - X(t,w)

Para cada t fixo ,

definida por

>
£
13
o
rf.
3
1
~
£
m
o

& uma variavel aleatoria.

Fixando um evento elementar « € §, obtemos uma fungao

X : oD -+ IR

definida por
Xw(t} = X{t,w), t €D
Estas fungbes sdo denominadas trajetérias ou realizagdes do proces
SO.
No gque segue, consideraremos 0 egspag¢o de gstado contfnu@
isto &, mudancas de estado estdo ocorrendo em tode instante de tem
{D C IR, um subintervalo nao necessariamente Jimitado) e supore

po
mos gue existe para os mesmos as suas densidades de probabilidade.

I1.B.2) CONCEITOS BASICOS:

Vamos indicar por p(x]t],...,xntn) a denstdade de pro-

babilidade conjunta para que o sistema fisico ocupe as posicoes

X ¢Xpr-o- X, NOS tempos t]""'tn respectivamente. Ou ainda

D(X]tl""’xntn) dx],...,dxn & a probabilidade que o sistema fisi

co gsteja nos intervalos(x], x]+dx]),...,(xn, xn+dxn) nos  tempos

t],tz,...,tn respectivamente.
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A fungac densidade de probabilidade condieional,para que

0 gistema ocupe a posigao x noc tempo t dado que o sistema

n+l n+l’

esteve em X;,...,X_  NOS tempos tlreeent e definida por:

olx, t,,...,X% t )
_ 15 n+1 n+1 0

p(xltl Foaa ,xntn)

PRy g Xt | X B )

desde que p(xltl"”’xntn) £ 0 .

As fungSes densidade de probabilidade condicional p, sa
tisfazem a seguinte equagao, a qual & conhecida sob o nome de equa

cao de Chapman~Kolmogorov.

p(‘Xltl’'“’xn--ltn-l, xntn) - (2)

jp(xltl,...,xntn| Xn+ltn+l) p(xltl""'xn—ltn-l| xntn)dxn
De fato, pela equagao (1) segue que
I r(xltl""''xntnl xn+ltn+1) p(xltl""'"Xn—.l.tn—l|xr1tr1)dxm

) dxltl""'xn+ltn+l) letl,...,xntn} o

) p(xltl, .o ,xntn) p(xltl, . 'xn-—‘-ltn-l)

n

(X tqre.sX t )
- 171 n+l n+l dx

elrgtyrecerx 180y)

n

/

P CyrewneX ot X t )
_ 171 n-1 n-1""n+l n+l - c(x]tj,...,x

p(x] tJ Feee ,xn_] trl'-] )

)

n=1En-1 %041t 041

onde aqui usamos a regra de eliminacao de variaveis, isto é, se

NX}tJ""’xntn) representa a densidade de probabilidade das va-
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riaveis aleatdrias XyreeerX
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integramos r(x]t],...,xntn) com

respeito a certas variaveis, obtemos a densidade das variaveis res

tantes".

Dado um nimero real x,

I. = {w

X

Sua procbabilidade Pr(Ix) = PX

¢do distribuigdo da varidvel aleatdria X (w)

da por:
PX R -+
Px(x) = P {uw
para qualquer x €IR e w & 0 .

A fungao distribuigao

8

consideremos o evento

X{a) < x} .

depende de x e & denominada a fun-

= X, a qual & defini

Px(x) possui as seguintes proprie

dades:
1. i) Px(— o} = 0 ii) PX(+ w) = ]
PROVA: 1)
Por definigdo Py(~ =) =P {w : X < —=} . Mas
{o: X < ==}=g e PIf}=0.
Assim ,
PX(— w} =0
5
ii)
Como X(w) < 4+~ para todo w, temos
PX(+ w) = Pr{w X < 4=} = P_(R) =1 .

Assim
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P (+ =) = 1
X 0

2. Py, & uma fungao ndo decrescente de x; isto &, Py(x;) < P(x,)

para x; < X, .

PROVA: Com efeito; observemos que se X, < X entaoc © evento

1 2!

{w * X < xl} esta contido no evento {w : X < x2}. Logo
P Puiw ¢ X < x5}

e assim Px(x) & nao decrescente.

3. Py e continua a direita.

PROVA: Com efeito, seja (x ) uma sequéncia ndo crescente com limi

te x,. Consideremos A_ = {u | X (a) <x,}, n=1,2,..., os quais

constituem uma sequencia nao crescente A C A C ... C A, C A, cu

jo limite & A = {w | X{w) < x,} .

0

Mostremos que

N A = A = {a | Z(uw)

iA

X

[
De fato, seja w € N A, entao w € AL+ ¥, n=1,2,...,
n=1 '
assim X(w} < X,r ¥ on.

Mas como (x.) + x4, entao X(w) < x4 implica que w € A.

Logo,
N A C A
_ n
n=1
Por outro lado, seja w € A, entao X{u) < Xg mas
[~+]
Xg < xn', ¥ n, entao w € An ;y ¥n. Logo, A C N An .

n=1

Portanto, A = N An .
n=1
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Logo, pela propriedade da continuidade de Probabilidade ,

conforme Rozanov, pag. 20 , P.(a) ~ P () , isto e,

+
PX(Xn) + Px(xo)

Se a fungao P @ absolutamente continua e diferenciavel -
dp
para todo x, entao sua derivada - p{x) & a densidade de pro

dx
bakilidade.

Muito importante na teoria de probabilidade e em suas
aplicagoes, sao certos numeros constantes que s3o obtidos de acor-
do com regras especificas atraves da fungao densidade da variavel
aleatdria. Estas constantes servem para dar uma descrigao quantita
tiva e geral da variavel aleatdria. De particular importincia sao:

a esperanca, a variancia, o desvio padrao, etc., as quais passamos

a descrever.

a) Seja X = Xt(w) uma variavel aleatoria continua e
p(x) a sua densidade de probabilidade. Entdo a esperanga ou media

de X & definida por:

EX) = J x p{x) dx (3)
R

desde que j |x] plx) dx  exista.
R

Uma outra notagao empregada para a esperanga € E(X) = y.

PROPRIEDADES DA ESPERANCA

1. Para toda constante a

E(aX) = a E({) .
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PROVA: Pela definigao de esperanga

ElaX) = [ xa {x)Ydx = a pr(x)dx = aEX)

I
]

2. Se XJ,Xz,...,Xn sao variaveis aleatorias com esperangas, en-
tao a esperanga de sua soma existe e & a soma de suas esperan-

¢Cas.

E(X]+...+Xn) = E(X])+...+E(Xn} .

PROVA: £ suficiente provar para o caso de duas variaveis XJ e Xz,

pois © caso n > 2, sSegue—-se por inducao.

Por definic¢aoc

,

R(X]+X2) = (x]+x2) c{xjt}:xztz)dxl dx2

= ij dxjt],xztz)dx] dx2 + szp(x]t],xztz)dx] dxz

[(x]t],xztzjdxz)dx] +

"X %2
J XZ(J p(X]t],x2t2)dx])dx2
X x
2 ]
= J Xy Nx]t])dx] + J Xo detZIdx2

x4 )

E(X,) + E{X,)
1 2 -

3. Se X,X, sao variaveis aleatdbrias Zndependentes, isto g, sua

densidade de probabilidade conjunta & dada por
p(X1%,) = elxq) ¢ (x5)
com esperancas finitas, entao seu produto & uma variadvel alea-

toria com esperanga finita e E(X}Xz) = E(X;) E(X,) -



-330

PROVA: Seja ¢{x;) a densidade da varidvel aleatdria X, e Flx,)

a densidade da variavel aleatdria X entao por definigido

E(X]X2) = JXJXZ ;ﬂx],xz) dx]dxz

= Jx]xz gﬂx]) dx2) dx] dx2

it

Jx] dx])dx] sz ;%xz) dx2
(pois a esperanga de X, e X, existe}

= E(X]} E(Xz) .

[
4. A esperanca de uma constante € a prdpria constante.
PROVA: Por definigao
E{C)y = Jc;{x) dix) = C Jp(x) de = Cc.1 = C
|
2

b) A variancia de X & definida por E{X-E(X))" .

Decorre desta definicao que:

Var X E I:Xz - 2X E(X) + (Ex)z]

1

E(XZ) - 2E(X)E(D + (E(X))2

E(X%) - (E(X))2 .

i

2
Denotande E(X) por pw e Var X por o , temos que

2

62 = EXY) - ¥l

(4)

PROPRIEDADES DA VARIANCIA

1. A variancia de uma constante e zero,

cz(c) = 0
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PROVA: Por definigao

E(C-C) = E(0) = 0.

1

s2(C) = E(C-E(C))?

2. Se C & constante, entao

2y = 2 62w

PROVA: Com efeito. Pela propriedade (i) da esperanca de X, temos:

s2(CX) = E(CX-E(C))}2 = E(CX-CEX) >
= L[ c2 (x—-E(x))2 = c2 E(X-—E{X))2
= % ¢% (X
a

3. A variancia da soma das variaveis independentes X, e

X, & igual a soma das variancias

2

2 2 2
o (X]+X2) = g (X]} + 0o (Xz)

PROVA: De fato

I

E[ﬁj+x2 - E(X]+X2)j2

2
o (X]+X2)

F \ —[ 2
= EL(XJ -~ E(Xy)) + (X, - E(Xz})J

UZ(X]) + gz(xz) + 2E[(X1—E(X])(X2—E(X2)}

Mas as variaveis X, e XZ sendo independentes, seque-
se que as variavelis aleatorias X]—E(X]) a X?—E(le tambem o -

520 e assim

E[(X;-E(X])) (y-BX,)] = EGG-E(X)EQ,-E(X,)) = 0 .

Portanto
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) 2 2
o (X1+X2) = g (X]) + 0o (Xz)
O
4. o%(ax+b) = a® % (X) .
PROVA: De fato
02(aX4-b) = oz{ax) + oz(b)
. . .. 2 2
(pela propriedade i e ii.) = a” o (X} + O
- 2% W
Ll

¢) O desvio padrao da variavel aleatdria & a raiz quadra

da positiva da sua vari3ncia; ou seja

s = (var Y% - (P2 (5)

d) Seja r > 0 um inteiro. Se a esperanca da  variavel
aleatdria X° existe; entdo ela & chamada o r-ésimo momento de X
em torno da origem. Se a integral Jxr r({x)dx nao converge, dize-
mos gue o r-esimo momento naoc existe. Agora observemos dque, se
|)'(|r_3 < |x|¥ + 1, para todo r > 1, segue-se que, Sempre que O
r-ésimo momento existe, existe também o (r-1)-&simc momento ¢ as
sim todos os momentos precedentes; uma vez que convergéncia absolu
ta, implica em convergencia usual, ou seja se Jlf(x)!dx < w segue-

se que Jf(x)dx < » trivialmente.

e) A covartancia de X, e X, @ definida por

Eégl-ul){xz-uza = E(Xlxz)—uluz (6}

L

COV(X],XZ)

onde y, = E(X]) e = E(Xz) .

Mo
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PROPRIEDADE DA COVARIANCIA

se Xy, X, sao independentes, entac Cov (Xl’x2) = 0.
PROVA: Se X, e X, saoc independentes, entao
E(X,X,)) = E(X,) E{X,) .
Assim ,
Cov (Xl'x2) = E(Xlxz) = E(Xl)E(Xz) = 0.

f) Seja ¥ uma variavel aleatoria qualquer com esperanca

NP 2 . = . -
y e variancia ¢“. Seja sua variavel normalizada X* definida por:

X -
)

X* =

A esperanca de X* & igual a zero e a variancia de X* igual a um;

isto e:
i. E({X*) =0

i1, o2(X*) = 1 .

PROVA: 1. E(X*) = 0 .

De fato, como X* = , ent3ao
o
X - p 1
E(X*}) = BE/{ p ) = 5 E{X- u)
R _ - 1 _ N
= = (E(X) u) = S {u p) o=
]
PROVA: ii. Uz(X*) = 1 .
Com efeito; como X* = X ; P temos
2 - 2.1
d ) = CEEE = G - )

(mas y & constante e pela propriedade da varidncia iv)
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1

2
o

2
(o7 (X)) = 1
O
- - . et . »
Dali o nome de varliaveis aleatorias normalizadas.
Do que vimos acima, decorre que sempre podemos, sem per-—
da de generalidade, considerar as variaveis aleatdrias como sendo

normalizadas.

g) Sejam Xi e x5 as variaveis normalizadas de X, e Xy,

respectivamente.

A covariancia de X, * e X ¥ & chamada de coeficiente de

correlagac de X] e X, e denotaremos por S(Xl,Xz). Entao

Cov (X,X,)
127 (7)

* X *) =

6 (X, ,X,) = Cov (X
1772 2 0104

1

II.B.3}) PROCESS0OS DE MARKOV:

Un processo estocastico X(t) & chamado um processo de

Markov quando

plxgty,eeyx b Ix Gt ) = olx e lx 4t ) (8)
para t; < t, <...< tn < t .1+ Ppara todo n > 1.
Intuitivamente isto quer dizer que a probabilidade do

gsistema ir 4o estado xn no tempo tn' a gualquer ocutro estado, nao
depende da historia prévia do sistema; em outras palavras, informa
coes scbre o comportamento passado do processo, nao influencia no
conhecimento do comportamento futuro, quando se conhece exatamente

o seu estadc presente.

No contexto dos processos Markovianos a equagao {2) tor
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na-se
o(tn 1 tnoy Xpertoen) = Jp( n-1tn-1%nt) POt I gt )dx (9)
onde t. <t <t 3, para gqualquer n; e p(xltl’ X,t,)

-1

dx2t2]x3t3)... sdo denominadas de fungac densidade de transigao
de probabilidade.
Se a fungdo densidade de probabilidade existe, entdo mul

tiplicando a equagao (9) por p(xn_ltn_l) encontramos

Q(Xn"ltn-l‘xn+ltn+l) p(xn_ltn_l) = (10)

) p(xntnlx }dxn

n+1tn+1

- j‘ﬂxn l n- lIx t ) p(an-ltn—l

Mas sendo

p(Xn“ltn—l" xn+ltn+l}

P01 01 ¥nea bnen) O
1 %n-1"n-1

p(xn—ltn-—l' Xntn)

Fix n- l n- lIX t ) =

p(xn—ltn—l)

segue-se da eguagao (10} que:

rJ(Xn—ltn-]'xn-kltrm-%l) = (113

)dxn

= J;ﬂxn_ltnul,xntn} p(xntn[xn+ltn+l

integrando (ll) com respeito a X,_y € usando a regra de elimina~

cao de variaveis obtemos:

p(xn+ltn+l) N J‘ﬁxntn}[ﬂxntn[xn+ltn+])dxn (11*)

para tn < tn+l .
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Consideremos agora os instantes de tempo t, s, v, tal
que t <s <1 e ;E P{xt{zs)dz & a densidade de probabilidade
de gue O sistema passe do estado % no tempo t, para o© intervalo
(z, z+dz) no tempo s. P(zs|yt) & a distribuicdo de probabili
dade de que 0 sistema estando em z no tempo s, passe para o esta-
do y no tempo 1, entac a distribuicac de probabilidade condicio-
nal de gue o sistema estara em y no tempo 1t dado que estava em x

no tempo t & dada por

P(xt|yr) = JP(zs|yr) ?E P(xt|zs)dz {12)

- ’ ~
a qual provém da equagac (9) e a chamada equacgdo generaliza
da de Markov, onde P(xt|ytr) & a distribuigao condicional defini
da por

P(xt|yr) = P(xt, yr} (12')

Analisaremos agora, a descricao em tempo dos processos

estocasticos. Podemos adotar os dois pontos de vista seguintes:

a) A descricdo posterior ou para frente.

b) A descricac anterior ou para tras.

Tratemos de cada caso em separado.

a) A densidade de probabilidade condicional que ja dis-
cutimos, definida por ‘ﬂxltl'""xntnlxn+ltn+1) = p(xntnlxn+ltn+l)
para processos de Markov, conforme a equagao (%) deste capitulo,
é chamada fungao densidade de transigaoc de probabilidade posteri-
or, a qual representa a densidade de probabilidade de encontrar

n+l

td no estado X, no tempo t_,..., no estado x, no tempo t, com -

o sistema no estado X +1 Do tempo t dado que o sistema es-
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< t,...< bt <t ara n arbitrario.
b <% n < ther s P 1 °

Desde que desejamos descrever processos os gquals sao si
metricos em tempo (isto &, processos para os quais uma  inversé&o

no tempo, t -+ -t, nao altera suas propriedades, introduzimos a

descrigao anterior.

b) Definimos a densidade de probabilidade condicional -
anterior f(xntn""'x2t2|xltl) como sendo

p(xltl,...,xntn)

E(xntn,... ,xztz[xltl} (13)
D(x2t2 F e e ;Xntn)

onde tl < t2 Civa¥X tn , desde que dxztz,...,xntn) # 0, a qual
representa a densidade de probabilidade do sistema no estado Xy

no tempo tl’ dado que nos tempos anteriores t2""’tn o siste
ma ocupe os estados XopeassX -

Vamos mostrar que a propriedade de Markov de um proces
so & invariante por uma inversao do tempo; ou seja, se um dado -

processo estocéstico tem a propriedade
p(xltl,...,xn_ltn_l[xntn) = p(xnhltnillxntn)
na descrigao posterior, entao ele tem a propriedade similar
p*{xntn,...,xztz[xltl) = ‘ﬁ(xztzfxltl) (14)
na deserigao anterior.
De fato, pela equag¢ao {(8) temos
p(xltl""‘'"xrr-.'l.tn—l|Xntn) = p(xn—ltn—lfxntn) (15)

e pela equacgao (1} sabemos que
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p(xltl,...,xntn)

mxltl,...,xn_ltn_l[xntn) = - P (16)
A R e A o
entao
plxyty,oeerx t ) = (17)
= p(xltl"'°'xn-ltn~llxnt }oelxgtysaeyx gt )
mas por (15) temos
p(Xltl"“'xn—ltn-llxntn) = p(xnﬂ_tn—llxntn)
por (16)
= o n—ltnhl'xntn)
Mxn—ltn—l}
Portanto a equagdo (17) fica
p(Xn-ltn—l’xntn)
Mxltl,...,xntn) = p(xltl""’xn—ltn~l} (18)
p(x _1t,-71]

Agora, vejamos que resolvendo de forma analoga

AR TETERE LS L SRR
)
onden fixo e para i = 2,3,... até que n-i+l = 2, e substituin

do ‘ﬂxltl""'xn—itn~i’xn—i+ltn—i+l) recursivamente em (18), te-

moss:

plx t. , Xx,t ),eee, (xSt _,x t )
D(Xltl""’xntn) - 17177272 n-1l n-1""nn (19)
dxztz)rﬂx3t3)... Mxn-]tn-l)

Mas sabemos que

o(xltl Foem o ,xntn)

p (% t_ ,...,x.t]x,t,) =
* nn 27217171
p(x2t2 P rxnth
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entac atraves da equacao (19), temos

p{xltl'x2t£"'p(xn—ltn—l'xntn} /

p{Xyt,) plxty) e plx gt 7) j

%(xntn;...,xztzlxltl)

p(x2t2,x3t3]...;ﬂxn_ltn_l,xntn)

o (X3t3) ceap (xn—ltn-l)

p(x,t.,x,t,)
17177272 _
.t = b, (eptylxgty)
Pifa2%2
Portanto
p*(xntn""'x2t2|x1tl) = ;;(x2t2|xltl)

o
Existe uma relacdo entre a densidade de transigao de pro
babilidade posterior e a densidade de transicac de probabilidade -
anterior, dada pela equagao

D(xltl)

p(x2t2}

ﬂ(xztzlxltl) = p(xltllxztz) (20)

Com efeito, pela definicao de densidade de transigao de

11

probabilidade anterior, ou seja

p{x,t, ix,t,)
o (Xt X t,) = 17177272
* 227171 (x.t_)
%22
e levando~se em conta que
plxptyexpty) = plxyty) plxpty |x,t))
resulta que
pxyty)

it

p* (x2t21xltlJ p(xltl|x2t2)

D(xztz)
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I1.C) PROCESSO DE WIENER OU PROCESSO DO MOVIMENTO BROWNIANO:

0 assim chamado movimento Brownianc foi descrito pela
primeira vez no ano de 1828 pelo botanico Robert Brown. Investigan
do o pdlen de diferentes plantas, ele observou que o mesmo quando
disseminado em agua apresentava um movimento ininterrupto e irre-
gular.

A tal movimento cadtico das particulas foi dado uma for
mulagdo matematica por Einstein no comego deste século (1905),usan
do a Teoria Cinética da materia.

Na atualidade tal processo do movimento Browniano possui
um modelo matemdtico que reflete todas as propriedades que possam
vir a ser determinadas experimentalmente. Tal modelo matematico &
conhecido sob o nome de Processo de Wiener,0 gual passamos a consi
derar.

Um processo estocastico X({t} & chamado um processo com
incrementos independentes se para t > s as variavels aleatdrias
X{t) - X{s) e X(8) sao independentes. Pode ser demonstrado que
qualquer processc com incrementos tndependentes € um processo de

Al

Markov.

Dizemos que O processo estocdstico X(t) & um processo
de inerementos estacionarios se Y (t) = X(t+h)-X(t) for estaciona
rio; isto €, se a distribuicao conjunta de Y(ty+h), ..., ¥ (£ +h)
for a mesma que a distribuigéo de Y(tl},...,Y(tn) para todo n,
para toda escolha de tl""'tn e para tedo h .

Um processo estocistico Wi{t), diz-se um processo de
Wiener ou um processo de movimento Browniano se ele tem as seguin-

tes propriedades:
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1. W(0) = 0 com probabilidade um.

2. W({t) tem incrementos independentes estacionarios.

3. EW(t)) =0, ¥ t .

4. Para qualquer intervalo de tempo (s,t} , W(t)-W(s) estda nor-
nalmente distribuida com variincia cz(t—s). {(Normalmente dis-

tribulda significa que W(t)-W(s) possui distribuicac normal.)

Costuma-~se também definir um processo de Wiener com velo

cidade media u definida por

lim X(t+at) - X(t{)
At

at-07

u (xt)

= lim f? E{X(t+at) - X(t)]
&t+0+

1

+tf’ (ty-ty)

= lim
t

Ex(t} [X(tz) - x(tl)]

2

onde t2 = t+Ak, t = tl .

L]

S — [X(tz)—x(tl)};ﬂx]t]!x2t2)dx2
: =1

+ (t2_tl

Il
—
}_l'
3

para X{tz) =x, e X(tl) = %y temos

. 1
u(xltl) = llm*-T;“:;“; [?ZFKl] Mxltl[xztz) dx, {21}
t,+t 2 7]

2 71

Acima, bem como no prosseguimento deste trabalho, sempre que o do-

minio de integragde ndo estiver indicado estamos constderando a re

ta real.



.45,

-~ -~ . 2 - (1
e parametro de variancia o como um processo estocastico W(t) com

as propriedades:
J. W(t) tem incrementos independentes.

2. Para qualquer intervalo (&,t+dt), W(t+dt) - W(t) = dW(t), esta

normalmente distribuldo com média e varidncia dadas por

i, E{dW(t)) = pdt

2

ii. Elaw(t) - E(aw(t)]? s%at

]

Como os processos de Wiener possuem incrementos indepen-~
dentes, segue-se que eles sao de Markov.
Os processos de Wiener e mais geralmente os processos da

forma

dX () = X{t+dt) - X(t)}) = u(xt)dt) +4wW(t) (22)

estao relacionados com a equagao de difusao.

Na equagéo (22} acima temos abreviado a seguinte expres-—
sa0;
t

t
p(x,s)ds + [ aw (s) (23)
a a '

X{t) - X(la) = J

sendo W(t) um processo de Wiener e o {iltimo termo & chamado uma
integral estocastica a qual nao iremos definir. [ 3]

Visto que estamos lidando com um processo de Markov e co
mo em todc processo de Markov a propriedade de Markov & simétrica

em tempo, resulta gue podemos escrever (22) na forma

AX{t) = X(t) - x(t-dt) = u*(xt)dt+ aw {xt) (24)

onde dW_{xt) representa o processo de Wiener na descricac ante-
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rior e u, & a velocidade média anterior definida por:
X, (£,) = X, ()
poGots) = lim pl-22 L Ty
x 272 ~ £t 272
tl+t2 2 71
= 11m__ - J[Xz(tz}"xlitj)} &(xztzlxltl)dxl
tl+t2 2 1

Pela equagao (20) e para X(t,} = x, , X(t;) = Xy

1 1
ty=ty elx,t,)

{25}

p*(xztz) = lim _
£17%,

J(XQ_Xl) Mxltl]xztz);ﬂxltl)dxl

Atraves das equagoes {A.3) e (A.4) conforme referéncia

[ 6 ], podemos demonstrar gque

u*(x2t2) = pix t. ) = L 3 {Uz(xztz);ﬁxztz}} (25")

272
D(xztz) 3x2

como uma primeira aproximagac. ~

I1.D) AS EQUACOES DE FOKKER-PLANCK:

Neste paragrafo deduziremos as equacgoes diferenciais que
serac satisfeitas pela fungac densidade de probabilidade condicio-
nal, sob certas condicoes. Vamos sequir a demonstracgac feita em
(87 .

Essas equagoes foram pela primeira vez estabelecidas de

forma rigorosa por A.N. Kolmogorov, embora tenham ocorrido em +tra
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balhos ligados a Fisica.
Dizemos gue um processo X(t) @ fortemente continuo, se

satisfaz a seguinte condicao:

2 p(xt-at) yB)dy = 0 (26)

para qualquer constante § > 0, onde P(xt-At|yt) & a distribui-
¢ao condicional.

No que segue assumiremos que:

2
1. As derivadas parciais 1i.) 3P (xt[yt) i) & P(XELYT)

Ix Ix
existem e sao contlnuas para todos os valores t, %X, v e 1, onde
T > t .

2, Para & > § arbitrario existe os limites
i. pixt) = Iim ft J (y=x) AP (xt-at|yt dy
At~>0 |y—x|<5 3y
2 _
1i. 02 (Xt) — lim iLE J (Y"'X) 2P (Xt ﬂtlyt} dy
At-+0 ly*x[<5 Ay

11

Isto posto, vamos demonstrar a primeira equacgaoc de Fok-

ker-Planck, também conhecida como equacao F.P. anterior.

Se as condicoes {(26), 1 e 2 sao satisfeitas, entdo a fun

cao P(xt|yt) satisfaz a equagao

ax

2
3P(Xt|XT) = —p(xt) aP(xt|zT) - % Uz(xt) o] P(xt[yr) (26")
ax

at 2

PROVA: Em virtude das propriedades da funcao de distribuigﬁo P ,

podemos facilmente demonstrar que
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P(xt|yr) = JP(xt[yr) f; P(xt—at|zt} dz (27)
Subtraindeo (11') (com X(t-At) em Jugar de X(t) e t em -

Jugar de s) de (27}, temos
P{x(t—ﬁt]IyT)-P(xt|yT) = JP(Zt[YT) g% P(xt—atlzt)dz (28)

1

JP(xt[yr} = P (xt-at|zt)dz

dividindo por At, temos:

P (xt-At|yt) -Pixt|yt) _ fg ][P(ztlyT)—P(xtlyr)] : (29)
At

a n—
35 P(xt At|zt) dz
Desenvolvendo Plzt|yr) em série de Taylor em z sobre o

ponto x {(a qual & possivel pela condicdo 1) temos:

P(zt|yr) = Pixtlyt) + (z-x) ££ P(xtlyt) + (30)
] 2 2
+ 5 {z—x) e P(Kt|YT) + 0(({z=-x)}")
X

L

Também podemos reescrever a equacao (29) na forma

Pxt-At]yt)=P(xtlyt) _ 1. [P (ztly0)-P(xt|y)] . (31)
st

|z-x|>8

L

9 -
v -é*-z'-' P(Kt At‘zt)dz + T

=

] [Pzt |yt)~P(xt]{yt)] -

|z-x|<8

. =— P(xt-at|zt) dz
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Substituindo (30) em (31} temos

P(xt-at|yr)-P(xt|yt) _ 9
At
= f% [P(Zt|y1)"P(XtIYT)] %% (xt—-At{zr) dz

-]z—xlzﬁ

r

+ [PIXEA/YT} + (2-x) o= P(xt[y1) +
Jlz-x|<é
1 2 3° 2
+ 5 {z~x) —5 Plxt|yt) + 0{{z-x)") -
ax

- P(Xt/KYT)] %%—(xt—ﬁt|zt) dz =

- f? J [Plzt|yr) - Pixt|yn)] .

|z-x >
P 1 3 -
. 53 (xt-at|ze)dz + 5= Pixtlyr)
1 1 3P (xt]y1)
(z-x) P{(xt-at|zt)dz + = & XtiyT
At 2 ol
J]z-—x|~:5 X

J[z-x}z + 0((z—x)2)] P(xt—at1zt)dz

Passando ac limite com At =+ 0, o primeiro termo do la-

do direito fica

1im A J [P(zt[yf)—-P(xt|yr)]. %%-(xt-&t!zt)dz = 0
l

AL
At->0 Z-X[iﬁ

pela condigéo de continuidade (26) e usando ¢ fato que © termo em
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L]

onde

com

e limitado.

0 segundc termo

At

-50.

9z

1im A R xt]yc) j (z-x) 22 (xt-at]zt)dz

A0 X ‘Z—X1<5

= u(xt) EELEELZEL . (pela

ax

condicao (2.1i) )}

O terceirc termo, (pela condigao (2.ii) )

a0 BB 2 gyl 2o [ <8

2
yim L1 AP Gxtlyo) J Mz-x)2 + 0({z~x)°)]

2

%R (Xt—&t!zt)dz = % Uz(xt) 3 P(X§|y1) +

: 0x
+ { 0 ((z-x)2) L lxt=stlat) 4

[Z—x[<5 37

} 0¢(z-x)°) 8P {xt-at(zt) 4, ,
|z-x{<s 32

§ =+ 0 .

P{xt-At[vt)-P (xt]|yr)

nao depende de 6§, e o0os limi-

Como
At
tes mencionados sdao independentes de 6§, o limite do lado direito
existe e &€ igqual a
wixgy RREEIYT) L 02 ey 2o p ity (33)
X 2 ax

Portanto, concluimos que
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lim P{xt-at|yt) ~P (xt]|y1) _ ;—tP(Xt1YT}

At+0 At

existe. Assim temos demonstrado a equagao (267).
(3

_ 3P (xt|yr1)
dy
existe, entdo & facil demonstrar de (26') que a funcdc densidade

Se assumimos que a fungao densidade p(xt|yz)

c{xt|yt) satisfaz a equaco
3 2 12 22
3T plxt]yr)+u (xt) E;p(Xt[YT) + 5 o (xt) ;;EQ(XtIYT) = 0 (34)
Se multiplicamos a equacac (34) por p(xt), temos
]
&gg (p(xt[yx)} pl{xt) + u(xt) &E; p{xt|yr}] (35)
1 2 3
rlxt) + 5 o (xt) [—2- p(xt[yr)} p(xt) = 0
X

integrando em relacao a y, fica
Jp(xt) §E (xt{yt)dy + Ju(xt)ﬁﬂxt) ;;p(KtIYT)dY

]

Jaz (xt) elxt) _,3.2,.5 plxtiytidy = 0
X

ST

Como estamos integrando com respeito a variavel y, entao
I 2 L 2
3t~ 3t € ax 3x
e ainda sabemos que

Jp(xt)p(xt[yr)dy = pxt)

entac temos:



2

atp(xt} + u(xt) jLwat} + L cz(xt) “i—p{xt) = 0 {36)

ax 2 8x2

a qual @ a expressao mais usada da equagao de Fokker Planck ante-
rior.

Derivaremos agora a segunda equagao de Fokker-Planck tam
bém chamada equagao de Fokker-Planck posterior. (Egquagao (37) abai-
X0.)

Para isso, alem das condigaes impostas (26) 1 e 2, in-

- _—
cluimos as restrigoes:

3. A fungao densidade existe, isto é:

3P (xt|yt) _ o (xt]y1)

3y

4. As derivadas seguintes existem e sac continuas.

i. ap(xt XT)

3T

.. 3 -
ii. 3y [U(YT) P{xt|yt)]

22 2
iii. — [o%{y1) Plxt[yn)].
Y

Assim a fungao densidade de probabilidade p(xt|yt) sa-

tisfaz a equacgao de Fokker-Plank posterior.

2
2 o(xt|y) 8 iyt etxt|yt)] + L2 [e%yo) etxt]yn)]  (37)
8y 2 2
3t oY
PROVA: Seja a e b (a < b) dois numeros guaisquer e R{y) uma

funcao continua atée a segunda ordem. Consideremos R(y} = 0 para
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y <a e y <b, e pela sua condigao de continuidade e da condi-

¢ao da sua derivada, concluimos que
R{a) = R(b) = R'(a) = R'(b) = R'""{(a) = R'"'(b) =0 (38)
onde R' e a primeira derivada e R'' & a segunda derivada.

Notemos dque

b 5 3 b
J = o{xtlyt) R(y)dy = It [ o(xt|yt) R{y)dy (39)
a

= 1im J plxt|yr+ar) = o(xtlyn)  piy) ay .

%

De acordo com a equagac generalizada de Markov (1ll1'} te-
mos

o(xt|yt+ar) = Jp(xt|zx)p(21]yr+ar)dz (40)

e assim a equacac (39) torna-se

b
J 2 p(xt|yt}R(y}dy = lim f? [[[p(xtlzr)p(ZTin+&T)dz (41)

3T A1-0
a -

- p(xt{yr)]R(y)dy] = lim 1 {J p(xt|ZT) D(XT|YT+6T) .

i\

. R{y) dz dy - Jp(xt|er R(y) dy}
Mudando a ordem de integragao dy -+ dz e depois as va-
ridveis de integragao, y por e z por y, temos

b It}
J 2= elxt|yt) Rly) dy = (42)
a

= lim 1 {Jp(xt|zr) Jp(zr[yr+61) Riy) dy dz



jp(xtlyr) R(y)dy]

= lim f; [ij{xt|YT) p{ytlzt+ar) . R(z) dz dy
Ar»0 °F

~ Jp(xtfyr) R{y) dy

= lim ﬁL Jp{XtIYT) [Jp(yt|2r+aT)
T
A1>0

R(z)dz - R(y)] dy

Pela formula de Taylor, temos:

R(z) = R(Y)+(z=¥IR'(¥) + % (z=9)% RV (y)+6((z-y) ) (43)
2

e em virtude da funcao R(z) ser limitada e pela condigdo (26)
plyt|zt+at) R(z) dz = 8(A1) (44)

ly-2]>8

De fato, R(z) € limitada, entao R{z) < K; portanto

11

plyt]|ar+ar) dz < pl{yt|zt+at) K dz

|y=-2|>8 |y-2z]>8

= K I p(yr[zr+ér)dz
|ly-2]>8

= 8 (A1)

J plyt|zt+atr) dz = 1 + o(a7) (45)
ly~z|<s
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Com efeito,

J p(yr|zr+&r)dy + J p(yt‘zt+&r) dz = 1

ly-2z|>6 ly-2]<s

Pela equagao (45), temos ,

1L + s8{at) = J p(yr|21+a1) dz
ly-2|<s

entao através das equacoes (43), (44) e (45), segue que a integral

da equagac (42)

( /
Jp(yler+Ar)R{z)dz-R(y) = {p(yTIZT)[R(j)-+(z—y) R'(y) +
’ /
1 2 2. /
5 (z-y}® R'"'(y) + 0((z~y} ") |} dz - ng) =

= R'(y) J {z-y) plyt|zt+at) dz +
ly-2z]<8

% R'' (y) j [(z—y)2 + 8((z—y)2}] plyt|zt+at)dy + 8(aT)

ly-z| <8

Assim de (42) segue que

b
[ 5? p(xt|yt)R({y)dy = lim f% Jp(xtlyr) {RWy)J (z-y) . {46)
a a0 |y-21]<s

. plyt|zt+ar) dz +

DI

R'' (y) J [(Z—y)2 + G{Zﬂyjz] p(yt|zt+at)dz + 6 (A1) }dz
]y—z|<6
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Aplicandec o limite com At » 0 e pelas condigaes le 2,
concluimos que a igualdade anterior, isto &, a equagao (46) pode

ser escrita na forma

Jb 2 olxt|yt) R(y) dy = (47)
aT
a

= I p{xt|yrt) [u(YT) R'(y) + % oz(yr) R"(y)] dy

onde desprezamos 0S termos a((z"y)z) e 0(Dt}
Mas como R'(y) = R''(y) =0 para y <a e y > b, se

gue que

b a
I o plxt|yt) Rly) dy = (48)
a

b .
= f p(xt|yt) [u(yr) R' (y) + % oz(yr) R"(y)} dy
3

fazendo agora integragac por partes e pela igualdade (38), encon-

tramos:
b .
J p{xt|yt) wnlyt) R'(y) dy = {49)
a \
b P
= "J R(y) 3y [ (y7) silxtlyt)] dy
a
e
b 2
J p(xt|yt) o¢"{y1) R""(y) dy = (50)
a
b 32 2
= J R(y) = [o7(y7) o(xtlyt)] dy
a oy

Substituindo as expressoes {49) e (50) em {47), obtemos
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b b
3 - -3
J ers p{xt|yt}R(y)dy = [a { Ty [yt pixtiyr) + (51)
d
1 3% 2
5 —5 [o7(y0) oixt{yn) ]} R(y) dy = 0
3y

Como R(y)} & uma fungao arbitraria, entao construimos a

equagao (37), a qual & a equagao de Fokker-Planck posterior

5% plxt|yt) + g% [wyty olxt|yt)] (52)
1 & 2
- 5~ 07y elxtly)] = 0
3y 0

Agora multiplicando (52) por p{xt) e integrande com -

respeito a x temocs

3 3 1 9? 2
37 Py 55 elynetyn)] - 5 - [(c(yr) plyn)] =0
poeis
Jp(xt[yr) p(xt) dx = olyT)
Podemos reescrever trocando y por X e 1 por t ,
3 o T t £) = 0 (53)
= e(xt) + o= [u(xt) p(xt)] - 3 2 [0°(xt) o(xt) =

a qual & a forma da equacao de Fokker-Planck posterior que vamos

usar no capitulo III deste trabalho.

IT.E) ALGUMAS CONSIDERACOES:

O importante aqui, nao € verificar se uma fungao o{xt)

satisfaz as equagaes de Fokker-Planck mas sim, determinar p{xt) .,
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quando os coeficientes un(xt) e Uz(xt) sao conhecidos. Onde
u{xt) e a méedia da variagﬁo do processo durante o tempo At e
oz(xt) e a variancia.

Para processos de Wiener o qual vimos no paragrafo (2.C)

onde ui{xt) =0 e cz(xt) =1, as equagées de Fokker~Planck tor-
nam-se
3 p (xt) 1 320 (xt)
opiXLi _ 2 4 _QAXE) (Eq. F. Planck posterior) (54}
2 2
dt Y
{xt) 1 32' t)
apixt}) _ _1 3 pixt) (Eq. F. Planck anterior) (55)

at 2 3x2



crrITuLO III

MECENICA QUANTICZ E PROCESSOS ESTOCASTICOS

TTI.A) INTRODUCAQ:

Como ja dissemos na introducao geral deste trabalho, des
de os primdrdios da Mecanica Quidntica, muitas tentativas tém sido
feitas para encontrar alqgum tipo de interpretacao classica. Com es
te propdsito, tornou-se muite imnortante o paralelismo ohservado
entre Meecanica fuantica e Proecesso Fstoedstico.

Muitas investigagoes foram feitas neste sentido, poreéem,
um resultado importante consiste no fato que tem sido posslvel pro
var que para todo ¢ que satisfaz a equagao de Schrgdinqer, existe
um processo de Markov no espaco de confiquracao onde a densgsidade
de probabilidade ;{?,t) de encontrar a particula em X no tempo t,
coincide com a densidade de probabilidade da Mecanica Muidntica
[w(%t)lz. Por esta razdo é possivel fazer uma descricdo cléssica
da equacdc de Schrodinger, permitindo uma interpretacao natural da
evolugcdo de um sistema quintico em termos dos conceitos clissicos.

Neste capitulo, faremos a derivacido da equagdo de Schro-
dinger, seguindo Nelson [ﬁ}, analisando a equivaléncia entre as de
rivacoes estocastica e quantica da evolugao dos sistemas fisicos
Vamos dar referéncia que discutem as limitacoes deste ponto de vis

ta nas cbservagoes finais,

ITI,0) MPIS DPRELTMTNZIPRE MATEMEATICOS:

Tntroduziremos neste paragrafo, conceitos e equacoes ba-

sicas, cue além do 32 exposto nos capitulos I e IT deste trabalho,
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serao necessarios no desenvolvimento do paraqrafo sequinte.

I derivada média de F(X(t),t) pode ser definida de -
dois modos diferentes, conforme for adotada a descricao posterior
(para frente) ou a descricao anterior (para tris). fequindo Melson

) .
6!, definimos:

DE(X{t),t) = Lim P [E(X(t+dt) , trde) - £(X (1), 8)] /at (1)
dt-0
Pazendo x' = X{t+dt), t' = t+dt e x = X{t}, a

nesma pode ser reescrita como:

DE(X(t),t) = lim F F(x',t")-f(x,t)] / dt (1)
atao X(t)

lim Y{[f(x',t')-f(xt)],/(t‘wt)} elxt!x't") dx’
gratt )

DE{X(t),t) & chamada a derivada média posterior {ou pa

ra frente) .

Similarmente definimos

1 - - —_ : —_ —_ - _'l

D E(X (L), L) = Jjﬂu'rx(t)[f(x(t),t) £(X(t-dt,t-dt)/dt

Adt~+0
= lim, E ff(x,t) -f(x',t")] / at
dt-+0+ X(t) 5 ‘
onde x = X(t), x'" = X{t-dt) e *t' = t-dt , ou ainda
D F(X{t),t) = lim_ f{-rf(x,t)--f(x't-)] J (E=t")} . (2)
* e )T

o {xtlx't") dx!

*

D*f(X{t),t) & chamada derivada média anterior (para -

Daremos agora, uma expressao explicita para as derivadas
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definidas em (1) e (2). DPara isto, consideremos a expansao de

Tayler de f£({x't') em torno do ronto (xt), onde x' = ¥{t+dt) e
t' = t+dt
Flx'E)-f (xt) = 2o (t£'-t)+ 2L (x'-x) + (3)
B i at i ax
1 a‘?t 2 1 '12f 2
o5 == (BT 5T = x'x) T+
't 4

Inserindo esta expressac na ecuacao (1') temos:

DE(M{t),t) = lim+ jr(xt!xit!) Asc !
t'at

4
= lim_ Jp{xt[x't']dx' Bfg}ét) +
t'>t
+  lim Jp(xtlx't') %E-EL (x'x} +
t'st
1 azf(xt} \ 2
+ lim, Zv Jp(xt]x't')dx' ——5 {(£'-8)" +
t'st v at
1 22€ (xt) 2
+ lim+ 51 Jp(xt[x't')dx' 5 {(x'-x}" +
t'at * Ix
_ af(xt) 3f (xt) . very Ax'=x) '
= St T lim Jp{xt|x £') T ax

t'+t

2
+ %_?__ﬂ%ﬂ lim, Ip(xtlx't') (t'-t)dx'

ot t'+t
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2 2
1l 9 f(xt) . 1t (X"“X} t
+ 5 T t%ir:}l' Jp(xtlx t') T{qj— dx
2
- aféit) + af;:t) L xt)  + % 2 f(gt) 52(xt)
ax

entao

- 2
xt) 4 L 3TE(xe) 2

_ 9f (xt) , 3f (xt)
Df (X(t),t) = s + Y > ax2 o {xt) {4)
a
Consideremos agora a expansao de Taylor de f({xt), em
torno do ponto (x't') onde x' = X{(t-dt), =x = X(t} e t'= t-dt,
Faet) - £ttty = HZEREEED eoeny o (5)
+ 2 (xeny (x-x') + % 22f (x ') (t-t") 2 +
Ix 2 atz
+ o2 xex)
ax
Inserindoc (5} em {(2), temos
D f(X(t),t) = lim_ Ip(xth{'t') dx"' . (6)
* t'+t * \
af(x't") et §£ tye s !
. [—_at (tt)+ax(xt)(xx)+
2 .., 2
12ROt xn? 4+ 1 2L eoen?s (£-t")
2 2 2 2 e
ax 3t

= + ."ﬂ_’f.;t.i lim_ Jp (xt[x't') dx'
B t'+t *

+ 3f{x't") ) '
B e tJl._:i;IE_ Jp* (xtfx't') dx' .



2
| 1 ] ]
) lﬂaﬁml + i-ij%ﬁigil—J;%(xt|x't')dx‘ at
2 2
1 a7F(x't" o (e
T 5 —""fiﬁw—l J(;(xtix t')dx 155%—l— S
2
AF(x't') , af(x't') 1 3°F(x't') 2
- 2t * IX H, (xt) - 2 7 ¢ (xt)
X
entao
2
_af(x't") af (x't') _ 13t f(x't") 2
D*f(X(t) E) = Y + y” Hy {xt) 5 T o, (xt}
O
No caso que f£(X(t),t) temos
D*X(t) = u*(xt) (7}
DX(t) = yp({xt) (81}

Veremos a seguir as equagoes basicas dos processos esto-

casticos, quando a variavel aleatdéria X €& um vetor.

Neste caso, a velocidade posterior u sera um vetor e a
2
i3
As equagoes (22) e (24) do capitulo II, tornam-se

L

. - 2
variancia ¢ um tensor de ordem dois g

0

aX (t) = X(t+dat)-X(t)

0FEL) dtHAW (X E) (9)

it

aX (t) = ¥ (£)-X(t-dt)

ﬁ*(§t)dt+dﬁ*(§t) (10)

* . L) s g -~ - ing
onde a velocidade posterior instant. y e a variancia saoc caracte

rizadas por
By X)) = wGeae (1)
_ 2 >
Ex(t)[dxi—uidt){dxj“ujdt} = ojy (xt) at (12)

- - ¥ + Ll —
Quando as componentes da variavel aleatoria X nao estao
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correlacionadas, a variancia fica

2 -+ _ 2 > .
Uij (xt) = oy {xt) aij : (13)

Ainda se o espaco das varidvels & isotrdpico e homogéneo

em tempo, temos

o2 Fey = o (14)

0 cue passaremos a considerar.

Assim a equagﬁo (25"}, capitulo 1Y, torna-se

W (EE) = (xt) - o [grad p(x0)] / e(xt) (15)

As equacgoes de Fokker-Plank (36) e (53) podem ser expres

sas COmo:
B—BE p(kt) + div (p (XE) p(ic’t})-f% 6772 (kL) = 0 (16)
;—t flxt) + div [pt)  p(xt)] -%- o9 (¥t) = 0 (17)
Adiciconando (16} a {(17) obtemos
3 (;t) -> -+ e -,
—“a—tu = ~-div [ p(xt) (u*(xt)+u(xt)] (18}
= -div [ e(xt) V(xt)]
onde
v o(xt) = %— (0 (xt) + K* (Xt)) (19)
e a velocidade corrente e
Y
?-—"a(—:tl = —div [ p(Xt) V(Xt)] (20)
& a equagao de continutidade.
Sendo a velocidade estocastica definida por
BTG = 3 (E - ) (21)
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segue~se que
L(xt) = 27U (xt) + 3*(§t) (22)

Usando agora (15) temos

DRy = 20(F)+E (%t) —o? (grad p(Xt)) / o (Xt)
entdo
+ > 02 -
ulxt) = 5 (grad {(en p{xt)) {23)

As equagbes (16), (17) e (23) sdo as equagbes bdsiecas pa
ra a descrigdo de um processo de Markov simétrico em tempo.

Observemos ainda que se conhecemos 02, p(%t) e $(§t),
podemos determinar G(Qt) por (23) e os termos ﬁ(;t) e 3*(§t)
através das equagoes (24) abaixo descritas, as quais sao obtidas

das equagles (19) e (21) por adicdo e subtracao, respectivamente,

b {xt)
(24)

-> ->
u*(xt)

Se admitimos que a densidade de probabilidade p(xto) e
02 sao conhecidas e as velocidades posteriores ﬁ(ﬁt) sa0 dadas
em todos os tempos t, entdo a equagao de FokkerPlanck posterior de

termina a densidade de probabilidade em gualgquer tempo, uma vez

que O processe seja completamente determinado.

1II.C) DERIVACAO ESTOCASTICA DA EQUACEO DE SCHRODINGER:

Il . - N - "
Mostraremos a seguir a equivalencia da equagao de Schro-
dinger com um dado processo de Markov. Através desta equivaléncia

& que se explica a evolugao quantica dos sistemas fisicos comc a
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evolucao de um dado processo de Markov.
Para isto, torna-se necessario introduzir algumas hipétg
. - - e N N ~
ses dinamicas conectando plxt) e v(xt) e explicar a situacac
dindmica, isto &, as forcas gue atuam no sistema.
Uma forma natural & assumir a validade da Lei de Newton

EY

-+ > . - -,
# = ma, onde a e chamada a aceleracaoc media, m = massa e F =

forcga.

Sequndo Nelson [ 6 ], definimos aceleragdo média como

-
a =

tI|

(DD* + D* n) X () (25)

(pois devido a existéncia de dois tipos de derivadas médias, a pos
terior e a anterior, temos varias formas de definir uma aceleragad

e impomos como condig¢ae dinamica a 2a. Lel Newton na forma:

-
1 _F
5 (oD + D, D) X(t) = = (26)
Atraves das equagées (4)y, (8}, (7)) e (B}, temos
DD ¥(t) = D u (Xt) (27)
* *
= 2 4+ TE a o vZ] ToXt)
T |pp ToMXti - grac o= 8oy,
+
. Y 2
= ﬁ’-gél‘_’ihu&t) . grad #, Gt) + Z v (XY,
e D, D X(t) = Dy (Xt) (28)

2
= [;E + ﬁ*(§t) grad - %T-V2] I {xt)

BE(;t) s i 52 2 > =
= "“E?r—-+u*(xt) grad u{xt) - f?'v p(xt)

onde ¥ & o Laplaciano.
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Somando (27) a {28) e multiplicandc ambos os lados por

1/2, fica,

5 [pp, +D D] X(£) =

b (xE)

2

U
- T G,

+
LI

(xt) + 1 (Xt)) + 1 (xt)

2

1

.grad ns(Xt)+ ;I* (xt)

02 2 R +
5 (n {xt) - u(xt))]

+ > +
Ap, {Xt) Iu (xXt)
{ Y-
. grad ﬁ(?t) +
. grad L’* (xt) + K* (xt)

(xt) + u(xt))

(29)

. grad ¥ (xt)

Agora substituindo nesta, as equagoes (19) e (21} temos

1 - >
+ 5 [p(gt). grad ﬁ*(gt)+ v,

1 1
5 [po, + D D]

Inserindo (24) em (30)

5 [pp, + 0, D]X (%)

2
+ (v-1) . grad (V+1)] - %r v

°1<+

3_

at

% [(v+u} grad (v-a) +

> -
vix

t)

+

. aqrad S{Qt)]

02
.._2._v

2 >
u

2

u

Facamos agora a resolucdo em (31) da expressao

1

2

[G+3)

1

2

+

ST

-5
v

< ol

ra| =

. grad (3*3)4——

>
v

. grad {3—G)+

. grad

1
2

(V1) -

. grad V-

-3
u -

gra

d

.
u

|

+

<¥

]

- g

-
v -

L
2
¥
u

.
u.

]

\‘é\

grad

=%

. grad

(V-1) grad (v+a)]

(v~-u) +

grad (F+u)

1
T2

24

+1 39
*3

-

74d..
/%

(30)

(31)



Entao a equacao (31) torna-se

* 2
+ > > > g
% [bp + D D]i{t) =49 .grad v-u grad u- —- v? 3 (32)
* * 3 2
a qual & a expressao da aceleragao média. g

Substituindo a equagao (32) em (26) (condigado dinamica),

temos
3{; (-!— a -+ e -+ 02 2 > ?
s (v .gra yv ~{u . gradju - v u = =
e dail,
33 i?')’ > - - -+ gz 2 >
i E-—(v. grad)v + (u .grad)u'+3r v u {(33)

que & a equagao dinamiea da Mecanica Estoeastica. Esta, juntamente
com a equacao de continuidade (20) %% = -div {pv) , formam o con
junto de equagoes basicas que caracterizam completamente o Proces
gso de Markov. Pois se considerar pt;to)' $<;'t0) e 02 determi
nados valores inicilais, podemos determinar Gtﬁto) pela equacaon
(23) e entdo podemos resolver o sistema de equagoes (33), {20) pa-
ra p(;t) e 3(;t) para todc t .

Veremos agora, a equivaléncia do sistema acima menciona
do com a equacao de Schrodinger .

Antes porém, facamos algumas consideracces.

Seia

REXE) = 2 an elXe) (34)

de forma que a equacgao (23) torna-se
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TG) = o2 qrad ROxt) (35)

e o campo de velocidade corrente, um gradiente, entao existe S (Xt)

tal que

F(xt) = 02 grad S(Qt) (36)

onde S € uma fungao arbitrdria definida comc uma fung¢do aditiva do

tempo.
. + + ,
Sedja P o= -grad Vi{x), (V(x}) potencial) e de (34)
R(ZL) = 3 fn plXt)
entao
2R(Xt) = 2n p(xt)
e dai
+
p(%t) _ e2R(xt)
entao
-+ - -+
3 plxt) _ 2R (xt} aR(xt) _ > aR(x,t)
e - 2 °® C e T Aexb) Ty
portanto
3p(xt) > . dR{xt)
- 2R
Pela equacgao (36) e usando p = e temos que
div (gv) = div (e°} o2 grad §) = o° div (p grad S)
Sabemos que
aiv (ad) = a divd + 4 . grad a
Entao
div (pgrad 8) = pdiv grad S + grad S . grad
lego

div (pv) = 02 [p div grad S + grad § . grad ;ﬂ
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- Mas
2R
grad p = grad e = 2 9R . p= 2p grad R
entao
-+ 2 2
div (ev) = o [p v" 5§ +grad S . 2 pgrad R] {38)
Comparando (20), (37) e (38), concluimos que
9p _ 2p R _ _62 [p V2 S+ 2rgrad S . grad R] (39}
ot ot
Dividindo por 2p , temos
3R 02 2
T - 3 [v“ s + grad § . grad R]
portanto
3R 02 2 2
3 T T3 v 5 - ¢  grad S ., grad R - {(40)
Agora, derivande (36) em relagéo a t, temos
a{: 2 0 - 2 8G
T - 9 3% grad S{xt) = ¢~ grad (at) (41}
Substituindo (41) em (33) e considerando F o= -grad V({x),
fica
02 grad 38 _ 1 grad V(x) + (4. grad) g -
ot m .
. > 52 2 >
- (v.grad)v + 5 vTou

= —%—grad Vix) + (02 grad R . grad) .

. 02 grad R—(c2 grad S. grad)c2 grad S

2 .
+ %r 92 (02 grad R)

onde U e 3 foram tomados conforme as eguacgoes (35) e (36).

Portanto
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grad %% = grad [——%— V(%) + 02 (grad R. grad R) (42)
g m
2 02 2
- o f{grad 5. grad S) + 5 v R}

logo, integrando (42), temos

E=—;§ v+ S V2R+02 {(grad R)2-(grad 8)2]+a(t) {43)

onde a{t) & a constante de integracZo arbitraria. -

Agora, observemos que, multiplicando {43) pela unidade

imaginaria 7 e adicionando a (40) obtemos:

2
3R 38 g~ 2 2
zg v igE= —5 Vv S5-0¢" grad R.grad § (44)
. 2 2
-1 v - 1% [(grad )% - (graa B)?]+1 & v R
02m 2 2

Multiplicando (44) membro a membro por exp (R+ iS) re-

sulta:
oR , 95 i
eXp (R+iS) [‘a—'{:: + 1 ﬁ:l = ——2*- [V exXp (R-'-iS):[ (45)
¢ m
2
+ i %T {exp (R+iS) [(grad R)z-(grad S)24-v2R+-92 S
+ 2i grad R . grad S]}
Observemos que
3 _ 3R . 4 3§
=T exp (R+15} exp (R+1S} (;t + 1 at) (46)
Assim (45) se escreve como:
2 i 02 2
?% exp (R+i8) = -— (v exp(R+iSﬁ+—i?r {exp (R+iS) [(grad R)" -
g m

- {grad 5)2 + V2R + i V2S + 2i grad R .grad S]}
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Mostremos agora que

2 2
i%r v2 exp (R+iS) = i%r {exp (R+iS) [(grad R)z-(grad 5)2

+ 9% R+ 492 5 + 21 grad R .grad $]}

Isto serid feito tdo somente para a componente x, com de-

monstracao similar para as outras duas componentes.

2 f
v, exp (R+iS) = —= (exp (R+1iS) =

sz

_ 2 (2 o)) = 2 R 28
aliver (3:{ exp (R+1S)) = = [exp {(R+1iS) . (Bx + iaxﬂ

= exp (R+iS) [g*%-+ i 8 g} +
9X X
aR 95 . R ., 95
= 3 A bl il
+ Gt i o [éxp (R+15) (éx + i ax)}

2 2
= axp (R+18§) [Q_% + 1 3—%} + exp (R+1iS) {kiﬁ)z

3R as 58 3R 21
% ax IX Ix%

~ . 2 .2 2 .
= exp (R+iS) [y R+ i v S+ (W.R)” + 21 V RV S

2 A
- (v. 8)Y7]
Assim
192 2 ig?
v, exp (R+1i8) = =5— {exp (R+iS) . (47)
2 3 2
2 \ 2 2 . 2
R+ L VIS (VRT 4289 RV S = (7 S)
2
onde V_ = 2 e V2 = 2 .
p.o X X 2
ax

Procedendo-se da mesma forma com as componentes y e 2 ,
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obtemos
2 5 U2
i%f v exp (R+iS) = ii? {exp (R+iS) . {48)
. [9%R + 1% + (VRY® + 201 v R 8 - (v8)2])
Logo por (45), (46) e {48), temos
3 L -i : % 2 .
3T exp (R+i8) = = [V exp(R+iS)] + i V7 exp(R+iS) (49)
Definindo exp(R+t1iS) = ¢ e 02 =-§ e substituindo em
(49}, fica
8y . _1 h G2
At U TS
Portanto
in 3% _.n? 2 + v (50)
pt ° 2m v v

a gual & a Equagdo de Sehrbdinger.
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carPITULO IV

RESUMO E OBSERVACOES FINAIS

IV.A) INTRODUCAO:

Vamos resumir o resultado sobre a equivaléncia da equacdoc
de Schrodinger com um processo de Markov, demonstrado no Ultimo -
capitulo. Vamos indicar as generalizag5es deste resultado e tam
bem dar referéncias onde diversas criticas contra a Interpretacao

Estocastica da Mecanica Quantica sao feitas.

IV.B) RESUMO DO CAPITULO III:

Primeirc vamos rever as identificacoes que foram feitas
entre elementos da Mecanica Quantica e de Processos Estocasticos .

Sempre podemos escrever § Como
w(Xt) = exp (R(Xt)+i(s(xXt)) (1)

onde R e 8 sao simplesmente as partes real e complexa da fungao -

complexa yp da Mecdnica Quantica. Identificamos

1

p(Xt) = exp (2R(Xt)) (2)
e

3(§t) z _% grad S{;t) (3)
onde p(Xt) & a densidade de um processo estocastico e v (xt) e

a velocidade corrente associados com o processo. Tambem & suposto

. - . 2 - - . - N
que a variancia ¢ (xt) do processo estocastico e constante, 1isto

e oz(xt) = 02 E_E onde h = %% , h 34 a constante de Planck e n

m!‘

a massa da particula.

D

Agora seja S um sistema quintico cujo estado num instante
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tg estda descrito em Mecanica Quantica pela fungao de onda ¢(§,t0L

Entao ficam determinadas R(%to) e S(;to) pela equacao (1}. Por

tanto sabemos

p(i’to) =  exp [2R(;€t0)]
2

> > _h

v(xto) = S (xto)

por (2) e (3). Podemos tambem determinar a velocidade estocastica

por uma equacao de processo estocastico
+ > 2 >
u(xto) = g~ v R(xtol (4)

Agora usando ;ﬂ;tol, 3(§t0) e E(Qto) como condi¢oes

iniciais no sistema de equagoes do capitulo III, (33) e (20)

R 2

avixt) _ E - (¥ .grad)v + (4. grad)d + %r V2 a
3t m

(5)

+

delxt) . -div (¢ {;)
2t

Podemos determinar unicamente ;{;t), 3(§t) e ﬁtit) .

para todo t.

0 sistema de egua¢oes (5) & deduzido das equagoes de Fok-
ker~-Planck que caracteriza qualquer processo de Markov, mais a equa

cac dinamica

g

1
> [bp,+p_plx = '

F sendo a forga externa sobre a particula.
Usando ¢({xt;) como uma condigao inicial na equagao de

Schrgdinger, p (xt) & determinada unicamente para qualguer t.
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NOs mostramos no capitulo III que o sistema de Equagoes
(5} @ equivalente a Equacao de Schrodinger, o que quer dizer que

v (xt) obtida como uma solucdo da Equacdo de Schrodinger satisfaz

plut) = [q;(xt)|2 , onde p(xt) € obtida como solugao do sistema
(5}. BEm outras palavras, estamos livres para trabalhar com a Equa
cao de Schrgdinger ou com o sistema (5). Trabalhando com o siste

ma (5) & valido, conceitualizar sobre trajetdria de particulas.

IV.C) GENERALIZACOES:

Até agora nds temos discutido o caso do observavel posi-
cdo de uma particula ndo relativistica em um campo potencial. Isto

e, com a seguinte equacao de Schrodinger

ap {xt) _ ;_h 02 w(gzt) + % v ¢(;t)
ot "

Existe as seguintes generalizagoes:

Fol mostrado em [ 6 | que o caso do observavel posigado ja
inclui os casos para qualquer observavel. |

Nelson [13] tratou o caso de uma particula em um campo -
eletromagnético. Mostrou que este caso pode t;mbém ser tratado co
mo um processo estocastico. A demonstracao € gquase igual a feita
no capltulo III.

0 caso de uma particula relativistica foi tratado por De
La Peha, o gual tem também uma serie de artigos sobre Mecdnica -

Quiantica Estocastica. O livro de M. Jammer tem a maioria  destas

referencias.
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IV.D) CRITICAS:

A conclusdo no artigo "Review" do Ghirardi [6] & que a
Mecdnica Quintica Estocdstica resoclve alguns problemas da Mecanica
Quantica, mas nao resolve as dificuldades basicas. (Ha também uma
série de criticas desta interpretagao dadas nas referéncias [7, 9,
11, 15].) A Mecanica Quantica resolve o problema das trajetdorias;
isto &, dentro do ponto de vista e estrutura matemidtica &€ valido
conceitualizar sobre um caminho bem definido de uma particula. Mas
Ghirardi concluiu que existe uma série de outros problemas associa
dos com linearidade, localidade e distingao entre estados puros e
mistos que a Mecanica Quantica Estocdstica, pelo menos até o pre-
sente, nao resolve. NOGs nao temos condigoes de discutir estes pon
tos neste trabalho. Porém, julgo interessante mencionar que foi -
apresentado uma interpretacdo nao-ergdtica da Mecanica Quantica -
[ l], onde se pode falar de uma interpretagao nao-ergdtica estocég
tica da Mecanica Quantica, na gqual as criticas citadas acima nao -

sao necessariamente validas.
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