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Abstract

Let G be a connected semi-simple Lie group with finite center and S C G a
semigroup with interior points. Let G/L be a homogeneous space. There is
a natural action of S on G/L. The relation x < y if y € Sz, z,y € G/L, is
transitive but not reflexive nor symmetric. Roughly, a control set is a subset
D C G/L, inside of which reflexivity and simmetry for < hold. Control sets
are studied in G/L when L is a parabolic subgroup. They are characterized
by means of the Weyl chambers in G meeting intS. Thus, for each w € W, the
Weyl group of GG, there is a control set D,. D; is the only invariant control
set, and the subset W(S) = {w; D, = D;} turns out to be a subgroup. The
control sets in the maximal flag are determined by W (S) \ W.
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Resumo

Seja G um grupo de Lie conexo, semi-simples e com centro finito e seja S C G
um semigrupo com interior nao vazio. Seja GG/ L um espago homegéneo. Existe
uma agao natural de S sobre G/L. A relagdo x <ysey € Sz, z,y € G/L, ¢é
transitiva, mas nao é reflexiva ou simétrica. De maneira simples, um conjunto
de controle ¢ um subconjunto D C G/L dentro do qual reflexividade e simetria
para a relacdo < se verifica. Conjuntos de controle sdo estudados em G/L
quando L é um subgrupo parabodlico. Eles sao caracterizados por meio das
camaras de Weyl em G que interceptam intS. Entao, para cada w € W, grupo
de Weyl de G, existe um conjunto de controle D,. D; é o tnico conjunto de
controle invariante e o subconjunto W(S) = {w; D, = D;} é um subgrupo
do grupo de Weyl de G. Os conjuntos de controle no flag maximal sao entao
determinados por W (S) \ W.
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Introducao

O conceito de conjunto de controle foi introduzido por L. Arnold e W. Klie-
mann com o objetivo de descrever propriedades dinamicas e ergédicas de di-
fusoes geradas por equagoes diferenciais estocasticas. Para uma equagao es-
tocastica pode-se associar de maneira natural um semigrupo. O conjunto de
controle invariante para esse semigrupo aparece entao como os suportes de me-
didas invariantes para a difusao, tornando possivel detectar as componentes
ergddicas por meio dos conjuntos de controle invariantes. Com excessao desses
comentarios, nenhuma outra referéncia a teoria estocastica é feita no presente
trabalho, considerando apenas os conjuntos de controle por si so.

Consideremos por exemplo M uma variedade diferenciavel e S um semi-
grupo de difeomorfismos de M. Se considerarmos as érbitas de S, nao temos
necessariamente que estas sao subvariedades de M. Isso esté relacionado com
o fato de que a nao existéncia de inversas para os elementos de S, nao garante
que a relacao x < y, definida por y € Sz, é de equivaléncia. De maneira sim-
ples, um conjunto de controle para a S-acao em M é um subconjunto D C M
no qual a relagao < é uma relacao de equivaléncia.

No presente trabalho estaremos interessados em analisar tais conjuntos
dados a partir da agao de semigrupos de grupos de Lie semi-simples em espacos
homogéneos especificos. O objetivo principal é caracterizar os conjuntos de
controles ditos efetivos para tal acao.

No primeiro capitulo é dado a definicao de conjunto de controle e de con-
junto de controle efetivo e sao apresentados alguns resultados acerca dos mes-
mos, tais como existéncia, unicidade e algumas propriedades e relagoes entre
os conjuntos de controle e um subconjunto denso, denominado conjunto de
transitividade dentro de D.

O segundo capitulo ja é destinado ao caso em que a acao é a agao natu-
ral de um semigrupo de interior nao vazio de um grupo de Lie semi-simples
sobre o flag maximal. Nesse contexto, os conjuntos de controle efetivos sao
caracterizados a partir de seu conjunto de transitividade, que nesse contexto é
apenas o conjunto dos pontos fixos para certos elementos do grupo que estao
no interior do semigrupo.



O terceiro capitulo introduz o importante conceito de tipo parabolico como
sendo um subgrupo do grupo de Weyl. Com esse conceito, pode-se mostrar que
o nimero de conjuntos de controle dentro do flag maximal é finito e estd em
correspondéncia biunivoca com o conjunto das classes laterais de tal subgrupo.

O quarto e ultimo capitulo analisa os conjuntos de controle nos outros flags
a partir da fibracao canonica entre o flag maximal e estes. Mostra-se que os
conjuntos de controle para esses flags estao em correspondéncia com as 6rbitas
do tipo parabdlico em um quociente do grupo de Weyl.



Capitulo 1

Conjuntos de Controle

Seja S um semigrupo de interior nao vazio de um grupo de Lie G e M um
espago munido de uma G-agao. Iremos assumir ainda que esta acao é transitiva
para assim podermos pensar em M como um espago homogéneo de G onde S
age como um semigrupo de difeomorfismos.

Definicao 1.1. Um conjunto de controle para a S-ac¢ao sobre M é um
subconjunto D C M satisfazendo:

i) intD # &;

ii) D C fe(Sx) para cada x € D;

iii) D € mazimal com as propriedades acima.

A condigao ii) é a central. Ela esta relacionada com a transitividade de S
dentro de D, no sentido de que para cada dois pontos x, y em M, exista g € S
satisfazendo gr = y. As condigdes i) e iii) sao pedidas para evitar patologias
ou trivialidades. Por exemplo, sem i) podemos ter conjuntos unitarios como
conjunto de controle.

Iremos demonstrar agora uma série de propriedades para esses conjuntos de
controle que serao usados posteriormente. Os seguintes resultados clarificam
a transitividade dentro de D, tornando a condigao ii) mais precisa.

Proposigao 1.1. Seja D um conjunto de controle para S e considere
Dy ={x € D;3g € intS com gx =z} = {z € D;z € (intS)z}.

Entao:

a) Dy = (intS)D N D;

b) D C (intS) "'z para cada x € Dy se Dy # &;

¢) Dy = (intS)x N (intS) "z para cada x € Dy se Dy # &;
d) Para cada x,y € Dy 3g € intS tal que gx = y;

e) Dy € denso em D se Dy # &;



f) Do é S-invariante dentro de D, ou seja, hx € Dy se h € S, v € Dy e
hx € D;
g) Dy # @ se SD C D ou S~'D C D. No ultimo caso, Dy = D.

Demonstragao: a) Tome x € (intS)D N D. Entdo, + = gd para algum
g € intS, d € D e portanto g7'z = d € (intS)"'z N D. Temos também que
SxrN D # @, pois D contém pontos interiores. Seja entao z € Sx N D. Como
D C fe(Sz) e (intS)'z N D # @, temos que Sz N (intS) 'x # & e isso mostra
que z € (intS)Sz C (intS)Sz C (intS)x e consequentemente = € D.

Reciprocamente, dado = € Dy, temos que = € (intS)xN D C (intS)D N D.

b) Seja x € Dy e y € D. Pelo item a), temos que (intS) "'z N D # @.
Entao, utilizando a propriedade ii) da definicao de D, Sy N (intS) 'z # @ e
portanto y € S~ (intS) 'z C (intS) .

c) Seja y € (int.S) "'z N (int.S)x. Existem g e h em intS tais que y = gx =
h~'z. Isso, juntamente com a propriedade de maximalidade de D, implicam
que y € D. De fato, tomando D' = D U {y} podemos facilmente verificar que
D’ é também um conjunto de controle que contém D, o que implica y € D.
Além disso, como y = gr = ghh™'x = ghy, temos que y € Dy.

Reciprocamente, dados z,y € Dy, temos por (b) que y € (intS) 'z ez €
(intS)~ly, ou seja, y € (intS) 'z N (intS)x.

d) Segue imediatamente do item (c).

e) Seja x € Dy. Pelo item (c), temos que dado x € Dy, Dy = (intS)z N
(intS) ™'z e entdo fe(Dy) 2 fe((intS)z) N (intS)'xz. De fato, dado y €
fe((intS)x) N (intS) ' e um aberto qualquer contendo y, teremos que esse
aberto certamente tem intersegdo nao vazia com (intS)z, pois y estd em seu
fecho, e também com (intS)'z.

Por outro lado, o item (b) nos assegura que D C (intS) 'z e também temos
que D C fe(Sx) C fe((intS)x), ja que Sz C S(intS)z C (intS)x. Portanto,
D C fe(Dg) e Dy é assim denso em D.

f) De fato, hx = hgz, onde g € intS satisfaz gr = x. Entao, hx €
(intS)z. Mas, como hx € D e pelo item (b) D C (intS)™'z, temos que
hx € (intS)x N (intS) 'z = Dy o que mostra que Dy é S-invariante.

g) A primeira parte ¢ consequéncia do item (a) e do fato de intS ser nao
vazio. Suponhamos entao que S~!D C D e seja z € D. Temos que (intS) 1z
¢ um aberto contido em D e portanto (intS)~'z N Sz # & o que implica
z € (intS)Sz C (intS)z, ou seja, x € Dy.

|



A partir de agora nos referiremos a Dy como o conjunto de transitividade
dentro de D. Nao é sempre garantido no entanto que tal conjunto seja nao
vazio. Os conjuntos de controle que satisfazem Dy # & serao denominados
efetivos e esses serao os Unicos que serao considerados nesse trabalho. Notemos
que pelo item (a) da proposi¢do acima, todo conjunto de controle é efetivo no
caso de intS ser denso em S.

Lema 1.1. Seja D um conjunto de controle para S em M. Valem as
sequintes afirmacoes:

i)Se D ¢é S-invariante, entao D € fechado.

i1)Se D ¢ S™'-invariante, entao D € aberto.

Demonstracao: i) Primeiramente notemos que fe(D) certamente tem in-
terior nao vazio. Também, dado z € fe(D) e g € intS, gz € (intS)z e como
g age em M como um difeomorfismo, existe y € D tal que gy € (intS)z, ou
seja, dado z € fe(D), existe y € D satisfazendo Sy N Sz # &. Sendo D S-
invariante, temos que D N Sz # &. Seja = nessa intersecao. Temos entao que
D C fe(Sz) C fe(Sz) e consequentemente fe(D) C fe(Sz) para todo z € fe(D).
Portanto, fe(D) satisfaz i) e ii) da Defini¢ao 1.1 o que forga D = fe(D) pela
maximalidade de D.

ii) Segue diretamente da Proposigao 1.1 item (b).
|

Existe uma ordem entre os conjuntos de controle a qual é dada pela relagao
Dy < Dy se, e somente se, existe © € D; tal que fe(Sx) N Dy # @&. Essa é
uma ordem parcial que nao é, em geral, total. Com respeito a essa ordem, é
facil mostrar utilizando o lema acima que um elemento maximal é dado por
um conjunto de controle S-invariante e um minimal por um conjunto S~!-
invariante. Pela proposi¢ao anterior eles sao efetivos.

Nem toda agao de semigrupos admite conjuntos de controle. Por exemplo
as orbitas do semigrupo {¢:(x) = x + t} agindo sobre a reta real. Tais 6rbitas
vao a frente do seu valor inicial e portanto nao pode existir um conjunto de
controle com a definicao dada acima.

Proposicao 1.2. Seja K C M um subconjunto compacto e S-invariante.
Entao, para todo x € K, existe um conjunto de controle C, S-invariante tal

que C' C fe(Sz).
Demonstracgao: Seja r € K e seja

T ={D C M; D ¢ S-invariante e fe(Sy) C D,Vy € D}.



Temos que Z é nao vazio, pois fe(Sz) estd em Z. Ordenemos Z da seguinte
forma, Dy < D5 se, e somente se, Dy C D;. Esta é uma ordem parcial em Z.
Seja entao J um conjunto totalmente ordenado e tome

Dy = ﬂD.

DeJg

Dy é nao vazio, pois J é totalmente ordenado. Além disso, Dy é S-invariante,
pois cada D satisfaz essa propriedade e certamente, para todo y € Dy vale
fe(Sy) € Dy. Entao, Dy acima ¢ uma cota maximal de J e podemos aplicar
o lema de Zorn para garantir um elemento maximal C' € Z. Como C € 7,
temos que fe(Sy) C C para todo y € C. Por outro lado, fe(Sy) € Z para todo
y € C, entao pela forma como ordenamos Z devemos ter C' C fe(Sy), ou seja,
C = fe(Sy) para todo y € C. A partir disso ¢ imediato que C' C fe(Sz) para
x dado no inicio e que C' é um conjunto de controle invariante.

|

Ainda com respeito a existéncia dos conjuntos de controle invariantes,
temos o resultado abaixo.

Proposigao 1.3. Suponha que C' = (,.,, fe(Sx) # @. Entdo C € o tinico
conjunto de controle invariante para S em M.

Demonstragao: Notemos inicialmente que a S-invariancia vem do fato
de que a restricao da acao de G em M para cada ¢ € G é no minimo um
homeomorfismo e temos portanto que

gC =g m fe(Sx) = ﬂ gfe(Sz) = ﬂ fe(gSx) C ﬂ fe(Sx) =C

zeM xeM xeM xeM

A partir disso, se C' # @, tomando z € C temos que (intS)z é um aberto
nao vazio contido em C' e a primeira condicao da definicao 1.1 é satisfeita.
Além disso é facil ver que C' C fe(Sz) para todo x € M, em particular C
satisfaz também satisfaz a condigao ii).

Quanto a maximalidade, esta vem do fato de que, sendo C' um conjunto
S-invariante sabemos que C' é fechado e portanto C' = fe(Sx) para todo z € C.
Consequentemente, se D é um outro conjunto contendo C' e satisfazendo i) e
ii) da definigao 1.1, devemos ter que D C fe(Sx) = C para qualquer = € C.
Portanto C' é um conjunto de controle S-invariante. A unicidade segue do fato
de que se D ¢é outro conjunto de controle S-invariante, temos que D = fe(Sx)
para todo x € D e portanto C' C D o que implica a igualdade como visto
acima.

|
Este resultado possui o seguinte corolério:
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Corolario 1.1. Suponha que C = (., fe(Sx) # @ € o 1inico conjunto de
controle invariante. Suponha também que exista um S~ conjunto de controle,
digamos C~, tal que (intC) N (intC~) # &. Entao, S € transitivo em M.

Demonstragao: Sendo C' S-invariante, ele é efetivo. Seja entao z €
Co. Temos que z € (intS) 'z e que = € fe(Sy) para todo y € M. Assim,
(intS) 'z N Sy # & e entdao z € Sy para todo y € M, ou seja, S~tx = M.
Como Cj é denso em C, seja x € (intC'~) N Cy. Temos entao que S~z = M
e sendo C'~ S~ l-invariante, temos que C~ = M o que implica que SC~ C C~
e pela proposigao 1.1 temos que C; = C~ = M o que nos mostra que S~! é
transitivo e consequentemente S também o é.

|

Proposicao 1.4. Suponha g € intS e seja 2 o conjunto minimal para a
g-agao sobre M. FEntao existe um conjunto de controle efetivo D para S tal
que @ C intD. Em particular os pontos fixados por g estao no interior do
conjunto de controle.

Demonstragao: Consideremos o conjunto Z = {B C M; Q C Be B C
fe(Sx) Ve € B}. Tal conjunto é nao vazio, pois o proprio €2 é um elemento.
Ordenemos Z pela inclusao e tomemos J um subconjunto em 7 totalmente

ordenado. Seja
By=|J B.

BeJ

Temos que 2 C By e dado x € By, existe B € J de modo que = € B.
Agora, dado um elemento B’ € J qualquer, temos que B C B’ ou B’ C B,
pois J é totalmente ordenado. Mas entao, como tais elementos estao em 7,
devemos ter B’ C fe(Sxz), ou seja, By C fe(Sx). Como x em By era arbitrario,
devemos ter que By C fe(Sz) para todo © € By e portanto By € Z é uma
cota superior para J. Assim, o Lema de Zorn nos garante que existe D € 7
elemento maximal. Apenas resta mostrar que o conjunto D tem interior nao
vazio para que este seja um conjunto de controle, pois este ja satisfaz a condicao
(ii) da definigao 1.1 e é maximal por construgao.

Consideremos entao x € €. O conjunto {g"x; n € Z} é denso em 2. Como
(intS)z N Q # &, tomemos y nessa interse¢ao. Entdo, existe uma sequéncia
(g™ ) que converge para y e tal sequéncia pode ser tomada de modo que ny < 0.
De fato, sendo o conjunto {g"z; n € Z} denso em 2, existe uma sequéncia que
converge para y, indexada nos inteiros. Basta entao tomar a subsequéncia
indexada somente pelos elementos negativos que temos a sequéncia desejada.
Assim, existe ng, < 0 que satisfaz ¢g™oz € (intS)z e portanto z € (intS)z,



ou seja, x € Dy. Como z era arbitrario, temos 2 C Dy C intD, concluindo a
demonstragao.

|

Um outro aspecto dos conjuntos de controle que devemos comentar é seu

comportamento sobre fibragoes equivariantes. Sejam L; C Ly subgrupos fecha-

dos de G e consideremos os espagos quocientes G /Ly, G/Ly. Existe uma fi-
bracao natural

7:G/L, — G/Ly

que leva as classes de G/L; em classes de G/Ly. Do fato de L1 C Lo, segue
que a acdo é equivariante, ou seja, T o g = g o w para todo ¢ € G. E claro
que toda fibragao entre espagos homogéneos pode ser vista na forma acima, a
menos de composi¢ao por um difeomorfismo.

Proposicao 1.5. Sejam S, G e 7 : G/Li — G/Ly como definidos ante-
riormente. Suponha que D C G /Ly é um conjunto de controle efetivo para S
em G/L; e seja Dy seu congunto de transitividade. Entdo, existe um conjunto
de controle efetivo E para S em G /Ly satisfazendo w(Dy) C Ey.

Demonstracao: Seja © € Dy e g € intS satisfazendo gr = x. Pela
invariancia de 7, temos g (z) = 7(gx) = 7(x) e entao pela Proposigao 1.4, w(x)
estd em algum conjunto de controle F que é efetivo. Seja y € Dy qualquer. A
transitividade de intS em Dy, implica que existem g; e g, em intS satisfazendo
g1z = y e goy = x. Consequentemente, gim(x) = 7(y) e gom(y) = 7(z) e
devemos ter entao m(y) em E, pois do contrario este nao seria maximal. A
partir disto concluimos que 7(y) deve estar em Fjy, pois como gom(y) = w(z),
temos que ¢1go7(y) = qim(z) = 7w(y) e g1g2 € intS concluindo assim que
(Do) C Ejy.

]

Para conjuntos de controle invariantes, esse resultado torna-se mais preciso.

Proposicao 1.6. Seja w: G/Ly — G/Ly uma fibragao equivariante com
G /Ly compacto. Valem entao as sequintes afirmagoes:

a) Suponha que C; C G /Ly é um conjunto de controle S-invariante. Entao,
Cy = 7(Ch) € um conjunto de controle S-invariante para S em G/Lsy;

b) Se Cy C G/Ly € um conjunto de controle S-invariante, existe um con-
gunto de controle S-invariante Cy C G/Ly tal que m(Cy) = Csy;

¢) Para Cy e Cy como em a), suponha também que para algum y € Cs,
tem-se 7 '({y}) C Cy. Entao 7 (Cy) = C}.

Demonstragao: a) Pela proposigao anterior, temos que existe um con-
junto de controle Cy para S em G/Ly satisfazendo 7((C4)g) C (Ca)o. Sendo
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Cy S-invariante, sabemos que se x € (C}), entao C; = fe(Sz). Sendo ainda
7 fechada, continua e equivariante, temos que 7(C7) = 7(fe(Sx)) = fe(Sw(z))
e estando 7(z) em (Cy)g, concluimos que Cy C m(D). Pela maximalidade
de Cy, devemos ter que Co = 7m(C}) é um conjunto de controle S-invariante,
concluindo assim a).

b) Sendo que Cy ¢ S-invariante, temos que Cy é fechado e portando 7—1(Cy)
¢ compacto. Além disso, dado g € S e x € 7 1(Cy), m(gz) = gr(x) € Cy 0 que
implica gr € 7~1(Cy), ou seja, 71 (Cy) é S-invariante. Entao, pela Proposigao
1.2 existe um conjunto de controle S-invariante C; contido em 7~*(C3). Dado
x € (4, a invariancia implica 7(C}) = w(fe(Sz)) = fe(Sm(x)) = Cy

¢) Seja y dado pela hipotese e tomemos z € (Cy)g. Pela propsicao 1.1
item (b), existe g € intS satisfazendo gy = z. Entao, gn'({y}) = 71 ({z}).
Como 7~ '({y}) C C} e Cy & S-invariante, temos que 7~ ({z}) C C} e portanto
771((Cy)o) € C). Como (Cy)g & denso em Cy e C é fechado, o resultado segue.

|

Exemplo: (a) Seja G = Sl(n,R) e S C G o semigrupo de interior nao vazio
dado pelas matrizes de Sl(n,R) cujas entradas sdo nao negativas. Considere-
mos a agao usual de G em RP""! dada por g[v] = [gv] com v € R" — {0} e
g € G e onde [v] denota o subespago gerado por v. O conjunto

C:{[:Ula"' 73771] GRPnil;xi 20}

é o conjunto de controle invariante para S.

De fato, seja © = (21, -+ ,x,) e y = (y1, -+ ,Yn) com z; e y; estrita-
mente positivos. Entao, tomando g = odiag(y;/z1,- -+ ,yn/T,) com § =
Ty Tp/Y1 - Yn, temos que glx] = [y]. Segue entdo que, para [z] € intC,

fe(S[z]) = C. Como para todo [z] € C existe g € S satisfazendo g[z] € intC,
temos que fe(S[z]) = C para todo [z] € C e é portanto o conjunto de controle
invariante.

Notemos que Cj é exatamente intC', pois a identidade de G esta em fe(int.S).

(b) Com o mesmo semigrupo e grupo acima, tomemos a agao de G em
St Como em (a) podemos mostrar que o conjunto de S"~ ! CT, cujas
entradas sao nao negativas, é um conjunto de controle invariante para S.
Analogamente, C~ = —C'* ¢ também um conjunto de controle S-invariante.
Tomando 7 : S" ! — RP" ! a aplicacdo que identifica os antipodas, temos
que 7(CT) = 7(C™) ¢ o conjunto de controle S-invariante em RP""!. Veremos
mais adiante que temos que Ct e C'~ sao na verdade os tnicos conjuntos de
controle invariante para S em S™!.



(c) Se tomarmos

(Vo) o (0 h)

e considerarmos o semigrupo em SI(2, R) gerado por exptA e exp £tB, t > 0,
temos que S tem interior nao vazio em SI(2,R), pois A e B geram sua algebra
de Lie. Olhando o circulo S* como um espago homogéneo de SI(2,R), temos
que o primeiro e o terceiro quadrantes sao S-invariantes. Como exp+tB,t > 0
conecta diferentes pontos com esses quadrantes, eles sao conjuntos de controle
invariantes para S. Esses sao de fatos os tinicos conjuntos de controle.
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Capitulo 2

Conjuntos de Controle em Flags
Maximais

A partir desta secao, G denotara um grupo de Lie semi-simples conexo, com
algebra de Lie g. Para os nossos propositos, nao ha perda de generalidade se
assumirmos que G tenha centro finito, isto porque iremos trabalhar com agoes
de semigrupos em G-espagos homogéneos, os quais sao obtidos através da agao
adjunta de G em g. Entao nao ha perda de generalidade se assumirmos de fato
que G é seu grupo adjunto e portanto sem centro.

Seja g = k & ¢ uma decomposicao de Cartan com k a subalgebra compacta
maximal de g e ¢ seu complemento ortogonal com respeito a forma de Cartan-
Killing. Seja também a C ¢ um subespaco abeliano maximal. Tal subespaco é
decomposto em camaras de Weyl. Tomemos uma delas e denotemo-la por a™.
Associado a estas escolhas, existem o sistema de raizes positivas II™, o qual é
o subconjunto das raizes que sao estritamente positivas em a*. Denotamos por
>~ o conjunto das raizes simples associadas.

Para uma raiz o, temos

g, ={X egad(H)X =a(H)X,VH € a}

o espaco de raiz associado a «. A subalgebra

=Yg,

a€cllt

é nilpotente e decompoe g, segundo Iwasawa, como
g=hdadn"

Denotemos por A = exp 4 e o denominaremos subgrupo vetorial. Esse é um
subgrupo abeliano de GG e como variedade, difeomorfa a um espaco Euclidiano.
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Colocaremos também AT = exp a*. Essa é uma camara positiva em G. A
decomposicao global de Iwasawa se escreve como G = KAN™T onde K = exp h
¢ um subgrupo compacto, se G' possui centro finito, e N* = exp n". Denotare-
mos por M o centralizador de a (ou A) em K e por M* o seu normalizador,
isto é,

M={ue K;Ad(wH =H VH e€a} ={ue K;uhu'=h Vhe A}

M* ={u € K;Ad(u)a=a} = {u € K;udu™' = A}.

O grupo finito W = M*/M ¢é o grupo de Weyl do par (g, a). Denotaremos
por m a algebra de Lie de M. O subespaco p = m & a @ n™ é uma subélgebra
de g denominada subdlgebra parabolica minimal. Esta é a algebra de Lie do
subgrupo de Lie P = M AN, que ¢ denominado subgrupo parabdlico minimal.
Além disso, P é seu proprio normalizador e também o normalizador de p em
G. O nosso objeto de estudo serao acoes de semigrupos de GG sobre o espago
homogéneo B = G/P denominado flag mazimal. Como P é o normalizador
de p, o espago homogéneo G /P pode ser visto como a orbita de p dada pela
acao de GG sobre a Grassmaniana dos subespacos de g com a mesma dimensao
de p. Tal espago homogéneo pode também ser visto como o subconjunto dos
subgrupos de G conjugados a P que é o subconjunto dos subgrupos parabélicos
minimais de G. Feitas essas consideracoes, podemos pensar nos elementos de
G /P como subélgebras parabdlicas minimais ou subgrupos parabolicos mini-
mais da seguinte maneira, gP € G/P < gPg~!' < Ad(g)p. Também podemos
identificar b € G/P com seu subgrupo de isotropia ou com sua algebra de
isotropia. Denotaremos ainda a origem de B por by e por wby onde w € W e
w denota um de seus representantes em M*. Notemos que pelas identificagoes
anteriores, Wby ¢ identificado com M AN oum & a & 1, onde N = oN*to™!
ent = Ad(@u +.

Se restringirmos a acao de G a K, temos ainda uma acgao transitiva e
como um K-espa¢o homogéneo, temos B = K/M, o que nos mostra que B é
compacto.

Convém relembrar que as escolhas das subalgebras e subgrupos feitas an-
teriormente nao é tnica. No entanto, quaisquer duas escolhas distintas dessas
sao obtidas uma da outra por conjugagao de algum elemento de g € GG. Sendo
assim, nos referiremos as escolhas feitas previamentes como canonicas.

Discutiremos agora duas fibracoes equivariantes entre GG-espacos homogé-
neos que serao uteis quando levarmos em conta tais conjugagoes.

O produto M A é um subgrupo fechado de G. Se formarmos o espago
homogéneo G/M A, existe uma fibragdo natural

G/MA — G/MAN™,
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Geometricamente, G/M A pode ser visto como o conjunto das cadmaras de
Weyl em g ou em G. Isto porque M A é o subgrupo de G que fixa a camara
a ™ ou AT. A partir dessa interpretacao, a fibracao anterior pode ser vista
como a aplicagao que para uma dada camara em g, ou G, associa a Unica
subalgebra parabdlica, ou subgrupo, que contém a camara dada como positiva.
Notemos também que, pelo fato de que M A normaliza NT, o subgrupo N+t é
transitivo na fibra de by = M ANT. Isso nos mostra que cada camara positiva
de P = MANT ¢ da forma nA*tn=! comn € N*.

O produto M*A é também um subgrupo fechado de G' contendo M A. Se
formarmos entdo o espago homogéneo G/M*A, existe uma fibragdo natural
equivariante

G/MA — G/M*A.

Geometricamente o espago homogéneo G /M*A pode ser visto como o con-
junto das subalgebras abelianas maximais de g, ou dos subgrupos vetorias de
G. Isso porque M*A é o normalizador de a, ou A, em G. Com essa inter-
pretagao, a fibragdo acima leva uma dada camara em G/M A na subélgebra
abeliana maximal ou subgrupo vetorial contendo ela.

Sendo M A normal em M*A temos que a fibragdo G/MA — G/M*A
define G/M A como um fibrado principal sobre G/M*A com grupo dado por
M*A/MA ~ M*/M = W, o grupo de Weyl. Assim, essa fibra¢cdo é um
recobrimento e existe uma acao natural a direita de W em G/M A dada por
(GMA)w = goMA, g € G,w € W e @ é um representante para w em M*. Em
termos das interpretacoes dadas acima essa acao a direita pode ser vista da
seguinte maneira.

Seja a™ = gMA € G/MA uma camara e « € G/M*A o subgrupo vetorial
contendo ela. Temos que a™ = gATg ' e a = gAg~!. O normalizador de o em
gK g™t é dado por gM*g~! e seu centralizador em gKg~! é dado por gMg~.
Seja w € W e @ um seu representante em M*. Temos

atw = (gMA)\w = goM A
e isso pode ser expresso como
(@) A* (g@) " = (909~ ) (gA g™ ) (g0g™ )"

Entao w € W age em o™ como um elemento do grupo de Weyl de «, que
¢é obtido conjugando-se M e M* por g. Isso mostra que a conjugacao por g
nos da um isomorfismo entre os grupos de Weyl de A e w. Esse isomorfismo
nao depende do ¢ especifico que leva AT em o™, mas ele muda se camaras
diferentes sao consideradas em A e em a.

Nossa analise das agoes de semigrupos sobre B sera baseado na dinamica

das acoes de elementos dentro dos subgrupos vetoriais. Para isso necessitamos
de um resultado bem conhecido.
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Teorema 2.1. (Bruhat) Se G = KANY é uma decomposi¢ao de Twasawa
entdao o numero de orbitas de N~ em B € finito e sao as que passam pelos

-

pontos Wby, com w € M* um representante de w € W. Isto ¢,

B = U N~ &by
weWw

A demonstracao do teorema acima sera omitida e pode ser encontrada em

[

O conjunto N~ acima é o subgrupo oposto de N*, isto é, N~ = exp ™,
onde = = Y _\1 &g, ou equivalentemente, N~ = w_N*w_', onde w_ € W
¢ o tnico elemento de W que leva at em —a'. As variedades N~ @by sao
denominados células de Bruhat e sao disjuntas. Existe apenas uma dela que é
aberta e densa em B e é dada por N~ by.

Seja h € A" considerado como um difeomorfismo de B. Utilizando o
teorema acima é facil mostrar que tal elemento possui tantos pontos fixos em
B quantos sao os elementos de W. De fato, dado w € W, seja w € M*
um seu representante. Entao, sendo M* o normalizador de A, temos que
hwby = (:)ilbg = wby, onde h € A. Portanto, todo elemento da forma @b, é
ponto fixo de h. Reciprocamente, dado = € B satisfazendo hx = x existe,
pelo teorema de Bruhat, w € W tal que x € N~wby com w € M*, ou seja,

r = ngwby. Como h fixa @by, seu inverso também fixa e portanto temos
hFnoh* by = nowby para todo k inteiro. Mas, hFngh™® — 1 e portanto
Tr = (I)bo

Além disso, os pontos Wby sao hiperbélicos e suas variedades estéveis sao
exatamente as células de Bruhat N~@by para cada w € W. O elemento by é
entao o atrator, ja que sua variedade estével é aberta e densa.

Iremos usar a bijecao entre os elementos do grupo de Weyl e os pontos fixos
de h para denominé-los. Diremos que wby € o h-ponto fixo do tipo w, onde by
é o atrator. As conjugacoes de h por elementos de G também produzem um
comportamento semelhante se conjugarmos tudo pelo mesmo elemento. Em
particular, o ponto fixo do tipo w para ghg™!, g € G e h € At ¢ goby =
(909 Y (gbo), que ¢ a imagem do atrator gby sob um elemento do grupo de
Weyl de gAg~!, identificando w pelo isomorfismo entre os grupos de Weyl
discutido acima.

Consideremos S um semigrupo de G de interior nao vazio. Temos os
seguintes resultados.

Teorema 2.2. Seja B o flag mazximal de G e considere a a¢do natural sobre
B. Entao existe apenas um conjunto de controle maximal que € o S-invariante.
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Provaremos esse teorema exibindo a existéncia de um by € B com by €
fe(Sb) para todo b € B e entao o resultado segue da Proposigao 1.3.
Para achar by como acima, necessitamos do seguinte lema:

Lema 2.1. Eziste uma decomposicao de Iwasawa g=h & a @ " de g e
H € a de modo que h = exp H € intS. Além disso, H pode ser escolhido
sendo a-reqular no sentido de que N(H) # 0 para toda raiz \.

Notemos que mudando 1™ se necessario podemos assumir que H esta na
camara de Weyl positiva que esta implicita na decomposicao de Iwasawa.

Demonstracao: Como intS # @ ele contém um elemento regular de
G e portanto intS intercepta algum subgrupo de Cartan [7]. Denotemos tal
subgrupo por J e seja j sua algebra de Lie. J é o centralizador de j em G que
¢ uma subalgebra abeliana de g.

Também é demonstrado em [7] que existe uma decomposi¢ao de Cartan g
=k @ t de g tal que j se decompoe como j = J Nk @ j N t=j (D jr.

Seja K =exp ke Jx = KNJ. Como estamos assumindo que G tem centro
finito, Jg é um subgrupo compacto de G. Também, J admite a decomposicao
J = Jk(expje) [7].

Definimos a subconjunto ¢ de Jg por, u € o se, e somente se, existe
g € intS N J satisfazendo g = uh para h € exp j p. Como nesta decomposi¢ao
u comuta com h, ¢ é um semigrupo de interior nao vazio em Jgx e sendo
este compacto, o tem que conter a componente da identidade e entao, intS N
exp jy # 9.

Agora, tomando a o abeliano maximal em t contendo j y. Temos que intS N
exp a # @ e sendo o conjunto dos elementos regulares denso em a, o lema
segue.

|

Demonstraremos agora o Teorema 2.2;

Demonstragao: Seja G = KANT a decomposicao de Global de Iwasawa
dada pelo lema acima. Se M denota o centralizador de A em K, entao P =
MANT é um subgrupo parabélico minimal e B pode ser visto como o quociente
G/P. Denotemos como sempre by = P. Pelo teorema de decomposi¢ao de
Bruhat, N7by é denso em B, entao dado b € B, existe g € S de modo que
gb € N™by. Entao, existe n € N~ tal que gb = nby. Tomando h regular, dado
também pelo lema acima, temos que h*b = h¥nh=*by e como h*nh=% — 1,
quando k — oo, temos que h*b — by e portanto by € fe(Sh) demonstrando o
teorema.

|
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Consideremos uma decomposicao de Iwasawa para GG e suponhamos que
intSNA# . Seja entao

['={H € a; exptH € intS para algum ¢ > 0}.

Temos que I' é um cone convexo. De fato, dado H € I existe t; > 0 tal
que expt; H € intS. Entao, para todo t > 0 podemos tomar t' = t;/t > 0 que
temos tH € I'. Para a demonstracao de que I' é convexo tomemos H € I'.
Entao, existe um intervalo (a,b) tal que exptH € intS para t € (a,b). Assim,
exptH € intS para t € (ka, kb) para k inteiro positivo. Entao, se k é grande o
suficiente temos ka < (k — 1)b e portanto existe 7' > 0 tal que exptH € intS
se t > T. Seja entao Hy, Hy tais que expt; Hy,expts Hy € intS. Entao, sendo
A abeliano,

ty to )
expti HiexptoHy = exp(t; + ¢ H + Hy ) € intS.
Pl1411€Xplafis p(t1 2)(151—1—252 1 i+ b 2)
e portanto (t1/t; + to)Hy + (t2/t1 + to)Hs € I'. Fazendo t; — oo e mantendo
ty fixo, e vice e versa, obtemos que I' é convexo.

Definimos
A ={h € A;3 € Ntcom hn € intS}

Como A normaliza NT, temos que A é um semigrupo aberto de A. Defi-
nimos também,

A= {H € a;exptH € A para algum t > 0}.

Temos que I' C A e assim como I A é um cone em 4.

Da demonstragao do Teorema 2.2 temos que se a © ¢ a camara de Weyl
positiva, implicita na decomposicao de Iwasawa, entao by € Cy ja que I'Nat #
@. O mesmo acontece caso A Nat # & como mostraremos mais a frente.

Lema 2.2. Consideremos as notagoes acima e seja C' o unico conjunto de
controle S-invariante em B. Suponhamos que by € Cy e que A NintS # @.
Suponhamos também que um dado w € W satisfaz Wby € Cy. Entao w{T) C

A.

Demonstracao: Seja b/ = 0by e N, definido como antes. Entao, o sub-
grupo de isotropia de b' é dado por P, = MANJ. Como by e i/ estao em Cy,
existem ¢ e ¢’ em intS satisfazendo ¢’by = b’ e gb' = by. Tomando a decom-
posicio de g e ¢’ em KANT e KAN™, respectivamente, temos g = @~ mhin,
e g = omhhbhnl, com my,mhy € M, hy,hh, € A, ny € NI e nly € NT. Podemos
ainda reescrever ¢’ = myhono@, onde my = ombhw ™t € M, hy = 0hbo™t € Ae
nby = onbo~t € N7.
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Seja H € I'. Entao, parat > T e algum T > 0, h; = exptH € intS e
portanto gh;g" € int.S. Temos,

ghtg/ = @71m1h1n1htm2h2n2a} =

== J)il’ﬁlhththﬁ(D

com 7 € N¥. Tomando h; = @ h;h1ho@, temos

ghig' = mohyng € intS
com nyg = W 'n®.
Se fixarmos ¢ e considerarmos o subconjunto

o ={m &€ M;3In € N*e um inteiro k;mh¥n € intS},

teremos que o é um semigrupo de interior nao vazio e como estamos assumindo
G de centro finito deve conter a componente da identidade. Entao, para algum
inteiro k e algum n € N*, temos que h¥n € intS e portanto H; = log h; € A.

Notemos que como H, = w‘l(log hihihy) e como o raio definido por
log hih1hs se aproxima do raio definido por H quando ¢t — oo, temos que
o raio definido por H; se aproxima do raio definido por w™!(H) e portanto

w(H) € fe(A).
Como o H escolhido anteriormente era arbitrario, temos que w™'(T') C
fe(A), mas T e A sao abertos e portanto w™(T') C A.
]

Seja
A={at € G/MA;at NintS # o}.

Esse ¢ o conjunto dos elementos em intS para os quais a acao em B possui
um ponto fixo que atrai um conjunto aberto e denso. Tal conjunto nos permi-
tird caracterizar todos os conjuntos de controle efetivos em B. Notemos que
pelo Lema 2.1, o conjunto A acima é nao vazio.

Teorema 2.3. Seja C o unico conjunto de controle invariante para S em
B e Cy € seu conjunto de transitividade, entio Cy = m(A), onde m: G/MA —
G/MANT € a projecao candnica.

Demonstragao: Dado a®™ € A, como a™ NintS # &, entao dado h nessa
interse¢ao, podemos proceder como na demonstracao do Teorema 2.2 e mostrar
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que b = w(at) esta em fe(Sz) para todo z em B e portanto b esta C' e logo em
Cy pela definigao deste. Entao w(A) C C.

Reciprocamente, dado b € Cy, consideremos P a isotropia de b. Temos que
PNintS # @. Tomemos uma decomposi¢ao de Iwasawa de G' de modo que
P = MANT . Consideremos o subconjunto de M dado por

o ={m € M;3hn € ANTcom mhn € intS}.

Este ¢ um semigrupo com interior nao vazio de M, pois M normaliza AN™T.
Como estamos assumindo G com centro finito, M é compacto e entao o contém
a componente da identidade M. Assim, intS N ANT # & e sendo o conjunto
dos elementos regulares denso em AN™, podemos encontrar ¢ = hn regular
em intS com h regular em A. Sendo h regular, existe ng tal que nghng* = hn
e podemos entao tomar a decomposicao de P dada por P = MyAqN™, onde
My = ngMngy* e Ay = ngAng*. Seja entdo at a camara de Weyl positiva para
essa decomposicao.

Como o conjunto das camaras de Weyl é denso em 4, existe uma camara a*
satisfazendo a* NI’ # @. Sejaw € W o tnico elemento satisfazendo w(a™) = a* e
coloquemos P, = MyAgN}. Entao, P, = wPw™! e @b = b*, se b* corresponde
a P,em B.

A camara a* é positiva para P, e como a* NI # &, b* € Cy. De fato, como
a NIl # g, temos que A* NintS # &, onde A* = expa®. Assim, b* atrai a
variedade aberta e densa em B dada por N b* e portanto Cy N N b* # &, ou
seja, nb* € (Y, ja que este é€ nao vazio e aberto. Mas tomando h regular em
a*NT temos que h*nb* = h*nh=*b* — b* quando k — oo. Sendo C o conjunto
S-invariante, temos que esta sequéncia converge em C', ou seja, b* € C. Na
verdade, como h é um elemento em intS, temos que b* € C)

Disso, b* = &b € Cy e pelo Lema 2.2 temos que w™' (') € A. Mas, w™'(a*) =
aT e portanto at N A # @, ou seja, existe 1 € N7 tal que AT NintS # @,
isto ¢, nATR~! € A e além disso, m(RATR™!) = b, concluindo a demonstracao.

|

Assim, o conjunto de controle invariante para S em B é essencialmente
dado por aqueles pontos fixos para certos elementos em intS que possuem
uma variedade estavel densa. Os outros conjuntos de controle sao dados pelas
outras classes de pontos fixos, como demonstraremos no teorema abaixo.

Teorema 2.4. Para um dado w € W,
m(Aw)

estd inteiramente contido em um conjunto de controle para S, onde w™ € a
Projecao.
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Demonstracgao: Fixemos b € Cj e definimos
vibw)=7{atwe G/MA;a" e n ' (b)NA}.

Temos que

m(Aw) = | v(b,w).
beCo
Entao, para demonstrarmos o teorema devemos mostrar que:
i) v(b,w) esta contido em um conjunto de controle que denotaremos ini-
cialmente por D(b,w);
ii) Para by, by € Cy, temos que D(by,w) = D(bs,w).
Entao:

Lema 2.3. O conjunto v(b,w) estd contido em um conjunto de controle

D(b,w).

Demonstracgao: Seja b € )y e assumamos sem perda de generalidade que
b=0by = P. Sejam o, af elementos arbitrarios de 7=!(by) N A e coloquemos
by = m(afw) e by = m(agw). Devemos mostrar entao que by e by estdao no
mesmo conjunto de controle para S.

Como «f, aj sao camaras positivas em P, existe ng € NT tal que oy =
noay . Assim, by = m(ajw) = m(npafw) = nem(afw) = ngby, pela equivarian-
cia da acao de G com relacao a w. Portanto, by e by estao na mesma N *-orbita.

Seja entdo h € of NintS. Para todo inteiro k, temos
h™Fby = h ™ ngby = (R *neh*)b,.

Pela proposicao 1.4, b; pertence ao interior de um conjunto de controle

e como h™*ngh* — 1 quando k& — oo, temos que o conjunto de controle
contendo by pode ser obtido do conjunto de controle contendo b;. De fato, seja
D(by,w) e D(by,w) os conjuntos de controle contendo by e by respectivamente.
Entdo, para k suficientemente grande, h=%b, € D(b;,w) C fe(Sz) para todo
z € D(by,w) o que implica by € fe(Sz) e consequentemente fe(Sz) N D(be, w) #
@, ou seja, D(b,w) < D(bg,w). Revertendo o argumento, conseguimos que
D(b1,w) = D(by,w) e portanto v(b,w) C D(b,w) concluindo a demonstragao.
|

Para provar ii) necessitamos do seguinte lema:

Lema 2.4. Seja by,by € Cy. Entao existe a™ € n71(b)) N A e g € intS
satisfazendo gby = by e gat € 71(by) N A.
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Demonstracao: Sejam P; e P, os subgrupos de isotropia de by e bs,
respectivamente e tomemos:

S;=PNS =12

Esses sao semigrupos de interior nao vazio em P; e P, pois by, by € C.
Assim, para se demonstrar o lema é suficiente mostrar a existéncia de g € int.S
com gb; = by tal que os conjuntos de P, int(gS1¢g™") e int(Sy) interceptem a
mesma, cAmara positiva, digamos 81, para P,. De fato, se isto ocorre, f7 =
ga™ com at positiva para P, satisfazendo as condi¢oes do lema.

Para mostrar a existéncia de um elemento g como acima, tomamos primeiro
g € intS satisfazendo gb; = by que existe, pois by, by € C.

Tomemos entdo S = 3S1g7 1. Esse ¢ um semigrupo com interior nao vazio
em P,. Para u € 51, gu € intS, gub, = by e

(Gu)Si(gu)™ = (Gug ) (G519~ )(gug ")~ = hSih™"

com h = gug~! € S;. Entédo, para se encontrar um ¢ da forma g = ju,u € S
é suficiente encontrar h € S; e uma camara 3 € 7~ 1(by) tal que 3 intercepte o
interior de hS'lh—l e S5 simultaneamente.

Agora, pelo Teorema 2.3, S; intercepta uma camara positiva para P .
Entao S; intercepta uma cAmara positiva para P,. Denotaremos tal camara
por 3;. Pela mesma razao S, intercepta um caAmara positiva, digamos 35,
positiva para P,. Assumiremos sem perda de generalidade que 8; = A" e que
Py, = MANT. Seja hy € 57 N intS; e hy € By NintSy. Temos que hy = h'n
para algum h' € 3] e n € NT. Para todo inteiro k, temos

hi*hohk = h7*(W'n)hE = B (h™*nh"*) € h{*Sohh.

Também, intS; intercepta a camara que contém A’ e portanto intercepta
todas as camaras que contém pontos proximos de h/. Como h~*nh¥ — 1
quando k — oo, temos que para k grande o suficiente int(hkathf) intercepta
a mesma camara positiva para P. Basta entdo tomarmos h = hY e o lema fica
assim demonstrado.

|

Dados by e by em Cj o lema anterior assegura a existéncia de a™ € 7=1(by)N
A e g € intS tal que ga™ € 7 (b)) N A. Portanto, gn(aw) = m(gaw) €
v(by,w).

Como 7(aw) € v(by,w), temos que o conjunto de controle contendo v(by, w)
¢ obtido do conjunto de controle contendo v(by,w), isto é, D(by,w) < D(ba,w).
Revertendo o argumento, temos que tais conjuntos coincidem. Isso mostra ii)
e termina a demonstracao do Teorema 2.4.
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No que segue, iremos denotar por D, o tnico conjunto de controle que
contém 7(Aw). Estritamente falando, a definigdo de D,, depende da escolha da
camara de Weyl A*. Iremos no entanto denotar o conjunto de controle apenas
como acima e especificaremos qual camara esta sendo usada quando ouver
perigo de confusao. Lembremos que D; é o conjunto de controle invariante
obtido pela camara de Weyl béasica, isso porque o ponto fixo do tipo 1 é o
atrator para todo elemento regular h. Notemos ainda que pela defini¢cao dada,
D,, contém pontos que sao fixados por elementos em intS, entao o conjunto
de transitividade (D, )o é nao vazio. Na verdade vale que todo conjunto de
controle efetivo D em B é D, para algum w.

De fato, se D é um conjunto de controle efetivo, temos que existe b € D
tal que PNintS # &, onde P é a isotropia b. Como visto anteriormente existe
uma decomposicao de P = MANT de modo que ANintS # @. Consideremos
AT a camara positiva para essa decomposicao. Sendo o conjunto das camaras
de Weyl densa em A, existe uma camara A] de A que intercepta intsS.

Se b* é a imagem de A por 7 em B, temos que b* é ponto fixo do tipo 1
para algum h € Al NintS

Tomando entao w € W que leva A em AT temos que b = wb* e portanto
D,N D # & o que por maximalidade implica D, = D.

O proximo resultado ird complementar o Teorema 2.4 dando uma caracter-
izagao para os conjuntos de transitividade de D,,,.

Teorema 2.5. Paraw € W, seja (D)o 0 conjunto de transitividade dentro
do congunto de controle D, e tomemos b € (D,)o. Entao existe by € Cy tal
que b € v(by,w), ou seja, (D,)o = m(Aw).

Demonstracao: Dado b € (D,,), existe b € intS tal que hb = b. Pode-
mos ainda supor que h estd em algum subgrupo vetorial, como ji mostramos.
Sendo o resultado independente da camara de Weyl bésica, nao existe perda
de generalidade em assumir que h € AT e que b = ©1by, para algum w; € W
e bp = MANT. Temos que by € Cy, pois h € AT NintS e portanto ' = Wby
satisfaz 0’ € (D,)o. Entao, existem g¢,¢ € intS tais que g’ = be ¢gb =1.
Tomando as decomposi¢oes de Iwasawa de g e ¢’ com relagao a KANT e
K AN} , respectivamente, temos

g = ledflhl(@nldfl), hl € A, ny € N+

g/ = @@flhg(a)lnga)fl), hg € A,n2 € N+.
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Essa decomposicio segue de que gt = 0,0~ = be ¢gb = @o;'b = V.
Temos que gh*g’ € intS para todo inteiro positivo k. Também,

gh*g' = 1@ ha@)ny (O™ hP@) (@7 T hotr )naiy
Usando agora o fato de que A normaliza N1, essa expressao se reduz a
gh*q = &1h'nat, neNT

onde
R = (07 ha@) (@7 hFQ) (O hady).

Tomando k grande o suficiente, podemos assumir que ' € @~ 'A*@. Note-
mos que gh*g'b = b e portanto gh¥g’ € MAN], que ¢ a isotropia em b. Com

relacao a essa decomposi¢ao, temos
q hk g/ _ h//n/

onde n/ = wynw;' € N e W' =& Wa.

Suporemos inicialmente que n’ = 1. Temos entao que h” pertence a camara
at = ww AT e entdo at € Y. Vamos mostrar que b = m(aTw). Para isso,
notemos que a acao a direita de w em at é dada pela acao a esquerda depois
que conjugamos w por wiw . Entdo

atw = (ww Hw(lww ) et =w AT =0 ATOT
Mas pela definicio de w;, temos que 7(01AY@7") = @by = b, ou seja,
b =r(atw) € v(by,w) como desejado. O caso para n # 1 se reduz a esse se
conjugarmos tudo por ng € NJ, onde ng satisfaz nohn'ng' = b e tal ng é
existe, pois a aplicacdo n € N +— (h”)"'nh"n~! € NJ é um difeomorfismo
para h” regular.
|

Iremos adicionar dois resultados a respeito de controlabilidade que serao
usados posteriormente. Dizemos que o semigrupo S de G é controlavel no flag
B se Sx = B para todo = € B.

Lema 2.5. Seja G um grupo de Lie conexo semi-simples com centro finito
e S um semigrupo de interior nao vazio em G. Suponha que exista X € g tal
que ad(X) seja nilpotente e que expX € intS. Entao S = G.

Demonstracao: E suficiente considerarmos o caso em que G é o grupo
Int(g) dos automorfismos internos de g. De fato, esse grupo é o quociente
G/Z(G) de G pelo seu centro. Sendo Z(G) finito, G — G/Z(G) define um
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fibrado principal com grupo compacto e entao S = G se S/Z(G) = G/Z(G).
Para demonstrar o lema, iremos aproximar expX por elementos compactos em
Int(g).

Como ad(X) é nilpotente, X pode ser mergulhado numa subélgebra g,
isomorfa a sl(2,R). Entéao, existem H,Y tais que

[H,X]=2X [H,Y]=-2Y [X,Y]=H,

e g, ¢ a algebra tridimensional gerada por X, Y, H. Denotemos por Gy C Int(g)
o subgrupo de Lie conexo com algebra de Lie g,. Tal grupo é semi-simples e
possui centro finito. Entao, para Z € g, o grupo a um parametro {exptZ;t €
R} C Gy gerado por Z é compacto se, e somente se, {exptadg (Z);t € R} C
Int(g,) é compacto.

Dado e > 0 consideremos Z. = X — €’ € g,. Entdo, a matriz de adg,(Z.)
com respeito a X,Y, H é da forma

0o -2 0
€2 0 1
0 —2¢2 0

e seus autovalores sao 0 e £2e/—1. Portanto, {exptadg (Z.);t € R} ¢ com-
pacto e assim {exptZ;t € R} é também compacto em Gy, e consequentemente
em Int(g).

Entao, para e suficientemente pequeno, exp Z. esta proximo de expX e
entao exp Z. € int.S. Isso nos assegura a existéncia de um subgrupo compacto
L C G satisfazendo L NintS # @. Sendo esta intersegdo um semigrupo com
interior nao vazio em L, ele contém contém a componente da identidade de L.
Portanto 1 € L NintS C intS, o que implica S = G.

|

Teorema 2.6. Seja G um grupo de Lie semi-simples com centro finito
e seja S C G um semigrupo com interior nao vazio. Suponhamos que S €
controlavel em B. Entao S = G.

Demonstragao: Pelo lema acima, s6 precisamos encontrar um elemento
nilpotente em intS. Notemos que S é controlavel em B se, e somente se, B = C,
onde C' é o conjunto de controle S-invariante. De fato, se Sx = B para todo
x € B, em particular B = Sz C fe(Sz) = C para todo z € C e portanto
B = C'. Reciprocamente, se C' = B, temos que C' = () pela Proposicao 1.1
(g). Pela mesma proposigao, temos que Cy = (intS)z N (intS) "'z C Sz para
todo x € Cy = B e portanto S é controlavel em B.

Tomemos entao b € B e seja P seu subgrupo parabolico correspondente.
Entao, existe uma decomposicao de Langlands P = MAN™ de modo que AN
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intS # @ e pelo Lema 2.2, o™ }(T') C A para todo w € W. Assim, A intercepta
toda camara em a e sendo A um cone convexo, A = a. Portanto, existe h € A
e ni,ny € NT satisfazendo hni, h~'ny, € intS e portanto NT™ NintS # @ e o
teorema segue do Lema 2.5.

|

Seja > um sistema simples de raizes associado ao par (g,a) e © C Y um
subconjunto. Associado a © existe um subgrupo parabélico Pg cuja subélgebra
parabodlica é dada por pg. Tais conjuntos sao dados da seguinte maneira:

Seja 1=(0) a subélgebra de n* dada por

n+(@): Z Bio

ac(e)t

onde (©)" & o menor subconjunto fechado de IT* contendo ©. A subalgebra
parabdlica é entao dada por

po =1 (0) Dp

e o subgrupo parabolico Pg ¢ o normalizador de pg em G. Notemos que
Po, C Po, se ©1 C Oz, Também, p, = p e py- = g. Também, p C pg, P C Fo
para todo © C ).

Podemos decompor pg da seguinte maneira

po = o B ap D,

onde 49 ¢ o complemento (,),-ortogonal da subalgebra a(©) gerada por
{Hy;a € ()}, 1§ = D act+—(o)t Ba € e = m @ a(0) &1 (0) & (6), com
todos os termos dessa decomposigao sendo subalgebras. Além disso, ag @ ng, é
um ideal em pg e g centraliza dg.

A subélgebra p(©) gerado por 1 (0) e 1= (O) é semi-simples e a(0) esta
contido em g(0) como uma subalgebra abeliana maximal.

Para o subgrupo parabdlico temos a decomposicao Py = M@A@Ng , onde
Ao = expao, Ng = expig, ¢ Me ¢ o subgrupo fechado com algebra de Lie ae.
Em geral Mg nao é conexo, contudo o nimero de suas componentes é finito.
Denotaremos por Mg = expilg a componente conexa da identidade de Meg.
Temos ainda que Mg normaliza AoNg. O espago quociente Bg = G/Pg ¢
denominado flag do tipo ©.

Seja S C G um semigrupo com interior nao vazio. Com as notagoes ante-
riores como sendo as candnicas, suponhamos que by € (. Seja

m: B — Bg
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a fibragao canonica invariante. Em Bg existe apenas um conjunto de controle
S-invariante, digamos Cg. Este é dado por

C@ = 7T(C)

Portanto, se tomarmos &, como sendo a origem de Bg, temos que & = 7(bg)
e assim & € (Co)o.

Feitas estas observacoes podemos olhar agora o que acontece na fibra F' =
71 (&) N Cy de & sobre Cy. Coloquemos entao

Se =S5NPs.

Esse é um semigrupo de interior nao vazio em Pg, pois & € (Cg)o € Po € a
isotropia em . Também, pelo fato de que Cp € o conjunto de transitividade
dentro de C', SgF = F'. Coloquemos agora

Se = Se N (Po)o,

onde (Pg)g é a componente conexa da identidade. Como Pg possui um ntmero
finito de componentes conexas, Sg possui interior nao vazio em (Pg)g. Afir-
mamos que ainda temos SgF = F. A inclusao SgF C F' ¢é imediata. Para a
outra inclusdo, seja b € F. Iremos mostrar que b € Sgb’, com b’ € F'.

Como b € F, existe h € intS satisfazendo hg = g com h em algum subgrupo
vetorial de G. Temos também que héy = & e portanto h € So. Trocando,
se necessario, h por h™ para algum inteiro positivo m, podemos assumir que
h € (Po)o e entdo h € intSg. Agora, como b atrai um conjunto aberto e denso
em B, podemos tomar b € F de modo que h*b — b quando k — oo e assim
b € fe(Seb’) e como hb = b com h € intSg, temos que b € Sgb’ concluindo a
afirmagao.

Mostraremos agora que o fecho de F' é na verdade um conjunto de controle
invariante de um semigrupo de interior nao vazio em um grupo de Lie semi-
simples agindo sobre 77(&). O subgrupo AgNg de (Po)o age trivialmente em
771(&), pois é normal e fixa by. Portanto a agao de Se sobre 7~1(&) depende
somente da acao de I'g = Sg /A@N(f)r que é um semigrupo de interior nao vazio
em M@ = (P@)O/A@Ng

Seja Z(g(0)) o centralizador de g(©) em Mg. Esse ¢ um subgrupo fechado
e normal de Mg, pois g(©) ¢ um ideal de m(©), a élgebra de Lie de Me.
Além disso, a algebra de Lie de Z(g(©)), que é o centralizador de g(©) em m,
complementa g(©) em mg. Entao a algebra de Lie de

G(0) = Me/Z(3(O))

é isomorfa a g(©) que é semi-simples. Mas, Z(g(©)) esta contido em M, o
centralizador de a e portanto Z(g(©))by = by e como ele é normal em Mo,
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sua agao sobre 7 1(&) é trivial. Entao a agao de Sg sobre 771(&;) depende
somente da agao do semigrupo de interior nao vazio de G(0) dado por

5(0) =Te/Z(a(©)).

Portanto, o fecho de F' é um conjunto de controle pra S(0). Na verdade,
este ¢ o tnico conjunto de controle invariante para S(0) em 7 !(&y), pois esta
fibra é exatamente o flag maximal de G(0), que segue do fato de que MeNP
é um subgrupo parabélico minimal do grupo de Lie redutivel Me.

Temos entao o seguinte resultado:

Proposicao 2.1. Seja C e Cg 0s conjuntos de controle invariantes de B
e Be, respectivamente, e tome & € (Cg)o. Seja S(O) C G(O) como definido
anteriormente. Temos que (&) € o flag marimal de G(©). Tomemos F =
71 (&) NCy. Entao fe(F) é o conjunto de controle S(O)-invariante de 7—1(&)
e F' estd contido em seu conjunto de transitividade.
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Capitulo 3

Um subgrupo do Grupo de Weyl

Iremos estudar agora quais dos conjuntos de controle D, coincidem em B.
Comecaremos pelos conjuntos de controle invariante, isto é, olharemos o sub-
conjunto dos elementos w € W tal que Aw e A se projetam sobre o mesmo
conjunto de controle em B. Seja entao,

W(S) = {w € W; D,, é o conjunto de controle S-invariante}.

Notemos que inicialmente W (S) é apenas um subconjunto do grupo de
Weyl. Mostraremos que na verdade W (.S) é um subgrupo de W. Tal fato nao é
imediato, pois W (.S) nao ¢ definido como o subconjunto que deixa A invariante.
De fato, para w € W(S) e a™ € A, néo é necessariamente verdade que atw €
A, temos somente que alguma cimara positiva para 7T(Oé+u)> pertence a A.
Assim como D,,, W(S) também depende da escolha de uma camara de Weyl
bésica AT para sua defini¢ao. Indicaremos isso escrevendo W (S, A™) no lugar
de W (S) quando ouver qualquer perigo de confusdo. Fixado AT, W(S) é um
subconjunto do grupo de Weyl de A e w € W(S) se, e somente se, existe
g € G tal que gAT™ € A e m(gwAT) = w((gwg~1)(gAT)) € Cy, onde @ ¢é
um representante de w em M*. Com isso, ¢ facil mostrar que W (S, A}) =
gW (S, A")g™! se AT = gAT.

Proposicao 3.1. Fizemos uma decomposi¢cao candnica e suponhamos que
bp = MANT € Cy. Entao as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

i) we W(S);

ii) N*wby C Cp.

Além disso, se AT € A as condicoes acima também sao equivalentes a

iii) Wby € Cy, onde & € um representante de w.

Demonstragao: Como by € (), sabemos que existe h € AT en € N*
satisfazendo hn € intS. Suponhamos inicialmente que n = 1, isto é, h € intS
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e AT € A. Temos entao que Atw = ©A™, onde @ é um representante qualquer
de w em M*. Assim, m(Atw) = 7(wA") = On(AT) = ©by. Segue entao que
wby € Cy se w € W(S)

Sendo Cj aberto, existe uma vizinhanca I/ da identidade em N7, tal que
Uby C Cy. Além disso, como h~*nh*¥ — 1 quando k — oo, se n € NT, temos
que para k grande o suficiente, h=*nh* € U, ou seja, n € h*UL™ e portanto
N+ = hkUn="*.

Contudo, (R*UN=*)0by = hkUDby C Cy, pois Uby C Cy e h* € intS. Isso
mostra que N*T@by C Cj.

Se considerarmos agora o caso geral, pelo mesmo argumento usado na
demonstracao do Teorema 2.5, existe ng € NT, tal que

~1
hn = nohng .

Entao, ngATng' NintS # @ e sendo ngwny' um representante de w no
normalizador de ngA*ny', o argumento anterior assegura que

Ntnogangt = NTaoby C Cy

e portanto fica mostrado que i) = ii) . Para a reciproca, notemos que ii)
assegura que nocbnalbg = nowby € Cy, entdo i) segue da definigao de W (S).

Notemos que ii) implica iii) diretamente e que iii) implica i) caso AT € A
pela definicao de W (S5).

Proposicao 3.2. W(S) € um subgrupo do grupo de Weyl W.

Demonstragao: W (S) é ndo vazio, pois D; é o conjunto de controle maxi-
mal. Consideremos como sempre que uma notacao canonica esteja escolhida
com by € Cp. Sejam wy e wy em W(S) e &y e @y seus representantes em M*.
Pela proposicao 3.1, ©by € Cy. Conjugando por @;, obtemos pelo fato de
Wy € W(S),

(@1@2@1_1)(@1)170 e Cy

que é wiwaby € Cy. Isso mostra que W (S) é um semigrupo de W. Como W é
finito, W(.S) é um subgrupo de W.
|

O subgrupo W(S) conta aqueles elementos w € W para os quais D,, é
o conjunto de controle invariante. Mostraremos mais adiante que os outros
conjuntos de controle tém uma descrigao semelhante, dada por classes laterais
a direita de W (S) em W.

Defini¢ao 3.1. O subgrupo W (S) dado acima é denominada tipo parabdlico
de S.
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Dados dois grupos de Lie semi-simples GG; e G5 e semigrupos S; e Sy de
G, e G, respectivamente, podemos associar ao grupo de Lie semi-simples
G = G1 x G4 0 semigrupo de interior ndo vazio S = 57 x S3. Uma questao que
surge naturalmente é a seguinte: Qual a relagao entre o tipo parabolico de S
e os tipos parabolicos de S; e Sy 7

Sejam entao G; e Gy grupos de Lie semi-simples com algebras de Lie g; e
&,, respectivamente. Sejam ainda g; = k; @ a; D 1 decomposigoes de Iwasawa
de g; para i =1, 2.

Se considerarmos o produto g = g; X g, temos que uma decomposicao de
Iwasawa para g ¢ dada por g = hdadnt, onde h = h; X hy, a = ay X 8y €
" = nf xnj. De fato, como o colchete em g ¢ dado pelo colchete em cada
coordenada, temos que a é um abeliano maximal na parte simétrica ¢ de g,
onde ¢ é o cartesiano das partes simétricas de g; e gy,. Além disso, como os
espacos sao todos de dimensao finita, podemos identificar o dual de a com o
cartesiano dos duais de a; e 4, e obtermos assim que a parte nilpotente dessa
decomposi¢ao ¢ mesmo . Notemos que com essa escolha, as camaras positivas
de a sao identificadas com o cartesiano de camaras positivas em a; e as.

Desta maneira, tomando AT = Af x AJ como sendo a cAmara positiva
para P e supondo sem perda de generalidade que A intercepta intS;, temos
que A intercepta intS. Temos um difeomorfismo equivariante £ : B — By X By
dado de maneira usual, isto é, £((g1,92)P) = (&1((91, 92)P),&2((g1,92)P)) =
(91P1, g2 P). Além disso, se tivermos w = (wy,ws) € W(S), temos que wby
pertence ao conjunto de controle S-invariante em B pela proposigao 3.1 e como
wib; € &(D,,), temos pela mesma proposi¢ao que w; € W(S;), ja que &(D,)
é o conjunto de controle S;-invariante em B; se D, é o conjunto de controle
S-invariante em B. Desta maneira, obtemos que W(S) C W(S;) x W(Sy).
Tomando o difeomorfismo inverso, obtemos a outra inclusao e temos portanto.

Proposicao 3.3. Sejam Gi e Gy grupos de Lie semi-simples, S; e Sa
subgrupos de interior nao vazio em Gy e Gy respectivamente. Entao, o tipo
parabolico de S € o cartesiano dos tipos parabolicos de Sy e Ss.

Notemos que todas os procedimentos feitos anteriormente podem ser ex-
tendidos a um ntmero finito de grupos de Lie semi-simples e temos portanto
que se Gy, i = 1,...,n sao grupos de Lie semi-simples e .S; seus respectivos
semigrupos de interior nao vazio, entao W(S) = W(Sy) x --- x W(S,,), onde
S é o cartesiano dos S;’s.

Seja agora G um grupo de Lie semi-simples com algebra de Lie g e S um
semigrupo de interior nao vazio de G. Consideremos a decomposi¢ao de g
em componentes simples, g = g; X --- X g;,. Consideremos inicialmente que o
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grupo G é simplesmente conexo. Entao G = G| X - -+ X G}, com G; grupos de
Lie simples. Dessa maneira, o semigrupo S se projeta em cada G; como um
semigrupo de interior nao vazio, digamos S;. Como visto anteriormente, o flag
B = G/P é difeomormo ao cartesiano By X -+ X By, onde B; = G;/P; sao os
flags de G; e também, o grupo de Weyl de G é W = W; x --- x Wy, com W;
grupo de Weyl de G;. Se considerarmos entao m; : B — B; como a projecao
canodnica, temos que se C' é o conjunto de controle S-invariante em B, entao
certamente 7;(C') é o conjunto de controle S;-invariante em B; e portanto,
dado w = (wy...,wg) € W(S), temos que w;b; € m;(D,,) que é o conjunto de
controle S;-invariante. Assim, a Proposi¢ao 3.1 assegura que w; € W(S;), ou
seja, W(S) C W(Sy) x---xW(Sk). Reciprocamente, se tomarmos w; € W (.S;)
para todo i = 1,...,k, temos que m;(C) = D, para todo i, o que forca
wby € C e portanto w € W(S), onde C é o conjunto de controle S-invariante
ew = (wy,...,wg). Temos entdo que W(S) =W (Sy) x --- x W(Sk).

No caso em que G nao é simplesmente conexo, o grupo G ¢é igual ao carte-
siano dos grupos simples G;, com algebra de Lie g; quocientado por um sub-
grupo central e discreto. No entanto, quando tomamos o flag maximal de G,
temos que esse é isomorfo ao flag maximal do grupo G; X - -+ x G} e também
que seus grupos de Weyl coincidem.

Fixemos agora uma notagao canénica de modo que A NintS # &. Pelo
Lema 2.2 e a Proposicao 3.1 temos que @ (I') C A se w € W(S). Sendo W (S)
um subgrupo, temos que &(I') C A para w € W(S).

Seja = = Z(S) o cone convexo gerado por U{wl;w € W(S)}. Entao = é
W (S)-invariante e = C A.

Temos entao as seguintes possibilidades:

1) A = a. Entdo Ad(S) = Ad(G) e, pelo Teorema 2.6, S pode ser um
semigrupo proprio somente se G possui centro infinito.

2) A é um cone proprio de a. Entéo = é também proprio e entéo W(S) deixa
um cone em 4 invariante. Como W (\S) ¢ finito, isso se verifica se, e somente se,
existe um elemento nao nulo H € a que é fixado por W(S), isto é, wH = H
para todo w € W(.9).

Tomemos agora um ponto fixo para o conjunto W(S) que esteja no fecho
de uma camara de Weyl que intercepta A. Podemos fazer isso, pois um ponto
fixo é dado por

H= wH'
weW (S)

onde H' ¢ qualquer vetor nio nulo em I'. Como I' C A, temos que H esta no
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fecho de uma camara a* que satisfaz a™ N A # @. Notemos que H esta na
fronteira de a* a menos que W (S) = {1}.

Associado a a', existe um sistema de raizes II. Assim, o subgrupo de W
que deixa H fixo é Wg, onde © é um subconjunto de II e Wg é o subgrupo
gerado pelas reflexdes definidas pelas raizes em ©. Notemos que © = {«a €
II;a(H) = 0}. Entao W(S) C We para algum © C II. Escolhemos entao
H com regularidade méaxima, isto é, tal que o © correspondente seja minimo.
Afirmamos que para essa escolha, W (S) coincide com Wg.

Seja Pg o subgrupo parabélico associado a © e consideremos a fibragao

equivariante
m: B — Bg.

Denotaremos por C' e Cg 0s respectivos conjuntos de controle em B e Bg e
assumiremos que by € Cy e entdo & = w(by) € (Co)o. Seja Cg, = C N (&).
Tal conjunto é o conjunto de controle invariante do semigrupo S(0). A fibra
7 1(&) coincide com a fronteira do grupo semi-simples G(0). Também, We
¢ o grupo de Weyl de G(©). Pela Proposicao 3.1, @by € C¢, se w € W(S) e
portanto W (S) é um semigrupo de W (S(0)).

Agora, se assumirmos que © é minimal, temos que W (S) nao possui um
vetor nao nulo fixado dentro da subélgebra abeliana maximal a(©) de g(©).
Como W (S) C W(S(©)), concluimos que W(S(©)) nao deixa nenhum cone
proprio em a(©) invariante. Portanto S(0) = G(0) e Cg, = 7 1(&). Isso
implica que wby € Cg, C C para todow € Weg e pela Proposigao 3.1 concluimos
que W (S) = We.

Temos entao o seguinte resultado:

Teorema 3.1. Fizemos as notacoes candnicas com by € Cy e AT € A.
Entao W(S,A") = We para algum © C TI, onde I é o sistema de raizes
associado a decomposi¢cao de Twasawa definido por by. Além disso, seja Cg 0
conjunto de controle S-invariante em Bg. Entio C = 7 '(Cg), onde m € a
fibragao canénica.

Demonstracao: A primeira parte segue da discussao acima. A segunda é
consequéncia do fato Cg, = 7 1(&) e da Proposicao 1.6.

O teorema acima nos permite chamar indistintamente de tipo parabélico de
um semigrupo S o subgrupo do grupo de Weyl W (.S), como dado na defini¢ao
3.1, ou ao subconjunto minimal © obtido no teorema acima ou ainda ao flag
Bg associado a esse ©.

Corolario 3.1. As sequintes afirmacgoes sao equivalentes
i) we W(S);
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ii) Existe algum subgrupo parabdlico minimal P = MAN™T e g € intSN P
tal que g = hn comh e A, n € Nt ewh=h;
iii) Existe algum subgrupo vetorial Ay e a € intS N Ay tal que wa = a.

Demonstragao: Assumindo i), temos pelo teorema anterior que w fixa
H € A. Entao, para algum n € NT, temos hn € intS com h fixado por w,
obtendo assim ii).

Seja ¢ = hn dado em ii) e consideremos g = gsg, a decomposigao de
Jordan de g, com g, semi-simples, g, unipotente e gsg, = g.gs. Temos que h e
gs sao conjugados. Como h é hiperboélico, o mesmo acontece com g, entao ele
pertence a algum subgrupo vetorial A; de G. O centralizador de g5 ¢ o grupo
redutivel Mg para © um subconjunto de raizes simples associadas a alguma
camara em A; contendo g; em seu fecho. Temos ainda que ¢, € Mg e sendo
unipotente, existe pelo Lema 2.5 um elemento compacto, digamos b € Mg,
com b* = 1 para algum inteiro k, suficientemente préximo de g, e tal que
gsb € intS. Portanto, se tomarmos a = g, temos que a = (g;b)* € intS.
Notemos que um elemento do grupo de Weyl fixa a se, se somente se, fixa gs.
Usando o fato de que h e g, sao conjugados, é possivel obter u € G satisfazendo
uAu=! = A; e uhu™! = a. A partir disso, temos que u leva camaras com h
no bordo em camaras contendo g, e consequentemente a, em seus fechos.
Também, multiplicando u a direita por elementos do grupo de Weyl que fixam
h e a esquerda por aqueles que fixam a é possivel descrever as cimaras que sao
intercambiadas por u. Usando agora o isomorfismo entre os grupos de Weyl
de A e de A; dado por u obtemos iii).

Finalmente, se a é como dado em iii), ele pertence a fronteira de alguma
camara de Weyl, digamos A em A;. Como a € intS e wa = a, temos que
Af e wAT interceptam int.S, entdao wA;] € A e portanto w € W (S) concluindo
assim o teorema.

|

Estamos agora em condig¢oes de provar que os diferentes conjuntos de con-

trole da forma D, sdo parametrizados pelas classes a direita em W (S) \ W.

Teorema 3.2. D,, = D, se, e somente se, W(S)wy = W(S)ws. Entdo os
conjuntos de controle efetivos para S sobre B estao em correspondéncia com

Demonstragao: Suponhamos inicialmente W (S)w; = W (S)w; e tomemos

a escolha canonica com by € Cj e de modo que AT € A. Temos que wiby € D,
woby € D, € @1@2‘%0 € (Y, onde w; e wy sao representantes em M* de wy e wsy,
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respectivamente. Iremos mostrar que D,, < D,,,. Para isso fixemos notagoes
canonicas adaptadas a @@, 'by. Temos:

D1bo = (@105 )2 (@105 1) ™) (@185 o).

Entao, o ponto fixo do tipo wy para elementos em A" é @by e os pontos
fixos do mesmo tipo para as outras cAmaras em A'N'T sao da forma nw; by,
comn € Nt e AT, AN'T sdo os elementos da decomposicao canonica de
&)1@2_1b0. Como Gjldj;lbo € Cy, temos que D, contém pontos da forma n’@;bg
com n’ € N'*. Usando entdo um argumento de expansao como utilizado
anteriormente, temos que é possivel obter D,, a partir de D,,, isto é, D, <
D,,. Analogamente provamos que D,,, < D,, e portanto eles coincidem.

Reciprocamente, suponhamos que D,,, = D,,, e fixemos escolhas canonicas
com by € Cy e AT € A. Tomemos entao W (S) com respeito a essa camara,

isto &, W (S) = W (S, A™). Definimos
A= {H € a;3n € N,,; (exptH)n € intS para algum ¢t > 0}.

Assim como T, A, & um cone convexo com interior ndo vazio em a. Como
estamos assumindo At € A, temos que A, Nat # @. Iremos mostrar que
/~\2 também intercepta wow; 19t. Por hipotese, @oby € D,,. Na verdade, wsby
esta no interior do conjunto de transitividade em D, , pois hwsby = Wby
para h € AT NintS. Portanto, como na demonstracao do Teorema 2.5 existe
g € int.S com gwsby = woby e tal que a imagem por w; da caAmara que contém g
é uma camara positiva para weby 0 que é equivalente a dizer que g é da forma

g="hn

onde h' € Oy *AT en € NJ,. Temos entao que Ay Nwowitat # @

Agora, usando a convexidade de A,, existem elementos regulares
H,,---, H satisfazendo:

i) Hy € wow;'at e Hy, € at;

ii) O segmento {H;, H;,1} entre H; e H;,; esta contido em A, para todo
i=1,-- k—1:

iii) Se o segmento {H;, H;;1} cruza a fronteira de uma camara, entao isso
é feito através de um hiperplano que é anulado por apenas uma raiz;

iv) Cada segmento esta contido na unido de no maximo duas camaras.

Seja H! a intersegao de { H;, H;11} com o hiperplano de (iii) e tome s; € W
tal que s;H] = H!. Entdo s; muda as camaras que contém {H;, H; .1}, pois
s; leva pontos que estao proximos de H' em pontos também proximos de H'.
Também, pelo Corolario 3.1, s; € W(S) quando W (S) é definido por meio de
uma camara contendo H} em seu fecho. Como s;_ ... Sjwaw; 19t 6 uma dessas
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camaras e como estamos definindo W (S) por meio de a*, conjugamos para
obtermos
—1y—1 —1
(Si—l < Sl ) Si(si—l - S1Waldg ) c W(S)

Contudo, por construcao, sy . .. s;wew; a™ = at e portanto sy, . .. sjwyw; * =

1. A expressdo anterior nos mostra entdo que sp_...Sjwow; € W(S).

Procedendo por indugao sobre j, segue que si_;. L siwawr € W(S) para

j=0,1,--- ,k, ou seja, wow; ' € W(S), concluindo assim a demonstracio do
teorema.

|

Corolario 3.2. Mantendo fizada a cdmara bdsica A*, temos que

W (St AT) = W(S, A*).

Demonstracao: Seja wy, € W satisfazendo wa™ = —a'. Entao D, é
o conjunto de controle minimal de S e também o conjunto de transitividade
do conjunto de controle invariante de S~!. Podemos assumir, sem perda de
generalidade, que AT € A e que by € Cyy. Temos entao que s € W (S, AT) se,
e somente se, swobg € D,,, que, pelo teorema anterior, se verifica se, e somente
se, s = swowy T € W(S, A1) e portanto W (S~ A*) = W (S, A™).
|
Poderiamos comparar este corolario com o Teorema 3.1. Temos que
W(S,AT) = Weg, quando escolhemos AT € A. Entao, para encontrarmos
o subconjunto © correspondente a S, devemos tomar At e © C —II. Mas,
W(S™ AT = woW (S, AMwy, onde wy AT = AT e entdo o conjunto
de controle invariante para S~! ¢ da forma 7T_10;0®, onde C o € 0 conjunto
de controle invariante para S~ em B, e.

Corolario 3.3. Ad(S) = Ad(G) se D, = D,, e wyw; " ndo possui ponto
fizxo nao nulo em a.

Temos ainda o seguinte resultado:

Proposigao 3.4. Seja © tal que W (S, AT) = Wy e seja Cg 0 conjunto de
controle S-invariante em Bg. Coloquemos & = Pg, e assumamos sem perda
de generalidade que & € (Cg)o. Entdo, Co C N~ &.

Demonstracgao: Suponhamos que Cg intercepta o complementar de N~&,
e tomemos h € AT NintS. Temos que o complementar de N~&; é fechado e ¢ a
uniao de variedades estaveis para h. Portanto Cg contém um ponto, digamos
&1, no complementar de N~¢, tal que h&; = & . De fato, seja él um ponto da
interse¢ao de Cg com o complementar de N~&;. O fato do complementar de
N~& ser uniao de variedades estaveis para h nos assegura que existe & que
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satisfaca hF&, — & quando k — oo. Sendo Cg fechado e S-invariante, temos
que & € Cg e como h& = & temos o desejado.

Mas entao, & = wéy para w € W — Weg, pois w'§y = & para todo v’ € We.
Além disso, se by = P temos que by € 7 (&) e wby € 7 1(&) e portanto
bo,wby € T H(Ce) = C. Como h € intS ¢é tal que hby = by e hwby = why con-
cluimos que by, wby € Cy e pela Proposicao 3.1, w € W (S, A™) contradizendo
o fato de que W (S, A*) = W e concluindo a demonstragao.

|

Ainda com relagao ao tipo parabélico de um semigrupo S, temos a seguinte
proposicao

Proposicao 3.5. Suponha que o subconjunto C' C Bg esteja contido na
célula aberta de uma decomposi¢ao de Bruhat e satisfaga C = fe(intC'). Entao,
o subgrupo

Se={g € G;¢9C C C}

possui interior nao vazio. Além disso C' é o conjunto de controle invariante
para S¢c em Bg, Cy = intC' e o tipo parabdlico de S¢ é O.

Demonstracao: Seja b € intC'. Como C' esté contido na célula aberta de
Bruhat, existe h ©-regular tal que b é o atrator de h (ver [12]) e que para todo
x € O, temos que h*x — b quando k — +oo. Além disso, sendo C' compacto,
temos que para toda vizinhanca U de b, existe kg > 0 tal que h*C C U, para
todo k > k.

De fato, dado uma vizinhanca U de b e x € C, temos que existe k, > 0 tal
que h¥z € U para todo k > k, e portanto z € h™%+U. Assim,

cclJntu

zeC

e sendo A%+ U abertos, existem z1, ..., x, € C talque C C h™"UU.. . Uh U,
onde k; é associado a x;. Tomando entao ky = max{ky,...,k,}, temos hEC C
U para todo k > k.

Entao, tomando U um aberto em C, temos que existe um kg, tal que
g = h* € Sc. Como {f; f(C) C U} é um aberto na topologia compacto-
aberto sobre as aplicagoes de Bg, temos que g € intSc.

O fato de que C' é o conjunto de controle Sc-invariante segue de que todo
elemento em intC' ¢ atrator de algum elemento ©-regular e de que C' = fe(intC'),
pois dado x € C e y € intC' existe h em intSg, elemento O-regular, de modo
que y é atrator de h e portanto h*z — y, ou seja, y € fe(Scx). Sendo x e
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y arbitrarios, temos que intC' C fe(Scx) para todo x € C e portanto C' é o
conjunto Sg-invariante em Bg.

Pelo fato de todo elemento em intC' ser atrator para elementos ©-regulares
em intSe, temos a igualdade intC' = Cy. Que os conjuntos W (S¢) e We
coincidem segue diretamente, pois como C' esta contido na célula aberta de
Bruhat, devemos ter que © C O(S) e como existem elementos O-regulares que
no interior de S¢, o Corolario 3.1 garante a outra inclusao. [ ]
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Exemplos:

a) Tomemos G = Sl(n,R). Uma decomposi¢ao candnica é dada tomando
4 como a algebra das matrizes diagonais com traco nulo. As raizes sao «;; =
Ai — Aj, onde \;(H) = a; para H = diag(ay,--- ,a,). Um sistema simples de
rafzes ¢ dado por Y = {a; ;4154 =1,--- ,n—1} e o grupo de Weyl é exatamente
o grupo das permutacoes em n elementos e age em a permutando as entradas
das matrizes diagonais. Tomando © = > —{ay 41} para k € {1,...n — 1},
temos que o flag Bg se identifica a Grassmaniana Gry(n).

Consideremos entao a forma bilinear dada pela matriz

Iy 0
0 - n—k

e C' um subconjunto da Grassmaniana dado por C' = {V € Gri(n); Bly > 0}.
Vamos provar que O é o tipo parabdlico de S¢. Mas para isso ¢é suficiente que
asseguremos a existéncia de um elemento ©-regular h que esteja no interior
de Sc e em A = expa, pois dessa forma o Corolario 3.1 nos garante que
Weo C W(S) ja que todo elemento w € Wy fixa h. Como S¢ é um subconjunto
proprio de G, temos que W (S) é um subgrupo proprio de W e como Wg é um
subgrupo maximal proprio contido em W, devemos W (S) = Weg.
Consideremos entao o elemento ©-regular,

h = diag(\, ..., \, (1, ...,
iag( [y s 1)

k n—k

com A > pu > 0. Devemos mostrar entao que h é tal que para cada V € C
temos que B(hv, hv) > 0 para todo v € V| pois intSec = {g € G;¢gC C intC'}
e intC ={V € C; Bly > 0}.

Seja entao V € C' e v € V nao nulo. Tomando v = aje; + ...+ a,e,, onde ¢;
séo os elementos da base canonica, temos que B(v,v) = (af+...4+a3) — (aj ., +
ot a2) > 0. Assim, B(hv,hw) = X(af + ...+ ai) — p*(ajq + ... +a3) >
N B(v,v) > 0.

b) Seja G = Sp(n,R) o grupo simplético real. Sua élgebra de Lie, sp(n,R),
é realizada como a subalgebra de matrizes 2n x 2n da forma

(e )

com A, B e C matrizes n Xx n e com B e C simétricas. Uma escolha para
a é a subdalgebra das matrizes diagonais em sp(n,R) da forma diag(H,—H),
com H uma matriz diagonal n x n. Um sistema simples ¢ dado por ) =

37



{AM = Aoy, A1 — Ay 20, ), onde \; é o funcional de a* que associa a i-
ésima entrada de H. O grupo de Weyl possui 2"n! elementos. Consideremos
©={\ —Xg,..., N1 — Ay }. A subélgebra parabodlica associada a © é dada

por
A B
0 —A!

e o flag minimal Bg é o conjunto dos subespacos Lagrangianos em R?", isto ¢é,
os subespacos onde a forma simplética candnica

0 I
_ .t n
¢é identicamente nula.

Consideremos também a forma quadratica Q(§) = B((x,y), (z,y)), onde
B : R™ = R*" x R® — R ¢é a forma bilinear simétrica em R?" dada por
B((z,y), (w,0) = - v+u-y.

Para o semigrupo S = {g € G : Q(g¢) > Q(§)} iremos mostrar que o tipo
parabdlico de S é a Grassmaniana Lagrangiana dos subespago Lagrangianos
de dimensdo n em R**, A, (2n) C Gr,(2n).

Seja C' = {V € A,(2n) : @), > 0}. Temos que intC' = {V € A,(2n) :
B, >0} eintS ={g€ G : Q(g9¢) > Q(&)}. Consideremos entao o semigrupo
Se={geG : gCCC}leintSc={geG : gC CintC}.

Lema 3.1. intSc = intS

Demonstragao: Por um lado é claro que intS C intSq, pois se g € intS
e V € C entado para todo £ € V temos Q(g&) > Q(&) > 0, ou seja, gV € intC.
Para completar a prova basta ver que intSc C intS, ou seja, é basta provar
que se gC' C intC entao Q(g€) > Q(§). Ver proposigao 4.2.2 (pg 104 Livro
Barrera e Pesin). [

De mesma forma que no exemplo anterior, para resolver o problema pre-
cisamos encontrar uma matriz A em intS que em alguma base é da forma

h = diag(\, ..., A, AL AT
~—— ——

n n

com A > 1. Para isso, consideremos os subspagos Vo = (e1 + €41, ..., €, +

ean) € intC, onde @ é definida positiva, e Vi = (—e1 + €41, ..., —€5 + €25)
um complementar de Vy onde () é negativa definida. Pondo v; = \%(ei +

1 )
Citn) € W; = 75(—61' + ei1n) temos que 3 = {vy, ..., Uy, Wy, ..., w, } € uma base
simplética de R?". Definimos entdo a matriz g que na base 3 é da forma
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diag(a, ...,a,a™!,...,a™t) com a > 1. Como a base (3 é simplética segue que g

é simplética (e todas as suas poténcias).

Vejamos agora que para todo V € C existe k > 0 tal que ¢*¥V € intC.
Para isso basta ver que para todo v € V com |[|v]|| = 1 existe kg > 0 tal
que Q(g*v) = B(g*v,g*v) > 0 para todo k > kg, e dai, por compacidade,
concluimos que existe k > 0 como desejado.

Seja entdao v € V', nao nulo, e escreva v = vg+v;. Como Q(v) > 0 segue que
vo # 0 pois caso contrario terfamos Q(v;) = 0, e logo v; = 0 e v = 0. Agora
9" v = vot+a vy, Q(vg) > 2¢ > 0, a~?*v; — 0 ¢ entdo para k suficientemente
grande Q(ai,cgkv) > e ou Q(g*v) > ake e portanto h = g~ € int.S como desejado.

39



Capitulo 4

Conjuntos de controle em flags do
tipo O

Mostramos na proposic¢ao 1.6 que uma fibragao equivariante projeta conjuntos
de controle efetivos em conjuntos de controle efetivos. Para as fibragoes entre
os flags, temos um resultado muito mais preciso.

Proposigao 4.1. Seja B o flag maximal e m : B — Bg a fibragdo candnica.
Seja E um conjunto de controle efetivo para S em Bg. Entao, existe w' € W
tal que w(D,,)o = Eoy para todo w € w'Wg. Além disso, m(Dy) = Ey se D € um
conjunto de controle efetivo satisfazendo Dy N7~ (Ey) # @.

Demonstragao: Tomemos £ € Fy. Entao existe um elemento regular
h € intS tal que h = £. De fato, denotando por ) a isotropia em £. O fato de
¢ € Ey implica que @ NintS # @. A existéncia de h segue entao da estrutura
do subgrupo parabdlico (), que é conjugado de Pg.

Fixemos a decomposi¢ao candnica definida por h. Essa satisfaz by € C,
onde C' é o conjunto de controle S-invariante em B. Temos também que h
deixa a fibra 7~ (£) invariante e seus pontos fixos nessa fibra sao da forma wby
com w € w'Wg para algum ' € W, ja4 que os pontos h-fixos em Bg sao da
forma wéy paraw € W/Wg e § = Po. Podemos entao escolher um elemento na
classe w'We, digamos wg, tal que a variedade h-estével de we dentro de 7(&) é
aberta e densa. Temos que para w € weWeg, m(wby) = & e portanto £ € 7(D,,)o
e pela proposi¢ao 1.5 w(D,) C Ey. Tomemos agora n € E,. Entao, existe
g € intS tal que gn = ¢ e pela escolha de wg, devemos ter D, < D,,. De fato,
sendo gn = &, devemos ter gn—'(n) = 7~ 1(£). Além disso, D, N7 '(n) # 2,
pois wy,by esta nessa intersegao, e portanto gD, N 71(€) # @. Sendo D,,
efetivo, existe z € D, que satisfaz h*(gz) — weby pela nossa escolha de w.
Consequentemente fe(Sz) N Dy, # @ e D, < D,,.
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Revertendo o argumento, obtemos D, = D, e assim W (S)we = W(S)w,.
Portanto, se w € wWe, w € W(S)w,We e entdo w = wyw,s para algum
w; € W(S) es e Weg. Temos D, = D,,u,s = D, s, pelo teorema 3.2, e como
n € m(Dy,s)o concluimos que n € m(D,,)o mostrando assim que 7(D, )y = Ly
se w € wgWg e provando a primeira parte do teorema. A segunda parte
segue imediatamente dos argumentos anteriores e do fato que todo conjunto
de controle efetivo em B é D, para algum w € W.

|

Essa proposi¢ao nos mostra que os conjuntos de controle efetivos em Bg
sao as projecoes de conjuntos desse tipo que estao no flag maximal. O teorema
3.2 implica entao o seguinte resultado:

Corolario 4.1. O numero de conjuntos de controle efetivos em Bg € igual
ao numero de elementos em W (S)\ W/Wg, que é o nimero de W(S)-orbitas
em W/Weg.

Exemplos:

(a) Tomemos G = Sl(n,R) e consideremos as decomposicao feitas no ex-
emplo (a) da péagina 37.

Um intervalo em ) é um subconjunto do tipo > (i,7) = {1151 < r <
j}. Cada © C ) é uma unido disjunta © = > (i1, j1) U --- > (ik, jr) com
g1+ 1 < 4y para todo ! = 1,--- kK — 1. Com O visto nessa forma, Wg
se identifica ai produto direto dos grupos de permutagao dos subconjuntos
{i,---, 1+ 1},1=1,--- k. Também, Bg ¢ identificado com F™(1,--- i —
La+1,- i — 1Lk + 1,5k +2,---,n), onde F"(ry,---,rs) é a variedade
dos flags (Vi,---,V;), com V; C R™ um subespago de dimensao r;. Como a
ordem de Wg é |Weo| = (j1 — i1 + 2)! -+ (jr — ik + 2)!, 0 corolario 4.1 nos
assegura que o numero de conjuntos de controle efetivos em Bg €, no méximo,
n!/(j1—i1+2)! - (Jp — ik + 2)L.

No caso em que Bg & o espago projetivo RP"™ 1, © = >7(2,n — 1) e por-
tanto existem no méximo n = n!/(n — 1)! conjuntos de controle efetivos em
RP"! para cada semigrupo S C Sl(n,R) com intS # @&. Esse limite supe-
rior ocorre somente quando W (.S) se reduz a identidade e para qualquer outra
possibilidade de W (.S) o nimero W(S) \ W/Wg ¢ estritamente menor que n.
Para o caso W(S) = Wg com © = > (2,n — 1), existem apenas 2 conjuntos
desse tipo, o maximal e o minimal. Isto porque Wy é o grupo das permutagoes
de {1,---n} que fixam o 1 e é portanto transitivo em {2,--- ,n}, tendo entao
exatamente duas orbitas em W/We.

(b) Como aplica¢do imediata do exemplo acima, tomemos G = SI(3,R).
Existem trés flags, o maximal F3(1,2) e dois minimais, RP? e a Grassmaniana
Gry(3). Temos também trés possibilidades para W (.S):
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W(S) = {1}, We, = {1,(2 3)} e We, = {1,(1 2)} que sao associados,
respectivamente, a F3(1,2), RP? e Gry(3). Suponhamos que W (S) = We,.
Sobre o flag maximal existem |W(.S) \ W| = 3 conjuntos de controle efetivos.
Eles sao D1 = D(Q 3)» D(l 2) = D(132) € D(1 3) = D(lgg). Como (]_ 3) leva
a camara positiva em sua oposta, temos que D 3) é o conjunto de controle
minimal e D 3y < D2y < Dy.

Consideremos 7 : F3(1,2) — RP? a projegao e by € F3(1,2) o flag
candnico, isto é, by = (V4 C V5), onde V] e V, sdo os subespagos gerados
por {e1} e {e1, e}, respectivamente, e {e,es,e3} é a base canonica. Temos
que 7((1 2)bg) = m((1 2 3)bo) e portanto m(D(; 2)) = (D1 3)) ¢ o conjunto de
controle minimal para RP?. Analogamente para Gry(3), se considerarmos 7 :
F3(1,2) — Gry(3) como sendo a projegio candnica, obtemos que 7((1 2)by) =
m(bo) e portanto m(Dy) = m(D(1 2)) é o conjunto de controle maximal em
Gry(3). Trocando We, por We, obtemos resultados semelhantes.

(c) Consideremos, como no exemplo (b) do capitulo anterior, G = Sp(n, R)
o grupo simplético real com as decomposi¢oes canonicas dadas em tal exemplo
e 0 mesmo subgrupo ©.

O subgrupo Wg é o grupo de permutagoes em n elementos e portanto, o
corolario 4.1 garante que existem no maximo 2" conjuntos de controle efetivos
sobre a Grassmaniana dos subespagos Lagrangianos para cada subgrupo S C
Sp(n, R) de interior nao vazio.
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Apéndice A
Teoria de Lie Semi-Simples Real

Tentaremos nesse pequeno apéndice dar uma introducao a teoria de élgebras de
Lie semi-simples dando as defini¢oes basicas e os resultados mais importantes.
As demonstracoes desses resultados podem ser encontradas em muitas das
referéncias da presente dissertacao e portanto serao omitidas.

Um espago vetorial real g munido de um produto anti-simétrico [,] : gxg —
g satisfazendo a identidade de Jacobi

[X> [K ZH + [Y7 [Z’ X]] + [Z7 [X7Y]] =0,

para todos X,Y,Z € g, é denominada dlgebra de Lie real. A representagao
adjunta, ad : g — gl(g), é definida por ad(X)Y = [X, Y], onde X,Y € g e gl(g)
é a algebra de Lie das transformacoes lineares de g tendo como colchete de Lie
o comutador. Pela identidade de Jacobi, cada elemento ad(X) da imagem da
representacao adjunta é uma derivacao de g, ou seja, para todos Y, Z € g

ad(X)[Y, Z] = [ad(X)Y, Z] + [V, ad(X) Z].

A imagem da representacao adjunta é uma subélgebra da dlgebra das
deriwagoes de g e é denominada algebra das derivacoes internas de g.

Um automorfismo da dlgebra é uma transformacao linear invertivel que
preserva o colchete, isto é, ¢ tal que ¢[X,Y| = [¢ X, ¢Y], ou equivalentemente
ad(X)gY = ¢gad(¢~'X)Y para todos X,Y € g. O conjunto dos automorfis-
mos da algebra Aut(g) ¢ um subgrupo fechado do grupo linear geral GL(g),
das transformacoes lineares invertiveis de g. Se ¢ é um automorfismo e g* é o
dual de g, a adjunta ¢* : g — g* é definida como ¢*a = a0 ¢~ ! para o € g*.
Como a exponencial de uma derivagao é um automorfismo da algebra, o sub-
grupo Int(g) gerado pelas exponenciais das derivagdes internas ¢ denominado
de automorfismos internos da élgebra.
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Se b é uma subalgebra de g, a imagem ad(h) de b pela representacao adjunta
de g é uma subalgebra da dlgebra das derivacoes internas de g e € denominada
subdlgebra das derivagoes internas de h em g. O subgrupo Int(h) gerado pelas
exponenciais das derivagoes internas de h em g ¢ denomindado subgrupo de
automorfismos internos de h em g.

A forma de Cartan-Killing é definida como sendo a forma bilinear simétrica

dada pela expressao
(X,Y) = tr(ad(X)ad(Y)).

Uma algebra de Lie é semi-simples quando seu radical solavel t(g) é nulo,
o que ¢é equivalente & sua forma de Cartan-Killing ser nao-degenerada. Neste
caso, sua representacao adjunta é injetora, ou seja, seu nicleo é trivial, o
que é equivalente ao centro 5(g) da élgebra ser trivial. Outro fato relevante é
que toda derivacao é de fato uma derivacao interna o que implica que, neste
caso, Int(g) é a componente da identidade de Aut(h) e, portanto, um subgrupo
fechado. De agora em diante iremos assumir que a élgebra g ¢ uma algebra de
Lie semi-simples.

A.1 Decomposicoes de Cartan e Iwasawa

Um automorfismo 6 de g é uma involucao quando tem ordem dois, isto é,
02 = 1, onde 1 ¢ a identidade de g. Dado uma involucao € de g, a forma
bilinear nao-degenerada associada & 6 é definida por

(X,Y)y = — (X, 0Y),
para todo X,Y € g. O subespaco compacto associado a # é dado por
F={X ecg:0X =X}
e o subespaco simétrico associado a # é dado por
t={Y eg:0Y =-Y}.

Ainda, temos que g = k @ t e essa decomposicao é denominada de decomposi¢ao
de g associada a 6. Pelas definigoes de k e de ¢, tem-se que

(b, k] C & [k,t] C ¢ [e,t] C &

o que implica que k é uma subélgebra, mas nao um ideal.

Uma involucao 6 da algebra é denominada involucio de Cartan se sua
forma bilinear associada é de fato um produto interno em g. Nesse caso, a
decomposicao g = k @ ¢t é denominada decomposi¢cao de Cartan de g associada
af.
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Teorema A.1. Seja g uma dlgebra de Lie semi-simples real. Entao, existe
uma unica involugao de Cartan 6 a menos de conjuga¢ao por automorfismo
mnterno.

Se ¢ ¢ um automorfismo de g, entao

(0X,0Y) = (X,Y),

para todo X,Y € g. Definindo-se § = ¢f¢~', tem-se que 6 é uma involucio de
Cartan, ja que

<¢X7 ¢Y>§ = <X7 Y)O :

Logo, se g=k @t é a decomposicdo de Cartan associada a 6, entdo h = ¢h
et = ¢t e assim o teorema A.l implica no seguinte.

Teorema A.2. Seja g uma dlgebra de Lie semi-simples real. Entao existe
uma unica decomposicao de Cartan de g a menos de conjugacao por automor-
fismo interno. Além disso, se ¢ € um automorfismo da dlgebra e g= kPt € uma
decomposicao de Cartan associada a involugao de Cartan 0, entao g= ¢h P ot
¢ a decomposicao de Cartan associada a involugcdo de Cartan ¢p0¢~1.

Para que 6 seja uma involucao de Cartan é equivalente que a forma de
Cartan-Killing seja negativa semi-definida, quando restrita a k, e positiva
semi-definida, quando restrita a t. De fato, isto é consequéncia da seguinte
proposicao.

Proposicao A.1. Se X € ke Y € t, entao ad(X) € anti-simétrica e ad(Y)
¢ simétrica em relagao a (,),. Além disso, h e t sdo ortogonais tanto em
relagdo a (), quanto em relacdo a forma de Cartan-Killing.

A préxima proposi¢ao mostra que se h é uma subalgebra semi-simples in-
variante por #, entao a restricao de # a § é uma involucao de Cartan de §.

Proposicao A.2. Sejam 0 uma involugao de Cartan de g el uma subdlgebra
semi-simples invariante por 0. Entao, a restricao de 6 a'h € uma involucao de
Cartan de ).

Seja G um grupo de Lie conexo com algebra de Lie semi-simples real g.
A representagao I : G — Int(G) do grupo nos seus automorfismos internos
¢ definida por I(g) = C,, onde C; é a conjugacao no grupo. Temos que o
seguinte diagrama é comutativo:

diCy
_—

a
exp i

G ——

g
iexp
Cy G
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A representacio adjunta do grupo, Ad : G — Gl(g), é definida por
Ad(g)X = d4(Cy)X, onde g € G, X € ge 1 é a identidade em G. Pelo
diagrama anterior, temos

Cy(expX) = exp(Ad(g)X).

A representagao Ad é um homomorfismo analitico, o seu niicleo é o centro
Z(@) do grupo e a aplica¢ao induzida no quociente é um isomorfismo analitico
entre esse e o grupo Ad(G). No caso semi-simples. o centro de G é um
subgrupo discreto, pois sua algebra de Lie é o centro 4(g) da algebra, que é
trivial. O seguinte diagrama também é comutativo:

diAd
g —— gl(g)

G a3 Gl(g)

A diferencial da representacao adjunta do grupo na identidade é na ver-
dade a representagdo adjunta de sua élgebra, ou seja, d;AdX = ad(X). A
comutatividade do diagrama acima nos da entao a seguinte igualdade

Ad(expX) = %),

No caso conexo, o grupo adjunto é exatamente o subgrupo dos automorfis-
mos internos da algebra Int(g) e, quando a algebra é semi-simples, é portanto
um subgrupo fechado de Gl(g). Definindo-se K como o subgrupo de Lie conexo
gerado por exph, tem-se que sua imagem pela representacao adjunta é um sub-
grupo compacto.

Proposicao A.3. Ad(K) é um subgrupo compacto de Gl(g) de transfor-
magoes lineares (,),-ortogonais.

Corolario A.1. O grupo K € compacto se, e somente se, o centro de G €
finito.

Se H e L sao subgrupos do grupo de Lie GG, o normalizador N (H) de H
em L é definido por

Np(H)={g € LigHg™" = H}
e o centralizador Z(H) de H em L por

Z(H)={g € L;ghg™* = h para todo h € H}.
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Se § ¢ uma subalgebra da élgebra de Lie g, o normalizador N (h) de h em
L é definido por

Np(h) = {g € L; Ad(g)h = b}

e o centralizador Z(§) de h em L por
Zr(b) ={g € L; Ad(9)X = X; para todo X € b}.

Ainda, se I ¢ uma subélgebra de g, entdo o normalizador ny(h) de h em I &
definido por
n(h) = {X € Lad(X)h C b}

e o centralizador 5y(h) de b em I por
51(h) = {X € ;ad(X)Y = 0 para todo Y € b}.

Se X € g, o normalizador de X em | é, por defini¢ao, o normalizador da
algebra abeliano gerada por X em I. Da mesma forma, o centralizador de X
em | é o centralizador da algebra abeliana gerada por X em [. Denotando-se o
centralizador de h em g por 4(h), tem-se que 5;(h) = 4(h) N 1.

Proposicao A.4. Sel é a dlgebra de Lie de L, entao as dlgebras de Lie de
Np(b) e de Zi(h) sao, respectivamente, ny(h) e s;(h). Se H ¢ um subgrupo de
Lie conexo com dlgebra de Lie h, entao N(H) = Np(b) e Z(H) = ZL(h).

Um subespaco b de g é dito invariante por uma transformagcao linear v :
g — g se 0(h) Ch. Seb é estavel pela involugao de Cartan, h pode ser escrito
como soma direta da seguinte forma § = hb &> ty, onde hb =hkN}e ty =t Nb.

Proposicao A.5. Existe a uma subdlgebra abeliana maximal contida em t.
Além disso, 5(a) =m @, soma direta (,),, onde 4(a) € o centralizador de a em
t em o centralizador de a em k.

Teorema A.3. Sejag =k @ t uma decomposicao de Cartan da dlgebra de
Lie semi-simples real g. Entao existe uma unica subdlgebra abeliano maximal
a C t a menos de conjugacao por automorfismo interno de k em g. Além disso,
se ¢ € um automorfismo da dlgebra e m é o centralizador de a em k, entdo ¢a
¢ uma subdlgebra abeliana mazximal de ¢t e pm € o centralizador de ¢pa em @h.

Seja g uma algebra de Lie semi-simples real, g = k & t uma decomposigao
de Cartan associada a involugao de Cartan # e a C ¢ uma subalgebra abeliana
maximal. Entéo (6,a) é denominado um par admissivel de g.

Seja (0, a) um par admissivel da algebra g. Para cada funcional linear « € a*
define-se o subespaco

g, ={X emad(H)X =a(H)X,VH € a}.
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Se g, # {0} ele é denominado espago associado a raiz o € o conjunto das
raizes associadas ao par (6,a) é definido como

I={aea - {0} g, # 0}.

O proximo teorema fornece as decomposicoes em espagos de raizes de uma
algebra de Lie semi-simples real.

Teorema A.4. Seja (0,a) um par admissivel da dlgebra g. Entdo

g=mdacd Zga

acll

A decomposicao acima é denominada decomposi¢cao em espacos de raizes
de g associada ao par (6,a).

Teorema A.5. Seja g uma dlgebra de Lie semi-simples real. Entao existe
uma unica decomposicao em espagos de raizes a menos de conjugagao por auto-
morfismo interno da dlgebra g. Além disso, se ¢ € um automorfismo da dlgebra
geg=mPad ) .8, €a decomposicio em espagos de raizes associados ao
par (0,a), entao

E=omddad Y o,
acll
€ a decomposi¢ao em espacos de raizes associadas ao par (p0¢d—', ¢a). O con-
Junto das raizes dessa decomposi¢cao €

¢'Il = {¢*a;a € 11},

onde ¢g*a = a o (¢pa) e
9B = Bpra-

As camaras de Weyl associadas ao par admissivel (0, a) sao definidas como
as componentes conexas do conjunto {H € a;a(H) # 0,VH € II}. Escolhendo-
se uma das cAmaras como a cdmara positiva a*, pode-se definir o conjunto das
raizes positivas associado a a* como II* = {a € I; ajg+ > 0} e definir

n+:Za€H+ga e n_:Za€H+g_a.

Proposicao A.6. Seja (0,a) um par admissivel de g e ¢ um automorfismo
de g. As camaras de Weyl associadas ao par (p0¢~*, ¢a) sao imagem por ¢pa
das camaras de Weyl associadas ao par (0,a). Além disso, se IIT € o conjunto
das raizes positivas associadas a cdmara at em a, entao ¢*IIT € o conjunto das
raizes positivas associadas a cimara ¢a* em ¢a.
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Corolario A.2. Se é um automorfismo interno de bk em g tal que Ya = a,
entdo g permuta as cimaras de Weyl associadas ao par (0,a).

Uma terna (0,a,a") é denominada terna admissivel de g, se (f,a) é um par
admissivel de g e a* ¢ uma camara de Weyl associada a (,a). Com relagio a
esta terna, temos a seguinte decomposicao de g.

Teorema A.6. Seja (0,a,a") uma terna admissivel de g. Entao,
g=hdadpnt,
onde Wt € uma subdlgebra nilpotente e a ' € uma subdlgebra solivel.

A decomposicao g = h @ a @ n" é denominada decomposicio de Twasawa
da algebra associada ao terno (,a,a"). Novamente temos a unicidade de tal
decomposi¢ao a menos de conjugacao, como mostra o teorema abaixo.

Teorema A.7. Seja g uma dlgebra de Lie semi-simples real. Entao, existe
uma unica decomposi¢ao de Iwasawa de § a menos conjuga¢ao por automor-
fismo interno. Além disso, se ¢ é um automorfismo da dlgebra e g =hSadut
¢ uma decomposi¢ao de ITwasawa associada a (0,a,a"), entao g = Pph D pad pu™
¢ a decomposicdo de Twasawa associada a (PO, ¢a, pa™).

Seja (6,a,a") uma terna admissivel de g e G um grupo de Lie conexo com
algebra de Lie g. Definimos, K, A e N* como sendo os subgrupos conexos de
G gerados, respectivamente, pelas exponenciais de k, a e 1. Temos entao o
seguinte resultado.

Teorema A.8. A aplicag¢ao (k,h,n) — khn € KANT, ondek € K, he€ A
en € NT, é um difeomorfismo entre K x Ax NT e G. Além disso, o produto
ANT é um subgrupo fechado de G e a exponencial é um difeomorfismo entre a
e A e, também, entren™ e NT.

A decomposicao G = KANT ¢ denominada decomposicao Global de ITwa-
sawa e é Unica a menos de conjugacao por elementos de G.

A.2 SubAalgebras e Subgrupos Semi-simples

Sejam (6,a,a") uma terna admissivel da algebra de Lie semi-simples real g, IT o
conjunto das raizes associado ao par (,a) e It o conjunto das raizes positivas
associado a a*. Para cada raiz o € II, define-se o seu representante em a como
sendo H, € a tal que

<H0é7 H>0 = Oé(H),
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para todo H € a. A reflexao r, : a — a, (,),-ortogonal em relagdo a H,, é
definida, para todo H € a, pela expressao

ro(H) = H— 2>

Consideremos o conjunto Ilg = {H,, € a;a € II}. Tal conjunto satisfaz:

1) Iy é finito, gera a4 e nao contém 0;

2) Para todo H, € Ilg, existe uma reflexdo r, em relagdo a H, tal que
ra(Ila) = Ia;

3) Para todos H,, Hg € 11, 7o (Hs) — Hg é um miltiplo inteiro de H,.

O conjunto IIg é denominado sistema de raizes associado ao par (0,4a).

Um subconjunto > € II™ é um sistema simples de raizes associado & a™,
se o conjunto » 4 = {H, € a;a € )} é uma base de a e se toda raiz positiva
¢ escrita como soma de raizes de ) .

Proposicao A.7. Para toda camara de Weyl a*, existe um sistema simples
de raizes associado a a*.

Se (0,a,a") é uma terna admissivel de g e © C >, entdo (#,a,a",0) é
denominada quadra admissivel de g.

Um subconjunto A de II é dito fechado em Il se, para todo o, € A,
satisfazendo o + 3 € II, entao a + § € A. Para qualquer subconjunto © de
3, () denota o menor subconjunto fechado em IT que contém © e (0)F =

(©) NIIT.
A subdlgebra semi-simples g(©) de tipo © associada a quadra (0,a,a™, ) é
a subalgebra gerada por 1™ (0) + 1 (0), onde
- > 5. e = ) g
ac(e)T ac(®)t

Pelo lema [procurar|, g(©) ¢é invariante por 6 e é decomposta como g(0) =
KO) dt(O©), onde H(O) =g(O) Nket(O) =g(O) Nt

Proposicao A.8. A dlgebra de Lie g(©) € semi-simples e g(©) = k(O) @
t(©) € a decomposicio de Cartan associada a involugdo de Cartan fg = Ogo)

A subélgebra a(©) gerada por {H,;a € (O)} esta contida em g(©). De-
notemos por dg o complemento (,),-ortogonal de a(©) em a e por m(©) o
centralizador de a(©) em k().

20



Proposicao A.9. Temos que

1) ag centraliza g(O©);

2)a®) =g(®)Na;

3)m(©) =g(0) Nm;

4) {Huy; 0 € O} € uma base de ag.

Proposicao A.10. A decomposicio em espagos de raizes associado ao par

(fo,a(0)) € dada por

6(0) =m(©) ©a(0) D G,

a@)EH(@))

onde
I1(©) = {ae = vae);a € (0)}.

Proposicao A.11. Temos também que
3(0) =k0O) ®a(O) ®ut(O)
¢ a decomposi¢ao de Twasawa associada a terna (fo,a(©),a(0©)"), onde
aO)" =g(O)N{H ca;a(H) > 0,Ya € (6)7}
¢ uma camara de Weyl associada ao par (0g,a(©)). Além disso,
1(©)" = {ae € lI(0);a € (©) "}
€ o conjunto das raizes positivas associadas a a(©)" e
> (0) = {ae €TI(0)*;a € O}
¢ o sistema simples de raizes associado & a(©)™.
O grupo de Weyl algébrico w(0,a) associado ao par (0,a) é por defini¢do o

grupo gerado pelo conjunto {r,;« € II}, das reflexdes em torno das raizes do
sistema I1. O grupo de Weyl analitico associado ao par (6,a) é por definigdo o

grupo
W(0,a) = M*/M,

onde
M* ={ue K;Ad(u)a

M ={ue K;Ad(u)yH = H VH € a}
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sao, respectivamente, o normalizador e o centralizador de a em K. E demon-
strado em [1] que tais grupos sdo isomorfos e por isso denotaremos qualquer
um dos dois por W.

Seja (0,a,a",©) uma quadra admissivel de g e G um grupo de Lie conexo
cuja algebra de Lie é g. O subgrupo semi-simples G(0) do tipo © de G associado
a essa quadra é o subgrupo conexo gerado por exp(g(©)).

Proposicao A.12. Sejam K(©), A(©) e NT(O) as componentes da de-
composi¢ao de Twasawa Global de G(©) associado ao terno (fg,a(©),a(0)"),
tem-se que K(©) € o subgrupo conexo gerado por exp(k(©)), A(O) = exp(a(©))
e NT(O) = exp(0)).

A.3 SubAalgebras e Subgrupos Paraboélicos

Seja (6,a,a",©) uma quadra admissivel da algebra semi-simples real g. A
subdlgebra parabdlica de tipo © associada a essa quadra é definida por

Po =9 S (@)7
onde n~(©) é como na se¢ao anterior e
p=mPadunt

é a subdlgebra parabdlica minimal de g associada ao terno (6,a,a"). O conjunto
das subdlgebras parabdlicas associado ao terno (6,a,a") é o conjunto {pg; O C
>"}. A proposicao seguinte mostra que as subalgebras parabolicas sdo de fato
subalgebras.

Proposicao A.13. Para todo © C Y, tem-se que:
1) [a,0=(©)] Cw(0);

2) [m,n(O)] C 1*(O);

3) [t (©)] Cut &u (0).

Teorema A.9. Seja g uma dlgebra de Lie semi-simples real. FEntao o
conjunto das subdlgebras parabolicas € unico a menos de conjugacdao por au-
tomorfismo interno. Além disso, se ¢ € um automorfismo da dlgebra e pg €
a subdlgebra parabolica de tipo © associada ao terno (6,a,a%), entao Ppg € a
subdlgebra de tipo ¢*© associada ao terno (¢p0p~1, ¢ga, pa™).

Denotaremos por kg o centralizador de ag em k, com © C > e dg 0 com-
plemento (, ),-ortogonal de a(©) em a.
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Teorema A.10. Seja (6,a,a%,0) uma quadra admissivel da dlgebra semi-
simples real g. Entao
po =ho Dadu,

A decomposicao pg = ke @ a @ " é denominada decomposicao de Iwasawa
de pg. A decomposicao de Iwasawa da subalgebra parabdlica minimal é p =
moadnt, pois dy = a e portanto hy = m.

Seja G um grupo de Lie conexo com algebra de Lie g e G = KAN™T uma
decomposi¢ao Global de Twasawa associada a terna (6,a,a") e

Ko ={ue€ K;Ad(u)H = H,VH € ag},
o centralizador de ag em K. Como daz = 4, tem-se que Kg = M.

Proposicao A.14. Tem-se que Ko = (Keo)oM, onde (Kg)o € a componente
conexa da tdentidade de Kg.

Proposigao A.15. Seja (6,a,a%) um terno admissivel de g. Se g € G € tal
que Ad(g)a™ =a*, entdo g € M A.

Seja G um grupo conexo com algebra de Lie g. O subgrupo parabdlico Pg
do tipo © associado a quadra admissivel (6,a,a", ©) é o normalizador de pg em

G.
Teorema A.11. O grupo Po acima admite uma decomposi¢ao na forma
Py = KgAN™

denominada decomposicao de Iwasawa de Po. Além disso, Pe € auto-normali-
zador e sua dlgebra de Lie € pg.

Como pg =p@® 1 (0), 1" =" (0) duf e a=a(0) ® ag, tem-se que
p@ :mG@ﬂ@@"ga

denominada decomposi¢cao de Langlands da subdlgebra parabolica de tipo ©,
onde

me =mda(©) dut(0) du (O)



Proposigao A.16. Tem-se que n§ € subdlgebra e ag @ ug € ideal de pg.
Além disso,
e = 8(0) 5 (s(0))
¢ soma direta (),-ortogonal de ideais de mg. Em particular, tem-se que

lo =4m(a(0©)) ® a0 & ng

¢ um ideal de pg.
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