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Resumo:

Abstract:

Modelos matemdticos para a dindmica de populagées sdo analisados sob
varios pontos de vista enfatizando-se inicialmente o seu papel como novos
paradigmas exemplares dos conceitos de miltiplas escalas, transicao entre
escalas, complexidade e dinamica emergente.

Apresenta-se uma abordagem generalizada do conceito de modelo ma-
tematico reduzido (adimensional) e de complexidade constitutiva e
intrinseca.

O fendmeno de transicao entre escalas é estudado por meio de uma andlise
detalhada do conceito de “matching” em alguns problemas de Cauchy to-
mados como exemplos.

A formulagio de modelos matemdticos para a dindmica de populagoes que
exibem mecanismos de intera¢ao individual € discutida por meio do con-
ceito de espago de aspecto; um modelo macroscopico para representar o
fendmeno de crescimento por redes filamentares é construido e analisado
como exemplo, e algumas de suas aplicagbes bioldgicas sao descritas.

Mathematical models for population dynamics are studied under several
approaches; in the first place by emphasizing their role as new paradigms
for the concepts of multiple scales, transition between them, complexity
and emergent dynamics.

A generalized approach is presented for the concept of mathematical model
and its intrnsic constitutive complexity; the transition phenomena 1s stu-
died for initial value problems through a detailed analysis of the heuristic
method of “matching”.

The formulation of mathematical models for population dynamics which
show strong mechanisms of individual interactions is discussed by introdu-
cing the concept of aspect space; as an example, a modei is constructed to
represent macroscopically the phenomena of growth by a network of lines
and some biological applications of it are described.
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CAPITULO |

Introducao

J. Monod: “There are but two kinds of scholars, Alain* has said: those who love ideas
and those who loathe them. In the world of science these two attitudes con-
tinue to oppose each other; but both, by their confrontation are necessary to
scientific progress. One can only regret (on their behalf) that this progress,
to which those which scorn ideas themselves contribute, invariably decides
against them”,

Esta introducdo tem a finalidade, aparentemente narcisista e imodesta, de
expor alguns aspectos do desenvolvimento intelectual que deu origem a tese de dou-
toramento do qual ele faz parte, e que julgamos tio interessantes quanto o conteido
dos capitulos seguintes.

E curioso, por ser talvez incomum para um trabalho de matematica, que uma
analise sobre o seu desenvolvimento possa ser adequadamente tecida com a utilizagio
daqueles mesmos conceitos que sao os temas centrais do proprio trabalho. Isto pode
sugerir que a introdugdo deva ser lida depois dos outros capitulos mas, conforme se
verd durante a sua leitura, o sequencialismo nao é o forte desta tese.

Este cendrio de auto referéncia que se configura, na verdade é proposital e
busca focalizar especificamente o processo intelectual e cognitivo que deu origem ao
trabalho, abstraido da sua estrutura grafica ou sintdtica.

A discussdo é informal como convém a uma introdugio e o aspecto auto
referencial nao é levado até as ultimas consequéncias. Aqui, simplesmente, faremos
uso de algumas metdforas que os modelos matemadticos em biologia possam sugerir,
assim como utilizaremos livremente algumas figuras de linguagem decorrentes das
descrigoes destes modelos.

Os fendmenos basicos da dinamica de populagdes biolégicas, tais como
mutacio, ativacao e inibigdo, interacao e selegao terdo os seus andlogos detectados
neste processo € descritos por meio dos termos correspondentes, que apesar de suges-

tivos no seu sentido comum, carecem de um certo rigor neste contexto.



Nao hd, portanto, nesta oportunidade, qualquer pretensio de desenvolver
um modelo matematico de cognicio, apesar de reconhecermos que ha mais do que
uma mera superficialidade linguistica nestas analogias; este empreendimento seria
suficiente para uma outra tese de doutoramento, talvez em outra area.

A proximidade conceitual entre alguns modelos matematicos de dinamica de
populagdes, tais como aqueles tratados nos capitulos seguintes, e algumas teorias de
cognicao, tem sido um tema recorrente ja de longa data na literatura. Entretanto, as
discussbes existentes sobre estas analogias conceituais, apesar de respaldadas pelas
autoridades cientificas de seus autores (ou talvez, por isto mesmo), tem expressado um
entusiasmo apenas cauteloso, em uma postura de respeito ante as grandes dificuldades
encontradas para estabelecer conexées explicitas e formais entre estas diversas teorias.
De qualquer maneira, o panorama formado pelo conjunto destes sintomas ndo deixa
dividas sobre a iminéncia de uma transicdo no pensamento cientifico adjacente, o
que certamente resultard em uma sintese de novos paradigmas no sentido analisado
no préximo capitulo.”

De fato, atualmente ja € possivel detectar na literatura a existéncia de esforgos
coordenados em psicologia, neurobiologia, inteligéncia artificial, imunologia etc., que
procuram construir modelos matematicos formais para a descri¢do de fenomenos cog-
nitivos com base nos conceitos gerais da dinamica de populagbes. (Marr [1982],
Monod [1971], Franks [1989], Haken [1981], Hadamard [1954), Doyne et.al. [1986],
Varella et.al. [1988], Deneubourg-Goss {1989]).

O conceito de dinamica de populacdes que adotaremos é abrangente e nao
restrito aos exemplos classicos, podendo se referir a conjuntos de individuos das mais
variadas naturezas (organismos, células, moléculas, particulas, filamentos, apices de
filamentos, subrotinas de programas, sequéncias graficas, conceitos abstratos, objetos
virtuais e etc.). Estes individuos sdo caracterizados pela sua posigio (estado) em
um espago de aspecto onde se processam interagdes, mutagoes aleatorias e influéncias
externas que os modificam dinamicamente. Embora aqui os individuos possam ser

mais gerais, o conceito de populacdo que temos em mente segue de perto a definigio

* J. Monod: “For a biologist it is tempting to draw a parallel between the evolution of ideas
and that of the biosphere... I shall not hazard a theory of the selection of ideas”.
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de E. O. Wilson em seu livro “Sociobiology” onde ha uma énfase na existéncia de
relacées internas entre os individuos, tratando-se portanto de uma populagio com
“estrutura social”.

Nesta discussdo estaremos particularmente tratando da dinimica de uma
populacio de conceitos que interagem entre si e que eventualmente formarido uma
estrutura macroscopica “coerente” em um processo de morfogénese conceitual. Estes
componentes sio obviamente abstratos e sua representacio concreta somente ocorre
no “Wetware” formado pela mente fisiolégica do autor (e, ao contririo da moda
atual, sem a concorréncia dos “coprocessadores de silicio”). A exposi¢ao grafica nao
é uma representacio fidedigna desta estrutura, que é muito mais rica por ser em
grande parte imprecisa e subjetiva e impossivel de ser descrita explicitamente por
uma sintaxe, mais exata e objetiva.

A descricao e a comunicagao de conceitos, e de estruturas conceituais, de
natureza “subjetiva”’ nio cabe estritamente na estrutura sequencial e dedutiva do
modelo cientifico grego; € necessario o uso de metaforas e uma abordagem multidi-
mensional e paralela, que € mais préxima da tradigao babilonica € judaica. E, para
isto, comecemos pelos exemplos que servirdo de metaforas.

Segundo uma visdo “ingénua” da teoria neuroldgica de Francis Crick {The
Searchlight Hypothesis, Proc. Nat. Acad. Sci. (USA) 81, (1984), 4586), o cérebro hu-
mano busca e escolhe seu foco principal de atencao, dentre os muitos estimulos exteri-
ores (visuais, por exemplo} que ele normalmente recebe, fazendo uso de uma dinamica
coletiva da populacio de terminais oculares no cértex cerebral. Nesta dindmica ocor-
rem fenomenos de interagdes nao locals ativadoras e inibidoras, € excitagdes aleatorias,
isto é, os principios basicos da biologia de organizagio evolutiva, variagio (mutagao e
interacio) e selecio (competigio, ativacio e inibigio), estdo presentes no fundamento
desta dinamica.

Portanto, segundo esta visio da teoria de Crick, a atengio € resultado de
uma estrutura macroscopica emergente em uma populagido formada por um grande
numero de componentes que apresentam uma extraordindria complexidade fisica e
bioquimica na sua micro estrutura.

Modelos analdgicos construidos por meio de redes constituidas de uma grande



quantidade de circuitos elétricos simples acoplados, tem sido utilizados recentemente
para a simulagdo das hipdteses basicas desta teoria [Hoppensteadt J. Math. Biol. 29,
1991, 689-891 SIAM Rev. 34-3, 1992, 426-44)].

E importante ressaltar aqui os aspectos ndo-deterministicos, nao-dedutivos
e nao-sequenciais desta dindmica coletiva, o que a torna muito semelhante aos pro-
cessos ditos paralelos ou evolutivos. Nestes processos, a dinamica individual e seus
componentes & resultado, ndo apenas de sua histéria e das influéncias externas, mas de
pequenas flutuacdes aleatérias e de interagdes de longo alcance nas formas de reforgo (
ou ativagao) e inibicio. A busca e a escolha final do estado de atengdo ndo se processa
de acordo com algum plano central detalhado e com um fim pre-determinado, mesmo

“ a priori” na presenga de tio grande

porque 1sto seria impossivel de se estabelecer
complexidade. A estrutura final e consciente do sistema, como um todo, emerge
evolutivamente (no sentido bioldgico) e resulta do conjunto distribuido da dindmica
individual de seus componentes.

Estas estruturas conscientes (estados de atengio) sdo em geral efémeras de-
pendendo do seu “grau” de estabilidade e dos estimulos exteriores. Umn sistema destes,
cujas estruturas fossem dotadas de um “excesso de estabilidade”, teria um compor-
tamento enrijecido, o que resultaria em um prejuizo quanto a sua flexibilidade e,
consequentemente, a sua evolugdo. Por outro lado, uma “caréncia de estabilidade”
tornaria o sistema volivel e dispersivo e destinado a desaparecimentos volateis. A
medida “certa” destes graus de estabilidade adequados a cada funcio foi alcancada
pelo préprio processo de evolugao bioldgica. No sistema imunolégico, por exemplo,
que apresenta notaveis caracteristicas de cognigio, como o auto-conhecimento, um
excesso ou uma caréncia de estabilidades das estruturas sdo igualmente desastrosos
para o organismo anfitrizo (Segel-Perelson [1988]).

Estas propriedades conferem ao sistema a caracteristica mais notavel dos
processos evolutivos que é a adaptabilidade em meios de grande complexidade.

Uma dinamica de caracteristicas evolutivas tem sido recentemente utilizada
também na construcdo de algoritmos destinados a otimizacdo em “paisagens” dota-
das de complexidade topografica. Uma dinamica simplesmente deterministica nestes

casos é completamente ineficiente pois seria capturada por qualquer pogo local. E por-



tanto necessario que um certo grau de instabilidade associado a flutuacées aleatdrias
seja introduzido para que minimos mais globais possam ser atingidos.

A cogni¢ao em qualquer nive] deve ser um processo anilogo pois aparente-
mente, este é o funcionamento do cérebro. Uma sequéncia dedutiva pode servir de
condutor entre dois padroes cognitivos préximos, mas um longo processo dedutivo na
verdade nio conduz diretamente mas passa por padrdes intermediarios. E razoavel
utilizar o exemplo do algoritmo minimizador adaptativo como metafora e interpretar
os pontos minimos como padroes de cognigao. Em situagbes complexas (topografia
complexa) um processo sequencial 86 serd capaz de conduzir a minimos locais; € ne-
cessario nestas situagoes, dispor de um processo adaptativo ou seja, de um algoritmo
adaptativo para que um minimo global {cognigao global) possa ser atingido eventual-
mente (e ndo dedutivamente). Esta metédfora dispe de representagio mais concreta
do que pode parecer inicalmente através de dispositivos de reconhecimento de padrao
(Haken [1986]).

Um algoritmo adaptativo ou genético é um modelo computacional que por
meio de um processo evolutivo de variagdo e selecio em uma populagao de sub algo-
ritmos busca a solugdo 6tima para um determinado problema. As caracteristicas de
paralelismo e comportamento distribuido, ac contrdrio de um processo sequencial ou
subordinado a um controle central, tornam os algoritmos genéticos exemplos de sis-
temas de computagao emergente onde a solugio surge de um comportamento coletivo
nao planejado em detalhes (Hightower [1992]).

A descri¢ao da teoria de Crick e dos algoritmos adaptativos que vagamente
acabamos de realizar, ndo tem por objetivo “explicar” a dinamica fisiolégica no
cérebro do autor e tampouco o mecanismo neurobioldgico em si, mas apenas utiliza-la
metaforicamente. A emergéncia ou a morfogénese de estruturas macroscopicas em
populagdes que apresentam dispersio e interagio € um fenémeno comum em indmeras
areas da ciéncia (Fisica, Quimica, Biologia, etc.). A escolha dos exemplos acima {que
nao so tratados especificamente na tese) tem a vantagem da proximidade circunstan-
cial com o processo cognitivo; um compartilhando o mesmo meio fisiolégico e, o outro,
compartilhando a abstracido dos elementos na populagio. Esta proximidade entre-

tanto, exige um cuidado maior para se evitar o risco de interpretacio equivocadas do



significado dos termos comuns.

No processo em questao, o autor é meramente visto como um “Wetware”
que representa o “meio” onde ocorre a evolucio de uma populacio interativa de
conceitos que, eventualmente emerge em uma estrutura cognitiva macroscopica que
sera naturalmente representada por este trabalho.

O trabalho em si poderia ser encarado na sua realizagdo sintatica e grifica
mas optamos por interpreta-lo semanticamente na forma de um corpo coerente de
idéias, o que reconhecemos ser menos concreto € objetivo mas nao menos real.

E importante distinguir aqui as duas escalas em que o mesmo sistema ¢ tra-
tado; por um lado, através de uma visdo macroscopica como que por sobre uma
floresta de conceitos sem nenhuma preocupagdo com a estrutura microscopica mas,
ao contrdrio, tentando captar o panorama global onde ocorre a emergéncia da es-
trutura consciente final. Por outro lado, € importante também analisar a mecanica
microscopica que diz respeito aos componentes individuais da populagio. Alguns
separam estas escalas em consciente e subconsciente (Simonov [1987]).”

Se a dindmica macroscopica tem todas as caracteristicas de um processo pa-
ralelo, evolutivo, emergente, por outro lado, a descrigdo dos seus componentes micro
e mesoscopicos € predominantemente sequencial e dedutiva. Os conceitos de curto e
médio alcance sdo (e devem ser) construidos e formalizados por meio de sequéncias
dedutivas que sdo exemplos da aplicagao da metodologia axiomatica euclideana. A
interacio entre estas sequéncias é de cardter logico dedutivo embora a ocorréncia
da interagdo, dependa em algum grau, de “choques aleatérios”. Nao é de todo
estranho invocar aqui uma analogia do processo acima com o processo intelectual
envolvido em um jogo de xadrez, em que um participante pode formar mentalmente
sequéncias (dedutivas) de lances de curto e médio comprimento e desenvolver uma

interacdo (légica) entre elas. Entretanto, é obviamente impossivel para ele prever

* “R. Jackendofl... Postulates, as do most cognitive scientists, that the computation carried
out by the brain are largely unconscious and that what we become aware of is the result of this
computation”- F. Crick-C. Koch - “The problem of consciousness” Sci. Am. [1992], p. 153-159].

“The creation of new information is the act of memorizing the outcome of random selection.
Phenomena of this type are abundant in evolution ... Incidentally, the generation of new information
by creative activities, such as writing poeiry, also proceeds in the manner of making a random choice
(i-e. free choice) to memory” M.W. Volkenshteln in Makarov [1987] p. 87.



sequencialmente o jogo como um todo em virtude da complexidade do processo e de
sua dinamica adaptativa.

O jogo como um todo deve entdo ser encarado em uma outra escala
(macroscépica) onde uma estratégia sequencial dedutiva é completamente indtil
({Geanakopoulos-Gray [1992] Santa Fe Inst. Bull. 6 1991, 4).

E interessante citar também o processo intelectual de composicao de uma
peca musical tal como descrita por ninguém menos que Mozart em uma carta repro-

duzida parcialmente por Hadamard [1954 pg. 16]:

“When I fell well and in a good humor ... Thoughts crowd into my mind
as easily as you could wish. Whence and how do they come? I do not know and
1 have nothing to do with it. Those which please me I keep in my head and hum
them... Once I have my theme, another melody comes, linking it self to the
first one, in accordance with the needs of the composition as whole: the counter
point, the part of each instrument, and all these melodic fragments at last
produce the entire work. Then my soul is on fire with insopiration, if however
nothing occur that distract my attention. The work grows; I keep expanding it,
conceiving it more and more clearly until I have the entire composition finished
in my head though it may belong. Then my mind seizes it as a glance of my eye
a beautiful picture or a handsome youth. It does not come to me successively,
with it its various parts worked out in detail, as they will be later on, but it is
in its entirety that my imagination lets me hear it”.

Guardadas as devidas proporgoes (no que diz respeito as complexidades),
podemos constatar neste caso os mesmos ingredientes dos ontros exemplos: sequenci-
alismo dedutivo e mutagéo aleatéria microscopica, concomintemente a uma evolugao
intutitiva macroscépica e a emergéncia de uma estrutura.

Y. Manin [1980 pg 31} por outro lado, nos fornece uma interessante inter-
ﬁreta,gé.o para estes dois niveis de atividade intelectual conforme uma teoria do neu-

rofisiologista K. Pribram:

-1



“In right handed persons the left hemisphere processes information
much as does the digital computer, while the right hemisphere functions more
according to the principle of optical holographic processing system. In parti-
cular the left hemisphere contains genetically predetermined mechanisms for
understanding natural language and more generally symbolism, logic, the La-
tin “Ratio”; the right hemisphere controls forms, Gestalt perception, intuition.
The discovery of this physiological basis sheds light on the nature and typo-
logy of mathematical intellects and even schools working on the foundation of
mathematics”.

A mecénica micro e mesoscopica exige do autor o dominio de técnicas ma-
tematicas e de argumentacao 1égica sem as quais € impossivel um processo interativo;
esta é a contribuigao ativa consciente do autor.

Uma maior habilidade do autor com as técnicas e as argumentacoes tipicas
do assunto resultam em uma interatividade conceitual maior e favorece a formacio
de novos conceitos, construidos por sequéncias dedutivas mais longas a partir das an-
teriormente disponiveis., Mas além disso, € preciso admitir a existéncia de “mutagdes
conceituais” assim como a formagao (ou abandono) de novos conceitos através de
correlagbes nio intencionais (i.e., ndo planejadas conscientemente ou dedutivamente),
situagoes estas que introduzem um aspecto aleatdrio em escala microscopica. Este
fenoémeno psicoldégico de “mutacgio”, que ocorre, obviamente, com maior frequéncia
em uma “populagio mais densa” e com maior “capacidade interativa”, é uma espécie
de intuicdo de curto alcance amplamente conhecido e que ja recebeu o curioso e
justificdvel nome de “Teoria do Aha!” (Ubirata [1992}).

A mutagénese mental e a recombinagao mental de estruturas conceituais loca-
lizadas na memoria tem uma marcada caracteristica de impredictabilidade que pode
ser fruto da enorme complexidade do processo interativo e nao exatamente de alguma
estocasticidade intrinseca, embora esta distingao ndo seja tao essencial aqui. O fato
notavel que deve ser mencionado é que o aspecto criativo de qualquer trabalho in-
telectual é dependente desta impredictabilidade de associagées mentais. Aquilo que
pode ser (finitamente) programado e mecanizado ndo passa de um robd com objetivos
(e até trajetdrias) perfeitamente previsivels €, consequentemente, sem nenhum valor
de originalidade. A impredictabihdade € um ingrediente indispensavel (ainda que nao

seja, é claro, suficiente) para o ato criativo, isto é, ao ato que gera algo que na maquina



nao foi possivel gerar dentro de regras pre-determinadas; o ato criativo extrapola as
regras mecanicas “finitas”. O seu resultado pode ser reproduzido mecanicamente a
posteriori, mas é impossivel prevé-lo deterministicamente * a priori”. Sob este ponto
de vista poderiamos dizer que um argumento criativo tem todas as caracteristicas de
uma trajetoria evolutiva, com variacao e selecdo natural, perfeitamente compreensivel
depois de realizada mas imprevisivel por regras finitas predeterminadas. Enfim, o ato
criativo em si é irredutivel e uma experiéncia tinica, cujo resultado pode ser alcangado
por outros caminhos, mas a reproducao do processo original é impossivel.

A mecanica microscopica destes © atomos” ou “particulas” de conhecimento
dedutivo dentro de um intelecto, evoca imediatamente outra analogia, agora com
a teoria evolutiva de macromoléculas de M. Eigen [Die Naturwissenschaften 58,
(1971), 1858]. Nesta teoria, é possivel uma previsio dedutiva (por métodos mecanicos
quénticos) de macromoléculas no limiar da escala macroscdpica. Entretanto, a pre-
visao deterministica das moléculas “sobreviventes”, ou ainda, do resultado de um
processo morfogenético macroscépico que resultaria em estruturas celulares, é im-
possivel de se obter por meio de processos dedutivos-sequenciais.

Da mesma forma, as sequéncias dedutivas, se observadas em sua escala mi-
croscopica, nem sequer sugerem a morfogénese e a emergéncia de uma macro estru-
tura cognitiva e, portanto, muito menos possibilitam a predictabilidade da sua forma
especifica.

O todo macroscépico como algo que nde pode ser entendido pela “soma” de
suas partes, mas existe como um novo objeto que apresenta caracteristicas préprias,
(ndo compartilhados pelas partes individuais} tem sido, a “grosso modo”, a base
técnica de importantes correntes do pensamento em psicologia e de teorias recentes
em inteligéncia artificial.

Em suma, o processo intelectual de que estamos tratando, tal como todos os

H. Weyl: “Mathematizing may well be a creative activity of men, like language or music, of
primary originality, whose historical decisions defy compleie objective rationalization” (Kline [1974]
p. 1210).

“Podemos compreender deste modo quais os processos possivels e guals os que logo de partida
escusam a ser considerados. A cadeia real de aconiecimenios nio pode, contudo, ser reconstruida
em pormenor”. O que FEigen e Winkler {19, p. 224] dizem acima a respeito da evolugio bioldgica
cabe perfeitamente neste contexto.



sistemas mencionados anteriormente, tem uma mecanica microscépica que é predomi-
nantemente sequencial, dedutiva, e deterministica mas que apresenta uma dinamica
macroscopica dominada por caracteristicas evolutivas, de adaptabilidade e de para-
lelismo que € o cenario tipico para o fenémeno de morfogénese de estruturas ma-
croscopicas.”

As mutacgdes aleatorias nao descaracterizam o aspecto sequencial-mecanista
da dindmica microscdpica pois sio pequenas flutuacGes que macroscopicamente s6
influenciam na sua média e, portanto, poderiam ser perfeitamente substituidos por
processos deterministicos equivalentes, tal como se faz nas simulagoes.

Uma das caracteristicas mais peculiares e notaveis de processos evolutivos-
paralelos é a sua completa instabilidade no que diz respeito a correlagido entre a
estrutura final e as condigdes iniciais. Isto estd relacionado naturalmente com o fato
de que o resultado final é absolutamente impossivel de ser descrito por meio de um
processo sequencial a partir do estado inicial. Os parametros do processo podem ser
ajustados para impedir a prevaléncia do “caos” mas, em sistemas com esta dinamica,
os detalhes da estrutura final, se existir, é sempre uma grande surpresa para as
expectativas iniciais.

Qutra caracteristica importante destes processos que os distingue claramente
de processos sequenciais é a sua robustés. O mal “funcionamento” de um componente,
ou de varios até, nao compromete a dinamica ou a estrutura final do sistema no
sentido de torné-las atipicas ou de suprimi-las. Em sistemas sequenciais, por outro
lado, cada elo é de importancia crucial e pode ser individualmente responsavel pela
completa descaracterizagio do sistema como um todo.

O termo “soma” utilizado anteriormente sugere uma transigao regular, suave
e gradual entre os modelos de diferentes escalas. Entretanto, o conceito de transigao
assintotica de escalas a ser tratado no capitulo V, enfatiza exatamente o carater
singular e limite da transicdo, onde novos conceitos surgem, nao por acumulacao,

mas por transformacdo irreversivel como que resultado de um processo infinito cujo

* (3.5. Tseyiin: “There seems to be a third distinction between informal methods and algorithms.
It is in the use of some kind of pattern recognition (possibly frame identification but not the classical
pattern matching) in order to identify the situation and then to select the action”. (Springer Lect.
Comput. Sa. 122, 1981.
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percurso seria incogniscivel para um observador “finito”."

O conceito de transicao assintética de escalas em modelos matematicos é
um dos temas centrais desta tese e € um processo que ocorre em inimeras situagoes
(embora nem sempre compreendido ou explicitado) principalmente na Fisica Classica:
entre modelos cinéticos, de gases € a termodinamica, entre a mecanica newtoniana e
a quantica, entre a teoria ondulatoria e a teoria de raios para propagagio de ondas,
entre a teoria de Euler e a de Navier-Stokes em Dinamica dos Fluidos e etc.

A morfogénese macroscépica nao trivial que ocorre em populagdes formadas
por componentes de estrutura e comportamento interativo muito simples é uma ob-
servagao j& relativamente antiga (tal como o modelo de Ising da mecénica estatistica),
mas cujas possibilidades s6 tem sido adequada e extensamente éxplorada.s nos ultimos
10 anos, principalmente por meio de simulagbes com automatas celulares (Wolfram
[1984-1986}, Langton [1988]), redes neurais {Hertz [1991]), circuitos VCON (Hoperns-
teadt [1992] e etc.™

Estes modelos de simulagao procuram realizar, de uma maneira concreta, a
transicdo de escalas entre mecanicas deterministicas microscopicas e comportamentos
fenomenolégicos macroscépicos ou, para utilizar a sugestiva linguagem de Schelling
[1978], estes modelos relacionam um macrocomportamento com uma micromotivagao.

Interessa-nos, particularmente para esta discussao, os processos de transi¢ao
que relacionam uma dinamica microscépica de caracteristicas deterministicas sequen-
clals com uma dinamica macroscopica de caracteristica evolutiva, o que também sig-
nifica, previsivel no varejo e imprevisivel no atacado. A propésito € interessante

destacar a seguinte observacao sobre sociobiologia animal (Deneubourg [1991]):

* Z.W. Pyhyshyn: “Gestalt psychologists have enshrined their view in the slogan “The whole
is different from the sum of its parts”. But as Minsky and Papert point out, whether this is true or
not depends very much on what one means by both ‘sum’ and ‘parts’.”

** A rigor estes modelos ndo sdo exatamente de simula¢do de um fendmeno natural {o que
s& a natureza poderia fazer como um computador de st prépria). Seria mais correto encara-los
como modelos paradigmaticos no sentide que Hogeweg e Hesper atribuem ao seu modelo MIRROR

[Hogeweg-Hesper (1983)].
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...“the structures’ complexity is not related to what common sense calls
cerebral capacity: Primates {(except humans or dolphins) are poor builders,
whereas much simpler organisms such as arthropods are good builders. So we
must not confuse the fact of building and the potential abilities of the organisms
related to its brain”.

Isto significa claramente que a complexidade da estrutura emergente de uma
dinamica coletiva ndo € necessariamente resultado da complexidade das estruturas
individuais de seus componentes, mas deve ser vista como um atributo macroscopico
das relagbes (interagbes) entre estes componentes. Esta observagao exprime, metafo-
ricamente, talvez a principal caracteristica reinvindicive] para este trabalho.

A analise de transigbes assintoticas de escalas tem sido feita sob diferentes
aspectos e por diversos métodos, e ainda considerando-as nas duas diregoes. E dificil
exagerar a importancia destes estudos que tem por objetivo comparar e compatibilizar
teorias ou pontos de vista que se apresentam irreconcilidveis (alguns, historicamente),
mas que todavia sdo igualmente necessirios ao conhecimento cientifico.

Em todos os exemplos citados, tal como no processo que estamos tratando,
verifica-se que sdo sistemas abertos a influéncias oferecidas pelo meio exterior. Estas
influéncias, ou estimulos, desempenham um papel importante na dinamica do pro-
cesso €, em algumas situagdes, podem ser encarados como um controle no sentido de
introduzir aspectos fortemente deterministicos no seu comportamento macroscopico.

Consideremos por exemplo que o modelo de Crick seja submetido a um
estimulo artificial de intensidade “ofuscante” (isto é, acima dos niveis normais de
interacdo e mutagao). Neste caso a sua atengao estard permanentemente capturada
em uma determinada configuragio o que automaticamente elimina qualquer aspecto
interativo e aleatério da dindmica microscépica de busca e escolha. Poderiamos inter-
pretar esta situagao como um enrijecimento do sistema ou uma perda da capacidade
de decisao.

Este fendmeno, que pode ser denominado figurativamente por Hipnose ou
Robotizagao, tem a caracteristica de suprimir (ou, pelo menos abafar a nivel de flu-
tuagio quase microscopica) o imponderavel, o imprevisivel e o eventualmente criativo
e subjetivo, em troca de uma dindmica controlada, programada, sequencial e objetiva.

Esta distingdo nao deve sugerir precipitadamente que houve uma escolha
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maniqueista pof parte do autor, mas € necessario que estes aspectos sejam claramente
diferenciados e percebidos quando ocorrerem nesta digcusséo e nos proximos capitulos.

Uma tese de doutoramento é, na grande maioria das vezes, resultado de um
trabalho orientado por um objetivo pre-estabelecido que o mantém artificialmente
focalizado ao longo de seu desenvolvimento, ainda que o foco escolhido exerca uma
atracdo natural nio mais que ténue sobre o interesse do autor.

As instrugGes formais e informais, que regulamentam e descrevemn o proce-
dimento para a elaboracdo de uma tese, sugerem, com maior ou menor énfase, esta
estratégia de cardter deterministico que visa, burocraticamente, a assegurar a che-
gada final a um resultado previamente considerado aceitavel. E previsivel portanto,
que tais instrugdes sejam quase que invariavelmente acatadas, as vezes até com maior
realeza do que a pretendida. Com isto, a dindmica intelectual-conceitual do processo
¢ prematuramente capturada, os aspectos aleatdrios e evolutivos sao fortemente re-
primidos, perdendo-se, consequentemente a impredictabilidade da estrutura final, o
que deveria ser uma caracteristica desejivel neste contexto.” ’

Portanto, ao contrario do que sugerem as bulas institucionals, o desenvol-
vimento do presente trabalho se deu sob influéncia de uma enorme variedade de
estimulos que disputaram, competitivamente entre si no espago de aspecto fisiologico-
conceitual no talamo cerebral do seu autor ao longo de todo o processo.

E importante ressaltar que isto nio significa que houve uniformidade de in-
tensidades entre os estimulos recebidos € nem uma atribuicdo “ a priori” de pesos, o
que de resto seria mesmo impossivel de ser feito em um meio tao complexo. Durante o
processo houve, naturalmente, alguns estimulos que lhe imprimiram um desvio maior,
e estes sao facilmente distinguiveis pela insisténcia com que séo citados na bibliografia
(Segel, Edelstein-Keshet, Murray.). Por outro lado, ndo consideramos que estas par-
ticulares influéncias (apesar do enorme interesse que despertam) fossem ofuscantes,
uma vez que sio amplamente diversificadas e por estarem sempre nebulosamente a
uma segura distancia cognitiva. (Isto é, nunca foram tdo detalhadamente estudados

ao ponto de que toda a semantica fosse esvaziada de ambiguidades e reduzido a uma

* “You know you’ve got a complex adaptive system on your hands when it continues to surprise
you no matter how long its been running ... Perpetual novelty is highly desirable in a game although
it is sheer disaster in aviation systems or telephone networks”. J. Holland
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fria sintaxe). Isto implica também que o autor nao se considera nem pretende-se
apresentar como um especialista em todas as referéncias citadas, se € que isto se faz
necessario afirmar.

Utilizando agora metdforas associadas as discussoes anteriores, é seguro afir-
mar que o desenvolvimento deste trabalho, ou seja, o processo intelectual adjacente,
teve uma caracteristica claramente adaptativa e ndo-sequencial; o resultado final que
aqui esta, ndo foi atingido, mas simplesmente emergiu. A sua estrutura tem alguma
estabilidade, mas precdria e certamente vulneravel 4 flutuacdes ndo muito intensas.

Esta estrutura final (até o momento!) jamais foi imaginada (ou imaginével),
mesmo pouco antes da sua emergéncia e, muito menos, portanto, foi resultado de um
planejamento inicial.

A ndo existéncia de um foco explicito que desempenhasse o papel de um farol
orientador em situagdes de turbuléncia intelectual, pode parecer um cenario ideal para
que um trabalho de tese se perca em reviravoltas inconsequentes sem qualquer chance
de se aportar em uma estrutura coerente {com um adicional risco de naufragio mental
para o candidato). Por outro lado a inseguranca desta perspectiva pode resultar em
um bloqueio psicoldgico paralizante, o que nao foi o caso presente.”

A existéncia de uma grande variedade de estimulos e de interesses e o dominio
das técnicas matemadticas especificas do ramo garantem a interag¢do entre os conceitos
absorvidos que resulta em um processo evolutivo com a consequente emergéncia de
estruturas. Sem estes ingredientes, o processo correria o risco de ser caricaturizado
pela estoria daquele macaco que, colocado em frente a uma mdquina de escrever,
teria sido acometido de uma frenética disposigio de golpear todas as teclas e, espan-
tosamente (para nos), acabaria por produzir uma, cu mesmo, varias obras completas

de Shakespeare (ou, menos espantosamente, uma tese de doutorado!). Esta piada se,

* A estratégia de se fixar um farol distante a ser perseguido ¢ irresistivelmente associada ao
chavdo popular da “luz ao fim do tunel” que, naturalmente, evoca sentimentos de esperanca e de
alivio futuro pelo antegozo do término de um longo suplicio. (Seria esta a unica satisfagao garan-
tida pelo processo?). Neste trabalho, o suplicio nao se localizou no (ou foi resultado do) pensar
e matutar, muito pelo contrario, esta atividade foi a origem e foi motivada ac mesmo tempo pelo
prazer intelectual que proporcionava. Um “desconforto” houve, mas, exclusivamente, devido 4 in-
conclusdo temporaria da tese, ¢ gue no meio académico-burocratico tem uma peculiar caracteristica
de concretizar pavlovianamente iniimeras barreiras artificiais.
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por um lado, poée em relevo um dos aspectos essenciais para um jogo evolutivo {no
sentido de Eigen-Winkler [1989]), que é a aleatoriedade, por cutro lado, obscurece
grotescamente (como ¢é préprio de toda piada) a inexisténcia dos fenémenos iterativos,
que 530 indispensavels na elaboragdo de um texto coerente. Nio se escreve uma frase
e nao se a modifica isoladamente; hd uma forte influéncia miitua com outras frases
do trabalho e com variados graus de interagdo, de longo e curto alcance. Afinal, o
desfecho de uma tragédia é descrito com base no texto e nos personagens introduzidos
anteriormente que, por sua vez, tem os seus tipos psicolégicos preparados para o seu
papel final.

Um processo intelectual em que os conceitos introduzidos por estimulos ex-
teriores nac estejam sujeitos a interagdes mutuas, com certeza seria melhor descrito
como uma sopa de idéias em constante ebulicio; obviamente um caso extremo de
diletantismo inconsequente. No desenvolvimento do presente trabalho, a profusao
de estimulos sempre esteve também submetida a um razoavel processo de escrutinio
e analise de forma a manter uma certa coesdo macroscopica € evitar uma excessiva
dispersdo. Isto € natural, uma vez que o interesse do autor ndo pode ser uniforme
nos 360° de longitude e 180° de latitude. [A inexisténcia de um plano sequencial “
a priori” com um objetivo fixo na sua extremidade oposta, nao significa que o pro-
cesso tenha sido desencadeado sem a expectativa ou sem o interesse obstinado pela
construgio de uma estrutura conceitual que pudesse ser apresentada como tese! Pelo
contrério, foi realizado um trabalho arduo a nivel microscopico dedutivo, que esteve
constantemente acompanhado de uma andlise macroscdpica que foi a responsavel final
pela. emergéncia (e percepgio) de uma estrutura aceitdvel.]

Sabemos de sobra que esta estratégia € formalmente inaceitavel pela buro-
cracia académica que nao tem melos de confiar na conclusao de um trabalho que
se recusa a “submeter” a um plano detalhado, sequencial, e gerenciado por uma
autoridade central. A burocracia, em geral, estd dotada de uma visio miope que
unicamente percebe a micro escala e se vé investida de uma missido planejadora com
auto-atribui¢oes de uma “engenharia cientifica”, presciente de todas as arroelas, bu-
chas e parafusos intelectuais necessarios ao desenvolvimento da ciéncia. Aos seus

dirigentes mais zelosos, qualquer atividade intelectual que se entregue deliberada-
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mente a um método babilonico é vista como uma reencenacao da mencionada estéria
de um primata ou como receita de uma sopa intelectual.

Curiosamente a prépria burocracia também ja foi descrita, de passagem, por
Haken [1983] como uma estrutura resultante de uma dinimica coletiva de macrocom-
portamento cuja emergéncia poderia ser previsivel sob condi¢ées muito gerais com
respeito a dindmica de interagdo cultural e social a nivel de individuos e grupos.”

Se por um lado uma saudével cautela ainda nao recomendaria a tentativa de re-
presentagao deste fendmeno na forma de um modelo matematico, (para evitar di-
vagacbes semelhantes aquelas cometidas com a teoria da catdstrofe), por outro lado,
nao ha davidas de que ja existe uma bagagem de conceitos disponiveis em teorias de
populagdo com micro-estruturas de dominagio (Hogeweg-Hesper [1983], Jager-Segel
[1982]), e o comportamento social {Schelling {1978]) suficientes para uma anélise mais
coesa e talvez pre-formal desta interessante questdo. Estaria a burocracia académica,
em particular, disposta a este exercicio de auto-andlise?

Um maior desenvolvimento desta questdo, todavia, foge completamente do
objetivo deste prefacio (e as qualificagdes do autor). Portanto, este é um ponto opor-
tuno para iniciarmos a descrigio da estrutura final assumida pelo presente trabalho,
ainda com a ajuda das metaforas que ele préprio sugere.

Esta énfase na estrutura como o teor principal da tese, é de importancia
fundamental para a apreciagdo do trabalho, uma vez que o seu conteido especifico é
localizado muito mais na forma e no seu aspecto funcional de que na substancia. Este
trabalho ndo ¢ uma analise de técnicas e ferramentas matematicas e snas aplicagdes
(embora algo inédito ocorra no capitulo V) e nao é o estudo de um ou mais problemas
biologicos especificos por meio de modelos matematicos (embora um destes problemas
seja tratado com énfase particular no capitulo VI). Também, este trabalho nao é sobre
matematica ou sobre biologia ou ainda sobre matematica aplicada a biologia; € sobre
a matematica “ aphicanda”, ou seja, a matematica na sua interacao por duas vias
(influenciando e sendo influenciada) com a biologia. E também um estudo de novas

abordagens para a representa¢io de fendmenos bioldgicos em dindmica de populagtes

*“] readly admit my doubts that the growth of bureaucracy can be prevented unless the entire
company or the structure of public administration collapses, when the whole cycle will start afresh”
Haken {1981]. Esta observagao publicada a mais de uma década nao poderia ser mais atual.
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por meio de conceitos e simbolismos matematicos assim como a influéncia destas
abordagens na formulagdo de novos modelos e problemas matematicos. O termo
populagéo, como ja dissemos, € empregado com um sentido amplamente aberto no
que diz respeito a natureza de seus individuos componentes e tem a sua caracteristica
mais relevante no que se refere as interagées individuais (microscépicas) entre estes in-
dividuos e o significado destas quanto ac comportamento macroscépico da populagio.
Interessa-nos portanto muito mais os seus aspectos funcionais do que os de substancia;
os individuos das populagdes nao nos interessam pelo que sio, mas pelas interagdes
que apresentam uns com os outros e pelo fenémeno coletivo resultante (mais uma vez
realizam-se assim as analogias entre o proprio trabalho e os objetos de seu estudo).

Como consequéncia da natureza do processo que lhe deu origem, € natural
esperar que a estrutura desta tese dificilmente poderia ser descrita linearmente, i.e.,
sequencialmente. A sua organizagao, capitulo a capitulo, paragrafo a pardgrafo, é
artificial do ponto de vista conceitual e tem sua razio de ser unicamente devido a
uma ébvia necessidade de carater grafico. Na verdade, mais vezes do que percebemos,
os trabalhos sao abordados e analisados sequencialmente por uma mera conveniéncia
ditada pela sua representacio grafica e ndo serd aqui a ocasiio de experimentar qual-
quer inovagao neste sentido. Portanto, toda a sua estrutura foi talvez artificialmente
acomodada na forma convencional.

Como o trabalho nédo foi fruto de uma busca delineada de um alvo pre-
programado por meio de cadeias dedutivas, em estados subsequentes, lineares e bem
ajustados, ele ndo pode ser apresentado como uma trajetdria ou um caminho com
duas extremidades. Nio ha um ponto de partida iinico seguido de um adensamento
que leve a um “gran finale” ou a um climax. Uma tese de doutoramento apre-
senta tradicionalmente sua estrutura guiada por um tromco essencialmente linear e
sequencial de uma arvore cujos ramos, ou foram impedidos de se desenvolver por
um prematuro aborto ou foram posteriormente desbastados. No presente trabalho os
ramos tiveram espago para se desenvolverem até onde pudessem florescer, mesmo que
n3o igualmente vigosos. Consequentemente, a sua estrutura conceitual pode também
ser descrita, metaforicamente, como uma rede filamentar consituida de seus diversos

ramos e 3pices, e apresentando Inimeros processos de bifurcagao e anastomose tal
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como, o modelo matematico tratado no capitulo VI. A estrutura de rede filamentar
(dedutiva) apresentada por este trabalho, nos permite apontar ainda mais uma de
suas caracteristicas através da analogia com o conceito de ponto critico em sistemas
de percolagdo que, se nio apresentam uma conexao sequencial que una um comego
a um fim, por outro lado, qualquer ponto pode ser logica e naturalmente ligado a
qualquer outro ponto da estrutura. Esta caracteristica lhe fornece uma coeréncia
estrutural que talvez possa ser admitida em lugar da sequencial que é normalmente
esperada nestes casos. Esta estrutura mesoscopica formada por filamentos sequen-
cials dedutivos com o rigor usual da matematica aplicada e apices conclusivos com
algum interesse pelo seu valor técnico, € a estrutura que deve ser de fato considerada
como a tese de doutoramento.

Apesar do esforgo intelectual exigido para a sua elaboragio e da importancia
que atribuimos a esta parte do trabalho, a sua designacdo como Introdugao visa,
de certa forma, colocd-la em uma posigio formalmente destacada do corpo central.
Com isto, procuramos evitar que a reinvindicagdo de originalidade da tese inclua
a sua apresentacio como exemplo de si mesma o que poderia provocar perigosas
perturbagdes no aconchego légico exigido para seu julgamento. (Ou, talvez ainda
mais grave, que pudéssemos ser acusados da tentativa de utilizagio do principio do
“bootstrap”; aquele que prevé a possibilidade de se soerguer puxando pelos seus
proprios cadargos).

E assim sendo, melhor seja que esta Introducio ndo mais se alongue, a menos
que a imagem absurda do rabo que sacode seu respectivo cachorro passe a ser uma

figura de linguagem auto-descritiva.

P. Davis - R. . Heash - “Como vimos, toda explicagdo cientifica tem seu aspecto metafdrico”.
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CAPITULO II

Os Paradigmas Classicos da Matematica Aplicada

1. Os Paradigmas Classicos

O termo “Paradigma” foi introduzido no estudo da histéria da ciéncia por
Thomas Kuhn em seu influente trabalho “The Structure of Scientific Revolutions”,
em 1962, emprestado da gramatica e empregado com um sentido nfo muito preciso,
ou nao muito bem entendido. Entretanto, a riqueza conceitual que envolvia o termo
fez com que ele fosse posteriormente utilizado nas mais diversas situagdes o que levou
o préprio Kuhn a escrever um longo Post Scriptum explicativo sobre o assunto para
a segunda edigdo de seu livro (Kuhn [1972]).

Neste adendo, o termo “Paradigma” é associado explicitamente a um con-
junto de crencgas, doutrinas,” problemas, teoremas e resultados, na qualidade de agen-
tes ou pegas que tiveram uma funcdo peculiar no desenvolvimento da ciéncia (Kuhn
[1970}).

E importante enfatizar este seu carater de fungio social dentro da comunidade
cientifica afim, independente de sua validade. Isto €, os conceitos, idéias, crencgas e
resultados podem ser verdadeiros, significativos ou nao; ¢ que mais interessa neste
ponto de vista é o seu papel histérico cientifico.

Aparentemente esta abordagem sé teria importancia e influéncia extrinseca

ac desenvolvimento das ciéncias que seguiria impavida o seu destino autonomo.

* Para evitar o termo “crenga” gque tém conotagdes religiosas, € comuim substitui-lo pelo termo
“principio”, considerado mais cientifico. Entretanto, nao ha distingdo substancial a fazer entre um
P y
e outro.
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Entretanto, é mais do que claro que os “rumos” da ciéncia € a sua estrutura dependem
inevitavelmente do contexto social global e da comunidade cientifica relacionada.

Além disso, como teremos oportunidade de argumentar, a ciéncia tem co-
nexoes mais profundas do que superficialmente aparenta com as estruturas neuropsi-
colégicas dos individuos que nelas trabalham, o que significa, do homem como espécie.

A demonstragao de um teorema matematico, que seria um exemplo maximo
de objetividade, na verdade, é um ato de aceitacdo social (Manin [1982], Haken
[1981]).

O termo Paradigma tem por finalidade a representagio de um conceito que
se refere ao processo de intermediagdo, nos dois sentidos, entre o desenvolvimento
interno da ciéncia e o contexto social que a envolve.

A utilizagdo que faremos do termo estd, em linhas gerais, de acordo com
esta exposi¢do de Kuhn, mas o sentido desejado emergira de contextos em que sera
empregado, sem compromissos com alguma definigao rigorosa. De qualquer forma, é
interessante ressaltar de saida que hé duas fungdes historicas distintas desempenhadas
pelas teorias classicas que iremos denominar de paradigmas. A primeira, tem o sentido
configurado ao nivel de uma metateoria, onde o paradigma tem um papel de modelo de
teoria cinetifica, independente do objeto tratado, e carrega uma informacio ticita de
carater metodologico. Assim, a teoria geométrica tal como exposta nos “Elementos”
de Euclides é um paradigma classico como Méiodo Aziomdtico, como também é o
“Principia Mathematica” de Newton.

Por outro lado, o mesmo “Principa” é também um paradigma intrinseco ao
nivel interno da ciéncia natural com respeito aos concettos de determinismo, predic-
tabilidade e causalidade (mecanismo).

Portanto, quando nos referirmos ao paradigma newtoniano, o contexto deverd
deixar claro em qual fungio historico-cientifica tem o seu sentido empregado.

A funcdo do paradigma euclideano como programa e conjunto de balizas
conceituais para o desenvolvimento da geometria, e da matematica em geral, embora
de grande importancia histdrica, ndo sera enfatizada neste trabalho.

O objetivo deste capitulo é apresentar um esbogo do nosso ponto de vista

com respeito ao surgimento dos novos paradigmas resultantes da interacao entre a
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matematica e a biologia teérica. Este processo tem todas as caracteristicas de uma
revolugao cientifica em fermentagido (no sentido de Kuhn [1970)), cujo impacto na
sociedade humana devera ser igualmente revolucionario mas de consequéncias impre-
visivels.

Uma descrigio rapida € apresentada a seguir dos principais paradigmas
classicos e tem por finalidade montar o cenario conceitual cientifico que serve de
contraste, diante do qual € possivel uma melhor percepcio do processo de formacao
e desenvolvimento dos novos paradigmas.

O método axiomatico junto com os conceitos de dedugao logica e demons-
tragao, tem as suas raizes historicas na Grécia antiga (Kline [1974]) onde foram de-
senvolvidos e cultivados com extraordindrio vigor, estabelecendo-se a partir daj como
base metodoldgica para a construcgio do conhecimento cientifico.

Dentre todos os trabalhos escritos pelos gregos antigos e que chegaram aos
tempos modernos, nao ha duvidas de que o “Elementos” de Euclides (300 A.C.) se
sobressal, tanto como o seu maior edificio intelectual como pela enorme influéncia que
exerceu sobre toda a cultura ocidental, constituindo-se no mais importante paradigma
da histora da ciéncia.

Como ja dissemos, o paradigma euclideano nos interessara aqui principal-
mente quanto a sua funcao de modelo exemplar de teoria cientifica e, mais especial-
mente, como modelo exemplar do método aziomdtico.

Durante quase dois milénios o modelo axiomatico de teoria clentifica esteve
indissociivel de sua exemplificacio euclideana, um monumento admirado mas, cuja
perfeicdo, era considerada inatingivel por outras ciéncias, especialmente as que se
distanciassem da matematica. (Alids, por motivos diversos, néo € raro o intuito de
desenfatizar as origens ébvias que a teoria geométrica de Euclides tem na experiéncia
fisica). Inimeros trabalhos que utilizaram o método axiomdtico foram escritos antes
e depois de Euclides, mas o modelo do método axiomatico continuou sendo represen-
tado soberanamente pelo “Elementos”.

O rompimento desta exclusividade s6 ocorreu no final do século XVII com a
publicagao do “Philosophiae Naturalis Principia Mathematica (1687 D.C.) de Isaac

Newton e isto se deve, ndo pela modificagdo do método mas pelo seu impacto como
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teoria bem sucedida para a explicagdo de fenémenos naturais. Os objetos da teoria
euclideana eram as formas geométricas estaticas e o obejtivo da teoria newtoniana era
a dinamica destas formas materiais e, sob este ponto de vista, eram complementares
mas distintas.

Entretanto, com respeito a sua estrutura conceitual, ambas se constituem em
paradigmas exemplares do mesmo método axiomatico.

A influéncia do paradigma euclideano no trabalho de Newton é evidente,
nao s6 pela sua fundamentacio em postulados iniciais nao demonstrados e explicita-
mente enunciados, {(a sua base axiomdtica), como também pelas demonstracoes que
procuram se manter estritamente dentro da linguagem geométrica de Euclides. Desta
forma a semelhanca é tanto na arquitetura como na construgdo dedutiva do método.
O sucesso da teoria lhe conferiu entretanto uma dinamica prépria que modificou ra-
pidamente a sua interpretacio e também o seu formalismo. A sua base axiomatica
passa a ser vista como um conjunto de “leis naturais” e a construgao da teoria passa
a utilizar-se de uma linguagem matemadtica mais sintética inventada por Leibniz. O
método axiomatico, contudo, permanece inalterado na sua esséncia e, mais do que
isto, ganha assim um novo refor¢o com a aceitagao da teoria newtoniana por quase
toda a comunidade cientifica.

0O método axiomatico teve desta maneira reafirmada a eficiéncia de suas duas
principais caracteristicas representadas pela capacidade de sintese ariomdlica e de
codifica¢io ldgico-dedutiva.

A geometria euclideana sempre foi admirada pelo seu extraordinario edificio
intelectual fundamentado em bases axiomaticas solidas e irrefutavers {“evidentes por
si mesmo” } e construido (ou, potencialmente construtivel) através de processos dedu-
tivos considerados objetivos, verificaveis e, mais do que isto, inevitdveis. Uma vez es-
tabelecidos os axiomas (consistentes, pois que fisicamente interpretaveis) acreditava-
se que o edificio completo estaria virtualmente e potencialmente determinado, inde-
pendente do observador a quem s6 restava explora-lo.

E interessante notar que Aristételes (384-322 A.C.), e aparentemente também
Euclides, nio exigiam que os axiomas fossem “evidentes por si mesmos”™; a sua ve-

racidade deveria ser comprovada pela verificacdo das suas consequéncias diante da
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realidade (Kline {1974)).

Esta é uma atitude adotada com frequéncia na fisica teérica moderna, prin-
cipalmente depois do sucesso das teorias de Maxwell (eletromagnetismo) e de Schro-
edinger (mecanica ondulatéria) que, todavia, partiam de hipéteses que dificilmente
poderiam ser consideradas “evidentes por si mesmas”.

Observemos que esta crenga na determinagio automatica e objetiva da teoria
uma vez estabelecidos os axiomas, ou “leis”, embora nao sendo, obviamente parte das
hipéteses e nem demonstrada por uma metateoria, foi dominante no meio cientifico
por séculos e, desta forma é parte dos paradigmas euclideano e newtoniano. i

Esta crenca quando explicitada é denominada. de principio de compleiude do
modelo axiomatico para a teoria em questio.

A capacidade de sintese codificadora das “leis” de Newton e a crenga de que
elas poderiam ser dedutivamente “expandidas” para incluir qualquer fato observavel
da mecinica (que, na época, considerava-se como abrangente a todos os fenémenos
naturais), ndo poderia deixar de exercer uma revolucionaria influéncia em todo o
pensamento cientifico, filosofico e até mesmo religioso nos anos que se sucederam a
publicagic do “Principia”.

K como se o universo estivesse encapsulado compactamente nas Leis de New-
ton, e a chave dos mistérios de todos os fenémenos estaria concedida ao género hu-
mano através de uma capacidade dedutiva. Seria esta a drvore do conhecimento?

A religiosidade mistica da época nao aceitou, obviamente, que tamanho po-
der estivesse a disposicio do homem e, para salvaguardar o poder divino e o destino
humano da inexorabilidade 16gica, estabeleceu-se nos meios mais piedosos o principio
vitalista de que a natureza se utiliza de fenémenos inatingiveis por esta teoria. Con-
sequentemente, ela se constituiria na depositiria inviolavel do seu livre arbitrio (Dil-
lenberger [1960] e Hooykaas [1988]).

(Em meios mais materialistas, nem o prdprio homem era excluido da teoria
newtoniana). Mas, ainda que a teoria newtoniana se restringisse apenas a matéria
bruta ou apenas ao sistema solar, (que era o seu objetivo inicial), a aceitacac de que
todos os fenémenos relacionados estariam inexoravelmente determinados pelas “Leis”

de Newton € pela “Leis” da “Razéo” (mesmo que ndo se soubesse como deduzi-los),

23



continuava sendo extremamente dificil de ser aceita ou insuportavel.

Por outro lado, esta situacio parecia inescapavel devido aos extraordinarios
sucessos que a teoria newtoniana vinha acumulando na explicagdo de imiimeros
fenomenos, especialmente em astronomia.

As grandes dificuldades encontradas para a explicacio de fenémenos mais
“terrestres”, como a luz, o calor, a eletricidade e o magnetismo por meio da teoria
newtoniana, dimuinuiram o entusiasmo na sua utilizagio como fundamento universal
mas ndo diminuiram a crenca da sua capacidade como tal.

Como consequéncia destas dificuldades outras teorias fisicas foram surgindo
baseadas em novas “leis” naturais dando origem a ética, a termodinamica e ao ele-
tromagnetismo, que, tanto quanto possivel eram construidas de acordo com o mo-
delo axiomdtico. Entretanto, nao se considerava (implicitamente, pelo menos) que
a estrutura axiomadtica seria indispensavel nestes casos uma vez que eram tratadas
como situagOes provisorias. Estas teorias eram denominadas fenomenoldgicas pois
considerava-se que as suas “Leis” nio eram fundamentais mas fenémenos. Acreditava-
se que, mais cedo ou mais tarde, seriam incorporadas a teoria newtoniana como
consequéncias das “Leis” fundamentais de Newton.

O esforgo no sentido de reduzir fenémenos ndo mecanicos as “Leis” de New-
ton foi iniciado pelo préprio Newton no estudo da tica e da propagagio do som e
continuado logo em seguida por D). Bernoulli (teoria cinética dos gases) Euler (hi-
drodinimica), passando por Gibbs e Boltzmann (termodindmica) e chegando até o
comego do século XX com a teoria atomica de Bohr (M. Born - Atom Mechanik,
Berlin 1924). _

As leis da Otica geométrica, as leis da termodindmica, as equagdes de Max-
well; as equacdes de Navier-Stokes e etc. se constituiam para cada area respectiva
em uma codificagio, extremamente sintética, de acordo com o modelo axiomatico de
teoria cientifica. Uma vez estabelecidas as “Leis” fundamentais, sejam elas na forma
de equagdes matemadticas ou na forma descritiva, a estrutura da teoria estaria virtual-
mente (ou, potencialmente) determinada e codificada como em uma rede filamentar
dedutiva; bastava entao apenas torma-la explicita, o que seria feito percorrendo-a

guiado pela sua propria logica construtiva.
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Se por um lado esta capacidade de sintese era um triunfo do método axio-
matico aplicado a fisica, ¢ um triunfo da prépria fisica, por outro lado, verificou-se
rapidamente que esta mesma extraordinaria compactagio de informacdes tornava a

sua decodificagdo uma tarefa sobrehumana. Tomando como exemplo as equagdes de

du Ju Op
a + U& = '—a—m + pAu

Navier-Stokes, , formuladas em meados do século XIX
divu=0

e consideradas como uma excelente teoria fenomenoldgica para a hidrodinamica, é
impossivel ndo se maravilhar com a estupenda variedade de informagdes codificadas
nestas duas linhas incompletas. {Basta considerar os fenomenos observaveis cotidia-
namente na dinamica dos fluidos).

A questao que se coloca, passado o primeiro entusiasmo, é: como resgatar
estas informagoes e, mais, como julgar de anteméo, onde se encontram aquelas poucas
que realmente nos interessam!

O paradigma newtoniano como modelo do método axiomatico na fisica é,
desta forma, idealizado até as suas ultimas consequéncias por meio de uma busca de-
liberada das “Leis Fundamentais” que permitiriam, construir (ou supor construtivel)
dedutivamente todo o universo do conhecimento natural.

A pedra filosofal aparentemente retorna, assim, com uma roupagem abs-
trata mas nio menos cobigada. Entretanto, nio nos interessa aqui este aspecto
ideolégico mas o aspecto metodoldgico resultante que é estreitamente ligado ao método
axiomatico e que denominaremos de reducionismo.

O reducionismo como ideologia é a busca (e crenca na existéncia) de uma
teoria axiomatica unificada para todo o conhecimento matemadtico, ou todo o conhe-
cimento fisico.

O reducionismo como método dentro da ciéncia € a incorporagido de macro-
fendomenos em teorias axiomdticas microscopicas. Ambas as expressdes do reducio-
nismo contém embutidas (explicita ou implicitamente) a crenca de que os fenémenos
microscopicos sao mais simples e, portanto, mais fundamentais como pontos de par-
tida de um edificio axiomaético. A invalidade deste fato sers discutida mais adiante.

O reducionismo levou a concepgio de “Leis” consideradas universais como
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a conservagao de energia € a conservacao de quantidade de movimento linear e an-
gular que na mecanica newtoniana eram consequéncias dos axiomas fundamentais.
Entretanto, estes conceitos se tornaram tdo arraigados no pensamento cientifico que
nenhuma teoria fisica seria considerada ortodoxa sem que eles fossem adequadamente
definidos e suas leis de conservacao tivessem uma formulaciao demonstravel dentro da
teoria.

O conceito de “Lei de Conservacgao” é uma das mais importantes balizas con-
ceituais firmadas na ciéncia natural pelo paradigma newtoniano e que inirinsecamente
adquire um papel de principio fundamental e também exerce uma grande influéncia
como principio metodolégico. As teorias de dinamica populacional que serdo abor-
dadas em proximos capitulos terdo as suas formulagbes baseadas sempre em “Leis de
Conservagdo”.

O reducionismo em matematica atingiu o seu climax com a teoria dos conjun-
tos e com a escola formalista encabegada por David Hilbert [1862-1943] que chegou a
declarar categoricamente em seu famoso discurso de encerramento do Segundo Con-
gresso Internacionald e Matematica em Paris no ano de 1900: “Nés sempre cuviremos
um eterno desafio: ejs o problema, procure a sua solugdo. Vocé pode encontra-la por
meio da razao pura, pois em matematica nio existe Ignorabimus”. Em seguida ele
apresentou uma lista de 23 problemas que, segundo ele, deveriam se constituir no
desafio e programa para a matematica no século XX.

Dentre estes problemas, Hilbert incluiu a axiomatizacdo da fisica em uma
clara demonstracao de credulidade no reducionismo. Se este congresso tivesse se re-
alizado uma ou duas décadas depois, quando a fisica classica estava sendo abalada
em seus principios fundamentais, dificilmente esta questao teria sido colocada. En-
tretanto, na mudanca do século, havia uma crenca generalizada de que os principios
basicos da fisica tinham sido descobertos, bastava desenvolvé-los. Hilbert apenas
formalizou esta crenca.

A historia da ciéncia esta repleta destes arroubos de entusiasmo do reducio-

nismo ideolégico desde Descartes* até aos nossos dias.

* Descartes chega a afirmar ern seu desvario racionalista que tudo o que existe ou pode existir
deve ser buscado dedutivamente a partir de certos germes de verdade gue periencem por natureze
d nossa alma.. E ele fazia o que pregava, tendo deduzido a dgua, o ar, o fogo e os minerais em
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Com o advento triunfante da mecinica quantica, o reducionismo newtoniano
cldssico dava mais um passo e, na sua major exacerbagio chegou a reduzir o préprio
homem a muito menos do que ¢ pé biblico; nesta nova fantasia o homem nao passaria
de uma mera combina¢io de ondas probabilisticas.*

E interessante contrapor o pensamento de Poincaré (um matemadtico francés,
apenas de nascimento e, sob muitos aspectos, oposto ao seu contemporaneo alemio
Hilbert) com respeito ao método dedutivo: '

“Qual é a natureza do raciocinio matematico? E realmente dedutivo como
se acredita? Uma analise aprofundada nos mostra que ndo é nada disso, que ele
participa em uma certa medida da natureza do raciocinio indutivo e que essa € a
causa de sua fecundidade... A caracteristica essencial do raciocinio por recorréncia
é que ele contém, digamos assim, condensado em uma tnica férmula um nimero
infinito de silogismos”. A opinido de Poincaré é valiosa nao s6 por sua importancia
na matematica, mas também pelo seu interesse no processo criativo, no que ele era um
mestre notavel. Em biologia o reducionismo contemporaneo estd representado pelo
esforgo concentrado durante as dltimas décadas (desde a descoberta de F. Crick e J.
Watson em 1953} no desvendamento de fenomenos biologicos a partir da bioquimica,
e da biologia molecular e, mais recentemente, pelo projeto Genonia.

O método axiomatico representa um esforgo consciente para eliminar com-
pletamente de uma teoria cientifica caracteristicas antropomoérficas tal como o conhe-
cimento subjetivo, a intuicio, o proposito, a adaptabilidade e a associagao de 1déias,
enfim, a impredictabilidade. A perfeicdo ideal seria atingida com uma teoria objetiva
que existisse independentemente do observador**). Néo é de se admirar portanto que
esta perfeicdo em uma teoria se torna tao mais dificll quanto mais ligado a natureza

humana ela estivesse, o que ndo impediu todavia a existéncia de esfor¢os nesse sentido

seu “Principia Philosophiac”. (Hooykass [1988]). Mas é necessario lembrar que Descartes era um
dualista no sentido de acreditar que outros principios seriam necessirios para o estudo da vida, que
para ele tinha profundas raizes divinas.

* “Reductionism, ... Ii is an attitude... In the early sixiies people thought they could solve
Schroedinger Equation, but still one can’t compute a protein conformation and an organism mght
have 104 cells. H. Bremmermann in Conrad [1992).

(*)G.H. Hardy {1928}: “Mathematical Theorems are true or false; their truth or falsity is
absolutely independent of our Knowledge of them. In some sense, mathematical thuth is part of
objective reality”
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por parte de pensadores de lideranca em suas respectivas areas como K. Arrow [1963]
e G. Debreu em economia, J.H. Woodger [1937} em biologia, N. Chomsky (Lyons
[1970]) em linguistica, Clark Hull em psicologia, John Rawls em direito e etc.™ A
matematica representada pelo paradigma euclideano e, mais tarde, a fisica pelo pa-
radigma newtoniano, se constitulam na dnica certeza absoluta do humanismo em um
universo subjetivo e social imprevisivel; estas seriam as 1inicas areas onde nio pode-
riam haver diividas, surpresas e nem ignorabimus (como dizia Hilbert), e o programa
cientifico era estende-las como tal para todas as dire¢des do conhecimento humano.

A certeza de que todo conhecimento em uma teoria axiomatica ezisfie i=-
dependentemente do observador (desde que pudesse ser formalmente descrito) e que
ele seria accessivel a partir dos axiomas por meio de um processo dedutive finito era
aceita tacitamente e acriticamente pela comunidade cientifica em geral, excluindo-se,
naturalmente, alguns logicos e filosofos que fazem do questionamento a sua profissao.

A fung¢io do modelo axiomatico era, portanto, ndo sé de sintetizar o conhe-
cimento mas também de transmitir e ensinar o0 que é obviamente indispensavel para
o seu papel social.

E interessante observar que o método axiomatico dedutivo é uma invengio
da civilizagio grega e, aparentemente, nio foi utilizada pela matematica babilonica
(2000 AC - 300 AC) que a precedeu (Kline [1974), Neugebauer [1969}).

Pelo que se conhece da cultura babilonica, o conhecimento matematico era
adquirido através de exemplos praticos resolvidos que se constituiam assim em para-
digmas exemplares de técnicas. '

O processo de codificagio € descodificagao (isto €, a transmissao de conhe-
cimento) na antiga Babilonia era realizado por meio do mecanismo denominado co-
nhecimento tdcito por M. Polanyi [1967]. A validade das solugdes e dos métodos era
essencialmente decidida através de uma verificacao da concordancia dos seus resulta-
dos com a realidade descrita pelo problema em algumas circunstancias. Ao contrario
do que pode parecer inicialmente a um intelecto de formagio na tradigao grega e for-

malista, este procedimento é amplamente utilizado, ndo apenas na vida pritica onde

() A propdésito, veja o interessante artigo de L. C. Bresser Pereira na Folka de Sio Paulo de 20
de junho de 1993 (Domingo) sobre a impoténcia do método axiomatico-dedutivo em Economia.
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ele € dominante, mas também em atividades de cardter eminentemente cientifico e, de
fato, € o unico teste possivel para as teorias fisicas. Nenhuma argumentagao logica,
por mais longa e sofisticada, seria suficiente para estabelecer as teorias de Newton,
de Maxwell ou de Schroedinger na fisica, se nao fossem disponiveis alguns resultados
interessantes que concordassem cabalmente com a realidade material observada.

Se encarada pela metodologia Babilonica, a teoria de Newton seria validada
nio pelas suas caracteristicas intrinsecas ou pela sua estrutura dedutiva, mas pelo
conjunto de problemas e questoes resolvidas que descrevem bem a realidade fisica se
considerarmos os dois sentidos de paradigma mencionados por Kuhn [1970]; a teotia
newtoniana como um conjunto de regras dadas pelo modelo axiomatico se enquadra
em um deles, e como conjunto de questoes resolvidas se enquadra no outro sentido.
Isto €, a teoria newtoniana pode ser considerada um paradigma tanto no sentido
grego como babildnico.

O conflito entre as metodologias de ensino das tradigoes grega e babilonica
€ ainda vivo nos dias de hoje e motivo de posigoes radicais em ambos os lados. A
solugao salomonica que estabelece a verdade em algum lugar entre os extremos parece
se aplicar aqui tambeém. |

Para finalizar esta sec@o e para referencia futura, € necessario explicar alguns
aspectos da discussdo anterior sobre a fungdo social {(no meio cientifico) que o método
axiomatico teve como molde conceitual. Esta enfase sera importante como contraste
para as apresentagdo dos novos paradigmas e ressaltard assim o ineditismo que eles
introduzem.

O método axiomitico tem, a nosso ver, duas caracteristicas principais, pri-
meiro, a sua capacidade de sintese codificadora de uma enorme massa de conheci-
mentos em uns poucos axiomas, e, segundo, o fato de que esses conhecimentos sao
armazenados por este método em uma estrutura de tal forma que possam ser decodifi-
cados de maltiplas maneiras pelo processo dedutivo”. E claro que o processo dedutivo
(e a sua representacdo simbolica em linguagem escrita ou matematica) se constitui
na esséncia do método axiomdtico, mas aqui estamos incluindo tambem o processo
dedutivo informal. Este processo, nao nasceu com a matematica, ou mesmo com a

ci€ncia, € € utilizado naturalmente por qualquer ser humano na vida cotidiana. A ca-
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pacidade de executar processos dedutivos sequenciais é inata e pode ser considerada
como um dos atributos da natureza humana. A evolugdo dotou o cérebro humano
desta capacidade dedutiva que tem uma fungio nitidamente cognitiva. Portanto, o
processo dedutivo € um procedimento cognitivo e esta conexio entre um método ci-
entifico e a neuro psicologia humana é de grande importancia pois tem fundamentos
muito mais concretos do que uma mera especulagio filoséfica. Manin [1981]. Se esta
hipétese for afirmativa, mesmo que sob fortes ressalvas com respeito a interpretagdes
dos termos, poderiamos dizer metaforicamente, que o processo dedutivo é uma som-
bra do funcionamento do cérebro. Resta saber se outras facetas que sdo notoriamente
manifestadas em diferentes situagdes, como no reconhecimento visual por exemplo,
que ¢ obviamente nio-dedutivo, também tem, ou poderia ter uma representagio ma-
tematica.

Como titimo aspecto a ressaltar, observemos que o reducionismo é um sub
produto ou suposto aperfeicoamento extremado do método axiomatico e se constitui
em uma atitude de busca (ou uma crenca na existencia) de uma base axiomatica
fundamental cuja teoria deve abranger todo o conhecimento.

Nas ciéncias naturais o reducionismo também inclui a crenga de que os
fenémenos microscopicos sdo mais simples e elementares do que os macroscépicos e,
portanto, seriam os mais adequados como universo de referéncias para o conjunto de
postulados bésicos que deve incluir as “leis fundamentais”. Como j4 afirmamos, nao
nos interessara, nas proximas segoes, o aspecto ideolégico sobre a crenga na existéncia
de um conjunto de “leis fundamentais”, mas a atitude reducionista que vé no modelo
axiomatico baseado na micro-escala, como o inico modelo verdadeiramente cientifico
linicos para a construgio do conhecimento cientifico.

Os novos paradigmas desafiam o reducionismo e o modelo axiomatico dedu-

tivo como métodos € como principios.
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3. Paradigma Newtoniano: espaco de fase, determinismo e
predictabilidade, causalidade, e reversibilidade®™

Na secdo anterior abordamos a teoria newtoniana (e a euclideana) como modelo do
método axiomatico, ou seja, quanto a sua influéncia, como modelo e alvo de perfeigdo
idealizada, sobre o desenvolvimento das ciénclas naturals. Dirlamos assim que o ponto
de vista adotado foi essenciamente externo a teoria, e se referia a sua forma e a sua
estrutura, e, em certa medida, independente, neste aspecto, do objeto tratado por
ela.

Nesta segdo, por outro lado trataremos da influéncia que o paradigma newto-
niano exerceu sobre as ciencias naturais por meio dos conceitos e resultados que fazem
parte da propria teoria e que extrapolados do seu sentido interno se transformaram
em moldes conceituais do pensamento centifico moderno.

Estes dois aspectos sdo, como ndo poderia deixar de ser, intimamente inter
relacionados e em algumas situagdes de dificll separacao.

A apresentacio que faremos trata de conceitos e fatos da historia cientifica
amplamente conhecidos e disseminados na literatura, (Prigogine-Stengers {1984],
Bunge [1965], Kuhn {1970], Bochner [1968] Feuer [1974]), razdo pela qual seremos
suficientemente breves, ocupando apenas o espago necessario para que © nosso ponto
de vista, (que ndo estd contido e nem é uma decorréncia natural das abordagens
tradicionais), possa ser exposto de forma razoavelmente clara.

A teoria newtoniana, vista como uma estrutura dedutiva que dispde de uma
realidade objetiva automaticamente determinada pelas suas leis fundamentais, é cons-
tituida por um conjunto de afirmativas descritas que interrelacionam fenémenos ob-
servaveis. Entretanto, tratando-se de uma teoria de carater dinamico, € necessario
qualificar a nivel interno e de uma forma mais operacional este processo descritivo
que, afinal, é a forma pela qual ela é enunciada. A teoria newtoniana descreve ou,

r . ~ . H
da os métodos para isto, mas ela ndo explica e nem trata dos “porques”, apenas dos

(} O termo “prediciabilidade” embora ndo conste dos diciondrios de lingua portuguesa, nio
é estranho & lingua, wina vez que os vocdbulos predizer/predigdo/predito, com uma raiz latina
comum, fazem parte do vernaculo. O termo*previsibilidade”, que consta dos diciondrios, néo atende
ao sentido desejado que é mais préximo ac do ato de dizer e descrever do que ver.
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“comos”. Isto é, ndo se argumenta sobre uma precedéncia logica aos seus postulados,
apenas sdo estabelecidas as interrelagdes entre eles e os conceitos secundarios, o que
€ a esséncia do modelo axiomatico. :

O primeiro conceito basico da teoria newtoniana se refere ao estado do sistema
(que foi enunciado de maneira mais explicita por Laplace) que, no caso mecinico,
se refere as posicdes espaciais e as velocidades dos pontos materais do sistema. A
descricdo do sistema é feita entdo pela atribuicio do seu estado em cada instante
do tempo. O tempo, por sua vez, é um conceito primitivo que é o fundamento da
estrutura sequencial da teoria newtoniana.

O conceito de espago de fase para a descrigio do estado de um sistema é
um do pilares fundamentais da ciéncia contemporanea que vem sendo generalizado e
adaptado com extraordinario sucesso em diversas areas, particularmente em biologia
tedrica e mais especialmente em dindmica de populagdes onde surge com a designagao
de espago de aspecio ou espago de formas.

O conceito de espago de fase esta intimamente ligado a dinamica do sistema
como a sua descri¢io suficiente para que seja concretizado o seu processo de evolugao
temporal. Isto significa que o espago de fase como descrigio de um sistema € consi-
derado correte se nele estiverem as informagoes suficientes para que a sua dinamica
seja estabelecida. Na mecanica newtoniana, as posi¢bes das particlas sdo insuficien-
tes para descrever o estado do sistema e a descoberta fundamental de Newton foi
compreender que as posigdes e as velocidades formavam o espago de fase correfo.

A descricio deste processo temporal € a essencia das leis de Newton e se
expressa por meio de um instrumento especialmente desenvolvido para este fim; o
cdlculo diferencial e integral, ou mais especificamente, as equagdes diferenciais or-
dindrias.

A historia recente da matematica (Gltimos 300 anos) tem mostrado vérios
exemplos de sua Interagdo com outras ciéncias, mas este certamente é o exemplo
mais notavel e importante de uma ampla e profunda simbiose que vem desde as suas
origens comuns ateé os dias de hoje. Nas iltimas décadas a interacao entre estas
duas teorias gémeas tem sido refortalecida, com enormes consequencias para a fisica

e para a matemdtica, uma tradi¢do que, vindo de Newton até V.I. Arnold, passa
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por Euler, Gauss, Lagrange, Laplace, Cauchi, Jacobi, Lyapunov, Poincaré, Birkhoff,
Siegel, Moser, Kolmogorov e outros nomes balizares nas duas ciéncias.

Considerando-se esta longa e fértil promiscuidade, ndo ¢ surpreendente que
ambas teorias tenham gerado e co-participado de uma mesma estrutura conceitual
que, na mecanica, é representada pelo principio determinisia e, nas equagdes diferen-
ciais pela teoria de existéncia e unicidade de solucées para o problema de Cauchy. O
principio determinista é uma crenca de que, dadas as condi¢des iniciais no espaco de
fase, entdo toda a historia futura (e passada) do sistema estaria automaticamente e
objetivamente determinada.

Observemos que este principio ndo fazia parte dos postulados iniciais de New-
ton e nio era resultado de uma demonstracio “rigorosa”, mas foi sempre aceita de
forma generalizada nos meios clentificos e, portanto, como parte do paradigma new-
toniano.

A expressao mais famosa deste principio foi enunciada presuncosamente por
Laplace embora com uma esperta dose de cautela incluida no condicional: “se as
posigdes de todas as particulas me forem dadas predirel o futuro do universo”. De
onde vem a nogao caricata do demdnio de Laplace que teria a capacidade de conhecer
estes dados iniciais com toda a precisio e consequentemente poderia dispor do con-
trole do universo. E claro que o significado principal desta afirmacgéo ndo esta no seu
aspecto operacional mas na objetividade que pretende estabelecer para a dinamica
universal.

Néo é possivel deixar de observar a evidente semelhanga conceitual entre o
principio determinista e a crenga de que o modelo axiomatico, por meio de seus axi-
omas basicos, teria determinado automaticamente e objetivamente toda a estrutura
conceitual da teoria. Os teoremas fundamentais da teoria do problema de Cau-
chy foram demonstrados pela primeira vez pelo préprio Cauchy (em vdarias formas)
nas primeiras décadas do século XIX e incluindas nas suas famosas notas de aula
“Equations Diferentielles Ordinaires” de 1823-24 na Ecole Polytechnique de Paris. E
interessante observar que as demonstragGes de Cauchy nestas notas de aulas foram
consideradas na época como excessivarente “geométricas” (isto €, rigorosas no sen-

tido do paradigma euclideano) tendo ele por isso, recebido uma severa admoestagao
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do ministro de Estado encarregado e, posteriormente, na reincidéncia, proibido de
imprimi-las, (Waterhouse [1982]).

Estas demonstragdes, até o trabalhos de Poincare e Lyapunov, fiveram uma
influéncia reduzida essencialmente a teoria matematica, uma vez que se referiam a
umn intervalo de tempo finito. E interessante observar aqui o paralelo entre a de-
monstragio de existéncia de solugdo que nio a exibia “concretamente” pelo método
tradicional (formulas geométricas ou séries) e o principio determinista que supde a
existéncia da histéria do sistema sem se referir a um descrigdo “concreta” dela para
efeito do observador. Na mecdnica newtoniana hd muito que se aceitava implicita-
mente o principio determinista e sem nenhuma preocupacio na limitagdo do tempo.
De qualquer maneira, podemos constatar mais uma vez o entrelagamento conceitual
denso entre o método axiomatico e o determinismo.

Este aspecto ndo passou despercebido aos cultores do formalismo a julgar
pelo que dizia S.C. Kleene no seu livro “Introduction to Metamathematics” (Van
Nostrand 1952); “When the meaning of technical terms are thus left out of account
we have arrived at the stand point of final aziomatics. In this structure the theory is
no longer a system of meaningful propositions but one sentence as sequence of words
which in turn are sequence of letters. We say by reference to one another which
sentences are azioms and which sentences follows as tmmediate consequences from
other”. QOra, se as regras de sintaxe para inferéncia forem perfeitamente definidas e
finitas, nada melhor do que uma maquina newtoniana para realizar estas construgoes
sequencials que ndo exigiram um interpretacdo semantica.

A demonstragido mecdnica de teoremas poderia desta maneira substituir com
muitas vantagens o laborioso e errdtico desenvolvimento cientifico humano! A procura
de uma maquina que reproduzisse o raciocino légico é antigo e remonta a G. W.
Leibniz {1646-1716] que obteve a sua idéia de um tedlogo medieval R. Lull [1235-
1315]. (Kline [1974]). A sua expressio mais recente é enunciada pela chamada tese
de Church “Every mathematical process that leads from hypothesis to theorems is
effective ... in the sense that can be reproduced by means of a sequence of purely
syntactic production rules processing appropriate initially given strings. It can thus

be obtained from an algorithm and an algorithm in turn can be embodied in a Turing
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machine” (Rosen [1966 pg. 21]).

A formulag¢io e a demonstracao de teoremas supunha-se assim que poderiam
ser reduzidos a um programa “finito” construido por regras “finitas”, onde o termo
“finito” tem um sentido implicito, mas n&o ainda entendido, de “realizavel na escala
humana”.

Como consequéncia natural do entrelagamento conceitual do método
axiomatico formalista e da maquina deterministica, surgiu também na década de
1950 um vigoroso esfor¢o no sentido de desenvolver uma maiquina de tradugao au-
tomatica com base na regras gramaticais de Chomsky (Pylyshyn [1986]) que ndo teve
o sucesso que poderia se prever inicialmente. (Conrad [1992]). Enfim, era parte do
paradigma a crenga de que o proprio cerebro humano, mesmo nas suas mais notdveis
realizagdes de criatividade, seria redutivel a uma geringonga de polias e engrenagens
e eixos bem ajustados. O computador viria apenas tornar este suposto mecanismo
um pouco mais rapido e silencioso!

O conceito de espago de fase, embora de uso disseminado na mecanica, espe-
cialmente depois que trabalhos de Lagrange e Hamilton, s6 foi enfatizado na teona
de equagoes diferenciais ordindrias pela abordagem geométrica de Poincaré no inicio
do século XX.

O principio determinista é indissocidvel e tem também um sentido entrelagado
com o do conceito de espago de fase, se é que nao poderiamos dizer que formam um
circulo vicioso. Isto porque consideramos que uma descrigdo do estado de um sistema
s6 se constitul um espaco de fase se este contem todos as elementos necessarios para
a determinacio de sua dinidmica, ndo mais e ndo menos. O estado de um sistema
mecanico que descreve posicio velocidade e aceleracdo também nio € apropriado
pois estd sobredeterminado, assim como se fosse constituido apenas pela posigéo,
estaria subdeterminado. A escolha correta e exata do espago de fase para a descricao
do estado de um sistema, neste caso, é equivalente a obtengao de um principo de
determinismo para a sua evolugio temporal neste espaco.

A extensdo do conceito de espago de fase e a invencgdo do simbolismo ma-
temdtico para a descri¢io do melo continuo constitul-se em um salto extraordinario

para ampliacio da teoria newtoniana, tentada pelo proprio Newton e conseguido por
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ninguém menos que Euler no inicio do século XVIIL. A partir dai, o principio deter-
minista foi automaticamente incorporado também a Hidrodindmica e a elasticidade
através das equagdes Navier (1821) e Navier Stokes {1854).

A préxima extensio notavel do conceito de estado de um sistema e em espago
de fase ocorreu com a Mecanica Quantica que, no sentido reducionista newtoniano
aparentemente eliminava de saida a validade de um principio deterministico. A in-
sisténcia reducionista em considerar o universo microscépico formado por particulas
com uma individualidade caracterizada pela sua delimitagdo no espago, impossibili-
tou a concepgio de um estado de fase adequado, uma vez que o estado de um sistema
no sentido da mecinica newtoniana seria indefinivel microscopicamente. O impasse
foi resolvido, a contragosto de muitos, com a introdugdo do conceito de espago de
fase representado por uma fun¢do de onda (ou por uma sequéncia infinita por Hei-
senberg) o que matematicamente significava descrever o estado do sistema em um
espaco de dimensio infinita. O formalismo matematico nao era revolucionario pois
ja havia sido elaborado por Euler 200 anos antes. Por outro lado, a interpretagao
fisica de Born introduziu uma revolugéo cientifica pois postulava o principio de que a
funcio de onda representava uma distribuigdo de probabilidade, o que, de certa forma,
dava uma satisfacio ao reducionismo ainda a procura de particulas. Entretanto, este
conceito reducionista de particula como fundamental estava irremediavelmente aba-
lado. Uma vez determinado o espago de fase, seja como um conjunto de fungoes
ou de sequéncias infinitas, a dindmica foi imediatamente formulada por Schrodinger
e Heisenberg-Born respectivamente, que sio representacoes analiticas da teoria abs-
trata desenvolvida por Dirac e Von Neumann 1928-1932 onde o estado do sistema é
descrito em um espago de Hilbert.

A historia detalhada desta revolucio cientifica, desencadeada no final do
século XIX e rapidamente concluida nas primeiras décadas do século XX, ja& foi am-
plamente analisada em diversos trabalhos (Feuer[1974], Whittaker, Jammer, Bunge
[1979] € etc. e ndo vem ao caso. Neste exemplo, interessa-nos de maneira especial
apenas o processo de reformulagio do conceito de espago de fase como uma definigdo
“correta” de estado do sistema que conduziu imediatamente a obtengdo de uma teo-

ria deterministica neste contezto. A licio que podemos retirar do desenvolvimento
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da Mecanica Quantica quanto & esta questdo é de importancia fundamental para o
desenvolvimento dos argumentos do presente trabalho.

A desisténcia (as vezes inevitavel) de descrever uma populagio por meio do
critério reducionista, ainda que isto possa parecer natural e necessario, deixa-nos com
um impasse quanto & escolha adequada de um espago de fase. O 1unico critério que
nos resta é o de que a descrigio do estado do sistema contenha informacio suficiente
que permita estabelecer uma dindmica com determinismo neste espago. Tal como
acontece na Mecanica Quantica, a dinimica resultante ndo serd, obviamente deter-
mista quando encarada com uma lente reducionista. Encontramos diversos exemplos
em biologia tedrica cuja descrigio por um modelo matematico enfrenta problemas
semelhantes.

Os primeiros modelos matemdticos utilizados para a representagdo da
dindmica de populagio de seres wivos (Malthus, Verhulst, Pearl, Kermack-
Mackendrick, etc. Bassanezi-Ferreira [1988]) tomavam como descrigio do estado da
populagdo apenas o numero de individuos (em escala) e o espago de fase se limitava a
reta real. A utilizagio de espagos de fase formados por conjuntos de fungdes (que des-
crevem os estados da populagio por meio de densidades) s6 € iniciado em biologia de
forma generalizada na década de 1950 com as equagées de Von Foerster (populagoes
com estrutura etdria) e as equagBes com processos de difusdo espacial. Os espagos de
forma e os espagos de aspecto como conceitos ampliados para a descrigao do estudo de
uma populagio foram introduzidos em ecologia (Levin-Segel [1982]) e em imunologia
{Segel-Perelson [1988]}) nio tendo porém alcan¢ado uma disseminagdo muito grande
na literatura. Em todos estes modelos o principio do determinismo é valido dentro
do espago de fase escolhido.

Para finalizar é bom ressaltar que o principio do determinismo supde a
existéncia objetiva da histéria do sistema dado o seu estado inicial mas nao se refere ao
aspecto operacional do observador, ou seja, quanto a sua “capacidade” de descrevé-la
matematicamente ou sua “capacidade cognitiva” para compreendeé-la. Embora a dis-
tingao explicita entre estes dois aspectos nao fosse feita, talvez por considera-la indcua,
o estudo de certos fenémenos como a turbuléncia em hidrodinimica tornou necessaria

uma andlise desta questdo. Apesar de se acreditar que as equagdes de Navier-Stokes
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descreviam corretamente a hidrodindmica dentro do principio determinista, era ébvio
que, no caso turbulento, seria impossivel descrever matematicamente o fendmeno den-
tro dos métodos usuais da mecanica newtoniana isto é, por meio de uma fungdo ou
por aproximagoes “tao boas quanto desejadas” desta. Formava-se assim um conceito
mais restrito dentro do principio determinista que denominaremos de predictabilidade
que tem um carater fortemente subjetivo, circunstancial e operacional uma vez que
depende de uma escolha do observador e das técnicas e ferramentas disponiveis. De
acordo com este principio qualquer estado “futuro” do sistema que ora parte com
dados iniciais conhecidos é deseritivel dentro de um critério prederterminado. Este
critério no paradigma newtoniano é, naturalmente a aproxima¢io numeérica tdo boa
quanto desejavel; supondo-se independentemente uma capacidade de obtengéo dos
dados iniciais na precisdo necesséria.

O conceito de predictabilidade e sua importancia estao obviamente ligados a
utilizacdo pratica da ciéncia quanto ao seu aspecto construtivo, como na engenharia,
ou de mera precisio, como em astronomia e metereologia. A impredictabilidade
sempre foi considerada como uma das caracteristicas mais notaveis do ser humano e,
com frequéncia, considerada com um de seus grandes “defeitos”, o que conferia ndo
apenas uma conotac¢io antropomorfica e portanto diametralmente anti-cientifica mas,
para piorar mais ainda, ela estava associada a parte menos nobre do seu carater. Esta
conjungao de fatores dava a predictabilidade estrita uma caracteristica de condigio
sine gua non para a aceitagao de uma teona cientifica dinimica e era uma crenca
indissociavel da teoria newtoniana.

A resolugdo analitica e qualitativa do problema de Kepler foi um selo ini-
cial que deu foros de dogma a esta crenca mais tarde ratificada por inlimeras outras
predigdes acuradas em astronomia, uma ciéncia com fortes matizes religiosos e por-
tanto, apropriada para este tipo de confirmagao.

A n&o resolugdo do problema de trés corpos por métodos e critérios analogos
aos utilizados para o problema de Kepler foi encarado apenas como uma temporaria
ineficiencia matematica (ou analitica) que o desenvolvimento futuro haveria de sanar.
Considerando-se que as fun¢des elementares (isto €, as “lormulas”) sdo basicamente

algoritmos finitos de calculo verifica-se mais uma vez como a crenga na “completude
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finita” do modelo axiomaético esta intimamente ligada ao determinismo operacional
representado pelo conceito de predictabilidade dentro da teoria newtoniana.

Nos ultimos anos quando se observou que alguns modelos matematicos,
muito mais simples do que as equagdes de Navier-Stokes, também apresentavam uma
dindmica “turbulenta” e que a resolu¢do de problemas inversos (tal como determinar
uma distribuicdo original a partir do estado atual de um sistema em difuséo) eram
“mal postos”, o conceito de predictabilidade ganhou uma nova importancia em ma-
temdtica aplicada. E importante ressaltar que a predictabilidade é um conceito I gado
a0 espago de fase do sistema e néo tem um sentido geral absoluto. A predictabilidade
do movimento de um fluido visto como um meio continuo {cujo estado é descrito por
fungBes) nio pode ser referir ao espago de fase mecinico das moléculas.

Da mesma maneira a capacidade de descrever (tdo bem quanto se desejar”)
alguns aspectos do sistema mas que todavia fornecem uma descrigdo incompleta dos
seus estados, nio podera ser considerada como predictabilidade.

A predictabilidade no sentido newtoniano anterior a Lyapunov e Poincaré
referia-se fundamentalmente & descricdo da trajetoria do sistema no espago de fase
em um tempo fintto, qualquer que fosse seu comprimento (Laplace). Este conceito tem
a sua representacao matematica na teoria de equagoes diferenciais, formulada pelos
teoremas de Poincaré sobre a dependéncia da solugio com respeito aos parametros (e
condicdo iniciats) do problema de Cauchy. Havia naturalmente uma suposicao ticita
de que todas as informages de interesse sobre o sistema estariam contidas ai. (E, de
fato estariam se o modelo matemaético fosse uma imagem fiel do fenémeno mecénico
o que, obviamente, nao é, e isto era plenamente sabido apesar da falta de entusiasmo
em reconhecé-lo ou até mesmo uma disposigio marota em nao enfatizar dividas para

_beneficio das crengas(*)). Com a introdugio dos conceitos de estabilidade, recorréncia,
existencia de oscilagdes, conjuntos limite e da teoria geométrica em geral, que se
preocupam essencialmente com o comportamento limite do sistema (ndo-decidiveis
em tempo finito), novos aspectos, agora de cardter qualitativo) foram naturalmente

acrescentados ao Ambito do conceito de predictabilidade. Portanto, predictabilidade

(*) A possibilidade de colisdo no problema de N corpos em tempo finito, (e a demonstragéo da
sua ocorréncia em situages concretas) aparentemente ndo abalou esta crenga.
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inclui a capacidade de descrigdo operacional de todo e qualquer fenémeno que venha
a ocorrer no futuro com base exclusivamente no estado atual do sistema. Detectamos
aqui novamente uma analogia entre conceitos relacionados ao modelo axiomatico
que supde todos os fatos da teoria expressaveis por algoritmos finitos {e, portanto,
programaveis por maquinas sequenciais) e a predictabilidade no sentido generalizado
acima.

Curiosamente uma teoria que se pretende objetiva era desta forma rodeada
de crencas arraigadas que tém caracteristicas nitidamente antropomorficas, pois em
todas as ocorréncias do termo “finito” € inegavel que, implicitamente nele se su-
bentende por “realizaveis na escala humana”. Jamais se aplicaria o termo “finito”
com tanta facilidade se houvesse alguma evidéncia de que o processo nao poderia ser
realizado em um tempo menor do que 10!7 seg. (a idade do universo!

Um terceiro conceito que faz parte do paradigma newtoniano e que preten-
demos ressaltar serd denominado “causalidade” e que serd utilizado com um sentido
muito restrito a sistemas dindmicos fechados. Com isto evitamos entrar em um ema-
ranhado de conceitos filosoficos onde nao acreditamos ser possivel uma percolacao
em tempo geoldgico e capacidade restrita como a nossa e que, afinal, ja estd exem-
plarmente mapeado em Bunge[1979]. (E verdade que todos estes sentidos tem o seu
papel histérico como paradigmas, mas nos interessa aqui apenas o uso do termo no
contexto de um universo newtoniano). Neste contexto a causalidade estd ligada ao
conceito de tempo e precedéncia ou, como se diz vulgamente “nenhum efeito pode
preceder alguma de suas causas”, e que todo efeito tem alguma causa precedente”. Se
considerarmos um estado atual dos sisterma como o efeito, o principio de causalidade
afirma que ele provem de algum outro estado precedente no tempo. Obviamente, ndo
h4 unicidade de causa uma vez que a trajetdria entre o estado precedente determi-
nado e o estado atual passa por virios outros estados precedentes que sao igualmente
causas do mesmo efeito. (E claro que est4 implicita af a continuidade da trajetdria).
A unicidade aqui se refere a trajetdria pregressa do sistema, ou seja, ndo € possivel
que duas trajetérias distintas se interceptem em um mesmo estado (atual). Em suma,
do ponto de vista das equacdes diferenciais ordinirias (autonomas) a causalidade é

representada pela existéncia e unicidade de uma trajetéria que atinge o estado atual.
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(Ao contrario da afirmagdo sobre sua existéncia a partir do estado atual em diante,
que & a representagao do principio ou determinismo}. Poderiamos dizer entdo que
o conceito de causalidade a que nos referimos, pode ser formulado como um deter-
minismo para tempos anteriores e os principios de causalidade e determinismo sio
juntos representados pelo teorema de existéncia e unicidade da solugdo que passa
por um determinado ponto em um determinado instante, que é, de fato, o resultado
geralmente encontrado nos teoremas cldssicos de Cauchy.

A causalidade é frequentemente pensada também como um determinismo
operacional, ou seja, como uma predictabilidade para tempos pregressos; a este con-
ceito denominaremeos de causalidade operacional,

Q principio de causualidade no sentido como adotamos €, a primeira vista,
uma consequéncia logica do principio do determinismo desde que se considere também
valido o principio de simetria do tempo. As leis de Newton nio distinguem de fato a
diregdo do tempo € os teoremas de existéncia e unicidade para o problema de Cauchy
produzem trajetérias que, nao apenas inicla mas, passa pelo estado atual. Este resul-
tado foi demonstrado por Cauchy para equagbes diferenciais ordinarias e estendido
também para equacoes diferenciais parciais extremamente gerais por Cauchy mesmo
e por S. Kowalewskaya[1850-1891] e outros. [Bers-John-Schecter, 1964]

O principio de simetria do tempo, ou reversibilidade, sendo um fato de-
monstrivel dentro da dindmica de Newton passa portanto a ser considerada como
principio universal pelo reducionismo newtoniano. Assim como a possibilidade de
colisdes no problema de n > 3 corpos ndo abalou significativamente a crenga no de-
terminismo e na predictabilidade, também as demonstragdes de carater estritamente
local dos teorernas de existéncia nio se constituiram em dificuldade para a aceitacdo
destes € do principio de simetria do tempo.

O principio de simetria do tempo excluia desta maneira completamente a
nogio de que o sistema newtoniano universal se dirigia para um alvo ou de que ele
teria um fim predeterminado do qual se aproximaria progressivamente. O passado

presente e futuro neste sistema teriam apenas um significado subjetivo e seriam uma

Observemos que sistemas que dependem do tempo constitutivamente (ou, por influéncias exteri-
ores, se ndo-fechados) podem facilmente se tornar autonomos, bastando para isto utilizar o conhecido
artificio de ceonsiderar o tempo como uma outra dimensio do espago de fase.
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ilusdo no universo newtoniano como diria Einstein*)

O teorema de recorréncia de Poincaré para sistemas limitados teve também
um importante papel como suporte (Zermelo) para o conceito de que um sistema
newtoniano “desconhece” o sentido do tempo, pois ele vai além e afirma que o sistema
retorna infinitas vezes a vizinhangas tdo préximas quanto se queira do estado atual, o
que do ponto de vista do observador, significa retornar, literalmente, ao estado atual
um nimero infinito de vezes.

O principio de simetria do tempo remove naturalmente a disting¢io entre causa
e efeito e, de fato, apenas separa os estados por uma relagio de equivaléncia onde as
classes so representadas pelos tracos das trajetdrias no espago de fase. Do ponto de
vista geométrico, os principios do determinismo e de reversibilidade produzem uma
particdo do espaco de fase em folheagGes. Concluimos assim a exposi¢io enfatizada
dos principios {ou crengas, ou doutrinas) que fazem parte do paradigma newtoniano
que serviram de balizas conceituais para o desenvolvimento da ciéncia, tanto como
pontos de apoio como objetos de critica e analise. As extensas discussdes filoséficas
em torno destes principios na interface com, e mesmo exterior as, ciéncias naturatis,

atestam a sua influéncia em um dmbito bem mais amplo da histdria da cultura.

(*JA. Einstein - “There is no irreversibility at the basic laws of physics. You have to accept the
idea that subjective time with its emphasis on the now has no objeclive meaning...
“Michele[Besso] has preceded we a little in leaving this strange world. This is not important. For
us who are convinced physicists, the distinction between past, present, and future is only an illusion,
however persistent” in Prigogine [1980] pg 203.
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CAPITULO Il

A Emergéncia de Novos Paradigmas

1. A Emergéncia do Paralelismo como Método em Contra-
posicao ao Sequencialismo Axiomatico-Dedutivo

“This idea [the axiomatized deductive system] has been dominant in European
epistemology from Euclides... to that of Newton ... Maxwell, Einstein, Bohr,
Schroedinger and Dirac. It is an epistemology that sees the final task an
the end of scientific activity in the construction of an axiomatized deductive
system. As opposed to this, I now believe that these most admirable deductive
systems should be regarded as stepping stones rather than ends: as important
stages on our way to richer and better testable scientific knowledge”.  Karl
Popper [1965 - pg. 221].

O método axiomatico dedutivo é frequentemente visto como dotado de trés
fungdes distintas mas indissociaveis da sua condi¢ao como paradigma: primeiro, como
um instrumento de construgao ou descobrimento do conhecimento cientifico, segundo,
como uma estrutura para a codificagdo formal de todo o conhecimento de uma teoria
e, em terceiro lugar, fechando o ciclo, como método de transmissdo e indugao do
mesmo conhecimento cientifico.”

O nosso propésito nesta secao € analisar criticamente estas trés funcoes e
expor as suas limitag¢bes diante de novos problemas € conceitos que vem se mostrando -
como novos paradigmas para o desempenho de tais fungdes.

£ notério que o descobrimento e construgio do conhecimento cientifico ndo é
realizado por meio de uma sequéncia logica de proposi¢des tal como se apresenta na

forma sintatica exigida por uma estrutura axiomatica. Ha aqui uma grande confusio

* E claro que estes trés aspectos sio interligados através de, e baseados no conceito de conheci-
mento que por sua vez & inerente ao observador. O problema de defini¢do do conhecimento € dificil
e ndo serd tratado com o cuidado que o contexto talvez exigisse.
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entre o processo de descobrimento e cognigio e a sua codificagio formal na estrutura
dedutiva.

Como ja mencionamos anteriormente, varios matematicos criativos como Ha-
damard [1954] e Poincaré [1984}, que se preocuparam com o aspecto psicoldgico de
descobrimento em matemdtica, foram muito claros nas suas opinides sobre as ca-
racteristicas de impredictabilidade e ndo-sequencialidade deste processo, tanto em
pequena quanto em grande escala. A posterior codificacdo deste conhecimento na
estrutura dedutiva ¢ uma outra etapa que pode ser facil e imediata, ou dificil, e até
realizada por individuos distintos.

O exemplo de Ramanujan, Hardy e Littlewood ¢ marcante com respeito a
este aspecto.

Da mesma maneira, niao consideramos também que o modelo axiomatico se
constitua por si s6 em um método de transmissao de conhecimento que tenha a
capacidade de conduzir & cognigdo estritamente por processos dedutivos. Preferi-
mos encarar uma demonstracdo ou uma sequéncia dedutiva na fungado de baliza ou
catalizador que, de fato, pode levar com quase absoluta seguranga a indugao do co-
nhecimento. Entretanto, a aquisigao do conhecimento é essencialmente um processo
emergente e adaptativo no sentido a ser analisado mais adiante, e ndo resultado de
um processo deterministico. Hé neste ponto, uma conexdo e até uma identificacdo
conceitual entre o processo material no sentido neurolégico e o processo formal que,
embora carente de melhores estudos, sera enfatizada neste trabalho.

O método axiomatico, apesar de toda a veneragio que a ciéncia (enquanto
comunidade) lhe devotava como modelo perfeito para o descobrimento, codificagdo
e ensino (ou transmissdo) de conhecimento, na verdade, sempre se valeu de varios
outros artificios para realizar a primeira e a terceira tarefas. Portanto, nio é de se
admirar que também a codificagio de varios ramos da ciéncia possam ser realizados
por outros meios. O exemplo mais notdvel, pela sua contraposicio na origem ao
método axiomatico, grego por exceléncia, é o chamado método Babilénico ja citado
anteriormente. Neste método é utilizado, de forma deliberada e unica, o processo
cognitivo tacito [Polanyi] em que o conhecimento é adquirido pela exposicdo repetida

a padrdes que sdo gravados na memdéria. Estes padrdes, em vista da variedade de
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exemplos estudados ndo tem um contorno especificamente definido mas apenas va-
gamente definido, e € por meio deste equilibrio entre o estritamente determinado e o
vagamente delineado que se d4 a emergéncia do conhecimento. Se este conhecimento
produzisse como resultado uma capacidade apenas de reconhecer exatamente aquilo
que ja fol visto, a sua importancia seria extremamente reduzida pois teria um carater
meramente mecanico e automatico. O processo de cognigao nesta metodologia tem
por outro lado, uma surpreendente semelhanga com o processo de reconhecimento
de padroes tal como é efetuado por sistemas complexos e inteligentes como ¢ sdo o
sistema neuroldgico responsavel pela visdo e o sistema imunoldgico responsavel pela
defesa do organismo. No primeiro, o reconhecimento de uma fisionomia, por exem-
plo, ndo pode ser feito por meio de uma identificagdo detalhista e sequencial em
comparagdo com uma imagemn previamente gravada através de contornos fixos. Se
assim o fosse, jamails haveria o reconhecimento pois a imagem nao se repete, nem
objetivamente e muito menos no cértex cerebral. O reconhecimento se da por meio
de uma avaliacio da afinidade, maior ou menor, entre uma imagem (gravada na
meméria) € a outra (a observada) e esta flexibilidade, ou tolerancia, permite que se-
jam reconhecidas e identificadas um grande nimero de imagens distintas da original.
(Marr [1982]).

O mesmo processo cognitivo também é utilizado pelo sistema imunolégico de
acordo com a teoria de selecdo clonal proposta por N. Jerne (1955) e F. M. Burnet
(1959) (Jerne [1973]). Esta teoria parte do pressuposto de que, embora o sistema
disponha de uma populagio de anticorpos distintos da ordem de apenas 10° a 107
(chamado “tamanho do repertério” pelos imunologistas), ele pode todavia reconhecer
uma variedade da ordem de 10'® antigenos, ¢ esta extraordindria capacidade seria
resultado de uma flezibilidade de reconhecimento (Perelson [1980]).

O notdvel sucesso do modelo axiomdtico como codificador e sintese do co-
nhecimento cientifico, ofuscon de certa maneira a sua frequente inadequagao como
método de descobrimento e ensino. Quanto a este Ultimo aspecto, € amplamente
conhecido o fracasso contemporaneo experimentado pela chamada matematica mo-
derna, que procurou ingenuamente levar ao ensino elementar o método axiomatico

tal como exercitado pela escola Bourbakista. (Kline [1979]). O estudo sobre a oti-
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mizagao do processo de transmissio de informagio e, principalmente, sobre o processo
de cognigdo do conhecimento matemadtico, e cientifico em geral, é um campo vasto e
de importancia 6bvia que poderia ser iluminado em alguns pontos, se abordado pelos
conceitos da teoria de selegao clonal ou pelo método babilénico. Entretanto, esta ndo
€ a ocasiao para tal e interessa-nos particularmente analisar as falhas intrinsecas do
modelo axiomatico na sua fungdo como método de descobrimento e transmissio.

Como diz Hermann Weyl, a matemdtica é um empreendimento criativo da
mente humana, como a arte e a linguagem, e a estrutura neuropsicoldgica apropriada
para o seu desenvolvimento deve ser parte do patriménio genético do homo sapi-
ens, uma posicao também recentemente adotada pela escola linguistica de Chomsky.
(Lyons [1971]). De fato, o raciocinio légico dedutivo ¢ associado por alguns neurofisi-
ologistas & atividade do hemisfério esquerdo do cdrtex e, portanto, (em decorréncia do
método dedutivo), as funcdes desta parte, do cérebro sao frequentemente associadas
as “ciéncias exatas”, e mais especificamente 3 matematica (Velichovsky in Makarov
[1986]). Por outro lado, as caracteristicas associadas & atividade do hemisfério direito
estdo relacionadas & arte, ao reconhecimento visual e & intuigdo. (Aparentemente a
diviséo das duas culturas, tal como imaginadas por C.P. Snow, existiriam também
ao nivel fisiolégico individual!) Mas esta ndo é a opinido de Weyl como também ndo
eram a de Hadamard e Poincaré. Para a nossa argumentagio € importante ressaltar
que Hermann Weyl pronunciou esta opinido a propésito da recente demonstragio de
falibilidade do método axiomdtico como método construtivo do conhecimento, que
foi resultado dos trabalhos de Kurt Goedel na década de 1930.

O sistema formal idealizado por Hilbert € que deveria produzir todo o conhe-
cimento matematico a partir de um ndmero finito de axiomas e de regras sintaticas
por meio de justaposi¢bes sequenciais finitas de simbolos (sentehga,s), foi tornado
invidvel por Goedel em 1931. Ele demonstrou, entre outras coisas que, em qualquer
sisterna axiomdtico Hilbertiano, sempre existiriam proposi¢des que seriam nio de-
cidiveis isto €, que nio se poderia demonstrar “sistematicamente” a sua validade ou
nio. Portanto, existiriam proposigdes verdadeiras que ndo seriam construtiveis den-
tro do sistema axiomdtico. (E, mals, se estas proposigdes fossem adicionadas como

axlomas, outras do mesmo tipo surgiriam no mesmo sistema). E oportuno citar neste
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contexto o filésofo-bidlogo Robert Rosen [1987, p.21]:

“Goedel’s theorem shows that we cannot {formalize arithmetic without thereby
losing some truth; that formalization is not a mere rewriting but must actually
destroy some of that which it attempts to express... The lesson to be learned
from all of this is that we do not in fact live in a purelly syntactic, formalizable
world.”

O “Ignorabimus” de Hilbert era assim institucionalizado na sua prépria ma-
tematica formalista.

Restava entretanto a questéo sobre a possibilidade de demonstrar, formalis-
ticamente, se, dada uma proposi¢io em um sistema axiomatico, ela seria decidivel.

Este assunto foi atacado por Alan Turing na esperanca de que as proposicoes
nao-decidiveis fossem apenas casos patolégicos raros que poderiam ser mecanicamente
eliminados de qualquer teoria axiomatica.

Para isto ele definiu uma nogio de miquina que poderia realizar qualquer
tarefa dedutiva que fosse governada por regras sintaticas bem definidas em um sistema
formal. A sua conclusdo foi de que uma tal maquina (chamada méquina universal
de Turing) seria impossivel ou que a sua construgao seria autocontraditéria. E, com
1sto, determinou-se, de uma vez, que a matemdtica axiomatizada era também ndo-
mecanizdvel,

O paradigma euclideano perdia assim a sua caracteristica dogmdtica e se
transformava em paradigmas de metodologia e ndo de crengas e principios absolutos.

Entretanto, ainda nido é este o aspecto que de fato nos interessa enfatizar pois,
na verdade, o modelo axiomético continuava sendo utilizade com o mesmo enorme
sucesso na codificagio do conhecimento matematico e, como tal, tem servido como
baliza para o seu desenvolvimento e, (com bem menos vantagens), também como
método de ensino.

Os trabalhos de Goedel e Turing apresentam impossibilidades definitivas que
séo filosoficamente importantes mas que nao se relacionam as escalas inerentes ao
universo fisico e, particularmente, ao homem. A méquina universal de Turing em-
bora finita ndo tem limites de trabalho e de tempo, e as sequéncias sintaticas do

formalismo também ndo sofriam limitagbes. Mesmo os construtivistas que exigem
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procedimentos finitos em todas as etapas, (e, que ndo aceitam, por exemplo, o axi-
oma da escolha para uma familia infinita de conjuntos), ndo se preocuparam em
fixar limites para o conceito de finito. Varias explicagdes poderiam ser levantadas
a respeito desta negligéncia, dentre as quais, a percepgao de que sem esta restricao
j4 haveria um problema suficientemente dificil e melhor seria adiar esta questéo, ou,
uma crenga de que todos os fatos relevantes de uma teoria estruturada pelo modelo
axiomatico poderiam ser enfim, construtiveis por procedimentos finitos e “curtos”.
Nesta ultima hipdtese, temos embutido implicitamente uma crenga de que toda de-
monstragdo poderia ser suficientemente simplificada até o nivel de uma formulacio
“curta” ou, que, no caso de Turing, ndo haveria limites para aumentar a velocidade
e o tamanho das maquinas.

Esta crenca na possibilidade de “finitude humana” do modelo axiomatico, que
faz parte do paradigma euclideano e newtoniano desde os seus primérdios, €, desta
forma, algada a um primeiro plano em uma atitude de contra-reforma contemporéanea
frente as dilvidas de Goedel e Turing. Mas, tal como a sua homoénima religiosa do
século XVI, se por um lado ela evitou um abandono radical do antigo paradigma, por
outro, ndo pode conter a emergéncia de novos paradigmas, ou uma nova aliang¢a como
habilmente se refere Monod [1972, p. 180] em um contexto distinto mas intimamente
relacionado ao presente caso como veremos adiante.

As evidéncias de que a cognicdo humana poderia “intuir” fatos de uma teo-
ria axiomatizada que se mostravam “inalcancaveis” pelo processo dedutivo foram se
acumulando progressivamente na histéria da matemaética e com muito maior forca
nas teorias fisicas que sempre mantiveram vivo o método babilonico de cognigio.

As hipdteses famosas de Riernann e Fermat na teoria de nameros foram estu-
dadas por mais de um e mais de trés séculos respectivamente sem que fosse possivel
incorpord-las a estrutura dedutiva da aritmética. A possibilidade de que estas e ou-
tras proposigdes sejam nao-decidivels no sentido de Goedel sempre esteve no ar mas
nio tem convencido de fato os especialistas. A hipdtese do continuo formulada por
Cantor no final do século XIX foi resolvida em 1963 por P. Cohen que demonstrou a
sua independéncia dos axiomas dentro da “finitude humana”. Ao mesmo tempo, as

demonstragoes das hipbteses de Burnside sobre grupos finitos por Thompson e Feit
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na década de 1970, ocupavam cada uma, cerca de 500 paginas de um periédico, e a
demonstragdo afirmativa sobre o problema das quatro cores por K. Appel e W. Ha-
ken na década de 1970, exige ndo apenas longas construcgdes formais mas também um
longo tempo de computagao. Com estes exemplos ficava claro que a codificagio de co-
nhecimento em teorias cujas estruturas sio exclusivamente construidas por sequéncias
dedutivas, e onde algumas delas tem um comprimento finito mas extrapolando por
varias ordens o limite cognitivo humano, ndo se enquadra dentro das antigas crengas
que envolviam o modelo axiomdtico e exigem uma analise adequada. A demons-
tracio nestes casos, deixa de ser um ato social cujo formalismo, dizia-se, poderia ser
verificado até por um idiota, contanto que o processo dedutivo fosse suficientemente
detalhado. (Neste caso, certamente seria mais adequado substituir a particula “até”
por “somente”, uma vez que ninguém além de um “idiot savant” se disporia a reali-
zar semelhante tarefa, equivalente a verificar a corregio de uma lista telefonica com
varios milhGes de entradas).

Ainda que estas demonstragbes sejam “socialmente” aceitas, elas perdem
totalmente uma das caracteristicas originais que lhe sio atribuidas pelos paradig-
mas euclideano e newtoniano e que consiste na sua capacidade de transmissao (ou
construgdo cognitiva) do conhecimento. A construgdo formal e sintaticamente correta
destas proposicdes dentro da estrutura dedutiva ndo pode ser aproveitavel como cons-
tru¢do do conhecimento humano por uma questio fundamentalmente de disparidade
de escalas. A conexao dedutiva entre fatos conhecidos da teoria e este novo fato, tem
um comprimento dedutivo que escapa completamente 4 cognigio humana e ndo pode
ser considerada como método para a construgio (ou fransmissio) do conhecimento.

O avango sistematico das fronteiras da massa de conhecimentos, ou um en-
colhimento da conex&o, poderia ser visto como remedia¢io da dificuldade, mas é
importante ressaltar que estamos nos referindo a virias ordens de disparidade cujo
significado serd melhor entendido no que se segue.

O nosso objetivo é abordar estas questdes sob o ponto de vista da finitude
humana (ou mesmo histérica, geolégica, césmica) que tem limites absolutos, tanto
inferiores, (tal como o minimo pacote de energia possivel determinado pelo quantum

de Planck), quanto superiores, como a idade do universo {~ 107 segundos) ou a
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velocidade da luz no vacuo (3.10° m/seg).

A maquina de Turing que conceitualmente nao dispde de limites finitos,
quando encarada como um artefato material, é inexoravelmente confinada is fron-
teiras ditadas pelo universo fisico, mesmo que a consideremos formada por todas as
particulas existentes e dispondo de um tempo comparivel a idade do universo para o
seu funcionamento. Esta limitacio fisica absoluta é uma questio que vem ganhando
uma crescente importéancia ultimamente no confronto com problemas, principalmente
biolégicos, onde o niimero de possibilidades e de interrelagdes pode alcangar cifras da
ordem de 10" ou muito mais, como na construgao de arvores filogenéticas (Cavalli-
Sforza [1964], V. D. Bekenstein-M. Schiffer- Quantum Limitations on the Storage and
Transmission of Information, Int. J. of Mod. Phys. C-1, 1990; 355-422).

Para que o comprimento de uma construgio formal dedutiva de um objeto
dentro de uma teoria axiomatizada nao dependa de fatores contingenciais histdricos
{existéncia de uma demonstragdo mais curta ou de um computador mais répido),
A. N. Kolmogorov definiu o conceito de complexidade intrinseca de um objeto como
o menor ndmero de digitos bindrios que é suficiente para a sua decodificagio ou, o
comprimento medido em BITS do menor algoritmo que gera o referido objeto (Chaitin
[1975]).

Este conceito nos ajuda a compreender a possibilidade de existéncia de pro-
posigbes verdadeiras (e “relevantes”) dentro de uma teoria axiomatica e que ao mesmo
tempo sejam dotadas de uma enorme complexidade no sentido de Kolmogorov, de tal
forma, que qualquer algoritmo destinado a reproduzi-las € materialmente impossivel
de ser implementado.

E razo4vel supor que I BIT de informacio necessite de um minimo quantico
irredutivel de energia para a sua realizacio fisica e, portanto, a complexidade de
Kolmogorov pode ser também medida fisicamente e encarada como um minimo de
energia suficiente para implementar um determinado algoritmo, ou um objeto. Este
minimo pode parecer & primeira vista estar a2 uma distancia segura que possibilite
um aperfeicoamento praticamente ilimitado da capacidade computacional da matéria
em comparagdo aos processos estudados cientificamente.

Entretante, pelo contrério, ele estd muito préximo (Conrad [1987]) € pra-
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ticamente ao alcance, enquanto que a complexidade de proposigées em um sistema
axjomatico ndo tem limites determinados e, na verdade, uma parte consideravel e
significativa da estrutura axiomatica certamente estara além dos limites fisicos com-
putacionais.

Se esta parte inalcangavel, do ponto de vista da implementagido material de
algoritmos formais do sistema dedutivo, nao tivesse qualquer significado cognitivo, a
atitude mais sensata seria expressa pelo provérbio popular “O que ndo tem remédio,
remediado esta”.

Entretanto, ha fortes indicios de que a capacidade cognitiva do cérebro hu-
mano alcanga regides inatingiveis pela estrutura dedutiva fisicamente implementdvel.

Esta observacao nao tem um carater estitico e absoluto, mas se refere a
uma comparagao entre a capacidade cognitiva humana que determina uma regido de
conhecimento, e o alcance computacional de uma estrutura dedutiva, considerando-
se que ambos partam dos mesmos conhecimentos basicos, sejam eles quais forem,
axiomas ou proposicoes “secundarias”.

O que é importante enfatizar neste ponto ¢ a inexisténcia de inclusao entre
o que poderiamos chamar de regido cogniscivel e estrutura dedutiva computacional.
Como j4 haviamos ressaltado anteriormente, uma proposi¢do demonstrada computa-
cionalmente nao e’ necessariamente incorporada (ou incorporavel) & regido cogniscivel
através do processo dedutivo e, agora, por outro lado, argumentamos que, nem todos
os fatos nesta regiao sdo alcangdveis por aquela estrutura.

Com isto, chegamos as duas limitagdes principais do método axiomatico
considerando-o sob a perspectiva de sua implementagio computacional fisica; em pri-
meiro lugar, quanto a sua capacidade de transmissdo {ou indugdo) do conhecimento
cognitivo e, em segundo lugar, quanto a sua capacidade de construgio do conheci-
mento formalizado. Assim, distinguimos aqui as duas esferas de conhecimento, a
cogniscivel, que é inerente e subjetiva ao observador, e a formalizdvel que € parte da
estrutura dedutiva, fisicamente implementavel, ndo havendo uma relag¢ao de inclusao
entre elas.

Mas aqui surge a questdo fundamental: como representar formalmente (e

graficamente!) o conhecimento ndo formalizavel pelas estruturas dedutivas, e como
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dispor de mecanismos objetivos para construi-lo?

A opcdo mais sensata é analisar o comportamento do sistema cognitivo que
tem a capacidade de construgao, codificagao e reproducio deste conhecimento que é,
obviamente, representado pelo sistema neurolégico. {(De acordo com alguns neurofi-
siologistas, esta seria a atividade especificamente da parte direita do cérebro que se
relacionaria com maior intensidade aos processos intelectuais complementares aqueles
que sdo marcadamente dedutivos e sequenciais, € que seria atributo principal da parte
esquerda. Velichovsky in Makarov [1986]).

O processo de reconhecimento visual é uma das principais func¢ées do cérebro
humano (que ocupa a maior parte do seu cortex) e se constitui no caso exemplar em
que uma construgdo sequencial algoritmica € caracterizada por uma extraordiniria
complexidade (no sentido de Komolgorov) e que no entanto, é executada com relativa
facilidade pelo cérebro.

A impossibilidade de descri¢do de uma imagem por meios linguisticos, um
processo sequencial por exceléncia, € notéria e faz com que este conhecimento tenha
um carater subjetivo e ndo comunicidvel por métodos formais da escrita.

Observemos que o termo “impossibilidade” se refere 3 implementacio fisica
{ou humana) do processo, e ndo & uma restrigio de ordem ldgica.

Este é um exemplo do conhecimento que existe mas que estd fora da esfera
alcangada pelos instrumentos sequenciais se restritos & uma escala minima. Isto é,
embora a representacido sequencial (linguistica, ou outra qualquer) do conhecimento
seja possivel em comprimento finito, (basta dar as coordenadas de todas as particulas
de um objeto no dado instante!), ela é dotada de uma complexidade que o torna
inalcangavel a cognigdo humana por este processo.

O modelo axiomadtico € intimamente ligado a linguagem escrita pelos seus
aspectos sequenciais comuns; e em menor grau com a linguagem falada, pois esta
admite também outras dimensdes como a entonagio, inflexdo da voz, ritmo e etc.

A construcgéo de um modelo formal, isto é, construido por simbolos, que possa
representar e servir de instrumento de investigacio desta classe dos conhecimentos

é uma perspectiva razoavel que deve surgir do estudo do mecanismo que o sistema
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neurofisiolégico utiliza para este fim. (x)

E importante observar que a capacidade do cérebro em realizar um conhe-
cimento sequencialmente complexo com muito mais eficiéncia do que um super-
computador, ndo é devida ao seu tamanho e a velocidade computacional de seus
componentes. A explicagdo desta maior capacidade esta na organizacio e na inter-
relagio entre estes componentes.(Hillis [1985]).

Um super-computador moderno consta de aproximadamente 10° transistores
que sao capazes de efetuar 10° mudangas de estado por segundo, resultando portanto
em 10'® dessas mudancgas. O cérebro por sua vez dispde de 10'° neurdnios, cada um
podendo efetuar 10° mudangas de estados por segundo, o que significam um total de
10'* mudangas.

A grosso modo, a capacidade de produzir eventos por segundo é maior no
computador por uma ordem de 10%.

A grande diferenga entre estes dois dispositivos vem do fato de que o cérebro é
constituido por uma populagio que dispée de uma enorme rede de conexao entre seus
componentes que funcionam simultaneamente por um mecanismo paralelo, enquanto
o computador é essencialmente sequencial o que significa um grande desperdicio de
tempo durante o repouso de seus componentes.

Desta forma, comegavam a aparecer as diferengas fundamentais entre o instru-
mento cognitivo que resulta do modelo axiomatizado e tem caracteristicas sequenciais
(como a méaquina de Turing e os computadores comuns) e o instrumento neurolégico
que tem uma dindmica essencialmente paralele e desponta como um nove paradigma
para o desenvolvimento do conhecimento cientifico.

E interessante apontar o fato de que esta atitude representa uma retomada da
importancia do observador no desenvolvimento do conhecimento cientifico, ou seja, o
conhecimento agora deve abranger nio somente o objeto de estudo mas o observador.
Esta atitude representa uma revolugao cientifica quando se considera que um dos
requisitos fundamentais para a perfeicao de uma teoria cientifica cldssica era exata-
mente a eliminagdo completa do antropomorfismo e das influéncias do observador.

A teoria quantica tem a precedéncia na introeducdo da importancia do ob-

(*) Este talvez seja o sistema previsto por K. Popper na cita¢do no inicio deste capitulo.
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servador mas, naquele caso, ele comparece como um mero agente fisico. Aqui, € a
propria esséncia da natureza humana que comparece influenciando decisivamente a
estrutura cientifica. ’

O aparecimento destes novos conceitos e atitudes ndo vem desacompanhado
de paradigmas que lhes sirvam de invélucros concretos e exemplares. O sistema
neurologico que tem primazia sob varios aspectos como paradigma desta nova era
cientifica ndo é todavia o exemplo tnico e, certamente, nao € o mais simples.

O sistema imunolégico dispoe de caracteristicas cognitivas de grande sofis-
ticacdo e tem sido nos ultimos 10 anos uma fonte de conceitos, assim como também
uma area de representagio material de conceitos de origem cognitiva (Perelson [1988],
Varela et al. [1988]).

As caracteristicas do sistema imunolégico, tais como o fato de ser uma po-
pulagdo com um numero finito de espécies em que os individuos em si n&o sao as pegas
conceituais fundamentals mas sim as suas posigdes em espacos de aspecto {forma) e
as interagBes nio-locais que existem neste espago, sugere que outras populagbes com
caracteristicas semelhantes possam desenvolver fendmenos semelhantes e se consti-
tuirem também em novos paradigmas.

Observagbes sobre o “comportamento inteligente” em populagdes com
espécies distribuidas em espagos de aspecto e dotadas de interagdes nao-locais, sdo
antigas e precedem & esta comparag¢io; na verdade, sio anteriores a teoria de selegio
clonal (décadas 1950-60).

Os trabalhos de E. O. Wilson e outros sobre a dindmica de populagdes de
insetos, e formigas em particular, resultou em uma ciéncia que extrapola e se abstrai
das caracteristicas peculiares dos individuos de cada populagio se fixando com maior
atencdo nas suas. interagbes e que tem sido denominada de sociobiologia (Wilson
1972], Wilson [1977], Holdobler-Wilson [1992], Oster-Wilson [1978], Franks [1989],
Gordon et al {1992]). Esta abstragdo é curiosamente uma das tendéncias atuais em
imunologia e neurologia tedricas, isto €, uma focalizagdo das atengbes com malor
énfase nos aspectos funcionais do que bioquimicos dos sistemas.

O conceito comum e predominante da neurclogia, imunologia e sociobiologia

é de que as caracteristicas principais destes sistemas, representadas respectivamente
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pelas memdrias visual e imunolégica e pelas estruturas sociais provem nio de particu-
laridades individuais bioguimicas ou fisioldgicas inatas mas das redes de interrelagio
funcional entre os individuos da populagio. |

A memoéria reurologica visual €, de acordo com este conceito, distribuida em
uma rede abstrata de interrelagbes e nio localizada de tal forma, que a eliminagéao
de algumas células que nio modifique esta estrutura funcional, manters intacta a
memoria.

Analogamente, o sistema imunoldgico pode guardar informagdes em sua
memdoria por mais de 50 anos apesar de que seus componentes sio totalmente subs-
tituidos em um periodo de poucas semanas. Portanto, a memdria imunolégica de
doencgas infecciosas é um conceito abstrato que o sisiema representa por meio de
uma organizagao distribuida. A formacido de estruturas em populagdes e a mor-
fogénese, mesmo nas suas situagbes mais simples, nao sio tampouco resultados de
uma sequéncia de ordens centralizadas em um individuo da populagio ou em algum
dispositivo, mas fruto de um processo em paralelo realizado simultaneamente pelos
individuos da populag@o como fungdo de suas interrelagdes de vizinhanca.

O trabatho seminal de L. Segel e E. Keller em 1970 sobre o fenémeno de
morfogénese em populagdes de Dictyostelium Discoideum representa uma notdvel
aplicacdo do conceito de redes de intercomunicagao funcional como explicacdo para a
formagdo de estruturas e foi um dos pontos de partida para o desenvolvimento deste
conceito em teoria de populagdes. {A intercomunicagio neste caso é feita por meio
da concentracio de CAMP-monofosfato de adenosina ciclico, que, a propésito, é um
sinalizador celular universal, importante inclusive no funcionamento do organismo
humano)

A conclusido que tiramos de toda esta argumentagio é a de que o método
axiomatico € um instrumento ineficiente para descobrir, codificar e transmitir, dentro
da finitude humana vdrios tipos de conhecimentos que, todavia, estio disponiveis &
cognicido humana. Mas um conhecimento humano ndo alcancavel por representagio
sequencial, deve ser processado pelo cérebro por outros mecanismos que nio sequen-
clais.

QQuals semam estes mecanismos?
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Veremos mais adiante que de uma forma geral, estes processos terdo uma
caracteristica dinamica comum que denominaremos de paralelismo.
O estudo destes processos deve ser fundamentado no funcionamento de siste-

“In-

mas cujos comportamentos apresentam caracteristicas marcantes de cognigéo e
teligéncia” tais como o sistema imunolégico € as populagdes bioldgicas com interagio
individual, além, é claro do sistema neurologico.”

Considerando-se que a cogni¢io visual é o paradigma exemplar do parale-
lismo, é razoivel esperar que um formalismo para a representacgdo simbélica des-
tes processos tenha uma forte componente de origem visual bi ou tridimensional
em substituigdo ao formalismo sequencial que representa tradicionalmente o método
axiomatico-dedutivo.

A utilizagdo informal desta capacidade cognitiva é antiga e amplamente dis-
seminada através de graficos, esbogos, esquemas e figuras sugestivas. Entretanto, este
procedimento nao é considerado como parte formal de uma teoria axiomatica dedutiva
mas apenas um artificio frequentemente encarado como nao-cientifico e impréprio,
principalmente em matematica.

Em outras areas cientificas, a potencialidade da cognicao visual € aceita como
um processo 1til e perfeitamente valido como parte da estrutura de conhecimento da

teoria como podemos entender da seguinte citagdo:

“The human observer is very good at recognizing patterns..,

Analytical chemists are humans and so they take advantage of this faculty
in interpreting data they obtain”. in p.336, D.L. Massart et. al. [1988] -
Chemometrics: A text Book, Elsevier, Amsterdam.

Como tltima consequéncia do reconhecimento do fato de que ireas cognitivas
importantes seriam construidas pelo método axiomaético-dedutivo somente ao custo
de uma inalcancdvel complexidade, conclui-se que o reducionismo axiomatico ndo
pode se constituir em um alvo dogmatico e absoluto da perfeicio para uma teoria

cientifica, é necessario procurar alternativas, isto é, novos paradigmas.

* E interessante observar a natureza de auto-referéncia deste estudo uma vez que estaremos
utilizando da matemética contemporanea, que € resultado do sucesso do método axiomdtico dedu-
tivo, e o proprio método, para analizar sistemas com o objetivo final de obter uma descrigio de
mecanismos cognitivos que virde produzir novos instrumentos formais, simbdlicos, e extrapolar o
alcance do mesmo instruimento axiomatico-dedutivo.
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Na proxima segdo trataremos do reducionismo como principio fenome-

noldgico.

2. A Emergéncia do Conceito de Escalas Frente ao Reduci-
onismo e a Ampliacao do Conceito de Espacgo de Fase

“There is no single correct scale of observation and the insigths one achieves
from any investigation are contingent on the choices of scales... Thus, the cen-
tral challenge in ecological theory must be an elaboration of the understanding
of how scales relate and how systems behave on multiple scales... Overly de-
tailed and reductionist models of populations and systems obscure any pattern
by introducing irrelevant detail, often on the specious premises that some how
more detail and more reduction assures greater truth... This point of view is
predicated in part on the fallacious notion that there is some exact system
description possible...”  S. Levin [1992].

O reducionismo € uma parte do paradigma newtoniano classico que supde
ser possivel realizar a descrigdo de fenémenos macroscépicos a partir de teorias mi-
croscopicas.

As dificuldades encontradas para a explicacdo de fenémenos macroscépicos
a partir de teorias microscépicas fundamentadas na mecanica newtoniana, foram
sentidas logo no principio do século X VIII mas quase sempre eram encaradas como
uma questdo técnica e ndo de natureza conceitual intransponivel.

A primeira questdo que abalou com certa gravidade o principio reducionista,
(embora por outro lado fosse um triunfo parcial dele), surgiu com a controvérsia
sobre a teoria de Boltzmann que visava explicar a termodindmica macroscépica por
meio da mecanica newtoniana das particulas. A teoria de Boltzmann n&o pode ser
considerada estritamente, reducionista, uma vez que introduz uma hipdtese (“stoss-
zahlansatz”) estranha a teoria newtoniana , que relaciona aspectos microscdpicos a
aspectos macroscopicos no que diz respeito ao comportamento coletivo no sistema de
particulas (Thompson [1972]). Entretanto, mesmo assim ela era vista como parte na

teoria newtoniana e deveria portanto ser analizada como al.
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Um dos principais resultados de Boltzmann afirmava que, se um sistema
de particulas fosse mantido isolado e com energia constante, ele se aproximaria de
forma progressiva e sistematica de um estado macroscépico de equil'fbrio, (Teorema
H de Boltzmann), o que de certa forma distingue uma diregio para o tempo. En-
tretanto, uma direcdo para o tempo é completamente incompativel com o teorema
de recorréncia de Poincaré que a “grosso modo” estabelece como certa a volta do
sistema a qualquer estado mecdnico (na verdade, tdo préximo quanto se queira dele,
o que para efeito macroscdpico significaria idéntico) infinitas vezes no futuro. Esta
questdo ficou conhecida na época como “Paradoxo de Recorréncia”, até que Boltz-
mann mostrou que o tempo necessario para um sistema de N particulas retornar ao
estado inicial é de ordem de ¢V o que para qualquer quantidade macroscépica de gis
(para a qual a teoria € dirigida) levaria virias vezes a idade do universo! (O nidmero
de moléculas em 1 cm? de ar é da ordem de 10%° = N).

A crenca construtivista de que o finito, qualquer que seja a sua magnitude, é
real e cogniscivel ndo tem fundamento para uma ciéncia que é estudada e desenvolvida
e existe de fato apenas por intermédio da cognicdo humana.

No exemplo acima verificamos que os tempos finitos de observagio de Boltz-
mann e Poincaré levavam & conclusdes completamente diversas sendo que a primeira,
se situava dentro da escala natural e de interesse do observador (humano), enquanto
que a segunda, era completamente discrepante desta. A conclusio de Boltzmann é de
que uma teoria sobre fenémenos naturais ndo pode se ocupar de fatos que ocorreriam
separados por um periodo de tempo incomensuravel com o tempo do observador, isto
¢, a teoria depende do interesse (e capacidade) do observador.

O estudo da dindmica de gases sob o ponto de vista macroscépico significa
considerar observagGes e medidas no tempo e no espago das escalas subjetivas do ob-
servador. Entretanto, ndo é o observador que determina se o espago de fase necessério
para a construgdo do modelo matemdtico pode ser constituido de medidas em uma
mesma escala. No caso presente, a termodindmica é uma teoria que faz uso de um
espago de fase macroscépico em uma tinica escala que se basta a si mesmo para a
descricao do fendmeno.

Nesta teoria nao ha uma transposigio de escalas.
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O reducionismo por outro lado tem um objetivo direcionado no sentido de
buscar “explica¢bes” sempre em uma decrescente escala microscopica baseado em uma
crenga, implicita ou explicita, de que a descri¢do mais detalhada ¢ a mais correta.
A falicia desta crenga estd, fundamentalmente ligada a um aumento inevitivel da
complexidade além da finitude humana (ou mesmo na finitude fisica do universo) que
este detalhamento acarreta.

As propriedades macroscdpicas, mesmo que sejam consequéncias légicas das
propriedades microscépicas, sdo resultados de um processo algoritmico-dedutivo cuja
complexidade (no sentido de Komolgorov) é extraordinariamente grande e, frequen-
temente, muito maior do que a capacidade computacional da matéria.

A descricdo das propriedades macroscépicas de um géas por meio do calculo
das trajetéria de 10%® particulas em um espago de fase de 6 dimensdes é, nao apenas
ineficiente, mas é certamente nao-computéavel fisicamente na escala humana de tempo
(10*® seg = 150 milhdes de anos!) ou talvez, em nenhuma escala fisica (isto é, em
tempo menor do que a idade do universo). A possibilidade, neste caso, de se conside-
rar o fenémeno isolado na sua escala macroscépica € a razdo pela qual a ciéncia pode
progredir no estudo da dindmica de gases.

Entretanto, nem sempre ha esta possibilidade pois, genericamente, em um
mesmo fendmeno estio sempre acoplados efeitos de varias escalas que colaboram
decisivamente para o comportamento resultante do sistema e portanto, ndo podem
ser evitados.

Poderiamos descrever esta situacio metaforicamente como uma espécie de
permeabilidade entre as escalas.

O exemplo mais antigo desta dificuldade também ocorreu na dinamica de
fluidos, e mais especificamente no fenémeno de turbuléncia. As equagoes de Navier-
Stokes que descrevem a dindmica do ponto de vista exclusivamente macroscopico,
sao fortes indicios de que fendmenos em escala molecular podem eventualmente con-
tribuir decisivamente na emergéncia de fenémenos macroscépicos. A permeabilidade

entre estas escalas é atribuida 4 instabilidade dos fluxos que permite a amplificagdo

E interessante observar que o mesmo A. N, Kelmogorov contribuiu significativamente para o
estudo de turbuléncia e para o estudo atual do caos deterministico na mecanica classica.
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sucessiva de perturbagoes, de ordem molecular até a escala macroscépica.

A turbuléncia é um fendmeno de origem essencialmente microscépica € que
se faz aparente macroscopicamente devido a enorme permeabilidade das escalas, isto
é, murmurios moleculares sdo ouvidos na escala do meio continuo como resultado da
amplificacio por instabilidades.

E interessante observar que a hidrodindmica em regime laminar nao tem estas
caracteristicas e as influéncias em pequenas escalas sio dissipadas de tal forma que
apenas uma contribuigio coletiva média tem um significado macroscdpico.

A dinamica de sistemas em que escalas “incomensuraveis” sdo igualmente
necessarias para a sua descricio devem portanto apresentar caracteristicas de com-
plexidade em um sentido analogo ao de Kolmogorov uma vez que a descrigao de
uma escala microscopica ao nivel de uma escala macroscépica exige um algoritmo de
enorme complexidade.

Por este motivo usaremos o termo complezo para designar teorias de po-
pulagdes em que estdo envolvidas, acopladamente, fendmenos de multiplas escalas
distintas.

O conceito de escalas surge desta maneira como parte importante dos novos
paradigmas representados pela dinamica de populacées. Para o estudo destes sistemas
é necessario que seja preliminarmente escolhida a escala de interesse do observador
para a descrigio do sistema. Como decorréncia desta escolha, a estrutura dindmica
do fenomeno estabelecerd as outras escalas que sio acopladas i escala de observagio
¢ que, portanto, deverdo também ser consideradas para a sua descrigdo.

A complexidade de um sistema depende portanto do observador na forma
da indicacio que éle faz para a escala de observacio. Se a escala determinada pelo
observador se bastar para a descrigio do sistema como espago de fase, n&o hd multiplas
escalas e o sistema ndo apresentarda a complexidade que resulta destas situagoes.

Estas escalas “ auténomas” se apresentam como janelas simplificadas de ob-
servacao e sao de grande importincia em virtude da menor dificuldade encontrada
para o seu estudo matematico.

Nao hd obviamente nenhuma escala de observagao absoluta; € o interesse do

observador que a determina.
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A focalizagéo de um fenémeno em teoria de populagGes na escala de interesse
do observador é, as vezes tdo dificil quanto o seu anélogo ético devido & extraordinaria
variedade em que elas se apresentam. '

Como a estrutura dindmica do sistema frequentemente exige que outras es-
calas sejam acrescentadas para a sua descrigio, é importante tratar das suas inter-
relagbes, ou seja, do mecanismo de transmissio de informagbes de uma escala para
outra, especialmente para a escala de observagio.

Um modelo matemadtico ja formulado que engloba mais de uma escala de
descrigdo de um fendmeno pode ser frequentemente simplificado por procedimentos
de aproximagdo assintdtica, que de certa forma se constituem no método cldssico para
transportar analiticamente as informacées de uma para outra escala.

O importante conceito de camada limite que € originario da analise de
transi¢ao entre diferentes escalas da dindmica de fluidos, sera analisado com maior
detalhe no capitulo IV — * A Superposicio Assintética na Transigio de Escalas”.

Diversos métodos matematicos de aproximagao assintética, como o Método
de Miiltiplas Escalas (Kevorkian-Cole [1978]), o Método da Média (Bogolyubov-
Mitrosolskii {1963]), o Métode de Homogeneizagio {Bensoussan-Lions-Papanicolau
[1978]), 0 Método de Aproximagdo Quase Classica (Maslov [1987]), o Método de Fase
Estaciondria (Maslov-Fedoriuk [1978]) e outros, foram originados do estudo do fluxo
de informacdes através de uma interface de escalas na descri¢io do mesmo fenémeno
como a dindmica de circuitos com regimes de funcionamento superpostos, a mecanica
de meios continuos com estrutura mesoscopica (por exemplo, fluxo de liquido com
bolhas de ar e particulas suspensas), na dinamica classica-quantica de particulas, a
propagacio geométrica-ondulatoéria da luz e etc.

A teoria sinergética desenvolvida por H. Haken (Haken {1985}, Haken [1982])
baseia-se no fato de que virios exemplos de dinamica de populagdes em fisica, quimica,
biologia e meio continuo, que s&o considerados sistemas complexos no seu aspecto glo-
bal, quando observados restritamente nas imediagdes de determinados pontos criticos
de transigao, tornam-se simplificados e admitem uma descri¢do com um nimero re-
duzido de escalas. Analogamente, o Método da Projecio de uma Dindmica com

multiplas escalas em uma variedade central de dimensao 2 nas imediacdes de um
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ponto de equilibrio, é também uma forma de redugio de complexidade por meio de
uma analise das interfaces de escalas distintas [Ruelle-Takens [1971]).

A dinimica de populagdes dotadas de interagdes de carater individual sio
estudadas do ponfo de vista macroscopico, o que significa considerd-las compostas
por um grande nimero de individuos. Por outro lado, devido a estruturas interativa
individual, também € necessirio considerar pequenos grupos de individuos que se
intercomunicam o que introduz pelo menos duas escalas distintas quanto as medidas
da populacdo. A representacdo macroscdpica destas interagbes é um ponto crucial
para a construgdo do modelo matemadtico destas populagoes.

O reducionismo predominante em biologia nas iltimas décadas representado
pela bioquimica e pela biologia celular, apesar dos seus sucessos extraordinarios,
ndo sdo suficientes para analisar imimeras questdes importantes cujos observéveis se
encontram a nivel macroscépico e sio de cardter funcional e abstrato. Esta situacio
¢ tipicamente encontrada em neurobiologia, em imunologia e na ecologia, onde os
observaveis estdo localizados na estrutura e nio na substancia.”

O conceito de espaco de fase é extremamente generalizado no estudo de sis-
temas complexos com a finalidade de buscar janelas de observagdes simplificadas e
detectar novos fendmenos que se representam em outros contextos.

Um dos aspectos mais notaveis das populagdes biolégicas (mas também pre-
sente de maneira rudimentar na matéria fisica) € a formagéo de estruturas “organi-
zadas”, tanto no espaco fisico como no tempo, € tem um enorme impacto cognitivo
pela sua manifestagio visual. A importancia destes fendmenos deve-se naturalmente
ao fato de que todo organismo vivo é um exemplo de morfogénese e, na verdade, é
resultado de uma grande quantidade de morfogéneses em diversos niveis.

Entretanto, como ja fot dito, em varias populagdes a rede abstrata de in-
terrelagbes entre os seus individuos é tdo ou mais importante do qie as suas carac-
teristicas puramente materiais, isto €, uma forma abstrata tende a ser, nestes casos,
mais representativa que a substéncia concreta. Os exemplos paradigmaticos forneci-
dos por sistemas neuroldgicos, imunolégicos e sociobiolégicos no que dizem respeito s

caracteristicas de “memdria” é sem divida a manifesta¢cdo mais notdvel da estrutura

* A Lwoff: Life can only be the appanage of the organism as a whole. Only organisms are alive.
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enquanto forma abstrata em lugar da substincia.

Para analisar a dinamica de uma populagdo por estes angulos € necessario
descrevé-la por meio de atributos apropriados que extrapolam os atributos utilizados
em espagos de fase cldssicos como a posigao, a velocidade e etc.

Uma extensdo deliberada do conceito de espago de fase para a formulagdo
de um modelo matemdtico {e ndo apenas com intuito de classificagao) foi dada por
H. Von Foerster (1959) (Edelstein-Keshet [1988]) que considerou uma populagio de
bactérias distribuidas por idade e obteve a sua conhecida equagio de conservagéo.

A dindmica de populagbes com estrutura etéaria é todavia um assunto impor-
tante em demografia e tem origens mais antigas em trabalhos do inicio deste século
em epidemiologia por W. 0. Kermack e A.G. Mac Kendrick (1926).

No estudo da dinamica de espécies biolégicas em ecologia € conhecida a in-
fluéncia de caracteristicas como tamanho, forma, cor, distribuicdo de manchas, enfim,
os aspectos importantes na relacio entre os individuos. E, portanto necessdrio clas-
sificd-los em um espago destas caracteristicas para poder descrever apropriadamente
as suas interagoes. Estas consideragdes foram introduzidas como modelo matematico
por S.A. Levin e L.A. Segel em 1982 (Levin-Segel [1982-1985]), para descrever a
preferéncia de um predador por “Iimagens ideals” da sua presa.*

Os trabathos de Leah Edelstein-Keshet e G. Ermentrout (Edelstein-Keshet-
Ermentrout [1990-1991]) abordam a dinimica de crescimento filamentar muito co-
mum em organismos (fungos, vasos capilares, bronquios, esqueleto foliar e etc) de-
finindo como individuos os apices e as unidades de comprimento filamentar que se
situam em um espago de fase que contempla ndo apenas a posigao espacial mas a
dire¢do que é indispensavel para a definicio da dindmica interativa microscépica. Es-
tes conceitos tem sido posteriormente utilizados na descrigdo de populagbes de insetos
que marcam trilhas quimicas detectaveis por outros individuos e que desempenham
um papel intermedidrio de comunicagdo. A populagio de insetos propriamente dita
interage desta forma com uma rede filamentar que também € encarada como uma

populagdo.

* §.M. Rocklin- G.F. Oster - “To regard a population as a collection of identical individuals is
to overlook the central fact of evolutionary theory: natural selection acts on phenotypic variability
amongst the individuals” J. Math, Biol. 3 (1976), 225-276.
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Estes espacgos de fase em dindmica de populagdes sio denominados espagos de
aspecto e tern desempenhado um importante papel na formulagio de novos modelos
matematicos e no descobrimento de fenémenos de organizacio que, de outra maneira,
passariam completamente despercebidos pela impossibilidade de descrevé-los.

O nimero e caracteristicas necessirias para descrever os individuos de uma
populacado, e que se constitui no seu espago de fase, pode se tornar muito grande,
e consequentemente ser a origem da complexidade de sua dindmica. Mesmo con-
siderando caracteristicas discretas, n&o hd limites (na finitude computacional) para
se descrever um organismo vivo e, no caso de se considerar aspectos tal como, por
exemplo, a forma bidimensional do individuo, estaremos diante de um continuo de
caracteristicas que s6 poderio ser representadas por funcoes.

Cada individuo seria entdo caracterizado por um ponto em um espago de
fungdes e a descrigdo da populagio pelo método de Euler seria feita por meio de uma
fungdo densidade neste espago de dimensio infinita. Isto traz como consequéncia
inevitdvel uma enorme complicagdo ao modelo matematico.

Apesar desta dificuldade na sua representagio matematica, o conceito de
forma é um instrumento importante no desenvolvimento de modelos para a dindmica
do sistema imunoldgico e foi introduzido neste contexto por Segel-Perelson [1988]. A
afinidade entre antigenos e anticorpos € de fato dependente da forma tridimensional
dos sitios moleculares onde se processam as ligacdes quimicas, mas também depende
de varios outros pardmetros como distribuigio molecular de carga, momento dipolar e
etc. Diante desta extraordinaria complexidade, Segel e Perelson decidiram considerar
uma forma generalizada mas discreta, que seria caracterizada em um espago de N
dimensoes onde algumas coordenadas se referem a parametros geométricos. Com esta
representagdo e um argumento de relativa simplicidade foi possivel entdo elaborar uma
explicagdo para a notavel capacidade de reconhecimento de 10'¢ tipos de antigenos
por um sistema que “somente” dispde de um repertdrio de 108 — 107 células do tipo
B.*

O conceito de espago de forma generalizada foi utilizado também por Levin-

* Uma c€lula do tipo B quando estimulada por antigenos produz anticorpes com a mesma
especificidade da célula e, portanto, a variedade de anticorpos é a mesma das células B, chamada
reperiério do sistemna.
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Segel-Adler {1991] para a elaboragio de um modelo de evolugio entre plantas e
herbivoros que sao caracterizados respectivamente pelas toxinas a anti-toxinas que
seus organismos contém. O efeito de uma toxina é descrito por um ?conjunto de
medidas de natureza quimica que determinam a sua “forma” em um espego quimico.

A generalizagio do conceito de espago de fase e a emergéncia do conceito
de escalas frente ao antigo ideal reducionista, apresentam uma perspectiva de que
novas janelas de observagio possam ser determinadas para a descricio da dindmica
de populagbes em suas variadas manifestagoes.

Um sistema complexo irredutivel é aquele em que suas miltiplas escalas sdo
tdo permeaveis entre st que tornam impossivel uma descri¢ao parcial através de uma
falxa isolada das escalas. Nestes casos a unica simulagdo possivel do sistema é reali-
zada por ele mesmo, isto é, ndo ha redundancia a ser simplificada e a tnica maneira

de descrever a dindmica do sistema é observar a sua prépria evolugao.

3. A Dindmica em Paralelo Frente ao Sequencialismo

O conceito de complexidade foi apresentado em duas situacdes distintas mas
relacionadas; a primeira, objetiva, aplicdvel a processos sequenciais (Kolmogorov) e,
a segunda, como decorréncia da multiplicidade de escalas e, portanto, dependente da
escolha do ohservador e de cariter aparentemente subjetivo.

Conforme j& analisamos, alguns objetos formais (ou conceituais} quando cons-
truidos sequencialmente, ainda que por um processo finito, manifestam uma tal com-
plexidade no sentido de Kolmogorov, que os tornam fisicamente (ou, materialmente)
ndo computaveis. Isto poderia nos levar a considerar a existéncia concreta de tais
objetos como impossivel. Entretanto, em varias situaces é aparente que a dificul-
dade reside no método de construgdo e ndo em alguma caracteristica intrinseca do
objeto. Como a complexidade de Kolmogorov se refere a0 menor comprimento (em
BITS) possivel para a construcio sequencial, é claro que a alternativa nao pode ser
procurada nesta forma. A questdo é: existem outros métodos, ndo sequenciais, que
tenham um escopo razoavelmente geral e que possam ser mais eficientes do que os

métodos sequenciais em situagdes relevantes?
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O exemplo mais conhecido e que, de fato, representa tipicamente vérias fa-
cetas desta questao, € o reconhecimento de padrdes visuais que tem sido motivo de
interesse antigo mas que ganhou maior importancia nos dltimos anos devido ao seu
significado tecnolégico em robotizagio € também como um paradigma em inteligéncia
artificial (Marr [1982], Haken [1990], Holden [1991], Krinsky [1991] e etc.).

A relativa facilidade com que o cérebro humano realiza esta tarefa comparada
com a extrema complexidade de descrever {sequencialmente) um padrao visual e com
as dificuldades encontradas para programa-la por algoritmos (sequenciais), faz deste
exemplo um tdpico de especial interesse teorico.

Se nao houvesse nenhum exemplo concreto destes métodos, esta questido po-
deria ser apenas uma motivacio para especulagoes vazias. Mas, como ja vimos, ha
véarios candidatos biolégicos, construidos por uma longa histéria evolutiva, que rea-
lizam tarefas de cognigio de extraordinaria complexidade notadamente os sistemas
neurolégico e imunolégico e populagdes de alguns insetos. K interessante enfatizar que
todos estes exemplos sdo constituidos de populagbes (em um sentido geral) que apre-
sentam como caracteristicas comuns, ndo a substancia ou a estrutura microscépica
de seus individuos, mas as interrela¢des que se apresentam como uma rede absiraia e
variavel, e dotada de grande plasticidade.

E ébvio que objetos “complexos” nido poderiam ser representados (ou seja,
“conhecidos” em uma meméria, e reconheciveis) por meio de uma estrutura simples.
Mas, por outro lado, n&o hd necessidade de se restringir o conceito de estrutura a
“matéria” que apresenta uma complexidade “ apenas” fisica, (isto é, materialmente
computavel), mesmo porque os objetos a serem construidos tem complexidade deter-
minada por grandeza de origem combinatéria e, portanto, de ordem fatorial!

Com isto fica claro a razio pela qual as estruturas “virtuais” sio mais efici-
entes que a matéria no volume de informages que podem armazenar.

A conclusdo que nos resta é de que os dispositivos mais adequados para a
representagao de objetos complexos sao formados por estruturas analogas as deles
e a construcao destes objetos é realizada por melo da dinamica destas estruturas.
Esta é a razdo que, a “grosso modo”, motiva o interesse extraordindrio no estudo da

dinémica de populacdes com mecanismos de interagdo individual.
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A representagio formal sequencial e a dindmica deterministica tém raizes na
estrutura sequencial que € o fundamento para o conhecimento humano: o tempo. Esta
forma de representacio grafica é originiria da linguagem que, por sua vez; extraindo-
se os aspectos espaciais dos gestos e da entonagdo, dificeis de incorporar & sintaxe, €
totalmente fundamentadas no fluxo unidimensional do tempo.

A dindmica sequencial tem duas desvantagens criticas, que séo, a vulnerabi-
lidade ¢ o custo; a “falha” de um dos elementos de uma cadeia sequencial (dedutiva
ou deterministica) representa uma falha de todo o sistema, e, a dinidmica sequen-
cial “excita” apenas um elo de cada vez enquanto todos os outros elos permanecem
Inativos.

Estes aspectos s3o analisados de maneira elucidativa por W. D. Hillis [1985]
em seu livro “The Connection Machine” que aborda o assunto sob o ponto de vista
das arquiteturas utilizadas na fabricacio de computadores.

Se considerarmos que a “complexidade material” (isto é, o mimero de in-
dividuos) das populagbes que produzem estruturas de grande complexidade nao é
maior do que a apresentada por um super computador atual, (v. tabela abaixo)}, con-
clufmos rapidamente que a diferenga crucial entre a dindmica sequencial e a efetuada
por estes sistemas esta fundamentalmente baseada na melhor “utilizagdo” dos seus

componentes pelos tiltimos.

Populagao Ordem de Grandeza da Populagio
Lingua Moderna ~10° vocibulos (Oxford English Dictionary
Sociedade Humana ~ 10" individuos
Supercomputador ~ 101 transistores

Sistema Neurolégico ~ 10" neurdnios

Sistema Imunolégico ~ 10" tipos de anticorpos
Organismo ~ 10" células

Sistema Sociobiolégico (formigas)  ~ 10'®  formigas  (Wilson [1972])
Laser ~ 10" 4tomos

Fluido (Ar) ~ 102 4tomos

Universo ~10*%  estrelas  (10'° galdxias)

Mas se todos os componentes “funcionam” ao mesmo tempo, hid duas
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hipéteses possiveis: existe um comando central {ou, pelo menos um comando por
regido) que governa o funcionamento de todos ou, a dindmica individual de cada
componente € auténoma e se baseia apenas nas informacdes recebidas das interagdes
com os seus “vizinhos”.

A segunda alternativa é amplamente favorecida nao sé por observagoes expe-
rimentais como do ponto de vista conceitual, uma vez que um dispositivo central de
comando nio poderia ser considerado um componente da populagdo mas um sistema
a parte.

Portanto, a caracteristica dindmica destes sistemas capazes de construir
estruturas de grande complexidade € o paralelismo onde cada individuo realiza
uma trajetéria no espago de aspecto que, (no caso continuo), é determinada

"* pela sua rede de conexdes atuais com o resto da populacdo.

“instantaneamente

E importante observar que a rede de conexdes de um determinado individuo
em um determinado instante é uma caracteristica que depende unicamente das
posicBes realtivas da populagdo no espago de aspecto. Isto significa que todas as
informacGes necessarias (e, disponiveis) de cada individuo estdo completamente (e,
necessariamente) expressas pela sua posigao no espago de aspecto.

O comportamento inteligente nido é exemplificado na natureza por carac-
teristicas de centralizacio e determinismo mas, invariavelmente, por paralelismo e
conexionismo.

Se em outras épocas, nio tdo distantes, a maquina deterministica era en-
carada como um instrumento que futuramente substituiria o homem no desenvolvi-
. mento de teorias matemadticas e na construcio de conhecimento, ou, pelo menos na
verificagdo de sua validade, nao ¢é de se surpreender que, agora, dispositivos com uma
dinamica que mimetizam os paradigmas do paralelismo (sistemas neuroldgicos, imu-
noldgicos e sociobioldgicos) venham a ser considerados como “méquinas de cognigdo”,

o que de fato vem sendo vigorosamente estudado {Hillis [1985]), Hertz [1989, Krinsky

* E possivel, e ocorre também, casos de recursio finita, isto é, em que ha dependéncia com
retardamento, mas ndc consideraremos esta possibilidade aqui.
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[1991], Hoppensteadt [1992] e etc.).

4. A Emergéncia de Estruturas e a Predictabilidade

N. Bohr - “It is very hard to predict, especially the future”

A predictabilidade na dindmica de um sistema € parte do paradigma classico
newtoniano que prevé a possibilidade de descrever completamente a sua trajetéria
sem limites de precisdo. As dificuldades (inesperadas) que surgiram com o problema
newtoniano de N > 3 corpos eram inicialmente encaradas do ponto de vista técnico
e de contingéncia. Entretanto, o préprio desenvolvimento levado a efeito no estudo
da mecéanica por Poincaré e Lyapunov no principic do século, demonstrou mais tarde
que estas dificuldades eram fundamentais e irremoviveis.

Se em uma dindmica com poucos componentes e uma interagdo relativamente
simples apresentava uma quebra das expectativas de predictabilidade, era inevitivel
que, com muito mais razio, o mesmo acontecesse com populagdes muitissimo mais
numerosas. A turbuléncia e a metereologia dinamica sao os exemplos representativos
desta impredictabilidade,

A teoria de evolugio, que Darwin desenvolveu no século passado, tinha ca-
racteristicas essencialmente descritivas e explicativas dos fatos que a natureza apre-
sentava, ela néo se propunha em momento algum a prever o futuro das espécies. O
préprio mecanismo de variagio e selegio que Darwin propds impedia claramente que
a trajetdria evolutiva fosse prevista com exatiddo, uma vez que flutuagoes aleatorias
eram capazes de influenciar macroscopicamente no resultado final.

Ainda nesta época ndo estava estabelecida no meio cientifico a teoria genética
de Mendel e as suas bases moleculares s6 vieram a ser descobertas mais tarde. Sob
esta nova perspectiva, a impredictabilidade do processo evolutivo ganha uma notivel
semelhanca conceitual com a dinamica de turbuléncia no sentido de que as suas ma-
nifestagdes macroscopicas sdo decisivamente influenciadas por exemplos a nivel mo-

lecular o que demonstra uma extraordiniria permeabilidade entre as suas multiplas
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escalas. A grande diferenga de escalas com respeito ao tempo e ntimero de componen-
tes entre estes dois fenémenos dificulta esta analogia, mas a teoria de Landau-Hopl
(~ 1950) que procurou descrever a turbuléncia como uma sucessio de bifurcacoes
causadas por instabilidades, (apesar de ser apenas parcialmente correta), é um ates-
tato da existéncia de uma origem conceitual comum para a abordagem desta classe
de fendmenos.

A dependeéncia de fendmenos macroscépicos em eventos de natureza molecu-
lar poderia sugerir que a impredictabilidade das trajetdrias seria uma consequéncia
10gica da incerteza a nivel quintico, mas nao é este ponlo de vista reducionista
que descjamos enfatizar. A impredictabilidade que nos interessa ¢ Lambém de certa
forma relacionada & linitude material (o conmputacional) do observador frente a
enorme (mas ainda finita) complexidade apresentada pelas estruluras ramificadas da
dinamica do sistema.

O conceito de instabilidade da dinamica continua é melhor apreendido por
meio da imagem de uma 4rvore de “decisdes” que apresenta todas as possivels tra-

jetérias de um sistema discreto (v. fig. 1 a, b, ¢)

LA
: O ponto lundamental da impredictabilidade em sistemag com wina dinamica

e

desta natureza estd na complexidade (ndo-computacional) resultante do nimero de
decisdes necessarias para descrever a trajetoria em todos os seus detalhes para um
intervalo de tempo macroscépico (mesimo que estas decisées sejam delerministicas em
cada né).

Esta situagio nao é tao desesperadora do ponto de vista cognitivo desde que
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abandonemos a posigiao reducionista e analisemos melhor alguns casos exemplificados
pictoricamente pelos esbocgos 1a, 1b, lc.

A figura 1b representa uma situagio de complexidade que elimina qualquer
predictabilidade no sentido estrito e est4 muito préxima do que a turbuléncia prova-
velmente significa, isto €, o regime de caos em que a impredictabilidade atinge ou se
aproxima da irredutibilidade.

Esta perspectiva negativa com respeito a predictabilidade em diversos
fenomenos complexos e, particularmente a turbuléncia, tem sido abordada com maior
cuidado e insisténcia nos 1ltimos dez anos, tanto como uma impossibilidade 16gica,
como também do ponto de vista da sua nio-computabilidade fisica. E oportuno citar
aqui as opinides de Stephen Wolfram e Uriel Frisch que representam duas correntes
de investigacao nestas questdes:

S. Wolfram [1986 p. 388] — “It is typical of complex systems that to determine
their behaviour requires extensive computation. This is consequence of the
fact that the evolution of the systems themselves typically corresponds to a
sophisticated computation. In fact, the evolution of many complex systems
is probably computationally irreducible: it can be found essentially only by
direct simulation and cannot be predicted by any short-cut procedure. Such
computational irreductibility is a necessary consequence of the efficient use of
computational resources in a system. Any computational reducibility is a sign
of inefficiencty, since it implies that some other system can determine the out-

come more efficiently. Many systems in nature may well be computationally
irreducible, so that no general predictions can be made about their behavior”

U. Frisch (Brasilia, Julho de 1989) - “ At the present time we know less about
fine scale turbulence than about the structure of atomic nuclei... We cannot
rule out indeed that some of the central questions of turbulence are undecidable
in the sense of Goedel and Turing. If this is true, it just indicates that we
are on the wrong path by insisting on a purely deterministic description of
turbulence”.

Interessa-nos abordar os casos la e l¢ que sao o reverso, um do outro, com
relagdo ao tempo. Um exemplo simples mas elucitativo é dado pelo fendmeno de
difusdo de uma carga unitiria em um plano. Neste caso, teriamos uma dinimica re-
presentada pelo esquema lc com apenas um né (ou vizinhangas dele) na extremidade

direita, o que significaria o estado uniforme; isto €, qualquer que fosse a distribuicdo
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unitaria inicial o sistema acabaria por se dirigir para um estado bem determinado e
totalmente previsivel.

Se, por outro lado, tentarmos reverter esta dinamica, tal como r::epresenta.da.
na figura la, verificaremos que hd uma impredictabilidade ndo somente quanto &
trajetéria mas, principalmente, (e isto € muito mais grave) quanto ao estado final.*

A dinimica representada pela figura la, tal como no caso da teoria evo-
lutiva, pode explicar um estado final reconstruindo-se a trajetdria realizada (pelo
menos em curta escala de tempo), e é esta a tarefa a que se propde no estudo das
arvores filogenéticas (Edwards-Cavalli-Sforza [1964]). Entretanto, é computacional-
mente impossivel descrever deterministicamente a trajetéria futura ao longo destas
ramificagdes devido ao niimero de decisées necessirias. Observe que o retorno nio
exige decises; a trajetoria flui automaticamente através dos nds sem necessidade de
realizar um processo computacional de decisdo em cada um deles.

As dinamicas representadas pelo esquema lc, se nao possibilitam uma des-
crigdo detalhada de suas trajetdrias (que seria necessdrio para a sua predictabilidade
estrita), também néo sio completamente imprevisiveis em todos os seus aspectos.

Se os pontos de chegada sdo em ndmero relativamente pequeno, é razoavel
procurar uma funcgio entre eles e as condigdes iniciais, 0 que representa na maioria
das vezes toda a informagdo procurada para a andlise do sistema. )

Portanto, a predictabilidade no seu sentido estrito deve ser substituida nestes
casos por uma predictabilidade de estados finais em funcio dos estados iniciais.

A determinagdo destes “estados finais” nio passa necessariamente pela des-
crigio da trajetéria assim como o estado estaciondrio no problema de difusio ndo é
necessariamente obtido pelo limite da solucdo temporal; € possivel caracterizé-lo por
meio da equagao estacionaria.

Esta estratégia matematica tem sido utilizada na determinagdo clissica de
estruturas notiveis que s30 “construidas” por situagdes deste tipo, principalmente em

mecanica ao meio continuo, tal como as estruturas convectivas de Bernard, Taylor

* A dificuldade numérica do problema inverso para a equagédo do calor é um fato conhecido e
estudado desde a teoria cldssica. Curiosamente, este problema, numericamente instavel (mal-posto,
como se diz), é importante para a reconstrugdo de imagens e, portanto, para o reconhecimento de
padrdes.
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e Couette cm fluidos e a forma de flambagem de uma coluna ou de uma limina em
elasticidade (Drazin {1979}, Chandrasekar [1961], Joseph [1976]).

A utilizacio destas idéias em dinamica de populagdes teve inicio na década de
1960-1970 com os estudos sobre a emergéncia de estruturas organizadas em cinéticas
da fisico-quimica, como nas reagbes de Belousov-Zhabotinskii, na precipitagio dos
anéis de Liesegang, e outros, (Murray [1989], Nicolis-Prigogine [1977}), que foram
influenciados pela enorme atividade que existia na época dirigida para os processos
de auto organizacdo em dinamica dos fluidos.

O trabalho de L. Segel e E. Keller em 1970 sobre a previsao de morfogénese em
populagdes de Dictyostelium discoideum como estados emergentes de uma dinamica
interativa, marcou um inicio destas investigagbes em biologia e se constjtuiu em um
paradigma local no estudo da morfogénese em seus diversos aspectos da teoria geral
de populagdes com distribuicdo e com interatividade (Murray [1989], Keshet [198§],
Segel [1980-1984], Meinhardt [1982]).

A predictabilidade no estudo de sistemas complexos tem sido substituida pelo
novo conceito de emergéncia com um sentido de previsdo de formas e estruturas, e que
nao contempla a descri¢io detalhada da trajetéria que a constrol no sistema original
(que, em geral, apresenta mesmo uma complexidade nio-computavel).

Uma outra imagem que contém uma methor descri¢io figurativa desde con-
ceito é a de uma superficie com pogos cujos pontos minimos representam os estados
emergentes e onde a dinimica seria representada pelo movimento de uma esfera sob
agao da gravidade apoiada sobre a superficie.

Esta imagem nos fornece uma idéia de complexidade se considerarmos uma
topografia extraordinariamente acidentada para a superficie, € também sugere que
entre uma estrutura e outra virias trajetorias podem ser percorridas e que apenas os
pogos mais profundos (mais estaveis) dispéem de algum interesse por serem repro-
dutivels e observaves.

Embora uma anédlise do novo conceito de emergéncia de estruturas em con-
traposigio do cldssico conceito de predictabilidade tenha ainda um campo fértil a
ser explorado, decidimos passar ao Ultimo aspecto que abordaremos com respeito a

dindmica de populagdes como o novo paradigma, que € o conceito de modelo ma-
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tematico e simulagao.
[

5. Modelo Matematico e Simulacao Versus Teoria
Axiomatica Reducionista

O conceito classico de teoria para o estudo de fendmenos naturais inclui
tacitamente a suposi¢io de que ela representa uma descricdo exata (em potencial,
pelo menos) baseada em “Leis” que, portanto, devem ser obedecidas pela natureza. A
crenca na existéncia de teorias que sintetizem toda a informagéo €, como ja vimos,
parte do paradigma cldssico representado pelo modelo axiomatico.

A quebra da crenca na predictabilidade cldssica ou o abandono dela por
questdes computacionais (praticas ou materiais) especialmente em se tratando de
problemas em biologia (e, também, economia e muitas outras ciéncias de carater for-
temente antropomérfico) fez com que surgissem novas atitudes e abordagens para
a descricao dos fendmenos naturais. Abria-se mio do inalcangavel e procurava-se
aperfeicoar o método para uma descricido apenas das observacdes que fossem interes-
santes, ou possiveis. E claro que aqui voltamos &s questdes sobre a suficiéncia dos
observaveis para a sua prépria descrigdo.

A estratégia adotada é entdo construir um modelo {matematico ou compu-
tacional) que mimetize o fendémeno nas suas principais caracteristicas observaveis
macroscopicas sem compromisso rigido “ a priori” com uma concordancia a nivel
microscopico.

Poderiamos dizer que esta atitude é, sob alguns aspectos, exatamente reversa
4 do principio reducionista, pois um dos seus possiveis objetivos, ou subprodutos,
seria uma melhor compreensao dos fenémenos microscépicos com base em informagao
macroscépicas.*

Entretanto esta ndo € a missdo principal na construgdo de modelos ma-
tematicos que tem por principio pratico utilizar das hipdteses microscépicas mais

simples que macroscopicamente produzam os fenémenos observados. Este ‘principio”

* Em algumas situa¢des em que este procedimento é deliberadamente adotado a questdo estu-
dada é denominada de “Problema Inverso”, em uma clara alusio ae principio reducionista.
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tem sido adotado com progressiva frequéncia (Langton [1989], Av-Ron-Parnas-Segel
[1991]) tanto para a construgio de modelos continuos como discretos e pode ser de-
nominado de principio minimalista. "

E curioso observar que uma das caracteristicas do reducionismo é a crenca
na simplicidade objetiva dos fenémenos microscopicos ao contririo do presente caso
em que se procura uma representacdo microscopica simples, independentemente da
sua “validade” nesta escala; a “validade” s6 é exigida em escala macroscépica.

Esta atitude tem mostrado que em inimeras situacdes, de fato, compor-
tamentos extremamente simples na escala microscdpica podem produzir na escala
macroscépica fenomenos de enorme complexidade.

Com isto, tem se desenvolvido com grande vigor na iltima década a cons-
trucdo de modelos discretos simulativos com algum sucesso na descri¢gdo dos siste-
mas complexos paradigmdticos neuroldgico (Hertz-Krogh-Palmer [1991], Hoppens-
teadt [1992]), imunolégico (Doyne [1986], Bagley [1989]}, e sociobiolégico (Langton
[1988], Hogeweg [1988]), e também para a turbuléncia {Frisch [1989]).

Todos estes modelos tém a caracteristica comum de uma dinamica em para-
lelo, isto é, dotada de interacdo individual.

Utilizando a imagem do final da segdo anterior, dirlamos que um modelo
matematico procura construir uma tal superficie suavizando as rugosidades e detalhes
que a tornam complexa do ponto de vista microscépico e que sdo irrelevantes do ponto

de vista macroscopico.
Desta forma, o modelo matematico pode ter uma dindmica com predictabili-

dade mas que nao descreve, obviamente, os detalhes de complexidade das trajetérias

do fendmeno estudado.
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CAPITULO IV

Modelos Matemaéaticos: Formulacao Intrinseca,
Espacgos de Parametros e Complexidade

1. Introducao

Neste capitulo apresentamos uma defini¢do generalizada de modelo ma-
temdtico juntamente com o conceito de complexidade do modelo a partir de uma
abordagem abstrata e simples dos conceitos basicos de dimensdo, unidade e medida.

A origem dos argumentos € fundamentalmente baseada nas idéias classicas de
“adimensionalizagio”, e isto se enfatiza através da andlise de um exemplo heuristico
simplificado na primeira parte do capitulo.

A formulacido de um modelo matemdatico para descrever e representar quan-
titativamente um fenémeno néo matemdtico (seja ele fisico, quimico, bioldgico etc.)
baseia-se em medidas de algumas “grandezas” pre-estabelecidas e passa necessaria-
mente pela escolha de um sistema de unidades™). E a especificagio * a priori” destas
“grandezas” e suas unidades o que nos possibilita tratar quantitativa e analiticamente
um fendémeno; razido mais do que suficiente para atribuir uma importancia fundamen-
tal a esta questao.

Por outro lado, em qualquer tipo de medida, a escolha da unidade fica in-
teiramente a critério do observador. Obviamente, ha restrigbes fortes a utilizagdo da
unidade quilémetro (ou anos luz!) para a medida de comprimento, se, por exemplo, o
medelo matematico em estudo descreve um fenémeno de dindmica celular! Mas este
¢é um critério puramente pratico e tem por objetivo simplesmente evitar manipulagoes
aritméticas com nimeros muito grandes ou muito pequenos. Na verdade, o sistema
de unidades é completamente independente do fendmeno estudado e tem um carater

extrinseco ao modelo matematico. A inexisténcia de um criterio tedrico quanto a sua

(*) (Um modelo matemaético n&o necessita ser quantitativo no sentido de que, eventualmente,
seus observaveis possam ser elementos de conjuntos definiveis independentemente do conceito de
niimero)
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escolha, introduz, inevitavelmente, um aspecto subjetivo e, portanto, impréprio na
formulagdo do modelo matematico.

Esta questiao, que nem sempre é apreciada ou sequer abordada em trabalhos
de matematica aplicada, sera o tema central do presente artigo, cujo objetivo sera
distinguir de forma clara, esperamos, os diversos conceitos envolvidos na construgdo
geral de um modelo matematico; primeiro, através de um exemplo simples e didéatico,
e segundo, com uma apresentagio formal e defini¢bes rigorosas. Na segunda parte,
introduziremos os conceitos de Grupo de dimensées, Grupo de Unidades e Medidas,
para entdo desenvolver uma abordagem abstrata do conceito de Modelo Matemdtico
Invariante. As formulagées analiticas de um modelo matematico serao encaradas
como representagées do modelo. Mostraremos como a escolha do grupo de dimensées
é parte fundamental e integrante do modelo matematico enquanto que o sistema de
unidades é independente do modelo e diz respeito apenas a sua formulagao analitica
e & conveniéncia do observador. Um resultado relativamente simples, o principio de
redugéo, mostrara como o grupo de dimensdes impbe severas restrigbes ao modelo
matematico o que, naturalmente, significa que esta escolha contem hipdteses funda-
mentais sobre 0 modelo.

Isto nao deve ser uma surpresa se considerarmos que para um sistema
mecanico, onde as dimensdes basicas sdo M LT, uma dimensao composta, como a
da forca, é definida com base na 22 lei de Newton (F = ma, [F] = M LT~?), estando
desta forma carregada de um significado Fisico. O grupo de dimensdes é portanto
intimamente ligado a pressupostos sobre o modelo matematico.

A utilizagio deste principio nos levard a uma formulacio analitica simplifi-
cada do modelo matemético por meie de um procedimento que é heuristicamente
empregado em matematica aplicada sob o nome de adimensionalizagdo. O esclare-
cimento destas questoes basicas possibilita a introducgédo de outros conceitos impor-
tantes como o de espaco de parametros, complexidade de um modelo matematico,
escalas e sistemas de unidades intrinsecas, bem como a sua generalizagdo para outros

contextos.
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2. Exemplo e introduc¢ao dos conceitos

Para exemplificar concretamente os conceitos, ainda que néao rigorosamente,
analisaremos o conhecido e didatico modelo matematico para um sistema mecéanico
massa-mola-viscosidade. Seguindo a abordagem usual para problemas mecanicos,
utilizaremos a base de dimensées {M (massa), L (comprimento), T (tempo) }, sendo

que as dimensdes serdo dadas por expressdes formais do tipo
D = M°L'T* onde a,b,ce Z

As unidades bésicas (ou, o sistema de unidades) sdo também escolhidas por uma das
maneiras usuais, como por exemplo, quilograma (K), centimetro {C), segundo (S}, e as
unidades referentes as unidades compostas, U(D), serdo dadas por U(D) = K*C?S°.
Escreveremos entio a formulagao do modelo matematico para o fendmeno mecénico,
de acordo com Newton, Stokes e Hooke, como a solugao z = (¢, m,c, k,zq,vg) do
seguinte problema de Cauchy '

m+ct+kr=0

z(0) =z, 1

z(0) = vy
A fungio z = ¢(t,m, ¢, k, 20, v0), (0u a equagio = — (t,m, ¢, k, To, vo) = 0) serd en-
carada como uma relagdo matemdtica entre medidas nas variaveis z,t,m,c, k, g, vo
para as dimensdes (L, 7, M, MT-1, MT~2 L, LT™?), e que tem por objetivo fornecer
um critério para determinar se um conjunto ordenado de sete medidas resultam ou
nio, de um evento do fenémeno estudado. A representacio dessas medidas se dd em
uma regido de R’ que denominamos espago de fase. Sob este ponto de vista generali-
zado ndo discriminaremos as varidveis dependentes e independentes e os parametros;
todas as medidas que fazem parte do modelo sdo consideradas varidveis. Entretanto,
seguindo a pratica comum, nesta abordagem inicial faremos uma distingdo entre as
variavels e os parametros que serdo denominados constitutives. Os valores atribuidos
a estes parametros (isto ¢, suas medidas) serdo ajustes circunstanciais do modelo
matematico para a descrigio de um determinado experimento do fenémeno, cujo

observave] serd uma funcio, (t). Ressaltamos todavia que o conceito de modelo

78



matematico que iremos utilizar precede 4 escolha dos pardmetros constitutivos e das
varidveis independentes e dependentes que sio de cariter essencialmente técnico (e,
portanto subjetivo), embora de grande importancia para a andlise matematica do
modelo.

No exemplo em questio, como estamos interessados em analisar 0 movimento
do sistema mecénico, escolheremos as varidveis m,c, k, x5, v, que denotaremos veto-
rialmente por (m,c, k,zo,v0) = p € IR®, como os pardmetros constitutivos, e que
serdo considerados como estrutura do modelo matematico formulado como em 1. Es-
tes pardmetros se destinam a ajustd-lo a representagdo de experimentos (eventos)
especificos para um mesmo fendmeno mecinico, qual seja, o movimento de um sis-
tema massa-mola-viscosidade .Uma vez ajustada a estrutura g € R® do modelo, o
seu observavel passara a ser uma fungio ¢(t, ).

Introduzimos desta maneira o conceito de espago de pardémetros p para a
formulagdo matematica I do modelo para o movimento de um sistema mecénico.

O conceito de espaco de parametros constitutivos é fundamental para o estudo
- de um modelo matematico pois ¢ nele onde se faz ¢ mapeamento qualitativo dos
variados comportamentos do modelo.

A comparacdo destes diversos comportamentos frente ao conhecimento expe-
rimental ou factual do fendmeno estudado é um teste preliminar indispensavel para
a avaliagao da representatividade do modelo matematico.

A regido do espago de parametros constituida dos pontos que ajustam ex-
perimentos do fendmeno para os quais a representatividade do modelo € aceitétel, é
frequentemente (ainda que impropriamente} denominada regido de validade do mo-
delo. (Sob qualquer critério razoavel esta regido de validade tem delimitagdes difusas
e vale muito mais como um conceito do que como objeto de cilculo exato). A ex-
ploragdo do comportamento qualitativo do modelo matematico € realizada através do
estudo de problemas especificos ditados por amostras “criticas” de pontos do¥ espago
de parametros. Os instrumentos matematicos mais importantes para este estudo sao
a analise numérica e a teoria de perturbacio (que nido € uma teoria mas uma rede
de métodos analiticos de aproximagio assintética}, usados de forma complementar e

interativa.
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Para ser minimamente abrangente nesta exploragdo, cada parimetro escalar
deve ser testado com pelo menos trés valores representativos (digamos, pequeno médio
e grande) o que nos levard a 3° = 243 comparagGes entre resultados !experimenta.is
e matematicos para o exemplo mecinico. Este nimero mede, de certa forma, a
complexidade do modelo matemadtico e, como podemos ver, cresce exponencialmente
com o niimero de parametros constitutivos.

E claro que esta situagio nio ¢ inteiramente satisfatoria, nem do ponto de
vista pratico, dado o enorme ntimero de casos a serem analisados, nem do ponto
de vista tedrico, em virtude da sua completa subjetividade com relacio ao espago
de parametros constitutivos que dependem da escolha das unidades. O conceito
de complexidade, se definido assim, ficaria muito mais como uma caracteristica da
formulagio matemadtica do que um atributo intrinseco do modelo.

Felizmente estas duas dificuldades se complementam no sentido de poder-
mos utilizar da arbitrariedade na escolha das unidades para simplificar o espago de
parametros.

A origem rudimentar desta ideia é muito antiga remontando, pelo menos, aos
trabalhos de Galileu sobre elasticidade e biomecinica (~ 1673), a partir de quando
ela se desenvolveu (Fourier, Rayleigh, Sedov) em um método pratico amplamente
utilizado em mecanica sob o nome de anilise dimensional, Sedov [1975]. O objetivo
principal do método é obter uma formulagio do modelo, de tal forma que seja inva-
riante com respeito ao sistema de unidades e, para o qual, os conceitos de espago de
parametros, complexidade e outros tenham significado inteiramente fundamentados
no modelo matematico e independente do observador.

O método da andlise dimensional aplicado ao nosso exemplo baseia-se no
seguinte argumento heuristico. Observamos inicialmente que a varidvel composta
¢ = z/zy é “ adimensional” no sentido de que sua dimenséo é [§] = D = MPLeT?, (9
Portanto, os valores desta variavel independem do sistema de unidades, dependem
apenas das medidas. Ora, uma varidvel com estas caracteristicas ndo pode ser de-
pendente de varidveis “dimensionals” que podem assumir quaisquer valores por uma

mera mudanga de unidades, embora representando a mesma medida (ver conceito de

(*} Para uma varidvel £, denotaremos a dimensio a qual sua medida se refere por [£].
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medida II.4). Portanto, conclui-se, £ s6 deverd ser fungdo das varidveis também *

adimensionais”, que, por ventura, se possam escrever a partir de z,t,m, ¢, k, Zg, ¥g.
Se [&] = D; = L¥MPAT%(1 < i < 7) forem suas respectivas dimensées, as
variaveis adimensionais serdo obtidas como produtos correspondentes aos produtos

dimensionais

HD:?i — [ aidi pry o Bidip) ] vids

para os quais Y. ozd; = 0,3 fid; = 0,3 1:d; = 0. Néo é dificil concluir que dispomos
de 4 variiveis adimensionais “essencialmente diferentes” e, portanto, § = z/2y pode
ser escrita como funcao de trés variaveis adimensionais; uma independente e dois
parametros constitutivos.

O espago de parametros fica assim reduzido a JR? e a complexidade a 3% = 9,
o que significa um ganho considerdvel se comparado a 3* = 243.

Neste trabalho, optaremos por abordar estas idéias sob um ponto de vista
alternativo que servira para esclarecé-las e generaliza-las para outros contextos.

Argumentando de uma maneira andloga & busca de invariancia das leis
mecanicas quanto a sistemas referenciais (cuja origem remota também é devida a
Galileu), obteremos sistemas de unidades, que denominaremos intrinsecas, para os
quals a formulagio matematica do modelo nao depende do sistema de unidades ori-
ginal, e para o qual o espaco de parametros € reduzido a um ndimero com significado
intrinseco ao modelo.

Para ilustrar estas idéias voltamos ao nosso exemplo e observamos inicial-
mente que a formulagao matematica I do modelo, explicita de forma natural algumas
unidades intrinsecas para as dimensdes de M (massa) e comprimento (L), a saber,
m e . As unidades intrinsecas para tempo, por outro lado, n&o sdo tao explicitas
mas podemos facilmente determina-las a partir dos parametros constitutivos, como

por exemplo,

= 3

e Nl e
—
Erad W e

R
SE
L
SE
Il
S



Outras unidades intrinsecas de massa e comprimento também podem ser facilmente
determinadas desta forma. Nao é dificil concluir que existe apenas um nimero fi-
nito de unidades intrinsecas “essencialmente distintas” para cada dirne"nsé',o, o que de
certa maneira, ainda mantém alguma dose de arbitrariedade. Ao invés de imediata-
mente procurarmos estabelecer um critério para a eliminagido desta arbitrariedade,
mostraremos que, qualquer que seja a escolha do sistema de unidades intrinsecas,
o nimero de variaveis adimensionals sera sempre o mesmo, ou seja, 0 conceito de
espago de parametros adimensionais é mais do que um jogo de palavras, € uma me-
dida intrinseca da complexidade do modelo matemadtico. Por outro lado, é exata-
mente a partir desta arbitrariedade que podemos diferenciar o conceito de unidade
intrinseca, (que é qualquer medida obtida dimensionalmente a partir dos parametros
constitutivos), do conceito de escalas intrinsecas (ou naturais), que se refere a uni-
dades intrinsecas escolhidas criticamente com base no comportamento qualitativo do
modelo para uma classe especifica de problemas.

O conceito de escalas naturais, que é indispensavel para a utilizagio dos
métodos de perturbagao, sera desenvolvido em um préximo artigo.

Deixando entdo provisoriamente de lado esta questao, tomemos, arbitrari-

amente, as seguintes unidades intrinsecas para M (massa) L (comprimento) e T

m
m, Zp, "E‘ = tﬂ)

nas quais as varidveis dependente e independente serdo medidas por

(tempo)

ou, definindo @ = C e 8= Yo \/%
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I

cuja solugao (%, , B) depende apenas de dois parimetros constitutivos.

E claro que
@(f,a, ﬁ) = KP(E, Lo 1,1, ;6)

(t,m,c, k, z v)mx_(\/?LE\/ﬁ)
PLE M, G Ry T, Ug) = Tplp m}maxok

Observemos que, na formulacio II do modelo matematico, a massa e o deslocamento

ou,

inicial sdo unitdrios, como era de se esperar pela escolha das unidades, mas, além
disso, ainda temos um bénus extra com a normalizagiao da constante da mola.

Analizemos agora algumas das vantagens da formulagio do modelo ma-
temitico pela funcio B(t, o, 8).

A formulagdo Il é adimensional porque todas as suas varidveis (T, 1, o, ) sao
adimenstonais e, portanto, invariantes com o sistema de unidades extrinseco original.
Em particular, concluimos que os valores numeéricos (medidas} dos parametros o
e B dispde de um significado intrinseco e dependem exclusivamente da estrutura
interna do modelo. Um ponto (e, 3) € R? no espago de parametros determina
. completamente uma estrutura do modelo.

O espaco de fase na formulagéo I se situa agora em /RY. A andlise qualitativa
do modelo matematico na sua formulacio adimensional Il exige portanto apenas um
mapeamento em IR?, o que resulta em uma simplificagio drastica (em ordens de
grandeza) com relagio ao modelo na sua formulagio dimensional I. A “grosso modo”
reduzimos a (pseudo) complexidade do modelo em I de 3° = 243 para a sua (real)
complexidade em II dada por 3% = 9.

A redu¢do no espago de parametros implica em uma correpondente redugao

no espago de fase. Em outras palavras, descobrimos que os problemas matematicos
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definidos em I podem ser agrupados em classes de equivaléncia, bastando portanto que
seja analisado apenas um em cada classe, Cada ponto (a, 3) no espaco de parametros

adimensionais, corresponde a um continuo tridimensional

c E‘l\/ﬁ_‘g
mG_a o kT

do espago de pardmetros dimensionais (m, ¢, k, 2o, vg) € IR5, e representa qualitativa-

mente o mesmo experimento do fenémeno.

E facil concluir também que para a simulacio numérica de um modelo, a
escolha dos parametros deve ser feita no espago reduzido. O analista numérico de
um modelo matematico que ndo atinar para este fato elementar, possivelmente estara
ocupando o precioso e dispendioso tempo computacional de outros e estara, certa-
mente, perdendo o seu proprio tempo na contemplacao de uma indatil digitorragia.

Para o analista assintdtico sequer inictar o seu trabalho, a formulagio do
modelo matemadtico devera ser, nio apenas adimensionalizado mas, criticamente adi-
mensionalizado, o que implicard na escolha apropriada de escalas intrinsecas.

Além dos aspectos vantajosos que a formulagdo invariante oferece quanto a
analise do modelo matematico, é interessante também mencionar a sua importancia
na teoria de modelos fisicos que é amplamente utilizada na dindmica de meios
continuos (mecinicos ou biolégicos).

A dificuldade de testar experimentalmente fendmenos de grande porte (cormo
a dindmica de avides, navios ou represas) ou muito pequenos (como o movimento de
glébulos vermelhos em um capilar) levanta naturalmente a seguinte questdo: qual o
modelo fisico de “tamanho factivel”, (um protétipo), que representaria o fendémeno,
e como?

A simples redugio (ou a ampliacdo) geométrica ndo representa fielmente o
fenémeno original, e Galileo ja sabia muito bem disto no século XVIL

Pelos argumentos que acabamos de apresentar, dois experimentos do
fenémeno representado pelo modelo I sdo qualitativamente equivalentes se os seus
respectivos pardmetros dimensionals (m, ¢, k, zg, ve) = p e{m’, ' k', 2, vf) = ' esti-

verem na mesma classe de equivaléncia, isto &, se
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Neste caso, ambos os experimentos serdo descritos pela mesma fungao

G(t: o, ﬁ)

Portanto, experimentos em que os parametros constitutivos adimensionais se mantem
inalterados apresentam comportamentos qualitativamente semelhantes.

Este € o principio fundamental da construgdo de modelos fisicos.

A titulo de exemplo, suponha que um modelo fisico reduzido do sistema
massa-mola-viscostdade deva ser construido para representar o fenémeno caracteri-

zado pelos parametros constitutivos (m, ¢, k, zp, vo) = g, de tal forma que,

m'=10"°m (redugio da massa por um milionésimo)
gy =102y (redugio do deslocamento e da

vy = 107'yy  velocidade inicial por um décimo)

Questao: quais devem ser as especificagdes para a mola (k') e para a viscosidade (¢')
do modelo fisico?
Para que o experimento determinado por g’ = (m’,d, k', z{,v]) apresente o

mesmo comportamento qualitativo devemos ter

i ¢
_ - de ond
Ok JmE \/10 -y \/
C

ou ——\/W \/_,
/ \/’ o 107w f10- 3m \/:
k' 10- 1.'1:[)

89




ou, =107

e, portanto, ¢ =10

Todavia, nem sempre é possivel conseguir uma redugéo tao drastica na resisténcia a
viscosidade quanto a requerida pela relagdo ¢’ = 10~ e isto impde uma consideravel
restri¢ao a redugdo geométrica do modelo fisico.

As idéias envolvidas no método de adimensionalizagao, embora antigas, néo
esgotaram as suas aplicagdes € o leitor interessado podera encontrar diversos exemplos
da sua notével eficicia em dindmica dos fluidos (Birkhoff {1960}, Sedov, [1975] Monin
[1968], Frisch [1990]), e em biologia (Schmidt-Nielsen [1984], McMahon [1983], Lin
[1990], Pritchard [1993], Hardt [1980], Vogel {1983]).(*)

Além disto, sob o ponto de vista matematico, estas 1déias também nao se
esgotam com uma simples mudanca de variaveis por homotetia, mas se constituem na
origem e ponto de partida da importante e ativa teoria de similaridade e grupos para
equagdes diferenciais (Qvsiannikov {1982], Blumant [1974], Bluman [1984], Dressner
[1983], Barenblatt [1979]). Na verdade, a teoria de grupos continuos pode ser utilizada
para a formalizacio dos virios resultados apresentados, entretanto, optaremos por
uma argumentagao mais natural e prépria do ponto de vista da teoria de modelos
matematicos.

O procedimento heuristico utilizado até aqui para a obtencao da formulagio
invariante (adimensional) é “ ad hoc” e ndo fornece garantia de que possa ser sempre
bem sucedida,ou que os resultados finais, tal como o niimero de parametros adimensi-
onais, possa ser determinado de antemao independentemente do método empregado.

Na préxima se¢ao, adotaremos uma abordagem mals abstrata que nos aju-
dard a desenvolver um método sistemdtico aplicdvel a situagdes muito mais gerais do
que as descritas por equacdes diferenciais e a demonstrar que o namero de pardmetros

invariantes é uma caracteristica intrinseca do modelo matematico facilmente obtido.

(*) West-Bhargava-Goldberger).Consulte também a curiosa aplicagio destas idéias no ensino do
caleulo em B. Cipra - Misteaks, A Calculus Supplement, Academic Press, 1989, (capitulo 6).
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3. Definicdo de Modelo Matematico

1 - Grupo de Dimensdées

Consideremos um conjunto de simbolos que denominaremos base fundamental

de dimensdes
D= {Dl?"'?Dk}

onde cada simbolo D; é chamado de dimensio fundamental, e o conjunto de produtos

formais gerados por D
k .
{N=1[Dr , nieZ}={D},
=1

que serdo chamados de dimensdes compostas.
Representando as dimensdes da base como um conjunto ordenado
(D1,...,D};) denotaremos por D*, n € Z*, o produto formal (dimensio composta)
k
D"=1IDP¥ n=(m,...,n) onde

i=1
k
D; = [[ D%.
i=1

O elemento
k
I=D%= H D?
i=1

sera chamado adimensional.

Com a definigao natural de produtos entre dimensées
Dn Dm — Dm+n

obtemos o grupo de dimensées (homogéneas) G(D), com unidade I.
Um subconjunto de {D},A = {Ay,...,A,} é dito completo no grupo G(D)

se para toda dimensdo A € G(D} existe uma forma de escreve-la como
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A=A% a€Z* (A=A .. A%M).

A ¢é dito uma base, se for completo e se cada dimensao composta for gerada de uma

unica forma.

Teorema: Todas as bases de G(D) tém um mesmo nimero de elementos, k.

k
Dem: Como A, € G(D) A, =[P : (1 <7< pu)ecomo D; € {A}
i=1

temos

i
D;=J[Aé 1<j<k

=1

k 5o u k . djn
Portanto, D; = HDi" = H HD-' m) _
i =1 N=1

=1

k Ly
ﬁ ﬁ DMidin _ TT D (ZL‘ d”"\"')
]
=1 i=1
Pela unicidade da representagido em D concluimos que

I

Z djf}Aﬂ‘i = 5{3-
n=1
# (Z.."c=1 A’?"dif)
Analogamente, A, = [[ A, e, portanto
¢=1
k
2 Anidig = g

!‘:1

Consequentemente, as matrizes A = (A,;) e d = (d;,) satisfazem as igualdades

Ad = Iy,
d = I



o que nos leva a concluir que p = .
2 — Principio de redugéo: indice dimensional do modelo

Consideremos agora um conjunto completo de dimensdes N = (Ny,...N,)
em G(D), tal que
k
N; = [[ D*.
=1
Entdo p > k, e é possivel escolher uma base como subconjunto de N. As dimensoes

geradas por NV sio expressas na forma

ou seja, N7 = D* onde a = (a;;} é uma matriz k x p.

Os produtos IN” tais que a7 = 0 sdo iguals ao elemento adimensional e serdo
denominados Produtos Adimensionais de N.

Como N é completo, concluimos que p > k e que a dimenséo vetorial do
nicleo de a em @* € igual a p — k. (Este niicleo pode, obviamente, dispor de uma
base com coordenadas inteiras).

Por outro lado, como o posto da matriz @ € igual a k podemos escolher &
colunas linearmente independentes 5, ..., j*.

Desta forma o conjunto de dimensées {Nj,... N;x} = N serd uma base de

G(D). O nimero p — k serd chamado indice dimensional do conjunto de dimenséces

N de G(D).
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3 — Grupo de Sistemas de Unidades

Um sistema de unidades no grupo G(D) é uma funcéo u : G’(JD)r — R - {0}

tal que u(ﬁD:") = ﬁu(D;)’“

=1 i=1
isto €, u € um homomorfismo de grupos.

O conjunto de sistemas de unidades em G(D) pode receber também uma

estrutura natural de grupo com a operagao uv{N) = u(N)v(N) e serd denotado por

G*(D).

Os valores u{l);),? € ¢ < k, sdo chamados unidades bésicas {(ou valores

fundamentais) do sistema de unidades e o determinam completamente.
u(l})=1 Yue G*(D)

O sistema unitdrio 1,i(N) = 1 VN € G(D), pode ser ser encarado como a origem;
todos os outros sistemas serdo miiltiplos (em G*(D) de i e portanto u € G*(D) pode

ser também visto como uma mudange do sistema de unidades.

A mudanga do sistema u para o sistema v é feito por meio do sistema u™'v =
w, onde v = wu = {(vu")u.
Observamos que G*(D) néo é construido arbitrariamente mas existe como

uma consequéncia imediata de G(D).
4 — Medidas

Denominaremos medidas de uma dimensio N € G{D) a uma fungdo my :
G*(D) — IR tal que

_v(N)
my(u) = u(N)mN(v)

isto &, satifaz & “regra de mudanca de unidades”.
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Observamos imediatamente que o numero
0
mpy = u(N)mpy{u) :

é constante com u € G*(D) e serd denominado invarianie da medida my, € também

que

A medida

u — N(u) = u(N)™

sera chamada medida unitdria de N e tem invariante igual a 1.
Portanto, toda medida de NV é simplesmente um muitiplo da medida unitiria

de N

4]
My

u(N)

Se g for uma medida, denotaremos por [p] = N a dimensio a que ela corresponde.

mN(u) =

Medida de uma n-upla de dimensdes N = (Np,...,N,) é uma funcdo
g G(D) — IR™ constituida de uma n-upla (gy...,¢,) = p de medidas;
p® = (19,...,48) é o invariante de u. A definicdo apresentada acima para me-
didas de dimensdo, embora fazendo uso de todo o grupo de sistema de unidades,
caracteriza um conceito que independe de um sistema particular e poderia ser dada
independentemente de G*(D) através de seus invariantes. De fato, um objeto que
depende de G*(D) depende, em tltima andlise, de G(D), ou seja, da base funda-
mental de dimensées [ = {Dy,..., D:}. Concluindo, reafirmamos que esta definicdo
de medida se relaciona ao conceito de fun¢do e ndo aos seus valores numéricos que

assume aqui o papel de representagies da medida nos diversos sistemas de unidades.
4. Modelo Matematico — Formulagao Analitica Reduzida

G. Vollmer: “Descriptions of systems may be rather lenghty. But they may

be shortened by the elimination of redundency. If a sysiem is not redundant at all, if
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no detail of ils structure can be inferred from any other, then it is its own simplest

description”.

Consideremos uma n-upla completa de dimensées de G{D)
N=(MNM,...,N,) (te. {N}={D}en2>k)
a qual estd associado um conjunto M de medidas
#'__(pl!"':aun): onde [,U,‘]ZN,‘, lfzﬁn.

Definiremos M como um modelo matemdtico e a cada medida p € M como um evenio
do modelo,

Esta definigio coloca o conceito de modelo matematico em uma perspectiva
formal especial e abstrata mas que é intuitivamente razoavel.

Observemos que a defini¢io nio faz uso de um sistema de unidades particular
mas, implicitamente, se refere a todo o grupo G*(D) de sistemas de unidades que é
determinado, em suma, por G(D).

O grupo de dimensées G(D) e a n-upla completa N = (Ny,...,N,) consiste,
portanto, na estrutura bésica sobre a qual est4 definido o conceito de modelo como um
conjunto M de medidas (eventos). IV serd chamada n-upla de dimensdes mensuraveis
do modelo.

A representacio dos eventos pode ser agora feita por métodos analiticos, o
que nos levarad ao conceito classico de modelo matematico.

Como cada medida g, é caracterizada pelo seu invariante p® = p,(u)) =
(¢3,...,42), o conjunto M pode ser biunivocamente associado a um subconjunto E°
de JR® que sera chamado espago de fase do modelo M. Se, por outro lado, utilizarmos
um sistema de unidades u, os eventos de M também podem ser caracterizados como

um subconjunto £{u) de R™ na forma
b€ Mt p(u) = (u(M) ™o iu(Nn) ™) € Bu)

O conjunto dos pontos de JR™ que representam uma medida g de M pode ser descrito

COIIo

Su=A{(tu(N) .. ppu(Na) ™), u € GT(D)}
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Suponha que Nj,...,N, formem uma base extraida de N = {MN,...N; ,
Niga,..., N} segundo o principio de redugio. Portanto, o sistema de unidades

u € G*(D) é completamente caracterizado por seus valores u{N;),... :u(Nk) €, se
Nipj =N (1€5<n-k)

temos
k

w(Nips) = u (f[ N:"-‘J‘) = TT ().

=1 i=1
Assim, cada medida g € M, terd sua representagdo no espaco de fase IR" feita por uma
hipersuperficie algébrica de dimensio k parametrizado pelos valores u(Ny),. .. u(Ng).
Além disto, esta representagio é feita sem ambiguidade pois, se p(u) = g(v)
(i.e. se S, N Sz # ¢) para u,v € G*(D) entdo

wi(w) = fi(v) 1<i<k
Dado w € G*(n}, temos

piw) = w(N) (VD) pialu) = w(N) eV (v) =
= (N u(Noo(Ne) oV ) (v) = By ™)

1

ou seja, existe uma medida w™luv™! = W tal que

7, (w) = pi(w),
logo, S, = Sz.

Portanto, a representacao do modelo M em IR® é feita por meio de uma
correspondéncia entre os eventos my € M e os elementos S, 5 de uma familia disjunta
de hipersuperficies de dimensio & em R".

Se estas hipersuperficies determinarem uma folheagio de uma regido no
espago de fase em JR™ a caracterizagio da familia pode ser feita pela sua co-dimenséo,
isto é, por meio de uma hipersuperficie de dimensdo n — k transversal a familia. Em

outras palavras, suponha que os pontos U S, sejam representados como zeros de
. . neEM
uma fungio ¢ : R* — R, isto é,

$(zy,...2,)=0=Fp €M e ue G(D) tal quez; = g;{u),] <i<n.
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Por meio desta identificagéo a representagio dos eventos g do modelo M ¢ feita por
meio das raizes de ¢ mas sem necessidade de todas elas; basta que encontremos uma

raiz em cada hipersuperficie. Se p € M é tal que p? #0; 1 <7 < n, entdo

Glpiu)y. .., pn(u)) =0

ou,

(udu{N)Y L u (V) e u (Vi)™ (V)T =0

Tomando agora o sistema de unidades (intrinsecas) u tal que u(Ny) = pf ... u(N;) =

43 teremos

¢(1'J rrry 1! ﬂ2+1u(Nk+1)v1a Tt #?tu(Nn)-_l) = O

ou 0 0
qb(l PR e ) — 0.
f:l(#?)a“ f=](“?)0'ij
Observemos agora que
. tipy1 (V) #24-,‘ .
Vv e G'(D), — = —  pois,
a(m()os T (k)
k
Nuws = IV (1<j<n—Fk) e
i=1
v(NVets)
- =1, Yve G'(D).
1 (v(N:))s
Portanto,
By 0
ﬂEM“'\“—‘}é(l,...l,..._‘“‘""—'—"__...) =0.
i (4)24

Concluimos entdo que a busca das solugdes de ¢(zy,...,2,) = 0 que determinam os

eventos i do modelo matematico M é equivalente & busca das raizes de

'l/)(nla re ann—k) =0

onde
T4l

=T g
’ HN AL
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1!‘(7}1,- "Fﬂﬂ—k) = ¢(13 "}1: Wl:---;ﬁn—k)-

I}

Os agrupamentos 7; sdo chamados adimensionais pois nio dependem do sis-
tema de unidades usado para avaliar p.

A formulagdo matemadtica

Py s i) =0

do modelo M serd chamada formulagdo adimensional, ou formula¢do analitica redu-
zida, ou invarianie.

A caracterizagio da funcio ¢, seja por um problema de equagao diferencial ou
por qualquer outro critério, significa a determinagdo do conjunto de eventos possiveis
M através de sua formulacao analitica reduzida.

A formulagao invariante obtida por meio da escolha de unidades intrinsecas
utiliza a base de dimensdes Ni,...,N; extraida do sistema completo N =
(N1yoooy Ngy Niyr ... N,), pelo principio de redugio, ou seja, utiliza k colunas li-
nearmente independentes da matriz a, enquanto que o método de adimensionalizagio
faz uso imediato dos produtos adimensionajs de N, ou seja utiliza uma base do nicleo
de a.

A formulac3o invariante analitica é descrita portanto através de uma fungio
¥ com n — k variaveis 1, ...,7.—k que representardo os n — k “agrupamentos adi-

mensionais” de Ny, ... N, dados por

L . )% (2?:1 “.ﬁor.—)

LI = (I 25) " = 1T 2,

r=1 =1 Yy=1 =1
ou seja, tomando uma base qualquer de Ker (a), {a!,...,a"*}, consideramos as
dimensdes

n
v s o
€ as variavels iy = ]:[.7,':-

i=1
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O conjunto de varidveis adimensionais ndo € tinico, obviamente, mas tem
sempre 0 mesmo numero, n — k, de elementos. As variaveis de um conjunto, sempre
podem ser escritas algébricamente em termos das varidveis de outro conjunto.

Se A%,..., "% formam uma outra base de Ker{a),
F=Znﬂ(ﬂ=2%@)
i i
a varidvel adimensional correspondente a 5 é v;, e

[%].' _ l:INfg _ I‘IN‘QZ;TJ-‘.ai _ HI:[NTj‘Gi _

£

- TI(TTs) " = Tl
- ( 8 ) - ni] 1
k3
ou seja,
g
="
i=1

Por este motivo poderemos considerar que estas duas abordagens sao de fato
pontos de vista duais de um mesmo principio.

A complezidade do modelo pode agora ser definida numericamente por e*~*,
que representa um crescimento exponencial com relagio ao seu indice dimensional,
i(M) =n—k, o que concorda qualitativamente com o conceito intuitivo apresentado
anteriormente.

O indice dimensional é portanto, uma caracteristica fundamental da estrutura
do modelo matematico e pode ser facilmente calculado a partir do conjunto de suas
dimensdes mensuraveis {[Montroll [1986),, Wolfram [1986]).

Esta € uma dentre das varias maneiras que tem sido propostos para medir a
complexidade de um fendémeno mas, observemos que neste caso, ndo nos referimos ao
fendmeno em s1 mas ao modelo matematico o que de certa manewra atrela o conceito
de complexidade ao observador.

A dindmica de populagfes com intera¢les sociais se constituem natural-
mente em sistemas com uma enorme complexidade em vérios sentidos (Kolmogo-

rov, Multiplas Escalas e Espagos de Pardmetros). A descrigio destas populagdes por
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modelos matematicos que utilizam o conceito de espago de aspecto assume que as

interagdes socials sdo completamente cartacterizadas pelas posi¢des relativas entre
'

individuos neste espago ou por meio de uma métrica.

Como as dimensdes espaciais tem dimensSes de medida distintas, e a interacio
envolve em geral informagdes cruzadas entre todas elas, é razodvel esperar uma grande
complexidade destes sistemas com respeito ao seu espago de parametros.

Uma discussdo sobre as conexdes entre estes trés conceitos de complexidade
nao sera tentada neste trabalho.

Sei(m) = 1, a formulagdo analitica do modelo é feita por meio de uma fungéo
de uma varidvel () = 0, ou seja, ela se reduz a determinacdo de constantes ¢ = gy,
e consequentemente a uma relagdo algébrica entre as varidveis dimensionais.

Consideremos o exemplo classico fornecido pelo modelo matematico de um
péndulo oscilante sem atrito cujas dimensdes mensuraveis sdo (14, g, 1, m, A), respecti-
vamente, periodo, aceleracdo da gravidade, comprimento da haste, massa e amplitude
da oscilagio.

Como a base fundamental de dimensdes é (I, M, L) (isto é, massa, compri-

mento) e

[Tl =T, lgl=LT7% (=L, [ml=M, [Al=L

concluimos que (M) = 2 e, portanto, podemos tomar como variaveis adimensionais

m = Tol 4% ¢1% p, = AI"'. A formulagio analitica ¥(n,7%;) = 0 pode ser escrita

como
= f(n2)
ou
To= [f Afl).
Se A/l « 1, podemos aproximar f(A/l) = f(0}, (pequenas oscilagbes), e obtemos
T, = f(0),/-
° )

A resolugdo de um problema perticular ou a medida de um evento nos dé entdo a

conhecida f{6rmula para o periodo de oscilagao de um péndulo com pequena amplitude
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Para outros exemplos consulte Birkhoff, Sedov, McMahon-Bonner.
O caso limite i(m) = 0 {de complexidade minima) significaria que a matriz

a seria quadrada inversivel
(dim Ker(a)=0 e n=k)

Portanto, do ponto de vista do modelo matematico, terfamos um conjunto de di-
mensdes N = (Ny,...,N,) independentes entre si € formando uma base de G(D).
Neste caso seria impossivel obter uma formula¢do matematica nao trivial. Supo-
nha que @(z1,...2,) seja uma formulagdo matematica com ¢ analitica. Entao
o(21...2,) = T caz® onde ¢, sdo adimensionais. Mas pelo principio de homogenei-
dade todos os termos devem ter medidas da mesma dimensdo e isto so seria possivel
com uma unica poténcia @ = (¢1,...,2,){(e = 0, se adimensional) o que resultaria em
uma equagao trivial.

Diversos aspectos conceituais sobre os fundamentos de modelos matematicos
e suas generalizagdes estdo ainda inexplorados e abrangem um amplo espectro de
pontos de vista que vio desde questdes de cunho essencialmente filoséfico e especu-
lativo a outras questdes praticas de grande importancia na aplicacio da matematica

ao estudo de fenémenos naturais.
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5. Tempo de Difusao

O processo cléssico de difusido é um dos modelos mais comuns para o estudo
da dinamica de populagdes distribuidas pela sua simplicidade, e é importante conhecer
algumas de suas propriedades que serdo utilizadas mais adiante. A propdsito, estas
propriedades podem ser facilmente obtidas e se constituem em um bom exemplo para
os conceitos de escalas.

Comecemos pelo problema fundamental de difusio na reta com uma fonte
pontual com N, individuos no instante inicial na origem A densidade da populagao

sera a funcdo incdgnita dada por u(z,t). As dimensdes necessarias para o problema

s40;
[z] = L = comprimento
[t] = T = tempo
N = nUmero relativo de individuos contados com a unidade Ny
[u] = NL71.

Os finicos pardmetros serdo [D] = L2T~!, [Ny] = N. Portanto, £ = z/v Dt

v Ditu

= p, e, necessariamente, temos p = f(£) ou,

é adimensional assim como

N e
0 &L
ufz,t) = (—)
(2.1) v Dt / VI
. Ou 3u
Considerando o problema e =Dﬁ ,u(z,0) = Nyé(z) obtemos uma
X
equagdo ordindria para f cuja solu¢io imediata nos da f(g) = Ce~ (714 e, final-
mente, N
32
u(z,t) = % ¢~ lize)
47 Dt
Se considerarmos o problema em duas e trés dimensdes continuaremos tendo a mesma
2
varidvel adimensional z = — e um novo agrupamento, respectivamente, ps =

Dtuy e p3={(Dt)*%u3 e, portanto,

]

e~(ipe) uz(z,t) = ———7 ¢ 1D

ulz, ) = 47 Dt

onde z é a distancia radial a origem.
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Como se sabe, a equagao de difusdo dispde de uma velocidade infinita de
sinalizagdo o que sob alguns pontos de vista é enganoso. Sob o ponto de vista ex-
perimental, uma populagdo Np colocada na origem, fard “sentir” a sua presenca em
um ponto zg > 0 somente quando a densidade u(zy, £} estiver acima de uma medida

detectavel, digamos ¢ > 0, isto é, s4 para o instante ¢t no qual
u(zp, &) > €.

Levando em conta apenas o termo dominante exponencial concluimos que

isto se d4 apenas depois que

1:2

m(&'.

2
To

D'!

QOu seja, 0 tempo necessdrio para que o sinal seja detectdavel em z¢ € da ordem de

2
. — Ty, p
e esta medida de tempo £y = 50 é chamada de tempo de difuséo.

Invertendo o argumento, podemos obter uma avaliacio da distincia alcancada
pela influéncia de uma difusdo pontual depois de um tempo ¢ na forma z ~ v Dt.

Para o caso bi e tridimensional as velocidades de propagagio sio avaliadas
mais adequadamente por meio da area e volume, respectivamente, que sio influenci-

adas depois de um tempo ¢, e que, naturalmente sio descritos por
Area ~ Dt (bidimensional)
Volume ~ (D#)3/2  (tridimensional)
Estas avaliacbes sdo de importancia fundamental para uma primeira abor-

dagem de modelos matemadticos que contemplam o processo de difusio classica em
sua dinamica, tal como na andlise de ativacio e inibicio em populacdes com reagio
(Levin-Segel [1976], Segel [1990]).

Se considerarmos por exemplo, que I (sucrose em H,0 a 20°C)= 4.58-107°
cm?/seg., a ordem de grandeza para o tempo de difusio é I, = z2- 2. 10° seg com

(Jzo) = e¢m), e portanto, se zg = 10? cm temos
1o =10%.2-20° = 2- 10"%seg ~ 30 anos.

Esta estimativa nos mostra facilmente que o transporte ou a sinalizagio por

difusdo é completamente ineficiente para longas distancias.
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No artigo Murray-Seward [1992] sobre a dispersao espacial da raiva entre
raposas na Europa, estima-se que o coeficiente de difusio para estes animais quando
infectados pela doenga (o0 que aumenta o seu movimento aleatdrio cons;dera.velmente)
¢ da ordem de D = 200 Km?/ano.

Os tempos de difusdo para 100 Km e 1000 Km sio

7o = 100Km)? ~ 50
100 200{Km) /ano anos
tioe = —aoKmpe = 5000 anos

200(Km)*/ano

o que significa claramente que o processo interativo da populagio é fortemente res-
ponsavel pela sua mais rapida propagacio, que pode ser da ordem de 100Km/ano
(Murray-Stanley-Brown [1986]).

Os organismos vivos utilizam-se de estratégias diversas para compensar esta
baixa velocidade de “propagacio” da difusio. Além do processo interativo ja citado,
a geometria também € utilizada pelas células cujo intercambio bioquimico com o
exterior € feito por meio de difusdo. Para facilitar este intercambio a célula toma
formas achatadas onde hd um aumento da superficie de contacto e uma diminuigio
da distdncia enire o miicleo e a membrana para o transporte de substincias. Uma
das estratégias mais utilizadas é a formacgio de redes de conveccio como as de vas-
cularizagdo que se ramificam até escalas muito pequenas. Quando abordadas sob
um ponto de vista macroscépico, tal como feito no capitulo VI, o transporte' por
ramificagiio pode ser tomado como um processo de difusdo aperfeigoada, encontrada
no desenvolvimento tumoral (Folkman [1976], Balding [1986]), no metabolismo foliar
{Mitchison [1981}}), no crescimento de fungos (Eldelstein [1982]), no sistema bronquio
pulmonar e outros {(La Barbera-Vogel [1982], West-Goldberger [1987]).

Uma outra importante questdo que exige a avaliagio do tempo de difusdo
esta relacionada a capacidade de predadores encontrar suas presas por meio de uma
busca completamente aleatdria que, macroscopicamente, ou probabilisticamente, é
representada por um processo de difusdo. Em situagdes como a procura de invasores
do corpo por meio das células macrofagicas (que possuem mobilidade prépria), a

otimizagao do tempo de encontro € crucial para a defesa do organismo. O processo de
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difusdo pura neste caso seria totalmente ineficiente e é compensada por uma estratégia

assoclada de gquimioiazia (Keshet [1988)).
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CAPITULO V

Transigao de Escalas e a

Superposicao Assintética

“Construction in successive stages is the principal governing the formation of
all living systems, whatever their degree of organization... Organisms are built
by a series of integrations to form a set of the level just above...,” Frangois
Jacob,

1. Introducao

Em qualquer investigagdo sobre um fenémeno natural feita com o objetivo
de descrevé-lo quantitativa ou qualitativamente, € necessario concentrar e focalizar a
atengdo em uns poucos aspectos previamente escolhidos em detrimento de outros.

A prépria caracterizacdo de um fendmeno particular como objeto de estudo,
assim com a escolha de suas varidveis mensurdveis sao resultados de uma restricao
preliminar da observa¢do a um universo reduzido.

A escolha preliminar dos objetos concretos ou conceituais a serem focalizados
surge de avaliagbes baseadas em experiéncias quando estes objetos se evidenciam,.
parte, como resultado da limitagdo natural do observador e parte de sua prépria
iniciativa. Este procedimento é, na verdade, a esséncia do método analitico que
foi responsavel pelo rompimento da metodologia cientifica com a estratégia filosofal
da idade média, € que fundamentou o extraordindrio desenvolvimento da ciéncia
moderna.

A idéia de focalizagao dtica tem interessantes analogias com o procedimento
analitico, a comegar naturalmente pela atengio concentrada a um campo de ob-
servacdo (difusamente) restrito, ndo tanto no que se refere i delimitagio espacial
mas, principalmente, com respeito ao ajuste do foco que restringe a nitidez da ob-
servagao a uma faixa de escalas de comprimento.

Uma observagao microscépica do movimento de um organismo celular, por

exemplo, exclul, de um lado, observa¢des do movimento molecular do meio adjacente
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e, do outro, aspectos macroscopicos realgando, no caso, processos da ordem de 10um.
Ja& uma observagdo telescpica astrondmica serd focalizada em uma faixa de escalas
completamente distinta. ’

O método analitico é caracterizado, genericamente pela redugdo do universo
observavel, isolando-o (em um amplo sentido) das interagdes com o “exterior”. A
consideragdo de um conjunto de objetos observiveis isoladamente como um uni-
verso a parte é, obviamente, uma abstragio idealizada, ¢ um reconhecimento nio
s6 tacito mas operacional deste fato, é indispensavel para o tratamento matemadtico
do fendémeno.

Obviamente o método s6 poderd produzir uma descrigio caricata do fenémeno
natural mas, de qualquer forma a natureza é mesmo muito complexa frente a nossa
capacidade de compreensdo para que possamos descrevé-la por mais que uma sim-
ples caricatura (Von Neumann). Entretanto, isto ndo significa que a tnica diregio
possivel para a ampliacio e aprofundamento do conhecimento cientifico seja a da
progressiva redugio do campo de observacio, embora esta tenha sido uma tendéncia
predominante na ciéncia contemporanea.

E notério que nos tltimos anos houve um ressurgimento vigoroso de uma
visdo mais fenomenoldgica e menos reducionista na ciéncia no sentido de interrela-
cionar as numerosas € isoladas partes “microscopicas” do conhecimento por meio de
modelos “macroscopicos”. E, ao contrario do que ingenuamente se poderia prever,
o macroscopico nio € simplesmente trativel como uma superposicido das partes mi-
croscopicas. Ha de fato um salto qualitativo como resultado precipuo da quantidade
e da complexidade de interagio entre diversas escalas.

A verdade € que no estudo de qualquer fenémeno natural estamos diante de
um espectro continuo de escalas simultineas que sio permedveis e admitem interagdes
entre seus diversos nivels, mesmo que a nossa observagdo se restrinja a universos
extremamente reduzidos.

A permeabilidade através dos diversos niveis mesoscépicos de escalas quanto a
interagbes mutuas é uma preocupacao antiga na formulacdo de modelos matematicos
e é bem representada pela conhecida descrigao que L. Richarsdson (1922) fez sobre o

mecanismo da turbuléncia em fluidos parafraseando um verso de J. Swift (1733)
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“So naturalists observe, a flea,

Hath smaller fleas that on him prey,

and these have smaller yet to bite’ em, ,
and so proceed ¢ ad infinitum”

A origem do conceito de escalas de observagio deve muito a dinamica do meio
continuo e pode ser exemplificada pelo estudo do fendmeno de ondas de superficie
da hidrodinamica. Para uma abordagem deste fenémeno com o intuito de utilizar o
instrumento de modelo matematico, é indispensavel que seja estabelecida uma escala
de observagdo “a priori” para diferenciar situagbes tdo dispares quanto as que se
mostram no oceano (da ordem de quilémetros) das que ocorrem em um copo d’ agua
(da ordem de centimetros).

O préprio oceano pode ser considerado como muito profundo, se observado
na escala humana ou como uma pelicula delgada sobre uma esfera, se visto em um
contexto planetario.

Mesmo a escolha do fenémeno das ondas de superficie como objeto de es-
tudos subentende um isolamento tdcito do universo de observagio com respeito a
varias “fronteiras”, tanto espaciais, quanto temporals (tempo de observagao} ou
fisicas (onde consideram-se algumas for¢as mecinicas mas descartam-se outras, como
as magnéticas, térmicas e etc.).

A restri¢do preliminar do universo de investigacdo é feita, a “grosso modo”,
com. base na percepgéo experimental do observador e lhe é imposta pelas suas li-
mitagoes naturais de cognigdo.

Entretanto, o prosseguimento da focalizacio em regiGes com fronteiras mais
restritas, e menos conhecidas, exige uma argumentagio progressivamente mais cui-
dadosa do que uma percepgio experimental.

A turbuléncia, que talvez seja o fenémeno mais conhecido e estudado onde
ocorre uma intensa e extensa permeabdilidade entre diversas escalas, é causada pelas
inumeras formas de instabilidades da dinamica dos fluidos. Este mecanismo possibi-
lita que fendmenos de natureza essencialmente molecular sejam fortemente ligados a
fendmenos em escalas planetarias, ou seja, podemos dizer que os murmdurios molecu-
lares séo ouvidos em dimensdes continentais (e esta é uma explicagao razoavel para

a extrema complexidade que é uma caracteristica da metereologia).
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A formulagio de modelos matemdticos para fendmenos relecionados a
dindmica de populagdes de organismos, exige uma redug¢io severa do universo de
observagdo com respeito as escalas de tempo, comprimento e variedade de individuos.

A dinamica de populagbes tal como de fluidos, apresenta uma grande per-
meabilidade entre as suas escalas e, portanto, modelos matematicos com um minimo
de representatividade abrangem processos simultaneos em diversas escalas de tempo,
comprimento e variedade de individuos.

A multiplicidade e a permeabilidade das escalas em ecologia, particularmente,
¢ um fato notdrio que exige um tratamento cuidadoso tanto no que diz respeito as
escalas de observagio quanto as escalas naturais intrinsecas do modelo matematico.

Trabalhos recentes, como os de P. Kareiva [1988], tém abordado a questdo
de escalas de observagio por meio da anélise de experimentos controlados com po-
pulagbes de insetos, e, S. Levin [1992], tem discutido teoricamente o assunto sob
varios aspectos.

No estudo da dinidmica de populagbes sob o ponto de vista sociobioldgico
(Jager-Segel [1992), Hogeweg [1988], Schelling [1979]), o problema fundamental é
relacionar os comportamentos e interagées individuais que a etologia oferece (Lorenz,
Tinbergen, Frisch) com as estruturas macroscopicas por meio de modelos matematicos
que fagam esta transicio. Em situagbes andlogas, temos também as informagdes
de natureza bioquimica relacionadas ao comportamento do sistema imunolégico e a
dinimica eletroquimica dos ions neurotransmissores através da membrana celular dos
neurdnios com o sistema neuroldgico como um todo.

A dindmica de redes filamentares, a ser tratada no préxime capitulo, tem por
objetivo a mesma conexao,

1 importante observar que, (a0 contrario do pressuposto pelo reducionismo),
em diversos estudos o objetivo é obter informagdes sobre escalas microscopicas a
partir dos modelos de escalas relativamente macroscopicas, mas, na quase totalidade
dos casos o resultado é uma melhor compreensao de todas as escalas envolvidas em
um fendmeno.

A interface entre modelos microscdpicos € macroscdpicos de um mesmo

fendmeno é uma regido de dificil analise e a estratégia mais comum para o seu estudo
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¢ a formulagio de um modelo abrangente. Na verdade, qualquer modelo matematico
razoavelmente representativo contém na sua abrangéncia fenémenos de escalas muito
diversas, e o estudo destas interfaces de transigio e dos submodelos ¢ de grande
importancia geral.

A transicdo destas descrigbes entre submodelos se faz de uma maneira sin-
gular e ndo como uma conexio “fixa” ou por uma passagem “suave”’. A convivéncia
necessiria de escalas enormemente distintas em um mesmo modelo matematico
axiomatico exige que técnicas com um cardter mais operacional sejam desenvolvi-
das (no lugar de um critério exclusivamente experimental) para que se proceda nao
apenas ao isolamento de escalas de observac¢des mas também ao estudo de suas inter-
relagbes e transighes.

Neste capitulo serdo apresentados alguns conceitos relativos ao processo de
transicio entre escalas de um modelo matematico. Para isto, faremos uso de um
modelo analitico no qual serdo demonstrados alguns teoremas e técnicas que tém
por finalidade a construgio de aproximacdes assintdticas uniformes para solugdes dos
problemas.

A transi¢do de escalas em um modelo matemitico ocorre quando um
parametro adimensional, que representa a relagio entre duas medidas de mesma
dimensdo se aproxima de zero. (Isto significa uma discrepancia entre duas medidas
que exprimem duas escalas de mesma dimensao do modele).

O limite nulo deste pardmetro adimensional é frequentemente singular o que
indica uma concentra¢do de informagdes nas vizinhangas deste limite; de uma uma
maneira semelhante a0 que acontece as singularidades de uma fungdo analitica e,
tal como também ocorre para estes casos, a aproximagao da solugio é feita assin-
toticamente por meio de uma série de fungdes basicas com respeito ao parametro
E.

Assim, se u(¢) for a solugdo do problema em um espaco de fungdes £ com

norma || ||, a aproximagao assintética de u(e) em séries de poténcias de ¢,

Un(e) =uo+ ety + -+« +™u, , (un(e) € E),
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deve satisfazer a uma estimativa do tipo
l|u(e) — Un(e)l] < Cre™  (C, constante). '

Portanto, a aproximagdo (para a norma ||-||) depende néo apenas de n como também
de €.

Em geral, a série 3" uzc® é divergente e o maior significado da aproximagio
provém do limite ¢ | 0; e na maioria das vezes, a primeira aproximagio Up(e) = ug €
suficiente, razdo pela qual, enfatizaremos esta etapa inicial da construgao.

E importante observar que, mesmo para modelos cujas equagdes sdo ndo li-
neares, os calculos das fungdes ug(e) sdo feitos por meio de operagoes lineares e de
forma recursiva, onde cada etapa exige a inversao do mesmo operador linear. Neste
aspecto, os métodos de aproximagio assintdtica para problemas de perturbagio singu-
lar s3o semelhantes ao método de Newton e, em alguns tratamentos, esta semelhanca
conceitual pode se tornar concreta (Alexander {1991}, Boglaev [1976]). Embora a
aproximagao assintética aparentemente s6 seria de “valor pratico” para € no limite,
na verdade, elas s3o excelentes representacdes analiticas da solugido em uma regido
muito mais ampla do espaco de parametros.

Todas estas caracteristicas fazem dos métodos de aproximacao assintotica
instrumentos indispensiveis para a analise de multiplas escalas (Keller [1978]).

A origem conceitual do método que apresentaremnos, assim como grande parte
dos métodos de aproximacgao assintdtica, esta nos problemas da mecanica do meio
continuo e, particularmente, da dindmica dos fluidos. Numa adimensionalizagio das
equagoes de Navier-Stokes, o parametro (niimero de Reynolds)

Re — VoLo

Vo = escala de velocidade , Ly = escala de comprimento)

(onde, v = coeficiente de viscisidade,

representa de certa maneira uma relagéo entre uma escala de forga inercial Vi /Lo e
uma forca dissipativa vVy/L2 e, se Re >> 1, estamos diante de uma preponderancia

da primeira sobre a segunda.
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Portanto, se e >> 1, na equagdo adimensionalizada estacionaria
1

Vv =—7xV
vV rp+Re

Av, '

é razoavel desprezar o termo LA‘U em regides onde v ndo sofre variagbes muito
rapidas, o que nos leva as equagﬁzs de Euler. Entretanto isto modifica a equagio de
forma essencial, uma vez que as derivadas de mator ordem sio eliminadas; o termo
R}—eAv é, portanto uma perturbagio singular da equagido reduzida de Euler.

Como a viscosidade da dgua é muito pequena acreditava-se que as equagdes
de Euler seriam uma boa descri¢do para a hidrodinamica. Entretanto, a resisténcia
calculada para o movimento de um sélido através do liquido pelas equagdes de Euler,
resultava nula. Este “paradoxo” foi resolvido por L. Prandtl em 1904 quando ele
observou que em uma finissima camada sobre uma fronteira estacionaria em que se
escoava 0 liquido, havia uma variagdéo extremamente répida da velocidade entre as
condigbes nulas sobre a fronteira e a velocidade “tipica” do fluido a distancia.

Portanto, as equagdes de Euler eram um bom modelo para regides distan-
tes da fronteira mas na regido que ele denominou de “camada limite”, o termo de
viscosidade era preponderante.

As equagbes de Navier-Stokes apresentam uma grande dificuldade para a
analise e uma aproximagao simplificada era altamente desejavel nesta camada, a
exemplo do que as equacdes de Euler representavam fora dela. ‘

Com argumentos desta natureza, Prandtl propds as equagbes da camada
limite que sdo simplificacdes adequadas das equagbes de Navier-Stokes validas para
regides vizinhas a fronteira.

A conexdo entre as solugbes das equagdes de camada limite (interiores) e
das equagdes de Euler (exteriores) representou uma extraordinéaria contribuigdo de
Prandtl para as técnicas heuristicas da matemdtica aplicada e, na sua generalizagao,
este método recebe o nome de “matching” que tem uma enorme utilidade em varios
ramos da Andlise Aplicada (Kevorkian-Cole [1978], O'Malley [1974], Bender-Orszag
[1978], Van Dyke [1974]).

0O método “matching”, que é muito difundido na literatura contemporénea da

matematica aplicada, tem ainda uma base conceitual herdada dos antigos trabalhos de
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Prandtl e é suportada quase sempre por argumentos heuristicos e sem respaldo tedrico
(Vandyke {1975], Lin-Segel [1990], Bender-Orszag [1978], Kevorkian-Cole [1978]).

A prépria aproximagao que Prandt! obteve para as equagdes de FI\Ta,vier-Stokes
na camada limite em 1904, s6 recentemente recebeu um embasamento tedrico rigoroso,
apesar de continuados esforgos neste sentido desde aquela época.

Os métodos de Tikhonov-Vasileva e Vishik-Liusternik, embora disponham
de demonstragdes rigorosas para diversos problemas de perturbagio singular em
equagdes diferenciais ordindrias (Vasileva [1963], Vishik-Liusternik [1962], O’Malley
[1974]) e parciais (Hoppensteadt {1971], Krein [1971], Vishik-Liusternik [1962]), as
suas interpretagdes nao correspondem perfeitamente a descricio do processo de
transicdo de escalas tal como ele é observado em fenémenos naturats.

Por este motivo, é interessante e 1til desenvolver uma interpretacao analitica
do processo de transi¢do na forma descrita pelo “matching”, que é o mais intuitivo.

As exposigées existentes na literatura que pretendem oferecer uma descrigio
matemdtica mais rigorosa deste método ndo o fazem em toda a sua extensio, mesmo
para exemplos mais simples (Lagerstrom {1985]).

O nosso intuito nio € demonstrar rigorosamente que a solugdo obtida pelo
método “matching” € de fato uma aproximacdo assintdtica, mas acompanhar os ar-
gumentos do método analiticamente e verificar passo a passo a sua validade junto
com as inferpretacGes correspondentes no processo de transigao.

No que se segue apresentaremos este procedimento para alguns casos de pro-
blemas de Cauchy de equagdes diferenciais ordindrias. Sob algumas hipéteses adequa-
das, estes procedimentos podem ser estendidos pafa, equacdes em espagos de Banach,
ou seja, equagoes diferenciais parcials, mas isto nio sera feito aqui.

Nestes casos (problemas de valor inicial) a regido de transicio rapida (camada
limite) estara localizada na fronteira do dominio, mais precisamente, nas vizinhancas
da origem. Entretanto, em diversos outros problemas importantes em biomatemaitica,
como em dindmicas com reagio rapida e difusdo lenta e meios excitiveis, a regido
de transigdo rapida surge como uma fina pelicula viajante € tem caracteristicas de
propagacao de uma frente de onda.

Este fendmeno tem uma grande importancia no estudo de morfogénese,
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reagoes quimicas, epidemia dindmica, transmissio de impulsos elétricos no misculo
do coragao e no cérebro, e etc. {Murray [1989], Tyson-Keener [1988], Fife {1988],
Zykov {1987], Winfree {1987}, Murray-Stanley-Brown [1986]). ’

2. O Principio de Superposicao Assintética

Consideremos a fun¢io e=*/} com A > 0 e ¢ > 0, que representa o tipico
comportamento de camada limite a direita da origem no intervalo [0, T].

Observamos que esta fungao se aproxima pontualmente de zero para € — 0
(em £ > 0), mas nio uniformemente. Ela apresenta uma variacio extremamente
rapida nas “vizinhancas” da origem e um comportamento quase constante fora destas
vizinhangas, Para tornar este conceito mais claro, tomemos um ¢-intervalo [p(e), T
onde ¢(e) | 0 para € | 0 e verificamos que se p(e) = ¢|loge|, entdo e *(/8) = ((¢)
para t € (p(€),T], ou seja, se (g) = elog|loge| < ¢|loge] a aproximagao sera
uniforme em (3(¢), 7] mas néo de ordem e.

Consideremos inicialmente o exemplo

{ e :(3—1)::::;’(::) (a€ R, t€[0,T], €>0)

onde A é uma matriz n X n assintoticamente estdvel, isto &, ||e*4]] < Ce™** com
C>0 e A>0ef:[0,T] ~ R" uma funcdo continua diferencidvel (tantas vezes
quanto necessarias no contexto).

A solugio fundamental do sistema, ou seja, o semigrupo gerado por A, é da

forma
A — (i, e)

e satisfaz & estimativa
||e{t;'-=]A|| < C e—A(tfc) )

As solugbes da equagdo homogénea

H(t,e) = el/*)Aq (e € R")
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convergem pontualmente para zero no intervalo (0, 7], mas nao uniformemente, (a
menos que « = (), e caracterizam tipicamente o “fendmeno” de camada limite nas
vizinhangas da origem. r

Analisando melhor esta convergéncia verificamos que, se considerarmos o
intervalo “mdvel” [p(¢),T)], (que serd chamado um e-intervalo), onde ¢(e) | 0 mono-

tonicamente para € | 0, a estimativa
[H(t,€)|| < CeH9|a]| < Calje e

nos garante que podemos obter uma convergéncia uniforme no intervalo [¢(e), T},

p(e)

A solugao do problema nédo-homogéneo pode ser representada na forma inte-

— oo para £ — 0, ou, na notagdo da andlise assintdtica, € = o{p(¢)).

desde que

gral (Bassanezi-Ferreira [1988])

z(t, e, 0) = exp(%)a+ é/ﬁtexp(t ; SA)f(s)ds =

ou fazendo-se a mudanga ez = ¢t — s,

= exp(%)a — foth exp(zA)f(t — ez)dz.

Observamos que o limite pontual desta expressdo parat>0ec | 0é

[ exp(zA)f(2)dz = — A7 £(8) = ot

que é a solucio da equacdo ndo perturbade (também chamada reduzida ou degene-

rada) que se obtém fazendo formalmente € = 0 na equagao diferencial:
0= Az + f(t).

Zo(t) é solugdo degenerada, reduzida ou ezterior (por motivos que serdo expostos).

De acordo com o argumento de Prandtl, Zo(t) deve ser uma “boa” apro-
- g .~ - - * * m L4
ximagio de z(¢,£, @) nas regides exteriores & camada limite, onde 7 € da ordem
menor do que 1/e.

Passemos a verificar esta hipdtese e determinar que Ty(t) é uma aproximagao

de ordem ¢ fora de um e-intervalo do tipo [0,¢}logel).
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Para isto escrevemos

Alt,e) = z(t,e,a) — Tp(t) = exp(if—)a + /Oth exp(zA)f(t —ez)+

—/Omexp(zA)f(t)dz
ou, " e
Alte) = exp(?)a + /0 exp(zA)(f(t —e2) —~ f(¢))dz+
/: exp(zA)f(1)dz .

Analisando termo a termo esta expressio temos:

||exp(%)a||§01e”’\”’ onde C; = Cllal
fﬁ A)(f(t t))dz]] < e MKezdz < C
1" exp(zA)(f(t - e2) = f(e)dzl| < [ e Kezdz < Cue

onde K =||f/|l e CQ:I{/OWG_AZZdz

) . % =iz M _ ..
H]% exp(zA)f(t)dz|| SM]:/E ey = o M

onde M = [|f|le

e portanto fica provada a afirmacio.

(1)

(2)

E necessario agora obter uma aproximagéo para a solugio z(¢,¢,) em um

e-intervalo [0, #(£)) de tal forma que, assintoticamente, haja uma superposi¢ao dele

com (g|log g}, T}, isto &, que (g|logel|) = ¢(¢).

Para isto, fazemos a transformacdo “microscopica” que amplia a camada
s ¢ P P

limite tomando 7 = t/e.

A equagao se torna entdo da forma

dX
g - AX +f(£7')

X(0)=a , onde X(tfe,e,a)=2zx(l,c,a).
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Nesta equagao podemos utilizar o teorema de perturbagéo regular {Bassanezi-Ferreira
[1988] e obter uma aproximagio de ordem ¢ em um intervalo [0, 7] de X(7,¢,a) dada
por Xo(7r) = X{7,0) que é a solucio de
eX = AX + £(0)
X0) =«

e que pode ser escrita como
Xo(7) = exp{rA)fa — AT f(0)] + A7V £(0).

Entretanto, Xo(t/¢) é uma aproximagio de ordem ¢ de z(¢,¢,a) = X{i/e, ¢, a) so-
mente no ¢-intervalo de £ de ordem ¢, pois

0<r=tfe <y , de onde vem
0<t< 1.

Isto significa que, em geral, ndo hd superposicdo assintética dos intervalos de apro-
ximagao interior e exterior na ordem ¢ com estas fungoes.
Se o requisito da aproximacio de ordem ¢ for relaxada, para ordem £'/2 por

exemplo, entdo, da estimativa

X(1,e,a) = Xo(1) = eTRo(1,€) = EUQEI’(QTRQ(T,S)

temos 0<e?r <
e 0 <t < mel?
e, como ¢|loge| = o(e!/?), teriamos a superposi¢do. Mas nio nos interessa este

decréscimo de precisio, e, portanto, para haver superposi¢ao é necessario modificar
os intervalos de aproximax;é,o nas suas ordens; ou diminuindo a ordem do interior, ou
aumentando a do exterior.
O exemplo ez = —Az mostra claramente que néo € possivel em geral aumen-
tar a ordem do intervalo exterior se insistimos na solugdo reduzida.
Consequentemente, devemos focalizar a nossa ateng¢io na solu¢do interior, o

que faremos acrescentando um termo a expansdo regular

X(re) = X(r,0)+ s%‘f—(r,m + &2R(re)

= X(7,0) +eX1(1) + *R(r,¢)
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Y '
onde X,(7) é a solugao de { ';: (E)i}(g +71(0) e, portanto,

Xi(r) = =+ AT I (0) - A1 — ™) /(D)

X(r,e) = X(7,0) — et A1 (0) + e A1 = ™) £'(0) + €2 R(e, 7)
Como ||R(e,7)|| € Cor™ , temos

I

lle*R(e, )| < ColeMr)¥,

e, portanto,

e’R(e,tfe) = 0(¢)  em um intervalo
0< ¢ < e (7=1-%<1)
e¢|loge| < gel~UN} — g7, (No caso, temos N =2 ey = 1/2).
Portanto,

Xo(t,€) = X(t/e,0) —tA~1f(0)

é uma aproximagao de z(t,e,) na ordem ¢ em um intervalo [0, 0(¢7}) e ha sobre-
posigdo assintStica com o intervalo (eflogel, T1.

¥, ({!é} e’:) 0(6")

m

it

m

. | ol
. F -
0(€) O (éllorgﬂ) Xp(t)
A funcio X,(t/e,€) é uma aproximagio de ordem ¢ no intervalo [0,0(e™)) eé

constituida de uma parte que é 0(¢) em (¢|loge|, T, e/*A(a + A~ £(0)), e outra que
nio decresce que denominaremnos

—

X,(t,€) = — A f(0) — tA™2£(0)
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Por outro lado
20(t) — Xm(t) = —A7 f(t) + A7 F(0) — AT f'(0) = 0(t})
é de 0(¢) no interva.lo-[ﬂ,(-:l“).
Portanto podemos escrever

Xi(te) = Xo(t) + Xo(t) — Xm(t)
= —ATf(t) + M a+ ATH(0)]

e temos o seguinte esquema de aproximacio
l)emt € [0,€7)
z(t,e,0) — Xi(t,e) = X, a)— Xolt) + To(t) — Xn{t)
= 0(e) +0(e) = 0(¢)
2) em ¢ € (¢|loge], T
z(te,a) — Xi(t,e) = X{i,e,a) —To(t) + Xo(t) — Xn(t)
= 0(e) + 0(e) = 0(¢)
Concluimos assim que a construgio por superposicao assintdtica
X, (8, €) = To(t) + Xo(t) — Xn(2)

é uma aproximagdo de z(t,e, ) na ordem & uniforme em [0, T].

E interessante observar que o método “matching” heuristico, em geral se
contenta em obter a aproximacdo interna como X(7,0), a aproximacio externa como
Fo(t) = ~A~1f(2) e a verificar a condigio de “matching” dada pela igualdade, cha-
mada principio do “matching” limite,

lim X(r,0) = 13?850(‘5) = —A71f(0) = z(t)

Tt

onde z;(t) é denominada fun¢éo intermediiria.

A aproximagdo € obtida pela superposigio
X(7,0) + Zo(t) + A7'£(0)
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de acordo com o “argumento” de que foram somadas a aproximagao interior a exterior
e subtraida a parte intermediaria comum, o que, por coincidéncia, é a mesma obtida
anteriormente. !

Entretanto, observa-se que nio ha sobreposi¢do dos intervalos e o argumento
nao é valido nesta forma apesar da corregio do resultado.

Com a analise acima podemos compreender a fundamentagao tedrica para o
principio de superposigio e a razdo pela qual o método “matching” produz a apro-
ximagao correta neste caso,

Consideremos agora a aproximagio de segunda ordem. Para isto tomemos a

fungdo auxiliar
Z(t,€) ~ Tol2)

.’L’](t,E) = p

que satisfaz a seguinte equagao

(0 + (A7)

. . -1
Ei?]_ =T=Tg= gAE-'—
e,como AZy(t) = —f(t) temos
iy = L(AZ - T) + S(A7 (1)) = Amr + (A (D)
EVET R T 0 T & ’
De acordo com o teorema ja provado, a solugdao do problema

eiy = Avs + %(A—l ()

7(0) = =A A (e

¢ aproximada (na ordem ¢) pela respectiva solugio degenerada

it e) = A~ %A‘l F(8) + 0(e) = T() + O() em [0,1],

€, portanto,
z(t, €) = To(t) + €Z1(2) + €O0(e).

ou, considerando a expressio para F;(t), temos

T(t,€) = —A- (1) — cA™) d%A‘l 7(t) + 0.
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A solugdo de um problema geral de Cauchy

{ et = Az + f(t) ,
z(0) =«

pode ser escrita entao como

z(t,e,0) = Z(t,e)+ elt/e)A (a — z(0,¢)) =
= T(t,e) + e (a — [Zo(0) + 62:(0) + O(e?)])

e como (/940 (e?) = O(e?), temos
z(t,e,0) = —A7' f(t) —eA™! %A-‘f(t) + el (a+ A7 F(0) + AT £(0)) + O(7)

Observagoes:
Se indutivamente designarmos por Fi(t) a solugdo degenerada de ordem k
para a equagao

et = Az + f(2)

escrita como
k d § ) ]
Ek(t) = E - (A_l—) A~ f(t)EZJ ;
=0 di

entao podemos enunciar o seguinte teorema {(que tem apenas uma importancia formal
e tedrica):
et = Az + f(1)
z(0) = a

pode ser assintoticamente aproximada até ordem de €* pela expressdo

A solugdo de {

xl(t,s,'a) = e (o — 7, (0,€)) + Z(t, €) + O €"F1)

no intervalo [0, TY.

A demonstragio (indutiva) deste teorema ndo é instrutiva e é formalmente

muito trabalhosa.
E interessante observar que a melhor aproximacio no desenvolvimento as-

sintético ndo modifica a camada limite, apenas aperfeigoa esta aproximagao dentro,
/Mo —7,(0,¢)) ,
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e fora dela:  Zi(t,¢e).

O intervalo onde valem estas aproximagdes uniformes que foi considerado
finito [0, T} pode ser facilmente generalizado com condigdes apropriatdas em f para
e-intervalos do tipo [0,¢/e] e o intervalo [0, 0c).

Argumentos anilogos podem ser feitos para o caso em que a matriz A(t) é
variavel, desde que o semigrupo U(%, s) solugio de

0=

satisfaga as estimativas andlogas
U (t,s,e)|| < Ce ) (C>0,A>0, e>0).

(Ferreira-Rodrigues [1993]).

O formalismo utilizado pode ser repetido adequadamente no caso em que A
¢ um operador linear em um espaco de Banach gerador de um semigrupo do tipo
negativo o que inclui equagbes diferenciais parciais parabdlicas. Este problema foi
tratado pelos métodos de Tikhonov-Vasileva e Vishik-Lyusternik em Hoppensteadt
[1971] e Krein [1971].

Analisaremos em seguida o caso de equagfes néao lineares que apresentam al-

- gumas novidades e mostraremos com um certo rigor a forma pela qual o principio de
superposi¢io pode ser realizado. Problemas do tipo a ser analisado séo de grande im-
_portéancia no estudo de reagdes enzimaticas e outros processos dinamicos homogéneos
- em biologia (Segel [1988], Segel-Slemrod {1990], Ferreira-Rodrigues [1993]), e tem sido
tratados assintoticamente por outros métodos (O’Malley [1974]-[1988]).
'Consideremos entao o problema modelo
{ £z = F(z,1)
z(0) =«
onde F': U x IR — JR é continuamente diferencidvel e F'(z,{) = 0 tem uma solugio
Zo(t) tal que
oF

(o)) <do X>0, 0<t<T.
z
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Esta ultima condigio tem a interpretagio geométrica dada pela atratividade
da curva Zo(t) (ou de um tubo em torno dela) com relagio as solugoes da equagio
diferencial ¢ desempenha um papel semelliante & estabilidade assintolica da malriz
A no exemplo anterior.

R

2,(0)

O mecanismo de camada limite neste caso ¢ manifestado pela atratividade
que um tubo de largura 0(¢) em torno da solugio degenerada Zo(t) exerce sobre as
solugdes capturando-as rapidamente apos a condigao inicial.

Os argumentos para a superposicdo assintética para este problema seguem
os mesmos principios do caso linear com algumas pequenas extensées de natureza
técnica. _

Comecemos pela aproximagio “exterior”, de z(t,¢, o}, solugio de

ez = I'(z,t)
2(0) = «

com relagio a Zg(t), solugdo de F{z,1) = 0. I necessario que « csteja na regiao de
€7
¥

atracdo” caracterizada pela condigio ——(2,1) < —A < 0 em torno de Zp(i).

8z

Consideremos entao

AL, e) = z(L,e, o) ~ Zy(t) e
eA = F(z,1) — €z4(t).
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Tomamos agora
1 gF
F(z,t) = F(3o,1) + jo 57 (Fo + 8(z — %o), t)ds(z — 7o)
= Qp(zi t)(z — %o},

onde F(Z,t}) =0 e ¢(z,t) é o termo da integral com (2,1} < 6 < 0 na regiao

atratora.
Se ||2]| < ¢ em [0, T}, entio
d , 1 . )
—_— = = — T A <€ —=
th /2 Ego(z,t)[_\ ZoA < EA + pAA
e, tomando a equagio de comparagio
d1
=2 e 1/2
72 8/eh + ph

concluimos que hd uma vizinhanga atralora de Zp(t) com raio da ordem €. (A demons-
tragdo exige argumentos cldssicos de comparagio que estio sendo utilizados em outros
lugares e ndo serdo repetidas aqui), Todas as solugdes h da equagio de comparagio
para A? sao atraidas para uma vizinhanga de ordem e? da origem, e, portanto, de
ordem ¢ para A). Portanto, qualquer vizinhanga de Z¢(t) com raio Ce e C > ufb é
atrativa no sentido acima. '

A questdo que surge agora é sobre o tempo que z(t,£,a) leva para penetrar

a regide atratora. Analisemos entdo a solugdo sob uma transformagao microscépica
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de escalas, isto €, tomando T = {/e¢,

dZ
E = F(Z,ET) '
Z(0) =«

Utilizando a teoria de perturbagio regular, Lemos

Z(r,e) = Z(7,0}+ 0(¢)  uniformemente
em intervalos [0, 7o (0 fixo < T/fe).

onde Z(7,0) = Zp(7) € solugdo de

dZy
7 = £(%0,0)
Z{0) = a
= oF _ -
Como F(Ze(0),0)=0 e 5—2(20(0),0) < 0, observamos que o ponto Zp(0)
¢ atrator e, portanto,
- 4 Z(7,0) ——— Zo(0) = limZ(1).
F(#,0)

Zo (0)

m\r

Observamos ainda que Zo(7) = 0(e™*"), (t ~ 00), ou seja, Zo(t/e)—7p(0) =
0(e=*9N), pois %(‘Z’o(ﬂ),m < -A

Esta € a condicdo de ajuste (ou “matching”) pelo método heuristico, que,
dai, “recomenda” a scguinte aproximagio (correta)

2(t,€) = Zo(t) + Zo(t/e) — 2(0) + 0(e)-
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Entretanto, a superposicdo assintdtica de intervalos ndo é verificada em geral, como
vimos no exemplo linear, e é necessario, desta forma, analisar o processo de transigéo.
Nio esta claro que a aproximagio de ordem € nas vizinhancas da origem
Z(t/e,0) atinge o tubo atrator em um intervalo de ordem ¢, pois, em geral,
Zo(t) = Zo(0) = 0(¢) apenasem 0 <t <0(e)
oF
8—2(30(0),0) = 0, entao Eo(t) - E(O) = O(tz) c

Zo(t) — Zo(0) = 0(¢) em ¢t € [0,v).

(Observagao: Se Zo(0), ou seja,

mas esta é uma situagao excepcional cuja andloga do caso linear ja foi mencionada;

(A7 (0) = 0).
Seguindo 0s mesmos argumentos anteriores tomamos a aproximagio regular

Z(7,€) até ordem %
Y/ ,
Z(r,e) = Z(r,0) + SE(T,U) + &*R(7,€)

Para analisar esta aproximacdo é necessario analisar o comportamento de

g—f('r,ﬂ) que satisfaz a equacdo variacional
d aF oF
-57—_Z1 = E(ZO, O)Zl + TE(ZO, 0)
Se U(r, s) for a solugdo fundamental de
oU OF
il U
or = 3z 2l7h0)
Uls,s) =1
pela condicao em —— temos a estimativa

0z
|U (7, s)|} < Coe=X=9)

Necessitamos agora do seguinte lemas:
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Lema: Se A(7) for uma matriz assintoticamente estdvel e existir lim A(7) = A(oo)

T—00
e B(r) vetor com limite TILIEOB(T) = B(00), entdo as solugdes de

v

satisfazem ao limite
lim wlr) = —A"(o0)B(00)

=00 T

ou seja, w(7) = —A7(o0)B(oo)r + o(1/7) (7 — o0).

Demonstragdo: Seja U(7, ) ¢ semigrupo gerado por A(7). Entdo

w(r) = U(r,0)w(0) + /OT U(r, s)sB(s)ds

Obviamente  Lm w =0.
Como (Bassanezi-Ferreira cap. 4)
%%('r,s) = -U(r,s)A  temos
Jim 2 [ Ulr,s)sB(o)ds =l A 5)sBe)s =
= lim {% /0 ’ ——é%(sU)A“(s)B(s)ds + % /0 ' U(T,S)A"(S)B(s)ds} =

T

(e, como lim H U(r,s)A™(s)B(s)ds =0

T+ T D
uma vez que a integral converge para 7 — 00)

I P
= lim - was(sU)A (s)B(s)ds.

=00 T fo

Mas,
/T 3(SU)dS — SU(T,S) =77 e, portanto
o 0s 0
1 7 & 1 -
—_ —— - =—-A 1 B .
[ 5 (s0) A7 (00) B(oo)ds (00)B(o0)
Logo

lim lw(r) + A"(oo)B(oo)] = lim Lot

T 0 T T—0o0 T ¥} 85

(A7 (s)B(s) — A7 (c0)B(00))ds
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1 T
hm + hm - = lim —
T 00 T T—oo T T T JN

e esta dltima integral pode ser avahada como

= < (712 D)

- max ||A” ()B(s)—A_I(OO)B(OO)” )

NLr<ea

e portanto, estd demonstrado o lema.
Voltando a equagio satisfeita por Z;(7), que € do tipo considerado no lema,

concluimos que

jim 2= 0 20,02 %

T—00 T az

(2(0),0) = — A7 (00) B(00)

—XT
e

Portanto, o resto de segunda ordem na expansao interior € constituido de

pois, como vimos, Zo(7) — Zo{0) = [}( ) — 0(r —= ).

uma parte linear em 7 e uma parte O(1/7) e podemos entao escrever:
Z(r,e) = Zo(7) + eRa(7,€)
na forma
Z(1,e) = Zo(7) + e7(— A" 00)B(o0)) + e Ba(7,¢)
onde  Ri{r,¢) =O0(1/7).

E interessante observar que a aproximagio até 12 ordem em ¢ da expansio
regular interior, é restrita & 7 finito, em virtude de um termo linear em 7 que, desta

forma, € explicitado. Este resultado é crucial para a verificagio da superposicao

assintotica.
Como F(%(t),t)=0, temos
. ar oF
z(t) = —'S”Z*(?o(f)af)_l T3 Zo(t), 1)
e

Zo(t) = Z0(0) + (A (00) B(oo))t + O(?) .
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Com estas estimativas em mao, podemos agora verificar a superposigao as-

sintética dos e-intervalos seguintes:

12) Em um e-intervalo [0,¢) onde vy < 1 temos

z(t,e, @) = Z(t/e,e) = Zo(t/e) + (— A" (00) B(00))t + O(e)

29) Zo(t/e) — %6(0) = O(e) em (e|logel,T

39) 5(t) = Z(0) + (— A~ (00) B(00))t + O(£?) = Eo(0) + (A~} (c0) B(oo))i +
O(e) emt € {0,eli/),

clk

——

3
|

T

0(ellyel)

Podemos entio considerar a superposicio assintética das fungdes da seguinte
maneira

(e, a) = Zo(t/e) + (—A™ (00} B(oo) )t + Zo(t) — (30(0) + (— A~ (00) B{o0))t) + Of¢)
ou,
2(te,a) = Zy(tfe) + Zo(l) — 76(0) + Ofe) .
A aproximagio
2(t,e, ) ~ Zy(t[fe) + Zp(t) — 70(0)

é prescrita pelo método “matching” com base na verificagao (sem estimativas) dos
limites
lim Zp(r) = 7¢{(0) = lingfg(t)

T ==k OO
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ou, como se diz, “no infinito, o intervalo [0, 7) encontra o intervalo (¢,T] parat — 0 e
as funcdes que representam Z (1, ¢, o) se ajustam (“match”) na transi¢io; subkaindo-se
a parte infermedidria comum Zp{0) obtém-se a aproximacio um'form’e” .

Entretanto se, por um lado, a idéia intuitiva é correta neste caso, por outro
lado, ha diversos processos a serem ressaltados e analisados que ocorrem durante
o fenémeno de transicio e que nos interessam pela sua interpretacdo no modelo
matematico.

Os conceitos de superposicio assintStica de e-intervalos e de fung¢des na forma
acima foram introduzidos em L. A. D. Rodrigues [1993] — Tese de Mestrado IMECC,

UNICAMP, 1992.

O resultado acima pode ser amoldado tecnicamente dentro do estilo te-
legrafico do rigor contemporaneo na matematica, mas preferimos expé-lo enfatizando

os conceitos envolvidos,

A importancia de uma abordagem mais cuidadosa destes processos tem sido
apontada recentemente nos trabalhos de Segel (Segel [1988], Segel-Slemrod {1989),
Av-Ron-Parnas-Segel [1991]) e interessam particularmente ao estudo da formulagdo

de modelos matematicos e da sua representagao.
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CAP{TULO VI

As Afinidades Eletivas: Modelos Matemdticos
para Populagoes Interativas

“Models may in some instances be taken literally and used for prediction,

but their more usual and more powerful role is metaphorical: as organizers of

thought, as aids to explanation, and as guides to experimental design”.
Simon A. Levin

1. Modelos de Populagoes Homogéneas e a Difusiao Cldssica

A homogeneidade de uma populagdo bioldgica é uma hipétese simplifica-
dora que tem sido utilizada desde os primeiros estudos de dindmica populacional,
em demografia, ecologia, epidemiologia e etc. até contemporaneamente. Os mode-
los matematicos neste caso descrevem a dindmica da populacdo em um espago de
fase que representa unicamente o nitmero de individuos que, em geral, é uma in-
formacdo muito restritiva e rudimentar para fornecer argumentacdes plausivels para
a formulagio da sua “lei dinamica”. A introdugdo de um niamero finito (e pequenc) de
subpopulagdes em compartimentos fixos, intercomunicaveis e com interagdes, possibi-
lita a consideragao de caracteristicas importantes, e em alguns casos indispensaveis,
para o estabelecimento da sua dinamica.

Esta dindmica exprime basicamente uma contagem dos individuos, que
tambéin é conhecida por “lei de conservacio”, e relaciona a taxa de variacio do
numero de . individuos da populacdo com a fonte; taxas de natalidade-mortalidade e
1migragao-emigracio. No caso em que esta relagio é auténoma (isto é, independe do
tempo) a expressio matematica da dinamica é dada na forma

%:F(N) , (N =(N1,...,Np),

onde k& = numero de espécies compartimentais. Para Malthus e Verhulst £ =1 e
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N
F(N)=uN e F(N) = p(l — F)N respectivamente. Pa.ra Lotka-Volterra &k =2 e

F(N1, N3) = ((a — bN;) Ny, (eN; — d)NN,). :

Tal como em qualquer modelo matematico, estas hipteses sao restritivas
mas de grande utilidade dentro de escalas de observagao adequadamente avaliadas.
A dificuldade quanto & representacdo de um fendmeno por modelos matematicos de
populagbes homogéneas surge quando estas escalas sdo extrapoladas.

A interagio entre os individuos de diferentes compartimentos é comumente
representada por meio de conceitos herdados da teoria da cinética quimica e, basica-
mente pela chamada “lei de agio das massas” que pressupde uma mistura espacial
homogénea. Um modelo matematico de dois compartimentos homogéneos como, por
exemplo, o modelo de presa-predador de Lotka-Volterra que faz uso da “lei das mas-
sas”, admite tacitamente que a populagio de ambos se distribui uniformemente no
espago. O mesmo acontece com modelos de epidemia em que se distinguem subpo-
pulagdes de infectados € susceptivels e um processo de transmissio por encontros no
espago fisico.

Estas hipéteses de homogeneidade na distribuicio espacial sio razoaveis desde
que a escala de comprimento com respeito a extensdo da regidao considerada seja
relativamente pequena, isto é, se a dinamica for tratada localmente.

E claro que, neste caso, o fenémeno de propagacio geografica, que é uma das
caracteristicas mais importantes das epidemias, nio podera ser descrito, uma vez que
ele é resultado exatamente de uma nio-homogeneidade na distribui¢io espacial dos
individuos.

Da mesma maneira, os fendmenos de formagio de estruturas e de morfogénese
que sdo essencials na descricio de populagbes bioldogicas e moleculares, € se consti-
tuem nos processos pelos quais surge a propria diversidade bioldgica, sé poderao ser
estudados com modelos que permitam a representacdo da heterogeneidade.

Portanto, apesar, e também em decorréncia, do razoavel sucesso dos mo-
delos de Malthus, Verhulst, Lotka-Volterra, Kermack-McKendrick e outros, para a
descrigao local da dinamica de populagdes, tornou-se necessario que a distribuigao es-
pacial fosse também considerada o que motivou a introdugio do conceito de densidade

espacial representado por uma func¢io real positiva p(z,t), z € R*, n=1,2,3.
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Cada espécie compartimental i, dispde desta maneira de uma distribuigio
espacial p;(z,1), e os individuos sdo portanto classificados discretamente segundo um
critério biologico e continuamente segundo a sua posigio espacial, ’

A dinamica local passa a ser descrita entdo por fontes F(py,...,px) que sdo
tambeém densidades no sentido de que sio as taxas com relagio ao tempo a ao espago.

Assim,
J F e, i)

¢ a fonte, como taxa de producdo de individuos com relagio ao tempo, na regido R
do espago. (No caso geral, F' pode ser também funcdo direta de = e ¢.)

Este conceito foi claramente herdado da dindmica dos meios continuos na
formulagdo de Euler.

Como a dinimica populacional admitida tinha uma validade apenas local, o
seu acoplamento com uma distribuigdo espacial exigiu uma hipdtese sobre o processo
migratério da populagio, o que foi feito mais uma vez recorrendo-se as analogias
com a dinamica molecular. Utilizou-se neste caso do conceito de tensor de fluzo
que descreve a taxa (com relagio ao tempo e & area) de migracdo através de uma
superficie orientada no espago.

Supondo-se que os individuos se movimentam microscopicamente de maneira
completamente aleatdria, a expressdo para o tensor de fluxo é dada pela “lei de Fick”
{(~ 1850) que o relaciona constitutivamente ac gradiente da densidade espacial da
populacdo. O tensor da difusde cldssica €

J=— @ (-‘2-=V:gra.d),
Oz Oz
onde D em geral, é uma matriz simétrica e, no caso isotrépico uma matriz diagonal,
ou simplesmente um niumero.
A taxa de migragio (nimero de individuos por unidade de tempo que passa)

através de uma superficie S orientada no espago, é entio

f D pds—/st

A lei de conservagao geral toma a forma de um balanceamento expressa ma-

tematicamente pela seguinte igualdade, véalida para qualquer regido interna fechada
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R do espago considerado,

d -4
= | plz,t)dz = | Fi(p)d *
dtfnp‘(x’ Jdz ]RF‘(P) Pt Jon 74

supondo-se, naturalmente, que as fungdes e a regido R sejam matematicamente ade-

quadas.

Esta formulagio integral pode ser transformada em uma formulagio local
supondo-se que p, F, J sejam continuamente diferencidveis (uma hipdtese que em

certas situagdes deve ser analisada com cuidado), de onde vem

% L p(p)=VI  (i=1....k)

ot
considerando-se a “lei de Fick”, obtém-se as equagGes de reagio e difusio
8p; 3
X = Filp)+V(Dpi).
ou, se D for constante,
9 _ (p) + DAp;
ot~ VY P

A dinidmica de Verhulst e a “lei das massas”, que envolve o produto de den-
sidades, fazem com que estas sejam, em geral, equacdes essencialmente nao-lineares.

Os estudos pioneiros sobre dinamica de populagdes bioldgicas que conside-
raram a distribuicdo espacial e sua movimentagio pela difusdo clissica, sdo relati-
vamente recentes e podem ser representados pelos trabalhos fundamentais de R. A.
Fisher sobre genética na década de 1930, de J. G. Skellam, na década de 1950, sobre
a dispersdo de populagdes de animais e plantas, (Okubo [1980]), e de A. M. Turing
sobre morfogénese, (Turing [1952]). Nas décadas de 1960 e 1970, o enorme interesse
despertado pelos fendmenos de auto-organizagdo em quimica (relacionados as reagdes
do tipo Belousov-Zhabotinski, anéis de Liesegang e etc.) e em dinimica dos fluidos
(convecgao de Bénard, vértices de Rayleigh-Taylor), provocaram um grande desen-
volvimento de técnicas e teorias matematicas (teorias de perturbagdo e bifurcagio)
que, por sua vez, se interfertilizaram com diversos problemas de dispersido espacial

em populagdes bioldgicas.
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Uma das mais graves restrigdes do modelo de difusdo cldssico estd na hipdtese
implicita de que os individuos da populagdo realizam movimentos microscépicos es-
tatisticamente independentes, ou seja, nio existe absolutamente nenhuma interagao
entre os individuos, o que é uma hipétese razodvel para moléculas dispersas.

Entretanto, uma das caracteristicas mais notaveis das populagdes biologicas
¢ exatamente a existéncia de mecanismos de comunicagio e, portanto, de interagio
entre seus individuos, o que invalida em principio o modelo de difuséo clissico.

O comportamento social de populacdes de alguns insetos, notadamente de
algumas espécies de formigas e abelhas (Wilson [1972]-[1977], Okubo [1980]-[1986],
Deneubourg [1989]-[1991]-[1993]) assim como de animais superiores (Wilson [1977],
Lorenz [1971}, Okubo [1986]) da espécie humana e mesmo de organismos celulares,
tornam necessario o estudo sobre a formulagio de novos modelos matematicos para
descrever a influéncia destes mecanismos.

O trabalho de Keller-Segel [1970] sobre populagdes de amebas (dictyostelium
discotdeum) que dispdem de um mecanismo de cormunicagio bioquimica através do
sinalizador universal CAMP (Monofosfato de Adenosina Ciclica), foi um marco fun-
damental no desenvolvimento de modelos matematicos com taxia (quimiotaxia, no
caso) para a descricio de fenémenos de morfogénese.

Neste trabalho, ao fluxo de difusdo cldssico #Da—i = Ja, que representa o
movimento aleatério de busca das amebas, é adicionado um termo de convecgio na

direcio de maior concentracao do sinalizador, que representa a quimiotaxia,

Qa p(x,t) = densidade de amebas
a(z,t) = densidade de CAMP } °’

o que produz o tensor de fluxo resultante
J=Ju+Jg.

A introdugdo de termos de convecgio e, particularmente, de taxia, tem
sido utilizada como um esforgo para corrigir 0 modelo classico de difusdo. Por
outro lado, diversos trabalhos tem sido feitos no sentido de produzir tensores de
fluxo macroscopcios que representem movimentos microscépicos que satisfazem di-
versas hipéteses estatisticas (Othmer [1988], Cohen [1981], Okubo [1980]-[1986], Berg
[1983]).
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Outras modificagbes constitutivas tém sido tentadas sob um ponto de vista
heuristico e fenomenoldgico para adaptar o modelo de difusdo cldssico a populagbes
biolégicas, introduzindo-se uma dependéncia do coeficiente de difusao ‘com relagéo a
densidade da populagao D(p).

O argumento de suporte para estes modelos é vago e parte do pressuposto de
que um aumento da densidade da populagio deve implicar em um aumento da mobi-
lidade microscépica dos individuos monotonicamente mas com um nivel de saturagio
logistica ou Michaelis-Menten. (Okubo [1980], Shigesada [1990])

Em outros casos o fluxo é tomado como o gradiente da densidade corrigido

por um coeficiente que depende da densidade
%, Op dp
J=-Z(D(p)p] = =o' ()22 — D(p) 2L
55 D(P)P] = =D (p) 5~ — D{p) 5~
que pode ser visto como um termo de convecgio adicionado de uma difusio com
mobilidade varidvel {Okubo [1980]).
O fendémeno de agregacio é também introduzido na expressio do fluxo pela

adigdo de um termo covectivo do tipo
—Upsign(z) p

que representa uma mobilidade direcionada para a origem (Murray [1989], Okubo
[1980]).

Uma analise critica sobre estas tentativas heuristicas foi feita por Simon Levin
em varias ocasies, notadamente em Levin [1981]-[1982].

Para sanar as dificuldades do modelo clissico com respeito ao seu cardter
local infinitesimal (que é razoivel na auséncia de intercomunicagbes entre og in-
dividuos), Cohen-Murray [1981] propuzeram um modelo generalizado de difusao
(inspirados ainda em trabalhos de fisico-quimica sobre solidificagio; equages de
Landau-Ginzburg e Cahn-Hilliard) que contempla uma interagio com uma vizinhanga
proxima do ponto por meio do truncamento de uma expansio de Taylor (Mur-
ray [1988]). Entretanto, mais uma vez, os aspectos especificos dos mecanismos de
interagao sociobiologica sao desprezados e o modelo é proposto com poucas argu-

mentagdes bioldgicas. (v. Apéndice I).
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A interacao entre individuos de uma populagio nio pode, obviamente, ser
bem descrita sem que haja mais informacées explicitas no modelo sobre as carac-
teristicas bioldgicas que configuram e determinam o mecanismo de inte’rcomunicagé’.o.

Isto significa que, para a introdugio de alguns elementos destes mecanismos
de interacdo no modelo matematico, € necessério que o espaco de fase seja muito
mais abrangente do que o simples espago fisico. A distribuigio espacial (geografica)
pode ser importante para a interagio mas, certamente, em todas as situagdes onde a
intercomunicacio é forte e decisiva, ela nio é suficiente.

Portanto, a generalizacdo do espago de fase e 0os mecanismos de interagio
sociobioldgica sdo aspectos acoplados que devem ser considerados em conjunto.

Todavia, sob o ponto de vista da formulagio do modelo matematico em bi-
ologia, a descri¢io dos individuos de uma populagdo por meio de compartimentos
discretos para algumas poucas caracteristicas bioldgicas é muito restritiva. O exem-
plo mais notdvel deste fato ¢ a descri¢io de uma populagio por faixas etarias. Em
determinados modelos, a localizagdo de um individuo ao longo do intervalo etario é
crucial para qualificar (e quantificar) a sua influéncia no termo de fonte como, por
exemplo, em demografia (quanto & taxa de natalidade e mortalidade) e em epidemi-
ologia (quanto & susceptibilidade e mortalidade).

Portanto, em varias situagOes € necessario também considerar a distribuigao
dos individuos de uma populagdo no intervalo etdrio, o que é feito de forma semelhante

ao caso espacial: por meio de uma fun¢io densidade
plz) , z€ER,

onde

2
] p(2)dz = nimero de individuos na faixa etdria [z, 2o] .
z]

(desconsiderando as outras varidveis momentaneamente.)

Continuando a analogia que encara o intervalo etdrio como um espago fisico
em que se movimentam os individuos, verificamos que todos eles em qualquer instante
estdo dotados de uma velocidade positiva unitaria. Como o espaco é unidimensional,
o fluxo € por convecgdo

Je=p.



Portanto, a lei de conservagdo neste “espago”, com o fluxo Je e uma fungéo de fonte
F(p) é dada por

2 4 22 = r(y)
que ¢ chamada equagdo de von Foerster, proposta na década de 1950 para a descrigio
de uma populagio de células sanguineas por J. von Foerster.

Equagoes do mesmo tipo ja haviam sido propostas por A. G. Mc Kendrick na
década de 1920 em seus trabalhos fundamentais sobre modelos matematico aplicado
ao estudo de dinamica de populagdes humanas com énfase em epidemiologia. (Mc
Kendrick [1926], Murray [1989]).

A notéria influéncia da distribuigdo etdria de uma populacio no desenvol-
vimento de diversas epidemias (e, obviamente, na dinidmica da prépria populagio)
motivou a introdugio desta caracteristica em modelos continuos o que generalizou
consideravelmente o conceito de espago de fase.

Conforme discutidos no Capitulo III o espago de fase de um sistema deve
conter as informagdes suficientes para que a sua dindmica possa ser definida intrin-
secamente e para isto, a generalizagdo deste conceito se torna indispensavel para o
tratamento de populagfes bioldgicas que dispéem de mecanismos de interagao indi-

vidual.

2. A Dinamica Emergente com Difusao Classica: Ativacgao
Rapida e Inibigao Lenta

- O processo de difusio cldssico sempre foi considerado um mecanismo de uni-
formizacao e homogeneizacio € responsavel portanto, pelo aumento de entropia de um
sistema, o que em termodinamica significa a quebra de estruturas e a desorganizacio.
Este principio que tinha status de dogma ou crenca suportada por fenémenos simples
da fisico-quimica, néo era todavia, desprovida de situagdes isoladas que o desafiassem
frontalmente, desde a observagdo dos anéis de precipitacdo por R. Liesegang em 1896
(Keller [1980]) e de ondas quimicas em 1906 por R. L. Luther (Murray [1989]), até
as reagbes oscilantes de B. P. Belousov em 1951 (Murray [1989)).
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Uma medida da solidez com que a crenga no principio de uniformizagio da
difusio estava firmada nos meios cientificos, pode ser avaliada pelo episédio protago-
nizado por Belousov, que teve o seu trabalho sumariamente rejeitado ,pela, Academia
de Ciéncias da Unido Soviética em 1951 por ser impossivel, e que, postumamente,
foi reconhecido como um marco cientifico e agraciado com a medalha de Lénin em
1980. Nos ultimos 30 anos presenciamos uma quebra extremamente rapida do antigo
e solido paradigma termodindmico de Fourier {que, curiosamente, estd fundamen-
tado na “Lei” de transmissdo de calor do ubiquo Isaac Newton) e sua substituicio
pelo conceito de auto organizacdo (Levin-Segel [1985]), exemplificados em dindmica
de fluidos (Joseph [1977], quimica (Nicolis-Prigogine [1977], Prigogine [1980]), fisica
(Haken [1979], [1981], [1983]) e bioquimica (Eigen [1988]-[1979]).

O trabalho que estabeleceu o marco fundamental para o desenvolvimento
dos modelos matematicos de auto organizacio em biologia de populagdes, foi sem
divida o artigo de Alan Turing em 1952 (Turing [1952]) que tratou especificamente
do fenémeno de morfogénese. Neste trabalho, Turing propds que a morfogénese seria
resultado de um processo de reagio distribuida no espago em que a difusio classica de-
sempenharia um papel desestabilizador da uniformidade resultando em uma dinamica
que levaria a formagao de estruturas espaciais.

A aplicagdo sistematica desta idéia a varios modelos matemdticos por H.
Meinhardt [1982] nas décadas de 1960-1970, mostrou que, de fato, estes modelos
podiam auto construir diversas formas biologicamente relevantes.

O trabalho de Evelyn Keller € Lee Segel sobre a agregagio de dictyostelium
discoideum (Keller-Segel [1970], Edelstein-Keshet [1988]) que empregou um modelo
com difusdo classica e quimiotaxia, representou um grande reforco ao conceito de
dindmica emergente como explicagio da formacio de estruturas biologicas.

Os trabalhos de Segel-Jackson [1972] e Segel-Levin [1976] apresentaram uma
explicacdo matemdtica e intuitiva para a inicializagio do fenémeno de emergéncia de
estruturas em populacdes com reacio e difusio cléssicas baseada em uma comparagio
de escalas intrinsecas: em uma populacio com duas espécies interativas o fendmeno
de emergéncia (ou, a instabilidade dos estados uniformes} ocorre quando uma das

espécies é ativadora e a outra inibidora e o primeiro efeito tem um alcance curto
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comparado com o do segundo.

E interessante observar como os conceitos de escala e de tempo de difusdo
apresentados no Capitulo IV sdo essenciais para o desenvolvimento deste argumento.

A explicagdo matemdtica para a formacao dos anéis de Liesegang foi apre-
sentada por J. B. Keller em 1980 (Keller [1980]) por meio de um modelo de reagio
e difusio onde também ocorrem duas escalas de tempo discrepantes que o levou a
formular uma teoria assintética (um método de miiltiplas escalas) para processos de
reacio rdpida e difusio lenta.

A existéncia de miltiplas escalas é portanto frequente em modelos ma-
temdticos que descrevem a formacdo de estruturas por dindmicas emergentes.

Verificamos assim que, mesmo estes mecanismos tao simples do ponto de vista
sociobiolégico como sdo os processo de reagdo pela lei das massas e difuséo pela lei
de Fick (cuja natureza é essencialmente molecular), tém a capacidade de representar
dindmicas emergentes e produzir autonomamente estruturas organizadas.

A dinadmica destes sistemas pode ser vista como um processo em paralelo em
que o estado de cada individuo {ou ponto} evolui segundo uma avaliacio, ainda que
infinitesimal, dos estados de sua vizinhanga.

O operador laplaceano que aparece na equagio de difusido classica tem o
significado de uma média local que, neste contexto, pode ser interpretado como um

_critério de estimativa da vizinhancga. (Veja Apéndice I).

A simulagdo discretizada, ou por automata celulares desta dindmica (Zykov
[1987], Wolfram [1984]) enfatiza claramente este aspecto paralelo.

A predictabilidade da estrutura final para estes sistemas € de uma grande
complexidade no sentido analisado no Capitulo III, mas a predictabilidade da
ocorréncie de uma estrutura final e a simulacdo de um representante desta classe
de estruturas que manifeste os aspectos qualitativos compartilhados para todas elas,
é computavel materialmente.

E irresistivel a comparagio destes conceitos com a prépria dinimica evolutiva
onde cada individuo de uma espécie é tinico e irreprodutivel mas, por outro lado, ele
representa qualitativamente toda a sua espécie.

A teoria matemitica da dinamica de populagdes entra atualmente em um
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terreno com caracteristicas muito préprias e liberta-se das analogias restritivas que
a prendiam as populagfes inertes da fisico-quimica. Os extraordiniros resultados
obtidos até aqui com os modelos classicos sio apenas sombras dos fendmenos que
serao representados pelos modelos matematicos destas populagdes bioldgicas quando
estes incorporarem & sua formulagdo alguns dos mecanismos de intercomunicagio e
interacdo entre os seus individuos.

A grande massa de informagdes e de teoria descritiva sobre o comportamento
sociobiolégico de organismos vivos (desde células, bactérias e pequenos insetos, até
animais superiores e a propria espécie humana) aguarda a formulag¢do de modelos
matematicos que até o momento apenas arranhou levemente a sua superficie sendo
notaveis os trabalhos pioneiros dos grupos liderados por J. Deneubourg (Bruxelas),
L. Segel (Weizmann Inst.}, P. Hogeweg (Utrecht) e E. O. Wilson (Harvard).

Na proxima segio trataremos deste topico.

3. Espacos de Aspecto

“The recognition and study of emergent properties is holism, once a burning
subject for philosophical discussion... But later, in 1940’ and 1950, tem-
poraly eclipsed by the triumphant reductionism of molecular biology. The
new-holism 1s much more quantitative in nature supplanting the unaided in-
_ tuition -of the old theories with mathematical models. Unlike the old it does
. not stop at philosophical retrospectives but states assumptions explicitly and
- extends them in mathematical models that can be used to test their validity.”
Edward O, Wilson (1977).

O conceito de espago de aspecto ou espago de caracteres é antigo e de uso
comum em biologia de populaces como uma forma de descrever graficamente a dis-
tribuicio dos individuos segundo algumas caracteristicas bioldgicas. {Wilson [1972-
[1977]).

Entretanto, a motivagio para esta representacdo é quase sempre no sentido
de descrever e/ou classificar a populagio, € ndo com o objetivo de definir um espago

de fase com uma dinimica.
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No caso de uma variagdo discreta das caracteristicas biologicas, a distribuigéo
pode ser dada por uma tabela matricial ou por meio de subpopulagbes; para um
numero maior ou discretizagio mais fina, esta representagao torna-se in’lpra.ticé.vel e,
pelo menos tecricamente, a descrigio continua € mals conveniente.

Portanto, se as caracteristicas forem em miimero finito k, e continuamente
mensuraveis, (como idade, peso, volume, quantidade de uma determinada substancia
no organismo, coordenadas de localizagio e etc.}, entdo o espago de aspecto serd re-
presentado por JR¥, cujas coordenadas (21, ..., %) = z, serio as respectivas medidas.
Neste caso, a distribuigio da populacio em IR* serd descrita pelo método inventado
por Euler para modelos do meio continuo, isto €, por uma fungio densidade p(z,?).

A fungido p(z,t) serd definida pelo significado das integrais
f p(z,t)dz , paratoda regido R C RF,
R

como o numero de individuos da populagio cujas medidas das suas caracteristicas
(21,...,z) = z formam um ponto de R.

Naturalmente, varias populagées podem estar distribuidas no mesmo espago
de aspecto com fungdes de densidade py(2,1)... pp(z,1). Os sub-indices 7 de p;{(z, 1)
representam assim a variagio discreta de uma caracteristica da populacao global que
significa pertencer a uma ou outra subpopulagio.

A quantidade de uma determinada substincia no organismo dos individuos
é uma forma generalizada de medir caracteristicas bioldgicas de grande diversidade
como toxidade, cor, grau de infeccio, resisténcia imunolégica especifica e etc. Esta é
uma maneira conveniente, tanto do ponto de vista tedrico como pratico e experimen-
tal, de classificar individuos em uma populagio por medidas continuas.

Em ecologia, hi varias circunstincias de processos interativos do tipo presa-
predador, em que a coloragio do primeiro é importante; e como medi-la se ndo por
concentragao de pigmentos? (Levin-Segel [1982]).

A preferéncia de herbivoros por certas plantas é associada & concentragdes
de substancias atrativas ou toxicas que, portanto, determinam uma caracteristica
mensuravel importante na interagio. (Keshet [1988]). As medidas de dimenséo

também podem ser importantes e necessarias como caracteristicas de classificacdo.
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Estas sao todavia, extensGes naturais e imediatas do conceito do espago de
fase da mecinica. Trabalhos recentes, por outro lado tem considerado caracteristicas
estritamente biolégicas de grande importancia representadas em espa.g::)s de aspectos
e, que introduzem conceitos essencialmente novos na teoria de populagdes.

O primeiro exemplo destes que abordaremos é o Fspago de Forma introduzido
por Segel-Perelson [1988] para o estudo da interagio entre os constituintes do sistema
imunolégico.

Se pensarmos em um objeto bi ou tri dimensional, uma de suas principais
caracteristicas é a sua forma geométrica que, em duas dimensdes, poderia ser repre-
sentada por duas funcdes reais definidas em [0,1] e periddicas; a parametrizagio do
seu contorno.

Até o momento, todas as caracteristicas mencionadas tinham suas medidas
representadas por nitmeros. A forma bi-dimensional entretanto, sé6 pode ser determi-
nada por uma fungdo, o que nos leva a medidas em um espago de dimensdo infinita.
Isto significa uma extraordindria dificuldade para a formulagao do modelo matematico
que ainda nio foi tentada. Segel-Perelson [1988] construiram um modelo onde a forma
é determinada por uma tnica medida, ou seja, em um espaco unidimensional, o que
¢ uma drastica simplificacdo mas que ainda assim pode ser 1itil para uma analise do
conceito. Neste caso a imagem de forma é sugerido por eles como as de tridngulos
isésceles como bases iguais e alturas livres.

A reatividade entre anticorpos e antigenos no sistema imunolagico, de fato,
tem a ver com a forma espacial-das moléculas, além de outras caracteristicas, que se
constituem em um padrao chamado epitopo.

Uma medida z positiva da forma significaria um tridngulo protuberante e,
néga,tiva, um tridngulo reentrante. A reatividade entre um individuo com forma z
e outre com forma y é maior quanto maior for a complementaridade isto é, quanto
mais préximo de zero for z 4+ y.

Isto significa naturalmente uma interacio de longo alcance no espaco de as-

pecto dada por um funcional do iipo

[ ple, Doty thule - y)dy
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onde w(z) é uma fungéo peso com pico na origem, uma gaussiana, em geral.

Estes modelos tem sido estudados ultimamente também sob o ponto de vista
de complexidade, dindmica emergente. (de Boer [1992], Langton [198é] e etc.).

Uma outra generalizagdo importante do conceito de espago de aspecto foi
introduzida por Hogeweg [1988] e Jager-Segel {1992] para estudar a etologia de po-
pulagbes animais com respeito a dominancia. Neste modelo o aspecto a ser (teori-
camente) medido seria um conceito hierarquico de dominagao cujo valor estaria no
intervalo real [0,1].

O ponto crucial do modelo é a formulagio do mecanismo de interagio nos
encontros (no espaco fisico) entre dois individuos. Esta interagdo ocorre mesmo entre
individuos que se encontram em pontos distantes do espago de aspecto e modifica ou
reforca a hierarquia.

Analisaremos a seguir exemplos que darao origem a um modelo especifico que

apresenta um espaco de fase completamente inusitado e uma interagio nao-local.

4. Redes Filamentares

Como ja tivemos oportunidade de frisar, o processo classico de difusdo é
extremamente ineficiente para o transporte de substancias com respeito ao tempo e
distancia apesar do seu importante papel em quase todos os fendmenos biolégicos.

Em vista disto, a evolugdo tem encontrado estratégias para aumentar a
eficiéncia no transporte de substincias vitais em todas as escalas e, bem sucedida
nisto, tem possibilitado a emergéncia. de organismos de grande complexidade.

O processo classico de difusio é realizado através de superficies e, portanto, o
transporte entre uma regiio e outra, se realizado desta forma, s6 pode ser melhorado
como consequéncia do aumento da drea de interface. Dai provém a fisiologia “fractal”
do sistema bronquio-pulmonar com seus 3 - 10° pequenos sacos de ar que tém por
objetivo facilitar o intercambio de gases através de difuséo.

O transporte de nutrientes, de sinalizadores e agentes diversos do sistema

imunolégico entre a rede vascular e as células do corpo também é realizado por uma
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interface “fractalizada” que favorece a difuséo.

Portanto, a construgéo e a morfogénese destas estruturas € um passo crucial
para a implementacdo desta estratégia. '

A principal arquitetura utilizada para este fim é a que chamaremos de rede
filamentar, e que tem exemplificagées nos mais diversos contextos fisioldgicos, como a
vascularizagio sanguinea, o sistema nervoso, os bronquios, os veios foliares, o sistema
de coleta urinaria nos rins, os dutos biliares, a placenta e a estrutura de alguns fungos.
(Keshet [1988], West-Goldberger [1986], Meinhardt [1982], Labarbera-Vogel [1982],
Mitchison [1981]).

Um exemplo dramético da importancia da formagao de redes filamentares em
organismos ¢ a recente descoberta do processo de vascularizagdo que ocorre durante o
inicio do crescimento exponencial dos tumores (Folkman [1975]). Observou-se inicial-
mente que um tumor esferoidal, cujas células recebem nutrientes por difusdo através
da superficie ndo passa normalmente de 1-2 milimetros de raio e com cerca de 10°
células. A explicagao para isto provém do fato de que a superficie da esfera cresce
na ordem de R*(R = raio) e o seu volume, que é proporcional ao niumero de células
e portanto 3 taxa de consumo de nutrientes, cresce na ordem de R3. Desta forma,
em algum ponto o créscimento do tumor é estabilizado devido a sua impossibihdade
de suprir, por difusdo, os nutrientes em uma taxa necessaria as suas céluas. Por ou-
tro lado, tumores in vitro mantidos em uma forma aproximadamente bidimensional
{quando a superficie da interface é proporcional ao volume), o crescimento tumoral
¢ praticamente ilimitado e atingia rapidamente uma populagio de 10° células.

Nos seus trabalhos experimentais na década de 1970, J. Folkman {1975] mos-
trou que o crescimento exponencial do tumor se iniciava apos um intenso processo de
vascularizagdo que o envolvia, e que aumentava assim enormemente a eficiéncia na
distribuigdo de nutrientes as células tumorais.

Este processo de vascularizagio, observou-se, era induzido pela secregio de
uma substancia sinalizadora chamada TAF (“Tumor Angiogenesis Factor”) que ocorre
no organismo normal em processos inflamatorios e na regidao de obstrugoes de vasos
sanguineos, (isquemia). Portanto, o estudo do crescimento de tumores na sua fase

mals perigosa deve considerar um acoplamento com o processo de formagao da rede
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vascular {angiogénese). Um trabalho inicial e partindo de hipéteses drasticamente
simplificadoras, foi publicado por Balding-Mc Flwain [1985] que fez uso da teoria
de L. Edelstein-Keshet (Keshet [1982]) para redes filamentares unidimensionais e da
difusao classica, para o sinalizador TAF.

Um fenémeno estruturalmente semelhante, mas bem menos conhecido, é o
crescimento de conexdes dentriticas do sistema neurolégico que, aparentemente é
também estimulado por uma substancia sinalizadora chamada NGF (“Nerve Growth
Factor”) descoberta na década de 1950 por R. Levi-Montalcmi. (D. Purves [1988] -
Body and Brain; A Trophic Theory of Neural Connections, Harv. U. P., USA).

Nas préximas se¢les trataremos de um modelo matemadtico que descreve ma-
croscopicamente a dinamica de uma rede filamentar que, no seu comportamento mi-
croscopico, apresenta algumas caracteristicas normalmente encontradas nos exemplos
mencionados como crescimento, bifurcagio e anastomose (conexio) dos apices e ra-
mificagdo lateral dos filamentos.

Até agora discutimos a ocorréncia de redes filamentares como estruturas fi-
siolégicas em organismos, o que se constitul em um vasto campo de investigagio
aberto para o ponto de vista de modelos matematicos, mas que nio esgota; suas
interpretagdes.

O termo “redes de comunicacio” é utilizado frequentemente para designar
uma estrutura de linhas (materials ou virtuais), que representam canais de interagao
entre um conjunto de nds, cuja estrutura interna nio vem ao caso neste contexto.

A existéncia prévia destes nds faz com que a estrutura tenha em geral, um
carater estatico.

No estudo de dinamica de populagbes que dispoem de um processo de in-
teracdo individual, € razoavel imaginar uma rede de comunicacio entre os individuos
através da qual ocorre o mecanismo sociobioldgico.

As populagbes humanas sfo naturalmente o exemplo mais evidente destas
estruturas. Entretanto, os seus nés, (nds), dispoem de uma estrutura interna de
processamento destas informagdes dotada de grande complexidade que nao poderiam
ser facilmente representadas.

Ha todavia inimeros exemplos de grandes populagoes cujos individuos tem
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uma estrutura interna extrememente simples no que diz respetto @ sua capacidade de
processar informagdes, mas que desenvolvem uma rede de intercomunicagio densa e
eficiente. (O computador é uma implementagio tecnoldgica dbvia desta idéia).

Observacdes experimentais exaustivas tem mostrado que um coletivo sofisti-
cado, que poderiamos até de chamar inteligente (Franks [1989], Gordon [1992]) ndo €
necessariamente resultado da complexidade dos individuos da populagio mas de sua
rede de intercomunicagdo. Este é um fato notério, mesmo ao observador casual que
pode comparar as extraordinarias organizagbes sociais € as sofisticadas arquiteturas
construidas por populagdes de insetos, com as suas correspondentes por animais in-
dividualmente muito “superiores” como os primatas. {Okubo [1986], Lorenz [1971],
Wilson [1972]1977]). (A estrutura complexa de comportamento destes dltimos, na
verdade, é uma manifestacio dos seus sistemas neurolégicos que também podem ser
pensados como redes de intercomunicagdo complexa entre componentes simples).

Estas populagbes sdo mais amenas a experimentacio e oferecem maior facili-
dade para o tratamento matemadtico.

Particularmente interessante sob este ponto de vista séo os comportamentos
coletivos de grandes populagdes de invertebrados que se utilizam de comunicagdo por
meio da marcagdo quimica de trilhas, tal como varias espécies de formigas, alguns
moluscos e abelhas, e até mesmo organismos celulares. (Deneubourg [1989], Wilson
[1971]).

A comunicacdo por meio de sinalizadores quimicos é um processamento uni-
versal em populagGes bioldgicas especialmente a nivel celular como no paradigmadtico
exemplo estudado por Keller-Segel [1970]. Mas neste caso, a substdncia quimica é
dispersa em todo o meio ambiente para um processo de difusio classica e a orientagao
é resultado de uma quimiotaxia.

No caso em questdo, os individuos da populacio percorrem caminhos lineares
que sob certas condigdes, (como na ocorréncia de uma fonte de alimentos), é marcada
pelo depésito de feromdnios, substancias quimicas detectaveis pelo sistema olfativo
dos insetos da mesma populagio.

Estas substancias sofrem um processo de evaporagao e de degradagio natural

que diminui a intensidade do sinal até um nivel imperceptivel aos individuos,
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Individuos trafegando em trilhas antigas, por sua vez, refor¢am a marcagdo.
Isto poderia indicar um enrijecimento da estrutura mas isto ndo ocorre em virtude do
desvio aleatdrio de alguns individuos assim como a saturagio olfativa pode causar a
nao percepcdo das trilhas por um determinado individuo. (Deneubourg [1989-1991-
1993]).

A exploragio de um ambiente em busca de nutrientes tem que necessaria-
mente dispor desta componente aleatdria de uma forma muito semelhante 2 estratégia
de algoritmos adaptativos e do processo criativo mental.

A intensidade da marcagdo quimica da trilha descrita para um individuo,
depende das circunstincias e € uma componente importante da comunicagao.

O encontro de um individuo como uma trilha (marcada) resulta em um pro-

cesso de avaliagdo de informacgdes baseado em trés aspectos.

1 - Intensidade do sinal (concentragio de feroménio)
2 - Inclinagio da trilha {com relagdo a sua trajetdria)

3 - Gradiente do sinal ao longo da trilha,

que os entomélogos chamam de osmotropotaxis (1-3) e clinotaxis (2). (Deneubourg
[1993]).
A forte tendéncia de um individuo adotar uma nova trilha marcada é deno-
minado alelominesis e tem um efeito auto catalitico da dinamica da estrutura.
Passaremos agora a construir um modelo para a descricao da dinamica de

redes filamentares de uma forma geral.
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5. Dinamica de Redes Filamentares

Consideraremos aqui a construgao de um modelo matemético macroscéplico
para redes filamentares que iremos supor formadas essencialmente por filamentos
retilineos em duas dimensées orientados e por suas pontas.

A ponta do filamento, que serd também denominada de dpice, é orientada
pelo mesmo angulo que o filamento.

A estrutura de uma rede de filamentos € descrita pela densidade de plantas
e de filamentos no espago fisico IR2,

Entretanto, para que a dindmica desta estrutura seja estabelecida, a loca-
lizagdo em um espago de fase fisico é insuficiente uma vez que outros dados, por
exemplo, sobre a orientagio dos filamentos, sio indispensavels para determinar o
processo interativo.

Admitiremos os seguintes tipos de interacio:

a - Bifurcagio (ou multibifurcagio) de apices - Y
b - Decaimento natural de apices

¢ - Ramificacdo lateral -F
d - Anastomose (conexdo) dpice filamento -H
e - Anastomose 4apice-dpice - W

seguindo a simbologia de Keshet [1988-1989] iremos denotar cada processo acima pela
letra correspondente a direita.

Além da distribuicio espacial, outras caracteristicas dos préprios filamentos
podem ser igualmente importantes para determinar a dindmica microscdpica. Iremos
denominar esta outra caracteristica genericamente de a.

No estudo das redes de trithas de comunicagio quimica, a concentragio de
feromdnio ao longo da trajetdria € essencial para a dindmica e, portanto € necessdrio
descrever em que grau de concentragio desta ou daquela substancia se “situa” o
filamento.

Em redes de vascularizacio, como o transporte de nutrientes é o seu papel
principal, € necessario também incluir no modelo descritivo o “grau” de espessura do

filamento, ou seja, qual a sua posigdo com respeito a esta medida.
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Portanto estas medidas devem fazer parte do espago de aspecto.

Portanto, o espago de fase serd um espago de aspecto formado pelas medi-
das de localizacdo espacial (z1,2,) = z, do dngulo # e da caracterfstica a, 0 que é
representado matematicamente por IR4.

A populagao de dpices sera representada pela fungio densidade
Az,0,a,t)
cujo significado é dado pela integral
/0 ’ f/ " A(z, 8, a,t)dbda = A(z,1)

que di a sua densidade espacial em JR? no instante t.

Observemos que a diregdo € dada por & € [~x, 7], um vez que o sentido
também nos interessa neste caso.

Para descrevermos os filamentos, seguiremos os argumentos de Keshet [1982-

1988-1989] e representaremos esta populagio pela densidade do comprimento
p(xagaa:\ t)

no espago de aspecto (21, 22,6, a) € IR
Para estabelecermos a dinamica de dpices e filamentos, é necessdrio especifi-

carmos os fluxos e as interagdes.

Como hipdtese simplificadora suponhamos que os dpices movimentem-se em

linha reta com velocidade constante v.

Portanto, cada apice causard o aparecimento de uma unidade de comprimento

do filamento por unidade de tempo na forma
vA ,

uma fungio de fonte.
Também, como termo de fonte, iremos supor uma taxa de decaimento natural
na forma malthusiana:

-7P
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A dinamica filamentar pode desta forma ser escrita como
I
— =vA—"p.
ot
Se a caracteristica a for sujeita a uma variagio temporal u que produzira
uma convecgao de fundo em p, terfamos acrescentado a equagéo anterior um termo
de fluxo pu e assim

dp _ d
i vA 1P = aa(pu) .

Se, por exemplo, a for a concentragido de uma substéncia com fonte localizada

nos apices, p(A), e com decaimento malthusiano
—=¢(d)—Ka=u.

De qualquer maneira, observamos que, quanto a localizagdo e a orientacio
ndo serdo consideradas variagdes dos filamentos, isto é, eles estardo fixos na posigio
e na inclinagdo.

Consideremos agora os apices, que dispoem de uma dindmica mais rica uma
vez que eles se movimentam no espaco fisico por convecgio com velocidade v e no
espaco de orientagdo por efeito de bifurcacéio, e também apresentam diversas formas
e 1nteragao.

Comecando pela convecgio espacial, o fluxo no espago de aspecto R! =
IR? x B x IR é dado por

J. = A(vcos8,usend,0,0)

ou seja, a velocidade de um &pice que se encontra no ponto (1, 2,8, ¢) do espago de
aspecto por conta do seu crescimento é (vcos8,vsené,(,0).

A movimentacdo dos apices quanto & orientagdo sera resultado do processo
de multifurcagio.

A bifurcacdo é o evento mais comum nos exemplos de estruturas, talvez por-
que uma multifurcagdo signifique uma simultaneidade de eventos que por si mesmos

s80 relativamente raros. Desprezaremos portanto a sua ocorréncia.
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Por outro lado, a mudanga de orientagio, que poderia ser enquadrada como
uma “unifurcac¢io”, € um evento relativamente frequente em algumas situagdes, como,
por exemplo, nas redes de trilhas de comunicacio quimica. ’

Para representar estes fenémenos, definiremos fungdes no espago de aspecto
(eventualmente, podendo também depender da densidade de 4pices) que para cada
angulo & € [, 7] nos ddo a taxa média de desvio Y(z, 4, a,a).

Assim, a taxa, com relagido ao tempo, com que apices de outras orientacgdes
surgirdo na orientagdo § no ponto = = (z1, z;) € IR? serd dada por

-/.1r A(z,0 - a,a,t)Y(z,0 — 0,0, 0)da

-7

e a perda de apices no ponto (z,8,a) € R é

/ " A(z.8,a,1)Y (z,8,a,a)da = d(z,8,a)A(z, 8, 0, 1)

-
Portanto, a taxa de variagio (com relagio ao tempo) dos dpices no ponto
(z,6) do espago de aspecto por conta deste fendmeno serd

Z’)Y: /r (A(z,8 — a,a,t)Y (2,80 — a,a,a) — Alz,8,a,1)Y (2,6, a,a)do .

—x

Esta expressio em toda a sua generalidade ¢ muito complicada e requer o
auxilio de hipdteses simplificadoras para a formulagio de um modelo matematico
mais tratavel e mais facilmente testavel experimentalmente.

Um primeiro passo seria considerar Y («) como fungdo unicamente da varidvel
a. Neste caso poderiamos interpreta-la como uma distribuigéo que teria 0s seus picos
nas diregdes mais frequentes. Por exemplo, se a bifurcagdo for o evento tipico do
sistema, Y () seria simétrica com picos em —ap € ag, onde ap representa o angulo
de desvio de & preferencial.

Neste caso, o termo acima poderia ser escrito como

By = f (A(z,0 — a,a,t) — A(z,0,a,1))Y(a)da .

-

De uma forma geral, este termo serd sempre um funcional néo-local e repre-

sentard uma interagéo de longa distancia (no espago de aspecto).
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Em um caso limite, em que a distribuigdo Y(a) tiver um comportamento de

Delta de Dirac em —op € &g nos restringiremos a uma expressao do tipo
do(A(z,8 — 2o, a,t) + A(z,0 + ao,a,t) ~ A(z,8,a,1)).
se ainda ay for considerado pequeno, podemos escrever o termo acima como
do[A(z,0 — ag,a,t) + A(z,0 + ao,a,t) — 2A(z,0,e,t)] + dA(z,0,a,t)

e aproximar a diferenga por

dgag-‘?jé(x 0,a,t) + dgA = ¢
502\ 3 g Y.

Observemos que com esta aproximacio o termo de bifurcacdo é a soma de
uma fonte linear e uma difusio cldssica na orientagao.

De acordo com a interpretagio cldssica, o termo ¢y teria uma influéncia
uniformizadora nas orientagées dos filamentos e contribuiria para um crescimento
exponencial dos apices. Observemos também que na aproximagdo infinitesimal o
coeficiente de difusdo daj é muito pequeno e portanto de curto alcance.

Uma orientagio uniformizadora significa um emarankado sem estruturas de
orientacdo.

O tempo de decaimento natural dos apices pode ser representado por um
simples termo linear com coeficiente negativo.

Consideremos agora a ramificacdo lateral em que a fonte de dpices depende
da concentracdo de filamentos. Para um filamento com orientagio # — & a ramificagéo
com um angulo & produz um apice na orientacéo §. Portanto escrevemos este termo

da seguinte maneira

ZF-: /ﬂ- p(m,g - a,a,t)F(a)da.

-
Analogamente ao que argumentamos no caso anterior se F tiver um pico em

a; temos, por simetria,

¢r = (p(z,0 — o, a,t) +p(2, 0 + Q’Iaaat))fﬁ
folp(z,8 — o, a,t) — 2p(x, 0, a,t) + p(z,0 + ay,a,t)) + 2fop(x, 8, a,t)
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ese o =0,
52
Pr = affo*ggg +2fop = 2fop -

Consideremos agora a anastomose apice-filamento. A chance de conexio en-

!

tre dpices e filamentos depende, em todos os exemplos citados, do angulo de encontro,
em geral, aumentando consideravelmente com a perpendiculatidade (vascularizagio)
ou, paralelismo (trilhas). Este.é um termo ¢y de fonte negativa (uma vez que ha

uma perda de &pices) e se

H{a)

€ o termo que representa a taxa de probabilidade (ou a frequéncia) com que um apice
e um filamento disposto de um angulo relativo a se conectem, escrevemos
1'r
by = f_  H(e)A(s,0,0,8)p(a,0 + o, 0,t)dar

Como em geral ndo ha picos pronunciados para efeito de conex@o este funci-
onal é necessariamente ndo-local, e ndo-linear.

A anastomose apice-édpice pode parecer extremamente dificil (assim como
a 4pice-filamento em 3 dimensdes). Entretanto, é frequentemente observado na
dinamica destas estruturas que hd um processo de quimiotaxia entre estes elemen-
tos através de um sinalizador quimico. Esta quimiotaxia pode ser positiva e, neste
caso, facilita a anastomose consideravelmente mats do que a chance geométrica po-
deria justificar. Isto acontece quando a rede filamentar é um meio de transporte
e irrigacdo; nestes casos, obviamente a formacado de lagos aumenta a eficiéncia do
sistema. (Folkman [1975], Meinhardt [1982]). No caso de rede de trilhas a difuséo
classica do feroménio em torno das trilhas exerce um papel osmotropotaxico sobre os
insetos que estdo na lideranca de um dpice (Deneubourg [1993]). Em outras situagdes
a quimiotaxia € negativa e o dpice é repelido (Mitchison {1981]).

Em geral, a anastomose W pode ser representada na forma

bw = (f W(e)A(z,8 ~ a,a,t)da)A(:c,B,a,t) :
—x .

onde W{a) representa o coeficiente de interagio.

Este funcional de intera¢io também é essencialmeénte néo local e ndo-linear.
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Se todos estes efeitos forem considerados as equagbes para p € A podem ser

resumidas na forma

F; a
6_? =vA —p = 5-[p(p(4) ~ Ka)]
%_': = div,(Av) + dy + b — bur — dw .

Keshet [1982] considerou este problema em uma dimensio (sem orientagao,
portanto) e com aproximacdo de bifurcagdo e ramificagdo infinitesimal. Keshet-
Ermentrout [1989] consideram o problema em duas dimensdes e aproximacio infi-
nitesimal, em ambos os casos tratando de um espago de aspecto orientado e sem
outras caracteristicas.

O problema de trilhas que envolve a concentragdo de ferémonio é amplamente
descrito na literatura e tratado apenas microscopicamente.

E interessante observar que na dindmica de apices os termos positivos de fonte
¢y e ¢r tém efeitos difusivos na orientagio (considerando a sua interpretagiao infini-
tesimal) e uma dindmica emergente sé serd possivel por a¢do dos termos negativos
P e dw.

O termo ¢y é auto catalitico (ou auto ativador) e o termo ¢p € ativador
cruzado. Estes sdo ingredientes classicos para a emergencia de estruturas de ordem
de acordo com a argumentagdo de Segel-Jackson [1972].

Keshet-Ermentrout [1989-1990] demonstraram que, de fato, simulagdes por
modelos discretos suportam o conceito de que o fenémeno de emergéncia ocorre nos
modelos elementares.

As solucdes homogéneas, que na dimensio de orientagio significam “ca6ticas”

satisfazem

0=vA—~p
0= dgA - 2fgp s HDAP - ﬂfoAg ’

e, portanto, podem dispor de até duas solugdes. A instabilidade destas solugbes sig-
nificam a inicializagdo de uma dindmica emergente, cuja estrutura sé uma simulagio

pode exemplificar.
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As redes filamentares como modelos de trilhas de exploracdo para insetos
devem ser analisadas com respelto a solugdes do tipo frentes de ondas (Murray et al.
[1986]) que representam o avango da populagéo por meio de seus lideres (4pices) com
a marcacgao do territdrio percorrido reforgada pelos individuos que os seguem.

Diversas outras questdes sobre a dinamica de redes de intercomunicagdo em
populagdes formadas por individuos de estrutura intrinseca simples (ou simpliﬁcada)
podem ser analisadas através do modelo generalizado exposto acima.

Particularmente interessante é o estudo macroscépico da difusdo realizada
por uma rede filamentar microscdpica (onde a espessura dos filamentos é uma das

coordenadas do espago do specto). Estes assuntos serdo tratados em futuras pu-

blicagdes.

When the Lord created the world and people to live in it — an enterprise which,
according to modern science, took a very long time — I could well imagine that
He reasoned with Himself as follows: ‘If I make everything predictable, these
human beings, whom I have endowed with pretty good brains, will undoub-
tedly learn to predict everything, and they will thereupon have no motive to
do anything at all, because they will recognise that the future is totally de-
termined and carnot be influenced by any human action. On the other hand,
if I make everything unpredictable, they will gradually discover that there is
no rational basis for any decision whatsoever and, as in the first case, they
will therenpon have no motive to do anything at all. Neither scheme would
make sense. I must therefore create a mixture of the two. Let some things be
predictable and let others be unpredictable. They will then, amongst many
other things, have the véry important task of finding out which is which.’

E. F. Schumacher pg. 211,
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APENDICE |

Efeitos Quase-Locais em Difusao

O tensor de difusao classico é obtido a partir de argumentos que pressupoem
um efeito local representado pela derivada e nio contempla, desta forma, a possibili-
dade de “comunicagdo entre vizinhos além de uma adjacéncia infinitesimal”.

Trataremos aqui apenas algumas generalizagbes dos argumentos do modelo
cldssico, que estendem ligeiramente a vizinhanga de interagao.

Iniciamos por considerar o termo do lapaciano na equacio de difusio classica

dp
B A

como o desvio da média dos valores de p em uma vizinhanca infinitesimal ao seu valor

em z, o que pode ser verificado através da férmula de Maxwell (Murray [1989]).

Férmula de Maxwell

_ [ dp .1 & . 3
_/”z”g% p(zo + 2)dz = ]” (P(-’Eo) + 5;(350)2 + 34, 5 Bx;axj(xo)z'zj +0(r )) dz .

z[l<1

Mas,
19}

AzlisR (gg(xo)z) dz =0

por anti-simetria com relagdo ao plano que passa pela origem e € perpendicular ao

__..E !
vetor Bz (zo). .
_ P
: SC, S = am'axj
O ortogonal ¢ D diagonal. Entéo:

= “1p0O dz = D0z,02)dz =
AZHSR(Sz,z)dz AZHSR(O z,2)dz AzllsR( 2,02})dz

(o) entdo, S é uma matriz simétrica e 0SO~! = D para uma

8z
P det O 1) AzIISR(DZ’Z) z
1

=3 [ nzkz Mes, [ Zz= Ads== [ sl
= Jysir 1< iR n Jklisr
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Logo,

Azugn(sz’z)dz = (Z‘: ’\f) AziISR ||z]|*dz = Tr(S) Az”SRIIz[Fdz.

Usando coordenadas polares, dZ = R%dQdr (dQ = elemento de superficie

da esfera unitéria).

R 5
_/ (l2|*dz = / ] r2dQdr = — (3rea da esfera unitdria S%) = irk
lzll<R 5

Logo:

= il _ ( &p ) _
%: 2 AzHSR Oz;0z; (wo)zizjdz = It Oz;0x; (o) 5 Ap(o) 5

{p(zo))r = p(wo) + HR*Dp(x0) + O(RE) .

Portanto, obtemos a férmula de Maxwell:

Ap(z) = == Jim <P(w)>;2— p(z)

onde a média (isotrépica) é dada por

1
{p(z))r = e AzIIsR p(z + €)dz

a) A primeira estratégia para estender o alcance da difusdo classica serd acrescentar

ao fluxo (local) —D) ——p um termo de corregio proporcional ao desvio da média, que
T

pela formula de Maxwell nos da

(22, -2 ap 3
D B e (e = 55 0ta0)
ou s€ja,
J= —Dlg- + Ds g
de onde vird a equagio de Cahn-Hilliard:
%‘5:- ;m( Dlg +Dga‘9 (Ap) = DyAp — DaA%p
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9p

B D1Ap — DAY

!

b) A segunda estratégia (que faremos em dimensdo 1) serd considerar a cinética de p
no ponto z (instante ¢) dada por uma média ponderada das influéncias de todos os

outros pontos na forma

dp(z,t
D)~ 7 wle)ole +€,1)de + (o)

ot —co
onde naturalmente a fungio da influéncia (nicleo) w(€) é simétrica e tem um pico
acentuado nas vizinhangas da origem (claro, ndo descartamos o fato de que a in-
fluéneia preponderante vem dos vizinhos mais prézimos).

Neste caso, usando uma aproximagio de Taylor

_ Op & 1e?
plz+€) = plz)+ 5 (2)6+155(2)¢" +
1 & 1 &
t 3. z)E® + Ej@(ﬂ?)ﬁ“‘ + O(¢Y)
temos até 42 ordem
dp Pp 3'p
i F(p) + wop + wem +w4%

lembrando que

Wom = _[: (‘?f;)'!‘w(f)f%df

e que os termos de ordem {mpar se anulam devido 4 simetria de w.
Obtemos assim, novamente uma equagao biquadrada como generalizacio da
difusdo cldssica (local). A expansio de Taylor nos sugere que, apesar da localidade

infinitesimal do operador diferencial
DA — D,A?,

a inclusdo do termo de maior ordem significa, de certa maneira, uma ampliacio da
vizinhanca de interagido. Este fato é mais aparente na discretizagio por diferengas

finitas.
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