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RESUMGC

Neste trabalho consideramos condas gravitacicnais com simetria
cilindrica que possam ser reduzidas & forma de Einstein-Rosen.

Dentre as componentes tetraddicas nfc nulas do tengsor de
Riemann~Cristoffel da métrica de interesse, destacamos 3 independentes
que geram as demais.

Escolhemos a classe de solugBes polinomiais da equagio de onda
cilindrica correspendente e analisamos as componentes tetrdadicas
independentes e os invariantes de curvatura calculados para alguns
elementos desta classe,

Analisamos também a Energia C no contexto do presente trabalho,

concluindo que as duas defini¢Bes propestas nfo se aplicam aos nossos

Cas0s.



ABSTRACT

In this work, the gravitational waves with cylindrical symmetry
wich can be reduced to the Einstein—Rosen form are considered.

From the non-null tetradic components of the Riemann-Cristoffel
tensor associated to this metric we distinguish tree independent
component which generate the others.

A polynomial class of solutions for the correspondent cylindrical
wave equation is studied, We analyse the independent tetradic
components and the invariants of curvature for some elements of this
class.

We also analyse the concept of C-Energy in the context of the

present work. We conclude that both definitions proposed are not

applicable in this case.
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1. INTRODUGAO

As teorias da fisica geralmente envolvem um modelo matemdtico,
definido por um sistema de equagbes diferenciais, e um conjunto de
regras para interpretar resultados mateméticos como afirmacgdes sobre o
mundo fisico.

No case das teorias de gravitagdo ¢ comumente aceito que a teoria
mais bem sucedida ¢é a Relatividade Geral de Einstein. Aqui as egquacdes
diferenciais (equagdes de Einstein) relacionam a geometria do espacgo
com a distribuicdo de matéria e energia do mesmo, como veremos no
préximo capitulo.

A Teoria da Relatividade Geral foi criada por Albert Einstein e
divulgada em 1915. Nos primeiros anos de pesquisa dentro dessa teoria,
somente um pequenc ndmero de solugdes exatas foram discutidas. Essas
solugdes correspondiam a problemas fisicos idealizados e com alta
simetria. Como exemple podemos citar as solugBes esfericamente
simétricas de Schwarzschild, Reissner e Nordstrém, Tolman e Friedmann,
as solugbes de Weyl e as métricas de ondas planas.

Passada esta primeira fase, nos anos seguintes pouca importancia
foi dada & busca e ao estudo de solugSes exatas devido a pouca
diferenca entre os resultados newtoniancs e o©s relativisticos.

Com excegdo dos estudos cosmoldgicos e dos modelos estelares, a
grande variedade de problemas fisicos estudados pelos relativistas na
nova fase foi tratada somente por métodos de aproximagfo, especialmente
os de campe frace e de movimente lento.

0 estudo de solugBes exatas passou a despertar maior interesse a
partir do desenvolvimento de técnicas matemAticas que foram
gradualmente tornando-se familiares aos fisicos.

A primeira técnica foi o wuso de grupos de movimento,
especialmente na construgdo de cosmologias mais gerais que as de
Friedmann. A segunda técnica, que foi em parte motivada pelo estudo da
radiacde gravitacional, foi a classificagdo algébrica de Petrov do
tensor de Weyl, e a compreensdo das propriedades de métricas
algebricamente "especiais". Estes desenvolvimentos conduziram ao uso de

invariantes definidos em wuma base de tétradas em lugar de bases



coordenadas.

O método das tétradas nulas, juntamente com algumas idéias da
teoria de representag8o de grupos e geometria algébrica, deram
surgimento a técnica dos spinores (e métodos equivalentes), agora
usualmente explorada na forma dada por Newman e Penrose [l1].

Os métodos acima rencvaram o interesse pelo estudo de soluces
exatas das equagdes de Einstein e permitiram que novas soluges fossem

encontradas.

Uma classe  particularmente interessante de solugBes exatas das
equagbes de Einstein & constituida pelas ondas gravitacionais com
simetria cilindrica. Solugfes deste tipo foram estudadas pela primeira
vez por Einstein e Rosen [6], que obtiveram algumas solugdes especiais
depois denominadas ondas de Einstein-Rosen. Desde este trabalho
pioneiro, o estudo de ondas cilindricas tem atraido atengfo
periodicamente e contribuicdes foram dadas por Rosen, Marder, Thorne e
Stachel entre outros. (Nas péginas 220-27 da referéncia {l1]
encontra=-se uma bibliografia completa do assunto).

Na década de 1980, técnicas matemdticas usadas para gerar solugdes
do tipe séliton em varios campos da fisica foram aplicadas as equagdes
de Einstein para o campo gravitacional, comegande com o trabalho
pioneiro de Belinskii e Zakharov [2,3]. Este esfor¢o permitiu encontrar
uma grande quantidade de novas solugdes exatas para as equagdes de
Einstein com simetria cilindrica. Muitas destas solugbes podem ser
interpretadas como pulsos de ondas gravitacionais, o que levou varios
fisicos a identifica-las com os soélitons que aparecem em outras &reas
[9,4].

Mais recentemente, o estudoe de ondas gravitacionais vem sendo
motivado pela montagem de experimentos de detecgfio, como por exemplo o
LIGO (Large Interferometry Gravitational Observatory), ainda em
projeto.

Neste trabalhe consideramos apenas ondas gravitacionais com
simetria cilindrica que possam ser reduzidas & forma de Einstein-Rosen
[5]. GQuando procuramos uma solugio deste tipo para as equagBes de
Einstein, obtemos um sistema de equagdes diferenciais onde uma das

equagles é a equagloc de onda cilindrica {4]. Encontrando uma sclugdo



particular desta equagfo, podemos encontrar o tensor métrico, € através
deste obter o tensor de Riemann-Christoffel e suas componentes
tetradicas.

Como a compreensido do contetdo a ser desenvolvido necessita de
conceitos e definigbes basicas de geometria pseudo-riemaniana,
apresentamos no Capitulo 2 um sumério das idéias principais,
finalizando o mesmo com uma breve discussdo das equagBes de Einstein.

No Capitule 3 particularizames as equagbes de Einstein para a
métrica de Einstein-Rosen. A equacgBc de onda cilindrica correspondente
pode ser resolvida, dentre outras formas, pelo método de Belinskii e
Zzkharov (sélitons}, por separagdo de varidveis ou por fungbes
polinomiais. 0Os trés tipos de sclucBes geradas pelos métodos citados
séo apresentados e comentados nesse capitulo.

No Capitulo 4 apresentamos a métrica de Einstein-Rosen na forma
relevante para o presente trabalho, sendo que as solugdes polinomiais
da equagdo de onda cilindrica correspondente, apresentadas no Capitulo
3, serfo entdo utilizadas.

Das componentes tetridicas nfo nulas do tensor de Riemann-
Christoffel, destacamos 8 que por relages de simetria geram todas as
outrag. Destas 8 compenentes encontramos no maximo 3 independentes,
sendo as demais combinagdes lineares destas.

No Capitulo 5 apresentamoes algumas técnicas mateméaticas a partir
das quais analisamos algumas equagdes polinomiais de interesse e
definimos © conceito de "ponto de ramificagio” que serd muito
impeortante no contexto deste trabalho.

No Capitulo 6 apresentamocs varios diagramas de solugbes das
equagdes polinomiais obtidas.

No Capitulo 7 relacionamos os resultados dos Capitulos 5 e 6, e
fazemos alguns comentarios scbre os diagramas.

No Capitulo 8 estudamos a evolugdo temporal dos elementos
geométricos que nos chamamos "ondas", os quais estdo intimamente
ligados com os pontos de ramificagdo.

No Capitulo 9 apresentamos duas definigbes para a energia C, e
as estudamos no contexto do presente trabalho.

No Capitulo 10 apresentamos as conclusBes e consideragfes finais.



II. GEOMETRIA PSEUDO-RIEMANNIANA E EQUACOES DE EINSTEIN

1) DefinicBes e notagdes

As notagSes F‘Z e dF/8z serdo usadas indistintamente durante esse
trabalho, aplicando-se o mesmo a F‘t e 8F/8t (F é uma fungio

diferenciavel qualquer).

Seja M uma variedade quadridimensional munida de uma métrica g
de assinatura (+--), a qual em coordenadas locais (xo,xl,xz,x3] =

(t,z,X,y) pode ser escrita na forma

g=g, dxt dax” . (2.1.1)

A conexdo compativel com a métrica g ¢ definida em coordenadas

locais peles simbolos de Christoffel

= = L g (2.1.2)

Ap pa . 2 B [ Eovn T Bavp T EBonp ]’

v v
onde g“ gp?t = 6?t .

Define-se o tensor de Riemann~Cristoffel como sendo aquele que, na

a8 a 3 4 _
base coordenada {_ﬁ’ 5o S5 3y } = {VU,VI.VZ.Va}. tem
componentes
TR vANNEE R L I L (2.1.3)

R
Mg T pmp pp,v v po  pp ve

e a partir do qual definimos o tensor

A
Rouvp = Ban R pop (2.1.4)

Chamamos tensor de Ricci ao tensor obtido contraindo-se o primeiro

e o terceiro indices do tensor de Riemann-Cristoffel. Suas coemponentes



R =R, =r* _r R i 2.1,
up YR TV ST L% ST P (2.13)

A curvatura escalar, ou escalar de Ricci, é definida por:

w (2.1.6}

R =g

Seja {e.u} uma base ortonormal nio-holondmica de campos vetoriais

a .
suaves e = e v_, satisfazendo
M Hoa

onde
nw)=+1, se p=v=20,
n“v=—1, se p=v=1 2, 3,
nuv=0, se U #FP.

Nestas condigbes {eu} ¢ chamada uma  tetrada ortonormal e as
compenentes de um tenser T qualquer nessa base sdo chamadas
componentes tetradicas {ou fisicas) do tensor, sendo destacadas com o
simbolo (") sobre os indices. Para o tensor (2.1.4} as componentes

tetradicas sao dadas por

Rasnan = R (2.1.7)

e’ e
DOV abcd p @

2) Invariantes de curvatura

Entende-se por invariantes de curvatura as funcdes definidas a



. . A
artir do indice de permutacfo € dos tensores e R e dque
p P & abed' gpv pvp ! q
sdo independentes das coordenadas nas quais expressamos esses tensores,
Dos 14 invariantes [8] que caracterizam uma variedade quadridimensional
munida de uma métrica de assinatura (+---), apenas dois nos interessam:

M
1
R =R

RAAAA (2.2.1)
1 ijkl

chamado invariante de Kretschmann, e

RAAAA Rmn!i\.fj\ , {2.2.2)

pois, nos cases que consideraremos, o©s outros invariantes serdo
identicamente nulos devide &s propriedades de simetria do espago e as

equacgdes de campo.
3) Equagdes de Einstein

Na Teoria da Relatividade Geral o espago-tempc ¢ uma variedade
quadrimensional M onde estd definida uma métrica de assinatura (+---).

As equagles que relacionam a distribuigio de matéria e energia do
espaco com a curvatura do mesme sdo as equagbes de Einstein, que em
unidades geométricas (nas quais a constante de gravitagdo de Newton (G)

e a velocidade da luz (c) sfo iguais a 1) séo:

1
R”V - R g,uv + A g,uv =-8n Tuv' (2.3.1}
0 tensor T,uv ¢ chamade tensor de energia-momentum, representando a
fonte do campo gravitacional; A é a constante cosmoldgica.
Neste trabalho estudamos solucfes das equagdes de Einstein para o
VAacuo (T,uv = 0) e sem constante cosmolégica (A=0). Neste caso as

equagdes (2.3.1) reduzem-se a

R =20, (2.3.2)

que sio as equacdes de Einstein para o vacuo.



IIl. SOLUGOES DAS EQUAGOES DE EINSTEIN

As solugbes das equagfies de Einstein para o vacuo, que vamos

considerar, sdo métricas da forma
ds® = f(dt® - dz%) - g, o dx®, (3.1)

onde f e g, sdo fungdes de t ¢ z somente (a,b = 1,2 ), suficientemente
diferencidveis.

Por conveniéncia vamos impor a condigdo det( g, ) = t? , O gque
ndo implica em perda de generalidade [15].

As equagtes de Einstein para o vdcuo, correspondentes a (3.1},

podem entfo ser escritas na forma [4]

Uu -v =0 (3.2)
,t Wz .
(Inf) =- S + L Tr {Uz +v2) (3.2a)
Wt t 4t '
1
(In f]’z = 5 Tr (UV), (3.3b)

onde as matrizes U e V sfio dadas por:

U = t g-l gt' {3.43]
e
V = t g_l gz’ (3.4b)
g
sendo g = H i
g?.l 822

Por simplicidade restringimo-nos aocs casos onde a métrica (3.1)

pode ser escrita na forma de Einstein-Rosen

ds? = f(dt? - dz%) - tle" dx® + e dy?), (3.5)



onde f e F sfo fungbes de t e z somente,

As equagBes (3.2)-(3.3b), para a métrica (3.5), podem ser escritas

comao:
F t
1"'Itt * o - l-"’zz = 0, (3.6)
I | t 2 2
(In f]’t = >t + 5 [ F’z + F’t ], (3.7)
(Inf) =tF F . (3.8)
-4 ;2 ,t

Seja F uma solugdo de (3.6), duas vezes continuamente

diferencidvel. Entéo

(n ), = - [ 2F F o zi#“', ”F’;-z ] | (3.9)
(In fJ,zt = F,zF,t + tF,th,t * tF,zF,tt
»2Z t +Zt Lt
= tF‘,zF’zz + tF’th’t = tF,ZF"zz + 1.~1~“_t1-“tz . (3.10)

De (3.9) e (3.10) concluimos que a condigdc de integrabilidade de
(3.7) e (3.8), (In 1) st (In 1) tz estd satisfeita. Podemos entfo

escrever:

1
S

c

l_"
—_——
"y
™
+
|
(X!

¢ ]] dt + tF F . dz. (3.11)

Y

onde ¢ é um caminho qualquer no dominio de F.
~ 2
Portanto, enconirando solugdes de (3.6) de classe C7,poderemos
encontrar f, a menos de uma constante de integraclo, através de (3.11).

Apresentaremos 3 tipos de solugbes para (3.6):



A) Sélitons:

Este tipo de solugdo é obtido resolvendo-se a equaciio {3.6) pelo
método desenvolvido por Belinskii e Zakharov [2,3], que consiste numa
forma modificada da técnica do espalhamento inverso.

Partindo da métrica de Kasner na forma (ver forma padrio no

Capitulo 6)

2
ds® = t® 72 (g1? _ @2h) - tP TP g ot TP gy (3.12)

que ¢ uma solugdo particular do sistema (3.6)-{3.8), © método de
Belinskii e Zakharov gera a seguinte classe de solugBes para (3.6) [Sl:

E

Iy
F=F +F=plnt+§mln L, (3.13)
0 5 1 t

J=1

172
+
onde g~ =u -z i[(u_ -2 - t] sd0 as trajetérias dos podlos da
J

J i
matriz de espalhamento, que sfo reais ou complexas, conforme o valor do

pardmetro
. 0 = .
u =z - iw (z, w_s#o reals);
J J b ] 3

m‘j ¢ um inteiro dando a degenerescéncia do poélo ,uj e s € o namero de

pélos distintos,

0O coeficiente f é dado por:

{2+p-n)
nta-nsz | ° i n 22 2 2-
t= fot 11.-—5 Tt j.];[=1(“1 “j) 2 {”1 LD (3.14)
i>]



2
{p -1/2

onde fo =1 é a componente €00 da métrica de Kasner quande esta

€ dada na forma (3.12).

Para pblos degenerados devemos efetuar um célculo limite em
(3.14), tendo em mente que f pode ser multiplicado por qualquer

parametro arbitréario.

Os pdlos podem ser escolhidos dentre u: e u; , embora eles estejam

p'-l-
J
t

. t
relacionados por =

J
E interessante que certas quantidades definidas através dos
coeficientes métricos propagam-se como sélitons [4]. Um séliton & um

pulso que se propaga com velocidade e forma constantes, mantendo sua

forma e velocidade apés as colisées [4, 12].
B} Fungdes de Bessel

Pelo métode de separagio de varidveis, podemos separar a equacio
(3.6} em uma equagio diferencial ordinaria de segunda ordem em t, € uma
segunda edquagio que sob uma simples mudanga de varidvel se torna uma
equacdo e Bessel. Assim, obtemos uma nova classe de solugfes para
(3.6) dada por

]

Flz,t} = %& J dk [C(k]sen kz + D(k)cos kz] [E(k]Jo[kt} + G(k)Yo(k’c]],

0 (3.15)

onde J0 é a funcfo de Bessel de primeira espécie de ordem zero e Y0 é

fungio de Bessel de segunda espécie de ordem zero, dadas por

w

_ (~1)? (g/2)%
$ol8) = Z TTG Y

=0

10



2 i
Y, = 2 a0 €/2) + 9 1 (0 + 2 ‘i; - [23:42 a+ _é_] .

2,2.2 2 3

6
-|-._(E_)._(]_+_L+_'L.J_”"
27476

onde ¥ = 0,5772156... & a constante de Euler. As fungBes C, D, E, G s#o

determinadas a partir das condigées ‘iniciais e de contorno impostas

sobre F.
C)FungBes polinomiais.
Um terceiro tipo de soluciic de (3.6) € dado pelo polindmio

[n/21

L (t2) = z - n! . 0 = 2k) tZR, (3.16)
n 2°%(n - 2k} (k1)

k=0

onde [n/2] significa a parte inteira de (n/2) [14].

Neste caso, teremos, para F = L em (3.11), a funcdo f = f dada por
n 0

[n/2] ”
- I
Inf=logt o Z = 2 A2tk + |
° (n - 2k)! (n - 210! (U° 2 )
1,k=0
< kil " (n - 2k} {n - 2I) i zz(n-—k-—l} tZ(k + 1)
k +1] 4k +1 + 1) zz '

Esse tipo de solugdo sera estudado com mais detalhes no proéximo

capitulo.

i1



1IV. O ESPACO-TEMPO

Seja M uma variedade quadridimensional munida de uma métrica que

em coordenadas (t,z,x,y) é dada por

2
ds? = P - V2w o+ pd (dt?- daz%) - t(tpe¢dx2 + t'pe_¢dy2), (4.1)
onde w = wiz,t) e ¢ = ¢(z,t) sdo fungdes continuas com derivadas de

primeira e segunda ordens continuas no dominio

{[t,z];t>0 e—m<z<+m},
e p € um parametro real. Esta métrica corresponde a métrica (3.5) com

(2 1)/ ¢
f:tp_ zew+p R (4-2)

F=mntl +¢. (4.3)

No gque segue o espago-tempo sSerda sempre uma variedade

quadridimensional M com um tensor métrico do tipo {4.1). Essa métrica é

interessante, pois se ¢ = w = 0 podemos efetuar uma mudanga de

coordenadas € obter a métrica de Kasner {Bianchi I} na forma padrio,

como veremos a seguir.

Inicialmente devemos substituir (4.1} nas equagdes de Einstein

para o vacuo va = 0, a fim de obtermos equagles envolvendo ¢ e w. Se

assim o fizermos, de (3.6), (3.7), {(3.8) e (3.11), encontraremos:

¢t
bt -0, =0 (.0
W, = _;_ |:¢zz + ¢,2t ] (4.5)
wz=t¢z¢t, (4.6)

12



2

w(z,t) = wl¢]l = [ (t72)[(¢ z] + (¢ t")2] dt +t ¢ ztht dz. {4.7)

<

A classe de solugdes da equacio (4.4) que usaremos nesse trabalho
serd aquela dada em (3.16}), Essas solugfes sfo fungdes polinomiais em z
e t, tendo portanto derivadas parciais continuas de todas as ordens.

Neste trabalho, por simplicidade, usaremos apenas as seis

primeiras func¢des de (3.16) e as fungles w correspondentes,

L =1 w=0, (4.8)
0 1]
2
L1= z w = to/4 (4.9)
L= 2%+ (1/2) t° w = 22 1% 18, (4.10)
3 z 4 2 2 4 [ '
L=z2% @2t%2  w= (/a2 (9/4)t%2" + (9/48)°, (4.11)

L= 2+ 3 2%t%+ @se)tt w = 21/2)2 t (972)2%%+ (9/64)°
+ 4 2%% (4.12)

L= 15 t*z + 5 t%2°% 2° w = (45/256) t'% 4 (225/32) t32% + (525/16)t°
2"+ (125/8)t72° + (25740172, (4.13)

onde

r ’ ,z n,t

wn(z,t) = J (t/2) [(Lrl zJ2 + “‘n t)Z]dt +t L]1 L dz {4.14)

c
Seja agora, a tetrada { e, € e, e }, onde

2
= a® T e )

2
e = (l/{t(p - 1)/8 e(w t p sz ) a

1 z

¥
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e = (/P2 B2y 5,

1]
|

[1/(t{—p + 1)/2 e"¢/2)} 8,
v
sendo {8, 8, 8, 8} a base coordenada.
% z X v

Calculando as componentes tetrddicas RaAAA na base {e ,e.,e .,e },
POy 0°1" 2 s

obtivemos que, com as 8 componentes

I = Raaaa I = RApAAA , = RAAA =
1 o101’ 2 12'1Vz\ 13 R§136\ y Its Rﬁ%lz\ !

I = Raaaa I =Raanpa, 1 = AAA =

5 oz12 ’ 6 0333 7 Rﬁ\sxé Is R’z\e% !
podemos, através das relagBes de simetria do tensor Rabcd’ obter as

componentes tetradicas nio-nulas deste caso.
Das 8 componentes anteriores podemos escolher, por exemplo,
I, I e I3 como independentes e obter as outras em fungio destas,

1 2
através das relacSes

1 =1 -1, {4.15)
4 2 1

I, =~ IG, (4.16)
16 = - 12, (4.17)
I = - I = I _ I , [4‘.18]
T L 1 A

I, =- Ii. . | _ (4.19}

Em vista da linearidade de (4.4}, q¢ serd uma solugdo sempre que ¢
o for (q = const.); a solugdo w correspondente a g¢ serd, por (4.7),
wla¢l = q2 wl¢l. Assim, as expressdes de 11’ I2 e 13 podem ser escritas

na forma mais geral:
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1

[ =1lgpztgwl = [ 2t ¢ (qbz)z -

Z
8t(p+3}/zeqw+pq¢
_4tpq¢t-2p2+z], {4,20)

1
12 = Iziq,p,z,t,qﬁ,w] = [(1 +pttaq ¢,t}

g t'(p+ 3z quw + P q gb

(-t2q2(¢t12*2ptq¢t-p2+l}+

a’ (¢ 2)2(-313t2+t2—3t3q¢t)+4t2q¢u], (4.21)

1

I:3 = Ia[q,p,z,t,¢,w] =

(% 32 qow + ¢[q¢’zt
g P gd Wt P

(3 p2 -3+t q2 [q&z]z] +q2¢z q&t t?

(6p+3tgq ¢’t) -4 tzl q ¢'tz]. (4.22)
No Apéndice A mostramos que se q > O este reflete-se apenas
comoc um fator de escala em 11, I2 e Ia’ quando ¢ e w sdo dados por
(3.16) e (4.14) respectivamente; se q = 0, obviamente teremos a solucdo
trivial de (4.4); se g < 0, a situagdo ¢ mais complicada e esté
discutida brevemente no Apéndice A.
Usando as componentes tetradicas ngﬁﬁ Jjuntamente com as relacgbes
(4.15)-(4.19), encontramos para os invariantes (2.2.1) e (2.2.2) as
seguintes expressdes:

_ 2 2 _ 42
R, =R [apztéwl = 16[[11) P - LT - ) ] (4.23)

15



= - 2 2 2
R, = Rzlq,p.z,t,¢,w] = 48[(11J Lo+ L) - 1) ] (4.24)

Dado um par (Ln.wn) dentre aqueles listados em (4.8)-(4.13),
fazendo ¢ = L ews= w_ em (4.20)~(4.24), poderemos considerar cada uma
das expressodes Ix’ 12, 13' R1 e Rz come uma familia de fungdes a dois
parémetros q e p. Portanto, com os seis pares (Ln,wn) listados
obteremos 30 familias de fungles a dois parametros. Para distinguirmos
uma familia das outras usaremos a notacfo Jln(q.p,z,tJ, (i = 1,2,3,4,5;

n=:0,1,2,3,45 ), onde:

Jln(q,p,z,t] = ll[q,p.z,t,Ln,wn], para i=1,2,3 , (4.25)
J (aq,p,2.t) = R [g,p,z,t, L ,Ww 1, (4.26)
in i n n

JSn(q,p,z,t) = Rzlq.p,z,t,Ln,wn] . (4.27)

Dada uma familia ‘11 vamos estudar as solugBes reais da equagio
n

6Jln(q,p,2,t] (4.28)
= .
az

com q = 1 e p fixo.
Faremos esse estude porque o diagrama tz dessa sclugo ser4
fundamental para a analise que faremocs no capitule 8. Note-se que para

t = 1:0 a solugdo real de (4.28) fornece os pontos estaciondrios da

fungédo J1 (q,p,z,to), se q e p estdo fixos.
n
Todas as conclusBes obtidas poderdoc ser estendidas para qualquer

q > 0, pois o fator de escala

(p + 3)/231

¥

que encontramos no Apéndice A, nfdo interfere nos resultados obtidos, Se
g <0 entdo novas anélises seriam necessarias, o que estd fora dos
objetivos desse trabalho, uma vez que o parametro de malor interesse em

Nosso ¢aso é p.
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V. EQUAGOES POLINOMIAIS

1} Introdugdo:

Na equacdo (4.28) do capitulo anterior, a fungio Ji depende dos

n

parametros reais q , p e das varidveis independentes z e 1.
Qualquer uma das fungdes ._I;n-=' .‘Ii'n[q,'p,z,t)' em (4.25)~(4.27} pode

ser colocada na forma

k an{q,P,Z,t)
Jin[q,p.z,w,w} =t gm[q,p,z,tl e )

onde g _ € Q sdo fungBes polinomiais nas varidveis t e z com
n n

dominio {(t,z); t > 0 e -» ¢ z ¢ +0 }, e com coeficientes dependentes

dos parametros q e p .

Portanto,

+ g Q

in,z in,z in in,z

Nestas condicdes a equagdo Jin , = ¢ ¢ equivalente a
Pm[q,p,z,tJ = 0, i=,2,3,4,5 , n=0,1,2,3,4,5, (5.1.1)

onde Pln(q,p,z,t] - * g Qm’z & uma funcio polinomial.

Consideremos o conjunto

D™ = {((t,2); t> 0, —0 < z < 4w e P lapzt) =0 ) (5.1.2)
qp

Pelo teorema da fungdo implicita podemos afirmar que dados p e g

fixos € um ponto (to,zo) solugdo de (5.1.1), no qual

8%y .9
o=t e " (p + P ) (5.1.3)
2 in,z in,z in

dz

seja diferente de zero, existe uma vizinhanga Vo de 1:0, uma vizinhanga
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Wo de z, e uma fungdo z : Vo—m—> WO tal que, para todo t € VU, a
equagdo (5.1.1) tem uma unica solugdo z = z(t) em WO. Além disso, se
Jln for C entio z também sera de classe C . Assim, no conjunto VG‘XW0
existird uma curva ©(t) = (t,z{t)) continua e diferenciavel passando

por [to’zo]’ tal que Pin(q,D,z(t},t] = Q.

Se um ponto (to,zo) satisfaz o sistema formado pelas equacgdes

F‘i {a,p,z,t) = 0, (5.1.4.a)
n

szi (q:p;zrt]
: = 0, (5.1.4.b)

822

para ¢ e p fixos, entfdo diremos que t = t0 ¢ um ponto de ramificagéo,
ou ponto de bifurcacgio, de D;E. A escolha deste termo foi motivada pelo
aparecimento de tridentes no diagrama de D:;, comeo veremos no capitulo
seguinte.

Em vista de (5.1.3) podemos escrever (5.1.4.a)-(5.1.4.b) na forma

Pi (q,P’Z:t) = 0, (5.1.5.a)
o

P (q,py2,t) = O . (5.1.5.b)

in,z

Aplicando o teorema da fungio implicita podemos, nos pontos (t,z)

onde F‘m =0 e Pi # (), escrever

n,=

dz/dt = - P /P . (5.1.8)

in,t in,z

Assim, os valores t = t0 que satisfazem as equacgdes :
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Pin(q,p,z(t), t) = 0, (5.1.7.a)

P (qpz(t), 1) =0, (5.1.7.b)

para q € p fiXos, s8o pontos estacionérios da fungdo solugdo z = z(t).
in

ap
corresponde a intersecio do grafico de Js (ou Pi ), com q e p fixos,
n,z n

Num sistema de coordenadas (t,z,{) o diagrama 1tz de D

com ¢ plano { = Q.

0 teorema da funcio implicita nos da informacgtes locais a respeito
desses diagramas.

Uma maneira de obtermos novas informages é escrever o polinémio

F'l {gq,p,z,t), nos limites t— + wet—-> 0, na forma
n

Pin[q,p,z,t) = Plnd[q,p,z,t) + Pinr(q,p,z,t}, {5.1.8}

onde P > P
ind

inr

Obtemos P colocando P na forma
ind in

T

_ i
Pin(q,p,z,t] = Z al{t} z,

1=¢

e selecionando, para cada af(t), a malor poténcia de 1 se estivermos
i

analisando o limite t— + @, ou & menor poténcia de t se estivermos

analisando ¢ limite t— 0.

A diferenga P - P fornece P. . Os polinomios P e P
in inr in

ind d inr

assim escolhidos ser@c chamados parte dominante e resto de Pl
n

respectivamente.
O polindémio 13‘i d contém novas informagfes sobre as solugdes de
n

(5.1.1), como veremos a seguir.

Outro método para obtermos o comportamento das solucdes de (5.1.1)
nos limites t——» + o & t—> 0 consiste em assumirmos que o
comportamento das raizes em t— + o ou t—> O ¢ da forma z(t) ~ ¢ t%,

e em seguida encontrarmos x e c. Mais adiante explicaremos este método
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através de um exemplo.

No restante desse capitulo o formalismo apresentade nessa
introdugdo ¢ empregado na andlise das solugSes reais da equagdo
(5.1.1), com q = 1 ¢ p genérico.

Procuramos assim determinar como certas propriedades de p'®
(pontos de ramificagio, pontes estacionarios, ete) variam com qg
parmetro p.

No Apéndice B s8oc apresentados os polinomios correspondentes as
diversas situagdes analisadas.

A restricdo t > 0 em (5.1.2) provém do espago-tempo considerado.
No entanto, cada polinémio do Apéndice B é uma fungdo par ou impar de
t, logo, o diagrama tz das solugles de (5.1.1) para t < 0 serd idéntico
aquele de (5.1.2). Assim, do ponto de vista matemdtico, a restrigéo
mensionada ndo trard perda de generalidade para as analises que
faremos.

Os graficos deste capitulo encontram-se no final do mesmo.
2) Estudo do conjunto Din , 1 =125 0=n=5.
p

Qs polinémios F'm,...,F'50 sdo nulos, uma vez que neste caso ‘]10’

Jzo e J30 sdo independentes de z. O conjunto D;n coincide com o plano
P

(t,z}).

Sen=1¢eq =1 em (4.25)-(4.27) obteremos para J (q,p,z1)
in

expressdes do tipo

J“[I,p,z,t) = Al(t,p} e P2 , 1= 1,2,3,4,5 ,

onde Ai é uma fung¢fic continua e diferenciavel para t > Q.

3l (1,p,z,t}
ii
8z

Assim, = 0 se e somente se p Al(t,p} = 0.

Isso justifica o fato dos polinémios correspondentes sd dependerem

de t e p. O conjunto D;; neste caso é formado por retas do tipo t =
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const., ndo sendc de interesse para este trabalho.

. in .
Analisemos D1 para n = 2. Iniciemos por P12 .
p

Plz(l,p,z,t] = { se e somente se

z=0, (5.2.1)

ou
-p + p3+ 3 t%+ 3 p2t2+ 3p t*s 18- {4 p 1%+ 4 thz? = 0. {5.2.2)

QO primeiro passo é sabermos para quais valeres de p a2 equacgdo

(5.2.2) apresenta solugdes (t,z) € R

Para um p qualquer a equagdc (5.2.2) define implicitamente duasg

fungdes =z = * h(p,t), onde

hip,t) = [(- p + p3+ 3 t% 3 p2t2+ 3p t*e t%) (4 P t%+ 4 t4J]z/2.

(5.2.3)

A equacdo (5.2,2) somente terd solugfes reais quandc o termo
independente de z e o coeficientesde 2% tiverem sinais opostos.

0 termo independente de z em (5.2.2) é o polindmio cdbico em
tz, yl(p.tJ = -p + p3+ 3 1:2+ 3 p‘212+ 3p t4+ 8, Este termo pode ser

escrito na forma
}’lfp,s)="p+p3+[3p2+3)s+3p % +53, onde s = t°

A equagio yl(p,SJ = 0 tem discriminante estritamente positivo

[1] para todo p, tendo portanto uma Gnica raiz real dada por:

172

i/2 ]—1/3 173

)
(5.2.4)

s=—p—(2p+(1+4p2) +{2p+(1+4p2J

1

Estudande o sinal de s, obtemos que;
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sl<Osc-l<p<Ooup>1,sl>0_sep<-lou0<p<lesl=0
sep=2%1loup=0,

Portanto se -1 = p = 0 ou p = 1 entdo yl(p,t] ndo tem raiz real

estritamente positiva, logo yl[p,t} > 0.
Por outro lado, se p < -1 cu 0 < p < 1 entio yl(p,t) ter4 uma

tnica raiz real estritamente positiva. Pela expressio de Y, constatamos

que yi{p,t) é estritamente negativa se t < Vsl e estritamente positiva

se t > 1/51.

Analisando agora o coeficiente de 2° em (5.2.2) teremos:

yztp,t] = -4 p -4t =0 seesomentese t=0out=t {-13)“2.

Portanto, se:

p>0 entﬁo—4pt2-4t4<0,par*atodot)D.

p <0 entdo :

—4pt2—4t4<Dset> {—p)l/2 ,

ou

aptP-atty0se0 < (-pt

Sep=0 entdo -4 p tz -4th<o para quaiquer t.

Podemos agora encontrar os - intervalos de p onde Plz(l,p,z,t] = 0
tem solucles reais ndo nulas. Para isso basta desenharmos as raizes t1=
*fs—; e tz = v~p num mesmo grafico e através dos resultados acima
identificar as regides onde as funcdes yl[p,t) e yz(p,t] tém sinais

opostos {grafico 1).
Portanto, pelo grafico 1 e por (5.2.1) concluimos que as solugbes

reais de Plz(l,p,z,t) =0, parat > 0 e -w<z < +w, s30:
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a) Se p < -L:
z(t) =0, © > 0,

z = thip,t), 0 <t < tl(p) out > tz(p).

b) Se ~«1 < p <O
z{t) = 0, ©t > 0,

z = xh(p,t), t > tz(p].

c)Se D <CpK1l:

2(t) = 0, £ 5> O,

z = *h(p,t), t > tl(p).

d} Sep> 1

z{t) =0, > 0,

z = thip,t), t > 0.
e) Se p = O

z(t) =0, t > 0,

4.1/2

2(t) = % [3+2:E] L t> 0

f)Sep=-1

z(t) = 0, t >0,
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172

z(t) = & (1/2) _ Lt L

g) Sep=1

z{t) =0, set >0,

172

z(t) = = (1/2) , >0

Utilizemos agora os resultados da introdug8o para procurarmos
novas informagdes.

0O sistema {5.1.5.a)-(5.1.5.b), para esse caso, toma a forma:

z{ yl(p,t) + (-4 p 12- 4 t4J22] = 0, (5.2.5.a)

g, (Bit) + (-12 p t*- 12 thz? = o. (5.2.5.b)

Se z = 0 entdo (5.2.5.a) ¢ uma identidade e (5.2.5.b) torna-se

ylip,t] =0, (5.2.6)
Assim, t = t0 € ponto de ramificagio de D:z se satisfaz a
P
equagdo anterior, loge to = v s, - No caso p = 1/2, estudado a

seguir, veremos um exemplo desta situacdo.

Se z # 0, entdo o sistema (5.2.5.a)-(5.2.5.b}) ¢ equivalente a
z (y 0+ (4 pt-ath?) =0, (5.2.7.a)
yl(p,t) =0 . A : (5.2.7.b)

onde a segunda equacgio é obtida de (5.2.5.a) e (5.2.5.b).

Se t satisfaz (5.2.6) para um dado p, o sistema anterior torna-se
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(-4 p t%- 4 tY2° = 0,

que para z # 0 s6 admite solucéo real se p < 0, dada por

172

t=(-p) (5.2.8)

Porém, (5.2.8) satisfaz (5.2.7.b) apenas se p = 0. Portanto, se
p # O n8o havera pontos (t 0,2) com z # 0 satisfazendo
(5.2.7.a)-(5.2.7.b). Se p = 0, uma andlise direta do sitema (5.2.7)
mosira que nd¢ existem pontos de ramificagfio no conjunto DI; para t>0.

O sistema (5.1.7.a)-{5.1.7.0) nesse caso toma a forma:

z( y (pt) + (=4 p 1% 4 tY2%) = o, (5.2.9.a)

Zet+6p t+12pto+6t -8ptzt-16t 2% =0 (5.2.9.b)

Inicialmente vemos que a fl-lhc}éo ‘i(t) = 0,- 1t > 0, ¢ solugdo de
(5.2.9.a)~(5.2.9.b). Isso ¢ esperado, uma vez que essa fungfio & solugio
de Plz(l,p,z,t] = Q.

Para z # 0 o sistema resultante fica mais complicado, e os
resultados obtidos de sua andlise nfo foram suficientes para sabermos
como os pontos estacionarios das funcdes solugles se comportam a
medida que variamos p.

A andlise agsintética para t—— + » e t—— O pode ser realizada

diretamente a partir de (5.2.3}, sem introduzir P12 e Plz . Esta
r

d
analise mostra que a fungdo h(p,t) comporta-se comeo

hip,t)~t/2, (5.2.10)
no limite t—— + o, ou seja,

lim hip,t) - t/2
t—+w

hip,t)



De (5.2.10) vemos que © comportamento da fungdo hip,t) &
independente de p no limite considerado.
Para t suficientemente pequeno temos:

2 _ 1)1/2

hip,t) ~ B (5.2.11)

T
Assim, para t pequeno € p > 1 ou p < =-l, esperamos um
comportamento hiperbdlico do tipo acima para as fungSes solugdes n#o
nulas de {5.1.1).
Se -1 < p < 1 entdio ndo teremos solucdo real ndo nula para t muito
pequeno. Se p = + 1 os itens f e g acima mostram como serd o
comportamento das solugbes neste limite.

Portanto, resumindo os resultados obtidos, podemos afirmar que

para Plz[l,p,z,t) =0:

a fung8o z(t) = O {t > 0) é solugdo, independentemente do valor de
b;
a expressédo (5.2.3) fornece as solugBes reais ndo nulas, de acordo

com os itens a)-g) acima;

os pontos de ramificagdio sfio dados por 1/5: desde que s dado em
(5.2.4) seja positivo;

para t suficientemente grande h(p,t) ~ t/2 para todo p;

no limite t—— 0 o comportamento das solugBes nfo nulas depende de p,

de acorde com (5.2.11).

Nos casos seguintes a tentativa de efetuar uma anédlise como a que
fizemos acima se mostrou inviadvel devide a dificuldade de resclver as
equagBes que surgem. Diante disso optamos por fazer apenas a  analise
das solugdes de (5.1.1) nos limites t-—— 0 e t— + o,

Analisemos agora a solugio real de Pzz{l,p,z,t) =0,

Em primeiro lugar, notamos que a fungfo z(t) = O é solugio dessa

equagio para qualquer valor de p. No limite t - +w, teremos

P (zt} = t¥z + 12 1% 2° .
22d
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Portanto P22d(z,t} = 0 se e somente se

z=0, (5.2.12)

ou

% 12 t° 2% = 0, (5.2.13)

onde a segunda equagfio ndo tem solugdo real nio-trivial.
Assim, a partir de um certo valor de t, apenas a funcfo z(t) = 0 &

solugdo real de Pzztl,p,z,t) =0 .

Mais uma vez as solugBes da equagdo (5.1.1) ndo dependem de p para
t suficientemente grande.

No limite t » 0O encontramos
PZZd(p,Z,t) = (-p —p2 + p:3 + p4 yz + 12 (-4 p +12 pz ) 23,

cujas raizes sio

z=0, (5.2.14)
cu

z=4 " p+pt-p°-pt wi-ap+1zp N (5.2.15)

Assim, se p < 1I/3 ou p > 1 com p #0,~i as eXpressfes acima
mostram o comportamento das solugSes reais no limite considerado. Se

173 < p < {, (5.2.15) ndo é real.
Para p = 0 o numerador de (5.2.15) é nulo, indicando que 13’22':l

acima precisa ser recalculade para este valor de p.

Se assim o fizermos, encontraremos
2 i 3 . "
Pzza[o’z’t] =3t z-4t z , cujas raizes sio

2=0 ez=2 (3/4)"% ¢},

Procedende analogamente para os valores restantes de p obteremos:
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iyp=-,z=10
=0 ou z=¢t (880 t%

ii) p=1/3, z
= #(3/2)%

fii)p=1l z=00uz-=
Consideremos agora a equacio Psz(l,p,z,t] = 0.

Analisande o limite t—— + « teremos
(5.2.16)

s (in B 6 2 & 4
Pazd(z’t)"t(3t +6t z7+8t z).

Mais uma vez nfoc temos dependéncia de p para t suficientemente

grande.
P (z,t}= O se e somente se
32d

3+6ttzP+82" =0, (5.2.17)
Portanto, sz[l,p,z,t)=0 sempre tem solucbes reais z = z(t) tais
que
2 4 \1/2 \1/2
2. 28t +(24+9t ) ) (5.2.18)
3/2
2
Racionalizande o numerador da expressio acima poderemos
aproximé-la para
~x 2V (5.2.19)
Para t pequeno teremos:
(5.2.20)

P, Pzt)= tl3 - 3 p?)+ (-6 p +6p)z+8ptlzl
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Logo P32d(p,z,t)=0 se e somente se

3-3p)+(~-6p +6p)z2+8ptz=o. (5.2.21)

O polindémio na igualdade acima & quadritico em 22,

Em vez de explicitar as quatro raizes desta equagio e analisar as
suas expressfes vamos aproveitar para exemplificar um procedimento que
Usaremos sempre nos casos a seguir,

Primeiramente vamos assumir gque o comportamento das rafzes de

(5.2.21) é da forma z(t}~ ¢ t° {c # 0) no limite t—> 0, ou seja:

lim (z(t) - ct™)
t— z(t)

=0.

Temos ¢que encontrar ¢ e X.

X s . .
Fazendo z = ¢ t© no polinémio acima obteremos,

(3-3p°)+(-6p +6p°)c*t?™ +8pctt™*?

Os expoentes de t na express@io anterior sfio funcles lineares de x.
Plotando essas retas numa mesma figura obteremos o gréafico 2.

Encontraremos x por um método chamade balango dominante que
consiste no seguinte: para t pequeno (grande} um valor x = xl serd
Gtil quando duas ou mais poténcias de t tiverem em xl o mesmo valor e
esse for o menor (maior) valor de todas as poténcias em X .

Portanto, pelo grafico 2, apenas x = -1 € X-= 0 nos interessam. Se
x = -1 os termos em t ° serfio dominantes na equagdo, Se x = 0 os termos
dominantes serfio aqueles independentes de t.

0 valor de ¢ é encontrado de modo a cancelar os termos dominantes.

Se X = -1 teremos:

3-3p+(-6p+6p>)ft? +8pctt?
= (3 -sz) +(6 czp -8 c4p - 6c2 p3) t"z.
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Portanto :

c=%(6(-pw'’%, s 1-p°>o.

Para x = 0 teremos ¢ = * (2 p}-uz

s, 5epr0ep=l

Para p = + 1,0 (5.2.20) terd termos nulos, ¢ que mostra que a
parte dominante de Paz(l,p,z,t) nestes casos pode ndo ser dada por esta
expressdo. Encontrando a expressdo correta e aplicando o© balango
dominante obteremos x = 0 e ¢ = + (3/4)'7* para p=tlex=-1,
¢ =+ 14383l ¢ = t 0.425759 para p = O. |

Analisemos os valores de c encontrados.

Para x = =1, por exemplo, o que fizemos para encontrar c &

equivalente a fazermos lim [{3 - 3 pzl + (& Czp - 8 c4p-6 c? ps) 72 ]
2 s '27% 2
= lim (6 ¢'p~8 ¢ p-6 ¢ p) t = L, e procurarmos onde L se anula. Os
t —0
valores ndo nulos de ¢ encontrados sfo pontos onde L muda de sginal.

Por exemplo, se p > O teremos:

—wsecd (6 (1-pie)?
lim 6cp 8cp-6cp)t?=
t =20 +wsec<{6( - pz}/SJl/2

172 -1
t pode ser usada como

Assim, a fungio =z(t) = { 6{1 - pz)/8]
uma primeira aproximac8c para uma das raizes reais no limite t+—— 0,
desde que -1 < p < 1. Raciocinio andlogo pode ser usado para os outros
valores de c citados.

Pelos valores de ¢ e x encontrados, podemos afirmar que no limite
t-— 0 as raizes reais nfdo nulas de Psz(l,p,z,t] = 0 sdo tais que:

-se p { -1 todas sd3o complexas,
-se -1 { p < O apenas um par é real comportando-se como:

172 -1
t

z -+ ((3/4) (1 - pH)) , (5.2.22)

-se 0<p«(<l:
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z ~ (2 p)V? (5.2.23)

z~t((374) (1-p))2h, (5.2.24)
-se p > 1:

z ~ (2 p) 2 (5.2.25)
-sep==%1

z ~ £ (347, (5.2.26)
-se p = 0

z ~ * 1.43831/1, 5.2.27}
z ~ * 0.425759/1. (5.2.28)

Uma observagdo direta de Psz(l,p,z,t) mostra que z(t) = O nunca

serd um zero desta funcio.

Explicitando as raizes de (5.2.21) e efetuando algumas
simplificacfes nas expressdes correspondentes, a exemplo do que fizemos
para obter (5.2.19), encontraremos resultados idénticos aqueles obtidos
acima, indicando que o© balango dominante ¢ um bom método para

analizarmos o comportamento assintético das solugdes reais nfo nulas.

E importante observarmos que quando encontramos um par {¢’,x’),
¢’ # 0, nio podemos saber de antemfio quantas raizes comportam-se
assintoticamente como z ~ ¢’ tx', pois pode haver mais de uma raiz com
este comportamento. Para melhorarmos nosso conhecimento teremos que

supor para as raizes um comportamento assintético do tipo
- x! - x -
z~ctt+ct,

e proceder analogamente ao que fiZemos acima para encontrar o novoe

termao.

Pode ser que o segundo termo encontrado ainda n&o seja suficiente,

e tenhamos que encontrar outros para termos uma idéia mais precisa do
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comportamento assintotico das raizes. . Esses calculos adicionais sdo
desnecessérios para esse trabalho, uma vez que o primeiro terme da
expansio fornece as informagdes que precisamos.

Nos casos seguintes, quando a analise ndo puder ser feita de modo
mais simples, usaremos ¢ método do balanco dominante para conhecermos o
comportamento assintdtico das raizes ndo nulas das equacdes.

As raizes nulas sfo obtidas por simples analise dos polindmios.

Para P42 teremos a seguinte parte dominante no limite t— + = :

P, (Dzt)= 2z (64 T L T E - N [

=zt (~tP+ 42
Portanto, P426[p,z,t) = 0 se e somente se
z =0, (5.2.29}
ou
~tP+az"=0. (5.2.30)

A Gltima equagdo tem solugSo =z = + t/2 .
Aqui também as solugBes de {5.1.1) nio dependem de p para t
suficientemente grande.

No limite t —— 0O obtivemos:
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Tabela 1

Comportamentos das raizes de P42(1,p,z,t) no limite t— O

p#*x1, 0

z =0,

z~ %((3 + pZ+2(3 + 4p° +p4_ll_p4|)1/3 +2 (3+4p2 N p4+|—l+p4|)1/3]”2
2t

p==%1 z=0,z~i:§"2 !

p=0 z=0,z~ % 0.866025 t,

z ~ ¥1.71352 t |z ~ £ 0.252704 t

Para Psz teremos a seguinte parte dominante no limite t— + « ;
10 ( 2 2]4
Psza(z’t} =3t z |-t +42").

Portanto, Pszd(z’t) = (0 se e somente se

2z =0, (5.2.31)
ou
z=%1/2. (5.2.32)

A andalise das raizes de Psz(l,p,z,tJ no limite t— ¢ implica na
solucio de uma equagio do tipo ctt alp) s bp) cte clp) o2 d(p} = 0.
Por simplicidade, analisamos apenas o caso p = 1/2, que ¢ imporiante
para o Capitulo 8, Obtivemos o seguinte comportamento assintético:

z =0, R ' (5.2.33})

z~ % 075t (5.2.34)
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z ~ + 0.94244 t7},

Seja Plafl,p,z,t] = 0,

No limite t— + o :

a)Se p # 0, z ~ -p/(3 9.

blSep=@Q, =z=0.

No limite t—— O:
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Tabela 2

Comportamento das raizes de Pm(l,p,z,t) no limite t — 0

1::<—51/2 z ~ - (72 p) t-z,

216

z ~ % ((p% - N/ 12

172 -7z
p=-5 2~ WO, L 0745356 17,

z ~ 2.4621 t° , z ~ -0.114232 t*

-5 ¢p<a
(10}
1=p<s’? z ~ ((p% = 5302 - 2p" NP 1,
z - % ((p% - DY TV
z~ -p t2
3
p = 51/2
z ~ ~0.745356 t 2 , z ~ (4r9) t V%,
z ~ 0114232t , z ~ -2.4621 ¢
p=-l
Zz~= p t% |, z~-1.23462, z ~ -0.490602.

35



-1<p<oO

zZ~ - p t2
3
p=0 z =0, B AN I
z -+ 617%¢
0<p <l
zZ~- p 1:_2

3

p=1
z~- p 7, z~ 123462, z ~ 0.490602
3

1< p =5 z ~ ((p> - 512 - 2pN %

-2

Z~- P t
3
p > 5% zZ~~ p t 2,
3
Z . {(pz _ l}/9)1/4 t—-l/z
Seja Pzail,p,z,tlzo.
No limite t— + o :

a) p=1x73Y% e
z-0+ (7% -6p), (5.2.38)

18 t°
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z~ (1 - (713)'?

-6 pl}.

18 ¢t~

b) p=(-73% )6

12
)

c)p={1+73"7)6:

No limite t—— 0 :

z ~ 73

1/2

-2
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Tabela 3

Comportamentos das raizes P23(1,p,z,t] no limite t—— 0O

p<-1
-2 -2
z~=-(p/3)t°, z~{l-3prat
p=-l
z~ W3 t2, z-~(ar9 7%
z ~ — 0.490602 , z ~ -1.23462
-Kp<o
z~-lp/3) 2, z-(l-3p9)t?
p=20

2~ (/) t2, z~-2 0", 2.3V

0<p<i/3
7z~ —(p/3) 72, 2z~ (1 -3 p)/9) t 2,
2

z~i'((—18+5p+7p2— p - p4}/(w2p—2p2+2p3+2p4])1/2t

p = 1/3 z ~ (1/9) t7° |, z ~ 0.4296 t*7°,
z ~ 2(79/8)"% ¢

/3¢ p < 1
z~-(p/A)t2, 21 -3p)t,

Z~i[(-18+5p+7p2—p3-p4)/(—2p-2P2+2p3+2p4])1/2t,

172 -1/2

z ~ X {1+ p—pz- p3]/(—9+27p}] t
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z ~ (-1/3) t72, z ~ (=2/9) t 77,
z ~ 1.23462, z ~ 0.49062

p>1l - : .
-2 -z
z~-p/3)t°,z~{L-3ply9)t

Seja PGS{I,p,Z,t] =0.
No limite para t— + o :

a) p# O:

z~-(p/3)t7. (5.2.42)

(5.2.43)

No limite para t— 0 :
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Tabela 4

Comportamento das raizes de PBB[I,p,z,t] no limite t—— 0O

p<-l
Z~~((-23p + 3 p° V(8 -8 pN t,
z~3pts z-(2p°-20/(-3p+3pN"°
p=-l
z ~ (1/3) 2, 7z ~ (22/9)17®
1<p<O0
v - +({ /0 - p2)]1/4 t-1/2’
z~—3pt_2,z-—({2p2— 2 )/(-3p+ 3p3)11/3,
z~-((=23p+3p° & -8pNt"
p=20
z2=0, 2z ~*0.97922 ™% 2z . + 0.532766 t 7
0<p<1
z~=-((~23p+ 3 p3 /(8 - 8 pz}) tq,
z ~ £ ( 3/00 - pV* V2
z~-3pti,z-2p°- 2-3p+ 3pN~°
p=1
z ~ -(1/3) £, z ~ #(22/9)"°
P> 1

z~-3pt?,
z~2p°- 2W-3p+ 3pN7

z~-(23p+3p WEB-8p°)t
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Para Psa(l,p,z,t}=0, obtivemos no limite t—— + » :

a) Sep# 0
z ~ (-p/3) t % (5.2.44)

b} Sep=20
z =0 (5.2.45)

No limite t-— 0, por simplicidade, analisamos apenas o caso
p = 3, que nos interessa devido as caracteristicas do diagrama do

. in ~
conjunto D = correspondente. Os resultados sdo:
ap

z -+ 1.32019 t77, (5.2.46)
z ~ £ 0.970984 t V% (5.2.47)
z -t (5.2.48)

Para Pm{l,p,z,t) = 0 observamos que a fungliec z = z(t) = 0 &

sempre solugdo, pois ndo existe termo independente de =z neste
pelindmio.

No limite t—— + o encontramos:
Pl (z,t) = z ( 81 ' - 270 t'% 2° - 3240 +'° 2°* - 4320 ¢® 2° -

3840 t° 2° - 1536 t* 2% ), o qual n3o depende de p.

Além disso, Pmd(z,t):O se e somente se

z =0, (5.2.49)

ou
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14 270 2 3240 a4 4320 & 3840 s 1536 10
t - z - z - - AR zZ

8l 2 4 6 8 10
t t t t t

= 0. (5.2.50)

A equagdo (5.2.50) ¢ equivalente a
2 4 6 8 10
81 - 270 £° - 3240 £ - 4320 £ -3840 € - 1536 £ © = 0, com &£ = z/t,
cujas solugbes reais sdoc z = * (0.338907 t.

No limite t—— 0 encontramos:
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Tabela 5

Comportamento das raizes de PM[I,p,z] no limite t—— O

p < _[S)ifz
z=0, z ~%(-1+ p2]/16 ]1/6 t-va,

z ~ (- pre)t’® ¢!

z ~ 0.6105 t7, z ~ (1/8) £,
2 -+ 212792t ,z=0

5% <p <1
z =0,z -~ (-3 p° + 150/2 p° - 20"% ¢,

z ~ (- 1+ pAe )W V°
z « (-ps6)'’* ¢!
p=-1
z-267%¢  z=0
“1<p<oO
z=0, 2 ~ 1[—13/6]”2 7
p=0
z=0z~% (3167 3
0<p <l Z =0
P=1

z =0, z~2% 119929, z ~ £ 0.632502
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1<p = [5)1/2

z = 0-,”2' - (-3 p2 v 15)/(2 p? - 202 ¢,
z - (- 1+ p2)/16 Y
p= 512 2 ~ (1/4) 173 2z =o0.
p > 52
z =0, z-*(-1+p3e)° 7
A equacio P24(1,p,z,t] = 0 também apresenta z(t) = 0 como uma de

suas fungdes solugdes.,

No limite t—— + ® apenas z = 0 ¢ solugdo, independente do

valor de p.

No limite t— O
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Tabela 6
Comportamento das raizes de Pz_‘(l,p,z,t] no limite t— 0O

p < -1
z=0, z~2(( -3 pg?t
2 ~ #(-p/6)% 11,
p=-1
z2=0, z~2% (202 ¢ + ()2 ¢t
-1 < p <0
z=0,z~% (-p/6)% 7,
z #((1 - 3 p18)/% ¢!
p=0

172

z=0,z~2% (/1802 1tF 2z ~ £ (3216)° VP

0<p<K i3

z=0, z~*1 -3 pa? 7,

z~-£({3 p4 + 3 p:3 - 21 pz-— 15 p +54]/(2p+2p2—2p3- 2p4)]1/2t

p =1/3

z=0, 2z~ % 0503268 t %, z - +x(237/8)% ¢

/73<p<l1

z=0,

zt((54 -15p -2l p* +3p  +3p W2p+2p°~ 2p - 2N,

z - £l +p - p% - p)(-16 + 48 p))/¢ +°

p=1
z=0, 2 ~% 119929, z ~ * 0.652502
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p>l1 z=0

Para P34{1,p,z,tj = 0, obtivemos no limite t— + w :
z~ %3t (5.2.51)

No limite t— Q:
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Tabela 7

Comportamento das raizes de P34(l,p,z,t} no limite t—— 0

p < - Qt?
z ~ (- pre)? ¢!
p = - (11/3)?
Z -~ % 05649t , z ~ + 1.03784 t°
- p -1
z ~ +(- pr6)% 7
z ~ (11 - 3 pW6pt-6n?t
p=-l
7z~ (16)E ¢ 2~ t 1176
“1<p<O
z ~ *(- pr&)’* 7,
7z - #((3 - 3 pA1e)t 3
p=20
z ~ * 0.89593 17°, z ~ + 0.597097 t~73
0<¢p<I
z - (3 - 3 pAe)® 3,
z = +(3/(4 p'7*
p=1i

z ~ 1 116783, z ~ £ 0.479061

1< p < (3t’? .
z ~ (11 - 3 pAI6 p* - 6NV 1,

z - +(3/(4 pn*’*

p = (/32 z ~ % 0.79
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p > (1/3)?

z ~ ¥(3/(¢ pN*"*

Seja Pls(l,p,z,t} = 0.
No limite t— + o :

alp# o

z~ =(2/15) p .

No limite t— O :
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Tabela 8

Comportamento das raizes de PlS(l,p,z,t] no limite t— 0

p < -3
z ~ +((p% - Ns25)V8 ¢V
z ~ (-pr10)"? 8
p = -3 z ~ 20.8672 t7%, 7 ~ 0.6694 77,

z ~ 2.08397 t°, z ~ -0.05272 t°

<3 < p <~

) }1/2 _tm ,

2~£((30 = 6 p% + 6% (141 - 50 p* + 5 p* ) F /(-1 + p°
)

174 173 -2/3

2 ~ +(p? - D292 7V 2o (—pr10)P ¢

p = -l
z ~ w13 v¥? 2z . -0.738865,
z ~ ~1.16865
-1 <p <0
z ~ (=pr10)73 23
p=29Q
2 =0 z-~t (372578 7% | 2 . % 0.236916 t
0<p<l
z ~ (~p/10)3 7%
p=1
2 ~ (171007 73 2 . 1.16865, z ~ 0.738865
p=23 z - +0.8672 % | z ~ —0.6694 ¢,

z ~ 0.05272 t° , z - -2.08397 t°
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1<p <3

2~#((30 - 6 p* + 6'7% (141 - 50 p* + 5 p" VP -1+ pHVE £,
7)
z ~ £((p? - /253 vV 2 - (eprio)”® 3
p>3
z ~ 2H(p? - /25 VY, 2 - (mpr1o)R R
Seja st(l,p,z,t) = 0.
No limite t— + o :
a) p 2 (1 = 1457%)/6:
z ~ (1 + (145)"% - 6 p)ras) v,
z ~ ((1 - (145)"% - 6 py/as) t7°, (5.2.54)
b) p = {1 - 1457%)/6:
-4
z ~ 0.535182 t . (5.2.55)
) p =1+ 1454 6:
z - ~0.535182 7" . SR : (5.2.56)

No limite t—— O :
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Tabela 9

Comportamento das raizes de P25[i,p,z,t} no limite t—— 0

p<-l
z ~ (-p/10) 7% 723,
2z - ({1 - 3 pr3oyt’d 3
p=-1
z ~ 0.464159 t2°, z ~ 0.510873 1%,
Z ~ —1.16865, z ~ -0.738865
“1<p<oO
2 - (—p/lO)“S 3
z - (1 = 3 pagyt’® 727
p=20

 z - 0.32183 t27,
z ~ + 0.767181 tV* z ~ - 112475

0<p <13
z ~ (—p/10}"° ¥ 2z - (1 - 3 piso)t P TR

¥

172
z~ i[(—108 +30p+42p°-6p° -6p - EV(-p-ptep o+ p“J] (t/2)

172
onde = = 6 °(
7

1944 - 1012 p - 1303 p° + 546 p° + 379 p'-120 p>- 65 p°
410 p’ + 5 pHV2

p=1/3

z ~ -0.32183 t™%°,
-3/11
z ~ 0.556338 1",z ~ +10.909 t
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173 <p <1

z ~ (-p/10)0 R 2 L1 - 3 pyao)t Pt YR

Z ~ 2((-1 -p + p° + p)/25 - 75 pE

]

172
Z- i[(—IOS +30p+42p—6p  -6p  -EV(p-p +p + p“}] (t/2)

onde £ = 62 (1944 - 1012 p - 1303 p® + 546 p° + 379 p* ~120 p° - 65

p6 + 10 p7 + 5 ps]vz'

p =1
2 ~ -0.464159 1>, 2z ~ -0.40548 t 3,

z ~ 0.738865, z ~ 1,16865

p>1

2 ~ (-p/10' 2 2 2 - (1 - 3 p3o)t’® 0

Seja Pastl,p,z,t) = 0.

No limite t— + o« :

a) Sep=0:
z ~ - (2p/15) t. (5.2.57)

b) Se p =0 :

z=0. (5.2.58)

No limite t—— O :
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Tabela 10
Comportamento das raizes de Pastl,p,z,t) no limite t— 0

p < -(w3)t’?
173 ,-2/3
z ~ —(pr10)"° 73,
z ~ (4/(5 p)'’%,
z ~ =((-215 p + 15 p)/(462 - 126 p2)) t°
p = —(11/3)"?
z ~ -0.8398 , 7 ~ 0.5764 t 2,
z ~ 110422 %3
M p < i
2 ~ =(p/10)% 32 2 . (/5 p°,
z ~ #((3 p° - /A2 - 2 pP N,
z ~ —{{-215 p + 15 p°)/(462 - 126 p)) t°
p=-1
=253
Z ~ 0.464159 13 2. -1.15241, 2 ~ -0.616494,
z ~ 1.16233, z ~ -0.585937 t°,
z ~ (115/168) t°
-1<{p<0ou
2 —{p/lO)US t-zxa’
0<p<l
z ~ +3 (1 - p2r2s)t/® ¢4
z ~ (475 p¥>,
z ~ —{(-215 p + 15 p )/(462 - 126 p)} t°
p=0
z ~ + 0870919 t V% | 2 . 2+ o064241 tVY 2 =0
p=1

z ~ =0.464159 t %% 2. 1.15241,
2 ~ 0.616494, z ~ -1.16233, z = 0.585937 t°,
z ~ (~115/168) t®
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1< p < (13)t?

z ~ —(13/10]1/3 73

z ~ (8705 pNV° |
z ~ H(3p° - 1W/2 -2p NP,

z ~ —({-215 p + 15 pa)/[462 - 126 pz)) t°

p = (11/3)*?

z ~ -0.5764 t % | 2 . 0.8398,

2 ~ -1.10422 t*3

p> (132
2 - ~(pr1O)"° ¥,
z ~ (a/(5 ph'’>,

z ~ ={(-215 p + 15 p)(4a62 - 126 p*)) t°

No préximo capitulo vamos estudar casos particulares com valores
fixos de p (mantendo g = 1), com o objetivo de ter uma idé¢ia de como se
modificam os diagramas tz das soluges de (4.28), a medida que variamos
p. Isso se torna necessdrio uma vez que estudar esses diagramas com p
genérico traz poucas informagdes, as quais sdo insuficientes para

eshogarmos os diagramas em questdo.
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Crdfice 1. Nesla figura graficamos 11, {2 e indicamos os sinais de y! e y2.
4 funcéo t estd definida para p<—1 e 0<p<1; a fungdo t2 estd” definida

para pL0 apenas.
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80 |
50
2.0 / )
1
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7.0 } 1
f
~10.0 : : —_ : —
-3.0 =20 -1.0 131 1o 2.0 3.0
z
Crdfice 2. As abscissas x = —1 € x = 0 (verlices inferiores) sdo os valores

de x gue salisfazem o balanga dominanie aplicade a (5.2.21).
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VL. DIAGRAMAS DAS SOLUCOES
1) INTRODUGAO:

Neste capitulo vamos analisar as solugBes reais de (5.1.1) fixando
valores para p. Procuramos com isso obter informacdes sobre a forma dos
diagramas para valores n#o-assintéticos de t. Nos casos onde ndo for
possivel explicitar as solugBes de (5.1.1), os diagramas serdo
determinados numericamente, como descrito adiante.

A fim de escolhermos os valores de p para os quais faremos nossas

analises, consideremos a métrica (4.1) com ¢ =0 e w=0:

2 2 2

2
as® =P V2 (@f _ g -t e -t gy (6.1.1)

Sob a mundanga de coordenadas:

{pz—s}/f&
T=t—_._...
p’ + 3
3
Z
2 p+3
X = ¢ p—-—%—i r. X,
\ 7
( —ap + 4 YNV2
2 pz+3]
_Jjp_*+3 !
Y = 3 ¥
\ J
( 2(1:)2—1} 172
2
2 p +3
Z =4 pZB r z,
\ /

(6.1.1) torna -se
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2p 2p zp

2 2 2 2 3 2

ds* = dT* - T 'ax*-T “ay* -1 °q4z%, (6.1.2)
+ 1 (1 - p) |
onde p =2 _IDT_____,p2=22—P ePampz
p” + 3 p o+ 3 p- + 3

A métrica {6.1.2) é chamada métrica de Kasner [13] e os expoentes

P, P, €P, sfo chamados expoentes de Kasner. A tabelz abaixo mostra a

variagdo do sinal desses expoentes a medida que variamos p .

Tabela 11
P -1 )
pI ———————— O + + + + + + + + + -i-+++++++
P, b+ o+ o+ 4 {»”+'+l1-+4'-++‘+ O —————— -
P, + + b b+ o+ o+t 0 ———————— 0 + 4+t + ot
Perguntamo-nos, inicialmente, se existiriam propriedades das

soluctes de (4.28) que pudessem ser associadas aos sinais dos expoentes

de Kasner.
Resolvemos entdo empregar dois valores de p entre ~ 1 e 1 {p = %
172) e dois valores fora desse intervalo (p = 3.

Quanto a resposta da nossa pergunta, ela foi negativa, como

veremos no proéximo capitulo,

2) DIAGRAMAS:

Apresentaremos a seguir os graficos das solugbes reais de (5.1.1)
para os polindmios Pin(q,p,z,t] do apéndice B, quando damos a p um dos
valores do conjunto { * 1/2, + 3} e fazemos q = 1.

e P.. temcs a vantagem de podermos

20 Pop © Py
explicitar as suas raizes ndo nulas, z = zipt), obtendo

Para os polinémios Pl
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respectivamente as seguintes solugbes:

172

3 2 2 4 6
L - D+ + (3+3
Z ) = o | 2B P+ L plt +3pt +t (6.2.1)

2 pt2+t4

- _ _ o*
Z, {p.t) = 212 (p, 1} (6.2.2)

Z;zfp,t) =(/2) { [p+p>-p > -pt+ (-3 +22p - 3p? - 4p°)t% +
(21 - 3p - 6p2]t4 + (-1 - 4p}‘crJ -8 7 1(- p + 3p2]‘c2 +

172

(- 1+ 6pit? +3t%] ) (6.2.3)

Zzz{p’t] = e Zzz(p,t} (6.2.4)

Z = {13p - 3p° + (-9p” + 9t® - opt® - 3t° + VI (3p” - ep* + 3p°® +

32
(10p - 28p° + 18p°)t% + (19 - 48p° + 45p*)t* - (36p + 60p°)t® +
(-10 + 45p)t% + 18pt'® + 3% 11?1 / (8pt? + 8th) 172
(6.2.5)
-+t
zZ,=-2, (6.2.6)

Z = {[3p - 3p° + (9- 9p°)t® - 9pt* - 3t° - v37(3p® - 6p” + 3p° +

It

32
(10p - 28p° + 18p°)t% + (19 - 48p2 + 45p*)t* - (36p + 60p°)t° +
(-10 + a5pPit® +  18pt?? + 3t'% )1%) / (8pt? + 8th) /P
(6.2.7)
7= -7 (6.2.8)
32 32

Graficando estas fungles no plano real para os parimetros
escolhidos, € lembrando que a funt;ﬁo z{t) = 0 & um zero de P12 e
Pzz,obteremos os diagramas 1i-12 apresentados no final deste capitulo
nas paginas 62-64.

Por motivos técnicos usaremos mos diagramas as notag@es Dinlq,pl e
Pinlq,p,z,t] em lugar de D;E e Pln(q.p,z,t), respectivamente.

Para os demais polinémios corespondentes a n = 3,4,5 a situacdo é
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bem mais complicada devide ao alto grau destes., Em situagSes como
estas, onde ndo é possivel explicitar as raizes dos polinémios, optamos
por resolver numericamente, usando o pacote Mathematica, (5.1.1) para
uma sequéncia de valores ti"=' ih + & ,i = Q,1,....m, 3 =2 0, h
positivo e suficientemente pegueno para que se obtenha um esbogo
razoavel do grafico da solugao. Os diagramas 13-51 assim obtidos estdo

nas paginas a seguir.
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A seguir estic os gréficos das solugSes reais de

(5.1.1} para os polindmios P (q,p,z,t} do Apéndice
10

B, quando damos a p um dos valores do conjunto

{+1/2,43} e fazemos q = 1 (diagramas 1~51}.
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VII. ESTUDOS GERAIS DOS DIAGRAMAS

Relacionaremos agora os resultados dos dois ultimos capitulos e
faremos alguns comentarios sobre os diagramas. Para isso vejamos a
tabela a seguir onde colocamos os resultados do capitulo 5

correspondentes aos diagramas obtidos.
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Tabela 12

Dlagrama 1

t— ©
Z~ % 1.a1421 ¢!
Z =0
t > +
Z =0
Z -

2

Diagrama 2

£t — 0
Z =0
t—> +

Z~ t tr/2

Diagrama 3

t —20
Z =0
t— + @

tr2

Diagrama 4

t— 0 .
Z~ ¥ 1.41421 t

Diagrama 6
t—

Diagrama 7
t— &

3 -1
Zre b — 1

Diagrama 9
t— 0

zeR

t— + ®

-1
2~ * 0.7071¢

Diagrama 10

t—> 0 1

] t
Z~ * (-—)

16
t—+ @

-1
2~ * 0,7071t

Diagrama 11
t—> 0

Z~ 1

g . -1
z~ * (=)t
16

t— +

-1
Z~ ¥ 0.7071t

Diagrama 12
t— 0

7o * 1¥6
t— + @

-1
Z~ X 0,7071¢

Diagrama 13
t— 0

zZ~ * 0.89091
z~ * 0.7071t

173

Diagrama 14
t— 0
Z = ¢

-1
Z~ t 0. 2887t
t —> +
Z =20
Z~ % 0, 3389t

Diagrama 15
t—> D
Z = 0
t— + @
zZ =0
Z~ * 0.3389t

Diagrama 16
t— 0
z~ % 0.8909t
Z =0

1/3

t— +
Z =20
z~ * g.3389t

Diagrama 17

t— 0

-1
2~ ¥ 0.7454¢

Z~ * 0.7071t
o
+

0

N + N
Illli

Diagrama 18

-1
Z~ * 0,3727¢

2~ * 0. 2887t
0
+ 0

N & N
”l”

Diagrama 9

t—> 0
Z~ % 6.0965¢

-1
Z~% 0.7211t

Z = 0
t —> + o
z = 0

Diagrama Z0
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Diagrama 21

t— 0

-1
2~ 2 0.7071 ¢

t— + @
-3
Z~ ii
3

Diagrama 22

t— O

-1
Z~ * 0.2887t

z~- L o

+ @

-3
z~ * s
-3

l

t

-1/3
. 7211t

Diagrama 23

t—> 0
-1/3
z2~ * 0g.7211t
Z~ % 1.1047
t— + @
-3

z~ t =

3

Diagrama 24

t— 0

2~ 0.7071

t— + ™
-3

2~ii

3

Diagrama 25

t— o0
-2
Z~ t
-1
Z~ *0.97098t

t— + @

-2
Z~ t

Diagrama 26

Diagrama 27

t—> 0
t
A
&
t— + W@
-2

t
Zom —
[}

2

Diagrama 28
t—20

-1/2
Zz~ $0.97 098t

-2
Z~ -t
t—> + w

-2
Z~ -t

Diagrama 2%
t—> 0
-2
Z~ t
-2
2~ 1.1111%
t —> + oo

-2
Z~ 1.5302t 2
Z~ 0.5809t

Diagrama 30

t— 0
-2
t

Fom —_
<]

A
Z~ 0.2778t
t— + w

-2
Z~ D.69691
Z~ - 0. 2524¢

Diagrama 31

t—>» 0
-2
t
zZ~ - —
6
22
Z~ - t /18

Z~ t 33,5198t
-1/2
z~ + —-
2
t— T
Z~ 00,3636t
Z~ - 0.5858t

Diagrama 32
t—~>0
-2

Z~ - t
-2
Z~ -{8/9}) t

t—> + @ 2
Z~ - 0.456981

-2
Z~ - 1.4191t

Diagrama 33
t— ¢

-2
Z~ 9t
Z~ - 0,6057
2~ - {3/16)t
t— + w

-2
Zz~ 1

Diagrama 34
t— O

~1/2
z~ % 1.4142t
zZ~ - {89/48)t
2~ (3721t
Z~ = 1.10064
t— +
-2

t
L

&

Diagrama 35

t— 0

-1/2
Z~ 1 1.4 14%t
Z~ - 1.5t

Z~ 1.10064
2~ (89/48)¢

t— + @
-2
1

z... - —
&

Diagrama 36
t—>0
Z~ - %t
Z~ 0.6057
Z~ (3/16)¢L
t—> 4+ o
-2
Z~ - t

Dlagrama 37

t—2> 0
-1
z~ % 0.8672t

-2/3
Z~ D.65694L

t— + @

-4
Z~ (2750t

Diagrama 38

t— 0
Z~ 0.,36841

t— +
-4

t
P —
15

2/3

Diagrama 39

t—> 0

-2/3
Z~ - 0.3684¢
t—> + @
-4
t
Z o e
5

Diagrama 40

t— 0

-2/3
Z~ ~0.686941

~1/4
Z~ To.86 72t

t— + w 4
2~ —-(2/5)¢
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Diagrarna 41
t—> 0

-2/3
Z~ 0.66941

-2
2~ 0.6934t /3
t— + w

-4
Z~ 0.6398t

Z~ 0.1546t

Diagrama 42
t— 0

-2/3
Z~ 00,3684t

=2/3
Z~ 0,4368t
t—3 + o

Z~ 0.3565t
Z~ - 0,1787t

Dlagrama 43
t—> 0

-2/3
Z~ - 0,3684t

-2/3
Z~ - 00,2554t

-1/4
Z~ *0.740083t

Z~ T 8,6528t
t—+

-4
Z~ 0.2231t
Z~ - 0.312t

Plagrama 44
t— o0
2~ -0.64371
Z~ -0.66941 2

t— + @ s
Z~ - 0.1102t

-4
Z~ - 0.6454t

Diagrama 45
t— ¢
~-2/3
Z~ 0.6594%
Z~ - 0.7677
6
Z~ (45/7128)t

t— + @

-2/3
2~ 1,4423t /

Diagrama 46
t— 0

G
Z~ ~ 0,2415%

-2/3
Z~ 0.3684t

-1/4
Z~ £0.740083t
Z~ - 1,0986
t— + w0

-2/3
Z~ 0.793T7t

Diagrama 47
t—0

&
Z~ 0.2415%

-2/3
Z~ - 00,3684t

-1/4
Z~ t0,740083t

Z~ 1.0986
t—> + @

-2/3
Z~ - 0.7937Tt

Diagrama 48
t— 0

-2/3
Z~ -0,6694t

Z~ 0.7677
Z~ -{45/128)t
t— + w0

~2/3
Z~ -1.4423t

Dlagrama 49
Z~ * 1.5487t

Z =0

Diagrama 50
t— 0

Diagrama 51
t— 0

-1/2
Z~ % 1.3292t

-1/2
Z~ + 0.971t

-2
2~ - t
t—> + @

Z~ - t

Observando o diagrama 13, por exemplo, vemos para t—— 0 um par de
curvas com limite +e0 outro par com limite -w .

concorda com os resultados da tabela acima ocorrendo o mesmo no limite

t— + ow

0O mesmo se verifica para todos os outros diagramas,

excecio do diagrama 50 no limite t— + «,

Neste caso a tabela acima fornece

resutados z ~ (* 1/2) 1,

80
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A andlise numérica est4d mostrando que existem duas soluges
comportando-se como z ~ (1/2) t ', e outras duas como z ~ (1/2)t7.

Segundo os comentarios que fizemos no Capitulo 5, logo depois da
exposicdo do balango dominante, este fato também seria previsto pelo
balange dominante se tivéssemos calculado outros termos da expansio.
Nio o fizemos porque o primeiro termo juntamente com os resultados
numéricos do capitulo anterior fornecem todos os resultados que
precisamos.

Vejamos inicialmente os diagramas de D;: para i =1,2,3,4,5 ¢ n =
2,4, Estes gréficos s8o simétricos em relagio ao eixo t porque, para
estes valores de 1i,m, Pln[q,p,z,to) em (5.1.1) & uma fung¢io par ou
fmpar de z.

No limite t — + = estes diagramas apresentam certas propriedades
em comum quando mantemos fixo i e variamos n. Por exemplo, observando
os diagramas de D:i € D:i graficados (diagramas 1-4 e 13-16) vemos
sempre duas fungBes com limite infinito. A tabela 12 fornece uma
primeira aproximagdo para o comportamento das fungSes solugbes neste
limite.

Comparando os diagramas de Di: e Di: para i = 2,3 encontraremos
também propriedade comuns neste Ilimite.

E interessante que para n=2,4 o comportamento das solucSes
analizadas nic dependa de p no limite t——> + co,

Como ja era esperado, ao mudarmos p podemos mudar de forma
consideravel o tipo de diagrama.

Uma comparagdo rapida entre os diagramags 3 e 4, mostra uma
marcante mudanca no grafico para t pequeno, gquando mudamos ¢ valor de
p em D::

Para os diagramas de Di:, com n = 3,5 e i = 1,2,3, nio teremos
simetria em relagio ao eixo t, uma vez dque os polindmios
correspondentes nio sdo pares nem {mpares em relagio a variavel z.

O comportamento das solucbes no limite t-—— + o depende do valor
de p, como mostra a tabela 12.

De resto podemos fazer comentdrios andlogos aqueles feitos para os
diagramas de D;: Ccoin N par.
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as funcdes 342{1,1/2,2,'&) e 152{1,1/2,z,t) sdo construidas a partir das
fungdes I _(1,1/2,z,t), J__(,i/2,2,t) e I_(L,1/2,z,t) (ver 4.23 -
1z 22 3z
4.27).
Desta forma, ¢ interessante observarmos quais as propriedades dos

diagramas correspondentes as 3 ultimas funcBes que aparecem nos
52
e .
! 172 1 1/2
Para D1 ) observamos simetria em relagio ao eixe t e a fungdo

diagrama de Df 2

z(t) = 0 como uma solugdo. Estas duas propriedades, que podem ser
previstas facilmente pela observagio do polindémio P42(1,p,z,t), sdo
comuns aos diagramas correspondentes a 112(1,1/2,2,0 e J22{1,1/2,z,t]
(diagramas 3 e 7). No diagrama correspondente a Jaz(l,l/z,z,t)
verifica~se apenas a primeira (diagrama 11).

No limite t—— + w= prevaleceu o comportamento das solugbes do
diagrama 3, enguanto no limite t —> 0 o comportamento observado tem
semelhantes nos diagramas 7 e 11,

Comentarios idénticos podem ser feitos para o diagrama de
Di’z;/z (diagrama 5S0).

Para o diagrama 51 o que mais chama a atengio é o comportamento
das curvas na regido onde 1.2 < t < 1.6 e z > 0. Em todos os outros

diagramas quando duas curvas solugdes tém um pontc comum elas terminam

neste ponto. Neste caso nao.

No limite t——>+w observamos um comportamento idéntico aquele dos
diagramas 28 e 36 enquanto no limite t-—— 0 o comportamento observado
tem semelhantes nos diagramas 28,.32 e 36. .

Agora ¢ um bom momente para voltarmos a uma questdo que nos
direcionou inicialmente, que era saber se existem propriedades dos
diagramas de p'® que podem ser associadas aos sinais dos expoentes de
Kasner {ver t;iela 11 do capitulo 6). Por exemplo, se existem
propriedades que ocorrem somente se pl>0 e outras somente se pl < O

Se assim o fosse, os diagramas graficados para D:E, por exemplo,
deveriam manter certas propriedades para p > - 1 as quais ndo se
manteriam para p € = 1. Mas, as Unicas propriedades que se mantém para
p = ~1/2, 1/2 e 3 sd@o aquelas verificadas para todos os valores de p

usados , ou seja; fungfo z(t) = O como uma solugdo, simetria em

relacdo ac eixo t e
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lim dz/dt = 172,
t— w

para as solugdes n&c nulas. ObservacSes desse tipo fizeram-nos
responder negativamente a questio.
Passemos agora ao capitulo 8, onde usaremos os diagramas 3, 7 € 1l

nas analises que faremos.
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VIIL. ANALISE "ONDULATORIA"
1} INTRODUGAO.

Apresentemos inicialmente algumas definiges.

Dado um corte Jln[q,p,z,tOJ, q e p fixos, chamaremos seu grafico
de "onda" e seus pontos estaciondrios de pontos estacionirios
instantaneos {escrevemos "onda" porque ndo se trata aqui de uma solugdo
de uma equagio de onda, mas sim de um elemento geométrico que se
propaga nc tempo).

Um ponto {to,zo,lln{q,p,zo.ton é chamado pico {depressio) da
"onda" se z € um ponto de maximo {minime)} do corte correspondente.

Chamaremos altura de um pico {depressdo) que ocorre em [to’ zo) ao
valor absoluto de .}m[q.p,zu,to).

Assim, & medida que o tempo passa, a forma da "onda" val se
modificando, € os seus picos e depressbes vdo descrevendo trajetérias
no espago. A projegio dessas irajetorias no plano tz é o diagrama do
conjunto D;; definido em (5.1.2).

- a . In
Diremos que as fungbes fl,...,fm cobrem o conjunto Dq quando
P

{t,z) e D;E se e somente se f'i(t) = z para algum i entre i,...,m.

Uma questdc central para esse trabalho é sabermos, dentre os
pontos de D;: , Qquais correspondem a picos e quais correspondem a
depressdes.

Nos casos onde € possivel explicitar as fungdes solugbes de
{5.1.1) poderiamos tentar resolver essa questdo analiticamente. Isso
nem sempre € possivel, pois ha situagBes em que as expressdes das
fungdes solugdes sdo muito complicadas, dificultando as analises
fP42(1,1/2,z,t) = 0, por exemplo).

Uma maneira indireta e bem mais simples para resolvermos essa

questdo provém da seguinte observagdo: se

a1 { z,t)
in 3P % #0,¥t|a<t<b, onde y € uma curva solugio de

2
dz
3,(1.}
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6Jln(q,p,z,t)/az = 0 (p,q fixos), entdo 6’2.11n{q,p,z,t}/@z2 ndo muda
de sinal ao longo de 7,

Desta forma, para decidirmos quais pontos de um dado diagrama tz
correspondem a picos e quais correspondem a depressfes, basta
dividirmos o diagrama em curvas onde BZJin/cﬂzz ndo se anule em nenhum
ponto, e calcularmos o sinal dessa derivada em um ponto qualquer de
cada uma destas curvas. 0s pontos onde 6‘2Jin/az2 for estritamente
positiva  corresponderdc a depressdes e os pontos onde essa derivada
for estritamente negativa corresponderdc a picos das ondas. Os pontos
onde aZJin/azz for nula deverfo ser estudados a parte,

A analise "ondulatéria" que faremos consiste no estudo da evolugdo
temporal dos gréficos dos cortes 112{1,1/2,2,1;0J, com i = 1,2,3,4,5,
para0<t0<+m.

Iniciaremos essa analise estudando a forma das "ondas". Em seguida
estudaremos o0s picos (depressBes) e seus respectivos movimentos, tendo
como base o diagrama tz do conjunto D;: correspondente e a varjac@o da
altura dos picos e depressdes.

Os graficos desse capitulo encontram-se no final do mesmo. Por
motivos técnicos, nestes graficos usaremos as notagdes Pinlqg,p,z,t],

In

Dinlgq,p] e lJinlq,p,z,t] em lugar de P I(g,p,z,t), qu e Jin(q,p,z,t),

in

respectivamente,

2} Analise "ondulatéria" das funcgdes (4.25)-(4.27} para n = 2, g = 1 e
p = 1/2.

21) Quando i =1, n=2,q=1ep =1/2, (4.25) reduz-se a

expl-tt/8-t?2%-(t%/2 + 2°1/2)1(3/2-2 t2-2 t'+81%2%)
I (,1/2,zt) =
12 8t13/3

(8.2.1)

Assim, le[l,l/z,z,t} = le(l,l/z,—z,t], para todo t > Q.
O conjunto Dizuz estd esbogado na figura 1, onde h{l/2,t) é dada
por (6.1.2) quando p = 1/2. Nos graficos usaremos a notagdo hll/2,tl.

Vejamos como sfo os graficos dos cortes de le(l,l/z,z,t].
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Se 1t ¢ 0.31 entdo le(l,l/Z,z,t] . = 0 tem apenas uma solugdo real
0 e 0 <t < 03l os pontos

(t,0). Como lefl,l/z,z,t] { 0 se z
J22Z
(t,z = O,le(l,l/z,O,t)] s&0 picos das ondas em G < t < 0.3L

Além disso, como

a} lim J12(1,1/2,z,t) = 0 (t fixo),
z—tw
podemos afirmar que a figura 2 fornece o tipe de "onda” encontradoe para

0 <t <0.3.
Se t > 0.3l encontramos 3 pontos criticos instantaneos dados por

z=0ez =% h(l/2,t} , como mostra a figura 1. Neste caso temos ;:

B)  J (1,1/2,2,1) >O0se t »03le z=0,
12 +2Z

I (1,172,2,t) <0 se t>03le z=1% h(l/2,t),
12 +EZZ

g, 112{1,1/2,0,1:)] é uma depressio e (t,z = * h(l/2,t),

Desse resultado e de a) podemos

logo (t, =z

112[1,1/2,:11(1/2,1),1)) sio picos.

afirmar que a figura 3 fornece o tipo de "onda" encontrado para t >

0.31. A figura 4 mostra a superficie correspondente a 112(1,1/2,2,1:} no

dominio indicado.

Analisemos o pico em 2z = O:

c)

J12{1,1/2,O,t] >0s5e 0Lt IV 2,
112(1,1/2,0,t) =0set=1Yv 2,

J12[1,1/2,D,t] (0set>l/V 2
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d)
JIZ(I,I/Z,O,t) ¢ {0 se 0<t <130,

J12(1’1/2’0’t),t = (0 se t = L3090,

J (1,172,0,1) > 0 set > 1.30.
12 , T
e) lim le(l,l/'Z,O,t) =+ w |, Him J12(1,1/2,0,tJ =0
t —3>0 _t—)+m

Portanto as figuras 5 e 6 mostram bem o movimento desse ponto no
plano 2z = 0. Esses graficos correspondem a mesma fungio em dominios
diferentes. Essa divisdo foi necessaria porque as alturas das "ondas"
diminuem muito rapidamente nco tempo.

Por esses graficos e pelo item e acima vemos que a altura do pico
diverge de +o em t = 0, caindc rapidamente até o ponto de ramificacio
0.31, a partir do qual o pico torna-se umea depressfo. Desse instante em
diante teremos uma depressio em z = 0, a qual atinge altura nula em
t = 1V 2, oscilando dai por diante de acordo com a figura 6. Sua
altura tende a zero quando t— + .

A "onda™ em t = /v 2 esta na figura 7.

Em t = 0.31 o pico em z=0 passa a uma depressio dando origem a
dois picos simétricos em relagcdo ao plano z = 0, cujas alturas sdo
dadas por | J (L172:h(l/2,0,t) [ = J (,1/2,th(1/2,1),t) , uma
vez que J12(1,1/2,h(1/2,t),t] >0 set > 0.3l

Como J12(1,1/2,h(1/2,tl,t]’t< 0 se t > 0.3], vé-se que a fungio
le(l,l/z,h(l/z,tJ,t] é sempre decrescente. Alem disso,

lim le(l,l/z,h(l/Z,t),t] = 0, portanto a figura 8 caracteriza bem o

t —00
comportamento das alturas desses picos. Em resumo, temos um pico que em

t = 0.31 se quebra em deis outros picos simétricos em relagdo ao plano
z = 0 e uma depressio, os quais terdo suas alturas tendendo a zero para
t— + 0w

E interessante cbservar que, enquanto as alturas dos picos
{t,'.th(l/Z,tJ,JiZ(I,I/Z,ih[l/z,t],t}] sio sempre decrescentes, as
alturas |J (1,1/2,0,t)| aumentam no intervale 12 < t < 130, sendo
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decrescentes fora desse intervaio.

A taxa dh(l/2,t)/dt tende a +w quando t—> 0.31 e tende a 1/2
para t— +w. O comportamento de dh(i/2,t)/dt préximo de t = 0.31 ndo
implica em viclagdo da teoria da relatividade uma vez que a velocidade

de fase ndo ¢ limitada por c.

2.2) Parai=n=2, q=1c¢ep = 1/2 obtemos de (4.25)

I (1,172,z,t)
22

expl-t2/4-t*/8 —(1/2 + t%)2°](9 + 58 t’-20 t*-8 t°-16 t%2%-96 t'2%)

(64 t'%%)
(8.2.2)
Assim, J22(1,1/2,z,t] = J22(1,1/2,—2.t], para todo t > 0.
A equagdo Pzz(l,l/z,z,tJ = 0 tem solugdc real ndo-nula para
0 <t < 1798, dada por (t,*k(t)}, onde
2 4 6 s 12
9+ 108t +288 1t -48t1t -~ 16t . (8.2.3)

2

kit) = 172 p -
1"+ 8t + 12t

A expressfio acima foi obtida de (6.2.3) para p = 1/2. Se t>1.789

entdo apenas z = 0 é solugdo real dessa equagio.

O conjunto szuz esta esbogade na figura 9. Nos graficos
usaremos a notacdo kl[t] em lugar de k(t).

O ponto (t = 1798,z = G) & o Unico ponto solugdo do sistema
(5.1,5,a)-{5.1.5.b) nesse caso. Portanto t = 1798 é o unico ponto de

epr o 22
ramificagio de D .
1 1/2

Vejamos os tipos de "ondas" neste caso.

alSe 0 < to < 1.35 entio J22(1,1/2,2,t0]> 0 numa vizinhanga de

z=0,e Jzz(l,l/z,z,tok 0 fora dessa regiio.
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b} Se t, > 1.35 entdo Jzz(l,l/z,z,tol < 0, para todo z.

c) lim J__(L,1/72,z,t) = O .
22
z—y o

d) Pela figura 9, se 0 ¢ t < 1.798 entdo temos 3 solugdes reais
de (4.28) dadas por (t,0) e (t, * k{t)). Para O < t < 1798 teremos
J22(1,1/2,2,t}’zz< 0 se z = 0 e J22(1.1/2,z,t)’22>0 se z = * k{t)
Portanto os pontos (t,z = O,JZZ(I,I/Z,O,t}J s30 picos das "ondas" e
(t,z = ik[t),Jzz(l,1/2,ik(t),t]]-- sdo - depresstes das "ondas" no
intervalo de tempe mensiocnado,

Pelos resuitades (a)-{d) acima concluimos que as figuras
10-14 mostram bem a eveolugdo das ondas para t no intervalo O < t <
1.'798. As ondas sa@c basicamente de um mesmo tipo.

Para t > 1.798 apenas z = 0 & solugdo real de Pzz(l,l/z,z.t] = 0.

el Como J_ {1,1/2,z,t) > 0 se z = 0 e t > 1798, entdo
22 ,ZZ

(t,O,JZZ(l,l/Z,O,tJ) é uma depressdo da "onda" nesse caso.

De (b),(c) e (e) podemos afirmar que a figura IS5 mostra o tipo de
"onda” para t > 1798 .

A superficie correspondente a 122(1,1/2,2,1;) no dominio
-1=z=1], 1.2 =t = 2 é& mostrada na figura 16.

Analisemos o movimento do pico em z = 0 que muda para depressdo
em t = 1.798 (Figs 17,I18). Aqui também foi necessario dividirmos o

grafico em duas partes devido a variagdo muito rdpida da funcgdo. Por

esses graficos vemos que a altura do pico diverge de +w em t = 0,
caindo rapidamente até t = 135 A  altura do pico aumenta entre
t = 1.35 e 1t=1.798, atinginde um valor maximo local nesse ultimo
instante,

A partir deste instante sempre teremos uma depressic em z = 0, a
qual oscilara de acordo com a figura 18, com altura tendendo a zerc a
medida que t —— -+,

Para le(l,l/z,z,t} tivemos um comportamento analoge ao discrito

acima para os picos e depressdes que oscilam em z = 0.
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Em t = 1.798, as duas depressdes e o pico atingem um ponto comum.
Para entendermos melhor o comportamento das depressdes

para 0 <t < 1.798, ¢ interessante analisarmos a funcio

1, (L1/2,k(t),t)

a8

—expl(-9-108 t* 296 t* -4t® -8t%)/(32 t% + 192tY)] t*%(1+6 9

2+ 4t°

(8.2.4)
onde a fungdo k estda definida em (8.2.3).

De (8.2.4) vemos que essas depressbes estdo sempre abaixo do plano
tz. Pela figura 19 podemos ver a evolugdo das alturas dessas
depressfes. Estas tendem a zero para t—— 0, sends crescentes no
intervalo 0< t < 1.48, e decrescentes fora deste.

Pela figura 20 podemos comparar a evolugdo das alturas do pico e
das depressdes no tempo. Vemos que para 0 <t < 1.35 as alturas das
depressbes aumentam ¢ as dos picos diminuem. Entre t = 1.35 e 1 = 1.48
a altura das depressdes e dos picos aumentam. Para 1.48 < t < 1798 as
alturas das depressdes diminuem e as dos picos aumentarm.

(t)

Para a taxa dl:it temos

lim T = lim di = - w,
t—= 0 t—>1.798
onde d—gii} < O para 0 <t < 1.798.

23)Parai=3, n=2, q=1¢ep =12, (4.25) fornece
I (,1/2,z,t) =
az

_expl-t/a —t°/8 (1% + 1/2)2%) 2z (-9 + 1217 + 12t* + 16t%29)
- 6 578 :

(8.2.9)

De (8.2.5) vemos que 132(1,1/2,2,t)= - J32[1,1/2,—z,t]. Assim, os

cortes sdo fungdes impares.
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0 conjunto szl pode ser coberto pelas fungdes jjl, ji2, ji3 e

72
Jjj4 dadas respectivamente por (6.2.5)-(6.2.8).

O diagrama de DTZUZ estd na figura 21. Nos gré&ficos usamos a
notacio jjltl, ... , jjaltl.

0 ponto PG{ t = W 2,2 = 0) é a tnica solugio do sistema
(5.1.5.a) - (5.1.5.b). Na figura 21 temos quatro raizes para (4.28) se
t¢ 1/¥ 2 e apenas duas raizes se t > 1V 2 .

Vejamos como sdo as "ondas" e o comportamento de seus picos e

depressfes. Para isso, apresentemos alguns resultados iniciais:

al lim J32(1,1/2,2,t] =0 e J32(1,1/2,O,t) =0
z —3 T

b) O termo que controla o sinal de Jaz(l,l/z,z,t) & :

2(- 9 + 12 t° + 12 17 + 16 t%2°).

—Set>INV 2 entio -9 + 12t + 12t >0e portanto .132[1,1/2,z,tJ
>Qparaz > 0, e Jaz(l,l/z,z,t] < 0 para z <0,

- S 0<t <1l 2 entioc - 9 + 12 2+ 12 tf < 0 e portanto existird

uma vizinhanga [“zl,zi] de z = 0, onde
2 4 2 2
-9+ 121"+ 12t + 16tz <D.Oextremozlédadopor

1/2

Z 4
s = 9+ 12t + 12t ‘ (8.2.6)

16 t°

Portanto, se O < t0< w22 e
z<{~-z, entdoJ (L,1/2,zt )< 0,
1 32 4]

-z { z <0 entdo J32[1,1/2,z,t0] >0,
0<z<z entdo J_(1,1/2,Zz,t ) <O,
1 3z o
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= + 5 =
z = tz entdo Jaz[l,l/z,z,to} 0,

z>z entdo J (1,1/2,z,t ) > 0.
1 32 )

A fim de classificar os pontos estacionarios instanténeos em picos

x - . 3z
e depressdes, vamos dividir o diagrama de DI em quatro curvas

1/2
solugbes dadas por:

¥ (1) = (4,jjl1)}, (0 <t <+ w)
v, (1) = (1,jj2(0), (0 <t <+ )
¥,{t) = {t,jj3(1)), (0 <t < WV 2Z)
7, (t) = (£,jja(t), (0 <t <AV 2)

Sobre cada uma dessas curvas temos

8l (1,1/2.2,1) 3%l (1,1/2,2z.1)
32 32
= 0 e # O
8z 2
az

A andlise do sinal da Gltima derivada mostra que:

c) Os pontos (t,jjl(t},Jazfl,1/2,jj1(t),t)] séo picos;
(t,jjz[t),laz{l,1/2,jj2(t],t]) s80 depressbes; (t,jj3(t},
J,,(L172,jj3(1),t))  sdo  depressfes e (t,Jj4(t),J_ {1172, jj4(t), 1))
sdo picos.

De a, bec podemos afirmar que a figura 22 fornece ¢ tipo de
"onda" encontrado para O < t < /¥ 2, e a figura 23 o tipo de "onda"
para t > 1I/v 2 .

As figuras 24 e 25 mostram as superficies correspondentes a

Jaz{l,l/z,z,t) nos dominios indicados.

Estudemos agora como variam as alturas dos picos e depressdes.
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Observando a figura 26 e considerando que

lim Jsz[l,l/z,z,t] =+
t— 0
z—> *1

vemos que, para 0 < t < I/¥ 2, o pico sobre 75 ea depress&o sobre 7,
tém altura tendendo ao infinite para t— O,

A medida que t se aproxima de 1/ 2, a depressdo sobre ¥y €0
pico sobre 74 aproximam-se enquanto suas alturas diminuem, como
mostram as figuras 21 e 26. Em t = 1/V 2 o pico e a depressio se
encontram e suas alturas atingem o valor nulo. O  corte
J32(1,I/2,z,1/1/_2_' ) tem um ponto de inflex8o em z = 0, o que pode ser
visto na figura 27.

Inicialmente pensivamos que houvesse um choque de um pico com uma
depressio em t = 1/¥ 2. Essa interpretacdo foi descartada quando
percebemos que na verdade temos wn pico e uma depressio que se
aproximam, enquantc suas alturas diminuem e chegam a zero no instante
de encentro, o que nio caracteriza um choque.

0 pico sobre ¥ ea depressido sobre 7, tém amplitudes tendendo a
zero, € a separagdo entre os pontos estacionarios instantineos
correspondentes tendendo ao infinito, para t——> 0. As alturas desses
picos e depressfes crescem a medida que o tempo passa, atingindo um
valor méximo no instante t = 1.24523, a partir do qual essas alturas
decrescem, tendendoe a zero & medida que t—— +w, (ver figura 28).
Enquanto as alturas dos picos e das depressfes mais proéximas do plane z
= 0 tém alturas partinde do infinito e caindo a zero, as alturas dos
picos e das depressdes mais distantes do plane z = 0 vdoc aumentando até
t = 1.24523, embora a partir de t = /v 2 as depressdes e ©s picos

mais proéoximos ndo existam mais.

dijl djj2 djj3 djid - .
As taxas a3t . at , dt e dt sdo tals que
. djjl _ _ . djjz _
lim —at. w , FHm —at. - t+ w,
t —0 t—30
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djj : -
i el lim - - Q,
t —0 t —0
lim dég?’ = -,
t— 1/V2
lim déiﬂ = +
t—1/V2
. djjl  _ . djj2
llm dt = lim wv—d-{— =
t—+m t —2+3

24)Sei=4, n=2,q=1¢ep=1/2, obtemos de (4.26)

1,,L1/2,2,0)

= expl-t?/2 -t'- (1 + 2t%)2%] (U7/64 + 27 t2/16 + 1047 t'/16 -

39 t%2 - 45 t%/4 + 3 ¢'° + 1% - (27 t%/4 + T8t% + 1861° + 241° +

1374

126'92% + (156t + 48t° + 48t%)2" 641t° )4 1137, (8.2.7)

Portanto, J42{1,1/2,z,t) ¢ uma fungioc par de =z
0O diagrama tz do conjunto szuz & mostrado na figura 29.

Por uma analise similar as anteriores, obtivemos que:
a)J (L,1/2,z,1)> 0 e J (1,1/2,2,1) <0sez=0¢e¢ t,>0
42 42 JZZ

Portanto, o ponto (t,O,qu(l,l/Z,O,t]J ¢ um pico. Sua altura, dada

por .142[1.1/2.0,1:], é sempre decrescente uma vez que
J42{1,1/2,0,tJ)t <0 para t > 0.

A figura 30 mostra como varia a altura desse pico no tempo.

Quanto aos outros pontos estacionarios instantaneos, a legenda da
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figura 31 mostra quais correspondem a picos e quais correspondem a

depressbes.

Observando o numerador de Jn(l,lx‘z,z,t) VEemos que :

b) lim J42(1,1/2,2,tJ =0
zZ —+0

c) existe um z, > 0 tal que J42(1,l/2,z,tol { O para z > z, ou z <

- Z .

Assim, de a, b, ¢ e da figura 31 podemos afirmar que :
~-as "ondas" que ocorrem para 0 <t < 0.525 e t > 0.94 sdo do tipo da
"onda" obtida para t = 1.8 (fig 32);
~as "ondas" que ocorrem para 0.525 < t < 0.94 serdo do tipe daquela

encontrada para t = 0.8 (figuras 33 e 34).

Nas "ondas" em 0 < t < 0.525 temos um pico e duas depressdes, as
quals se afastam indefinidamente & medida que t—— 0. As alturas das
depressdes tendem a zerc para t—— 0 e sdo sempre crescentes ao logo
das curvas Cl e C2 da figura 31. Entre 0 < t < 0.525, a altura do
pico ird diminuindo e a altura das depressdes ird aumentando, embora a
altura do pico seja sempre bem maior que a das depresses.

56 teremos uma mudanca no tipo de onda em t = 0.525 (ponte de
ramificagdo). A partir desse instante passamos a ter sete pontos
criticos instantaneos para 0.525 < t < 0.94 (ver figura 3l1). 0 corte
J42(1,1/2,z,0.525) no ponto de ramificago t = 0.525 (fig 35) tem dois
pontos de inflexfo dados por 21= -3.1, 22= 3.1. Os pontos {t = 0.525, z
= * 3.1) podem ser localizados facilmente no diagrama de DTZUZ da
figura 31. As duas curvas que partem de cada um desses pontos
correspondem as trajetdérias dos picos e das depressfes que surgem a
partir do instante correspondente. A medida que o tempo val passando,
os novos picos e depressdes descem abaixo do plane tz, e o pico surgido
no ponto de ramificacdo aproxima - se da depressdo que partiu de t=0,

dando origem em t = 0.94 a um nove ponto de inflexZc em z = 1.55 (ver
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figuras 36-39). A partir desse instante voltamos a ter uma "onda" com

um pico em z = 0 e duas depressdes.

As depressBes que tém origem em t = 0.525 atingem altura nula em

t = 0.755. Dai por diante, elas aumentam de altura até t = 118, a
partir do qual suas alturas diminuem, tendendo a zero quando t-—— + m.
Em t = l.64 estas depressdes encontram-se & menor distincia uma da
outra, afastando - se indefinidamente a partir dai {veja figura 31).

A superficie da figura 40 ajuda visualizar a evelugdo das "ondas"

no intervalo 0.5 <t ¢ 1.5.

25) Sei=5 n=2 q=1ep=1/2, {4.27) reduz-se a

I_,(L1/2.2,8)  =
(3 (<81 + 1584 t% + 11088 t - 24512 t° - 13152 t° + 11520 t'¢ +

3328 t'2 - 1024 t'% - 256 t'% 4 (- 6336 t% £ 6912 t* + 59136 t° +
18432 t% + 27648 t'7 + 12283 t'% + 4096 t'%)2% ~ (13824 t¥ + 61440 t° +

184320 t® + 40152 1% + 24576 t1%) 2% + (81920 t® + 65536 t% +

65536 t19)2% - 65536 t°27))/(4096 expl(e t2 + 3 t* + (12 + 24 t92%)/8])

£3978) _ (8.2.8)
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De (8.2.8) conclui-se que:

a) Jsz(l,l/z,z,t] & uma fungdo par de z:

b) lim J (L,12,z,t) = 03
L2
z —3tw

clexiste uma fungio zo(t] > 0 tal que J52[1,1/2,z,t) < 0 se 2z >

zoit) ou z € - Zo(t].

0 conjunto szuz é mostrade na figura 41,

Na figura 42 dividimos o diagrama da figura anterior em varias

curvas, jl, j2,...,j9 e indicamos quais pontos do diagrama de D?zl/z

correspondem a picos e quais correspondem a depressdes.
As Tiguras 43 e 44 mostram a variagio da funcdo J52(1,1/2,0,t] .

Para os outros picos e depressées nés obtivemos:
d) J (l,l/Z,z,t)J_ < 0 sempre;

52 jl
e) J (1,1/2,z,t)|_ >0 se 0 <t < 0.45

52 iz

.152(1,1/2,::,tjl_2 { 0 se 0.452056 < t < 0.505;

J

f) ‘152[1,1/2,2,1‘,]|J3 < 0 sempre;
g) .Iﬁz[l,l/z,z,t)h4 » 0 sempre.

Assim, de a), b), d), e), das figuras 42, 43 e 44, podemos
afirmar que, para 0 < t < 0.12 ou t > 0.59, as "ondas" sdo do tipo

apresentado na figura 45.

De a), b), d), e), I} e das figuras 42 e 43 podemos afirmar que,
para 0.12 < t < 0.505, as "ondas" s3o do tipo apresentado nas figuras
46-48 (fol necessario dividirmos o grafico em trés partes devido a

rapida variagio da fungéo).
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De a), b), f) e das figuras 42, 43 e 44 podemos afirmar que, para
0.505 < t < 0.39, as "ondas” sdo do tipo apresentado na figura 49.

Vejamos como se comportam as alturas dos picos e depresses,

Pela figura 42 vemos, em z = 0, uma depressio que em t = 0.12
(ramificagdo} atinge um pico e no ponto de ramificagdo t = 0.59 volta
a ser uma depressfio. As figuras 43 e 44 mostram que a altura da
depressdo tende a -w quando t -—— O e tendendo a zero quando t— + w.

Analisando as alturas dos outros picos e depressdes obtivemos :

¢ sempre crescente tendendo a zero para

h) llsz(l,l/z,z,t]ln
t— 0 e tendo maximo dado por | 152(1,1/2,ti.89, 0.505)] = 0.01l.

i) IJ (1,1/2,z,t1| ’ é:
52 j2

1,1/2,z,t) = 0.0033,
12(0.40}

- crescente se 0 < t < 0.40, com .152[

partinde de zero na singularidade,

- decrescente se 0.40 < t ¢ 0.45,
- ¢rescente se 0.45 <t < 0.505.

J) llsz[l,l/z,z,t]IJ_J ¢ sempre decrescente.

é

k) IJ 172,20
52 4

- decrescente se 0.59 <1 < 0.9],
- crescente se 0.91 < t < 1.33,

- decrescente se t > 1.33.
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Entre O < t < 0.12 a altura da depressdoc em z = 0O diminui,
enquanto a altura dos outros picos e depressdes aumenta, embora a
depressdo em z = O tenha altura bem maior que a dos outros picos e
depressdes nesse intervalo (ver figura 43 e os itens h e i acimal.

Em t = 0.i2 temos o primeiro ponto de ramificagdo. As figuras 50 e
51 mostram a "enda" nesse instante e no instante t = 0.13. Ne¢ grafico
de szuz (fig 42) vemos que a depressiioc em z = 0 se quebra em duas
depresstes e um pico, As duas depressSes evoluem, atingindo a menor
separacdo (apds ¢ ponto de ramificagdo) em t = 1.0l e afastando - se
indefinidamente a partir de entdo. Suas alturas partem de
IJSZ(I,}./Z,O,O.IZ]] = 1250.1 e tendem a zero para t—> + 0, sendo
sempre decrescentes, de acordo com o item j acima .

0O ponto (t = 0.505,z = 1.89) onde terminam as curvas jl e j2 da
figura 42 e o ponto (t = 0.505,z = -1.89) correspondem aocs pontos de
inflexdo do corte 152[1,1/2,2,0.505]. As figuras 52-54 mostram o que
ocorre para os cortes nas vizinhangas desses pontos.

No ponto de ramificagic t = 0.59 o pico em z = 0 se quebra em uma
depressio e dois picos (ver figura 55). Os dois picos evoluem,
atingindo dois pontos de rmaior proximidade apds a bifurcagioc em
t = 1.57, afastande - se indefinidamente a partir de entdo. Suas
alturas partem de 152[1,1/2,0.0.59) = 4.44 evoluinde de acordo com o

item k acima, e tendendo a zero quando t—— + .,
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Fig 1. Diggrama do conjurnto DIZ[1,1,/2].
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2.0

a.0 : *
—-4.0 -3.0 =2.0 ~1.0 a0 1o a0 3.¢

Fig.2. Tipo de “onda” correspondenie a J12[1,1/2,2,t] para 0 < £ < 0.31. 4
figura acima mosira a “enda” em ¢t = 0.1,
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—4.0 -3.0 &0 -1 0.0 1.0 2.0 3.0 4.0

Fig.3. Tipo de "onda” correspondente a J12{1,1/2,z.t] pata t > 0.31. A figura

acima mostra a 'onda’ em { = 0.4.
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0.5

Fig.4. Grdfico da funglo J12[1,1/2,2.t]. Por este grdfico podemos acompanhar
a evolug@o das "ondas” para 0.2 < { < 0.8,
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100.0

S0

0.0 0.2 a.4

Fig.5. Crdfico de J12[1,1,/2,0.1] mostrande o movimento do pice que oscila
ne pluno z = O entre it = 0 e £ = 0.6
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Fig.6. Crdfica de J12[1,1/2,0,t] mostrando o movimento do pico gue oscila

no planc z = O enlre £t = 0.5 e t = 3.0.
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Fig.7. Crdfico de J?2[1,1/2,2,1/\/2_ ], que corresponde ‘aonde em £ = 1/\/2_’
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1.8 23 2.8

Fig. 8. Crdfico de J12[1,1/2,h[1/2,t)t] 4 figura mostra o comportamento das

alturas dos picos que originam—se no ponle de ramificagdo.
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Fig.9. Diagrama do conjunto D22[1,1,/2].
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Fig. 10. 4 figura acima. mosira a "onda' correspondente a J22[1,1,/2,2,1.2].
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-0.256 : :

fig. 11. A figura acima

-0.6 O.4 1.4 2.4

maestra o “onde” correspondente ¢ J22[1,1/2.2.1.35].
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Fig.12. A figura acima mostre o "onda’ correspondente a J22[1,1/2,z,1.4).
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Fig.138. A figura acima mostra o "“onda” correspondente a J22[1,1/2,2,1.6).
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Fig.14. A figure acima mosira ¢ "onda” correspondenie o J22[1,1/2,2,1.7].
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-2 =10 0.q¢ LG

Fig. 15. A figura acima mostra a “onda’ correspondente a J22[1,1/2,2,2].
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2"1

Fig.16. Crdfico da funcdo J22[1,1/2,2,1). Por este grdfico podemos acormpa -
nhar o movimento do pico e das depressoes para provimo do ponto de ra —
mificacto.
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Fig.17. Crc{fico da funclo F22[1,1,/2,0,t] mostrando o movimenio do pico

gue oscila no plane z = 0.
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Fg.18. Crdfico da fungdo J22[1,1/2,0,] mostrando o movimenlo do pico que
oscila no planc z = 0.
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Fig. 19. Esse grdfico mostra ¢ comportamento
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da funclio J22[1,1/2,k[4).£].
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015
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.0 .8 1.0 L 2.0 2.5

Fig 20. Mostramos acima as figuras 18 ¢ 19 em um mesmeo grafﬁco. Essa
figura e itil para compararmos a evolugdo das altures do pico e das de—

pressbes no tempo.
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Fig.21. Diagrama do congjunto D32[1,1,/2]
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Mg 22. Tipo de "onda’ correspondente a J32[1.1/2,z.t] para 0 < t <
A figura acima mostra a “onda” em t = 0.4
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Fig.23. Tipo de "onda” correspondente a J32[1,1/2,2,t] para t > 1 A/2 .
A figura acima mostra o “onda” em £ = 1.5,
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0.8

feo .
Fig.24. Crafico da fungao J32[1,1,/2,2,t]. Este grdfico }untamenfte com u fi
gu'r‘a, 22 ajuda a visualizar a evoluglo das ondas pora 0< & < 1472
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By 4&'@:?,

Fig.25. GCrdfico da fungfio J32(1,71/2,2,t] Esta figura e a figura 23 ejudam a
visualizar a evolucdo das "ondas” para t > 1,/2
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6.0

5.0

Fig.26. Crdfico da funcao J32[1,1,/2,773{¢).f). Por esse grdfico vemos a

var’ia.g,‘fio das alturas da dEPTESSEO sabre r, -
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Fig.2?7. A figura mosira a "eonda” correspondente a J32[1.1/2,z, ?‘/\/5 1
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Fig.28. Crdfico da fungdo J32[1,1/2,5i1[t].t). Por esse grdfico podermnos ob—

. . ~
servar a variacGo das aliuras dos picos sobre ) e das depressoes sobre ¥,
< :
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Fig.29. Diagrama do conjunle Da2(1,1/2]
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Fig.30. Crdfico da fun¢@o J42[1,1/2.0.t). Essa figura mostra como varia no

tempo a aliura do pico gque oscila no plano z
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Fig.31. Neste grdfico dividimos o diagrama do conjunio D42[1,1/2] em

vdrias curvas. As curvas Cf, €3, 05 e €7 correspondem a depressﬁ’es en—
quanio as curvas 2, C4 e €8 caorrespondem a picos. 4s curvas €2, €3 e

Ca, 06 originam—se em | = 0.525. Em § = 0.94 C1 encontra C2 e €6 en—
conira C7.
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Fig.32. Tipo de "onda” correspondenie a J42[f,1/2,z.¢] para 0 < < 0.525

e t > 0.94. A figura acima mostra a "onda’ em £ = 1.8.
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Fig.33. Tipo de "onda” correspondente a J42[1,1,/2,z,(} para 0.525 < 1 < 0.94.
4 figura acima e a seguinte mosiram a "onda” em § = 0.8.
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Fig.34. Crdfico da funcao J42[1,1/2.2,0.8). Esse grdfico ¢’ um complemento
da figura anterior.
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Fig.35. 4 figura acima mostra a "onda" correspondente a J42[1,1/2,2,0.525].
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Fig 36. 4 figura acima mosira a "onda” correspondente a J42[1,1/2,2,0.9]
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Fig 87. Crdfico da funclo J42(1,1/2,2,0.94) 0 primeiro ponio de inflexio
ocorre em z = 1.55.
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Fig 38 A flgura acima mosira parcialmenle a "onda” em £ = 0.94. Esse
grafico deve juntar—se ao anlerior para formar a "ondae’ nesse instanie.
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Fig.38. Grdfico da funclo J42[1,1/2,2,0.95) Essa figura mostra uma parte
da "onda" onde ocorre um ponto de inflexBio resullante do encontro enire

um pico e uma depressao.
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1.172 2, t). Este grifice ajuda vizualizar

J42]
a evolugdo das "ondas” no inlervalo 0.5 <t < 1.5 .

-
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Fig.40. Crdfico da func
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Fig.41. Diagrama do conjunto D52{1,1/2].
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Fig.42. Neste grdfico dividirnos o diagrama do conjunto D52{1.1/2] em vd —
rias curvas. Os pontes de ji, j3. j7 e j9 correspondem a depressbes.

Os pantes das curvas j2, j4, j6 e j8 correspondem a picos das “ondas”, A
curva j§ e"wm caso ‘a parie, pois seus ponlos correspondern a depressges
se 0 <t <DI2outl>05%¢eapicosse 0.12< 1 < 0.59
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Fig.43. Crdfico da func¢ioe J52[1.1/2, 0.t]. Esse grdfico e o seguinte indicam
coma variam as alluras dos picos e depressdes em z = 0.
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Fig.44. Grdfico da funpa’o J52[1,1/2,0,t]. Por essa figura e pela anterior
temos uma no¢Bo de como variam as alfuras dos picos e depressdes que

oscilam em z = 0.
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Fig.45. Tipo de "onda’ cowrespondente a J52[1,1,/2,z 1) para 0 <t < 012 ¢
t > 0.59. 4 figura acima mosira a'onda em t = 1.2
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Fig.46. Tipo de "onda” correspondente a J52[1,1/2,z,t) para 0.712 <t < 0.504.
A figura acima mosire parcialmente a "onda’ em { = 0.3
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Fig.47. Esse grdfico mostra um pico da
J52[1,1/ 2,2,0.3).
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Fig. 48. Esse gmfﬁca mosira uma depresslo da “onda’” correspondente a

J52[1.1/2,2,0.3]
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Fig.49. Tipo de "onda" correspondente a J52[1, 1/2,z, t] para 0.505 < ¢ <0.59.
4 figura acima mostra a "onda' em t = 0.58.
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Fig 50. Essa figura mositra a "onda” correspondente a J52[1,1,/2,2,0.12).
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Fig.51. A figura acima mostra a "onda” correspondente a J52[1,1/2,2,0.13}.
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Fig.52. A figura acima mosira parcialmente a "onda” correspondente a

J52(1,1,/2,2,0.4).
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Fig.53. Esse grdfico mostra uma pequena parie da "onda’ correspondente a
J52[1,1/2,2,0.5] Vemos nessa figura um pico € uma depresgafa proﬁzimos do
ponto de enconiro.
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Fig.54. Esse grafico mostra parcialmente a "onda’ correspondente a
J52[1,1/2,2,0.51)
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Fi9.85. A figura acima mosira a “enda’ correspondente a J52[1,1/2,2,0.61]
Nestle gra:f'flco observemos a gquebra de pice em uma depressc'fa e dois picos.
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IX. ENERGIA C

Uma das principais questdes ainda pendentes em Relatividade Geral
¢ encontrar uma no¢do satisfatéria para a densidade de energia do campo
gravitacional.

A "energia C" ¢ uma proposta de densidade de energia para sistemas
que apresentam simetria axial a qual vamos analisar no contexto do
presente trabalho.

Apresentamos essa quantidade, seguindo inicialmente os passos de
Kip S. Thorne [l6]. A métrica para sistemas desse tipo pode ser escrita

na forma

» *
- - - -
ds® = 27 v )(dt 2 _ clr‘z] - ezw;‘dz:2 - a’e 2 dqoz, (9.1)
onde as coordenadas [t‘,r*,z,fp} sdc chamadas coordenadas padrdo, e «,
ar*, l;.'t‘ , sédo fungdes de roet.
Para a métrica (9.1) a fungdo potencial (ocu funcdo densidade) da

energia C é dada por

4GE(r,t) = 7 - (1/2) In { |(8avsar’)? - (sasat” )P 1, (9.2)

onde G é a constante gravitacional,

0 vetor fluxo da energia C ¢ dado por :

#* *
R

o 1
P’ = —— = (9.3)
=z r
o* RS AL A AL R
P\ =~ , (9.4)
hz 2 Bt*
P =p¥ =0. (9.5)

onde h ¢ um fator de escala {que nfo deve ser confundido com a notagio
z
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de derivada hz).
Vamos passar agora ac coniexto do presente trabaiho.

Inicialmente mudamos a notaglo para as coordenadas de acordo com

»*

{t', r, z ¢——(t, z, v, X) . {9.6)

* -
Sejam ¢, 2(y - w*) e o dados, nas novas coordenadas, por:

2% =-¢g+nt PP (9.7)
» * (pz - 1)

2y -y)=(1/2) In t + (W +p @), (9.8)

o=t . (9.9)

onde p € um parametro real, ¢ = ¢lz,t} e w = wlz,t).
Substituindo—se (9.6)-(9.9) em (9.!) teremos:

2
p - 172 (-p + 1}
ds? = ¢ @ +wtp P dt? - dz%) - e—gb St dyz
2
_ tz eqb o tl-p + 1) dx? = % 1)/2 e(w rp P {dtz _ dzz] _
t (P e dx® + P e ? dy?), (9.10)

que é exatamente a métrica (4.1). --

Aplicando a definigdo (9.2) para a métrica {9.10) {em unidades nas

quais G = 1} obteremos:

1/2

2
4E(z,t) = (In t® ~ +w+p ¢V2 — ¢/2 + ((-p + Dln 1)/2

172

~ln | -1 = (p/4 - p/2 + 1/8) Int + (w+p ¢ - $)/2 .

Portanto,
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E(zt) = (I/8) [(p/2 -p+1/2) Int +w+p¢ - ¢l , (9.11)

¢ a fungdo potencial para a energia C no caso em consideragao.
Para darmos um exemplo da fungic potencial neste trabalho, vamos

analisar o caso onde ¢ = L2 e p = 1/2, extensamente estudado no

capitulo anterior.

E(z,t)= (1/8) [(1/8) In t - t%/4 + t°/8 + 2% (-1/2 + t2)] . (9.12)

Vemos que E(z,tol é uma fungdo de segundo grau em z, € portanto
néo limitada em R, Isso ndo ¢ interessante, pois conduzirda a
gquantidades infinitas de energia. Portanto, devemos abandonar essa
definicio.

Podemos tentar redefinic E, na tentativa de obter uma densidade de
energia limitada.

Uma possivel redefini¢io {16] é dada por

E =8 (-e™.

No nosso caso, infelizmente, essa redefiniclie de E também

apresenta sérios problemas: se t0 < v 2 entio

lim E[z,to) = -0 .
Z ——)+0

Em [7] define-se a C - velocidade, a qual pensavamos utilizar nas
nossas analises dos movimentos de picos e depressdes das "ondas".

Naquele artigo usa - se a métrica
ds® = fit,p) (dp? - dt?) + p (PP g & & PP 427y (9.13)

onde:
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-1
+ - = Q,
¢_pp P ¢‘p ?

(In 1"]’t = p ¢’t qﬁ'p

L -1 2 2
(ln f),p = - (2 p) "+ (p/2) {{qb,p} + {qb’t) |

A fungdo potencial para a energia C e o vetor fluxo contravariante

da energia C sdo entdo definidos por:

2E(pt) =Inf +Inp-¢, (9.14)

[}

PPy =@mp ) (E »E) (9.15)
Como o vetor (9.15) tem ¢ quadrado da norma negativo na métrica

(9.13), pode - se definir a quadrivelocidade

ot = P“/(—PBPB)UZ. (9.16)

A C - velocidade de um observador com quadrivelocidade oo

definida como sendo sua trivelocidade coordenada, dada por

p_ p,t_ 2 2,-1
v =uu=-2 w,p"b,t[w},p] + w’,t) 1. (9.17)

As duas defini¢des apresentadas para a energia C, quando aplicadas
4 métrica (9.10) com ¢ dado por (3.16), apresentam um segundo problema,
Para esse caso, o vetor fluxo s6 teria sentido fisico se tivesse norma
quadrada estritamente positiva, uma vez que (9.10) tem assinatura
(+ - - =). O0s calculos abaixo mostram que a aplicagdo das definigbes
acima para a energia C ¢ dificultada pele fato do vetor fluxo ter norma
quadrada negativa para ambas.

Se usarmos a primeira definicdo para a energia C teremos:
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A ,t] a a ¢
Pip,z,t) = A% lf’ A } -

z _ Alz, ) aw 8¢ - B¢ 1| p? 1 _
PAp.zt) = 3 7t P Ft Yt e T T2 Pt Tt

5 2 2
- 20l g - o5 -] 2] L (]

Z
onde
2 - 7
1 e
Alz,t) = h 2 a
z
Portanto,

2 z2 2
[P ]? = (Alztirg)® P - P72 p‘m[[ pt] - [ p"] ] =

Z Z
_ (A(Z,t]) 1:(p - /e e(w + p)

> [—(p—1)2+2t(1—plﬂ-
256 t

at

(3] - (2] 0w

Para a segunda definicio da energia C teriamos o fluxo, na forma

geral, dado por:

8 JE

Nt —_
P = A(Z,t) e —a?',
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=2 -se 4k
P =- A(Z,t] € ?t— ’

onde E corresponde a primeira definigdo da energia C. Portanto, em

nesso caso teremos :

2 2 2 2
=[e-16E g(Pr D72 s qu)][[A[z,t)_gE.] -[A(z,t)ﬂ] ]
z at

||, 5
2
-1 -

o o TIE [t(p Dz w s p¢)] ”(Pt'PZ]H < 0 sempre,

de acordo com os céalculos acima.
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X. CONCLUSAOQ

Dentre as componentes tetradicas nfo nulas do tensor curvatura
pudemos escolher 3 independentes e gerar todas as outras através das
relagGes lineares 4.15-4.19 e das relagles de simetria do tensor.
Assim, foi possivel expressar os dois invariantes de curvatura ndo
nulos, (2.2.1) e (2.2.2), como fungfes das componentes tetradicas
independentes escolhidas.

Das andlises do Capitulo 5 obtivemos que as solugdes de (5.1.1)
para q = 1 tém comportamento, no limite t—— +w, independente de p
para n=2,4 . Para n impar o comporiamento das sclugdes neste limite nio
¢ mais independente de p, embora em todos os casos estudados
encontramos solugdes com limite zero para t-—— + .

No limite t—— 0 o comportamente das solugles ¢é bem
diversificado, tanto para n par como para n impar, como pode ser
observado tanto pelos resultados do Capitulo 5 como pelos diagramas do
Capitulo 6,

De acordc com os resultados do Apéndice A, as conclusdes acima para
as solugdes de (5.1.1) com q = 1 sdo validas para todo q > O.

No Capitulo 3 definimos so6litons como sendo pulsos que se propagam
com velocidade e forma constantes, mantendo essa forma e velocidade
apos colisdes.

Seria  natural  perguntarmo-nos sobre a  possibilidade de
encontrarmos s6litons em nosso modelo.

Pela definicdo de sélitons, para termos comportamento soliténico
precisariamos encontrar picos ou depressdes que colidissem e cujas
formas e velocidades coordenadas continuassem as mesmas antes e depois
da colisdo. Este fato n8o foi observado para nenhum dos diagramas
graficados,

Como ndo temos recursos para lidar com a equagde (5.1.1}) para p
genérico e valores ndo assintéticos de t n&o conseguimos dar uma
resposta completa a essa questo.

No Capitule 8 analisamos em detalhes a fungio .Ilz{l,l/z,z,t] nas
proximidades do ponte de ramificagfo t = 0.3] encontrado no Diagrama 3.

Observamos que nesse instante ocorre a quebra de um pico em uma
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depressdo e dois picos. O tridente observado no diagrama 3 ajuda a
caracterizar esse comportamento, sendc desconhecide por nés um
resultado analogo na literatura.

No ponto de ramificagoc t = [.798, encontrado no Diagrama 7,
observamos duas depressGes e um pico atingindo um ponto comum e
fundindo-se em uma uanica depressfo. Para o Diagrama 11, ¢ ponto de
ramificagdo t = 1/ 2 é o instante em que um pico e uma depressdo
terminam em um ponto de inflex&o.

Em todos os diagramas estudados -no Capitulo 8 observamos que os
pontos de ramificagio encontrados sio instantes onde ocorre uma mudanga
brusca do numero de solugfes da equagdo polinomial correspondente, ou
seja, o nuamero de solugdes aumenta ou diminui apdés o© ponto de

ramificacio. Nio podemos fazer deste fato uma regra, e uma prova disto

pode ser dada pela equacgéo
(2" + 1% -4).(ZZ + ¥ -6t + 8) =0,

etnbora esta ndo aparega no presente trabalho. Neste caso, t = 2 & um

ponto de ramificagdo, mas o nimero de solugdes nas vizinhangas deste

ponte ndo se altera.

A simetria em relagic ao eixo t é uma propriedade dos diagramas de

. . 3z
i: ,Dr ., 1 =1, 2, 3, que se reflete nos diagramas de Dlp e D?z.
P P
0 mesmo é valido para a ocorréncia da solugio z({(t) = 0 em D;z e
P
id .
D ,i=1 2
1p

As definigdes da energia € ndo se aplicam para os casos estudados
neste trabalho, pois conduzem a densidades de energia nio limitadas e
vetores de fluxes com norma quadrada negativa, de acordoc com as

analises do Capitulo 9.

Nao foram encontradas propriedades dos diagramas que pudessem ser
associadas aos sinais dos expoentes de Kasner; um contra-exemplo foi
exibido no Capitulo 7.

Além do tridente no diagrama 3, outro resultado novo sdoc as curvas
fechadas, como por exemple a encontrada no diagrama 9 {Capitulo 6).
Esta curva representa o movimento de um pico e uma depressio que partem

de um ponte de ramificacio e terminam num outro ponto de ramificagdo

instantes depois.
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APENDICE A

Influéncia do parametro g no comportamento das solugdes de (4.28).

a) Se q > 0 entdo

[n/2]
1 _ -
L [ql/n 2, l/nt] _ n! — q(n 20/n _(n-2k) q2k/n (2
" (n - 2k)! (kN*2
k=0
{nr2]
1 _
= q T 2T 2 g L z),
- ] ¥
— (n - 2k)H(k)"™ 2
{A.1)
Assim, se fizermos ¢ = q Ln{z,t] em (4.7) com q > 0O e usarmos

(4.14) e (A.1) teremos:

t 2 2 _ .2 —
J-i [ ¢+ ¢‘t]dt+t ¢"z¢.tdz—q wn(z,t)—-

2w (z,1) = t g’ aL(€)2+ 5L{§J2d("“t)
QW et = 2 g a5 2T L&e)] dla
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1/
nz]=

RV [5_Ln (g,c)] [-S—C~Ln [g,c}] dlq

| & 3 2 (s 2
5 (% o)+ (G w0) ]

s e [%{L [g,c)][g—an tg,c)]dg.

Portanto

q2 W (z,t) = w (ql/n z,ql/n t) = W (&,8). (A.2)

Usando os resultados acima podemos escrever Il na forma :

Il[q,p.z,t,Ln(z,t).wn(z,t)] =

1 2

2 2/n
W B v p L €D [2 v [Ln[g";}.&] }

2
3)/2
8t{p+ ’ e

A
-2 t% q"" [Ln (E,c)c] ~4tpaL €0, -2p% 2] =

2
l [ 2
28 [L (€,C) ] -
(p2+ 3)/2 q._(p2+ 2)/2n e“‘n (£, + p L £,0) n £

g g

2
2 —
S [Ln (E,QJ‘C] ~4CpL, GO -2 e 2] _
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2
= 1, [ipct, ©ow, ©0)] o (A3

Procendendo analogamente para I2 e 13, encontraremos

12[q,p,z,t,Ln(z,t],wn[z,t}] = 12[1 , p,g,c,Lntg,c),wn{g.c}]q‘pz* Bzn
(A.4)
2
13[q,p,z,t,Ln(z,t],Wn(Z,t)] = 13[l,p,E,c,Ln(E,’L_,'),wn{&',t;']] q(p wvzn
(A.5)

Portante, a introdugio do parametrc g, se q > 0, reflete-se em 11'

12 e 13 apenas como um fator de escala.
b} Se ¢ < 0 e n impar entdo ¢ Ln(z’t) = Ln[qlfn 2, ql/n t] .
2 1/n 1/n
" w (zt) =w [q z, q t],
lego,

II[q,p,z,t,Ln[z,t),wn[z,t}] =

2
¢ {L (£,
t[pz+ 3,2 ew“ (£, ) + p L TR n &

8

2

2 Cz[Ln (£,0) c] —4gpl (€0, -2 p° + 2]. (A.6)
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A ultima expressdc pode ser colocada na forma (A-3), com { € 0, o
que ndc traré nenhuma mudanga qualitativa nos diagramas correspondentes
a0s casos estudados. Resultads andloge pode ser encontradc para
I,I,R eR.,

23 z

Se q < 0 e n par a situagdo é mais complicada. As variaveis & e

tornam-se complexas observando-se mudancas significativas hos diagramas

quando substituimos ¢ por -q.
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APENDICE B

Polindmios 13'i (I,p,z,t})
n

Os polinémios abaixo sdo tais que:

c'.'Jm[l,p,z.t)

= = 0.
57 se e somente se Pin(l,p,z.t]

P, (Lpzt) =p (2 -2 p° + 2 19

PZI{I,p,z,tJ pll+p- pz - p3 + {1 -3p) t%)

P, (Lpz,t) = p (-3 + 3 p? + %)

P (Lp,zt)=(-p + p? w3 1t% + 3 p%t? 4+ 3ptt + t0z (-4 pt? - 4 t%)2°
Pzz(l,p,z,t) =
[—p—p2+p3+p4+3t2~22pt2+3p2t2+4p3t2—21t4+3pt4+

6 p2 P+t +a P t® + tB] Z +

(4ptPezpiti-atte2aptirzy 2’
Paz(l,p,z,t) =
—3t+3p2t+6p't3+3t5+

Gpt-6p t+18t°-18p°t —I18pt° —6t)z°+
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(—8pt3—8t5] z*
P Lpzt) =

(-3p+5p -p -p -9t +uptiesptt-7pbtt-153ptt o+

30p tt -21p t? - 159t° +50p2t® -35p" t® + 35 p it -

~ t14

35 p° 8+ 9119 _ 21 p? t10 _ 7 p 12 ) 7+

2pt?-24p 2+ 12p°t2+1561° +168 p> t° +60 p* t* +

408p1:&l + 120 p3 +* + 216 t® + 120 p2 %+ 6Opt10 12" 204

(144 p t* - 48 p° t* - 240 1% - 144 P2 1° - 144 p t® - 48 '%) 2° 4
(64 p t® + 64 t%) 2’

Pszqu,z,t) =

Bp-izp°+18p° - 12p +3p° -45t% +28p> t% + 106 p* t% -
6 p® t> +27p° t2 - 228 ptt + 564 p° t* - 444 p° 1t v 108 p  t* -
12 t% + 1236 p® t° - 900 p* 1% + 252 p® t® + 114 p t% - 1060 p° t° +

378 p° 2 + 354 1'% ~ 732 p? "% + 378 p 1'% - 276 p t'% 4 252 p° t!2
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a4ttt w108 pP "t v 27 pt't w3tz
(146 pt? -6 p  tP+ 240 p  t - a8 p tP-48t* - 260 p% 1"+
624 p* t* - 336 p® t* - 1776 p t® + 96 p° t® - 1008 p°® t° - 1872 t° -

1056 p° t° - 1680 p* t° - 1104 p t'° - 1680 p° t'° - 336 t'? -

1008 p2 t'* - a6 pt't -ag ! 2

(288 p t* - 576 p° t* + 288 p° t* + 1056 t° + 1344 p? t® + 1440 p* t° +
4416 p t® + 2880 p° t® + 2496 t'° + 2880 p? t'° + 1440 p t'? + 288 t'Y)
z° + (<768 p t® - 768 p° t® - 1792 t® - 2304 pZ 1% ~ 2304 p !0 -

768 t'2) 27 + (768 p t° + 768 t'7) 2°

Pla[l,p,z,t] =
.?,Optz-4p3tz+9pt8+(12t4«36p2t4+2?t10)z+
@p-8p°-54pth i+ (-2t  -2pPtP+54tY) 2 -

5

wgpttztriostt e 2ptt® 26 tt
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Pzaflsp’zyt) =
72t -20ptP - 28 pitl v ap i+ 4 pit® 54ttt -9pt 427 pitt 4

(-12t* —408ptt + 36 pPttragp’tt - 2710 w162 pt'%) 2 4
(-8p-8p°+8p +8p*-1set®+54pt®+378p°tts2a3t!?
22+('?th—528pt2+72p2t2+96p3t2—54t8+1404pt3)23+
(-1728 t* + 108 p 1" + 756 p° t* + 1782 t'%) 2t +

(-108 t® + 2808 p t°) 2° + (=72 p t% + 216 p” t% + 3564 t°) 2° +

(-216 t* + 1296 p ) z' + 1944 t° 2°

Pastl,p,z,t) =

2ptt+12p P r9pt!ts
@2t-32p°t-248¢ +108p°t +271 % z+
(400 pt° +48 p° t2 + 396 p 1) 2% +

(-1200 t° + 432 p2 t® + 540 t'Y) 25 4
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(48 pt+a8pt+ 1512 pt)zt + (=432 t° + 432 pi® + 1945 t°) 2° +
1584 p t° 2% + 2160 t° 2z’ + 144 p t° 2% + 432 t° 2
P53(1,p,z,t] =

17504 p t° - 285696 p° t% + 225792 p° t° - 64512 p' 1% + 6912 p° t° +

5495040 p t° - 5412096 p° t° + 1306368 p° t® - 62208 p’ t¥ +
4502304 p t'* - 2099520 p° t'* + 200952 p® t'? - 1154736 p t%° -

314928 p° 1%° + 177147 p 1% +

(1347840 t* - 3898368 p° t* + 3939840 p* 1* - 1575936 p° t* +
186624 p°® t* + 11757312 1'° - 39750912 p* !0 + 17356032 p* t'° -
1306368 p°® t'° + 17426016 t'° - 12177216 p® t'° + 3149280 p* ' -
4723920 t%% - 2834352 p° t2% + 531441 t%%) 2

(13824 p - 55296 p° + 82944 p> - 55296 p  + 13824 p° - 16547328 p t° +

17044992 p° 1° - 10326528 p° t° + 1866240 p’ t® - 90279360 p t'% +
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73063296 p° 1'% - 9657792 p° t'% - 30862944 p t'° + 14486688 p° t'° -
5314410 p t2%) 2% + (-622080 t% + 387072 p° t° + 1465344 p % -
1603584 p° t% + 373248 p° t° - 18786816 t° + 43421184 p° t° -

16547328 p* t° + 7838208 p° t® - 24494400 1'* + 140247936 p° t'* -

27293760 p* t'* - 57316896 t2° + 17006112 p? t%° + 1062882 t%°) 2° +

(-3234816 p t* + 10202112 p° t* - 10699776 p° t* + 3732480 p’ t* +

39750912 p t'° + 5598720 p° t'% + 8398080 p° t'® + 137308608 p t'° -

13856832 p° t'® - 8503086 p t?%) z* «+

(8211456 t° + 94804992 p” t® - 23141376 p" t° + 15676416 p° 1° +

45349632 t'% + 10077696 p> t'* - 15116544 p* t'? - 71803584 1'% +

11337408 p° t'® + 8503056 t°*) 2° +

(1492992 p t° - 3483648 p° t° + 2488320 p° t° - 497664 p t° +

160123392 p t° - 111227904 p° t* + 16796160 p° t° + 113374080 p t'* +
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32752512 p° t'* - 62355744 p t2°) 2° +

(-1492992 t* ~ 7464960 p° t* + 19403896 p* t* - 10450944 p° t* +
10077696 t'° - 436700160 p® t'° - 30233088 p* t'° - 113374080 t'® +

113374080 p° t*° + 17006112 t2%) z' +

&

(139968000 p t° - 51508224 p° t° - 77262336 p° t° - 216670464 p t'°% +

65505024 p° 1'% - 119042784 p t'%) 2® +

(-276576768 t° - 302330880 p° t° - 218350080 p" t° - 105815808 t** +

226748160 p° 1'% + 51018336 t°°) 2 +

(6718464 p t' - 13436928 p° t° + 6718464 p° t* + 292253184 p t'° -

110854656 p° 1'% - 238085568 p t'%) 2'% +

(73903104 t° + 94058496 p° t° + 100776960 p* t° + 392030144 t'2% +

90699264 p~ 1'% + 102036672 1'% z!! +

(732312576 p t° + 463574016 p° t° - 498845952 p t' ) z'% +
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13

(423263232 t'° + 544195584 p® t'° + 136048896 t'%) 2'° +

(-40310784 p t° - 40310784 p° t° - 272097792 p t'%) 2' " 4

(-282175488 t® - 362797056 p? t° + 272097792 t'*) 2'° -

8

7+ 90699264 p t¥ 218 4

1

680244480 p t'% 2'°® + 136048896 t'% 2

212097792 t'° 2"°

Pl4[lspsz’t] =

(~120 pt>+ 24 p°t® + 108 1% + 108 p? t® + 162 p t'° + 81t} z 4

(-6 p+16p° +24t" +504p°t +540pt®-2701"% 22+

(288 1% + 288 p> t% + 1728 p t° ~ 3240 ') 2° +
(576 p t* - 4320 t%) 27 + (=256 p t° - 3840 t°) 2° - 1536 1* 2"
Pu(l,p,z,t] =

(864 t% - 240 pt® - 336 p%t? + 48 p P + 48 p'tP + 216 t° - 3888 p t° +

216 pZ t° + 288 p° t° - 5076 t'® + 324 p t'% + 648 p® t'° 162 t'* #
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648 p t't +243t'%) z +

(-32p-32pi+32p +32p° +481t" -~ 1808 pt* + 1008 p? t* +
1344 p° t* - 45288 t® + 1080 p t° + 10800 p® t® - 540 t'% 4

23760 p t'% + 15714 t'%) 2% +

(576 t* - 4224 p t> + 576 p> t° + 768 p° t° - 78336 1° + 3456 p t° +
24192 p* t* - 6480 t'° + 129600 p t'° + 142560 t'*) 2° +

(-28800 t* + 1152 p t* + 13824 p° t* - 8640 t° + 207360 p t° +
466560 t'2) 27 + (=512 p t° + 1536 p° t° ~ 7680 t° + 115200 p t° +
604800 t'°) 2° 4 (~3072 t* + 18432 pt® + 317952 t%) 2! + 55296 t° 2'°
Paq(l,p,z,t) =

132 t2 + 36 pPt? + 108 p t® + 81 t'0 &

(«72 + 72 p* + 2304 pt* - 216 p° t* + 4590 t* - 972 p* t¥ - 1458 p t'%-

729 £'%) 2% + 212 p t° - 288 p° t% + 18720 t° - s184 p° t° -
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16200 p t'° - 13608 t'*) 2* «

(96 p - 96 p° + 14256 t* - 5616 p° t* - 46440 p t° - 72900 t'?) z° +

(1728 t° - 1728 p” t% - 43200 p t° - 149040 t'%) 2° +

(-13440 pt* - 123840 t%) 2'° + (-512 p £ - 39936 t®) 2!% - 3072 t* 2"

plstlrp:z’t) =

17280 p t* - 1920 p° t* + 6750 p t'? 4

(14400 t° - 43200 p® 1* + 50625 t'%) 2 +

(76800 p t° - 15360 p° t° ~ 162000 p t'2) 2° +

(—249600 t° ~ 403200 p® t® + 472500 t'%) 2° +

(5120 p - 5120 p° - 2106000 p t'°) z* +

(-115200 t* - 576000 p® t* + 2025000 t'*) 2° - 4032000 p t° 2* +
(153600 t% - 153600 p> t% + 13500000 t'?) z’ - 3312000 p t° 2° +

25080000 1'% z° - 384000 p t* 2'° + 17760000 t° Z'' + 128000 p t% 2% +
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7360000 t° z*° + 1280000 t* Z'°

PZS(LP,ZJ] =

~261120 t* + 34560 p t* + 49920 p° t" - 3840 p° t* - 3840 p* t* +
162000 t** + 13500 p ** - 40500 p* t** +

(28800 t° + 1900800 p t° - 86400 p° t° - 115200 p° t° + 101250 t'° -
607500 p t'%) z + (-552960 t + 153600 p t° + 215040 p° t° -

30720 p° t° - 30720 p* t* + 14688000 t'° - 324000 p t'% -

2268000 p° t'% - 2278125 t%%) 2% +

(-499200 t° + 14208000 p t® - 806400 p? t° - 1075200 p° t° + 945000 t'° -

21870000 p t'®) 2° + (10240 p + 10240 p° - 10240 p° - 10240 p* +

127584000 t*° - 4212000 p t'° - 21924000 p° t'° - 72900000 t%°) z* +
(-230400 t* + 13670400 p t* - 1152000 p? t* - 1536000 p° t* +
4050000 t'* - 218700000 p t'Y) 2° +

-1

(258624000 t® - 8064000 p t° - 59328000 p” t° - 767475000 t'%) z° +
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(-307200 t° + 2252800 p t° - 307200 p° t? ~ 409600 p°t” + 27000000 t'Z-

810000000 p t'%) z' + (159360000 t° - 6624000 p t° - 49248000 p? t° -

3450600000 t'®) z* + (50160000 t'° - 1203360000 p t'%) 2% +

(26112000 t° - 768000 p t* - 13056000 p° t* - 7237800000 t'*) 2'° +

(35520000 t° - 750720000 p t°) z2*' +

(256000 p t° - 768000 p° t% - 7526400000 t'%) z*%+

i4

(14720000 t° - 190720000 p t°) 2'° - 3854400000 t'° 2'* +

(2560000 t* - 15360000 p t*) z'® - 908800000 t® 2'® - 76800000 t® 2'®

Pss{i.p,z,t] =

247680 p t° + 17280 p° t° + 20250 p t'7 +

(540672 t° - 147456 p° t® - 2376000 t'> + 388800 p’ 1 + 151875t7)z +
(-5253120 p t| + 276480 p° t' + 3564000 p t') z° +

(98304 t - 98304 p° t - 42220800 t'* + 6739200 p> t'' + 12352500 t2)

Z° + (~13608960 p t° + 1198080 p° t° + 62424000 p t'°) 2* +
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(-168422400 t° + 35251200 p° t° + 212220000 t') 2° +

(-5160960 p t° + 737280 p° ¢° + 378432000 p 1) 2° +

(-191385600 t’ + 52531200 p2 1’ + 1440720000 t'7) z* +

(~122880 p t + 122880 p° t + 871776000 p t'') 2% +

(-61132800 t° + 24883200 p? t° + 4378320000 t'%) 27 +

836352000 p tz'° + (-3686400 t° + 3686400 p° t° + 6454080000 t') 2''+

333312000 p t' z'% + 4734720000 t'! 2'? + 49152000 p t° 2'* +

1674240000 t°z*° + 1024000 p t°2'® + 253440000 t'z'7 + 10240000 t° 2'°
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