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Capitulo 1

Introducao

Os Sistemas de Equagdes nao Lineares aparecem em muitos problemas da vida real.
Sao os casos, por exemplo, de problemas de Mecénica dos fluidos, fluxo de cargas em redes
de transmissdo de energia elétrica e simulagdes numéricas de reservatérios. Um trabalho
recente de Moré [47] relaciona uma colegio de problemas praticos, oriundos de diversas

areas e aplicagdes, cuja formulagio conduz a um sistema de equagdes ndo lineares.

O Problema

O problema tipico em que estamos interessados é o seguinte:
Dada uma fungéo, F : R* — IR*, F = (fi,--.., f.)¥, buscamos obter a solugio de

F(z) =0. (1.1)

Denotaremos a matriz de derivadas parciais de F, a matriz Jacobiana, ou simples-

mente o Jacobiano, por J(z). Portanto,

ofi ofi

Vfi(z)T 5:;:(:1:) “ Ba. (z)
J(z) = F'(z) = : = afs afs
an(.’lI) Yin n

9z, (z) ... 6:cn(x)



Frequentemente, em problemas reais, n é relativamente grande e a matriz Jacobiana
apresenta uma estrutura esparsa. Isto significa que a maioria dos elementos de J(z) séo
nulos. Muitas vezes podemos tirar vantagem do “padrdo de esparsidade” de J(z) para
obter eficientes algoritmos de resolugdo para (1.1).

Varios métodos tém sido propostos para a resolugdo numérica de sistemas nao line-
ares. A maioria e os mais conhecidos deles sdo métodos “locais”. Um método local é um
esquema iterativo que converge se a aproximagdo inicial estd “suficientemente proxima”
de uma solugdo particular. Felizmente, em muitos problemas praticos, o dominio de con-
vergéncia dos métodos locais é suficientemente grande. A conotacdo deste trabalho é o
tratamento de métodos locais.

Um aspecto essencial desses métodos de resolucio é a taxa de convergéncia, que nos
diz algo sobre a velocidade assintdtica do processo de convergéncia a solugéo.

O método de resolugdo mais conhecido, e que serve de base para obtengdo de outros
métodos eficientes, é o método de Newton. Dada uma estimativa inicial z¢ da solugio de

(1.1), este método considera, a cada iteragdo, a aproximagio
F(z) = Li(z) = F(zx) + J(zi)(z — z4)

e obtém 441 como a solugio do sistema linear Ly(z) = 0. Esta solugdo existe e é tnica

se J(zx) é ndo singular. Portanto, uma iteragio de Newton é descrita por

J(:z:k)sk = —F(.’Ek) (12)
Tpy1 = Tg + Sk (1.3)

A cada iteragdo do Método de Newton, devemos calcular o Jacobiano, J(z) e re-
solver o sistema linear (1.2). Usando técnicas modernas de diferenciagio automaética [31],
podemos calcular F(z) e J(z) de maneira econdémica. Se no lugar de Jacobiano verda-
deiro em (1.3) usamos uma aproximagao por diferencas de J(z;), que geralmente envolve
um alto custo computacional, obtemos o método de Newton com diferengas finitas, cujas
propriedades de convergéncia sdo muito semelhantes as do Método de Newton.

O maior problema do método de Newton estd na resolucio do sistema linear (1.2).
Se n é pequeno, o sistema linear pode ser resolvido usando fatoragio LU, com pivota-
mento parcial ou a fatoragio QR [25]. Se n é grande, esta tarefa envolve um alto custo
computacional. Em muitas situagées, entretanto, onde J(z;) é esparsa, podemos recorrer



a técnicas especiais considerando a estrutura da matriz. Neste caso, os fatores no processo
de decomposicio sio gerados de maneira que haja o minimo enchimento (fill-in), no con-
texto de esparsidade, sem comprometer a estabilidade numérica. O principal resultado

de convergéncia relativo ao método de Newton é dado pelo seguinte teorema.

Teorema 1.1

Suponhamos F : @ Cc R* — IR, um conjunto aberto e convexo, F €
CY(), F(z.) = 0,J(z.) nao singular, e que existam L,p > 0 tais que para todo z € {2,

1J(z) = J(z)Il < Llz — z.|IP . (1.4)

Entédo existe € > 0 tal que se ||zg — z.|| < €, a seqiiéncia {z;} gerada por (1.3) -
(1.4) esta bem definida, converge para z, e satisfaz

lzksr — z.]] < ellar — 2|77 (1.5)

Prova.

Veja Ortega e Rheinboldt [48]. g

A propriedade (1.5) (convergéncia quadrética se p = 1) depende da condigao de
Holder (1.4). Sem essa condicdo, a convergéncia é apenas superlinear.

Os métodos quase-newtonianos, alternativamente, buscam, através de aproximagao
para o Jacobiano, obter algo préximo da propriedade atrativa de convergéncia do método
de Newton e, por outro lado, superd-lo em sua maior deficiéncia, resolvendo o sistema
linear (1.2) da maneira mais adequada possivel. Sdo caracterizados pelo processo iterativo,

Tiy1 = T — Bk_lF(:tk) . (16)

A classe de métodos quase-newtonianos mais bem sucedida é a dos métodos secantes.
Nestes métodos, escolhem-se as matrizes de aproximagdo para o Jacobiano, de modo a

satisfazer a Equacio Secante:

Biyisk = F(zr41) — F(zx) - (1.7)



Esta equacdo significa que o “modelo linear” Liyy(z) = F(xi41) + Brs1(z — Tr4a)
interpola F em z e ;. Nas iltimas décadas, muito se desenvolveu sobre teoria e prética
dos métodos secantes. Do ponto de vista tedrico, buscam-se métodos superlinearmente
convergentes, onde a seqiiéncia de pontos é gerada de modo a satisfazer:

lim ||$k+1 - :::.II _

=0.
koo ||k — a.|

Recentemente, teorias gerais foram desenvolvidas para os métodos secantes. A mais
ampla delas é a teoria LSCU (Least Change Secant Update) de Martinez [40], que envolve

uma diversidade de métodos conhecidos.

Uma outra maneira de atacar o nosso problema, é investir na resolucio dos sistemas
lineares (1.2) através do uso de métodos iterativos lineares. Isto caracteriza os métodos
de Newton Inexatos. Esta técnica também tem a filosofia de economizar na resolugio de

(1.2), conservando boas propriedades de convergéncia.

Martinez [43], conjugou as idéias expostas acima, onde procura acelerar os métodos

de Newton-Inexatos através do uso de férmulas secantes precondicionadoras.

O objetivo deste trabalho é fornecer novos resultados sobre férmulas secantes e

aplicagGes. Neste sentido, desenvolvemos os seguintes temas:

() Extensdo da teoria geral LCSU de Martinez para sistemas nao lineares com ter-

mos nao diferencidveis.

(22) Introdugdo de uma nova férmula secante, dando origem a um novo método, que
apresenta desempenho muito satisfatério para uma importante classe de problemas.

(27¢) Implementagio prética dos precondicionadores secantes.

Os itens (z), (i) e (43t), sio desenvolvidos nos capitulos 2, 3 e 4 respectivamente.



Apesar da unidade temdtica desenvolvida neste trabalho, procuramos dar um carater
de independéncia entre os capitulos. Neste sentido, o leitor que estiver interessado em
um dos temas, nio precisard, a rigor, de uma leitura sistematica dos outros, uma vez que

estabelecemos conexdes necessarias por referéncias rapidas.



Capitulo 2

Métodos Secantes para Sistemas
Nao Lineares com Termos Nao
Diferenciaveis

2.1 INTRODUCAO

As férmulas secantes para aproximar Jacobianos, no contexto de resolugao de siste-
mas nio lineares, nio sio recentes (Ortega e Rheinboldt [48] Cap.8). A aproximagao do
Jacobiano usando os n + 1 tltimos pontos interpolantes de um método iterativo é de-
nominada Férmula Secante Seqiencial (Barnes|3],Wolfe[58], Gragg-Stewart[29], Martinez
[36]). Esta férmula apresenta problemas de estabilidade e falta de manutengdo de es-
trutura, pelo qual ndo é muito usada atualmente. A partir de 1959 (Davidon [12]),
popularizaram-se as férmulas secantes baseadas apenas na tltima “equagio secante” :
Bi41(zk41 — k) = F(zk41) — F(zx). Broyden, Dennis e Moré [9], Dennis e Moré [17]
e Dennis e Walker [19] desenvolveram a teoria LCSU(Least Change Secant Update) que
envolve as mais conhecidas férmulas secantes. Martinez [40] desenvolveu a teoria LCSU
mais amplamente. Tudo isto foi desenvolvido considerando sistemas n3o lineares dife-

renciaveis.

Neste capitulo serd desenvolvida a extensio da teoria geral de Martinez [40], a pro-

blemas parcialmente diferencidveis.



Consideremos o problema de resolver

F(z)=0 (2.1)

onde F: Q Cc R* — R, Q aberto, F = F, + F, e F; € C'(}). Denotaremos
J(z) = F{(z) para todo z € .

Estamos interessados em métodos de resolucio de (2.1). Dado z, € Q, a apro-

ximagdo corrente para a solugio de (2.1), a aproximagio seguinte z;4; serd dada por

Tky1 = Tp — B,:IF(:ck) R (2.2)

onde By é uma matriz ndo singular convenientemente escolhida. O caso onde By = J(z})
foi estudado por Zabrejko e Nguen [62], Chen e Yamamoto [11}, Yamamoto [57] e Yama-
moto e Chen [60]. Mais recentemente, Chen [10] analisou o caso onde as matrizes B sdo
geradas usando a férmula de Broyden [9,17,18].

2.2 O METODO BASICO

Descreveremos o algoritmo geral para resolugio de (2.1) seguindo as linhas de [40].

Seja X um espaco vetorial de dimensio finita. Para todo z,z € Q, consideremos
|| - }zz uma norma em X, associada a algum produto escalar (, ),,. O operador projecio
no conjunto C C X relativo a || - ||, serd denotado por Pe .

Para todo z,z € Q consideremos V(z,z) C X uma variedade linear. Seja D C X
um conjunto aberto e ¢ : ! X D — IR™™™ uma fungio continua.

Para um ponto arbitririo =9 € Q , Ey € D, By = (20, Ep), consideramos a
sequéncia gerada por

Tr41 = T — B7YF(21) (2.3)

onde

By € {o(zk, Er), ¢(Zhs1, Ex), o(Tk, Exsr)s (Tre1, Ergr)}, (2.4)



Ek+1 € {Ek, Pk(Ek)} (25)

Pk = PV(:ck,zk*l),z‘k:Bk+1 (2'6)
para todo k£ =0,1,2,... .

Geralmente, consideramos somente o mais interessante dos casos, onde

Bir1 = (ki1 Eitr) (2.7)

Ery1 = Pi(Ex) (2.8)
para todo k£ =0,1,2,... . ‘

Exemplo 2.1 O Método de Broyden

Na extensao do método de Broyden para o caso ndo diferenciavel, considerado por

Chen [10], temos X = IR**", ||- ||z = || - ||F (a norma de Frobenius) para todo z,z € 2,
V(z,z) ={B € X | B(z—z)= Fi(2) - Fi(z)} (2.9)
e
¢(z,B)=B. (2.10)
Portanto,
— Bysy)sy
By = Be + (v = £)Sk (2.11)

Sy Sk

para todo k=10,1,2,... ,onde s = zx41 — 7k € Yk = Fi(Tr1) — Fi(zk). ([18),cap. 8).
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Exemplo 2.2. O Método BFGS

Suponhamos que para todo z,z € Q, a matriz J(z, z) é simétrica e positiva definida,
onde

- 1
J(z,2) = / J(z +t(z — z))dt. (2.12)
0
Definimos X = IR"*", e para todo z,z € (2,

|Ell=: = || (=, 2)" EL(z, 2)||F,

onde L(z,z)L(z,z)T é a fatoragio de Cholesky de J(z,z),

o(z,E)= E™

V(z,z) = SN{E € X | E[F\(z) - Fi(z)] = z — =},

e S e o subespago das matrizes simétricas de IR™*". Uma manipulagdo classica dos
calculos mostra que [18]

+ (sk — Exyx)st + sk(sk — Exye)T

Evphn=Bp;, = E
E+1 k
+ sfyk

(sk — Exyi)Tyrsksy

(Sf‘yk)2 ’

onde s; e y; sdo definidos como no exemplo 2.1.

Exemplo 2.3. Métodos de Atualizagao Direta da Fatoracao

Suponha que para todo z,z € Q, J(z,z) = A(z,2)"'R(z,2), onde J é definido
por (2.12) e (A(z,z),R(z,2)) € S, uma variedade linear em X = R™*" x IR"*". Para

11



todo z,z € Q, (A,R) € X, definimos ||(A, R)|[2, = ||Al|% + ||R||%. Ainda, para todo
z,z€Q,

V(z,2) = {(A,R) € S | R(z —z) — A[Fy(2) - Fi(z)] = 0}

o(z,(4,R)) = AR,

Este tipo de método é muito conveniente quando o Jacobiano da parte diferencidvel
de F admite um espaco de fatoragio definido pela variedade S (Veja [40,41]).

2.3 CONVERGENCIA LOCAL

Nesta segdo, provaremos que o método definido por (2.3)-(2.6) estd bem definido e
converge para a solugio de (2.1), desde que o ponto inicial esteja numa vizinhanga da
solugdo e o parametro inicial E, esteja suficientemente préoximo de um parametro ideal
E, . Precisamos de quatro hipéteses para demonstrar tal propriedade.

A primeira hipétese refere-se a fungao F.

Hipétese H1

Suponhamos que existam z, € § tal que F(z,) =0, J(z.) ndo singular e L,p >0

tais que
|J(z) — J(z.)] £ L|z — z.]P (2.13)
para todo z € , onde | - | denota uma norma arbitriria em IR". Isto implica que
|Fi(2) — Fi(z) — J(z.)(z — z)| £ L|z — z|o(z, z)? (2.14)

para todo z,z € 1, onde o(z,z) = max{|z — z.], |z — z.|}.

Suponhamos também que exista a > 0 tal que

12



|Fy(z) — Fy(z,)] € alz — .| (2.15)
para todo z € §}.

A segunda hipétese refere-se a fungio ¢.

Hipétese H2

Existe E, € D tal que ¢(z.,E,) seja nio singular e

I — oz, E) M J(2)| + ol B =7 < 1. (2.16)

A terceira hipétese é fundamental dentro da teoria que estamos desenvolvendo. Ela
afirma que as variedades V/(z, 2) estdo suficientemente préximas de E,.

Hipétese H3

Seja || - || uma norma fixa em X, associada ao produto escalar (, ), e ¢; >0 uma
constante. Para todo z,z € ) existe £ = F(z,2) € V(z,z) tal que

||E — E.|| £ qo(z,2)P. (2.17)

A dltima hipotese refere-se a relagio entre diferentes normas em X.

Hipétese H4

Existe ¢ > 0, c; > 0 tal que, para todo z,2€ 2, F€ X,

IE]lz2 < [1 + coo(z, 2)°)||E] (2.18)

13



IEN < [1 + c20(z, 2)*}|| B2 - (2.19)

O significado desta hipétese é que as normas ||E||;, tornam-se muito préximas de
||E||, quando z e z estio muito préximos de z,.

Lema 2.1

Seja r; € (r4,1). Se F satisfaz a HipStese H1 e ¢, z,, E, satisfazem a Hipétese H2,
entdo existe €; = €;(r;) > 0 tal que

|z — @(z4, E) " F(2) — z.| < 112 — 2] (2.20)

sempre que |t —z.| < ¢;.

Prova. Seja g, >0 tal que

r > 1 + (2., E.) 7| Leb . (2.21)
Entédo, por H1, H2 e (2.21),

l& - ¢(z., B.) " F(z) - z.|
< |o = ples, E) I (22)(z — 2.) — 2] + [p(es, E2) I F(2) - J(22)(e — 2.)
= |l = (@a E) M (@)@ = )| + (s, E) M [Fi(=) + Fafe) — J(22)(z — =)

S = ¢(z., B) 7 (@) |z — 2] + (2., E) 7 | Fa(z) — Fo(z.)|

14



+o(za, £.) 7' | Fi(z) - Fi(z.) — I (2.)(z - 2.)|
< I = (2., B (22| + elp(z, B) 7 + (2, B2) 7 Lz — 2.P)|z — 2.

< (ru + (20, B) LD — 2] < ralz — 2.

Logo, a prova esta completa. g

O Lema 2.1 mostra que, sob as Hipdteses H1 and H2, a iteragdo “ideal” zx4y =
T — p(Ts, E.)"F(zx) élocalmente convergente. O restante desta se¢io consiste em pro-
var que a iteracdo principal (2.3)-(2.6) compartilha desta propriedade.

O préximo teorema mostra que se z e F estio suficientemente préximos de z, e E,,
respectivamente, a aplicagio £ — z — ¢(z, E)~!F(z) aproxima o ponto z de z, com uma

taxa préxima de r,.

Teorema 2.2

Seja r € (r.,1). Suponha que F, ¢, z,, E, satisfagam Hl e H2. Entdo, existem
€3 = €3(r), 6 = 8(r) > 0 tais que, para todo z,z, E satisfazendo ||z — z.|] < €,, ||z -
z,|| € &3, ||E — E.|| £ §;, temos que, ||E|l,|¢(z, E)| e |¢(z, E)~!| sdo uniformemente
limitados, e

|z — (2, E) " F(z) — z.| < rlz — z.]. (2.22)
Prova. Sejam €3,83 > 0 tais que ¢(z, E)™! existe, sempre que |z — z.| < €3, ||E —
E,|| € 63. Portanto, por compacidade, ||E||, |¢(z, E)| e J¢(z, E)™}| sdo uniformemente
limitados para |z — z.| <¢e3 e ||E— E,|| < §;.

Seja r; € (r.,7), 0 < €3 < min{ey(ry),€3}, 0 < §; < 63 tais que

n+le(z, B)7 = oz, B) (I ()l + Lef +a) <7 (2.23)

15



sempre que |z — z,| < &y, ||E — E.|| < 6;. Se |z — z.] < €2, temos, por (2.14) e (2.15),
que

|F(2)| < [Fi(z) = Fi(z)] + [F2(z) — F(e.)]
< (J(z)l + Llz — z.]P + a)|z — =.]|
< (|J(za)| + Leb + )|z — z.]. (2.24)

Portanto, por (2.20), (2.24) e (2.23),

le — (2, E) " F(z) — z.|
< [& — (22, B F(2) — 2] + (2, B) ™ — (2., B) | |F(2)|
< [ri + (2 B) ™ — (2, E) (1 (22)] + Lk + @)z — 2.

<rlz—z.]. (2.25)

Isto completa a demonstracéo -

Agora, estabeleceremos propriedades de deterioragdo limitada que sido necessarias
para provar convergéncia local de (2.3)-(2.6). Os principios de deterioragdo limitada fo-
ram introduzidos por Dennis[13] e popularizados no trabalho de Broyden, Dennis e Moré
[9]. A deterioragio limitada, em nosso contexto, significa que a distincia entre P,,(E) e
E,, ndo pode ser muito maior que a distancia entre E e E,, isto é, a possivel deterioragao
nas aproximagbes E em relacao a FE,, ocorre de maneira controlada.

16



Lema 2.3

Sejam F,p,V,E, satisfazendo as HipSteses Hl a H4. Suponhamos que € é um
subconjunto limitado de . Entdo existem constantes positivas c3, c;4 tal que para todo
z,2€eY,EFe X,

|| Pez(E) — E.}] < [1 + eq0(z, 2)?]||E — E.|| + cao(z, 2)P. (2.26)

Prova. A provaé muito similar & do lema 3.1 de [40], e a incluimos aqui por completude.
Por (2.19), temos

|Poz(E) — .|| < [1 + c10(z, 2)°)|| Peae( E) — Eulls,s- (2.27)
Seja E a projegio ortogonal de E, em V(z, 2), com relago & norma || - ||. Portanto,

por (2.27),
|1P22(E) — E.|| < [1 + e10(, 2)°(1|1Pex(E) = Ellsz + ||1E — Eullz,z). (2.28)

Mas P, € a projecaoem V, e EeV. Logo,

“P:u(E) - E”I,z < “E - E”z,z S ”E - E*”z,z + “E - Et“z,z' (2,29)

portanto, por (2.18), (2.28), e (2.29),

||Peo(E) — E.| L+ c10(z, 2)'MI|E - Eulla,s + 20| E — E.|..:]

<
< [L+ao(e,2)PlIE - Bl + 21| - E.|l.

Agora, pela hipétese H3, ||E — E,|| < c;0(z, z)P. Portanto,

|Pe2(E) = E|l < [1+ ci0(z, 2)'Pll|E — E.l| + 2c20(2, 2)7]
(1 + 26102, 2)1 + oz, 2MIE - .|
+ 2[1 + ¢yo(z, 2)*)%c0(z, 2)P.

17



Entéo, fazendo

d, = sup{|z — z*| |z € 0}, (2.30)

temos

|1Pe2(E) — Eu|| < [1+(2¢1 + c}d})o(z, 2)°)||E — E.|
+ 2[1 + a1di)cy0(z, 2)P.

Logo, (2.26) se segue com ¢3 = 2[1 + c1di)%cy,¢4 = 2¢; + c3d}. o

Coroléario 2.4

Suponha as hipdteses do Lema 2.3. Seja s = min{p,q}. Se N é um subconjunto
limitado de X, entdo existe ¢s > 0 tal que

|Pez(E) — El| < |E = Ei|| + cslz — z.]” (2.31)
sempre que =,z €Y, E€N and |z -2z, <|z —z.].

Prova. Definimos d; como em (2.30) e d; = sup{||E — E.||, E € N'}. Entdo, por (2.26),
||Pe(E) — E.]| < [1+4 cilz — z*|%]||E — E.|| + ca]z — =*|P (2.32)
< ||E = E.|| + cyda]x — z*|* + ca|z — =[P

Portanto, (2.31) segue diretamente de (2.32). g

Para finalizar esta se¢do, provaremos o teorema de convergéncia local para (2.3)-
(2.6), baseando-nos nos dois prévios principios de deterioragio limitada. A demonstragao
consiste em mostrar que a seqiiéncia de parametros Ej gerada pelo algoritmo, pertence
a bola de raio §; definida no teorema 2.2, se Fy estd suficientemente préximo de E, .
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Teorema 2.5

Sejam F,¢,V, E, satifazendo as HipSteses H1 a H4. Suponha que {z;} seja definida
por (2.3)-(2.6) e seja r € (r,,1). Entdo existem € = &(r), § = §(r) tais que, se |ro—z.| <
€, ||Eo — E.|| £ 6, aseqliéncia {zi} estd bem definida, converge para z. e

|Zke1 — 2] < rlzp — 24 (2.33)

para k=0,1,2,....
Prova. A prova é muito semelhante & prova do teorema 3.2 de [40).

Seja €2 = ea(r), 82 = 82(r) como dada pelo Teorema 2.2. Seja €,6 > 0 tal que
e<eyr), 6 < ba(r) e

) + C5€’/(1 - T") < 62 . (2.34)

Provaremos por indugdo em k que, para todo k£ =0,1,2,...,
(1) zi4+1 estd bem definida,
(i) I2e1 — 2] < rlok — ],

(iii) |zrsr — x| < rFHle,

k
(IV) ”Ek+1 - E,.“ S ) + C5€"ET‘” .
j=0
Como € < e5(r) and § < 83(r), a tese segue trivialmente do Teorema 2.2 e do
Corolario 2.4 para k=0.

Suponhamos agora as hipéteses de indugdo para k — 1. Entdo,

k-1

B — E|| S 6+cse* S r% < 64 —=
2

1—1re

< 6.
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Portanto, por (2.4), (2.5) e pelo teorema 2.2, z;,, esta bem definida e (i)-(iii) se ve-
rificam. Finalmente, (iv) se segue das hipSteses indutivas e da propriedade de deterioragdo
limitada (2.31). g

2.4 CONVERGENCIA COM TAXA IDEAL

Nesta segio consideraremos o método definido por (2.3), (2.7) e (2.8). Suponhamos
que H1-H4 se verificam e que a seqiiéncia {z,} converge para z, com taxa linear r.
Naturalmente, ndo hd perda de generalidade em considerar que (2.33) se verifica para k >
0 em vez de para k suficientemente grande, pois, em ultimo caso, podemos simplesmente
reenumerar as iteragoes. Existem métodos para os quais isto é o tnico resultado que pode

ser provado, por exemplo, o0 método de Newton Modificado, onde
Try1 = Tk — J(z0) T F(21),

mas existem métodos para os quais, assumindo a convergéncia linear com taxa r > r,,
pode-se provar que essa convergéncia se acelera naturalmente para atingir a taxa r, (su-
perlinear no caso diferenciivel quando r, = 0).

Nesta secao, estudaremos condigdes suficientes sob as quais isto ocorre. Ressaltamos
ainda que, embora tenhamos provado anteriormente que uma condigio suficiente para
convergéncia com taxa linear r, € a existéncia de vizinhangas apropriadas, isto ndo é uma
hipotese agora. Ou seja, a hipdtese em questdo é que z; converge para z, com taxa pelo

menos r > r,, seja por qualquer motivo.

O primeiro teorema desta secdo estabelece uma condigio suficiente do tipo Dennis-
Moré-Walker, para convergéncia com taxa ideal.
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Teorema 2.6
Suponhamos que as Hipéteses H1 e H2 sio satisfeitas e que a seqiiéncia gerada por
(2.3) e (2.6)-(2.8) estd bem definida, converge para z., e que existe r > 0 tal que
|Zk41 — 2] < rlzp — 2 (2.35)

para todo k=0,1,2,.... Suponhamos que

lim I[‘P(mk’ Ek) - So(z*‘) E*)](xk"'l — zk)l — 0 . (2-36)
k—oo |Zk41 — 24
Entao,
T ezl (2.37)

Prova. Fagamos By = ¢(zx, Ex), B. = ¢(z., E.). Por (2.36), temos

(I = B2 B) @k — )] _

lim 0. 2.38
k—oo I(Ek.*.] - xkl ( )
Agora,
|Zks1 — 4] _ |lzx — By F(z) — 2.
Imk—$*| |:Ek—.’l?.|
p— — -1 1 .
< lmm @ = BAF@)| B - BEF() (2.39)
|zr — 2| |2k — .|
Pelo Lema 2.1,

W _ p-1
T e = - B F(@) (2.40)

k=00 |z — .

Logo, resta provar que o segundo termo do lado direito de (2.39) tende a 0 quando
k— oo.

Agora,
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(B! — B'|F ()| _ (I = BI'Bi) (241 — i)

|zk — .| - |zk — z.
= |( = B Bi)(Zha1 — i) |The1 — 24l (2.41)
ER— s =l '

Mas, por (2.35), |Tke1 — zk| < |Zk41 — 2| + |z — z.| £ (1 + 7)|zx — z.|. Portanto, por
(2.38) e (2.41),

lim B = BIF(za)l _

k—oc0 |:1:k — :z:‘l

0. (2.42)
Logo, (2.37) segue de (2.39), (2.40) e (2.42). 4

O teorema 2.6 nao oferece, por si s4, uma condigio pratica para a convergéncia com
taxa ideal. Com efeito, ele se refere a acdo de B! sobre F(z}), ou ainda, de B, sobre
(zk+1—2Zk). Mas i1 é obtido a partir de By, “sem liberdade”, embora tenhamos liberdade
para escolher By,1, conhecidos zx € zp4;. Felizmente, estabeleceremos um resultado que
permitird transformar (2.36) numa condigido natural relacionada & equagdo secante, que
se refere a agdo de Byiyq sobre (zr41 — zk). E para isso que se encaminham os préximos
resultados.

Nos teoremas que se seguem, estabeleceremos o comportamento da sequéncia {Ey}

sob as hipéteses de convergéncia linear.

Teorema 2.7

Suponha que as hipSteses H1-H4 se verificam e que existe r € (0,1) tal que

[Zkg1 — 7| < rlz) — T4 (2.43)

para todo £ =0,1,2,...,. Entdo, ||Et]| é uniformemente limitado e
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Jim || Exys — Eall = 0. (2.44)

Prova. A prova é muito similar & do teorema 3.3 de [40], e a incluimos aqui por com-
pletude.
Estabeleceremos, primeiro, uma desigualdade relacionado os FEj ’s, que nos sera 1til.
Por (2.43) e o Lema 2.3 temos que

|Bit1 — Eu|l < (1 + eslzi — 2. )| Ex = Eu|| + cslox — 2. (2.45)

para todo k£ =0,1,2,... . Entdo, pelo lema 3.3 de [40], ||Ex — E.|| e ||Ek|| sdo unifor-
memente limitados. Portanto, existe cg > 0 tal que

[[Exsr — Eu|| < ||Ex — Eu|| + cslzi — 2./° (2.46)
para todo k=0,1,2,..., (2.43) e (2.46) implicam que

| Eks; — Eull < ||Ex — Eull + erlzi — 2. * (2.47)

para todo k,j = 0,1,2,..., onde ¢; = ¢cg/(1 — r*). Logo, pela limitagio uniforme de
||Ex — E.]| e |zx — z.|, obtemos que existe cg > 0 tal que

|Exes — Eull? < || B — E.|” + cslz — 2] (2.48)

Agora, suponhamos que (2.44) seja falso. Entdo, existe um conjunto infinito de
indices K; tal que

| Eryr — Exll 27> 0
para, todo k € K. Portanto, por (2.19),
1+ c10(a*, 2, )N Brra = Bile > 7

para k € K;. Logo, para k suficientemente grande e k € K;,
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|| Exs1 — Exlle 2 v/2.

Portanto,
1Bess — Eell? > 47/4 (2.49)
para k pertencente a um conjunto infinito de indices K.
Sejam E e E; projecdes de E, em V(zk, Tr41) relativas as normas ||.|| and ||.|[4,
respectivamente.
Por (2.17), e pelo teorema 2.2, temos
I|E — E.|| < es]ax — z.[P.
Portanto, por (2.18),
IE—Edle < (1+alzk — z.f)elor — 2P
< (14 ¢geler|zk — z.JP = cslzi — z.|P
com cg = (1 + 1€%)c,.
Portanto, pela defini¢ido de Ex,
1Bk — Elx < cglzi — z.|P, (2.50)
e, consequentemente,
\|Ex = E.|2 < Slax — 2. (2.51)

Seja k € K,. Por (2.51) e pela desigualdade triangular temos

|| Eisr — .l

<

I

|Eksr — Eull; + || Ex — ELIE
1B — Eill} + cglze — 2./,
Bk — Exllf — || Brer — Exllf + calzx — 2./
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Portanto, por (2.49), (2.50) e (2.18),

| Ex41 — E. |2

IA

IA

+ IA

IA

- 2
1B = Bl = T + cilei — =
. 2

(1Bx = Ele + 1B = Belle)? - 1 + ey — =

2
(1Ex — E.lk + cslzx — z.|P)* — :;— + ok — z.*

|Ex — E.|lk + 2cs|| Ex — E.|llox — 2" + 2c5lz — 2.7 ~

Bk — Eu|lk + 2¢s(1 + er|ze — 2| Ei — B |2k — 2.
2

262 |2k — x| - 72-
.
|Ex — E.|§ + colar — 2.l — <~

4

com cg = 2¢g(1 + ¢1€7)61 + 2ckeP.
Portanto, existe k tal que, para k € K, e k > E,

2
1By = ELJIE < I|Bx - ELIE - G-

7
1

Logo, por (2.18), (2.19), e o Teorema 2.2, temos, para k suficientemente grande,

| B — E.|IP

para k € K,k > k.

< u+qwk~awV0uaH—£uﬁ—lj

2
< |E-EJ-L

< (+alzk — 2| B — EuIE

2

8

16

Consideremos agora, ko > % tal que, para todo k > kq,

25

2

< 0+QWk~LPVk1+qby—aPVMh—EML'%

|

(2.52)



2

crlzi — z.)* < -;—2- (2.53)

Definimos
1(3 = {k e I(g'k Z ko} = {kl,kg,ka,...}, kJ < ki+l’ 2 = 1,2, 3,...

Entédo, para todo j = 1,2,3,..., temos, por (2.52),

2
7
”Ekj-}-l - E*”z S Ekj - E*HZ - 1_6.' (2'54)

Agora, por (2.48), (2.53) e (2.54),

IIEkj+1 - ‘E"‘”2 < ”Ekj-i'l - E#||2 + C7|(L'k - x:ls

2 2
< _EIrP-X 4L
2 7?
= |IBy - EIP - L. (2.55)

Mas (2.55) se verifica para todo j = 1,2,3,.... Portanto,

2
|Ex, = E|I> < ||Ex, — Eu|I? = (5 - 1);—2. (2.56)

E (2.56) implica que ||E;,; — E.||* < 0 para j suficientemente grande, o que é uma

contradigio. -

Teorema 2.8

Suponhamos que as Hipéteses H1-H4 sdo satisfeitas e que existe r € (0,1) tal que

(2.43) se verifica para todo k =0,1,2,... . Suponhamos que existe um conjunto fechado
' Cc R" x X tal que (24, Er) €T C Q x D para todo k= 0,1,2,.... Entdo

Jim Jo(zk41, Erga) — (2, Er)] = 0. (2.57)
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Prova. Por (2.43) temos que

zr€E{z € R ||z —z.| < |70 — 2.]} = By (2.58)

para todo £k =0,1,2,....
Pelo teorema 2.7, existe M > 0 tal que

Erc{Ee€X|||E|<M}=B, (2.59)

para todo k£ =0,1,2,....
Portanto, por (2.58) e (2.59),

(zx, Ex) E By x B, C IR* x X (2.60)
para todo k£ =0,1,2,..., e, obviamente, By x B; é compacto. Portanto, por (2.58) e as
hipoteses,

(zx, Ex) € (By x By))NT'=C ‘ (2.61)
para todo k =0,1,2,..., e, como B; X B; é compacto e I" é fechado, entao C é um

conjunto compacto de IR* x X e C C 2 x D. Agora, da convergéncia de {z;} se segue
que |zx41 — zk| — 0 e pelo Teorema 2.7, ||Ex41 — Ex|] — 0. Portanto, (2.57) segue da
continuidade uniforme de ¢ em C. g4

Apesar da importancia da propriedade (2.57), ela ainda nao é suficiente para provar
a “convergéncia ideal”. Por exemplo, o método de Newton modificado satisfaz obviamente

esta propriedade, e, no entanto, ndo desfruta de convergéncia ideal.

Algoritmos secantes para resolugio de sistemas ndo lineares sdo caracterizados pela

equagado secante que, no caso nao diferencidvel, tem a forma

Bip1(zir — zk) = Fi(zra1) — Fi(zi) (2.62)

para todo k£ =0,1,2,..., ou, usando (2.7),
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O(Trs1, Brp1)(@re1 — k) = Fi(ziga) — Fi(2). (2.63)

Se as hipdteses H1-H4 se verificam, assim como uma equagdo do tipo secante, ob-
temos, usando os resultados prévios, a convergéncia com taxa ideal. E isto que sera
estabelecido nos préximos teoremas.

Teorema 2.9

Sob as hipdteses do teorema 2.8, suponhamos que

lim I[So(mk'i'h Ek+1) - (‘D(IL‘., E,.)](.'Bk+1 - .’L'k)l =0. (264)
k=00 |Zrs1 — zi
Entao
T [ — 2l

Prova. Pelo teorema 2.8, (2.64) implica (2.36). Portanto, o resultado desejado segue do -
teorema 2.6. g

Teorema 2.10

Sob as hipSteses do Teorema 2.8, suponhamos que
(., E.) = J(x.) (2.65)

e que (2.63) se verifica para todo k=0,1,2,....
Entao,

Tm |zkt1 — 2|

<r..
e ka — m*I Ts
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Prova. Por (2.14), (2.63) e (2.65) temos que

|lp(zhi1, Ext1) — @(@0; E)|(Zr41 — )]

[Zrs1 — k)
_ |Fi(zk41) = Fa(zx) = J(zu)(Trs1 — 24)] < Llzx — z.]?.
|2k — x|

Portanto, o resultado segue do Teorema 2.9. g

Teorema 2.11

Existem ¢,6 > 0 tais que, se |zo—=z,| <€, ||Eo— E.|| < § e (2.64) (respectivamente,
(2.65) e (2.63)) se verifica, entdo a seqliéncia {z;} estd bem definida, converge para z,,
 {Tk41 — T

Prova. A convergéncia é provada do Teorema 2.9. Assim, por (2.47),

|Ex — E.|| < ||Eo — E.|| + crlzo — 2a[*

para todo k = 0,1,2,.... Assim, podemos restringir § e & para que todos os E;’s
pertencam & bola estritamente contida em D cujo centro é E,. Portanto, o conjunto
fechado I' mencionado nas hip6teses do Teorema 2.8 existe neste caso. Logo, o resultado
desejado segue do teorema 2.9. g

Exemplo Numérico

Consideremos uma discretizacdo por diferengas finitas, 16 x 16, de Au + aju| =
f(s,t,u) no quadrado [0,1] x [0, 1], onde f(s,t,u) = u®/(1 + s* + t?), e as condigdes de
fronteira dadas por u(0,t) = u(s,0) = 1,u(s,1) = 2 — e*,u(1,t) = 2 — €'. [52].

A matriz Jacobiana da parte diferencidvel deste sistema tem uma estrutura bem

familiar, resultante da discretizacdo do Laplaciano com a férmula padrao de cinco pontos.
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Definimos V/(z,z) o conjunto de matrizes com tal estrutura e que satisfazem a equagio
secante B(z — z) = Fy(z) — Fi(z). Testamos um método secante, o primeiro método
de Broyden, e o método de Newton para diferentes valores de a. Para a < 0.1, nao
foram detectadas diferengas significativas entre os dois métodos. Isto parece confirmar
que ambos tém a mesma taxa de convergéncia na pratica, como predito pela teoria.
Por exemplo, para a = 0.08, a convergéncia comegando de (—1,...,—1), ocorreu em
4 iteragdes para Newton e 5 iteragdes para o método secante. Para a € (0.001, 0.08)
ambos os métodos convergiram em 4 iteragdes. Para a = 0.001 Newton usou somente 3
iteragées, talvez devido ao fato de que o peso da parte nio diferenciivel é tio pequeno
que o comportamento quadratico do método de Newton diferencidvel ocorre.
Poderiamos considerar a possibilidade de definir V/(z, z), usando toda a fungio F,
em vez de somente sua parte diferencidvel. De fato, é claro que a convergéncia superlinear
pode ser obtida desta maneira, se a solugio for um ponto diferencidvel. Do ponto de vista
pratico, uma boa taxa de convergéncia pode ser obtida deste modo, se a maioria das
componentes de F forem diferencidveis em z,. Estamos cogitando sobre a possibilidade
de obter, teoricamente, a convergéncia no caso geral, se a equagdo secante for definida
usando toda fungao F. De qualquer forma, pesquisas posteriores s3o necessirias para este

objetivo.

2.5 CONCLUSOES

Em termos gerais, as conseqiiéncias dos resultados das segoes 2.3 e 2.4 deste capitulo,
sao que todos os métodos secantes ja introduzidos para problemas diferencidveis podem ser
estendidos para problemas parcialmente diferenciaveis, desde que uma condicao do tipo
(2.16) seja satisfeita. Esta condigdo afirma, essencialmente, que a parte diferencidvel de
F pesa mais do que a parte nio diferenciavel. Uma conseqiiéncia interessante deste resul-
tado, é que a iteragdo newtoniana ideal, baseada na recorréncia zx4 = zx—J(z.) 1 F(zk)
tem a mesma taxa de convergéncia linear que a iteragio secante que usamos para apro-
xima-la. Assim, pelo menos na teoria, nio haveria vantagem em calcular as derivadas da
parte diferencidvel de um sistema nio linear se nio for possivel calcular as derivadas de
toda F. Experimentos numéricos adicionais ainda sdo necessarios para verificar se este
fato se verifica na pratica.
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Capitulo 3

Atualizacao de uma coluna do
Jacobiano Inverso

3.1 INTRODUCAO

Neste capitulo, introduzimos uma nova férmula de atualizagdo da matriz inversa do
Jacobiano aproximado por iteragio. Esta nova férmula pode ser usada em diferentes
contextos. Por exemplo, para gerar diferentes métodos quase-newtonianos para sistemas
nao lineares parcialmente diferencidveis, como as estudadas no capitulo 2. Também como
geradoras de precondicionadores secantes, como veremos no capitulo 4. Mostraremos
as propriedades tedricas desta nova férmula secante na resolugio de SNL diferencidveis.

Assim, consideremos o problema de resolver

F(z)=0, (3.1)
onde F : IR* — IR" é uma fun¢io néo linear diferencidvel. Estamos especialmente inte-

ressados em casos onde n é grande.

E geralmente aceito que a propriedade teérica que explica 0 bom comportamento
pratico de métodos direcionados para a resolucdo de (3.1), é a convergéncia superlinear.
Entretanto, nas ultimas duas décadas, alguns autores introduziram algoritmos que, em-
bora paregam ndo ter esta propriedade, ainda assim apresentam bom desempenho pratico.
Entre eles, podemos citar os métodos introduzidos por Tewarson [54], Tewarson e Zhang
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[55], Dennis e Marwil [15] e Martinez [38]. Gomes-Ruggiero e Martinez [27] mostraram
que o “Column-Updating method” (CUM) introduzido em Martinez [39] é muito efetivo
quando comparado com a implementacio do primeiro método de Broyden com meméria
limitada (Gomes-Ruggiero, Martinez e Moretti [28], Griewank [30], Matthies e Strang
[46]) na resolugdo de sistemas nao lineares de grande porte.

Neste capitulo, introduzimos um método relacionado ao CUM. De fato, enquanto
em CUM uma coluna da matriz de aproximacao do Jacobiano é modificada por iteragao
para satisfazer a equagdo secante, no método aqui introduzido, atualizamos uma coluna
da matriz de aproximacio para o inverso do Jacobiano, de modo que a equagio secante
seja também satisfeita a cada iteragdo. Veremos que o novo método, que denominaremos
ICUM (Inverse Column-Updating Method), tem as mesmas propriedades de convergéncia
de CUM e seu desempenho pratico é muito satisfatorio quando comparado a este dltimo,

com o método de Newton e com o primeiro método de Broyden.

3.2 O METODO ICUM

Suponha m um inteiro positivo, ro € IR™ é uma aproximacao inicial para a solucao
y 40

de (3.1) e Hy € IR™ ™.
Dado zx € R"*, H, € R"*", F(zx) # 0, Tk41 , € definido por

Trpr = zx — Hy F(zy). (3.2)

Se k+1 = 0 (mod m), definimos Hy;; € IR"*", de alguma maneira a ser especificada

(veja secdo 3.4), e a iteragdao termina. O restante desta segio corresponde ao caso onde
k 41 nio é um miiltiplo de m.

Neste caso, definimos

Sk = Tpy1 — Tk , (3.3)
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Yk = F(zg41) — F(zk) (3.4)

e escolhemos j; € {1,...,n} tal que

lvi| = llylloo = max{lyil,- .., ly7l}- (3.5)

1

onde as coordenadas de um vetor z € IR sio denotadas por z',...,2".

Definimos também Hj11(= (RY,;)) igual a Hy(= (h}')) exceto provavelmente a coluna
Jk- A ji-ésima coluna é definida por

Rty = (s — 2 hilyb)/vix, (3.6)
1#5x
1=1,...,n.

Observacoes

Por (3.5) e (3.6) é facil ver que, sempre que k + 1 # 0 (mod m) e yx # 0, temos que

Hipryx = . (3.7)

Esta equacgdo, que € a forma inversa da equagio secante que caracteriza os métodos
quase-newtonianos mais bem sucedidos [18], tem papel fundamental nestes métodos, pois

é satisfeita por uma média de Jacobianos no segmento [z, zx+1] , devido & identidade:

vk = | /O l J(zx + tsi)dt]sy. (3.8)

Os resultados de convergéncia se verificam se, em vez de (3.5), definirmos j; como

qualquer indice que satisfaca

il 2 allyelloo, (3.9)

para um valor fixo de @ > 0. Entretanto, ndo vemos qualquer razio pritica para usar

a # 1. Assim sendo, para simplificar a exposigdo, usaremos diretamente (3.5).
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3.3 RESULTADOS DE CONVERGENCIA

Denotemos, por ora, ||.|| como a norma euclideana de vetores e sua norma subordi-
nada de matrizes.

Suponhamos F : @ ¢ R* - R*,F € C'(Q),Q um conjunto convexo, z. €
Q,F(z.)=0e

”J(.’E) - J(x"')” < L”.’ZI - x‘“p’ L,p > 0. (310)
para todo z € §2; (3.10) implica que para todo u,v € §

IF(v) = F(u) = J(2.)(v — u)|| < Ljv ~ ullo(u, v)? (3-11)
onde o(u,v) = max{||u — z.]|,||v — z.||}. (Broyden, Dennis e Moré [9]).

Suponhamos que J(z.) seja ndo singular e definimos M = ||J(z.)"}|. Por (3.11),
deduzimos que, para todo u,v € D,

llv — v — J(2.) 7 [F(v) = F(u))ll < ML||v - ullo(u, v)”. (3.12)

Lema 3.1

Existe &1 > 0 tal que F(v) # F(u) sempre que v # u, ||[v — z.|| < &1, [lu — z.]| L &.

Prova

Por (3.12) temos que, para todo u,v € D,
llv — ull = [|J(z.) 7 [F(v) = F(u)]ll £ ML|lv — ullo(u,v)".

Portanto,
1F(2) = F@)ll > llo = wll(7 ~ Lo(u, o)) (3.13)
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Seja €, > 0 tal que

€ < . (3.14)

Por (3.14), se ||u — z.|| < &1, [|v — z.|| £ &, temos que:

1
Lo(u,v)? < Le§ < M
Logo
i——La(uv)”>i———1——--L (3.15)
M ’ M 2M 2M’ '
Assim, por (3.13) e (3.15),
) .
- > —||v - ul|. .
IF(v) = F(u)ll 2 o37llv = ull (3.16)
De (3.16) o resultado desejado é obtido diretamente. -

O resultado de convergéncia local é estabelecido no seguinte teorema:

Teorema 3.2

Consideremos as seqiéncias {z;} e {H;} geradas pelo método ICUM e suponhamos
que F(z;) # 0 para todo k£ = 0,1,2,.... Seja r € (0,1). Existem ¢ = ¢(r),6 = §(r)
tais que, se ||zg — z.|| < € e ||Hx — J(z.)7Y|| < 6, sempre que k = 0 (mod m), entdo as
seqiéncias {zx} e {H}} estio bem definidas, {z,} converge para z, e

loks1 — ull < rllox — 2] (3.7)

para todo k=0,1,2,....

Prova

Sejam ¢; = 2nM?L,c; = n*2. Dados ¢,6 > 0, definimos b;(¢, 6),i = 0,1,...,m — 1
por

bo(e, 8) = 6, (3.18)
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bi(e,6) = cabi_1(e,8) + ¢1€P, (3.19)

1=1,2,...,m—1.
Claramente, temos, para quaisquer €,6 > 0

0 < bo(e,6) < by(e,8) < -+ < by_y(e, ) (3.20)

Jim b(e, 8) =0 (3.21)

parat=0,1,...,m—1.
Por (3.20), (3.21) podemos escolher € = ¢(r) > 0,6 = §(r) > 0 tais que e < ¢; e

bi(e, ) + Le? < r[ M, (3.22)
para:=0,1,...,m — 1, onde M; = max{||J(z.)|]|,2M }.

Suponhamos que ||zo — z.|| < € e ||Hx — J(z.)7!|| < 6 sempre que k = 0 (mod m).
Provaremos por indugio em k que se k = ¢ (mod m) entdo Hj é ndo singular,

llzker — 2|l < rllze — 2, (3.23)
|[Hi — J () 7| < (e, 6) (3.24)
e
[ Hl| < 2M (3.25)
para todo ¢ =0,1,...,m — 1.
Para k = 0, por hipdtese,
l|Ho — J(z.)" ] < 6 = bo(e, 6). (3.26)
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Portanto, por (3.22) e (3.26),

IHoll < 1J(z)7"ll + |1Ho = J(za) 7'l
< |VU(=)7MI+6
< )7+ Y ()]

< o)l = 2M.
Além disso, por (3.11),
llzr =zl = ||lzo — 2+ — HoF(zo)l|
= |lzo — z« — Ho[F(z0) — J(z0) — J(z.)(z0 — z)]l|

+ ||HoJ(z.)(zo — z:)|

IN

I — HoJ(z.)}(zo — z)| + 2M L||zo — =z.|[P*!

IA

(@l 11T (22) 7! = Holl + 2M L||zo — 2.|”)l|z0 — .||

IA

M,(6 4 LeP)||zo — z.||

= Mi(bo(e,8) + LeP)||zo — z.|| < r|lzo — 24|

Consideramos agora k > 0,k = ¢ (mod m). Se ¢ = 0, & prova de (3.23) - (3.25) é
andloga a prova para k = 0. Suponha ¢ > 0. Provemos primeiro que H} esta bem definida
e que (3.24) se verifica.
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Por hipétese, temos que F(zi-1) # 0 e Hi_; é ndo singular, portanto s,_; # 0 e

Ty # Tk—1. Assim, pelo Lema 3.1, yp_1 = F(zi) — F(zx-1) # 0. Isto prova que o denomi-
nador de (3.6) ndo se anula. Portanto, Hy estd bem definida.

Seja ji-1 tal que

vy | = max{lyi_al,. .., lwi-al}s

pelos argumentos prévios, sabemos que y3*7 # 0.

Agora, por (3.6), temos, parai=1,...,n,

k-1 i
hy (Sk-1

= (3;;—1 -

onde J(z,)~! = (A¥).

Portanto, por (3.12),

|hijk_l - hijk—l'

IA

+

IA

IN

IA

Agora, por (3.16),

- Db wa) /RS

I#5
Z htlyk—l + Z hi’yi_l - Z k—lyk—l)/y”-l
I#5k-1 ' I#35k-1 I#5k—1

shes = YAl

I=1

R Ly SN [/l

I#5k -1

llst-1 = (@) wall/1G55 + 30 1R — by
=1
\/T_lllsk—l - J(z*)_lyk—l”/”yk—lll + n”Hk—l _ J(z‘)—lu

VaM L||si-alle? /lyk-1ll + nl| Hia = I(z) 7] - (3.27)
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1
loiaall > 5llsicll

Assim sendo, por (3.27) e (3.28),

Ih;;jk-l _ hijk—ll < zﬁMst” + n“Hk..l - J(xt)_l” .

Logo, por (3.19),
15 — J(2) M| < 2nM2Le? +n°/||Hyoy — J(2.) 7|
< 2nMZ2Le? + nalzbq—l-(e, 6)

= Cgbq_l (6, 6) + CIEP = bq(€,5).

Logo, (3.24) esta provado.

Assim, por (3.22),
| Hy — J(z.)7Y] < v/ My < 1/2M.

Portanto, pelo de Lema de Banach [25], H} é n3o singular.

Portanto,
Il < ()7 Il + |1 Hk = ()7
< W)+ /M

< W@+ YT @) < 2() 7 = 2M

Logo, (3.25) esta provado.
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Finalmente, por (3.11), (3.31), (3.22),

lzksr — 2|l = |lox — zo — HiF(zi)|

= ||lzx — zo — Hy[F(2i) — J(2.)(zk — 7.)] = HiJ (2. ) (26 — )|

IA

I = HiJ(z))(zx = z )|l + 2M L] |ze = .| P
< (M@ ()™ = Hell + 2M Ll|zi — 2.]P)|ze — 2|

< Mi(by(e, 8) + LeP)l|zi — .|| < rllzi — z.]|-

Logo, (3.23) também estd provado. Isto completa a demonstragdo do teorema. g

3.4 IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

Nesta segio descreveremos uma implementacio computacional de ICUM direcionada

para problemas de grande porte.

Definimos Hy, sk, yx € Jr como na segdo 2 deste capitulo. E facil ver que, quando
k+1# 0 (mod m), a férmula (3.6) produz

(sk — Hryi)e;,

Hy = Hp + , (3.32)
+1 y;cejk
onde {e1,...,e,} éa ba,se' canodnica de IR".
Portanto, definindo
up = sp — Hiys, (3.33)

temos que, se § =0 (mod m), v € {1,...,m — 1},
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v—-1 ,
Hﬁ+u = Hg + Z uﬁ+le£+‘/y;,”+_+,'. (334)
1=0

A férmula (3.34) mostra que uma iteragdo de ICUM pode ser implementada usando
no maximo O(nm) posi¢des de memdria, mais o necessario para armazenar Hj para k =
(mod m).

Nos experimentos da se¢ao 3.5, escolhemos

Hy = [P.(J(z4))]7", se k = 0(mod m), (3.35)

onde P, é a projegao no espago das matrizes tridiagonais. Como H}, € a inversa da matriz
tridiagonal, o produto Hyv pode ser computado usando O(n) flops. De fato, Hi ndo é

armazenada, mas sim a fatoragio LU de H;' [25].

Na implementacdo computacional de ICUM usamos, no lugar de (3.2), a férmula
mais efetiva '

Sk = -—AkaF(:L‘k), (336)

Try1 = Tk + Sk.

onde \; € (0,1] é usado para prevenir passos excessivamente grandes. Calculamos A, por

BIG /||HF(zi)|| caso contrério,

onde BIG é um nimero positivo grande. Usamos BIG = min{10°, 108||z;||}. Obvia-
mente, esta modificagdo ndo altera os resultados de convergéncia, pois, numa vizinhanga
da solugdo, ||HiF(zi)|| é pequeno.

Embora tenhamos provado que, perto de uma solugio isolada nio é possivel que

F(zy41) = F(zy), isto pode ocorrer longe de z.. Mais precisamente, é possivel que
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|F(zk41) = F(zi)l| < TOL ||F(z)ll, (3.38)

para TOL muito pequeno, conduzindo 3 instabilidade no cdlculo de Hj4;. Portanto, em
nossa implementagio, fazemos Hy,, = H), se (3.38) ocorre para TOL = 107¢.

3.5 EXPERIMENTOS NUMERICOS

Usamos os testes de Schwandt [52]. Cada teste é gerado pela discretizagéo por dife-
rengas finitas de uma equagio de Poisson no quadrado [0,1] x [0,1]. O nimero de divisGes
no intervalo é denotado por N. Portanto, o nimero de varidveis é n = (N — 1)%. As
equagdes de Poisson sdo Au = f(s,t,u) onde

(a:) f(s,t,u) = 10°u3/(1 + s? + £2),i = 0,2,4

1. s=0,t€[0,1] out=0,s€][0,1)
u(s,t)=4¢ 2—¢€* t=1,s€[0,1]
2-¢ s=1,te]0,1)

(b) f(s,t,u) =u?, u(s,t) = 0 na fronteira
() f(s,t,u)=e", u(s,t) = s + 2t na fronteira

Usamos os seguintes métodos:

NR. : Newton. Implementagido de Gomes-Ruggiero, Martinez e Moretti [28].

BR: Primeiro método de Broyden. Implementagdo de Gomes-Ruggiero, Martinez e Mo-
retti [28], com By = P,(J(z})) quando k = 0 (mod m) .

CUM: Column-Updating method. Implementacio de Gomes-Ruggiero e Martinez [27)
com By = P,(J(z:)) quando k = 0 (mod m) .

ICUM : O método descrito neste capitulo.
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Nos problemas (a;,i = 0,2,4) e (c) usamos o critério de parada ||F(z;)|] < 1073.
No problema (b) paramos o processo quando ||F(z;)]] < 10~°. O ponto inicial usado foi
zo = (—1,...,—1)7 em todos os casos. Usamos m = 30 quando N = 32e N =64, e
m = 25 quando N = 128.

Os testes foram feitos num VAX11/785 da Universidade Estadual de Campinas -
UNICAMP, usando o compilador FORTRAN 77 e o sistema operacional VMS, utilizando
precisdo simples. |

Tabela 1

METODOS
PROBLEMAS | NR BR CUM ICUM
N =32 [(2;30.6) | (64;15.6) (62; 10.6) (52; 8.5)
a N =64 * (268; 1285.3) | (164; 118.3) | (86; 63.7)
N =128 * * * (182; 566.1)

N =232 (5 623) | (51;11.8) | (66;11.3) | (47; 8.1)
e N =64 * (101; 106.1) | (176; 125.3) | (80; 56.4)
N =128 * * (161; 483.4) | (155; 481.2)

N=232](%9.7) | (53;124) | (66;11.1) | (58 10.0)
ag, N=64 * (78; 71.2) (85; 59.1) | (75; 52.5)
N=128| * (67; 300.4) | (94; 273.7) | (63; 182.2)

N =32 | (2; 31.4) | (101; 23.7) | (75 11.6) | (64 9.7)
b N=64 * (199; 186.2) | (227; 146.2) | (140; 91.2)
N — 128 * * * *

N=32(2;288) | (115 26.2) | (62;9.9) | (58 9.3)
¢ N=64 * (138; 139.7) | (134; 91.1) | (96; 66.4)
N =128 * * * (160; 475.5)

Os resultados estdo na Tabela 1. Cada experimento é representado pelo par (Kon;
Time), onde Kon é o ndmero de iteragdes e Time é o tempo de CPU em segundos. O

simbolo * significa ndo convergéncia apds 20 minutos em tempo de CPU.
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3.6 CONCLUSOES

Como esperado, a implementagio dos métodos secantes onde os recomegos sio feitos
de acordo com Hj = P,(J(zk))™? (resp. By = P,(J(zx)) no método de Broyden e CUM)
foram mais eficientes em termos do tempo computacional do que o método de Newton. O
motivo deste fato é que o procedimento da fatoracio de J(zx) usa O(N*) flops enquanto
a fatoragio de P (J(xx)) usa O(N?) flops. No caso do método de Newton, o niimero de
iteragdes é independente de N. Portanto, o tempo de CPU usado pelo método de Newton
é, geralmente, O(N*). Observamos, empiricamente, que o nimero de iteragdes usados
pelos métodos secantes, com recomegos com a parte tridiagonal, é O(N). Isto explica o
porqué da superioridade dos métodos secantes sobre o método de Newton, a qual se torna

mais acentuada quando N cresce.

Os exemplos de Poisson sdo representativos de uma vasta e importante classe de siste-
mas nio lineares: aqueles provenientes da discretizagdo de EquagGes Diferenciais Parciais
que ocorrem na Fisica e Engenharia. Para estes problemas, o método ICUM introduzido
neste capitulo, apresenta desempenho superior a todos os outros métodos testados.

Pesquisas futuras sio necessérias, tanto do ponto de vista tedrico quanto pratico.
Do lado tedrico, talvez seja possivel justificar o comportamento da necessidade de “menos
que O(N) ” iteragées em ICUM e os outros métodos com recomegos tridiagonais. Acredi-
tamos ser possivel obter resultados de convergéncia superiores aos apresentados na secao

3.3 deste capitulo.
Do ponto de vista pratico, é necessirio incorporar estratégias de convergéncia glo-

bal, a0 mesmo tempo que implementagdes eficientes empregando paralelismo devem ser

desenvolvidas.
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Capitulo 4

Métodos de Newton Inexatos com
Precondicionadores Secantes

4.1 INTRODUCAO

Uma das desvantagens do método de Newton, na resolugdo de um sistema de equagdes

nao lineares, € a necessidade de resolver o sistema linear

J(z)sk = —F(z) (4.1)

a cada iteragdo, usando algum método direto. Nesse caso, alguma forma de fatorar J(z)
deve ser usada (sobretudo fatoragdo LU ou, as vezes, QR [25]). Quando n é grande,
técnicas especiais para fatoracio, considerando esparsidade do problema, sido frequente-
mente empregadas [63,64). Entretanto, o padrao de esparsidade da matriz Jacobiana pode
ser tdo desfavoravel, que tais técnicas podem ser ineficientes, conduzindo a excessivo en-
chimento (fill-in) no procedimento da fatoragao. E o caso, por exemplo, da discretizagio
de problemas de contorno tridimensionais. Neste caso, devem ser usados métodos iterati-
vos para obter uma solugio aproximada de (4.1). A vantagem dos métodos iterativos, é
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que o custo de uma iteragio é reduzido quando comparado a de um método direto. Além
disso, a memoria exigida é aproximadamente a mesma que a necessiria para armazenar
os dados.

O comportamento de métodos iterativos lineares, quando aplicados a (4.1), foi anali-
sado por Ortega e Rheinboldt em 1970 [48] e Sherman em 1978 [53]. Entretanto, somente
em 1982, Dembo, Eisenstat e Steihaug [20] forneceram uma teoria, na qual estabelecem
o critério de parada prético para o método iterativo linear, necessario para obter a con-
vergéncia satisfatéria do método néo linear. Essa teoria define os Métodos de Newton

Inexatos. Neles, obtém-se uma solugéo aproximada de (4.1), satisfazendo

I (zx)se + F(zi)l] < Ol F (i)l (4.2)

onde 6, € (0,1).

0 principal resultado de convergéncia é descrito no seguinte teorema:

Teorema 4.1

Suponhamos F(z.) = 0, J(z.) ndo singular e continuo em z, , € O < Op0z < 0 < 1.
Entdo existe € > 0 tal que, se ||zp — z.|] < €, a sequencxa {z+}, obtida usando (4.2) e
Tr41 = Tk + Sk, converge a z, e satisfaz

1Zk41 — 2l < Ol — 2.l - (43)

para todo k > 0, onde ||z]]. = ]|J(z.)z]|. Se limk_o O = 0, a convergéncia é superlinear.

Prova

Veja Dembo, Eisenstat e Steihaug[20]. g
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Em geral os métodos iterativos ndo sao eficientes, a menos que implementados com
precondicionadores adequados. Por precondicionamento, entendemos que o sistema ori-
ginal (4.1) é substituido por um sistema equivalente, porém mais facil de resolver:

Bt J(zk)sk = —B,:IF(:B,,) (4.4) ‘

onde B;l, ou melhor, Bk"lz deve ser facil de calcular e By ~ J(z¢).

Na resolugio de (4.4), o primeiro incremento a ser tentado deve ser do tipo:

32 = —)\kBk—lF(mk) . (4.5)

Tal incremento é aceito se satisfaz (4.2). Esta é uma caracteristica comum aos sis-

temas precondicionados.
Existem algumas técnicas cldssicas de precondicionamento para (4.1) :

(a) Precondicionadores baseados em fatoragdes incompletas (Golub e Van Loan[25],
Axelsson [1,2], Martinez[38]) : A idéia bésica consiste em obter uma matriz de precondi-
cionamento, digamos M, que seja “préxima”, da matriz do sistema original, digamos A,
de maneira que a estrutura de esparsidade seja manipulada com facilidade. Um critério
simples é que os fatores da matriz M sejam nulos nas posi¢des nas quais os fatores de A

0 sao.

(b) Precondicionadores baseados no problema fisico subjacente (Glowinski, Keller
e Reinhard[24]). A escolha do precondicionador considera as caracteristicas funcionais
préprias do problema fisico. Por exemplo, podemos considerar apenas (ou desprezar)
contribui¢des das derivadas em relagio a algumas componentes que tenham muita (ou

pouca) influéncia no problema como um todo.
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(¢) Precondicionadores baseados em outros métodos iterativos (Young [61]). Um de-
terminado método pode ser formulado de maneira a ser acelerado por um outro método
iterativo. Por exemplo, o método do Gradiente Conjugado, pode ser precondicionado
usando a matriz de um método iterativo estacionario, como Jacobi, onde a matriz de pre-
condicionamento é diagonal. Alternativamente, o Gradiente Conjugado precondicionado
por uma matriz M genérica, via férmula de trés termos, é um acelerador de métodos
iterativos que tem a forma Mz, = Nz, + c.

A secdo que se segue descreve o uso dos Precondicionadores Secantes.

4.2 PRECONDICIONADORES SECANTES

Uma técnica de precondicionadores secantes foi desenvolvida inicialmente por
Martinez [43]. Definimos, para todo k € IV,

£? =z — ByUF(z1), (4.6)

N =z — J(zx) P F(z1); (4.7)

z¥ & obtido por algum método quase-newtoniano e zl¥, obviamente, nio é computado no

processo.
Dada uma norma |.| em IR escolhemos z;,; tal que
|2k — 2 | < laf — <] (4.8)

Se |.| = |]]lz, a condigido (4.8) é obtida usando um ndimero arbitririo de iteragoes de
Gradientes Conjugados (GC) aplicado ao sistema J(z;)sy = —F(zx) (Hestenes e Stiefel
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[33] p. 416). Martinez[40] provou que a convergéncia do esquema (4.6)-(4.8) é idéntica &
de um método baseado apenas em (4.6). De fato, as mesmas hipSteses que garantem a
convergéncia local dos métodos quase-newtonianos puros ( zx41 = z9 ), também garan-
tem a convergéncia local do processo baseado em (4.8).

A tendéncia atual para resolver sistemas lineares ndo simétricos, é usar gradien-
tes conjugados generalizados, ou mais precisamente, métodos de minimizagio do residuo
em subespagos de Krylov (Saad e Schultz[49], Saad[50], Young[61], Brown[5,6]). Estes
métodos (e mais concretamente o GMRES de Saad e Schultz[1986]), quando aplicado a
um sistema linear Az = b trabalham diretamente com a matriz A e ndo com sua trans-
formagio AT A usada no algoritmo cldssico de gradientes conjugados. Por outro lado, sdo
implementados com memdria limitada (veja secio 4.4), j4 que a convergéncia finita se
baseia na acumulagio de um vetor adicional na memdria por iteragio. Porém, o GMRES
nio possui a propriedade de norma decrescente do erro, como o GC cldssico, o que é ne-
cessario para a abordagem de Martinez [40]. Por exemplo, consideremos o sistema linear
definido por,

0 0 -1 -1
A=|-3 0 o], b=]|-3
0 -2 0] ~2
com zo = (0,0,0)7. Considerando ||e;|| = ||z; — z.||, temos ||e;|| = 2/3 e ||es|| = 9/10.

Este fato motiva a seguinte discussdo:
Sabemos que, de acordo com a teoria de Dembo, Eisenstat e Steihaug [20], obtem-se

convergéncia linear dos métodos de Newton Inexatos se, em cada iteragdo, o critério de
parada do método iterativo linear subjacente for:

1 (zk)si + F(ze)l] < Ocl|F(zi)ll, (4.9)

ressaltando que a convergéncia superlinear, que é independente da norma, é obtida se

limg_,o 0 = 0. Isto significa que, para se obter convergéncia superlinear, precisariamos
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que o critério de parada do método iterativo linear (digamos GMRES) fosse cada vez mais
exigente, portanto o niimero de iteragdes do método iterativo linear seria cada vez maior,
ou seja, o custo de cada iteragao principal aumentaria com k, o que ndo é pratico.
Martinez sugeriu contornar este problema através do uso de precondicionadores se-
cantes. Com efeito, (4.1) ndo é um sistema de equages isolado. E muito provivel que
J(zx) = J(xr+1) especialmente quando k é grande. Este fato motiva a utilizacdo de
informacio anterior (B, F(zx), F(Zks1), Tks1 € i) quando escolhemos o precondiciona-
dor Biy;. A idéia é exigir que o precondicionador satisfaga a equagdo secante (veja cap.
2). Logo, gostarfamos de introduzir um algoritmo baseado em (4.8) onde a seqiiéncia de
precondicionadores gerados sdao escolhidos de modo a satisfazer a equagio

Bk+1sk = Yk (4.10)
onde yx = F(Zk41) — F(zi), para todo k € IN.

Veremos mais adiante algumas féormulas secantes utilizadas para gerar os precondi-
cionadores.

Descrevemos o seguinte algoritmo basico, que implementa essa idéia.

Algoritmo 4.1

Sejam z° € IR" arbitririo, By € R™*",0 € (0,1) e {6} uma seqiéncia que tende a

zero. Dados z; e By, executar:

Passo 1 (Passo Secante)

Resolver

BkSQ = —F(:Bk)
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Passo 2 (Iterativo Linear)
Se sq satisfaz ||J(zi)s? + F(zi)|| < 0||F(z4)||, definir s; = s e executar o Passo 3.
Caso contrario, usar um método iterativo linear até conseguir

|7 (zk)sk + F(zi)l] < Ol F(2i)]| -

Passo 3 (Novo Ponto)

Try1 = Tk T Sk

Passo 4 (Atualizagio)

Atualizar B! para B;}, usando uma férmula Secante. g

Martinez [43] provou que, quando se usa uma férmula secante, enquadrada na teoria
do captitulo 2 no passo 4 do algoritmo 4.1, este algoritmo tem convergéncia superlinear.

Um resultado fundamental da teoria de precondicionadores secantes é o seguinte:

Teorema 4.2

Suponhamos F : § C R — IR*, Q um conjunto aberto e convexo, F €
C'(f)), J(z.) ndo singular, F(z,) = 0. Suponhamos também que (3.10) se verifica,
||1Bil| e ||Bi|| sdo limitadas e que
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lim ”[Bk - J(x"‘)](zk+1 - mk)” = 0. (4.11)
k=00 |lzk41 — 2]

Entéo, existe € > 0 tal que, se ||zo— .|| < ¢, a seqiiéncia {z}} gerada pelo algoritmo
4.1 converge superlinearmente a z,. Além disso, existe kg € IV tal que s = sf para todo

k > ko.

Prova.

Veja Martinez [43]. g

O Teorema 4.2 afirma que, se usarmos precondicionadores que satisfazem a condigao
de Dennis-Moré (4.11), a convergéncia superlinear é obtida sem klim 6, = 0. De fato, o
~+00

incremento inicial sf do método iterativo linear satisfard o teste do passo 2 do algoritmo

4.1, e portanto serd aceito como o incremento corrente s, preservando a superlinearidade.

Uma condicio suficiente para que um precondicionador secante satisfaga as hip6teses

do teorema 4.2, é que
Jim [1Bea — Bell =0, (4.12)

que é o caso dos métodos exemplificados no cap. 2, entre eles o método de Broyden.
Existem, no entanto, métodos que, embora nio se enquadrem perfeitamente na teoria do
cap. 2, apresentam bom desempenho pratico (veja sec. 3.1), como o ICUM descrito no
capitulo 3. De fato, nio sabemos se (4.12) se verifica para este método.

Os primeiros resultados praticos obtidos quando da implementacdo do Algoritmo

4.1, serao vistos ainda neste capitulo.
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4.3 ALGORITMOS

Como vimos na segio anterior, o precondicionamento para o sistema linear (4.1) sera
representado pela matriz B; !, ou ainda Hy, como no capitulo 3 para ICUM, ambas apro-
ximagdo para J(zx)™'. No algoritmo do método iterativo linear (veja segio 4.4) ndo

precisaremos explicitar Hj e sim formar o produto Hyv, onde v € IR".

Gomes-Ruggiero [26] mostra a efetividade do primeiro método de Broyden assim
como do método CUM, como ja comentado no capitulo 3, onde o mesmo foi feito para o
método ICUM. Além destes, vamos considerar o segundo método de Broyden, que deno-
minaremos BROYDEN2 em oposigdo ao primeiro (veja exemplo 2.1 cap. 2), que iremos
referenciar como BROYDENI.

Assim como o primeiro, o segundo método de Broyden se enquadra na teoria LCSU
do capitulo 2, gozando da propriedade de convergéncia superlinear. Analogamente ao

exemplo 2.1, podemos definir a variedade linear em fungio da forma inversa da equagao

secante:
V(z,2)={He X |H(F(z) — F(z)) =2 —z} (4.13)

onde H € R™ é uma aproximagio para J(z)™L.
A férmula de atualizagdo para o segundo método de Broyden, dada em [18]:

sy — H,
Hk+1 = Hk - “('k—T—'EMyZ‘ (414)
Yi Yk

Esta expressdo pode ser obtida exigindo que Hiy1 seja a matriz de V/(sg,yx) mais
proxima de Hj, considerando a norma de Frobenius. Geometricamente, isto significa que

Hiy1 é a projegao ortogonal de Hy em V(si,yx). E isto que caracteriza o seguinte teo-
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remas

Teorema 4.3

Dada uma matriz H € IR® e os vetores s,y € IR*, y # 0. A matriz H, dada por

H=H- (.s—-Hy)yT

yTy
é a solugdo tnica do problema
Min||M — H||r
sujeito a
M € V(s,y).

Prova

Veja Dennis e Moré [17] g
Em verdade, (4.14) é um caso especial da formulagio mais geral para a atualizacdo
da inversa do Jacobiano:

(se — Hiye) 1
Hy, = H — ——52 4.15
+1 Z{yk k ( )
onde z; = y; para o segundo método de Broyden e z; = ¢, |y7e;,| = |lvr]l Para o

método ICUM. Aqui, {e,,...,e,} é a base candnica de R".

(4.15) é uma férmula de corregio de posto um. Isto significa que o padrdo de espar-
sidade de H; para Hj,; nao é preservado, logo Hi4, pode resultar densa quando Hj for
esparsa. Lembrando mais uma vez que é interessante obter Hy,,v, vamos estabelecer a

forma de memodria limitada.
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A férmula (4.15) mostra que Hi4; pode ser obtido de Hj usando O(n?) operagdes

no caso denso. Além disso,

Hipr = H + w2l

com
_ (sx = Hiyx)
U = Y
2k Yk
Logo
Hyw=Hp + uozg' + ulle + ...+ ukz,z'
e

T
Hipv = Hov + upzg v + ulzfv + ..+ ukz{v.

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

A férmula (4.18) deve ser usada para n grande. Neste caso os vetores ug, 2o, ..., Uk, Zk

sdo armazenados e o produto Hiyq v calculado por (4.19). Desta maneira, o custo da

iteragdo k é O(kn) mais o custo de calcular Hov.

Se k for grande, o processo deve ser recomegado periodicamente com H; = J(z;)™! a

cada, digamos, m iteragdes : | = 0,m,2m,.... Portanto, a férmula (4.19) toma a forma:

T
Hipw=Hv+uyzyv+ ...+ uszv

(4.20)

O algoritmo 4.2, que se segue, fornece a implementagdo de (4.20), onde sao armazena-

dos no maximo m pares de vetores para uma iteragio tipica, digamos k. Para simplificar,

suponha que estamos interessados em obter Hjv.
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Algoritmo 4.2 : Obtengdo de Hyv por (4.17 - 4.20) (iteragdo k).

Dado um numero inteiro m, e um parametro 3 execute:

Passo 1

Se k = 0 mod(m),
obtenha Hj, faca t = Hyv, e va para o passo 5

Caso contrario, faga t = Hjv.

Passo 2

Paraj=1,...,k — 2. Faga

t—1t+ u,-zfv.

Passo 3
Faca
_ (Sk—l - Hk—lyk-l)
U1 = 7 .
Zk_1Yk-1
Passo 4
Facga

t et +upq2i_,v.
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Passo 5

Obtenha a = min{1, ITtIéI;}’

e faga s,? =ot.

H, serd dada por uma fatoragio da matriz Jacobiana truncada (veja sec. 4.5) sempre

que | = 0 mod(m).

A condigio para que Hyy, seja nio singular é zfy; # 0, ou ainda, y; = F(zr4y) —
F(zx) #0. Se

IF(zk41) = F(zi)l] < TOL||F ()],

fazemos Hyy1 = Hj, para um parametro TOL suficientemente pequeno.

Semelhante desenvolvimento pode ser feito para BROYDEN1 e CUM. A expressao
para BROYDEN], no exemplo 2.1 (cap. 2), é dada em termos da matriz Bi. A forma
H, = (B;'), é obtida através da férmula de Sherman-Morrison [25):

(sk = Hiyx)

sTHy;. 4.21
S{Hkyk k41k ( )

Hypy = He +

Através desta expressdo, obtem-se a forma de memdria limitada [26]:

Hiprv = (I 4 ugzf). (I + w2D)(I + wzf)Hpo (4.22)
com
(yi — Hisi)
R ¢4 B il 74 2
onde z; = s para o segundo método de Broyden e z; = ek, |sTejr| = ||sk||le para o
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método CUM.

Assim, temos o seguinte algoritmo, na iteracdo k:

Algoritmo 4.3 : Obtengio de Hyv por (4.22 - 4.23) (iteracdo k).

Dado um niimero inteiro m, e um parametro 8 execute:

Passo 1

Se k = 0 mod(m),
obtenha Hj, faca t = Hyv, e va para o passo 5

Caso contrario, faga t = Hv,

Passo 2

Paraj=1,...,k—2. faca

1t — (I + ujw_'f)t.

Passo 3
Faga

(Sk—l - Hk-—lyk—l)
21{-1H k=1Yk—1

Uk-1 =
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Passo 4

Faca

t — t+uwit.

Passo 5

Obtenha a = min{l, £}

> ltlleo

efacas? =at. g

A condi¢io para que Hiy; seja nao singular é que zf Hyyr # 0. Considerando
r = Hyyx, se

|zir|l < TOL||zil|Ir]]-

fazemos Hyyy = Hy.

4.4 O GMRES

Faremos, agora, uma breve introdugao sobre o método iterativo linear que utilizamos

nos testes numéricos, 0o GMRES [51], dando énfase aos aspectos praticos.
Para resolver um sitema linear n x n , ndo singular,
Az =b (4.24)
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busca-se a solucio aproximada z; da forma z; = o + z;, onde x4 é a aproximagao inicial
e z) pertence ao subespaco de Krylov: K = [ry, Ary, ..., A¥"1rg], com rg = by — Azo. O
método consiste em gerar uma base ortonormal de K e, usando isto, minimizar a norma

do residuo neste subespago:
min ||b— Afzo - 2]l = min [lro — Az]|. (4.25)
Apés o processo de ortogonalizagio (passo 2 do algoritmo 4.4 que se segue), obtem-se

um sistema ortonormal Vi;; e uma matriz Hessenberg (k + 1) x k, Rx. Os vetores v; e a
matriz R; satizfazem a relacio

AVi = Vi1 Ri (4.26)

e, considerando z = Viy , podemos reescrever (4.25),

min J(y) = mjn ||Ber — Reyl| ' (4.27)

onde e; é o vetor candnico de IR™**! e 8 = ||ro||.

Portanto, a fase seguinte consiste em resolver o problema de quadrados minimos
(4.27).

A aproximagao corrente sera dada por

zr = zo + Vil (4.28)

onde y; minimiza J(y) em R".

O processo de ortogonalizagio é o passo critico do método. Walker [57] propde o
emprego das transformagbes de Householder na construgao das matrizes. Embora esta
técnica conduza a bons resultados numéricos em alguns casos, é cerca de trés vezes mais
cara que o procedimento usual de Gram-Schimdt modificado [51].

Como comentamos anteriormente, a convergéncia finita se baseia na acumulagio de
um vetor adicional por iteragdo. Neste sentido, os recomegos ou, alternativamente, o
truncamento da ortogonalizagdo [57], sio necessirios, considerando n grande. Usaremos,
na implementacdo do GMRES, os recomegos a cada, digamos, mg iteragdes. A escolha
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de mg requer alguma técnica experimental adequada ao problema que se deseja resol-
ver. Um valor reduzido de mg pode resultar em convergéncia lenta ou até mesmo na
ndo convergéncia do método. Em [34] experimentos para escolha deste parametro sio
apresentados e discutidos.

O problema de quadrados minimos relacionado é peculiar. De fato, tem a dimensio
do parametro de recomegos mg, e é resolvido parcialmente durante o procedimento de or-
togonalizagdo, dada sua estrutura especial. Isto permite a obten¢do da norma do residuo
sem explicitar a solugio corrente [49).

O algoritmo 4.4 descreve a implementagio do método GMRES, com a matriz de
precondicionamento H, obtida dos Algoritmos 4.1 ou 4.2.

Algoritmo 4.3 : GMRES(mg)

Passo 1 (Inicializagdo)

Dado zo € IR* e H € IR**", faga

Passo 2 (Ortogonalizacio)
Para j =1,...,mg, faga
w = HAv;
Para:=1,...,7, faga

hi; = (w,vi),
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w =w — h; jv;,

vis1 = w/hjy,5.

Passo 3 (Solugdo corrente)
Obtenha a solugio aproximada
Tmg = To + Vmgymg,

onde Ymg = miny ||,361 - ngyll, y € R".

Passo 4 (Recomeco)
Calcule r = H(bpy — Azpmy).
Se ||r|| < EPS, pare.

Sendo, faga g = T,y e v1 = i

V& para o passo 2. g

Observemos que, em nosso contexto, EPS = 60,||F(z¢)||-

Finalmente, embora o algoritmo apresente certo grau de simplicidade, quanto a im-

plementacio, deve-se considerar que os problemas que justificam emprego dos métodos

62



iterativos sdo, em geral, grandes e esparsos, fazendo da implementagio algo nao trivial.
Cabe ainda salientar a possibilidade de paralelismo e/ou vetorizagio do método.

4.5 OS PROBLEMAS

Nesta se¢do descrevemos a formulagdo de dois problemas praticos ligados a engenharia:

O Problema de Fluxo de Carga [22]

Fluxo de Carga ou Fluxo de Poténcia, é a solugdo para a condigao de um sistema
de transmissdo de poténcia elétrica.
O objetivo fundamental do célculo de fluxo de carga, é a determinagdo das tensGes
e das injegdes de poténcia em todos os nés do sistema de transmissdo (rede), sob deter-
minadas condigbes de geragdo de carga.
As equagdes que modelam o comportamento dos principais componentes da rede sao

dadas por:
Pi(a,v) = vk Y Um(GrmCc0SQm + Bimsencym) (4.29)
meK)
Qi(a,v) = vk Y Vn(GrkmSenaym — Bimcosayy) (4.30)
meK

onde Py(a,v) e Qi(a, v) representam as injegGes liquidas de poténcia ativa e reativa respec-
tivamente, vy representa a magnitude da tensdo no né k; Gx,, € Bxm sdo as componentes
da matriz de admitancia: Yi, = Gkm + tBim; @ = ax — a,, é a abertura do ramo km e

K é o conjunto dos nés vizinhos ao no k.
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Na formulagio mais simples do problema, a cada né estdo associadas quatro variaveis
Py, Qr,ai e vi. Os nds do sistema sdo classificados em trés tipos, dependendo das quan-

tidades que entram com incégnitas:

Nés folga : nés k onde v e o sdo dados.
Nés do tipo A : nés k onde P, e oy sao dados.
Nés do tipo B : nés k onde @y e vi sio dados.

Se N representa o total de nds, o sistema de poténcia é formado por 2N equagdes
para as quais as variaveis sdo precisamente as incégnitas em cada né.

Apés algumas simplificagdes algébricas, as equagbes correspondentes aos nés folga
podem ser eliminadas, assim como pode ser eliminada uma equagdo para cada né do
tipo B. Supondo que temos S nés do tipo B e T nés folga, teremos um sistema de
n = 2N — § — 2T equagdes e variaveis.

O Problema da Cavidade [35]

Um exemplo cldssico em mecanica dos fluidos, é a modelagem do problema da
Cavidade, o qual é formulado em relagio & fungdo corrente, originando uma equagio dife-
rencial parcial ndo linear de quarta ordem que, discretizada, produz um sistema algébrico
ndo linear.

As equagdes de Navier-Stokes, para um fluido imcompressivel estacionirio em duas

dimensdes origina a seguinte equagdo bi-harménica:

P(y) = A% + Re[p.(Ad)y — ¢y (A9):] = 0 (4.31)
onde 1 é a fungio corrente, Re é o niimero de Reynolds e A o Laplaciano. Acrescentando
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condigbes de fronteira apropriadas, completa-se a formulagdo do problema de contorno.
A cavidade é considerada como sendo o quadrado R = {(z,y) € R? tq. 0 <
z,y < 1} com o lado superior aberto em contato com o fluido, com as condigdes de
fronteira como descrita em [35].
A solugdo de (4.31) é aproximada por um esquema de diferencgas finitas (veja
[35]) e o sistema resultante, considerando uma malha quadrada de n X n nés, pode ser
escrito como

F(z,Re) = L(z) + ReG(z) =0 (4.32)

onde L(z) corresponde & discretizagio de V%) e G(z) corresponde & discretizacio do res-
pectivo termo seguinte de (4.31), com F : (fi, f2,..., faxn) € X : (Z1,Z2y ..., Tpxn)-

Usando tal discretizagao, e variando o nimero de Reynolds, obtemos diferentes sis-
tema nao lineares do tipo (4.31), onde a n3ao linearidade aumenta com Re.

4.6 EXPERIMENTOS NUMERICOS

Nesta segdo apresentamos os resultados experimentais obtidos da implementagio com-
putacional do algoritmo 4.1 para os dois problemas descritos acima. O método iterativo
linear utilizado é o GMRES descrito na segio 4.4. Fazemos a comparagio com o método de
Newton Inexato puro (sem precondicionamento), e com o precondicionador gerado pela
fatoracdo do Jacobiano truncado, que iremos referenciar simplesmente como fatoragio
truncada.

Esta fatoracdo é feita na matriz resultante da selegio de um determinado niimero de
diagonais & direita e & esquerda da diagonal principal de J(z\) (caracterizando a banda

da matriz), e descartando as restantes.
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Definimos os seguintes parametros:

0) : Parametro de tolerancia, usado para o critério de parada do método iterativo
(veja Algoritmo 4.1).

mg : Parimetro de recomegos do GMRES (veja algoritmo 4.2).

ban : Nimero de diagonais & esquerda/direita da diagonal principal da matriz jaco-

biana consideradas na fatoracgio truncada.
tempo : tempo de execugido em segundos de CPU.
Os métodos serdo indicados por:
NIP : Método de Newton Inexato puro.
NIFT : Método de Newton Inexato precondicionado por fatoragio truncada.

Referimo-nos a um precondicionador secante com Newton-Inexato identificando o
precondicionador. Por exemplo, quando referenciarmos broydenl, significa que este pre-
condicionador foi usado com Newton-Inexato.

Os numeros contidos no corpo principal das tabelas referem-se ao nimero de iteragoes
GMRES, utilizados numa iteragdo de Newton Inexato. Por exemplo, para o primeiro pro-
blema, na tabela 1, na linha que representa o método de Newton Inexato puro, NIP, a
primeira iteragio requer 1 iteragio GMRES, a segunda 6, e assim por diante, até a con-
vergéncia, obtida na sétima iteragdo com 29 iteragdes GMRES. Ficam assim subentendido
os “brancos” das tabelas.

Os testes que executamos envolveram um niumero relativamente “pequeno” de

iteragbes principais. Isto parece caracterizar os métodos de Newton-Inexatos. Por este

motivo, ndo foram necessirios recomegos (representados pelo parametro m nos algorit-
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mos 4.1 e 4.2) na obtengdo dos precondicionadores, contrariamente ao que ocorreu no
experimento numérico do cap. 3.

Os testes foram executados em uma SUN Workstation SPARC 2, usando o compila-
dor Fortran 77, no Laboratério do Departamento de Matemdtica Aplicada da UNICAMP.

As tabelas abaixo, mostram os resultados obtidos para o problema de fluxo de Carga.

Resultados para n = 54, (30 nés).

ban = 4.
ITERACAO
METODO 1 2 3 4 5 6 7 8 |TEMPO

NIP 1 6 20 24 27 30 29 0.54

NIFT 0 3 5 6 7 7 10 14| 0.43
BROYDEN 1 0 3 4 2 4 7 4 6| 0.33
BROYDEN 2 0 3 4 3 5 6 7 2| 0.30
CUM 0 3 4 3 6 5 6 5| 0.30

ICUM 0 3 4 2 5 8 6 0.27

Tabela 1: 8, = 0.9/k
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ITERACAO
METODO 1 2 3 4 5 |TEMPO
NIP 24 29 32 32 321 0.40
NIFT 8 5 6 10 8| 0.23
BROYDEN 1 8 5 6 9 0.18
BROYDEN 2 8 5 6 9 0.19
CUM 8 5 6 8 6| 023
ICUM 8 5 6 9 6| 023
Tabela 2: 8, = 0.1
ITERACAO
METODO 1 2 3 4 5 6 7|TEMPG
NIP 16 21 22 25 127 27 0.41
NIFT 7 3 4 6 8 8 8| 0.32
BROYDEN 1 7 3 4 9 3 4 5 0.28
BROYDEN 2 7 3 4 9 4 3 7| 0.30
CUM 7 3 4 9 3 3 4] 0.26
ICUM 7 3 4 10 5 4 7| 0.29

Tabela 3: 8, = 0.2
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Resultados para n = 182, (118 nés).

ban = 4.

ITERACAO
METODO 2 3 4 5 6 7 8 9 [ TEMPO
NIP 5 14 31 32 37 48 54 4.08
NIFT nio converge
BROYDEN 1 0 1 3 5 14 13 9 14 17| 2.97
BROYDEN 2 [} 1 3 6 15 13 16 13 2.63
CUM 0 1 1 5 13 11 11 14 18] 2.85
ICUM 0 1 3 6 14 15 13 15 2.44
Tabela 4: 0 = 0.9/k
ITERACAO
METODO 1 2 3 4 |[TEMPO
NIP 48 57 85 98] 6.89
NIFT 12 17 25 231 1.77
BROYDEN 1 12 22 23 1.36
BROYDEN 2 12 22 23 1.26
CUM 12 22 23 1.35
ICUM 12 22 23 1.39
Tabela 5: 6 = 0.01
ITERACAO
METODO 1 2 3 4 5 [TEMPO
NIP 15 40 31 53 53| 3.20
NIFT nao converge
BROYDEN 1 5 7 16 17 12| 1.67
BROYDEN 2 5 7 16 16 13| 1.70
CUM 5 7 16 16 14] 1.63
ICUM 5 7 16 17 10| 1.61

Tabela 6: 6, = 0.1
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A néo convergéncia indicada nas tabelas para NIFT, deram-se em fungdo da insta-

bilidade da fatoracio do Jacobiano truncado.

Nos testes para este problema nao foram necessario os recomegos para o GMRES,
em virtude do reduzido numero de iteragdes exigido por este método iterativo.
Outro teste ao nosso alcance para este problema, é a formulagdo para n = 2190.

Neste caso ndo obtivemos convergéncia para Newton-Inexato.

As tabelas abaixo mostram os resultados obtidos para o problema da Cavidade.

Nos testes, resolvemos o sistema (4.32) para Re = 250,500 usando a solugio de
F(z,Re) = 0 como ponto inicial para a resolu¢io de F(z,Re + 250) = 0. O teste de
parada é o mesmo de [35]. Os recomegos GMRES foram feitos a cada 150 iteragGes

(mg = 150). Também usamos ban = 2.
Semelhante comportamento ocorrereu para diferentes malhas. Apresentamos aqui os

resultados obtidos dividindo o intervalo [0,1] em 32 subintervalos. Assim, o sistema nao

linear tem 29 x 29 = 841 varidveis e equagdes.
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ITERACAO
METODO 1 2 3 4 5 6 7 8 |TEMPO
NIP 1 3 12 108 127 140 145 2461 123.09
NIFT 0 1 5 65 95 103 107 110] 69.52
BROYDEN 1 0 2 6 71 91 101 104 110| 73.05
BROYDEN 2 0 2 7 73 89 75 96 102| 63.09
CUM 0 2 6 66 92 96 98 941 63.08
ICUM 0 2 5 65 97 102 95 105| 68.52
Tabela 7: Re = 0
ITERACAO
METODO 1 2 3 4 5 6 7 8 9 [TEMPO
NIP 2 64 113 181 825 250 1650 1594 809.15
NIFT 0 27 51 72 237 84 275 277 165.82
BROYDEN 1 0 12 32 71 122 131 124 327 473| 288.21
BROYDEN 2 ) 5 40 73 129 266 248 300 396] 270.56
CUM 0 3 30 68 97 260 111 407 412| 242.46
ICUM 0 2 58 71 145 125 274 118 378 205.32
Tabela 8: Re = 250
ITERAGAO
METODO |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |TEMPO
NIP 1 34 134 449 1650 1650 1650 1650 1650 1650 1886.84
NIFT 0 14 54 104 293 136 147 742 718 463.87
BROYDEN 1]0 6 40 98 270 281 446 446 472 397.74
BROYDEN 2|0 5 42 105 275 245 585 521 337.19
CUM 0 5 12 101 314 137 ) 692 388.08
ICUM 0 6 41 98 426 872 436 723 568 597.30

Tabela 9: Re = 500
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4.7 CONCLUSOES

Os resultados numéricos nos mostram a efetividade das técnicas precondicionado-
ras quando usamos métodos de Newton-Inexatos. Os precondicionadores secantes, nesse
sentido, apresentam bons resultados, mostrando ser uma boa alternativa de precondicio-
namento de sistemas nao lineares. De fato, como podemos observar pelos experimentos,
o custo de obter tais precondicionadores é muito reduzido em relagio ao beneficio que
podem trazer, reduzindo significativamente o nimero de iteragdes do método iterativo

linear.

Para o problema de fluxo de cargas, os precondicionadores secantes mostram melhor
desempenho, mesmo quando comparado ao precondicionador por fatoragio do Jacobiano
truncado. Para este problema, a nio convergéncia, referenciada anteriormente, se deu na
medida do aumento de k. Como a fatoracdo inicial ndo apresenta problemas, os precon-
dicionadores secantes foram capazes de manter By ~ J(z;), garantindo a convergéncia do

processo.

No problema da Cavidade, os precondicionadores apresentaram resultados seme-
lhantes. A vantagem, verificada na tabela 8, para NIFT, sugere que alguma caracteristica

intrinseca do problema favoreca ou nio uma ou outra técnica.

Testes preliminares com o problema de simulagao de Reservatérios [35], mostram que
o método de Newton-Inexato, com as técnicas de precondicionamento aqui descritas, apre-
sentam desempenho muito superior quando comparados aos métodos quase-newtonianos

em [26], contrariamente ao que ocorreu no problema da Cavidade.

Observamos algumas dificuldades praticas para a verificagdo do terorema 4.2. O
processo de convergéncia se dd em poucas iteragSes, e uma analise assintética dificilmente
abrange este fato com propriedade. De qualquer maneira, acreditamos que testes adicio-
nais possam nos conduzir a resultados superiores no uso dos precondicionadores secantes,

na direcdo do teorema (4.2). E neste sentido que estamos direcionando nossas pesquisas
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