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INTRODUCAO

Uma estrutura Riemanniana sobre uma variedade diferenciavel M é uma classe de
equivaléncias de métricas Riemannianas isométricas.

Denota-se a sequéncia {\;}i»g de autovalores (com multiplicidade) do operador La-

placiano, AP), para as p-formas diferenciaveis sobre uma variedade Riemanniana (M, g)
agindo sobre 0P(M) por Spec!?(M, g) (espectro de (M, g)).

Sabe-se que o conhecimento do Spec®(M, g} determina por exemplo: a dimensdo de
M, o volume de (M, g), e também caracteriza algumas variedades Riemannianas como:

Toros planos bidimensionais, garrafas de klein planas em dimensdo dois, etc.

Duas variedades Riemannianas (M, g} e (N, k) sio AlPlisoespectrais se

SpecP(M, g) = SpecP)(N, g),

e é claro que duas variedades Riemannianas isométricas sfo A®)-isoespectrais.

O espectro pode ser também estudado em variedades com bordo, considerando-se
condicdes especiais sobre a fronteira, é dizer, condicdo de Dirichlet ou Neumann.

Neste trabalho pretende-se apresentar uma resposta em dimenséo dois da seguinte
pergunta:



DUAS VARIEDADES RIEMANNIANAS ISOESPECTRAIS
SAQO NECESSARIAMENTE ISOMETRICAS?

No caso de dominios planais a questdo toma uma forma atraente, j& que os auto-
valores estao relacionados aos modos de vibragao:

PODE-SE OUVIR A FORMA DE UM TAMBOR?

Esta é uma questdo importante de Geometria Espectral, formulada por M. Kac nos
anos 60.

HISTORIA DO PROBLEMA

O primeiro contra-exemplo, para o problema geral, foi dado por J. Milnor em 1964
quando ele mostrou que existem dois toros planos de dimensio 16, isoespectrais nio
isométricos. Neste sentido, também apresentam contra-exemplos: lkeda (1980) em di-
mensdo 5 e com curvatura + 1, Vignéras (1980} usando superficies de Riemann com
curvatura - 1, e em 1982, H. Urakawa da o primeiro exemplo de dominios isoespectrais
nao isométricos em IR

Em 1985 Sunada pela primeira vez sistematiza a construgio de variedades isoespec-
trais ndo 1sométricas.

Buser em 1988, usando o resultado de Sunada exibe duas superficies planas isoes-
pectrais nao isométricas em R

Os exemplos de Milnor e Vignéras sao obtidos via certos resultados da Teoria dos
Nimeros. Nos exemplos de Sunada, ele usa alguns resultados da Teoria dos Grupos. Bu-
ser usa Grafos para construir seus exemplos.

Apébs estes trabalhos, pesquisaram também nesta linha Berard, Brook, Gordon,
Pesce, Webb, Wolpert e outros. Ver, por exemplo, [BD4}], [BDS], [BK1}, [BK2], [PE],
[G-W-W1] e [G-W-W2] entre outros.

Recentemente (ver por exemplo [BD5], [G-W-W1}, [{G-W-W2)], [PE]) foram obtidos
exemplos de variedades Riemannianas isoespectrais, nao isométricas com bordo, em di-
mensio dois (imersas no plano), de forma nio trivial. Estes exemplos serao parte do
objetivo principal deste trabalho, junto com a teoria envolvida.

ii



No Capitulo 1 estuda-se, de forma geral, o operador Laplaciano em Variedades Ri-
emannianas para fungdes e formas diferenciais. No Capitulo 2 desenvolve-se uma breve
teoria sobre o espectro de uma variedade Riemanniana e sfo apresentados alguns exem-
plos classicos. Uma das ferramentas fortes do Capitulo 4 é a solugio fundamental da
equacio do calor em variedades Riemannianas, que é dada no Capitulo 3. O Capitulo 4
ocupa-se do problema de isoespectralidade.
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CAPITULO 1

O LAPLACIANO EM VARIEDADES
RIEMANNIANAS

INTRODUGAO

Neste primeiro capitulo apresentamos alguns conceitos bisicos de Geometria Rieman-
niana, com vistas a introduzir o operador Laplaciano para fungies e k-formas diferenciais
em variedades Riemannianas. Todas as variedades Riemannianas s3o, conexas e com-

pletas; também os campos de vetores, formas, fungdes diferencidvels sdo considerados no
sentido .

Adota-se as defini¢Ses, simbolos e resultados de Geometria Riemanniana dados em
Do Carmo [DC], e em Berger-Gauduchon-Mazet [B-G-M]. A referéncia para formas, ten-
sores e integragao em variedades é Abraham-Marsden-Ratiu [A-M-R].

O HESSIANO EM VARIEDADES

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana com conexo Riemanniana Ve f: M — R uma
funcdo diferencidvel etc. Se X,Y sdo dois campos de vetores diferencidveis sobre M, a
derivada covariante da 1-forma df, aplicada a X e Y,



Vdf(X,Y) (1)

¢ & 1-forma V x(df) avaliada sobre o campo de vetores Y (*).

1.1 DEFINICAO: A fungio IR - bilinear Vdf é chamada HESSIANO de f e também é
denotada por Hess f.

Observe-se que a partir da definicdo de derivada covariante para r-tensores tem-se
[Vx(@OY)=X-(df(Y})-df(Vx Y) (2)

em cada ponto p de M. E consequéncia da defini¢io da derivada covariante para tensores
que [Vx,(df)}(Y) s6 depende de X, e Y.

1.2 PROPOSICAO: Seja (M, g) uma variedade Riemannianae F : M — IR uma funcio
diferencidvel, X e Y campos em M entio

(a) Hess f(X,Y) (p) s6 depende de X, e Y,
(b) Hess f(X,Y) = Hess f({Y, X)) (Simetria).

PROVA:

(a) Segue diretamente de (2).
(b) Sob hipétese e por (2) tem-se

Hessf(X,Y) = X-(df(¥)) - df(VxY)
= X-(d(Y)) - dF (X, Y]) ~ df(V¥ X)
e como df([X, Y]) = X - df(¥) - ¥ - df(X),

Hessf(X,Y) = Y -df(X)— df(VyX) = Hessf(Y,X).

(*) Para lembrar a definicBo de derivada covariante de tensores, ver por exemplo: Abrahm-Marsden-
Ratiu [A-M-R] pag. 294-205 ou Boothby [BY], pag. 391-395.
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DIVERGENCIA DE UM CAMPO DE VETORES

1.3 DEFINIGAO: Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana, X um campo de vetores
sobre M e a € (M) ¥

O PRODUTO INTERIOR de X com a, denotado por X|a ou ix{a) é a (k- 1)-
forma:

(XJa)(Xny- - Xie1) = (X, X1, ..., Xe-1)

para todo Xj,..., X;_y campos de vetores sobre M.

1.4 DEFINICAO: Sejam (M, ¢) uma variedade Riemanniana, orientavel e W a forma
de volume correspondente a uma orientacdo. Se X é um campo de vetores sobre M, a
DIVERGENCIA de X, denotado por div.X, é a fung¢do definida pela identidade

divX -W = d(X|W)

onde d indica derivada exterior.

Verifica-se que divX nio depende da forma de volume escolhida, pela férmula de
mudanca de varidveis.

Considere (M, g) uma variedade Riemanniana, m € M e (z;) uma carta local. A
forma de volume local associada a (z;) é dada por:

W=40dz"A...Adz". (3)

onde 0 = [det, ;]'/>.

Se (8/8z;) é a base associada a carta (z;} tem-se que para todo campo X sobre
M, X|W é dado localmente por:

() QF(M) = I'=(A¥(M)) denota as k-formas diferencidveis, onde A¥(M) é o fibrado das k-formas
alternadas sobre M ver, por exemplo, [A-M-R] pag. 352.



X|W = Za;_..(i—n(.'“)___nd:cl A Ad2 Y Ad T AL Ad”
i=t

portanto
0 a 0 a
(X1w) (3:1:1 U 0wy Oy’ 3%) R
Dai, se
i a
X = k_—_
kglz 3xk
tem-se
i g i 7}
Q1 - fivl1}(i+l).n T w (Xs 63.'-'1 ERRRN 3:::; _ 1! 5$i+1 g 3:::,,)
: d 7 d i)
— _1y+1 —
- () W(aaxaa)
il d a 7]
= (=1¥"? kW . . A
v ’gz (@ml dzy, 3:1:“)
= (-1)"z%.

Logo (“indica que o termo foi tirado):

XJW = 3 1) (b)Y A... AdR A ... Ada™. 4)

i=1

o que dé uma forma local do produto interior X |W.

1.5 PROPOSICAO: Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Entio para toda f €
C*(M) e todo X campo de vetores sobre M, tem-se

div(fX) = fdivX + df (X).



PROVA

div(fX) W

df(fX)|W]

d(f A (X}W)]

df A(X|W) +(-1)°f Ad(X|W)
fA(X|W) +df A(X]W)

m

usando (4) tem-se {em cada ponto de M)

df A(X|W) = Z da:-') (i(—»l)"‘l(ﬂ:c")da:‘ A...Adz A
= Z( 1)1 Bf (6::: Yz Adz' A .. AT A ... AdZ"
= i g—x-(ﬂx‘)daﬁ A AdZ AL AL Adz"
= Z; Do (a Yo 'w
= (Z —-d:c’) (E:c )
= df(X)-W.

Portanto,
Gv(fX)-W = fdX|W)+df A(X[W)

0 que mostra a proposig¢ao,

fdivX -W+df(X)- W
[fdivX +df(X)]- W

Sob as condigbes da proposicio 1.5 tem-se

1.6 PROPOSICAO:

divX = ¢! i 3;: )

5

..Ada:")



PROVA: Usando (4) tem-se

divX -W = d(X|W)

= Z(-l)"la(a"‘)d Adz'A...Adz A .. AdaF
r""l
_ a(6z') 1 "
= };{ o=, 2 2det AL Adz
_ gy 202
i=l ax‘ ,

0 que mostra a proposigio.

Considere (M, ¢) uma variedade Riemanniana, X,Y, Z campos de vetores sobre M,

por uma aplicacdo direta da defini¢do de derivada covariante para r-tensores (Ver. Bo-
othby [BY], pagina 395):

Vx(Y]Z) = (VxY)]Z +Y|VxZ. (5)

Se W representa a forma de volume entio VxW = 0 pois a forma de volume é
invariante por transporte paralelo. Dai

Vx(YJW) = (VxY)|W (6)

Por outro lado, considere m € M™, a uma p-forma diferencial sobre M e {¢;}7, um
referencial geodésico ortonormal sobre uma vizinhanga U de m, entdo tem-se

P .
dafe,...,e;) = D (—1)""'Vealen, ... &0 ep41) (7)

=1

Para lembrar, pode-se obter (7) comparando a defini¢io de derivada covariante de um r-
tensor covariante com a férmula de derivada exterior de uma p-forma, ver Warner [WR],
pag. 70.



Agora, se W é a forma de volume sobre U ¢ X um campo de vetores, em virtude de
(7), (6) e definicdo de produto interior tem-se

dX[W)ler,-.. en) = I (=1 IV (XIW)(e1,... 8. €0)

i=1

= jEl(—l)i_I [(VtsX)J“/] (eli e $éi: v aen)

et ZW(GI,...,VQX;---:en)'

=1

1.7 PROPOSICAO:

(@) dX|W)(en. s en) = S0y Wier, .., Ve X, ... r6n).

(b)  dX|W)ey,...,en) =Y, 9(Ve X, €).

A parte (b) mostra que: (divX)(m) = Trago{u — V,X}(m) onde o trago é tomado em

T.M e V é a conexdo de Levi-Civita.

PROVA: Resta mostrar (b); pela parte (a) e o fato que

VX = Z 9(Ve X, €5)e,

=1

d(XJW)(ela---:en) = Zg(vcix:ei)w(eh”':eiieiaei-{-l:---:eﬂ)

i3=1

= ig(VesXa e;)Wier, ... e,)

=1

n
= Ey(V,iX, e,-).

i=1

O que mostra a proposicao

O LAPLACIANO

[



Antes de entrar no assunto lembre-se um isomorfismo que serd de muita utilidade
neste trabaltho.

1.8 ISOMORFISMOS MUSICAIS: Seja (M, g) uma vanedade Riemanniana; os ISO-
MORFISMOS MUSICAIS

™ ™M

sao definidos por: para todo z em TM e u em T M,

g(z,ut) = u(z) e xb(») = g(x,*).

Também, se f : M — IR é uma fungio diferencidvel define-se gradiente de f, notado
por grad f, por grad f = df*. Ver por exemplo [B-G-M] pag. 21 ou [A-M-R] pag. 387.

Num sistema de coordenadas (z;) centrada no ponto p de M™ pode-se escrever uma
1-forma & como:

a= ia.-d:c" (8)
=1
¢ um campo de vetores X em M:
X = iﬁ"f—_- 9)
=1 9%;
Pelo isomorfismo musical
afX) = g(o*, X), (10)

entdo



(a*)'-—+ +(*) a1 +(*)" (11)

substituindo-se (8), (9) e (11) em (10) tem-se

a(X) = Saif = 3 (@*)gid,

=1 6H3=1

Daf, a = a¥*(g;;) portanto a¥ = a{g'/) onde (g'/) é a matriz inversa da matriz asso-
ciada & métrica g, (gi;). Logo

(@*) = 3 gles (12)

1.9 DEFINICAO (LAPLACIANO): Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e f €
C>(M) definimos o operador de LAPLACE - BELTRANI (ou LAPLACIANO) de f,
notado por AMf ou A9f, ou simplesmente A f, por

Af = —div(df*) = —div(gradf).
No caso que M = IR™ com a métrica Riemanniana usual isto é (g;;) = I, (identidade),

seja f € C(IR") e {e;} a base ortonormal natural de R" num ponto m. Entdo de 1.7(b)
e (12) tem-se

i

Af ~div(df¥)

= Y (V.dit e
s—l

_ of

- = Z 33.2

=1

Observe que o sinal é 0 oposto do usualmente encontrado na difinigio do Laplaciano
em textos de Analise,

1.10 DEFINICAO: Seja (M, g) uma variedade Riemanniana o operador

9



§: QM) — C*(M)
é definido por: §a = —div(a¥*) para todo a em Q!(M).

A definigao 1.10 reduz a defini¢éo de Laplaciano de uma fun¢io f definida sobre uma
variedade Riemanniana {M, g) assim

Af = bdf (1)

1.11 TEOREMA: Seja (M,g) uma variedade Riemanniana de dimensao n,V sua co-
nexdo de Levi-Civita e A seu Laplaciano. Se {ej,...,e,} é um referencial ortonormal

sobre uma vizinhanga do ponto p de M e f € C™(M), entdo as seguintes proposi¢bes sao
verdadeiras:

()  Af(p) = —trago Hessf(p),

ou equivalentemente

Af(p) = Z Vdf(eip), ei(p))-

()  Af(p)=-Xiale(&f) = (Vee) F}p)
(c) Seja (2i) um sistema de coordenadas locais centradas no ponto p. Se g;; =
(5%, %) € 0 = [det(g;;)]*/*. Entdo
n 8
Af(zh--':zn)= - [ - i,jz-l 52:,( ‘Jeé ] (313'--1311)-

(d) Sejam {Cy(t),...,Cy(t)} geodésicas tais que: C;(0) = p e Ci(0) = ¢,p) para
i=1,...,n. A fun¢io Af pode-se calcular em p pela formula:

LA

A=~ 34l

=1

(f o Gi)(2).

PROVA: Pela defini¢io 1.9, a proposicao 1.7(b) e por 1.8 tem-se

10



Af(p) = —div(df¥)(p)
= —gg(quf#,ei)@)
= --trag HESSf(p)

o que mostra (a).
{b) Usando prop. 1.7(b), {2) € a notagio de derivada de Lie:

-39, (d)(e)

=1

= - i {e;(df(ei)) - df(veiei)}

i=1

= Y {edel ) - (Vaed(N}.

=1

Afp)

O que mostra (b)
(c) Sob hipétese, usando (12) e a proposigao 1.6 tem-se

Af(mla" ':Iﬂ)

af. o
—~div {Z[Z i a:i 3:1:.} (T1y.-0,%n)

i=1 j=1
= —§ lza [92 ij af:l(zh a:n)
i=1 =1

¢i02L)
-6 -L%-—(m yeeesTn)e

"J'Z____J 617: !

Isto prova (c).

(d) Pode-se achar um referendial local r1(¢),...,r.(2) pelo transporte paralelo de
ri(p),...,ra(p) ao longo das geodésicas de p. Em particular pode-se escolher r; tal que
ri(t) = C!(1).

Como

i) = 4 = 5| _(Fecaw

Veri=Ve G| =0

=0

11



Logo, de (b} tem-se

Vi) = - 2 {ri(ref) — (V2 f} (5)
-~ ecw.

o que mostra (d).

1.12 EXEMPLO (O LAPLACIANO NA ESFERA): Considere a R**! munido
da métrica Riemanniana usual, g;; = §;;, denotada por gy, ¢ 5* mergulhada em R**,
Denota-se também por ¢y a métrica Riemanniana que esta induz sobre S, Seja f : R™ —

IR diferenciavel. Entéo
" O f
- AS .
Sntl - A (IIS") 3!"2

( AR"‘“ f) af

A—-n-o-—
s Or

S".

onde r é a coordenada radial de S".

PROVA: Na demonstra¢io identificam-se os elementos que se relacionam via o isomor-
fismo candnico de R™*! com T,IR™'. Também identifica-se o espago tangente a S™ e o
subespaco de B™*! correspondente.

Um ponto p € 5™ determina um vetor unitario z € R™!, e entdo pode-se com-
pletar uma base ortonormal {z,z;}is, . .41 de R**!, obtendo-se uma base ortonormal
{zl'}ll=2,...,'n+1 de TpSn-

A geodésica v; sobre (57, gg} determinada por z; escreve-se

¥ : a — (cos &)z + (sen a)z;

parai = 2,....n+1 {onde z e z; s30 considerados como pontos de ]R**? e y(a) como um
ponto de S*).

A aplicagio f pode-se derivar parcialmente

()
9z; i=1,2,..n41

12



correspondente i base de B**!, {z = 2, zi}i=2,. n+1-

Justamente com esta notacdo a derivada primeira, com respeito a a, de fo~; escreve-
se no ponto v(a):

‘—i(f—o-?-il = —sena;— of + cos ag-
da

Oz dz;
e a derivada segunda, no ponto p = %;(0):

o5 2
%ﬂ(o) = [ (cosa)ﬂl——(sena)g{ (sena)a—:-l-( .sa) (0)
= L+ o
Pelo Teorema 1.11(d):
g nil 12
ARG )0) =~ 3 gl Lo
n+1
= Z axf (v) ~ J;(p)]
n+2
= nae)- 33
Logo,
n+1
(Aﬂn+lf) (p) = gaxz(l’)
ﬂ+1
= 233:2
= AS (flsn) (p) - (p) 32);()
Portanto:
(87 1) lu= 87| ) - ZE| ~n2E 1

© que mostra o exemplo com r = z = z;.
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O LAPLACIANO EM COORDENADAS RADIAIS

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e considere o seguinte caso particular: seja
f uma fungdo definida sobre a bola B(m, €} de centro m e raio € > 0, onde a fun¢io expo-
nencial é um difeomorfismo (ver Do Carmo [DC), pag. 72), f dependendo da disténcia a
m somente; mais precisamente, f é a composta da fungio “disténcia ¢ m” e uma fungio
diferenciével ¢ definida sobre [0,r) a valores em R, isto é,

f=god(m,) (14)

Defina-se a fungio # satisfazendo a forma de volume segundo Lebesgue:

Vexp; = QVchcsque (15)

onde 1’/}_,,5,‘,_,‘3.“c é a forma de volume usual em R e V., : é a forma de volume em T, M
dada pelo “ pall-back” de g pela exponencial, que é lgua.l a funcdo & dada pela forma
de volume, ver (3). Denotando por r a distdncia de m a n ¢ se a fun¢io § possui uma

derivada parcial com respeito a r, no ponto m; denota—se por & a derivada parcial §* %,
Sob estas hipiteses,

1.13 TEOREMA

o dp (¢ n-—1
af = drz_dr( + T )

em todo ponto de B(m,¢), a excegio de m.

PROVA: Seja p um ponto de B(m,¢), entdo existe uma tnica geodésica 7, parametri-
zada pelo comprimento de arco s, que liga m com p. Seja y; o vetor tangente a v em p
entdo temos por definicio

ke o8 o
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Em T, M, y; é completado por y3, ...,y a uma base ortonormal. Os vetores y,,...,¥,
determinam n — 1 geodésicas saindo de p, que se denotam por «;, 1 = 2,...,n, parame-
trizadas por seu comprimento de arco a.

Pelo Teorema 1.11 (d) tem-se

n

M) = — (£ o)) = 3o s 0 2)(0) ()

i=2

O primeiro termo do segundo membro de {17) é igual a:

ot (18)

Resta calcular
Lo (19)
Como cada y;, t = 2,...,n é normal em p a 7, pode-se realizar como vetor tansverso

a uma familia de geodésicas saindo de m, parametrizadas por a. Isto é uma familia {C,}
com Cy = 7 € Cy : [0,£,] — M para cada a (£, = £(C,), o comprimento de C,}; e como
= {(y} deve-se ter para algum § > 0 que
C:[0,r] x (=68 — M

(s,@) — Cas)

¢é uma variagio de . Agora tem-se

(f omi)(e) = ¢ o d(m, i(a)) = p({(Ca)). (20)
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Portanto

27 02)0) _ ot [g&.z(cﬂ)(o)] + 280 L. (21)

Pela formula da primeira variagao (Berger - Gauduchon - Mazet [B-G-M], pag. 44-
46) tem-se

N0 = o2t - [ o G)om Vi1

- sG]
= g(y:,7)

Quanto a

4’
—l(C))(0),

ela é dada por uma aplicacio da férmula de segunda variagio (ver Berger ~ Gauduchon -
Mazet [B-G-M], pdg. 85): de fato, como C, é uma variagio da geodésica 4 tal que para
todo e, Cy(-) = C(, @) sdo geodésicas entdo:

vie) = 0 ¥y =y, ¥i(0)=0 (23)

é um campo de Jacobi ao longo de 4 (ver, por exemplo Berger ~ Gauduchon - Mazet
[B-G-M], pag. 88). Pela formula da segunda variagio (Berger — Gauduchon — Mazet
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[B-G-M], pig 85) tem-se

&

Como Y; € um campo de Jacobi ao longo de v,
Y+ R(1,Y:)y =0,

onde Y/ = V.,¥;, Y” = V,V,Y,. Usando (25)

Vag(Yi, Kf) = g(Y?a Y:r) +g(Y;, Y;”)
= 9(1/‘_1, .YI’) - Q(Ks R(?: K)7)
= IV'YKP - U(’h Y;)

De (26), segue-se

[U9%E - o, Ylds = [ Vsg(¥i, ¥)as

- oY)
= g(K(r).Y(r)).

Agora, mostra-se que

943,%) =0 (a=0)

17

ZAUCNO = [IV:5F ~ 0(3, %) = 93, Vs Y ds.

(24)

(25)

(26)

(27)

(28)



De fato: sobre o« = { tem-se

v‘?g("h Y;’) = Q(V"r’i': }’:") + g('i'n V'S'Y:)
= g(;f: Y;")
= ‘_g(R(;Y'.« Y:)'Ta 7)

e como ¢(R(Y,Y:)1,7) = —g(R(%,¥:)7,7) (ver por exemplo Do Carmo [14], pag. 91)
tem-se

Vsg(1h¥) =0 (a=0)

O que mostra que g{(*},Y?) é uma constante ao longo de 4. Como a conexao de Levi-Civita
é compativel com a métrica,

9L VY =4 ¢(1.Y) - 9(Vs, Yi)

Isto mostra que g(y,Y/)(r) = 0 e portanto g(¥,Y;) = 0 ao longo de .Substituindo (28)
e (27) em (24) tem-se

7 _
SHHC0) = 9(Xi(r), ¥ (7). (29)
Substituindo (22) e (29) em (21); e logo este valor ¢ (18) em (17) para obter

5 = -226) - (). 3 g0 1), (30

t=2
onde ¥; é o campo de Jacobi ao longo de 4 para a familia de geodésicas C, com as
condigdes

Yi(0) =0, ¥i(r) = u:.
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O propédsito agora € tentar calcular

3 g(¥i(r), Y/(7))

=2

em funcdo de & e suas derivadas. A funcdo 8 é determinada pela fungdo exponencial em
m, e entdo §~! serd determinada por {ezp,)~!. Dai

87 (p) = [T (ezpm)p(yi) A .. AT (€2 )p(¥n)|- (31)

Como a fungio exponencial é radialmente uma isometria (Do Carmo [DC], Lema de
Gauss, pag. 69) tem-se

07 (p) = |77 (expm)p(y2) A .- . AT (expm)p(ym)l. (32)

Ponha ¢ = 4(s) (sobre v) tem-se

1,y T Hezpm)p(Ya(s)) A .. AT (expm)po{Ya(5))
= (o)A AYile) (33)

(o campo de Jacobi definido por y;, € ignal a ¥ e ndo produz nenhuma alteracio aos
produtos em (31} e (32)).

Portanto, em T,,M, o campo T} {ezp,,),(Yi(s)) é realizado como vetores transver-
sais da familia de geodésicas {(ezpm); (Ca)}, que sio aproximados (em primeira ordem)
pelos segmentos que unem, em T, M, os pontos 0,, e

r(0) + = T (ezpm)y (i)

|7 (e2pm)p(yi
Dai,
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T eapn)(¥i(#)) = 2T (eapm)p(n) (34)
e entdo, substituindo (34) em (33),

1 _ Ll IT_I(esz)p('.W) A AT (expm)p(yn)l
) == Ya(3) A ... A Y. (s)] *

(35)

e finalmente

n—~1

C V() A AYo(9)] - O(p). (36)

8q) =

Agora derivamos §. Com respeito a s e, para facihtar os cdlculos, seja A(s) =
Ya(s) A... AY,(s); dai

[A()] = det[g(Yi(s), ¥ (s)), 5,5 =2,-..5m (37)
Tomando a derivada covariante em (37) ao longo de v e fazendo A'(s) = V4 A(s):
2A(8)A(s) = Y Ara(s) (38)
k=2

onde Ag(s) é o determinante obtido ao se derivar a k-ésima fila da matriz [g(Y;(s), ¥;(s))].
Entdo (omitindo a letra s) tem-se

g¥e,¥2) o o(,Yh) - g(12,Yn)

Ak-lzdet V’rg(ifln}/:i) "t zg(yzsyk) =T V‘rg(},ksym)

L g(Yn’YZ) g(YnsYk) g(Ym,Yﬂ) i
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de onde temos:

1
Apa(r) = det | (Vag(Ye, 12))(r) -+ 20(¥i(r), Ya(r)) - (Vag(Ya,Ya))(r)
1

onde as unicas entradas diferentes de zero {possivelmente) sdo as que estéo na diagonal e
na k-ésima fila. Portanto,

Ap-a(r) = 29(Y(r), Ya(r)). (39)
Como A(r) =1 e substituindo (39) em (38) no caso s = r tem-se

A(r) = 3 o(Vi(r), Yalr)). (40)

k=2

Isto é, a derivada, com respeito a s, do determinante |Y;(s) A ... A ¥;(s)| no ponto
s =r eigual a 3%, g(Y{{r},Yi(r)). Derivando (36) em s = r tem-se

.g_g(p) 3‘% [:: [Yz(s) A ... AY(s)] - 9(1’)}

I

s=r

n-1

- -2=La) + [ ot i) 0

r

onde

n—1
r

S o) ) = 5 (p) + (4)
=1
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substituindo (41) em (30) obtem-se

r

ar) =~ 5200 - - |G+ 2.

o que mostra o Teorema.

LAPLACIANO PARA FORMAS DIFERENCIAIS

Primeiro, apresenta-se o operador estrela de Hodge e alguns resultados necessdrios
para estender a defini¢do do Laplaciano de fungdes a formas diferenciais,

1.14 PROPOSICAO: Seja E um espaco vetorial de dimensio n, orientado, com um
produto interno g =<, >.

Seja w o correspondente elemento volume de E. Entio
(a) Existe um inico isomorfismo * : A*(E} — A*~¥(E) satisfazendo

aA+f=<a,f >w, para a,fB € AYE).

(b) Se {e1,...,en} € uma base ortonormal de E positivamente orientada de F e
{€},...,e"} é sua base dual, entao

#(e"MA A e”(k)) = sig(a)e"(k“] Ao Aet®

onde o(l) < -+- < o(k) ,o(k +1) < +-- <o(n) e o uma permutagio de 1,2,...,n.

PROVA: Primeiro, prova-se a unicidade. Suponha que + satifaz a equagio dada em (a)
e sejam
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B=eMA . . Ae®, a=c"A...Ae*

vetores base ortonormais de A*(E),#; < --- < i (lembre-se que o produto interior <, >
de E pode-se extender a E* de tal maneira que {e!,---,e"} seja uma base ortonormal
de E*; da mesma forma tal produto interior estende-se de maneira natural a A*(E) e aos
produtos tensoriais). Entdo por (a) aA+f = 0 a menos que (31,...,1x) = (o(1),...,0(k)).
Desta forma

*f = ae” A A "™
para uma constante a. Mas
B A *B = a(sigow
e como < 3,8 >=1 tem-se a = sigo - E portanto * satisfaz (b). Isto é, * & tinica.

Para mostrar a existéncia, defina * como em (b), lembrando que e?®} A ... A (%)
para o(1) < ... < o(k) forma uma base ortonormal de A*(E). Dai tem-se imediatamente
que a equacao dada em (a) desta proposicio € verificada usando esta base. E claro que

* definida por (b) é um isomorfismo, pois envia as bases ortonormais de A*(E) em bases
ortonormais de A" *(E).

O isomorfismo * : A¥(E) — A"*(E) desta proposigioc é chamado o OPERADOR
ESTRELA DE HODGE. Algumas propriedades bisicas sdo dadas na seguinte

1.15 PROPOSICAO: Seja E um espago vetorial de dimensao n, orientado, com pro-
duto interno <,> e w a forma de volume associada. Entdo o operador estrela de Hodge
satisfaz as seguintes propriedades: para a,f8 em AF(E)

(a) aAxf=BA*xa=<a,p>w,
(b) % Q= (-l)k{“‘*)a

{c) <o, f>=< xa,x8 >
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(d) Se {€1,...,en} € {€,...,e"} 880 bases duais ortonormais de E e E* respectiva-
mente, entao

(! Na) = (—l)kejj * o

PROVA:

(a) Sejam a, # em A*(E). Usando 1.15(a) tem-se
aAsf=<a,B>w=<Ba>w=FA*

onde w é a forma de volume.

(b) E suficiente trabalhar numa base. De fato, seja a = "W A.. . Ae”®). Por 1.15(a)
w(eETDA AT = bW AL A e

para alguma constante b. Para encontrar b usa-se 1.15(a) com a = 8 = e?®+) A AP
para obter

be?H A AT A DAL A =,
Logo:
b= (~1)H""Hgigo

Pela equagdo dada em 1.15(b)

xxe”WA Atk

sig o (e*TV A L At
= (sigo)?(—1)CReM A A

isto mostra (b).

(c) Usando (a) e (b) desta proposigio

< xq,¥F > w

i

saAx*f=(=-1)""Ryanp
= fAsa=<a,f>w
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(d) Basts CODSideI'a.I‘ o= e’(l) AL A ecr(k}
(i) Se j estd em {a(1),...,o(k)} entdo #(e’ A a) = 0 e também e;|a = 0.

(i) Se 7 néo estd em {¢(1),...,0(k)} entdo existep € {k+1,...,n]} tais que o(p) = j
logo

=|=(ejF Aa) = (—1)" * (e"(l) A Ahe?® A eﬂ'(p))
(—1)*(sig o)e® A . A A . A ™
= (D¢l *a

1.16 OBSERVACAO: Seja (M, g) uma variedade Riemanniana orientada de dimenséo
n. Se TM é o fibrado tangente de M entio o operador estrela de Hodge estende-se de
maneira natural a M como o isomorfismo isométrico

#: NHTM) ~—— N5(TM)
dado por: para cadam e M
¥ : AT M) — AV (T, M)
é o isomorfismo dado pelo operador estrela de Hodge que pela proposicio 1.15(c) € uma
isometria. Também temos um operador sobre as formas diferenciais
v QE(M) — QP H(M),

definido pontualmente (xw)(p) = *(w(p)), onde w € Q*(M).

Cada variedade é localmente orientdvel, com exatamente duas escolhas de orientagao

local. Portanto, localmente, uma variedade Riemanniana tem dois operadores estrela, um

para cada escolha de orienta¢io local. Um operador estrela local pode ser extendido a
um operador estrela global se e 86 se M é orientavel.

1.17 PROPOSIGAO: Seja (M, g) uma variedade Riemanniana orientada. Entio

(a) O operador estrela de Hodge e os isomorfismos musicals sio paralelos.
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(b) Para p em M e {e;} uma base ortonormal de T,M tem-se

*V,a=V, o

para todo a em *(M).

PROVA:

(a) Seja €' uma 1-forma paralela a0 longo de uma curva yem M , i =1,2,...,n
tais que {€’|o} seja uma base ortonormal orientada para TioM.

Seja o = W A ... A e®F) | ¢ uma permutagio de {1,2,...,n} como a forma de
volume ao longo de 7 € paralela entdo V(o A *a) = 0, e portanto *a é paralela. Isto é
*, € paralelo ao longo de ~. '

A prova para o isomorfismo musical € similar
{(b) Basta supor que a = fe? A ... A e”®) em Q¥(M) onde f : M — IR é uma

fungdo diferencidvel. Pela regra de Leibnitz e a parte (a) desta proposigio:

*Wea = * [(chf) A"V A L A et 9]
= (sigo)df(e;)e” ™tV A .. A ™
V., * a.

1.18 DEFINIGAO: Seja V a conexdo de Levi-Civita sobre uma variedade Riemanniana
(M, 9)

(a) A Divergéncia de uma fungio, C*°, sobre M & definida como zero.

(b) A Divergéncia de um s-tensor covariante Z sobre M, s > 0, & o (s -1)-tensor
covariante, div Z, sobre M tal queem p € M,

(divZ)y =S €| Ve Z

onde {e;} é uma base ortonormal para T,M. Ou simplesmente para v,...,v,3 € T,M

(din),,(vl, ey Vo) = Z(V,‘.Z)(e,-, Y1y ey Uy
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Nio é dificil verificar que divZ estd bem definida.
Lembre-se que dado um campo vetorial, X, sobre M, X® € Q*(M) e é definida por

X¥Y) =< X,Y >,Y é um campo vetorial sobre M. Usando uma base ortonormal {e;}
para T,M, pelo fato que o isomorfismo musical é paralelo (1.17 (a)), temos

(divX), = Z < V,J-X, €; - Z(V":’X)b(ej)
Zei_l(ve,-x)b = ZCJ'JVBJ-XB

= (divX®),.

O operador div dado em 1.18 sobre o espago dos r-tensores covariantes sobre uma
variedade Riemanniana (M, g) envia o espago )" M das r-formas diferencidveis ao espago
Q-1M, a restricio de div a QM = @i»o)*M é tio importante que merece um sfmbolo
especial.

1.19 DEFINICAO: Defina
ba = —diva para o € QFM.

Se (M,g) é uma variedade Riemanniana compacta e orientdvel, entio a integral
sobre M de uma funcio continua estd bem definida. Em particular, se a, # sio k-formas
diferenciais sobre M, entao a fungio < a, 8 >= g(a, B) = *(a A *3) pode ser integrada
sobre M; isto define um produto interno fy; < a, B > sobre o espago vetorial real (M),
denotado por

(@ B)o= [ (B). (42)

Também, se {e;} & um referencial geodésico ortonormal sobre uma vizinhaga U de um
ponto p € M e & é o referencial geodésico dual de €; entdo por (7), para todo & € Q7(M)

S (1P (Vesa)eos .- 185 rr)()

= Z(—l)"’ Z e'(e;)(Ve.a)(eo,- - - €505 )(p)
= S Y1Pe(E) - (Ve)eor- o5, en)(p)

L,
2
&
“ﬂ‘l
-
—

il
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E pela defini¢do do produto exterior
dafen, .-y e) = T(e A Vuia)eoy ., )0) (43

1.20 PROPOSICAO: Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Entio

(a) ba = (=1)P4H s dx o o € QF(M) onde * é o operador estrela local de Hodge
de uma orientacio local de M. Como conseqiéncia 6% = 0,

(b) Se M é compacta e orientdvel, entdo § : QM) — QF(M) é o adjunto de
d: Q5 YM) — QF(M) com respeito ao produto interno dado em (42).

PROVA:

(a) Fixe p € M e bases ortonormais duas ¢; e e’ para T,M e Ty M. Usando 1.15(b)
e (d), 1.17(b) e (43) tem-se

—(diva), = -} &|Vea
- SR+ 4(T0)
= - JZ(—I)*(“*’&—I)“-* (¢ A¥V.;0]
= (-;)"(k+1)+1 +Y AV, *a
i

= (-1 (xd % a),

(b) Escolha uma orientagio, com elemento de volume Riemanniano w e operador
estrela de Hodge *. Dado o em QF~1(M) e 8 em Q*(M). Por 1.15(a), Teorema de Stokes,
1.16(b) e a parte (a) desta proposigao:

jM(da, B = /M(da, Blw = fM da A %8
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= /M[d(a AxB)+ (—-l)"a Adx ]
= /M(_l)*a/\d*ﬁ
_ /M(_l)kﬂnﬁm)(k-l)a Axsd«p

= fM (o, (—1)"FH04 4y B
= [ (-1yenteasp
= [ fens8)
1.21 DEFINICAO: O OPERADOR LAPLACIANO PARA FORMAS DIFERENCIAIS

sobre uma variedade Riemanniana compacta e orientavel (M, ¢) é o operador diferencial
de segunda ordem

A = d§ + 6d sobre 07(M),

que também denota-se por A®),

Alguns autores se referem a este operador como: OPERADQOR LAPLACIANO DE
HODGE-DE RHAM, também OPERADOR DE LAPLACE-BELTRAMI, ou simples-
mente LAPLACIANQ, em (M, g).

Uma k-forma diferencidvel a sobre M é harménica se Aa = 0.
As seguintes propriedades de 4§ sdo imediatas:

(i) A = (d+ 6)? e A preserva o grau da forma;

(ii) A comuta com d, 6, # e isometrias;

(111) Se M é compacta, entio A é auto-adjunto com respeito ao produto interno
induzido pela integral como em (42):

(Aa: ﬁ)O = {a, Aﬂ)o

ou simplesmente
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J (BB = [ (08

(iv) Para f € C°(M),éf =0, assim Af = §df como em (13). Ou simplesmente,
por 1.19

Af = —divdf = —divdf* = —div(gradf)

o Laplaciano pode-se estender a variedades nao orientadas, mas nio esta no objetivo deste
trabalho, (ver por exemplo [PR] Capitulo 4).
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CAPITULO 2

ESPECTRO DE UMA VARIEDADE
RIEMANNIANA

INTRODUGAO

Neste capitulo apresentam-se alguns resultados basicos sobre o espectro de uma va-
riedade Riemanniana e calcula-se o espectro do toro plano bidimensional, de esferas e dos
espacos projectivos reais e complexos.

Todas as variedades Riemannianas usadas neste capitulo sdo conexas e compactas.

Se (M, g) € uma variedade Riemanniana com OM # # , seja g|opy 2 métrica Rieman-
niana induzida por g sobre M e seja do, a medida Riemanniana sobre M. Denota-se
por 5 o vetor normal exterior unitirio a gM. Lembre-se (ver [WR] pag. 151)

[ (Div XV = [ (X,n)do, 1
para qualquer campo de vetores X sobre M, {X,7) = ¢(X,5). Também

.[M FARY, = jM (Vf, VRV, ~ jw f- g—ﬂdag @)
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para qualquer f,h € C®(M). A férmula (2) chama-se PRIMEIRA FORMULA DE
GREEN. E

- Oh _ 01\ 4,
[ war-sany, = [ (5 -13) ao, ®)

para qualquer f,h € C®(M). A férmula (3) chama-se a SEGUNDA FORMULA DE
GREEN; ver por exemplo [WR] pag. 158.

Em particular, para f,h € C(M) (suporte compacto em M — M)

]M FARY, = /M RAfV,: A & simétrico (4)

fM FAFV, = fM Idfli?V, : A é ndo - negativo (5)

PROBLEMA DE AUTOVALORES SOBRE VARIEDADES
RIEMANNIANAS

Assuma, por enquanto, que a variedade Riemanniana (M, g) é fechada (isto é, com-
pacta, conexa sem bordo). O interesse é o problema de autovalores

Au=Au, u € C®(M) (6)

Multiplicande por u e integrando sobre M tem-se

[MuAu=A/Mu2
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usando a primeira férmula de Green:

/M Idull® = A ./M u!

Introduz-se o quociente de RAYLEIGH - RITZ

R = U2 )

O espago natural para olhar isto é H'(M, g), o completado do espago C®(M) para
a norma |- |l; , dada por

118 = [ (lari? + £2)av;. ®
Temos H(M,g) C L¥(M,g) e a seguir fazemos algumas observagdes importantes.

2.1 OBSERVACOES:

(a) A inclusio HY(M,g) — L*(M,V,) é uma aplicagio compacta; isto é envia con-
juntos limitados de H'(M, g) em conjuntos relativamente compactos em L*(M, g).

Esta afirmagac é uma conseqiiéncia do Teorema de Ascoli (ver por exemplo, Gilbarg

- Trudinger [G-T], § 7.10).

(b) Os elementos em H* (M, g) sdo fungdes em L? tal que (no sentido de distribuicdes)
df também estd em L?. Se usard a linguagem de distribui¢des. Tudo poderé ser feito no
sentido C, usando a densidade de C®(M, g) em H (M, g) e em L*(M, g).

2.2 NOTACOES: Para estudar os pontos criticos de R{u) sobre H!(M,g) denota-se
por:

L= 24V hli= [ 4, wole= [ wy,
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H = H(Mg)lulfi= [ (Idul +u2)V,
(wuh = [ ({du,dv) +uo)V,
E espaco vetorial, denota-se por E* = E — {0}.
2.3 PROPOSIGAO: O infimo inf{R(u) : u € H*} = Ay existe e é atingido no espago
vetorial de dimensao finita Ey de H caracterizado por

u€E by =VYveH, /M(du,dv) = Ay /M uv,

PROVA:

Claramente, R(u) > 0 para todo u € H* e assim Ay existe e é > 0. Por conveniéncia,
seja. Ly = {u €L: ]|u||g = 1} Como

R(au) = R(u)
para todo ¢ € IR* , existe uma seqiiéncia {u,} em H* L, tal que

A < R(uﬂ) < Ag + l/n

Em particular

[ Ntwal Pl < X+ 1/
Assim

J Nduall < 2+ 1/m.
1
2 _ 2, .2 2
el = [l +2) < D+ 41

isto é

||ua)? € Ay +2, paratodo n>1.



A seqgiiéncia {u,} é limitada no espaco de Hilbert, H, portanto existe uma sub-
seqiiéncia fracamente convergente {v,,},u;, — u (Brezis [BS], III. 27 pag. 50).

A seqiiéncia {u;,} é de novo limitada em H, e assim existe uma subseqténcia {uz,}
que é L-convergente (a inclusio H «s L é compacta; indentifica-se um elemento em H
» L I hariind L3 Id
com sua imagem em L), tg, —— v. Como {us,} é uma subseqiéncia de {u;,} também
tem-se

H
top — U

Sejat: H — L afungio inclusio, ela é continua (pelo fato de ser compacta). Tem-se
i’ : L' — H' definida por #{p) = p 0 ¢ € assim, para todo ¢ € L'

() (uza) = P(i(u2n))
isto implica (é{us,) — i'(p)(u)) isto é ug, L 4 (Brezis [BS], prop 1115 pag. 35).

-~ * - - "~ - L »
Como convergéncia forte implica convergéncia fraca tem-se ug, — v € assim u = v.
Finalmente encontra-se uma seqiiéncia {u,} em H N L; tal que

~

R(un) —F AH,
H
Uy — U,

u, Liu= [lujle = 1.

Para todo f € H:

[{un, £)a} < lunllsllfll < (Mg + 1+ 1/2) 1l

e assim

(e, hal < O + 37

Como u € H,
ull2 < (Ax + l)lnuu"l, isto é , R(u) < Ag

o que implica que R(u) = Ag. Seja
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Epg= {0} U{u e H*: R(u) = AH}

Para u € Eg,v € H e t suficientemente pequeno tem-se que u + tv # 0 e assim

R(u 4 tV) 2 AH-

Agora

[+l = [ Ndul® 42 [ (du,do) +42 [ Jaol?

f(u+tv)2 = fu2+2t] uv+t2/ v?
M M M M

e assim fazendo a divisao:

Ru+to) = [ ldu+w)P/ [ (u+to)

Juldu, dv) [y wv

= Am(l+2tf [ 1u2] +0(t))

Da qual precisa-se

]M(d“’d”) = Ag fM uv, paratodov € H

Isto mostra que Ex é um espago vetorial fechado, para || - ||;,. Para u € Ey, segue-se
em particular

hul? = '[M (du, du) + /Mu2=AH /Mu2+ /Mu2

= (Ag + Dllelo
Assim que a bola unitiria em Ey com respeito a || - ||o € limitada com respeito a
i ||; e assim relativamente compacta na topologia induzida pela || - llo, assim que Ey é

de dimensao finita.
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2.4 OBSERVACOES:

(a) A proposicio 2.3 é de fato uma proposi¢io abstrata: nao foi usado o fato que
trabalha-se com fungdes.

(b) Para H C H'(M,g¢) e (M, g) uma variedade Riemanniana fechada, tem-se em
particular

u€Eg & We CW(M),/M(du, dv) = Ay fM uv.
e assim pela primeira formula de Green:
/M u{Av—-Agv) =0

isto é, u é solugdo do problema de autovalores Af = Af,A = Ay, no sentido de distri-
buicses.

Agora introduz-se

LY = {u€L:{u,Eg)o=0}=Ef
HY = {ucH:{(u,Ey)y =0}=Ep

claramente, L) & um subespago fechado de L e H") é um subespaco fechado de H,

HW C LY (para u € Eg, {u,v}1 = (Om + 1){u, v)o).

Também, pode-se aplicar a proposigio 2.3 com H®) e L") em vez de H e L : tem-se
uma Am e um espago de dimensao finita Ep(;y caracterizado por

ue EY & voe HY, jM(du,dv) = Ay fM i

Se v € Ey, tem-se {u,v)g = 0, pois u € Egy(y C LW g assim

/M(du,dv) = Ay fM wv =0

Também,
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u € By & Vo € H, [ (du,dv) = Ay [ uv

claramente, Ay(;) 2 Ag. Se Agqy) = Ay, entdo

ue Eyq & WeH, fM(du,dv) =D jM uv

& YeH, /M(du,dv) =g jMuv
& ue Eg

Logo Eyty € Ep que é impossivel. Isto é Ayeyy > Ap.

Finalmente pode-se provar:

2.5 TEOREMA: Sejam L = L*(M,g) e H € H'(M,g) um subespago fechado com
respeito & topologia induzida por || - ||;, (M, g) uma variedade Riemanniana. Entdo

Existe uma seqiéncia discreta Ay < Az < ... de nimeros reais nao negativos, e uma
seqiéncia Fj, F;, ... de subespagos de dimensao finita de H tais que

(2)

M o= inf{R(u) = jM lidu2/ ]M u?:ue H'
Ey = {0}U{u€ B : R(u) = N}
- {ucH:Yoed, jM(du,dv} =X fM uv}

(b) Ej é ortogonal a By @ E, @... ® Ex_, segundo || - [l e |l - ||o, ainda mais
A = inf{R(u):ue H*, (u, E. P ... P Ei-1)r = 0}

Ek = {O}U{HEH*:(H,E1®...®Ek‘1)1=0}
= {ueH:Wwe H,fM(du,dv) =X /Mu‘v}



(c) A seqliéncia {A,} cresce ao infinito ¢ Ly é a soma de Hilbert dos espagos E,, Ly =
e 1 En ,onde Ly é o fecho de H em L para a || - [|o.

PROVA: Pela proposigio 2.3 e as observagbes dadas em 2.4 resta mostrar (c). Como
{An} é crescente, vai para o infinito ou converge a um niimero finito A tal que A\, < A
para todo n. No dltimo caso, seja {e;} uma base ortonormal segundo || - ||o para

éEs

1==1
entao,

le:ll3 = '/M(Ilﬂft‘ull2 + [lell®) = lldeclic + 1

mas ¢; € E; para algum j, e a parte (b) deste Teorema implica

J et =2 [l = Alells = &

Portanto, ||e;llf = A +1 < A+ 1, isto é, {e;} é limitada pa norma || |{; e assim tem uma
subseqiiéncia convergente, o que é impossivel. Logo A\ < Az < ... / o0,

Para mostrar que

Ly =@E;

i=1

é suficiente mostrar que o fecho E, na norma || - ||, de T E; em H é igual a H. Suponha
que ndo. Isto é, existe u € H* tais que

u€ (X:E;)l
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Dai

(u, E; P ... D Ea-1)1 =0 para todo n.

Pela definigio de A, tem-se R(u) > A, para todo n, portanto

lluli} = Ndulld + flulls = [(R(w) + D]lullg 2 [Aa + 1]]|ul3

o que mostra

An < lull/llulld — 1 para todo n,
que é impossivel.
2.6 COROLARIO: Sob as notagdes do Teorema 2.5., seja H denso em L. Denote por
{Vi}i=1.... & seqiiéncia nio trivial de subespago de H tais que

(a) Vi > 1,3r; € IR tais que

Yue V, W € H, (uav>1 = (ri + 1)(“1”)0

(b) Y. V; é denso em L para || - [lo-

Entao, salvo reordenamento, a {r;, V;} é a seqliéncia {X;, E;} dada no Teorema 2.5.

PROVA: Para u € V; e v € E;, pode-se escrever, usando (a) e o Teorema 2.5

(“'-‘ v)l = (ri + 1)(“:”)0 = ('\i + 1)(“:”)9
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daf {u,v}g =0o0ur; = A,

Pode-se obviamente assumir que os r; sdo todos diferentes, também pelo Teorema
2.5 tem-se {V;, Ej}o =0 0u V; C E;. Epor (b): (V;,E)o=00u V, = E;.

2.7 OBSERVACOES:

(a) Como tem-se visto em 2.2 e 2.4, a proposicio 2.3 e o Teorema 2.5, os resultados
sdo do tipo geral.

(b) Se (M, g) é uma variedade Riemanniana compacta com bordo M, considere:

CASO 1. Tome H = H}(M,g): o fecho de C*(M) em H'(M,g) para a norma || - |-
Aplica-se a observagio 2.4 (b), o Teorema 2.5 ¢ novamente pela primeira férmula de
Green segue-se que qualquer elemento de Ej; € uma solugdo distribucional da equagio

Au = Ayu em M; isto significa que tem-se resolvido o PROBLEMA DE AUTOVALORES
DE DIRICHLET

Au = A em M
u = 0 sobredM

CASO 2, Tome H = H'(M,g) e seja u € E;. Entdo para todo v € C°(M) segue-se,

como no caso 1,

/M(du, dv) = A fM uv

¢ pela férmula de Green

/MuAv-I-/t)Mu-%dag—AkLuv:O

onde n é o vetor unitirio normal ao longo de 9M.

Portanto, para que seja Au = Ayu no sentido de distribuigdes é preciso que

Ou
E]——O em OM,

isto significa que v é solugdo (no sentido fraco) do PROBLEMA DE AUTOVALORES
DE NEUMANN:
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Au em M
B 0 em oM

e,
=
N

Quando (M, g) é uma variedade Riemanniana fechada a escolba natural é H =
H'(M,g) e resolvemos o problema de autovalores Au = Au sobre M.

De fato, a teoria de regularidade para funcdes fracas de equagbes elipticas mostra
que as autofungdes construidas no Teorema 2.5 sao na verdade diferencidveis (ver por
exemplo: Gilbarg / Trudinguer [G-T}, cor. 8.11 pag. 176).

ESPECTRO DE UMA VARIEDADE RIEMANNIANA

Nesta secdo as variedades sio fechadas.

2.8 DEFINICAO: Seja (M, g) uma variedade Riemanniana, para k > 0 chama-se o
k-espectro, denotado por Spec*(M, g), ao conjunto

{)« €ER: existea€ W (M),a#0,e Aa= ,\a},

no caso de k¥ = 0, diz-se, simplesmente, o espectro de (M, g) e é denotado por Spec(M, g).

2.9 NOTA: Seja (M, g) uma variedade Riemanniana

(a) Seja Cg°(M) o espago das fungdes, C*, a valores em ¢, munido do seguinte
produto interior

(5.0 = [ W, (f,heCra)). )

Seja Ag a expressio de A em Cg°(M). Isto é um operador auto-adjunto definido
positivo, Entdo denota-se
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Specs(M,g) = {A €@ : existe f € CF(M) f#0, Aef=Af}  (10)

(b) Os subespagos de ¥(M) formados pelas k-formas préprias relativas a ); também
é denotado por EF(M,g) e quando ndo existir possibilidade de confusio escreve-se sim-
plesmente E;(M,g) e E(M,g) para denotar a soma direta

E(M,g) =) Ei(M,g).

(c) Observe também que E(M, g) dado em (b) é denso em Q*(M) com a Topologia
da Convergéncia Uniforme e separa pontos.

2.10 LEMA: Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e suponha dado para todo i € N
um subespago vetorial V; de C®(M) de maneira que as seguintes condigdes sejam verifi-
cadas

(a) Para todo ¢ € IV, existe ); € R tal que para todo f €V}, Af =A;f

(b) A soma

D Vi

ieN

é densa em C(M) na topologia de L.

Entdo o Spec(M, g) é o conjunto dos ); e, para todo i € IV, V; = E{{M, g).
Observe que este Lema também vale para o operador Laplaciano de Hodge-De Rham.

PROVA: E claro (jogamos fora os V; que se reduzem a {0}) que os ); pertencem ao
Spec(M,g). Reciprocamente seja A € Spec(M, g), entdo, se A € diferente de todos os J;
tem-se Ex(M,g) # {0} ¢ E\(M,g) serd ortogonal a V; para todo ¢, isso é incompativel
com a densidade de
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>V

ieN

logo o Spec(M, g) é o conjunto dos A; dados em (a).

Observe que V; C E;(M,g) e resulta que V; é de dimensio finita. Suponha que
V; # Ei(M,g). Entdo acha-se ¢ € Fi(M,g) ortogonal a V. De outro lado, ¢ serd
ortogonal a todos os V; para j # i. Portanto, serd ortogonal a V; para todo j. Isto
contradiz (b). Logo

Vi= Ei(M:g)°

PRODUTOS

Antes de entrar no assunto, veja que o Laplaciano sobre variedades Riemannianas é
um invariante riernanniano. Mais exatamente, dado o diagrama

@
(M, g) = (N, h)

R

onde ¢ é uma isometria de (M, g) sobre (N, k), entdo
AM(fogp)=ANfop (11)

(11) é um caso particular da seguinte proposicio:

2.11 PROPOSICAO: Sejam (M,g) e (N,}) variedades Riemannianas. Se

p:(M,g9) = (N,h)
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¢ uma submersio Riemannianal com fibras totalmente geodésicas, entdo para toda

funcdo f: N — IR tem-se

AM(fop)=ANfop. (12)

PROVA: O espago tangente num ponto m de (M, ¢) se decompde canonicamente em dois
subespagos ortogonais (T M)Y e (T, M)¥, o segundo se projetando isometricamente via
dp(m) sobre Ty N. Seja, entdo {z;,y;} uma base de T, M, onde {z;} é uma base do
subespago horizontal e {y;} uma base do subespago vertical. As geodésicas correspondente
s3o notadas por ¥, §; respectivamente. Pelo Teorema 1.11 (d)

d?
AM(fop) = —z.':@

fopoé;) (13)

(
=0 =0

(f°p°'rs)-2%

Como p € uma submersio riemanniana a proje¢do de §; é a geodésica gerada pela
projecdo de z;. O primeiro termo do segundo membro de (13) é AN fop e como fopod; =
0p(m) entdo (13) toma a forma

AM(fop)=ANfop.

2.12 NOTA: Um caso particular e importante de 2.11 é o produto (M x N,g x k) de
duas variedades Riemannianas (M, g) e (N, k). Considere o seguinte diagrama

(M x N,g x h)
(M, g) (N, k)

R
(*) Para lembrar a definigBo de submersio Riemanniana, ver por exemplo, [B-G-M] pag 7.
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onde p, ¢ s80 duas submersdes Riemannianas, ¢ ¢ b sdo duas funcdes reais definidas res-
pectivamente sobre M e N. Logo

AM*N[(aop) x (bog)] = (bog) x AM*N(a0p) —2(d(aop), d(bog)) + (acp) x A¥*N (bog).t)

o segundo termo é nulo como produto escalar de duas formas ortogonais. E pela proposigao
2.11 tem-se

AM*Nf(aop)x (bog) =(bog) x AMaop+(aop) x ANbog.

Se a é auto-fungio prépria de AM com auto-valor A € b de AV com auto-valor g,
tem-se

AM*N[(aop) x (bog)] = (A+ p)l(aop) x (boq)] (14)

Isto é, (aop) x (bo ¢) é uma auto-fungio de AM*N associada ao auto-valor (A + p).

Agora, considere em C®°(M x N) o subespago vetorial gerado por todos os produtos
(f o p)(f' 0 g), onde p,q sd0 as projeghes respectivas de M x N sobre M e N, e f €

E(M,g), f' € E(N, h).
MxN |
NG
M N
R

Esse subespaco vetorial sera denotado por

P'E(M,g) P q E(N,h)
(*) Nao é dificil provar que A(f - h) = fAh — 2(df, dh} + hAf.
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e é isomorfo a E(M, g) @ E(N, k).

2.13 PROPOSICAO:
(a) P’E(M,9)® ¢ E(N,h) = E(M x N,g x h).
(b) Spec(M x N,g x h) = {A + p: A € Spec(M, g}, p € Spec(N,h)}.
(€) Se € Spee(M x N,g x h) tem-se
E(MxN,gxh)= 3, pEM,g)DqEN,h)
Afu=n

A€ Spec(M,g)
HESpec(N,h)

PROVA: Em primeiro lugar tem-se a seguinte decomposigdo (ver (2.12))

PEM,0)DTEN,b) =3 W,

onde 5 é a soma de algum valor préprio de (M, ¢} com um valor préprio de (N, k) e

W, = E p“EﬁM,g)@q’E,,(N, h).
A=
E suficiente, para estabelecer a proposicéo, mostrar que

W, C E(M x N,g x k)

equep*E(M,g) D¢ E(N, k) é denso em C®°(M X N) com a topologia da média quadratica
(ver prop. 2.10}.
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Para a primeira afirmagéo, seja f € E\(M,g) e f' € E (N, h), tem-se entdo, por
2.12:

AMN(fop) (o) =(A+p)(fop)-(flog)

isto é, A + u estd no Spec(M X N,g X h) e assim

P*E\(M,g) P q" E.(N,h) C Exyu(M x N,g x k)

Quanto & densidade, por um lado E(M,g) é L,— denso em C®(M) e da mesma
forma E(N,h) é denso em C®(N) e também p*E(M,g) @ ¢"E(N, ) é denso na média
quadratica em p*C*(M) @ ¢*C=(N). E por uma aplicagio imediata do Teorema de
Stone-Weierstrass(ver, por exemplo, Rudin [RN], pag 162) tem-se

7C(M) D g"C(N)

¢ denso em C®(M x N) no sentido da convergéncia uniforme e portanto em média
quadritica. Portanto p*E(M,g) @ ¢ E(N,h) é denso em C®(M x N) na média
quadratica. O que prova a proposigio 2.13.

2.14 PROPOSICAO: Seja (M, ) -~ (M, g) um recobrimento Riemanniano ou sub-
mersdo Riemanniana com fibras totalmente geodésicas. Entdo as fungfes préprias de
(M, g) sdo os quocientes por p das fungdes préprias de (M, §) que sdo constantes sobre as
fibras, '

PROVA: Por um lado, seja f € E\(M, g), entio pela férmula (12) tem-se

AM(fop)=AMfop=2Afop

onde A € Spec{M,g) ¢ fop € Ex(M,§).
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Reciprocamente, seja f € E;\(A"J ,§), constante sobre as fibras e seja f tal que f =
f op, entao

[ € C=(M)
Dai

AMfop=AMf=AMfop

Donde AMf = )f e assim A € Spec(M, g) e f € E;(M, g).

ESPECTRO DO TORO PLANO

Seja T' um reticulado de IR" (isto é, ' = Ze, + ... + Ze, onde {ey,...,e,} é uma
base de JR") e considere o toro plano (Tr,gr) = (IR /T, 9o/T"), onde go é a métrica Rie-

manniana natural de R* , (go)i; = ;.
2.15 LEMA: Seja I'* o conjunto dos z € IR" tais que para todoy € T', (z,y) € Z. Entdo
(a) I'* & um reticulado de R*, chamado RETICULADO DUAL de T’

(b)) (I")=T

PROVA: Seja {e;,...,e,} uma base de T’ e considere os vetores €],...,e% definidos por

(e;-',e_,-) = 5,';' (Vt,J =1 ...,ﬂ)

o sistema {e},...,¢}} existe, & iinico, € forma uma base de R". De fato, é a imagem pelo
isomorfismo musical# da base dual {ey,...,e,}.

Agora pode-se verificar facilmente que os e} formam uma base para I'* e I'* é entao
um reticulado.

Uma base de (T*)* é entdo definido por (e}*,€]) = §;; para §,j = 1,...,n. Isto

somente acontece se ¢f* = ¢;. Entdo (I*)* =T, que mosira o lema.
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Utilizando a nota 2.9 vai-se calcular o espectro de (T, gr) como o espectro do Ag
sobre C°(T"). Por comodidade elimina-se a mengio a .

Para todo z € T'*, defina-se uma fungdo C* sobre K" por

foly) = 760 (i = (—1)1%)

O fato que ¢ € I'* implica que essa fungao passa ao quociente por I' ¢ define entio
uma fungdo f; € C=(T).

Para calcular A f, observe
fx(y) = ez*‘.z"ii‘:’

onde z;,y; 830 as coordenadas em relagio a base I'*, dai

&fs
o

e portanto

Af, =3 4ralf, = dxla]*f,

3=1

Assim, tem-se uma parte de espectro de (I, gr). Esse é o conjunto dos A = 4x|z|?,
com z € I"*. A cada um € associado um espago de autofuncdes E) que sdo geradas pelas
fz com |jz||? = A/4x%. Note que essas f, formam uma base para E;. Em efeito, primeiro
prova-se que as f, sio linearmente independentes. Uma funcio 6 é linearmente indepen-
dente, quando n&o é nula. Suponha que k — 1 fungdes f;; com todos os z; diferentes,
z; € I'* sio, linearmente independentes. Considere entdo a seguinte relagio linear:

k
Eaif#j =0
=t
e para y € IR" pode-se escrever
k-1 _
ZajBQH(zj—#kvﬂ) = qg (15)
=1
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Tomando Laplaciano em (15} tem-se

A1
Y ajiniz; — gyl = g (16)

=1

E aplicando hipSteses de indugdo em (16):

a541r|:c,- “Ikl2 = 0(] = 1,...,k - 1)

Logo ay = ... = ajy = 0. Substituindo em (15) tem-se a; = 0. Isto mostra que f;, séo
linearmente independentes, sempre que os z, sejam diferentes e nao nulos.

Como a dimensio de E) é igual a0 niimero de z € I'* tais que {z|* = A/4%?, observe
que essa dimensao é par se A > (.

Para se dizer que temos todos os autovalores de (T, gr) precisamos da seguinte

2.16 PROPOSICAO:

(a) X € Spec(Tr, gr) & existe z € I'* tal que |22 = A /4x2.
E o nimero de tais z é igual & multiplicidade de A.

(b) Uma base para E\(Tr, gr) é formada pelas fungdes

f: Yy — ezﬂ-(’ﬂ‘)

A multiplicidade de A & par se A > 0.

PROVA: Basta mostrar {a). De fato, de acordo com o Lema 2.10 é suficiente mostrar
que Y, E, é denso em C*°(TT). Isto serd uma aplicagio do Teorema de Stone-Weierstrass.
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Note que para z,y € I,z +y €™ e [, f, = f.;,. Também tem-se imediatamente
que ¥, E, é uma subalgebra de C°(T1). Basta mostrar que essa subalgebra satisfaz as
hipSteses do Teorema de Stone-Weierstrass complexo. Primeiramente 1 = fo estd em
Y5 E) e portanto contém as constantes. Se

f: € ZEX
A

entdo, se § = (—1)'/2

m = cos(2x Z:c,-y,-) —isen(2x Z:cjyj)
= e = ).

Portanto f, € ¥, E.

¥, E) separa pontos. Sejam y, 3’ € R” tais que paratodo z € I'* 270 = (20w,
Entio (z,y — ') € Z para todo z € I'". Dai y — ¢ € . Isto mostra que Jy] =r [¢/].
Pelo Teorema de Stone-Weierstrass complexo (ver, por exemplo, Rudin [RN}, pag. 165)
tem-se {a) desta proposigao.

(b) Consequiiéncia imediata de 2.16(a) e o parigrafo anterior.

2.17 PROPOSIGCAO: Sejam T e IV dois reticulados de R?. Se

Spec(IR?* [T, go/T) = Spec(IR* [T, g0/T")
Entao

(Rzlri 90/11) = (Rglr': 90/1‘,)

PROVA: Para que (RR*/T’, 6o/T) = (IR*/I", go/I”) falta e é suficiente que I = I¥ médulo
uma isometria de (#?, go). Por outro lado I' = I médulo uma isometria equivale, pelo
Lema 2.15, a I* = (I')* médulo uma isometria.

Entio deseja-se mostrar que se Spec(lR? [T, go/T") é conhecido, entdo I'* é conhecido
modulo isometria.
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Como o comprimento do vetor mais curto n&o nulo de I'* é conhecido e tem valor
a = /A1 /27, entdo fixe em R? o vetor (a,0) e identifique-o com o nlimero real a. Como
pode-se achar o outro gerador I'*?

Primeiro observe que se z € I'", 2 néo estd no interior dos circulos de raio g e centro
na para todo n € Z [em caso contririo 2 — na € I e |z — na| < a]. Também pode-se
supor que a ordenada de z € positiva [pois se n3o, usa-se um reflexio sobre o eixo z]. Se
a abcissa de z estd no intervalo [na — a/2,na + af2] para algum inteiro n, entio z — na
estd em I'" e a abcissa de z — na estd em [—a/2,a/2]. Usando uma isometria, pode-se
escolher z com abcissa em[0, a/2], ordenada > 0 e fora do circulo de raio a e centro (0,0).

7%
i,

Pl o= = ==

FIGURA 1

E claro que dois pontos diferentes na regifo sublinhada da Figura 1 determina dois
reticulados diferentes. Isto € existe assim uma bijegio entre essa regido e o conjunto dos
Toros Planos em dimensio dois.

Seja b € I'* tal que |b] > la] = a e de cumprimento minimo na regido sublinhada da
Figura 1.

Descarta-se entio do espectro os nimeros da forma k*); para k € IV, corresponden-
tes a ka,e — ka. Entdo o menor valor préprio restante € 4x?|b*. E ent3o |b] é conhecido.

Para continuar observe (deseja-se determinar b)
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3
{a,b) verifica 0 < {a,b) < !'az—'-

e também temos,

(a,8) = (1ol + 7 = |a - B

Como
2
0< 2aP+ 1 - la—bp) < 12
2 2
entio
—laf < B ~la -8’ <0
Dai

16" < [b - af® < [af* + |8

Eliminando de novo, desse resto do espectro os dois primeiros termos correspondente

a be —b. Vamos mostrar que [b— a| est4 entre os v/A/2x onde ) pertence ao espectro que
resta.

A
b* < oz < laf* + ol

esse X & necessariamente igual a 4x2|b — a[?, de sorte que b~ a|, por ligagio com (s,b) e
b, é conhecido.

Entio para tentar com 08 z € I'* diferentes de ka,k € Z de b e de —b verificando

6] < Iz < laf* + bF7, (17)
ponha z = aa + #b,a,8 € Z, entdo

laa + Bb" = o’|al* + 2af(a, b) + B*bf°

e deve-se exigir por (17) que
alaf* +2aB{a,b) + £[bf" - Ja|* ~ B]* < 0. (18)
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Para # fixo, 0 primeiro membro de (18) é um trindmio de segundo grau em a. Se
provard que (18) jamais é < 0 se seu discriminante A’(B8) < 0. De fato

A'(B) = B*a,b)? — (o (BPb]? — laf? ~ (o)
B [(a, )2 — [a["1b]%] + lal? [la]* + (8]
B* [(a,b)? — laf?[bf?] + 2lal*fof?

ol + 8 | L ~ o]

IA

IA

2
18 falo? — 447 + £1af]
lal’(bf? 2
< Sy [s-3#]
E claro que A'(f) < 0 se 52 > &.
Chame fz ao polinbémio quadritico, em a, do primeiro membro de (18), entdo fg
tem um valor mfnimo (visto como fungio real em a) em a = —B{a,b}/la)* e
fo(=Bla,8)/lal’) = [B*(Ia’Bf* — (a,)") — lal*(lal* + |8]")]/la]*

(1~ L) -  + 1)
0 (pois, B* > 8/3),

v

v

o que contradiz (18).

Suponha f = 0, entdo z é multiplo de a e foram descartado os valores préprios
correspondentes.

Suporha g = 1, e como podemos substituir  por -« limitando-nos a 8 = 1. Entio

laa + b — Ja]* — [b = &?|al® + 2a{a, ) — |af?, (19)
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para a > 1, (19) é > 0 e portanto, por (18), descarta-se a > 1. Para a =1 entéo

la + 5 — Jaf? ~ [b]" = 2{a, )

e para ter (18), {a,b) = 0, e entio tem-se como solugio A = 4x?|a + bj2. Mas note que
neste caso |b+a| = |b~ o] e de sorte que A = 4x?}b - a[*. Como estd-se no caso {a,b) = 0,
a quantidade considerada em (19} fica

|ea + 8 — la|* — b* = @’ja]* — fa[’ > 0

sempre que a < —1. Resta entdo o caso a = —1 aqui fica entdo a solu¢io X = 4x)b-- a]?.

Descartando de agora em diante o caso {a, b} == 0, entdo para a =1 {19) fica

laa + b]* ~ Ja]* ~ J3)* = 2(a,b) > 0

o trindmio do lado esquerdo de (19} (como a € R) tem um minimo para

a= ~(a,b}/|a|= > —1/2

e tal trinomio é > 0 fora do intervalo aberto (—2,1). Dai que a {nica solugio é a = —1
que fornece

A = 4x%jb - af?

Portanto o conhecimento do espectro determina a e b, e assim determina o toro.

ESPECTRO DA GARRAFA DE KLEIN PLANA

Considere a garrafa de Klein plana K{a, ) correspondente ao reticulado I' = Zae; +
Z be,, onde {e, €2} € a base candnica de R*,a > 0,b > 0 e (z,y) também é identificado
com (% + 3, —v). Entdo tem-se imediatamente que
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Ze, | Zes
a b

"=

Sabe-se que o toro, (T, gr), é um recobrimento de duas folhas de K'(a, 8) com valores
proprios {(pela Proposicéo 2.16):

2 2
4x? (.’P_ + %) {(n,me Z)

a2
e as fungles proprias correspondentes

z Comn 2™ B2+ Ty)
mmn

com -':—: + -';;- = f:;,(z,y) € R anq€d.
Por comodidade ponha A = A/4x®. As fungdes proprias de K({a,d) estio entre as
anteriores que s3o invarjantes por

a

(2:9) — (= + 5-9)

E como
Z &mmezﬁ[l}(s-:- 2)-5) _ Z am,ne"meg“-ﬂi”?)
n;;"!' :;‘-'-"S ":;--I-'E;-—-_
5€)a,

assim, as fungbes préprias de K{a,b) devem satisfazer

Z am.nfm,n(:r"! y) = E ("l)mammfm,v-n(z:y)
2igs s

Dai, um cdlculo simples da independéncia linear das fi, ,, nos da
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O = ("" 1)mam.-u (m)

As fungdes préprias de K{a,b) sio entho

am,n(fm.n + (_l)mfm,-n) + Z am.O(l + (—l)m)fmp (21)

2,
3;:53.: mr=X
Agora

Frnnl@s®) + () enlm) = { 2 in Sy ™ PO
malZ, Y m,~n %, ¥ 2;'32"%{33112&!,1?1 impar

0y
b

fm.ﬂ(zs y) = e?ﬁ“}lcos

Finalmente E(K({a,b)) é gerado pelas fungdes

" " cos®, m par, n >0
e " sen®, m fmpar, n #£0

e verifica-se facilmente que as fungSes formam uma base para E(K{(a,b)).

De fato, quando X escreve-se como n? [, ele admite uma funcio prépria, cos? e
além dissc as funcbes proprias

f ”,
Ixim'zfa ny 2Pz fa ny

€ cosT, €, £ Sen b

(22)

classificam-se por pares de fungdes distintas por mudangas de m’ em —m’ aquelas de
primeiro tipo em (22) e de m” em —m”,n” em ~n” aquelas do segundo tipo. Se A nao
pode ser escrito na forma n?/b?, as fungdes préprias se classificam por pares de fungbes
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distintas, entfo A é de multiplicidade par.

A discussio anterior fornece o seguinte resultado

2.18 PROPOSICAO:

] 2
Spece{K(a,b)} = {412(% + %) inym€Zn#D se mé impar}

Os valores préprios que se podem escrever como 4x?n?/b? sao de multiplicidade im-
par, os outros sdo de multiplicidade par.

2.19 COROLARIO: Sejam (Tr,gr) e K(a,b) um toro plano e uma garrafa de Klein
plana.

Entio

Spec(Tr, gr) # Spec(K{a, b)).

PROVA: Todos os valores préprios > 0 de (T, gr) sio de multiplicidade par mas K(a,b)
admite uma infinidade de valores préprios > 0 de multiplicidade impar.

ESPECTRO DA ESFERA

Considere ("1, gy} onde go € a métrica Riemanniana usual de R*, isto é (go)i; = ;-
Também denote por g a métrica Riemanniana que essa métrica induz sobre §°. Sabe-se
que

(Am+1f)ls-= Asn(flsn) - %:_g s-_ngri

5
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Em particular, seja H um polinémio homogéneo de grau k > 0. Entio H = r*H

. 5»
e entao

OH _ b ‘Hl T k- 1y ’HI
Sn
Dai

AS"(H|S_) = (AF™ H)L.*k(“ +k- 1)HL_

e se H & harmdnico sobre B"t! tem-se

AS"(HIS.) = k(n + &~ 1)H|S_

Seja Hi o espago vetorial dos polinémios homogéneos de grau k harmonicos sobre
R, A restrigio a S™ é um isomorfismo de Hj, sobre um subespago H; de C=(S"). $*

admite por valor préprio k{n + k — 1) para todo k> 0, ¢ H; est4 contido no subespago
proprio associado.

2.20 PROPOSIGAO: O espectro de {S”,go) & o conjunto Xy = k(n+k—1),k>0eo0
subespago associado a Ag é H;.
Antes de demonstrar essa proposigao, introduz-se o espago Py de todos os polinémios

homogéneos de grau k sobre R**'. Se f € C=(IR™") denote por f a restricio de f a
5", @, P tem uma estrutura euclidiana: para todo p,q € B, Py,

(P,9)=/iji

integramos na medida canonica de (5™, go)-

Para mostrar a proposigao 2.20 precisamos do seguinte lema:



2.21 LEMA;: Paratodo k>0

Pu = Ha@Pr'Ha .@D...Pr*H,
Pﬂ“l-l = sz.{.] @ f’Hgk_l @- .. @r”‘?ﬁ

e os subespagos dessa decomposi¢éo s3o dois a dois orlonormais.

PROVA: Primeiro veja que a proposigio 2.20 é consequéncia deste Lema. De fato, pelo
Teorema de Stone-Weierstras, @»{Pk ¢ denso em C*°(S") segundo a convergenma uni-
forme e de graga em média quadratica. Por outro lado, para todo k , P, é soma de H,
para certos £ < k. Entdo a soma dos Hy, £ > 0 é igual a @po P e portanto denso em
C>(S") em média quadritica e 2.20 segue pelo Lema 2.10.

Agora prova-se o Lema 2.21 por indugdo. Observe que ele é verdadeiro para P, e
Py, com Py = Mo é formado pelas constantes, e P; = M, sdo as fungdes lineares. E
entdo suficiente mostrar que se k > 2, a decomposi¢ao Py = H @r*Pi_3, implica a
decomposicao

PH-: = HH2 @ rﬁpk

Em primeiro lugar, observe diretamente que Hiyg + r*Py C Piyy € tal soma é direta.
Para mostrar a ortogonalidade, basta provar que Hy,2 e Py sio ortogonais em C=(5).
Mas Hi42 esta contido em um subespago préprio de (5™, g0) relativo ao valor préprio
(k+2)(n + £+ 1). Entretanto, pela hipStese de recorréncia, Py est contido na soma dos
subespagos préprios associados a valores préprios distintos de {k + 2)(n + £ + 1). Como
os subespagos prépros sao dois a dois ortogonais, ??Hg, e, P; sio ortogonais.

* Como os subespagos préprios s3o dois a dois ortogonais, 'RH.; e P, sio ortogonais.
Para estabelecer o Lema € suficiente mostrar que se P é um elemento de Py ; ortogo-
nal a Py entdo P ¢ harmdnico, isto € AP = 0. Agora AP esti em Py entio pela, hipitese

de recorréncia ele é nulo se € 86 se ele é ortogonal a todos os r*¥*H;_y, com 0 < 2L < k, se
e 30 se AP & ortogonal a todo Hy_y.

Nos cilculos que se seguem, adota-se a notagio seguinte: para toda funcéo f definida
em "1, Af é o Laplaciano de f no sentido de (R™, gp), e Af é o Laplaciano de f no
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sentido de (57, go).
Para todo P € Piyz ¢ H € Hi_a temos
APH=AP.H-2(dP,dif)+ P AR.
Donde
0= /S’.APﬂz jS_AP-H-2js_(dP,dH) +/s‘P-AH
e portanto AH = (k — 20)(n + k — 2£ — 1) H, entio o terceiro termo vale
k-  — 2 — PH =
(k= 2)(n + ki — 2¢ l)js_PH 0
j4 que P & ortogonal a P;. Resta entdo

jsn AP-H 2 fSa(dP, di)

Como
—~ 9P BP
AP = AP+ — —_—
~+a,a+nar )
= AP+ (k+2)(n+k+1)P
resulta
fS‘AP-H=js_&P-H+(k+2)(n+k+1)/S‘PH=fsuAP-H
Entio

E\.
B
v
]
Il

2 [ (aP,dfT) = 2(dP,dfl)o =2(P,AH)
ok —280)(n+k—20-1){P,H}=0

Portanto AP é ortogonal a P;. Isto é AP = 0 0 que mostra o Lema 2.21 e portanto
a proposicio 2.20
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2.22 COROLARIO: A multiplicidade de )y = k(n + k — 1} no Spec(S™, go) € igual a
ntk) (n+k-1
k k-1

PROVA: Pelo Lema 2.21 dimmH;, = dimP;, — dimPy; e fazendo uma demonstragdo por
indugio sobre n prova-se que
dimP, = ( ntk )

k

e portanto
: _[n+k nt+k-1
dzm‘H;—( k )—( E—1 ).
ESPECTRO DOS ESPACOS PROJETIVOS REAIS

Considere o recobrimento ($%,g) — (RP",go). Pela proposigao 2.14 as fungdes
préprias de (JRP", go) sdo induzidas pelas fungdes proprias de (S™, g} invariantes por
simetria com respeito & origem de ™!, Estas tltimas sdo induzida na esfera pelos po-
linémios harmdnicos invariantes por essa simetria, isto é, pelos polindmios harménicos de
grau par.

Designa-se por My o espago das fungSes induzidas sobre (JRP™, g,) pelas fungdes de
Hax. Obtemos a seguinte proposigio:

2.28 PROPOSIGAO: O espectro de (IRP", go) ¢ 0 conjunto dos Ax = 2k(n+2k+1),k >
0, o subespago préprio associado a A é Mar e a multiplicidade de X é

n+2k _ n+2k-2
2k 2k —2 )



ESPECTROS DOS ESPACOS PROJETIVOS COMPLEXOS

Deseja-se procurar o espectro de (TP™,gg) usando a fibragio por §' de S,
($+, g5) ~ @ P",90), S*t! mergulhada em ™! = R*™*2, Procuramos as fungbes
préprias em C=(@P"). Elas sdo as fun¢Bes préprias complexas de (S¥+! g,) que séo
invariantes pelo grupo de nldimeros complexos de médulo 1 operando multiplicativamente
sobre §™*1, As funcBes proprias complexas de (§?*11, g,) sio induzidas pelos polindmios
complexos de R?*2. Portanto um polindmio complexo em z € R escreve-se de maneira
tinica como um polindmio do mesmo grau em z € z,z € ¢**'. Ponha

B _1(8 ,0) 8 1(d .0
625“-2 6:,- 3yj ,335_2 c%,- 3y_,-

e dai, pode-se verificar

o 8
A = —4 g ‘a—" . 5'__;;.
e se P é um polindmio harmoénico tem-se
nl gp
={.
j=1 02,07;

Considere um polindémio bihomogéneo de grau k em z e grau £ em 7 e procuramos
uma condicio para que ele seja invariante por z — €z para todo a em R. Isto é

Py 4(*=, ef;z) = Piy(ez,e73)
= ()" (™) Pue(z,2)
= &9, (2, 7).

A condicao é entdo k=4,
Designe por Py (resp.Hy) o espago vetorial dos polinmios bihomogéneos de grau
k em z e Z (resp. o espago dos polindémios que sado harmdnicos) e por Py J,,‘Hk i SUa8 res-
pectiva restrigio sobre @ P deduzidos por restrigio a §%"*+! passando depois ao quociente.
Tem-se Pax = Hax @ r* Py donde tomando a interseccdo com Pia,

Pep = M Dr*Piipa
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73## = 'ﬁu @f’k-u-i

e resulta que

@ ki = @ﬁu

Entio é suficiente ver que @ Py é denso em C(@P) para provar que os H,  sio
os subespagos préprios de (T P®, gy). E para isso é suficiente mostrar, pelo Teorema de
Stone-Welerstrass e 2.10 que

DPus

separa pontos de §P™.

Ento, seja (ap,...,a,) um ponto de $***! sobre os quais o valor de P é conhecido
para todo P € @, Piy. Primeiro temos que a;G; € conhecido para todo 7, onde |g;|* =
P:. Um dos p; é ndo nulo, por exemplo po. Ponha @y = pye’™, onde 8o & escolhido
arbitrariamente. Se a; = p;e' entfio se conhece a;d; = p;pee™®i~%). Se p; = 0 entdo
a; = 0. Se p; #0 tem-se

a;ay
Do

médulo €. Finalmente, conhece-se (ag,. . ., a,) médulo €. Entio conhece-se a projecio
de (ag, . ..,a,) sobre @ P, e @, Py separa pontos de T P°.

GJ'=

A dimensio de H; goude My é

3 2 3
dimPyp—dimPy_1 41 = ( ntk ) _( ntk-1 ) = n(n+2k) (n(n+1)...(n+k—1))

k k-1 k

Resumindo, temos a

2.24 PROPOSICAO: O espectro de (@P", go) € o conjunto dos Ay = 4k(n + k), k > 0
e 0 subespago préprio associado 2 A, é Hxa e a multiplicidade de A, &

n(n+1)...(n+k-1))’
. .

oo +28)



CAPITULO 3

SOLUCAO FUNDAMENTAL DA E%UA AO DO
CALOR EM VARIEDADES RIEMANNIANAS

INTRODUCAO

Neste capitulo todas as variedades sfo conexas e compactas.

Pretende-se desenvolver a solugio fundamental da equagio do calor sobre variedades
Riemannianas e algumas consequéncias, por exemplo, a existéncia da fung¢io de particio
associada a uma variedade Riemanniana  Provaremos que, conhecida a funcio de partigao
de uma variedade Riemanniana (M,g), entdo é possivel conhecer SPECY) M, ¢} para
todo p. Todas as variedades s3o compactas e conexas.

O operador do calor sobre uma variedade Riemanniana (M, g) tem a forma

b
L—-A-I-'ét- (1)

sobre o espago das fungBes continuas em M x R3, de classe C? na primeira varidvel e C*
na segunda.

3.1 DEFINICAO: Chama-se SOLUCAQ FUNDAMENTAL DA EQUACAO DO CA-
LOR (SFEC) a uma fungio K sobre M x M x R}, satisfazendo as seguintes trés propri-
edades:



(a) K é C° nas trés varidveis, C? na segunda, e C? na terceira.
(b) L;K =0, onde Ly = Az + §,4; é o Laplaciano sobre a segunda variével.
{c) im0, K(2,,t) = §;, a medida de Dirac em 2.

A propriedade 3.1 {c) significa que para qualquer h em C®(M), vale

dm | K(z,y,0)k()dV,(y) = h(z).

Para (&R", go) uma SFEC é

K(z,3,t) = (dxt) /2"l (2)

onde r = d(z,y), (Ver por exemplo, Iério e Iério [I-1], pdg. 186).
No caso de variedades Riemannianas {conexas e compactas), a fun¢io dada em (2)

ndo é uma SFEC. No entanto demonsira-se que existe uma tnica SFEC que quando
t — 0, tem um desenvolvimento assintético da seguinte forma:

Kt:ﬁ}(‘iﬂ)""he"a/“(po +utt...+ ﬂkt} +..) 3)

onde os g € C°(M x M) s3o invariantes Riemannianos.

Agora, seja {g;} um sistema ortonormal de C™(M) formado por fungdes proprias
do A, e tome, analogamente ao caso euclidiano

K(z,3,1) = Y e ei(z)oily) ()

Supondo que a convergéncia da série é uniforme, temos

MK = Y e Mpi(z)Apidy)

= 2 Xe ¥oi(z)pily)
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gx = T-xeMal)ely)

Logo L; K = (A3 4+ 8/0t)K = 0. Agora seja ¢ uma fun¢do de C°(M). Entfo

Il

[ KG@y0aVl) = Tealz) [ eips)Viy)
= T M@
Quando ¢t — 0, tem-se

fMK(x,y,t)t,b(y)V,(y) pna Z(%‘, Ylopi(z) = ¥(z)

Portanto, sob a hipdtese da existéncia de derivagio, integracdo e passagem ao limite termo
a termo, K serd uma SFEC. Mais adiante mostramos que tudo isto pode ser feito.

UNICIDADE DA SFEC

3.2 PROPOSICAO: Se existe uma SFEC para (M, g), seja ela K{z,y,1), entdo a série

S e Mg (z)oily) (%)

é convergente sobre M x M x R com soma K(z,y,1).

PROVA: Considere a decomposigio de K(z,-,t) segundo os p; para z e { fixos:
Kz, t) = }_ fi(z.)pi (6)
como K & C? na 22 varisvel, a convergéncia ¢ uniforme em y onde
f(z8) = (K.pdo = [ K@ uem)Vels)

K(z,y,t) é de classe C? em ¢, e M é compacta; fi(z,t) € diferencidvel em t e pode-se
derivar sob o sinal de integragio

Ui [ Kt v = BX o = (0K 0
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(AzK, pido = (K, Apido = MlK, pi)o = Mifi
Portanto

8fi 4
" Afi.

Resulia entao

filz,t) = k(z)e ™. (M)

k;(z) determina-se fazendo t — 0, : fi(z,t) — wi(x) por 3.1{c) , € por (7} ki(z) = vi(z).
Substituindo-se este valor em (7) e logo em (6) obtemos:

K(z,1,t) =} e Mpi(z)eily)

em média quadritica, para T e t fixos. Entdo existe uma seqiéncia {i; }1=0,4,... tal que

_'X; e oi(z)pily)

converge simplesmente para K(z,y,t) para todo z e ¢, e para quase todo y {Ver por
exemplo, Folland [FD), pag. 60).

Por outro lado, usando a identidade de Parseval

(K(2,,8/2), K, /2o = 3o e pi(z)e 1/ Dpy(y)

= Y e Moz)pi(y)

]

Entdo a série 5 e~ *p;(z)yi(y) converge simplesmente sobre M x M x IR} e seu
limite é continuo.

Portanto 3; e~ **p;(z)p;(y) converge simplesmente sobre M x M x IR}, , e seu limite
é K{z,y,1), o que estabelece a proposigio 3.3.
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EXISTENCIA DA SFEC

Seja € > 0 (fixo) tal que para todo £ € M, a bola de centro z e raio € > 0 seja uma
vizinhaga normal convexa de z (Ver por exemplo, Do Carmo [DC], pag. 75-77).

Ponha
U,={(z,y) e M x M :d(z,y) < ¢}

entio a fungio e /4 com r = d(z,y) é C*™ sobre U,.
Considere a fungao C* sobre U; x R definida por

S = (4nt)™ e MMy 4 upt + ... + ugtt) (8)
onde ug, Uy, ..., u; 630 fungdes C* em U,k > 0.

Calcule L, S, para isso ponha G = (4xt) ™2e~""/4  entio

aS n 1 -
5= G[(—5+m)(ﬂo+u1t+...+ugt")+u1+...+kt" ‘uk]. (9)

Por outro lado

AQS = (AQG)(UO + ult +...+ ‘Uktk) - 2<d2G, dgﬂo +... 4 tkdg‘Uk) + G(Agﬂo +...4+ tkAztlk) ’
(10)

ese & = 00/0r:

&G dG (¢ n-1 n rl ry\ &
A=G=—§;-'a*-:f;('5+ ” )“(EE"Z&?)G‘L(E)FG' (i)

Deve-se entender que se G é uma fungao de z e y a notagio 9G/9r designa a derivada
radial de G com respeito a y , onde z estd fixo.

dG {8y Ou
(dgG,dﬂuﬂ"'.-.'lhtbdguk) = "E’.—(Egi'..-l-tj“za'r—k) (12)
- —%(%+...+#%§)G.
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Finalmente, de (9), (10), (11) e (12) obtemos

LS =(A + %)S: G[ul +2ug +... 4 kt* iy, 4 “;—t%(ﬂo+ﬂlt+---+"ktk)+
du
r (%-}-...-[—tk—af-) +A2u'0+--«+tiAgUk]- (13)

i

Essa expressio é de ordem /271, Desejamos determinar os u's de tal maneira que

LS = (41,)-—n/?tk-nﬂe—rﬁjﬁAzuk. (14)

Primeiro observe que os coeficientes de ¢77/271 | ¢5-1/2-1 g3

Suy r@ Suy (r9’ Sy, (rﬂ’

r—é-r*- + Eauo,faﬂ + ) + 1) up + Aguy, ... :7"5: 29 + k) e + Agup

Agora, determinamos os u}s de tal maneira que todos os coeficientes sejam nulos, A
determinacao faz-se por recorréncia. A primeira equagio escreve-se como

10u, 1¢

o Or 20
Donde g = k8~%/? com k uma fungio arbitriria de coordenadas angulares de centro z.
{Veremos que mais adiante a constante k serd tomada igual a 1}.

Note que g é C*® sobre U,. Suponha que foram obtidos uy,. .., u;_1, satisfazendo as
i primeiras equagdes e que 830 C®. Ent3o deve-se determinar u; na (i +1)-ésima equagio

du; (16 i\ 1
5 1 (5_0— + ;) U = —;Aaﬂi-l (15)
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Observe que a solugio da equagBo sem segundo membro, isto &,

Ou; 1¢ i _
E’*(Eo*?)“'““

¢é de forma u; = kr~'8"V/3 onde k & uma funcio arbitrdria de pardmetros angulares.
Usando o método de vanacio da constante, acha-se um u; da forma kr'6-1/? onde k
depende de r. Dai

= —0"2Apu; 'Y,

PR

donde

k=a-— f slszgﬂi_lsiﬂldS.
Y

Entende-se que as integrais de /2 e Aju;.; sio tomadas em {z,z,), onde z, é o ponto
da tUnica geodésica que une z a z’, estando a um comprimento s de z.

Veja que u;(z,z) esta definida e faz com que k — 0 quando  — z. Entdo a = 0.

Finalmente,

u;(z,2) = —-r""ﬂ_l/zj:6““(2,z,)Agug_l(:c,z,)si'lds. (16)
Para acabar a recorréncia, € sufuciente mostrar que u; € de classe C*. Ponha na integral
s = 7r. E observe que z, = ezp,(7exp;1(2"). Dai

1 .
wla,e) = 0/ (2,2") [ /32, cop(reepy (@) Amile, copslreass (2)))rdr.

A fun¢io u; € de classe O™, pois as aplicagdes 8, Aqu;_1, ezp,exp?, 580 C™. Assim
(16) é solucao de (15) e (14) fica bem determinado.

Designe por S; a funcio (4xt)=™2e™""/4(uy + tuy + ... + t*u,) onde ug, uy, ..., u;
foram determinados acima.
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Essa fungio, Sy, nio estd definida fora de U, (bola normal de centro z e raio ¢).
Seja agora  uma fungdo C™, a valores em {0, 1}, igual a 1 sobre U,;, € igual a zero sobre
M x M — U,3. Ponha H; = 35.

8.3 DEFINICAO: Chama-se PARAMETRIX para o operador do calor I a toda fungio
H satisfazendo as trés propriedades seguintes:

P.1 HeC=(MxMx R})

P.2 L, H prolonga-se a uma fungio de C%(M x M x R,)

P.3 limy .0, H(z,-,t) = 8, para todo z € M.

3.4 LEMA: H; é uma parametrix para o operador do calor L se k > nf2. Além disso,
Ly H, prolonga-se a uma funcio de C{(M x M x R,) para k > £ +£. Também, se N
¢ um espago topologico, e f uma fungio continua sobre N x M, a convergencia quando

t—*0+de

/M Hi(z,0,1)f{p, )V, (q)

a f(p,z) é uniforme sobre os compactos de N x M.

PROVA:
P.1. E evidente pois 0 ¢ I3,
P.2. Tem-se L, Hy = ﬂ(LgSg) + (Agf))Sk - 2(&'21}, ngk)

(a) Sobre (M x M ~Ugs;) x R, Ly Hy, = 0. Pode-se prolongar por zero.
(b) Sobre Ugsy x R, temos (Ver (14))

Lng — (41’)_nf2tk_“,2€r2!“A2Uk

As derivadas de ordem 0,1,2,...,¢ dessa funcdo tém uma singularidade sobre
Uess x {0} em /-, Dai para k > 2 + £ pode-se prolongar L,H; a uma fungio
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continua sobre Uy X Ry, que toma o valor zero sobre Uy, x {0}. Verifica-se que séo
diferenciiveis as fungdes assim obtidas, salvo talvez aquelas que provém das derivadas de
ordem {, sobre U,z x {0} e ali tém todas suas derivadas nulas. Entio L;H; restrita a
U,s¢ x B prolonga-se a uma fungéo de CY{(Uyyq x Ry ).
(¢) Sobre (U, — U.) x R,,com0<e <efd, temse
LyH, = (4xt) e My, com pp € C°(U, - Us) x Ry,

usando o fato que se r & major que &', e~ /% impde limite zero a toda fungio dependendo
de t; tem-se pelo mesmo argumento que em {b), Ly Hj restrito a (U, ~U,+) x R}, prolonga-
se a uma fungao de C/((U, —Up) x Ry} se k> nf2 + L.

De (a), {b) e (c), Lz H), prolonga-se a uma fungao de C/(M x M x R,) que toma o
valor zero sobre M x M x {0}.

P.3. Agora, mostra-se que para todo f € CYN x M), tem-se

Hm fu(‘*rt)‘“’ 2p(z,q)e " M (ug(z,q) + ... + t“u.k(z, ) f(p, )V, () = f(p,2)

localmente uniforme sobre N x M. Esse limite é igual também a

k
xlme [ xt) "z, Q) w2, ) (p, )Vi(a)

Seja B(z,p) a bola de centro z e raio p > 0,7 > p. Tem-se

fl—i-gi jM(4ﬂ't)_”ﬁ’?(zsQ)e_r’l““i(z’ g}/ (p, NAGES

t!_igzlr ./B Er,")(Jl'art)"“" 21;(3:,q)e"” *u;(z,¢)f(p. 9)Vi(q)

j4 que a integral sobre M — B(z, p) tende uniformemente a zero por causa de e="/4,r > p.
E assim a convergéncia dessa integral vai para zero, uniformemente sobre os compactos

de N x M.
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Seja B(0, p) a bola de centro na origem ¢ raio p em T, M. Entéo a tltima integral é
igual a

. —nf2 -4t =
i [ (P e, cape) (5 capes) )y =

. —nf2,—r3 [t F D
Jim [ (4xt) e ti(z, ezp.y) f(p, exp:y)0(z, y)dy

onde o sinal ~ aplicado a uma fungio sobre B(0, p) designa que essa fungao prolonga-se
para zero fora de B(0, p). O limite é entao

(2, expe(0)) f(p, e2p:(0))8(z,0) = ui(z,)f(p, z)

e é localmente uniforme sobre N x M.
Como sabemos que ug = k§~1/2, & necessdrio que k = 1 para que

im /M(‘*ﬁ)"" Yy(z, q)e™" MH(uo(z,0) +. .. + tun(z, )} (p, 9}V, (9)

= ug(:c, x)f(Pa z) + Z({J)u;(z, I)f(P, 3) = f(ps I)'

i=1

Localmente uniforme sobre N x M. Isso estabelece 0 Lema 3.4.

3.5 OBSERVACAO: Verifica-se facilmente que o resultado demonstrado no niimero
P.3. aplica-se também & funcio Hi(0,z,¢).

3.6 DEFINICAO: Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana, A, B € C®(M x M x R,).
Definimos a convolugdo de A e B por

A+ B(z,p, 1) = f.: [ fM Alz,4,0)Blg,p,t ~ a)V,(q)] do (17)

E imediato que a fungio obtida pertence entio a C°(M x M x R, ). Observe que o
produto * € associativo. Também ponha

A =AxAx_ . .+ A(X vezes)
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8.7 LEMA: Se K, = L:H; , & fungdo Qi = 132, (1)K} existe para k > n/2 e esta
em CYM x M x R,) para k > nf2 +{. Além disso, tem-se um majorante da forma
|Qa] < Ct*-"/? puma vizinhanga de t = 0 e para alguma constante C > 0.

PROVA: Pela parte P.2(b) da demonstragio do Lema 3.4 tem-se | L H;| < At*"/? onde
A é alguma constante, para 0 <t < T, T fixo. Tem-se entdo

|LH,| < AT*"* = B, (18)

Mostra-se entdo por recorréncia que

A- BA—IVJL—Itk—n/Qi'A-—l
(k—n/2+1)...(k~n/2+2-1) (19)

(K <

onde V = vol(M, g). De fato, para A =1

K3 = |Ko) = |LHy) < At
que é exatamente (19). Suponha que (19) vale para A — 1 entdo

KA < [ ][, oK - o) @
. RA-2yA-2gk—n/243-2
f / A-B*WY B v,| a8
o |[IM(k—n/2+1)...(k—nf2+1-2)
A- BV f' gh-nl3+r-2gg
0

(k—n/2+1)...(k—n/2+A—2)
A- Bkulvl—ltk—n/2+A-1

(k—nj2+1).. (k=—nj2+r—1)

IA

A série majorante é do tipo exponencial e portanto convergente. Dai segue que a
série

Qu= Yo (1)K
=1
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é uniformemente convergente sobre M x M x [0,7] e seu limite est entdo em CO(M x
M x R.). Por outro lado, ponha

- A- BAlyA-17a-1
C_g(k—n/2+l)...(k—-n/2+,\_.1)'

Logo Qx| < C#*™? como queriamos.

De maneira aniloga tem-se os majorante para |DSK}*| onde § é um multi-indice de
derivagio de ordem < £ com k > n/2 + £, Dai deduz-se que as séries

E(_I)J\—I DSK:'\
A=1
convergem uniformente para os DQy.
8.8 LEMA: Paratodo P € C%M x M x R,) , 2 funcio P * H, definida pela férmula

(17) exaste e estd em CM x M x IR}) para k > n/2+ L. Ela é de classe C* na segunda
varidvel para k > nf2 4 £. Também, sobre M x M x ],

LQ(P*H*)=P+P*Hk (k>ﬂ/2+2).

PROVA: Tem-se

PrEap )= [ [ Ple,a8)Huant-0V,(] &

Ponha

olapt,6) = [ Pla,a,0)Bulapit - OVi(o) (20)

A fungio ¢(z,p,t,0) estd definida sobre [0,1]. Para saber se ela € integrével sobre
[0,1], estuda-se o comportamento quando # — {. Melbor, mostramos que ¢, definida e
continua sobre {(z,p,1,0) € M xM x R, x R, [6 < t}, estende-se a uma fun¢ao continua
sobre {(z,p,t,8) € M x M x Ry x R, : 8 < 1} e tem-se ¢(z,p,1,1) = P(z,p,1). O pro-
blema de continuidade estd em & = = t;.
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Suponha que t,8 ficam no bordo de [0,T). Ponha 7 = ¢ — . Pretende-se demonstrar
a continuidade para 7 = 0,8 = 0, da funcio ¢(m,p,8, 7). Para ver isso aplique 0 Lema
3.4 com N = M x [0,T]. Da continuidade de ¢ tem-se entdo que a fungio P » Hy estd
definida sobre M x M x R e ¢ continua.

A classe C* na segunda variavel para k > n/2 + £ estabelece-se por procedimento
analogo, dai mostra-se que para todo indice de derivagao s de ordem < £ a fungho

#(@,p,4,0) = [ P(e,0,0)D3Hi(g, .t~ O)V,(0)
estende-se a uma fungdo continua sobre {{z,p,{,0) e M x M x R, x R, : 6 < t}.
Finalmente, temos
'
8a(Peti) = 8af [ Pla,q.00Hilapt -0, ()] do

- /ﬂ' [ /M P(z,q,ﬂ)Ang(q,p,t—9)V,(q)] do
= PxAH,

e também
8H, :
2 (P4 B)(z 0 ) = olz 1) + P+ Tt (a,p,1)
ot ot
Portanto
Lg(P*Hk) =P+P*Hk
3.9 TEOREMA:

K =H,— Qs+ Hy éumaSFECse k> %+2.
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PROVA:

(a) E claro que K satisfaz 3.1(a), pois H; e Q, + H, satisfazem 3.1(a).

(b) Pelo Lema 3.8 tem-se;

LK = Ly(Hy — Qi Hi) = Ki = (Qi + Qi % Ki)
e pela definigio de Q,

ol

LQK =Kk—2(—1)A+1K:A—Qk*Kk =Qk*Kk“Qk*Kk =0

A=1

(¢) Para f € C°(M)

[ Ema@V(a) = [, Helm, . 05(@Vila) - [ (@ur Hi)lm,0.0/(@)V;(0)

Pelo Lema 3.4 o primeiro somando do lado direito tende a f(gq) quando ¢ tende a

zero. O segundo termo desse mesmo lado tende a zero, pois pelo Lema 3.7 para todo ¢
em uma vizinhanga de zero.

@

tk—n/3 .

= R
estd limitado. Entdo

[ Qe+ Hilm, 0, 0(9Val) = #72 [ (Rax H)(m, 4,0/ (0)Val(9)

que tende a zero quando ¢ val para zero. Isto mostra o Teorema 3.9.

3.16 COROLARIO: Tem-se o seguinte desenvolvimento assintético

K(z,2,8),7, (47t) " (uo(z, 2) + tus(z, 2) + ... + tFuy(z,2) 4+ ...)

PROVA: Pelo Teorema de Unicidade da SFEC (ver 3.2) H; — @4 * H define a mesma
funcéo K para todo k. Por outro lado, como |@Qy] € Ct*+1-7/2 entio

(4x)"}(Qy41 * Hen) = oft**?)
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Também
rt) P Hy(z,2) = olz,2) + tun(z, ) + ... + tu(z,2)

Portanto

(4x)"2K (2, 2) = ug(z, z) + tuy(z, 2} + ... + tFu{z,2) + oft**1).

o que mostra o Corolério.

FUNCAO DE PARTICAO

Um conceito itil em Geometria Espectral é o conceito de fun¢io de partigio asso-
ciada a uma variedade Riemanniana. Como veremos mais adiante o espectro de uma
variedade Riemanniana fica determinado quando se conhece sua fungio de partigio.

3.11 DEFINICAO: (FUNGAO PARTICAO). Seja (M, g) uma variedade Riemanniana,
compacta ¢ conexa. Chama-se fungdo de partigio de (M,g), notada por Z(M,g,t) ou
Z(t) & fungdo definida para todo ¢ > 0 por

Z(M,g,t) =Y me
i—o

onde ); € Spec*(M,g) m; é sua multiplicidade, e Ag = 0.

3.12 TEOREMA: Se¢ja (M, g) uma variedade Riemanrciana, compacta e convexa, Entdo
(a) Se K(z,y,t) é a SFEC associada a (M, g) tem-se

L K(z,z,1) = Z(1),

isto é, a fungdo de partigdo associada com (M, g) existe para t > 0;

(b) Z(t) tem o seguinte desenvolvimento assintético
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Z(1),=5, Get) ™ (ot at -+t +--1)

onde

ay = /M ug(z, z)V,(2).

PROVA:

(a) Sabe-se que a SFEC, K(z,y,1), associada a uma variedade Riemannjana existe
e é tnica (Proposigio 3.2 e Teorema 3.9). Daf tem-se que para todo z € M, a série

Yo pi(z))?

converge para K(z,z,t) com termos positivos, onde {p;} é uma base ortonormal de
C=(M) formada de fungdes préprias de A. E pelo Teorema de Convergéneia Monédtona:

JREEDIAOR Se IZORACEO)

Isto mostra {a)

{b) segue diretamente de (a) e do Corolério 3.10.

3.13 OBSERVACOES:

(a) Na demonstragio do Lema 3.4 se pede que up(z,y) = [6(z,y)]™*/? donde
up{z,z) = 1 e portanto

a = Vol (M,g),
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ou seja, o espectro de uma variedade Riemanniana caracteriza sen volume. O cdlculo de

a, e a3, pode-se ver [B - G - M] Capitulo E. IV.
(b) A fungio Z(t) € continua no intervalo (0, +00) pois K(z,y,t) 0 é em M x M x 3.

(c) A série

e~
%

dada em 3.12, contando multiplicidade, converge uniformemente em [tg, +00) para cada
to > 0.

(d) Lim,_q, Z(t) = +oo0, e, lim; o Z(t) = 1

(e) Z(t) = Z(M,g,t) determina o espectro de (M, g). De fato, para p > 0 forme
e* Z(1).

Se p < Ay, entdo
e Z(t) = e 4 ) mel )
i>0
e quando t — oo

e Z(t) — e — 0 (21)
Se B = Al,
eZ{t)=e* +m + z:irir‘:,-e(*"_’\‘)t
i>1

e quando t — o0

e Z(t) — e — my (22)
Em fim, se g > Ay '

et Z(t) = e + myels Mt g Zmee(“““)‘
i>1

eset — 00
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e“Z(t) — e* -~ oo, {23)

Entéo de (21), (22) e (23), ), € o tinico p tal que e**Z(t) — e** tem limite finito > 0
quando ¢ — 00 e esse limite € m,. Recorrentemente X; & o tnico u tal que

i-1
eHZ(t) — Y Mk
i=0

tem limite finito > 0 quando ¢ -+ o e esse limite é m;.

3.14 PROPOSICAO: Sejam K (a,b) e K(a',¥') duas garrafas de Klein. Se

Spec(K(a,b)) = Spec(K (a', V')

entao

K(a,b) = K(d', b)

PROVA: E suficiente mostrar que se Spec{K{a,b)) é conhecido, a e b s30 conhecidos.
Logo b é conhecido por quando que os valores proprios de multiplicidade impar sdo da
forma 47°n?/b? (ver Proposicio 2.18).

Por outro lado a area, abf2, € determinada pelo especiro, ver 3.13{a). Entdo a é
conhecido.



CAPITULO 4

VARIEDADES RIEMANNIANAS
ISOESPECTRAIS

INTRODUCAO

Lembre que uma estrutura Riemanniana sobre uma variedade diferencidvel M é uma
classe de equivaléncia de métricas Riemannianas isométricas; e duas variedades Rieman-
nianas (M, g) e (N, k) sdo AlP)isoespectrais se

Spec®(M, g)= Spec(”)(N, h)

relativo ao operador Laplaciano para as p-formas diferenciaveis (0(M).

Dai, duas variedades Riemannianas isométricas sio A(P)lisoespectrais para todo
p. Deseja-se apresentar um método para obter variedades Riemannianas isoespectrais
(ndc isométricas) reduzindo parte da construgdo a um problema de Grupos Finitos (ver

também, Sunada [SA], Buser [BR2}, Brook [BK2], Berard [BR1], [BR4], [BRS) etc.).

84



UMA CONDICAO DE QUASE CONJUGAGCAO

4.1 DEFINIGAO: Dado um grupo finito G e dois sub-grupos H, e H, de G introduz-se
a condigdo

H, e H, nao séo conjugados, e
@ y5eg #(sINH) = #(g N Ha) }

onde [g] denota a classe de conjugagio de g € G e # significa o niimero de elementos,

neste caso diz-se que a tripla (G, Hy,H,) satifaz a condigio (QC), e que os subgrupos H;
e H, de G sao QUASE CONJUGADOS.

EXEMPLO 1: Sejam os grupos Zs € Zg = {1,3,5,7} com a soma e produto enire
classes de equivalencia médulo 8 respectivamente. E considere o produto semidireto!*)
dado por

G = ZXZs

onde # é o homomorfismo dado por

0:2: — Aut(Zg) = Z;

r —r
ou seja, o produto em G é dado por

(a,2)(b,y) = (ab, 2 + 6(a)y) = (ab,z + ay)

Sejam os subgrupos de G:

H] = {(1’0)3(3:0)3(5!0):(7:0)};
Hz = {(130)3(3:4):(5$4):(7:0)}

(a) H, e H, NAO SAO CONJUGADOS. De fato, suponha que H, e H, sio conju-
gados, isto é existe (a,z) € G tal que

H, = (a,2)Hy(a, 7).

(*) Para olhar a teoria de produto semidireto, ver por exemplo, Rotman [RN] pag. 136.
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Ponha (r,0) € H; e observe que

(a,z)(r,0)(a,z)"" = (ar,z)(a,z)™"
= (ar,z)(a,y) com z+a,=0,
= (ar,z)(a,y) com z+a, =0,
= (r,x—rz)

Logo, se Hy e H; 330 conjugados, cada elemento de H; deve gerar um elemento de
H,. Mas (3,0)e(5,0) ndo geram nenhum elemento de H;, pois para que

(3,2 —3z) € Hy e (5,z—5z) € H;
deve ter-se
br=4edz=14

no primeiro caso z pode tomar os valores 2 ou 6 e no segundo caso 1,3, 5, 7 portanto nio
existe * € Zg satisfazendo as duas equagOes anteriores.

(b) PARA TODO g € G,#([g]NH1) = #([g) N H,). De fato para todo (r,0) em
Hy, [(r,0)] = {{r,z —rz): ¢ € Z3}. Portanto

[(1,0)] = {(1,0)}

[(3,0] = {(3,0},(3,6),(3,4)-(3,2)}
[(5'.* 0)] = {(5? 0)& (5! 4)}
[(7’ 0)] = {(7’ O)a (7’ 2)’ (Ta 4): (71» 6)}

Observe que

#((n 01 H1) =1 = #({(r 0] Ha)

e nos ouiros casos

#({(r, o) (Y Ha) = 0 = #(((r, =) H2)
(a) e (b) mostram que H; e H, satisfazem a condicio (QC) dada em 3.15.

EXEMPLO 2: Para n um inteiro > 1 e p-primo, considere
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SL(n,Z,) = {(aij)nxn : 6ij € Zp ¢ det(aij)uxn = 1}
GL(n,Zp) = {(Gij)nxn : aij € Z, e det{aij)nxn 7 0}

com o produto entre matrizes GL{n,Z,) ¢ um grupo e SL(n,Z,) um subgrupo de
GL(n, Z,). Sejam os seguintes subgrupos de SL(n, Z,).

( 1 * .., = )
0 ... * _
Hi=<A=]| . . 1% € Z,,detA=1}
b 0 * * F
( 10 ...0 )
£ % ... %
Hy={A=] . : : i% € Z,,detA=1)
{ ¥ ¥ ... X J

AFIRMACOES: Para todo z,y € SL(n, Z,),

(a)
(b)

(c)
(d)

1 1
0

rely ez} ., =1. ;
0 0

z-lyz € Hy &  aprimeira coluna de z é autovetor de y associado ao autovalor

eH =yH, & a primeira coluna de z e y s3o iguais e ndo nulas ;

o SL(n, Z,)) = (p" — 1)p*"o(SL(n ~ 1, Z,)) ;

oGL(m, Z) = (" ~ 1y o(CL(n 1, Z)).
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PROVA: Se 2,y € SL(n, Z;) € = = (%i;)uxns ¥ = (¥ij)nxn

(a)
1 1 1 1
0 0 Tn
z| . |=]1]. <. =1, S Te H
0 0 Tnl 0
(b)
1 1 In In
0 0 T E>
zlyz € Hy & yx =] . [Py _21 = .
0 0 Tnl T
(c)
1 i
-1 -1 0
sHi=yH, & z'yeHeor 'yl  |=
0 0
1 1
0 0
)., 1=y
0 0

(d) Como o{ S L(n, Z,)) é finito e Hy < SL(n,Z,) , o Teorema de Lagrange garante

que:
o(SL(n, Z,;)) = o(H) - ¢

onde t é o indice de Hy em SL(n, Z,). Também observe que:

o{Hy) = p"Yo(SL(n—1,Z,)) (1)

Como existem p® — 1 matrizes de SL{n, Z,) com a primeira coluna diferente duas a
duas e ndo nula entio da afirmagio (c) tem-se ¢t = p* — 1, logo;
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o(SL(n, Z,)) = (p" — 1)p"*0(SL(n — 1, Z,)).

A prova de (e) é similar passo a passo & parte (d).

Agora, observe que o(SL(1,Z,)) = 1 e o(GL(1,Z,)) = p— 1 para todo p-primo.
Também

Quando p =2

o(SL(2, Z,)) = 6, o(SL(3,Z,)) = 168
o(SL(4,Z;)) = 20.160

Quando p=3
O(SL(3, Z3)) = 5516 ¢ O(Hl) = 216

H, e H, NAO SAQ CONJUGADOS EM SL(n, Z,). De fato, suponha que H, e Hj sio
conjugados, isto &, existe z € SL(n, Z,) tal que

Hl = :r:"]ng.

Pela afirmacéo (b) deste exemplo, para todo 2 € H2 a primeira coluna de z é
um autovetor de h associado ao autovalor um. E veja que tudo isto reduz-se a uma
contradicdo. De fato, se

1
1 1 O
h = 11
“ “
O 11
k € H, e seus tinicos autovetores sdo {0 ... 0 z,)* onde z, € Z, e como x deve ser

inversivel, entao & é da forma

0 T2 ... T1n

I“ mnz ‘e :Bﬂ-ﬂ
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T, # 0 e como 2 H, = Hyz tem-se

0 x ... »
zH, = 0 * * i 2nF 0,20, € Z, } = Hyz
T, * *
Mas, para
10..0
W 1. o 1

k' € H; e portanto k'z deve gerar um elemento de 2H; e como 'z tem a forma

0 * ... %
T, * ... *
bz = .n . . | €=H,

Ty * ... %

entdao (0 zy ... z,) = (0 ... 0 2,)* 0 que dé =, = 0 que contradiz o fato que z, # 0.
Isto mostra qué H, e H, nio s‘af.c; conjugados em SL(n, Z,).

PARA TODO y € SL(n, Z,), #([1 N H:) = #([v] N H2).
De fato, da afirmagio (a) deste exercicio tem-se que #([y](\H:) s6 depende do

niimero de autovetores que y tem associado com o autovalor um. Como y € y' tem o
mesmo niimero de autovetores associados ao mesmo autovalor, entao

#(1y] nHI) = #([3] nHz)-

Tudo isto mostra que a tripla (SL(n, Z,); Hy, H;) satisfaz a condigdo de quase con-
jugagdo (QC). |

Um resultado importante neste capitulo é o seguinte:
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4.2 TEOREMA (SUNADA, 1985): Seja M uma variedade diferencidvel com dim > 2
e considere Gy o conjunto das métricas Riemannianas g de M tal que

“Para qualquer par de conjuntos abertos e diferentes U e V de M néo existe uma isome-
tria de (U, g) sobre (V,g)"

Entdo G é um conjunto residual® no espago de todas as métricas com a topologia
C=.
PROVA: Escolha uma base {U;}{2, de conjuntos abertos em M tal que
“cada U; seja difeomorfo a um disco fechado em R™".

Seja Gi;x 0 conjunto de métricas tal que existe uma isometria ¢ : U; — U, com

o(U;) D U;.

Deseja-se mostrar que se U; Uy = &, entdo G, é aberto e denso com respeito a
topologia ¢,

Note que

n ng C Gm-
(i.5,k)
U.-nﬂ'k=¢

Gisn £ FECHADO. Seja go na aderéncia de Giji, entdo existe uma seqiéncia de
métricas Riemannianas {g.} em M tal que g, — go , € portanto, seja

©n - (Ui:gn) —* (ﬁk}gﬂ)
a isometria tal que ,(U;) D U;.

Agora denota-se poi' d, e dy as fungdes distancia sobre U;|J U} induzidas por g, € go
repectivamente. Como U; JU; é compacto existe uma constante C > 1 tal que

(*) Um subconjunto de um espago topoldgico é residual se contém uma intersecglo enumersvel de
subconjuntos abertos e denscs. “Em particular, ele € denso” tem que ser feita com uma certa cautela.
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Cldn(2,y) < do(z,y) < Cdu(z,y)
sobre U; YU, tem-se

do(pa(®), Pal¥))

IA

Cdn(pn(2), n(y))

Cdu(z,y)

Cdo(z,y)

o que mostra que {p,} é equicontinua (e pontualmente limitada). Entio pelo Teorema

de Ascoli {yp,} é relativamente compacto, e portanto tem uma subseqiiéncia {(,4} con-
vergente a alguma

Al

wo: U; — Uy

Como {p,i} sdo isometrias e dy é continua tem-se

do(po(z)p0(y)) = limdo(eur(), 0ui(y)) = dol, ),
isto é g é uma jsometria. Observe que ¢o(U;) 2 Uj, onde deduz-se gy € Giji.

ng E DENSO. Deforma-se levemente uma métrica dada sobre U; tal que, com res-
peito a qualquer nova métrica, U; néo € isométrico a nenhum subconjunto aberto em U;.
Isto € feito por meio do argumento “ ESPACOS JATOS”, Da naturalidade do problema,
pode-se assumnir que U; e U; séo discos abertos em IR" com U; NU; = ¢ e 0 € U;. Denote
por D o conjunto de todos os difeomorfismos locais ¢ de JR™ definidos ao redor da origem
com p(0) = 0. O conjunto D* dos k-jatos de elementos em P na origem é definido na
forma usual. O conjunto de GERMENS®™ de métricas diferencidveis definidas ao redor
da origem é denotado por G, e por G o conjunto dos k-jatos de elementos em G. Para
cada i € D (resp. g € G), denota-se por (® o k-jatos de ¢ (resp. g'®) o k-jatos de g).
C?r)no (¢*g)® depende somente de ¢**! e gl¥), pode-se definir uma agio de D*+) sobre
g®,

Dada uma métrica g sobre U;, faga uma familia diferencidvel de gérmens de métricas
{9(z)}zev; C G fazendo g(z) = ¢lg, onde ¢, : (R",0) — (IR",z) é a translagio:
y —+ y + 2. Observe-se entio que ¢ : ¢ — g{z)!® é uma funcio diferencidvel de U; em
G, Por outro lado

(*) Ver, por exemplo, [WR] pag. 12.
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k41

_ . (=)
dimD*Y) & diml; = zn(’“’; 1)+n=(n+k+1)(_';i'1‘)
=1

oal®) n{n+1l) {n+k
dimG — k .

Dai, dimG® > dimD*+1) 4 dimU; sempre que k > 4. Isto implica que D*+1)(¢(U;))
ndo contém um conjunto aberto em G para k > 4 (Pelo Teorema de Sard). Agora tome
ume métrica g, sobre Uj;, perto a uma métrica dada g, com a propriedade que g, coincide
com g fora de uma pequena vizinhanga da origem e o g¥ estd em W — DHF(H(U;)). Se
(U,41) é isométrico a (V,g) para algum V C U;, entdo deve existir algum ¢ € D com
a1 = ¢"g(z); assim g = *) . g(z)® que contradiz a escolha de g;. Isto completa a
prova do Teorema.

ISOESPECTRALIDADE

Considere M uma variedade fechada de dimensido ao menos dois. Suponha que G

(grupo finito) AGE SEM PONTOS FIXOS sobre M. Se H; e H, s3o subgrupos de G,
considere os recobrimentos

Mo = M/G, M; = M/H; (i=1,2)

Ponha em Mj uma métrica Riemanniana go, ela induz uma métrica g (resp. g;) em M
(resp. em M;) de tal maneira que as proje¢des P, e Py induzidas por H; e H,

(*) Para calcular a dimDG+1) e dimG*) uge a formula para d* f(z;t) para uma funcéo diferencisvel -
de IR" em R.
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y 2 P

Mo
FIGURA 1

sao fungdes de recobrimento Riemanniano. Portanto G age em M por isometrias.
Seja K(z,y,t) (resp. K;(T,y,1),t = 1,2) solucdo fundamental da equagdo do calor

sobre (M,g) (resp. sobre (M;,g;), onde Z é a projegdo de 2 sobre M;. Sob estas consi-
deragtes tem-se o seguinte:

4.3 LEMA:

(8)  Them K(z,hy,t) & invariante por H; x H,

(b)  KiZ,5,t) = Lien, K(=, hy, ).

(¢) Se [y] é a classe de conjugacio de v em G e h € [y] entdo existe y € M tal que
K(z,hz,t) = K(y,v¥,1).

PROVA:

(a) Se (p,q) € H; x H; e como G age por isometrias tem-se

(2,9) Y, K(=,hy,t) = ) K(pz,qhy,t)

heH; heH,;

= Z K(mapulqhy’t)
heH;
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2 K(@ryt)

reH;

onde r = p~'gh e como p, ¢, h sdo qualquer r também o é.

Para mostrar (b) sdo necessérios trés passos:

(1) Pelo fato que K(z,y,t} é continna, C' na varidvel ¢t e C? na varidvel y em
M x M x R, entdo

Z K(z,hy,t)

heH;

também o é.

(i) Usando a parte (a) deste Lema e o fato que K é a SFEC tem-se

9 8 |
(‘5; + Aa) > K(z,hy,t) = X ("a_t + Az) K(h'z,y,)=0
heH: heH;
(iii) Como G age por isometrias, entdo para toda fungio diferenciivel f sobre M,

‘“*"*f 'hGZH Ko ha, 1)V (2) = heZH o(H)t i f K(z, hz,t)f(z)dVy(z)

> iy e =1e)

heH;

i

Logo pela unicidade da SFEC,
Ki(z,9.t)= Y. K(x,hy,1)

heH;

(c) Como & € [4], entéo existe p € G tais que b = pyp~'. Dai, para todo z € M,

K(z.he,t) = K(o,pw~z,t)
| K(p~'z,7p"'2,t)(@ age por isometrias)
= K(¥,79,1)

Il
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onde y = p~lz.

Lembre que se G é um grupo finito e H; < G,H; < G entéo diz-se que a tripla
(G; Hy, Hy) satisfaz a condicdo de quase conjugacio (PC) (Ver 4.2), se H; e H; nio séo
conjugados, e para todo p € G #([p|NH,) = #([p}NH;3). O resultado que se segue
fornece uma maneira sistematica de se construir variedades isoespectrais ndo isométrica.

4.4 TEOREMA (SUNADA, 1985): Seja M uma variedade fechada, com dimM > 2.
Se a tripla (G; Hy, Hj) satisfaz a condigio de quase conjugacio (QC), com G agindo sem
pontos fixos sobre M, entio

(a) Para toda métrica em M tal que G age por isometrias, M; = M/H, e M; = M/H,
sdo A-isoespectrais.

(b) Se M for simplesmente conexa, existem métricas sobre M tais que M; e M; ndo

sdo isométricas.

DEMONSTRAGAO: Seja K(z,y,t) (resp. Ki(Z,7,t) i = 1,2) a SFEC sobre (M, g)
{resp. sobre (M;, g;)) onde T & a projecao de z sobre M;. Entao se Z{M;,t) é a fungio de
partigao associada com (M;, g;) t = 1,2 tem-se

Z(M;,g:,t) = j Ki(,7,t)dV,(3), por 3.12(a)

= O(H) j ;.EZH K(z,he,t)dV,(z), por 4.3 (b)

- hHO(H)/ K(z, hz,t)dV,(z)
E 4

#([h]nH) z,hr z T C
- [h%g] O(H) j K( ’h 1t)dv.;l( )s po 43()

onde [G] é o conjunto de todas as classes de conjugagio em G. Como [G] forma uma

particio de.G#([h] N Hy) = #([k) nH;) entdo o( H;) = o H;) e portanto

Z(Mlagl’t) = Z(M!Z: gQa_t)
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E como a fungdo de partigio associada a uma variedade Riemanniana compacta deter-
mina seu espectro, as variedades (M, ¢1) e (M;, 9;) 880 A-isoespectrais.

O que mostra (a).

Para mostrar (b) considere (Mo = M/G, M; = M/H,-,i = 1,2 , observe que pelo
Teorema 4.2 existe uma métrica gy em My tal que “Para gquelquer par de conjunios gbertos

e diferentes U, ¢, V de My tem-se que (U, go) e (V, ) ndo sdo isométricos”. E como o
diagrama

(M,q)

P

(M1, ¢1) P

v

(Mch 90)
FIGURA 2

é um recobrimento Riemanniano com gy = P{go 9, = P, g5, €, 9= P*go onde P indica
a projecao natural respectiva.

Se existe uma isometria ¢ de (M;, 1) sobre (M,, g3), entdo o levantamento & de ¢
ao recobrimento universal M estd em G. Pois,

ML M

)]

My % M,

FIGURA 3
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po P, = P,o@ e como P, e P, séo isometrias locais tem-se 5 é uma isometria local.
Como ¢ um homeomorfismo entéo seu levantamento ao @ ao recobrimento universal é
um homeomorfismo. Daf @ é uma isometria de (M, g), portanto @ € G, e assim existe
r € G tal que r = .

Agora, para cada x € M, 9(Pi(z)) = Pa(p(z)) isto é, p(Hyz) = Hyrz. Comorz # z
e rz € [(rH1)z]N[(Hsr)z] o que mostra que (rH;)z = (Har)z. Dai se h; € H; entdo
rhix = hyrz para algum h, € Hy, isto é, (hor)'rhyz = £, e como G age sem pontos fixos
tem-se rh; = hyr. Isto mostra que rH; = H;r que contradiz o fato que H; e H, néo sao
conjugados. :

Isto completa a prova do Teorema de Sunada,

Os exemplos 1 e 2 da defini¢io 4.1 junto com o Teorema 4.4 permitem que construa
variedades isoespectrais ndo isométricas.

4.5 OBSERVAGAO: Sunada em seu artigo original ver [SA], nio apresenta o Teorema
para variedades Riemannianas isoespectrais no caso de variedades com bordo, tantocom
a condicdo de fronteira de Dirichlet como com a condicio de fronteira de Neumann. Mas
pelas observagoes feitas em 2.7 o Teorema de Sunada nestes cazos vale sem modificagGes.

O Teorema de Sunada tambhém vale para o operador AP, ver por exemplo [SA] e [BRI1).
CONSTRUCAO DE VARIEDADES ISOESPECTRAIS

Nesta seciio vai-se construir um par de superficies isoespectrais nao jsométricas. A
construgdo ¢ feita por blocos e com ajuda dos grafos de Cayley. '

GRAFOS

Um grafo ¢ consiste de um conjunto de VERTICES e um conjunto de ARESTAS
com uma Tegra que associa a cada aresta do grafo um par de vértices. Se os vértices
P, @ estio em uma aresta z, diz-se que z liga P e (J. Os grafos podem-se olhar como

figuras. Os vértices representam-se por pontos grossos e as arestas por curvas que ligam
esses pontos.
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Para descrever a construgio de um grafo, aqui é 1til olhar cada aresta como a uniéo
de duas meias arestas, por exemplo, se z é uma aresta que liga os vértices P e @ diz-se
que uma meia aresta de z vem de P e a outra de @, como no primeiro caso da Figura 4

= o~ O—0

FIGURA 4

Para descrever um grafo, pode-se dar um conjunto de vértices e em cada vértice um
numero de meias arestas e esse grupo de meias arestas em pares.

Os grafos podem ter estrutura adicional agregando atributos por exemplo cor ou
orientacdo das arestas. Uma orientagio de uma aresta z, que liga P e @ pode ser dada
dizendo que z vai de P a @ ou de @ a P. Um grafo é chamado orientado se alguma de
guas arestas (ou todas) sdo orientadas. A cor é obtida agrupando arestas em classes de
equivaléncias. Arestas na mesma classe serdao ditas “tem a mesma cor” ou gque sdo do
mesmo tipo”, '

_ Quando dois grafos G e G’ sd0 o mesmo? Diz-se que ¢ : § — G’ é um isomorfismo

se ¢ é ura fungio 1 — 1 e envia o conjunto de vértices de G sobre o conjunto de vértices
de G’ tal que qualquer que sejam P, @ ligados pela aresta = entdo ¢(P) e $(Q) sio Ligados
pela aresta z e vice-versa. Se ¢ preserva estrutura adicional diz-se que ¢ é um isomorfismo
forte.

Agora, considere um grupo finito G com elementos g, B, A, B etc., esejam A,,. .., A,
uma lista de geradores diferentes dois a dois de . A lista nio precisa ser minima. Defina

o GRAFO DE CAYLEY G = G [A;,.. ., A, com respeito aos geradores Ay, . .., A, como
se segue:

“Qualquer g € G é um vértice enviando meias arestas ay, &,...,a,,8,. A meia aresta &;
do vértice g e a meia aresta a; do vértice ¢’ formam uma aresta z,se e 86 se gA; = ¢'. A
orientagao de z é de g a g'; neste caso diz-se que z € do tipo A",

EXEMPLO 3: Seja G = Zy x Z, com geradores A = (1,0), e B = (0,1). O grafo de
Cayley G [A, B] é mostrado na Figura 5. As arestas horizontais sio do tipo A e as arestas
verticais sdo do tipo B.
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Se G é um grafo finito, cada k € G age sobre o grafo de Cayley § por multiplicagio
a esquerda: se ¢’ = gA,; entdo hg' = hgA; e vice-versa. Segue que G : G — G age por
isomorfismos. :

Para cada subgrupo H C G defina o quociente H \ § como segue:

“cada classe lateral Hg é um vértice emanando meias arestas a;, y,...,6,, &,. Uma meia
aresta @; do vértice Hg' e a; de Hg formam uma aresta de H \ G se e somente se ¢’ = hgA;
para algum h € H e a orientagio é de Hg a HgA; e diz-se que a aresta é do tipo A;”.

EXEMPLO 4: Counsidere de novo o grafo da Figura 5 e sejam

H = {(0:0)’(2’ O)}s Hy = {(0,.0),(0, 1)}

os vértices dos quocientes Hy \ G , ¢, H3 \ G szo:

H, = {(O: 0)1 (2’0)} H; = {(030):(01 1)}
(1,0)H, = {(1,-0)s(3:0)} (laO)Hﬁ = {(110)’(1!1)}
(I,O)Hl = {(Or 1)1(21 1)} (2: 0)H3 = {(2:0)!(2! 1)}
1,108 = {(1L,1),G 1D} (3,00H ={(3,0),(3,1)}

Os grafos de Cayley para H, \ G e H; \ § 530 dados na Figura 6 e 7.
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FIGURA 7

EXEMPLO 5: No exemplo 2 do Teorema de Sunada considere n =3 e p = 2 isto é, 0
grupo G = SL(3, Z;) e os subgrupos

1 = » o
Hy = {A=]0 * #):*GZ,,e,detA=l}
{ (0 * %
100
H, = {A:(* * *):*ezg,e,detA=l}
‘ x ¥ X

Sabe-se que o SL(3, Z;)) = 168 e o(H,) = 24 = o H;).

Denotande por G o grafo de Cayley associado com @, deseja-se encontrar os grafos
Hi\ G e H;\ G. De fato '
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011 10
A=|010}{,B=]00
100 ' 01

0

|

1
geram G = SL(3,Z;). O comutador de Ae B ¢

011
C=ABA-‘B-1=(1 1 1)

Também, observe que

(1 0 1) 001 010
C* =110 ,03=(1 0 0),0‘:(0 1 1)
\1 1 1) 110 100
/1 1 1) 110
= 1101 ,C°=(0 0 1),0’:13.
\0 1 1) 101

Dai, o(C) = 7 e C* ¢ Hi(i = 1,2) a menos que k = 0(méd 7), portanto as classes laterais:
H,,CH,,C*H,,...,C%H, sao todas diferentes ao tempo que

H,,CH,,...,C*H,

também sdo diferentes (ver exemplo 2 da definicio 4.1}. Portanto G/H; =
{Hl, OH;[,. . .,CGHl}, €, G/Hg = {HQ,OHQ,. . ,CGHQ}.

Lembre do exemplo 2 da definigdo 4.1 que zH; = yH, se ¢ s6 se a primeira coluna
de z, e, y sio iguais e ndo nulas. Dai pode-se identificar cada elemento de G/ H, com sua
primeira coluna, portanto denote os elementos de G/ H, por:

wo§)o()o o)) )
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Como f : Hy — H; com f(k) = (h~)* é um isomorfismo externo entdo a agio de G
sobre G/ H, dada por g ¢; para cada g € G implica que a agio de G sobre G/H; é dada
por (¢71)%e; para cada g € (, e reciprocamente.

Como

011 100 001 100
A=|010|,B=]001|,(AW=}011]|(BYW=]011
100 011 100 010

tém-se as duas tabelas seguintes

G/Hy {e;|eales|es|es]es]|er
A- € |71 €4 €3 | €g | €E21Ck | €3
B-e;|esjesles|ea|erles|es
C-e; |esjea|er|es|es|er| e

TABELA 1

G/ Hy|eyjesjes|es|es|es|er
Ace; lerlegleg|esles|er e
B.e;|eglesje|es|eslerl]es
C-e; |ealestesg|es|ere]es

TABELA 2

Os grafos de Cayley H, \ G e H; \ G séo dados na Figura 8 e 9, as flechas pretas sio
do tipo A e as flechas tracejadas sio do tipo B.
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Gy = H2\ G
-5 B
FIGURA 9 |

OBSERVAGAO: Isles grafos sao feitos baseados nos artigos de Buser [BR2) e Berard
[BD1}.
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4.0 CONSTRUINDO SUPERFICIES ISOESPECTRAIS NAO ISOMETRICAS:
Para se construirem as duas superficies isoespectrais ndo isométricas comeca-se com um
dominio D C IR? com 4 retingulos finais como na Figura 10.

Os lados &,a, b, b sio chamados apés os geradores A e B de SL(3, Z,) e tm o mesmo
comprimento. Pode-se realizar D com um modelo de papel.

Colando-se os lados a,d e os lados b, b obtem-se uma superficie diferencidvel, My,
com fronteira diferencidvel. Mo também leva uma métrica plana e é topologicamente uma

esfera com trés buracos ou um disco com dois buracos, ver Figura 10.

Note que se se colam os lados a,b e o8 lados &, b obtém-se um toro com um buraco.

ol
-

FIGURA 10

O seguinte passo é construir as 168 folhas de papel cobrindo a superficie M de M,
sobre o qual G = SL(3, Z,) age por isometrias. Isto pode ser obtido substituindo cada
vértice do grafo de Cayley G = G[A, B] emanando meias arestas a, &, b,b por uma cépia
de D com lados a,&,b, b e entdo, colando as edpias juntamente e na mesma forma como
os vértices aparecem em §. A superficie M assim obtida é um modelo geométrico de G e
G age sobre M por isometrias da mesma forma que G age em § por isomorfismos fortes.
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Sejam

M] = M/H] L Mz = M/Hz

Como a agio de G sobre M & compativel com a acdo sobre G, M; e M; podem ser
também obtidas colando copias de D a partir dos grafos H; \ G, e, H; \ G nas Figuras 8
e 9 respectivamente.

Pelo Teorema de Sunada (ver observacio 4.5)
(My, Pigo) e (M, P;g0)

8o A-isoespectrais para todo p, com a condigzo de fronteira segundo Dirichlet ou Neu-
mann, ver Figura 11 e 12.

Para mostrar que a topologia M; e M; é a de uma esfera com nove buracos ou um
disco com oito buracos olhe nas Figuras 8 e 9. Primeiramente os dois grafos sao planares,
isto é, eles podem ser desenhados no plano sem cruzamento de arestas. E quando se
circula em torno de um vértice no sentido positivo, encontra-se sempre a seqiiéncia abba.

Finalmente, como pode-se ler os grafos Gy, e, G2 olhando em M; e M;, tem-se

portanto que M; e M, ndo sio isométricas, pois ndo existe um isomorfismo forte de G;
em Gs.
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FIGURA 12

OBSERVAGAO: Estas figuras sao feitas baseadas no artigo de Buser [BR2], ver também
[G-W-W2].
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DOMINIOS PLANOS ISOESPECTRAIS

Nesta segio deseja-se apresentar um exemplo de dominios planos isoespectrais (com
a condicdo de bordo segundo Dirichlet ou Neumann). Esses dominios sio obtidos, a partir
do exemplo de superficies isoespectrais construido em 4.6, por quociente por um plano
simétrico que “ corta as superficies em dois” e de fato dois dominios planos (tem-se entao
uma involugao sobre cada superficie). '

A exposicio se fard via “ transplantagdo”.

4.7 TRANSPLANTACAO DIRETA: Introduzem-se as duas matrizes seguintes T

e TP (os expoentes N e D, transporta-se as condigdes de Neumann e Dirichlet respecti-
vamente)

fa a a a b b b)
a babdbaadtd
|aabdbdbaa
TN=|a b baabda
b abaaaltltb
baabdbatda
\ b b a a b a a)

onde og nimeros reais estdo ligados pelas relagGes

4¢* + 30 = 1,
2a* +4ab+ 8 = 0,
4a+3b = 1.
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Observe que as matrizes TV e TP siio ortogonais ).

~ Considere igualmente os grafos seguintes (eles sio diferentes pelo fato que os niimeros
sdo trocados e que as letras A e 7 nas arestas sdo permutadas).

1 . + + i
o I \
B

FIGURA 13

| 1
| . A
(1) T , B N A T /

FIGURA 14

Considera-se agora um bloco fundamental P com tres cortes privilegiado chamados
a,b, 7 respectivamente ver Figura 15 (esse bloco corresponde & metade do bloco funda-

(*) Estas matrizes foram apresentadas por primeira vez por Berard, P. e tém origem no artigo: Gordon
- Webb ~ Wolpert ~ One can’ t hear the shape of a drum, Annonce de Recherche (1991).
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mental dado em 4.6 Figura 10, ver também Buser [BR]).
8

)

FIGURA 15

Toma-se 7 exemplares do bloco P segundo a combinatoria dos grafos (I) e (II) da
Figuras 13 e 14. Obtem-se assim dois dominios planos D; e D;; (Figura 16 e 17), colando

A com A ¢ B com B.

/s

A
- ey
o
4
”
”
W
-
/
ra
”
”
N

3
Dy ‘_/
FIGURA 16 -

OBSERVAGAO: As figuras 16 e 17 sio feitas baseadas no artigo de Berard [BDS5].
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Agora, considere uma fungao ¢ sobre Dy, e denote por ¢; sua restricio aos 7 blocos
de base que formam Dj(i € {1,2,...,7}), isso escreve-se como

1
p=|
Pr
Associa-se a fungio ¢ a fungdo ¥ = 7°(p), sobre Dyy, definida por:
p=T"-9p
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onde * € {N, D} de acordo com o problema, isto é, se o problema ¢ segundo Neumann o
Dirichlet.

4.8 TEOREMA:

(a) A aplicagio 7V é uma isometria do espago L?(D;) sobre o espago L*(Dy1) que
induz uma isometria do espago H'(D;) sobre o espago H'(Dy;).

{b) A aplicagio 72 ¢é uma isometria do espago L?(D;) sobre o espago L3(Dy;) que
induz uma isometria do espago H}(D;) sobre o espago Hy(Dyy).

PROVA: O fato que a aplicacdo 7* seja uma isometria é conseqiiéncia do fato que as
matrizes 7° sdo ortogonais. Para os espagos H! (resp. H}), falta verificar que as fungdes
se colam bem (resp. que as funcGes se colam bem e que elas se anulam no bordo). Nota-se
por 2 o trago de v; sobre 0 bordo A do i-ésimo bloco etc. K necessirio entio verificar
as seguintes condigOes sobre o grafo II (Figura 14):

(N) Condi¢do de Neumann.

Neste caso & necessério verificar as condigdes de compatibilidades seguintes:

¥ o= ¥
v = o¥f
¥ = Uf
¥ = ¥
v = ¥

v = b

Elas garantem que as fungdes coincidem ao longo dos bordos de colagem.

(D)  Condigio de Dirichlet.
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Além das condigbes de compatibilidades anteriores tem-se que juntar as condigdes de
anulacio no bordo seguintes:

4 = 0,e v2=0

=
;=0
qbf = 0 ,e ¥ =0
¥ = 0, ¥i=0

Elas garantem que as fungdes verificam a condigéo de Dirichlet sobre o bordo dos dominios.

Como estas verificagdes sdo simples, por exemplo, verificam-se: ¢ = ¢ e ¢ = 0
para a condi¢do de Dirichlet. De fato

Y3 = apy — apy — bps + bpg — bos + ape — apy

Da mesma, forma

Py = —apy + bpa + bps — apy + aps — bipg + ap;

Portanto

Y3 = ayp; —ap; — bz + bog — by + apg — apy

As condigbes de Dirichlet para ¢ : 0 = ] = @] = @7 implicam

w3 = —aw; + ol — by + apg

Pelas condigdes de colagem: ¢} = ¢§, g = g tem-se
w3 = (b—a)p; + (a— b)yL.
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Também

Yi = —opl +bp; +bps — apl + aps - beg + ap?
bz — apl +aps — bog

(b—a)p; + (a — bz

— ‘b;.

Veja que Y2 = 0. De fato

Ve = apf — apl — bpf + bpd — b — ap

Como 0 = ¢f = pf = ¢f, ¢l = ¢f, e, of = ppf temse
¥3 = apt + b} — by —ap7 =0

o que mostra o Teorema.

4.9 COROLARIO: Os dominios D; e Dy sio iscespectrais para todos os Laplacianos
de Neumann e Dirichlet.

Este Corolério € conseqiiéncia imediata do Teorema de caracterizagio variacional dos
valores prdprios (Teorema 2.5). Deduz-se dos grafos (I) e (II} (Figura 13 e 14) que os
dominios D e Dy nao sio isométricos.
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