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Resumo 

Na literatura, a Análise de Correspondência (AC), é proposta como uma técnica 

para a análise exploratória de dados, mas pouco se fala de como ela pode 

integrar-se a um modelo log-linear, e servir como ferramenta para a 

interpretação das interações ou dos resíduos. Neste trabalho, a AC e uma das 

suas generalizações, Análise de Correspondência. Generalizada (ACG), são 

desenvolvidas amplamente. A AC e ACG, são apresentadas como uma ferramenta 

que pode ser usada para a análise de resíduos de um modelo log-linear. Isto é 

possível reconhecendo as relações entre a AC e modelos log-lineares. Mais 

ainda, é mostrado como estas relações podem ser usadas para chegar a uma 

abordagem combinada para a análise de tabelas de contingência usando ambas 

as análises. No caso de tabelas multi-entradas, estas são recodificadas como 

tabelas de duas entradas, e logo analisadas com AC; neste caso, a AC pode ser 

interpretada como a decomposição de resíduos de um modelo log-linear 

específico de independência. A AC, também pode ser usada para decompor 

resíduos do modelo de quase-independência. A ACG, pode ser usada para 

decompor resíduos de modelos log-lineares menos restritos que o modelo de 

independência, como o modelo de simetria. 
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L Introdução 

O presente trabalho. tem como objetivo a análise exploratória de dados 

categóricos. combinando as técnicas da Análise de Correspondência !AC) e 

Análise Log-Linear (ALL). Veremos a AC como uma técnica que pode ser usada 

para examinar os resíduos de modelos log-lineares. O uso de uma generalização 

da AC tem um rol importante nesta abordagem. Será mostrado que AC e ALL 

estão intimamente relacionados. 

No segundo capítulo. será apresentado o desenvolvimento completo e 

profundo da AC. inclusive, uma generalização dela. a chamada Análise de 

eorrespondêncÚl Generalizada. ( ACG). 

No terceiro capítulo, será apresentada uma breve referência a ALL, e 

alguns resultados indicando as relações entre AC e ALL. Estas relações são 

usadas para entender a decomposição de resíduos de modelos log-lineares de 

independência, de quase-independência, simetria e quase-simetria e outros 

modelos mais gerais para tabelas de contingência. 

No quarto capítulo, apresentaremos a aplicação da AC e ACG em exemplos 

reais. um simple e dois já trabalhados anteriormente por outros estatísticos. 

Finalmente, no último capítulo, serão apresentadas uma discussão geral e 

as conclusões. 

Em forma adicional. este trabalho compreende o Apêndice onde se trata: 

a) a distância qui-quadrado com suas propriedades e algumas observações, 

b) a maximização de uma forma quadrática sob uma restrição quadrática e 

c) alguns aspectos da decomposição de uma matriz. 
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2. Análise de Correspondência 

" ... A gJtaph-1-ca.i. de-t>cJt-1-p::t.Lon i..-6 moJte ea.-6-i-i.y a.-6-t>l..m.Li.a.:ted 

a.nd -i..n::teJtpJte:ted :tha.n a numeJt-i..ca.i. one a.nd ca.n a.-6.6-i...&:t 

a..f..f. ::thJtee {)unc:tl..on-6 men::tl..oned . •• .6umma.Jti..z.Lng a. i.a.Jtge 

ma.-6.6 o{) numeJti..ca.i. da.::ta., -õl..mpi.l..{)yl..ng ::the a..6pec::t o{) ::the 

da.:ta. by a.ppea..f.l..ng ouJt na.:tuJta..f. a.bl...f.l..:ty :to 

vi...6ua..e -i..ma.ge-6, a.nd (hope{)ui..f.y} pJtovi..dl..ng a. 

a.b.60Jtb 

gi.oba.i. 

vl..ew o{) :the l..n{)oJtma.::tl..on, :theJteby -<~::ti..mui.a.:t-i..ng po-6-õl..b.f.e 

exp.f.a.na.::tl..on.6 •••• Jt-i...6i..ng J..mpoJt::ta.nce o{) expi.oJta.::toJty áa.:ta. 

a.na.i.y-61...6 J..n a. woJtd whl..ch gJtOW-6 malte comp.f.ex a.nd 

va.Jti..ed ea.ch da.y ••• " 

GJteena.cJte ( 1984) 
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2.1 Caracterização da Análise de Correspondência 

2.1.1 Introdução 

A Análise de Correspondência (a qual nos referiremos como AC), tem 

como objetivo, o estudo de Tabelas de Freqüências Cruzadas chamadas também 

de Tabelas de Contingência. A AC é uma técnica da análise exploratória, com a 

qual podemos gerar hipóteses a partir da análise da tabela, pois a AC fornece 

uma idéia da associação entre as variáveis categóricas envolvidas na tabela de 

contingência e a relação entre linhas e colunas, o que é especialmente útil 

quando as tabelas são grandes. Logo, com experimentos confirmatórios 

posteriores, poderemos testá-las empregando as metodologias usuais da 

estatística. 

Um conjunto de variáveis categóricas com muitas categorias, geralmente, 

contém várias inter-relações que são impossíveis de interpretar a primeira 

vista. A abordagem da AC está enfatizada em representações geométricas, 

revelando a estrutura dos dados de forma ótima (com o que não há 

necessidade de assumir modelos nem distribuições fundamentais). Isto é 

possível, graças a uma adaptação da Análise de Componentes Principais, onde a 

representação é feita de tal forma que as distâncias entre pontos linha e ou 

entre pontos coluna no espaço euclideano são iguais as chamadas distâncias 

.>(l. Assim, a AC é considerada como um algoritmo de redução de dados que 

fornece imagens simplificadas da realidade multidimensional, e a busca da 

melhor representação simultânea que indica a dependência dos dois conjuntos 

de categorias, compreendidos pelas linhas e colunas da tabela de contingência. 

As regras de interpretação, estarão ligadas aos princípios geométricos das 

transformações efetuadas sobre os dados e nos permitirão remontar às 

estruturas reais a partir de estruturas representadas. 

Para fixar idéias, o método poderia ser comparado ao uso de um aparêlho 

radiográfico, que fornece imagens a partir de uma realidade não observável. O 

uso de tal aparêlho para um diagnóstico, supõe uma certa preparação, por um 

lado, do doente que deve, por exemplo, absorver um produto, e pelo outro, de 

buscar a posição e direção mais convenientes para que, ao tirar a radiografia 

desde a posição e na direção, possamos captar as formas dos orgãos ou ossos 
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de interesse distribuídos no interior do corpo. A interpretação dos resultados 

está ligada ao conhecimento dos princípios de funcionamento do aparelho e a 

opacidade aos raios X que depende da densidade, do volume e da composição 

química dos órgãos, inclusive quando o sujeito absorve o produto. 

Podemos distinguir AC Simples (AC de tabelas de contingência), AC 

Generalizada (ACG) (uma generalização da AC), e AC Múltipla (ACM)(AC de 

matrizes indicadoras e/ou matrizes de Burt). Atualmente, AC simples é 

conhecida sob diferentes nomes, tais como Ponderação Reciproca, Dual (ou 

Optimal) Scaling, Análise de Correlação Canônica, e Regressão Linear 

Simultânea; estes diferentes nomes são devido aos diferentes contextos ou 

abordagens sob os quais foram criados. Greenacre (1984), discute as diferenças 

entre AC simples e estes métodos, mas mostra a equivalência destes com AC 

(veja também Nishisato (1980) capitulo 3). A AC, trabalha básicamente com a 

diferença entre as observações e a esperança sob hipótese de independência; 

no caso da ACG, a generalização é voltada para a diferença entre as 

observações e a esperança sob algum modelo em geral. Por outro lado, a ACM é 

também conhecida com outros nomes como Análise de Homogeneidade, Dual 

Scaling ou Optimal Scaling (veja Tenehaus e Young (1985)). 

A História da Análise de Correspondência 

Aparentemente, a história da AC começa em 1935, quando H.O.Hartley, sob 

o seu nome alemão original Hirschfeld, publicou A Conection Between 

Correlation and Contingency, onde ele propôs uma solução algébrica para a 

correlação entre linhas e colunas de uma tabela de contingência. Na mesma 

época, idéias similares, mas com uma abordagem diferente, foram sugeridas por 

Richardson e Kuder (1933) e depois de forma independente por Horst (1935), 

que criou o têrmo Method of Reciproca] Averaging para aplicação na 

psicometria. Posteriormente, Fisher (1940), no seu artigo The Precision of 

Discriminant Functions, desenvolveu a teoria fundamental e propôs uma análise 

discriminante para tabelas de contingência. Por outro lado, Guttman (1941), 

desenvolveu independentemente um método para construir escalas para dados 

categóricos que, partindo de um contexto diferente, resultou ser um método 

equivalente ao da AC. Desde então, foi redescoberta em diferentes 

circunstâncias e também praticamente esquecida, até a popularização do método 

que teve lugar em meados da década de 1960, graças a um grupo de franceses 

liderados por Jean-Paul Benzécri. O grupo, desenvolveu o método como uma 
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técnica gráfica multidimensional, cujas implicâncias geométricas facilitaram a 

interpretação. E deu ao método, o nome de "Analyse Factorielle des 

Correspondances", para denotar com o têrmo "correspondance" a um "sistema 

de associações" entre os elementos de dois conjuntos de categorias; 

específicamente, quando Benzécri analisou uma tabela de consoantes contra 

vocais finais, da lingüística chinesa (Greenacre, 1984). Pouco depois o nome foi 

simplificado a "Analyse des Correspondances". A partir daí, temos uma grande 

quantidade de literatura no assunto por: Lebart e Fenelon (1971), Benzécri 

(1973), Hill (1974), Nishisato (1980), Gifi (1981), Greenacre (1984), Lebart, 

Morineau e Warwick (1984), Everitt (1992), etc... Em português, Verdinelli 

(1980), Souza (1982), Maquera Sosa (1989), Souza (1990), Cabral (1991) e 

Callegari-Jaques ( 1991). Desde 1976, existe um jornal dedicado quase 

exclusivamente às aplicações da AC, chamado Les Cahiers de J'Analise des 

Données. 

Este capítulo, se ocupa amplamente do desenvolvimento da AC, e está 

baseado principalmente, nos trabalhos de Grande e Abascal (1989), Greenacre 

(1984), Lebart, Morineau e Warwick (1984), Greenacre e Hastie (1987) e Goodman 

(1986, 1991). Neste capítulo, veremos como são apresentados os dados, e sob 

quais considerações analisaremos estes. Na segunda seção, a configuração e 

geometria dos pontos. Na terceira, todo o referente a análise em si: O critério 

do bom ajuste e obtenção dos eixos, que está sub-dividido em: a análise em ll:!J, 

a análise em !fi, as relações entre os espaços, e reconstrução da tabela de 

contingência. Na quarta, a interpretação dos resultados. Finalmente, a última 

seção, trata da Análise de Correspondência Generalizada. 

2.1.2 Os Dados 

Geralmente, os dados são representados sob a forma de uma tabela de 

dupla entrada, na qual figuram: 

- Em linhas, I categorias de uma variável categórica: 

cat'l , Cat' 2 ' ••• ' Cat' I 
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- Em colunas, J categorias de uma outra variável categórica: 

Cat\ , Cat'2 , ••• , Cat' J 

Designaremos por n;í (1 s i s I, 1 5 j s J) ao número de 

casos observados que pertencem a intersecção da i-ésima 

categoria da primeira variável e da j-ésima categoria da 

segunda variável . 

Cat' 1 cat'2 
. . . Cat'. ... Cat' 

J J 

cat' 1 
. 

Cat'z . 
. . . 

I 
. 

cat'; . . . Tijj 

. . . 
Cat' 1 

A tabela de contingência é a matriz: 

(1) 

de ordem IxJ, onde, n;j?: O, para todo i= 1, ... , I, e j = 1, ..• , J. 

O valor n;j representa a freqüência conjunta das categorias i e j. Com o 

propósito de simplificar a linguagem, usaremos de agora em diante o têrmo 

"linha" quando nos referirmos a alguma categoria representada numa linha de 

N, e usaremos o têrmo "coluna" quando nos referirmos a alguma categoria 

representada numa coluna de N. Definiremos: 

n· '. = :E i nii o total da linha i 

n. = :E; nij o total da coluna j (2) 
•J 

n = :E ij nij o total absoluto. 
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Definiremos a Matriz de Freqfiências Relativas como: 

1? = 1/n N, (3) 

esta é chamada por alguns autores de Matriz de Correspondência. Devido ao 

fato desta matriz estar constituída unicamente por entradas não negativas, 

pode ser considerada como a distribuição de uma unidade de massa entre as 

caselas. Esta é a matriz sobre a qual realizaremos a nossa análise. Temos que: 

P;. = Ej Pij = n./n ,, a freqüência relativa da linha i 

P.j = E; P;j = n ln 
·J 

a freqfiêncw relativa da coluna j, e (4) 

P .. = E i i P;j = 1. 

2.1.3 Considerações da Análise 

Pensemos nas considerações que deveremos fazer para nossa análise. Por 

um lado, a análise não deverá fazer diferença quando transpusermos a matriz 

de contingência. Por outro lado, não interessa ver as diferenças absolutas que 

existem entre duas linhas (ou duas colunas) e sim os padrões de distribuição 

que adotam diante das colunas (linhas), e consideraremos que duas linhas (ou 

duas colunas) são semelhantes se apresentam a mesma distribuição condicional. 

Portanto, o método buscado deverá: 

- Ser simétrico com relação às linhas e colunas. 

- Trabalhar com as distribuições de freqüências condicionais. 

Além disso, se queremos investigar como se relacionam linhas e colunas, 

observemos que: 

- Se numa linha i encontrássemos que Pij é grande com relação 

aos restantes da linha, poderíamos pensar que a linha i está 

caracterizada pela coluna j. Mas, isto só estaria correto, se o 

valor Pij fosse maior do que o esperado sob hipótese de 

independência (i.e. se Pij > P;,P.j• ou visto de outro modo com 

relação a distribuição condicional: P;/P;. > P.j). Em outro caso, 
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não poderemos obter uma conclusão sobre a linha i em relação à 

coluna j; sómente que este elemento toma valores altos em 

geral. 

- De forma análoga e equivalente, se numa coluna j 

encontrássemos que Pij é maior que os restantes da coluna, 

poderíamos pensar que a coluna j está caracterizada pela linha 

i. Mas, isto só estaria cor.reto, se o valor P;j fosse maior do 

que o esperado sob hipótese de independência (i.e. se 

Pij > P;.P.j• ou visto de outro modo com relação a distribuição 

condicional: P;/P.j > p,.). Em outro caso, não poderemos obter 

uma conclusão sobre a coluna j em relação à linha i; somente 

que este elemento toma valores altos em geral. 

Portanto, quando examinarmos as linhas ou colunas da tabela, não somente 

deveremos observar suas distribuições condicionais, mas também elas com 

relação as distribuições marginais. 

2.2 Configuração e Geometria dos Pontos 

Antes de começar a trabalhar com os dados, veremos algumas definições 

preliminares. 

Definiremos os vetores r e 001 e c e 001 como sendo os vetores de 

freqüências relativas linha e coluna respectivamente. Assim: 

:r = (p!. P2. ' ... ' Pr.l' = p 1J 
(5) 

c = (p.J P.2 ' ... ' P.A' = P'1
1 

onde 1Je 1r são vetores cujas coordenadas são todas uns, de dimensões J 

e I respectivamente. Os vetores :r e c:: podem ser vistos como as distribuições 

marginais linha e coluna respectivamente. 
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Definiremos também as matrizes diagonais de freqüências relativas D, e De:: 

de dimensões I e J respectivamente: 

D, = diag{r} 

De = diag{<:>}. 

2.2.1 Formação dos Pontos no Espaço 

(6) 

Seguindo as considerações feitas na seção 2.1.3, o interesse estará em 

representar as categorias por vetores, cujas coordenadas sejam as 

distribuições condicionais. 

- Em 00"' formaremos uma nuvem de I pontos, que representarão as 

distribuições condicionais por linha e que chamaremos de Perfis 

Linha. Definiremos a matriz que contém nas linhas os perfis 

linha como: 

(7) 

isto é: Rz onde para todo i 

(i = 1, ... , I): 

R·= (P·tiP· , P·z/P· , .. ·, P·JIP· )'. l l J, 1 lo l lo 

- Em 1ft formaremos uma nuvem de J pontos, que representarão as 

distribuições condicionais por coluna e que chamaremos de 

Perfis Coluna. Definiremos a matriz que contém nas linhas os 

perfis coluna como: 

(8) 

isto é: Cz onde para todo j 

(j = 1' ... ' J): 
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Vemos que, as transformações realizadas a partir da matriz P, são do 

mesmo tipo nos dois espaços 11!11 e 11!1-'. Como pode ser observado, a matriz dos 

dados em 11!11 não é a transposta da matriz dos dados em 11!1-', como é o que 

acontece na Análise de Componentes Principais (veja Lebart, Morineau e 

Warwick, 1984, p. 10-14). Isto, nos conduzirá a realizar duas análises 

diferentes, uma em cada espaço. Felizmente, encontraremos algumas relações 

que permitirão a redução dos cálculos, e também facilitarão a interpretação. 

2.2.2 As Massas 

Embora na AC trabalhemos com perfis, não devemos esquecer as 

diferenças entre os totais de cada linha (ou de cada coluna), por isso 

atribuiremos a cada perfil uma massa proporcional à sua freqüência, e diremos 

que: 

- Em 11!1-' cada ponto i (i = 1, ... , I) está afetado por uma massa 

P;., assim de (5), temos que o vetor das massas das linhas é r. 

Em ~ cada ponto j ( j = 1, ... , J) está afetado por uma massa 

P.j• assim de (5), o vetor das massas das colunas é c:. 

Notemos que em cada espaço, a soma das massas é 1, i.e.: 1 /r- = 1 /c = 1. 

2.2.3 A Distância 

O fato de trabalhar com distribuições condicionais, nos conduz a utilizar 

uma distância distinta da euclidiana usual. A AC utiliza uma distância 

apropriada para distribuições, a distância Qui-quadrado que denotaremos por 

.x'l. 

- A distância X 2 entre dois perfis linha i e 1 (i, I = 1, ... , I): 

d2{a}(i, I) = ::E.j 1/P.j (P;jiP;. - P 1j/PJ.l 2 

= (R; - R 1)' D.,-l (R; - R 1) . 
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- A distância X 2 entre dois perfis coluna j e k (j,k = 1, ... , J): 

(10) 

esta distância é uma distância euclidiana, mas difere da euclidiana usual 

unicamente na ponderação, sendo 

respectivamente. 

D -1 
c e D -1 

r nos espaços 

A fórmula em (9), mostra que d2{11.)( i, 1) é uma medida para a diferença 

entre os perfis i e J. Quando i e 1 têm o mesmo perfil, então ~{1<)( i,J) = O. 

Ao examinar a fórmula da distância entre linhas, poderemos dizer: se a 

diferença (P;/Pt. p 1JIP1,) for pequena com relação à massa da a1luna j 

(P.J), então, por meio da ponderação por ( 1/ P.J), estaremos evitando que esta 

diferença tenha muita influência na distância; por outro lado, se tal diferença 

fosse grande com relação à massa, então, com a ponderação, influenciará de 

forma proporcional na distância. Poderemos raciocinar de forma análoga quando 

observarmos a distância entre colunas. 

Utilizando a distância X 2
, estaremos dando um efeito estabilizadm- sobre 

os dados, visto que cumpre a propriedade denominada Equivalência 

DiBtribucional, que se expressa da seguinte maneira: 

- Se duas linhas têm o mesmo perfil, elas podem ser substituídas 

por uma só, a qual tem o mesmo perfil, mas com uma massa igual 

a soma das massas, sem que isto altere as distâncias ent1fe os 

perfis coluna. 

- Se duas colunas têm o mesmo perfil, elas podem ser substituídas 

por uma só, a qual tem o mesmo perfil, mas com uma massa igual 

a soma das massas, sem que isto altere as distâncias ent1fe os 

perfis linha. 

Assim, se duas categorias com perfis iguais são reunidas em uma só, os 

resultados em geral não serão modificados. Se existirem dois perfis iigw.~is, eles 

serão vistos como um único ponto, correspondente às duas categorias unidas; 

por um ponto de vista técnico, não ganharíamos nada no estudo das duas 

variáveis envolvidas, se sub-dividimos uma 

homogêneas. Por outro lado, se categorias com 

1 1 

categoria 

perfis 

em Clltegorias 

parecie::los fossem 



juntadas, a representação dos pontos mudaria pouco. A demonstração da 

propriedade de equivalência distribucional. está no apêndice A. 

A propriedade de equivalência distribucional não é a única base para 

reconhecer a distância X 2 como apropriada para distribuições. A distância X 2 

está intimamente relacionada à estatística X 2 pois. a soma ponderada das 

distâncias X 2 dos pontos ao seu centróide (que veremos em seguida) é igual a 

estatística X 2 dividida por n (veja seções 2.2.4 e 2.2.5 ). Assim. a configuração 

dos pontos com estas distâncias representa uma decomposicão da estatística 

x2. 

A seguir. apresentaremos dois conceitos elementares da configuração dos 

pontos. 

2.2.4 Os Centróides 

Ao calcular os centróides não deveremos esquecer as massas 

correspondentes a cada ponto. e definiremos:, 

- O centróide dos perfis linha por: 

Centróide\1<} = ::E 1 P;. R;= R'r. { 11) 

substituindo R por sua expressão em (7), temos: 

CentróideiR) = c . 

- Análogamente, o centróide dos perfis coluna está definido por: 

Centróidejci = :E- p - C- = C' c . ,] • .1 } 
( 12) 

substituindo C por sua expressão em (8), temos: 

Centróidelc} = r . 
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2.2.5 A Inércia 

A Inércia é a quantificação da variação total de cada nuvem de pontos. 

- A inércia dos perfis linha se define como a soma ponderada pela 

massa, das distâncias X 2 dos pontos ao centróide, e a 

denotaremos por Inptj• i.e.: 

(13) 

- Análogamente, a inércia dos perfis coluna se define como a soma 

ponderada pela massa, das distâncias X 2 dos pontos ao 

centróide, e a denotaremos por Illjc}• i.e.: 

(14) 

Claramente, esta é uma Medida de Variação Total ou Variância Total, na que 

representamos os perfis como se fossem indivíduos, e as categorias como se 

fossem variáveis, através das quais estes perfis se distribuem. O têrmo Inércia 

é análogo à definição matemática de Momento de Inércia, que é a integral de 

massa multiplicada pela distância quadrada ao centróide. Aparentemente, este 

nome foi adotado pelos franceses, devido à ênfase na geometria e na física, 

pois lembra a um sistema de massas pontuais. Na literatura inglesa, a inércia é 

conhecida como o Coeficiente Quadrado Médio de Contingência de Pearson 

calculado sobre N. 

Das expressões (13) e (14) obtemos que: 

In( R} = L; P;, [(R; - c:)' De-l (R;- c:)] 

= tr [ I>r (R- 1c:') De-I (R- 1c')'] 

= tr [ (P - :rc::') De-l (P - rc')' Dr-l ] 
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e Inlcl = -:Ei P,j [(c.- r)' D -1 (c. - r)] 
J r J 

= tr !De (C - 1 r') D -1 (C - 1 ,.-')'] (16) r 

= tr ! (P' -
C: X"" f' D -1 IP' - c::r' )} Dc-1 l r 

= tr [(P- rc:::')' D -1 (P - :r c:::::') De-l J. r 

com ambos os resultados, temos que a inércia das linhas é igual a inércia das 

colunas (veja Mardia. 1979, p.456. seção A.2.2bl. e conseqüentemente a 

chamaremos simplesmente de Inércia e a denotaremos por In. 

Também temos que In é igual a usual estatística X 2 dividida por n, 

pois: 

= 1/n tr 
(17) 

= 1/n tr 

onde E é a Esperança de N sob hipótese de independência, i.e.: 

E = n :r c:::::'. 

Daquí ternos que. com o uso da distância X 2, a AC "decompõe" a estatística 

x 2 , de modo que, quando a estatística X 2 indicar afastamento do modelo de 

independência, poderemos reconhecer por causa de quais categorias (linhas e 

colunas) isto acontece. O uso deste fato será melhor explicado na seção 2.4.2. 

2.2.6 Resumindo a Notação Matricial 

Matriz dos Dados N - r nijlixJ onde nii 2: O 

Matriz de Correspondência p - 1/n N onde n = 1'N 1 

Freqüências Relativas ,... - p 1 "" - P'1 

Diagonais de Freq. Relativas Dr= diag{ r) De= diag{eo} 

Perfis Linha e Coluna R = Dr-1 p c 5 D -1 c P' 

14 



I 
I • 

I 

Os perfis linha e coluna definem duas nuvens de pontos: 

Nuvem Perfis Linha 

Pontos: I perfis linha E ~ 

Rl ' R2 ' .. ~ ~ RI 

Massas: I elementos de r-

Métrica: Euclidiana Ponderada 

definida por De-l 

Nuvem Perfis Coluna 

Pontos: J perfis hnha e 00'" 

Massas: J elementos de c 

Métrica: Euclidiana Ponderada 

definida por Dr-I 

2.2.7 A Geometria 

Nos limitaremos a examinar a geometria dos pontos em um dos espaços, 

neste caso em ltt', já que as observacões no outro espaço 1ft', podem ser 

deduzidas, de forma análoga, usando os elementos acima descritos para lltl1• 

Os Perfis 

Os perfis linha. estão representados nas linhas de R = nr-I P, então temos 

que: 

a. Como p i i ?. O , os pontos estão no primeiro quadrante de ~. 

b. Os perfis linha estão contidos no hiperplano =\R) definido por: 

1 '(:x - oe) = O } , (18) 

pois. para todo i. i= 1, ...• I: 1'(R;- c)= 1- 1 =o 

Notemos que: 

- O centróide c dos perfis encontra-se também em =IR}· 

- =I Ri contém os pontos ""I' e 2 , ... , ""'.r onde ... .i é o j-ésimo 

vetor da base canônica de !f{". pois para todo j = 1 .... , J. 

temos: 1'( ... ,;- c)= 1- 1 =o. 

15 



- o vetor 1 é ortogonal ao plano 7t:ja)• e todos os pontos linha 

de R têm uma projeção igual a J-i sobre o vetor. Com efeito, 

para todo i = 1 , ••• , I, temos: 

proj{a1 sobre 1 }= 1'a1/(1'1)'=1/Ji. 

Portanto, se cumpre que todos os perfis linha, estão no simplex de ~J. 

I 
I 

Figura 1: Os pontos de 7t:{aj· 

A Distância 

Partindo da expressão (9), a distância entre as linhas i e 1, pode ser 

expressada da seguinte maneira: 

(19) 

portanto, para visualizarmos a distância .XZ entre os pontos R; e a 1, bastará 

visualizar a distância euclidiana dos pontos transformados n.,-ta, e I>., -tR1 • 

16 



Em conseqüência, realizar uma análise considerando a distância X 2 é o mesmo 

que realizar uma análise com a distância euclidiana aplicada aos novos pontos 

linha da matriz: 

í20) 

mas sem deixar de considerar as massas correspondentes. 

Os Perfis Transformados 

Representaremos os perfis linha com os vetores linha da matriz transformada 

em {20). Partindo da expressão do hiperplano -n:1.,1 em (18), obteremos 

equivalentemente a 

[De-; 1]' [De-;"" -

equação 

nct .1" 1 = 

r 1 'De••J [Dc-•í:oc 

O. Portanto: 

c)] = O. 

Os pontos linha da matriz transformada RD-> c 

que resulta 

estão no 

hiperplano ortogonal ao vetor De• 1 e que passa pelo ponto 

Det 1. i. e. o hiperplano definido por: 

{ 21) 

Notemos que: 

- O centróide dos perfis transformados encontra-se também em 

=IJ<Dc-11• pois: CentróidejRDc--!J = !RDc--1)',.,. = Det 1. 

- O hiperplano -n:1J<Dc-;! contém os pontos (P . .i-t 

j-ésimo vetor da base canônica de 1ft'. 

j = 1 , ... , J, temos que: 

(De-; 1 )' (P,j-; eo_; - Dei 1) = 1 - 1 = O. 

e). onde ""'.i é o 

pois para todo 

O vetor unitário (Dei 1 ) é ortogonal ao plano -n:1J<Dc->)• e todos 

os pontos linha de RDc -; têm uma projeção igual a 1 sobre o 

vetor. Com efeito, para todo i = 1, ... , I, temos: 

proj 1De-•Ri sobre Dei 1} = {Det 1 )'(Dc-;Ri) = 1 

1 7 
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Depois de localizar os pontos no espaço, nosso objetivo será representar 

Graficamente os pontos (De-i R;) (i = 1, ... , I), sobre um novo sistema de 

coordenadas, para que, ao observá-los, possamos ver a distância X 2 , já que a 

distância euclidiana entre eles é a distância X 2 entre os pontos R;· Portanto, 

nossos pontos serão as linhas de RDc-i· 

Depois de centrarmos a nova nuvem, trasladando a origem ao seu centro 

de gravidade, as novas coordenadas dos pontos linha, estão dadas na matriz: 

(22) 
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2.3 Critério do Bom Ajuste e Obtenção dos Eixos 

Na AC as transformações feitas nos conduzem a realizar duas análises, 

uma em cada espaço. 

2.3.1 A Análise em IW 

O Problema Proposto 

O objetivo é obter uma representação simplificada dos perfis linha, 

dando uma idéia das distâncias X2 entre eles, portanto, tomando em conta as 

observações feitas na seção 2.2. 7, representaremos os perfís pela matriz em 

(20): RDc-i· 

O problema é resolvido identificando sub-espaços de 1W de menor 

dimensão que J, e tal que, a configuração dos I pontos tenha a menor 

deformação ao projetar-se nestes sub-espaços, de modo que as localizações 

verdadeiras dos I pontos possam ser cobertas satisfatóriamente desde suas 

posições neste sub-espaço. Começaremos por buscar um sub-espaço vetorial de 

uma dimensão, o qual represente o "melhor ajuste possível dos I perfis", no 

sentido em que a soma ponderada pela massa das distâncias quadradas dos 

pontos ao sub-espaço, seja mínima; logo, buscaremos um 2Q sub-espaço 

unidimensional que seja ortogonal ao primeiro, mas com características 

similares, e assim por diante. O problema se reduz a buscar uma nova base 

ortonormal, tal que represente o melhor ajuste no sentido de quadrados 

mínimos. Logo, pelo método de Quadrados Mínimos, determinamos as coordenadas 

sobre o novo sistema. Assim a AC é considerada como uma adaptação do método 

de Componentes Principais (Pearson, 1901). 

A Solução 

Este método é equivalente a maximizar a inércia das projeções dos pontos 

sobre o sub-espaço com base {v1 , ••• , v J ( d = 1, •.. , .f), tal que: 

1 Q) A inércia dos pontos projeção da nuvem sobre v 1 seja 

máxima, e v 1'v1 = 1. 

....... o • 
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dQ) A inércia dos pontos projeção da nuvem sobre v d seja 

máxima, vd'vd= 1 e vd'v~ 1 =O, •.. , vd'v1 =O. 

Em tal sentido, está demonstrado que o sub-espaço d-dimensional (d = 
1, ... , J} que melhor se ajusta aos dados, contém necessariamente o centróide 

dos pontos (Greenacre, 1984, seções 2.5 2.6.3). Não incluire!llos tal 

demonstração, pois mais adiante veremos que o fato de centrar os dados na 

AC, não é imprescindível. Uma vez visto que, o centróide encontra-se no 

sub-espaço optima!, e estaremos interessados em representar os pontos 

transformados da matriz em (22): [ (R- 1 c:') o.,-i]. 

Temos que, as projeções dos pontos transformados sobre um eixo de 

direção v- de !fi', unitário (v'...,. = 1) , estão em: 

PJJ 

assim, a matriz das projeções sobre os eixos procurados v 1 , •.. , v a• ••• , v J é: 

onde: V = [ v 1 : v 2 : ... : VJ ], com V' V= I e 

F : (F I F I I F j (1)1 (2)1•••1 (J)' 

A matriz F é chamada de Matriz de Coordenadas Principais. 

í24) 

Ao fazermos o ajuste dos dados sobre estes pontos transformados, deveremos 

refletir a distribuição apresentada nos dados, por isto, o natural será 

considerar cada ponto com um peso igual à massa P;. (i = 1, ... , I). Logo, 

para todo a (a = 1, ... , J), a inércia dos pontos projeção da nuvem sobre v a 

pode ser expressada por: 

(25) 
: v E If.ti , . .,,,-'v=l , v'v a-1=0 , ... , v'v1=0 J. , 
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equivalentemente, para as expressões respectivas à direita e à esquerda da 

igualdade acima, substituindo sucessivamente as expressões de F em (24), de 

:r(...,.) em (23) e de R em (7), obtemos: 

[X: Val' [X Val = max { [X v]' [X v] 
(26) 

: v e ft' , v'v=l , -v-' v a- 1=0 , ... , v'v1=0 } , 

onde: 

(27) 

Isto, equivale a buscar os autovalores e autovetores da matriz: 

Z = X'X, (28) 

(Veja demonstração no apêndice B). Logo, a matriz V, com V'V = I é a 

matriz de autovetores de z 
2 2> > 2> 0 · · JJ1 ?. JJ2 - ••• - J!J - respectivamente 1.e.: 

zv-vn 2 - " ' 

onde D" = diag{,...}, com ..,. = ( J.li , ••• , 

generalidade, restringiremos ..,. tal que J.la ?. 

associados aos autovalores 

(29) 

J!J ), e onde sem perda de 

O {a= 1, ••• , J) {Notemos que: 

para todo -v E llit', o valor [X v-]'[X -v] é sempre não negativo, pois trata-se 

de urna sorna de quadrados. Isto justifica a escolha da apresentação dos 

autovalores corno quadrados). 

Observemos que os valores máximos procurados nas expressões (25) e (26), são 

exatamente os correspondentes autovalores J.la2 (a = 1, ... , J), pois de (29), 

ternos que: vc}X'Xva= J.la2• 

Assim ternos que, os autovetores de Z definem os eixos principais dos 

perfis linha, e que o sub-espaço d-dirnensional (1 ::; d ::; J) que melhor se 

ajusta aos dados em têrrnos de distâncias quadradas ponderadas pelas massas, 

está definido pelos d autovetores v 4 , correspondentes aos d maiores 

autovalores de Z (Eckart e Young, 1936). 
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Simplificações 

A seguir, veremos que existem algumas relações que permitem reduzir os 

cálculos. Inclusive, estas podem ser deduzidas diretamente da geometria 

exposta na seção 2.2. 7-Perfis Transformados: 

a. O vetor v J, diretor do J-ésimo eixo, é igual a (Dei 1 ) 

= (P.!i , P. 2" , ••• , P.?>', e é autovetor da matriz .Z, 

associado ao autovalor O. 

Com efeito: 

X VJ = [Dr-i (P - :rc::') De-i] [Dei 1] 

= D -t (:E> - rc') 1 r 

= D -t (P1 - rco' 1) r 

= D-i r (,.,.. - r) 

=o, , onde o= (0, ... ,0)' E [l(l1 , 

com este resultado, temos que O= [XvJ]'[XvJ] = v/ZvJ, e 

portanto, .ZvJ = O vJ .E 

b. O vetor vJ é também autovetor associado ao autovalor 1 de: 

z• = x*'x*, (30) 

onde: (31) 

Com efeito: 

x• VJ = [Dr-t p De-i] [Dei 1] 

= D -ll r F 1 

= D -t ,.,. r 

= Di r 1 

= VJ 
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com este resultado, temos que v} Z' v J = [ X'v J]'f X'v Jl = 

v}vJ = 1 , e portanto, Z'vJ = 1 vJ .1 

c. Todos os autovetores de Z distintos de v J' são também 

autovetores de Z'. 

Com efeito. os restantes autovetores de Z são ortogonais a 

v J• ou seja. para o: = 1 ....• J-1. (De' :l l'v a = O. Com esta 

relacão. deduzimos que, para todo o: = 1 •...• J-1. temos: 

X v a = fD,.-; LP - x-e:') Dc-0 1 V a 

= D -; (P - .rc::::::'} D -; V a r c 

= D -; {P D -; v - ' D -> V a) r c a r c c 
( 3 2 ) 

= D -l: (P D -; va - r {I:> -; 1 ) ' V a) r c c 

= D -;, 
r 

p De -t V a 

= X' v,. 

com este resultado, temos que !X'val'!X'val = !Xval'[Xval 

= Jla2• e portanto, Z*v-
0 

= Zv
0 

= J1
0
2v

0 
.I 

d. Para o: = 1, ... , J-1. temos que 11a :S 1. 

A prova desta afirmacão será feita mais adiante. 

Vemos então que, a decomposição da matriz z•. contém a decomposição da 

matriz Z, i. e.: 

Z • v• v' ..--.. 2 = J..JI p.t • (33) 

onde: 

Conseqüências 

Na AC. a centralização dos perfis é uma operação que remove 

exatamente uma dimensão do espaço original. 
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- Os pontos se encontram num sub-espaço de dimensão D, on!le 

O s D s J-1. Ainda, se estivessemos no caso em que I < J, 

teríamos que 1 :S D :S I-1, pois só temos I vetores originais 

provenientes das linhas de R, que no máximo formam nm 

sub-espaço I-dimensional, os quais centralizados, perdem uma 

dimensão, como acabamos de ver. 

- A análise pode ser realizada sobre a matriz z• (não centrada), 

com a condição de desprezar o autovalor 1 e seu autovetor 

correspondente. 

- Utilizando a relação em (32), também poderemos simplificar os 

cálculos das coordenadas principais dos pontos linha sobre o 

a-ésimo eixo (a= 1, ..• , J-1). Assim, partindo de (24) e (27), 

obtemos uma nova expressão para a matriz de coordenadas 

principais das linhas: 

ou (34) 

2.3.2 A Análise em~ 

Procedendo com a análise de forma análoga e simétrica como em ~. nos 

limitaremos a dar os resultados. 

O Problema Proposto 

O objetivo é obter uma representação simplificada dos perfis coluna, 

dando uma idéia das distâncias X 2 entre eles, portanto, representaremos os 

perfís da matriz cnr-t· 

A Solução 

Como queremos encontrar uma base U = {u1 , u 2 , ••• , u 1} de 001, tal que: 

Para todo {3 ( {3 = 1, ..• , I), a inércia dos pontos projeçãro da 

nuvem sobre ufJ seja máxima, up'up = 1 e u,JufJ- 1 = O , ••• , 

u,Ju1 = O. 
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Definiremos a Matriz de Coordenadas Principais para as colunas sobre os eixos 

procurados ui' ... , ufJ' ... , u 1 : 

{35) 

onde I e 

O problema se reduz a buscar os autovalores e autovetores da matriz: 

W =X X', (36) 

Encontramos que os vetores u 1 , ••• , u 1 são os autovetores da matriz de W 

associados aos autovalores -t/ ?: -r2
2 ?: ••• ?: r:/ = O respectivamente. i.e.: 

w u = u n~ 2 , (37) 

onde D.., = diag{-c}, com -c= ( r:1 , ••• , 7:1 ) e 1?: r:1 2! r:2 2! ••• 2! 7:1 =O. 

Os autovetores de W definem os eixos principais dos perfis coluna, e a 

inércia contabilizada por eles 

({3=1, •.. ,[). 

são os correspondentes autovalores 7: 2 
fJ 

O sub-espaço d-dimensional (1 S d S I) que melhor se ajusta aos dados 

em têrmos de distãncias quadradas ponderadas pelas massas, está definido 

pelos d autovetores ua, correspondentes aos d maiores autovalores de W. 

Simplificações 

A decomposição de W' = X' X", contém a decomposição de W, i. e.: 

(38) 
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onde: 

' I ~ • • : Uz-d e 

D~, = diag{-c' }, 

Conseqüências 

- A centralização dos perfis. é uma operação que remove 

exatamente uma dimensão do espaço original. 

- Os pontos se encontram num sub-espaço de dimensão D, onde 

O S D S I-1. Adicionalmente. se estivermos no caso em que 

J < I. teríamos que 1 s D s J-l, pois só temos J vetores 

originais provenientes das linhas de C. que no máJdmo formam 

um sub-espaço J-dimensional, os quais centralizados, perdem 

uma dimensão. 

- A análise pode ser realizada sobre a matriz W. com a condição 

de desprezar o autovalor 1 e seu autovetor correspondente. 

- Podemos simplificar os cálculos para a matriz de coordenadas 

principais das co lu nas: 

ou (39) 

2.3.3 Relações entre os Espaços 

A seguir, veremos as relacões existentes entre os autovalores de Z = 

X'X e W = X X', com as quais só precisaremos fazer uma decomposição em 

valores singulares: a da matriz X (as relações estão expostas no apêndice 

seção C). 

a. Existe um D, onde O S D S min{ I, J} - 1, tal que os autovalores 

"'Dtl =. · ·= Tz = llDti - ••• - llJ =O. 

b. Se D > O, temos que para a = 1, ... , D, os correspondentes 

autovalores 11a2 de Z e ra2 de W, são iguais. i.e.: lia = Ta­

Doravante. para evitar duplicidade na notacão, só usaremos 11· 
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c. A matriz X decomposta em valores singulares: 

X= U D 11 V', (40) 

onde, tornando em conta os resultados em (a.) e (b.), daqui em 

diante só consideraremos U, V e D 11, com suas dimensões 

não nulas, i.e.: 

I 
I • • ~ u vl , com U' U = I 1 , 

vvl , com V' V = I J e 

D
11 

= diag{~~>-}, 

e 1!1 2: • • • 2: llv > O. 

onde u., e v a (a = 1, .•. , D), são os mesmos que achamos nas 

seções anteriores. 

Recordando as simplificações feitas nas seções anteriores, 

adicionaremos que, no caso particular da AC, a centralização 

dos perfis, é uma operação simétrica que remove exatamente 

uma dimensão de cada espaço original; pois a decomposição em 

valores singulares da matriz X' = nr-i P nc-t, contém a 

decomposição 

X= Dr-i(P-

em valores 

rc::ê)Dc-t , i.e.: 

singulares da matriz 

(41) 

onde, de agora em diante só consideraremos U', v• e n.,., 
com suas dimensões não nulas, i.e.: 

u• = [(Dri 1) UI ' ' uvl, I ~ • • I 

v• = [(Dei 1) Vt 
I I vvl e I • • • I 

n.,. = diag{~~>-'}, com • = (l,IJ.It· .. ,IJ.vl· .... 
e 1 2: 1!1 2: ••• 2: llv > O. 
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Naturalmente, visto que usaremos somente as dimensões não 

nulas, passaremos a considerar as matrizes de coordenadas 

principais da seguinte maneira: 

e 

já que para a> D, temos que: F 0 = o 1 e G
0 

= oJ' 

d. As matrizes V e U, estão ligadas pelas seguintes relações: 

u = x v n .. -1 e V= X' U D -1, 
I! 

(42) 

(43) 

daqui, observemos a existência de uma proporcionalidade entre 

os eixos de um espaço e do outro. 

Equações de Transição 

As relações entre os dois espaços, indicam que há proporcionalidade 

entre os vetores correspondentes, e, por conseguinte, também haverá 

proporcionalidade entre as coordenadas dos pontos correspondentes aos eixos. 

De modo que, nos permitirão representar simultâneamente os pontos linha e 

coluna sobre os mesmos gráficos, enriquecendo a interpretação. 

As coordenadas principais (não nulas) cumprem as seguintes equações: 

F= R G D
11

- 1 e (44) 

Alguns autores chamam estas de Equações de Transição (Greenacre, 1984; 

Lebart et al., 1984 ), pois nos permitem transitar de um espaço para outro. 

outros autores preferem o têrmo Relações Baricêntrica.s (Grande E. e Abascal 

F., 1989). 

Prova: 

De (43), temos: 

u D 11 = x v e V D 11 =X' U, 
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Conclusões 

logo, pré-multiplicando estas equações por I> -i e r 
I> -t c 

respectivamente, obtemos que são iguais a F e G 

respectivamente, i.e.: 

F=n-•un r I' e (45) 

ou equivalentemente: 

u =I> t F I> -1 
r 11 e v =I> i G I> -1 

c " ' 
(46) 

logo, substituindo estas expressões de v e u 
respectivamente em (34) e (39), temos que os conjuntos das 

coordenadas efetivas F e G podem ser expressadas como: 

F= R G I> -I 
11 e G 

que é o resultado que q ueríamos.l 

=C F I> -I .. ' 

Visto que ambos os conjuntos de pontos estão dentro de subespaços da 

mesma dimensão, e se colocarmos superpostas as dimensões correspondentes, ao 

reescrevermos as identidades em (44): 

e 

onde :E j (PuiP;.) = 1, e :E i (Pi/ P.) = 1, veremos que: 

- A projeção de uma linha i (i = 1, ... , I) sobre o a-ésimo eixo 

(a = 1, ... , D), fia• é o baricentro, salvo um coeficiente de 

dilatação (1/Jta), das projeções das J colunas sobre o mesmo 

eixo, onde cada coluna está afetada por um peso (Pij/Pi.), que é 

a sua importância relativa em i. 

A projeção de uma coluna j ( j = 1, ... , J) sobre o a-ésimo eixo 

(a = 1, ... , D) , gja , é o baricentro, salvo um coeficiente de 

dilatação (1/ Jla), das projeções das I linhas sobre o mesmo eixo, 
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onde cada linha está afetada por um peso ( P;/ P.)• que é a sua 

importância relativa em }. 

Neste contexto. os perfis são usados como pesos para o cálculo dos 

baricentros. Estes resultados. nos permitem representar simultânea.mente as 

linhas e colunas. 

Conseqüência 

Das fórmulas baricêntrícas. se deduz que. os valores próprios 

J1 0
2 são menores ou iguais que a unidade. Em outras palavras. 

sem perda de generalidade: 

O < 11 0 5 l . para todo a = 1 ..... D 

Tal afirmacão. será demonstrada por redução ao absurdo: 

Suponhamos que existe um a {a= 1 ..... D) tal que /.la > 1. 

Logo, 1/ /.la < 1. 

Assim. da primeira das relações. obteríamos para todo i ( i = 

1 •...• I) : 

! f;,J = 1//.10 ! :E .i ÍP;,;/P;)g.;a! < ! :E.; ÍP;,/P;,)g.ia! 

5 :E .i (Pu/P;.) I g.ial 5 max.iJ giai • 

em particular. isto se cumpre para: 

(a) 

Por outro lado. a partir da segunda das relacões. obteríamos 

para todo .i (.i = 1, ... , J): 

!g.ia! = 1//.10 ! :E; (P;./P.})fia! < J :E; (P;./P.)f;a! 

5 E 1 (P;./P . .;l I f 1a! 5 max 1! fia!• 
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em particular: 

( b ) 

Não podemos obter os resultados (a) e íbl simultânearnente. 

pois são contraditórios. 

Visto que a nossa suposição nos levará a obter uma 

contradicão, só podemos colocar como verdadeira a negacão 

desta. i.e.: só pode acontecer que: 

O < !la S 1, para todo a (a = 1 ..... Dl .11 

2.3.4 Reconstrução da Tabela de Contingência 

:t; possível reconstruir a tabela P a partir das coordenadas principais 

encontradas. Com efeito. partindo de (40). e substituindo X. U e V com suas 

expressões dadas em (27) e (46) respectivamente. temos que: 

(47) 

A partir desta equacâo, claramente podemos ver que AC decompõe os 

resíduos da esperança de P sob bipótese de independência. 

Na prática, acontece freqüentemente que os dois ou três primeiros eixos 

recolhem a maior quantidade de informação. Logo. se são representados os 

pontos sobre o plano formado pelos dois primeiros eixos. é possível obter urna 

boa visão dos dados. Esta representação será tanto mais fiel, quanto maior for 

a percentagem de inércia explicada pelos primeiros eixos. Para obter maior 

precisão na imagem. se completa com os eixos terceiro. quarto, etc ... 

Para d = 1 , ... , D. definiremos a Matriz de Reconstrução da Tabela de ordem 

d: 

pldl = + I:> 1 .-(d) 0 ,d)-1 0 ta)• J::> 
r - p. c (48) 
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onde: 

..,...(d) - [ ' ' J ..._- - F11•4qFd c;.<dl = [ a 1 : •.. : nal ,e 

Quando os D - d menores valores singulares são suficientemente 

pequenos, p(d) pode aproximar-se bastante de P, um resultado interessante é 

que a aproximação em p(dl aos dados originais em P, pode ser avaliada da 

seguinte maneira: 

observemos que, para x<dl = Dr-t (p<dl - x-e::?) De->: 

(49) 

podemos calcular: 

-'{;C(d) (50) 

isto é, a soma das normas quadradas dos pontos de xa, dividida pela soma 

das normas quadradas dos pontos de X, que resulta em: 

tr [ x<a> • x<a> J 

tr [ X' X ) 
= (51) 

comparando este resultado com (17), isto significa que <:C(d) é a porção da 

inércia total contabilizada pelos d primeiros eixos, é uma medida da qualidade 

da recuperação dos dados em p<dl. 
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Como vimos anteriormente. podemos resumir a AC como um modelo 

simples. o modelo de independência é eleito. e os resíduos deste modelo são 

decompostos e 12raficados. É desta forma que obtemos a figura da interação 

entre linhas e co lu nas. 

Nesta seção, veremos a distribuição das coordenadas principais, a 

interpretacão da posição dos pontos tanto com relação aos pontos da mesma 

nuvem, como aos pontos da outra nuvem. Lol'o. a definição das coordenadas 

estandardizadas. e suas características. Também veremos os auxílios para 

interpretar os resultados. construídas a partir da decomposicão da inércia. 

Estos auxílios são necessários para interpretar os eixos, e sobretudo, quando 

não podemos graficar os pontos completamente (i.e. os pontos estão num espaço 

de dimensão maior que 2 ou 3). Finalmente, veremos o uso de elementos 

suplementares. que poderiam ser úteis na interpretação. 

2.4.1 Interpretação dos Pontos 

Em Coordenadas Principais 

Distribuição das Coordenadas Principais 

Com respeito aos eixos principais. as nuvens têm centróides na origem, 

i. e.: 

G 1
c = Or !52) 

estes resultados são facilmente verificáveis. ao substituir as definiçõ,es para F 

e G em (24) e (35) respectivamente. 
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A Inércia (ou variância total ponderada pela massa) de cada nuvem ao Iongo do 

a-ésimo eixo (a = 1, ... , D-1 ), é igual a JJa2, e a chamaremos de a-ésima 

Inércia Principal. Os produtos cruzados, ponderados pela massa se anulam como 

esperado pela construção da ortogonalidade entre os eixos em (24) e (35), i.e.: 

e (53) 

para obter estes resultados, bastará substituir na direita destas equações, 

expressões para F e G em (34) e (39) respectivamente, e logo usar a 

decomposição em (41). 

Observemos que para todo a (a = 1, ... , D) /Ja é uma medida de 

correlação entre 

j = 1, ... , J), pois 

as coordenadas principais f;a 

de (47) com (52) e (53), se cumpre: 

Representação em Coordenadas Principais 

e (i = l, ... , I, 

(54) 

Quando representarmos os pontos linha em coordenadas principais, a 

distância entre eles é a distância X 2 , logo com relação as posições entre eles, 

temos os seguintes resultados: 

a. Se duas linhas têm uma estrutura semelhante (i.e. seus perfis 

são similares), ambas as linhas relacionam-se de modo similar 

com as colunas. Logo, sua situação será próxima no gráfico. 

Mas cabe advertir que, a inversa não é sempre verdadeira; isto 

dependerá da qualidade de representação dos pontos, que 

explicaremos mais a frente. 

b. Quando duas linhas estão muito distanciadas, estão relacionadas 

de modos diferentes com as colunas. Quando 'dois pontos linha 

estão em direções opostas do centro, eles desviam de formas 

opostas do perfil médio (por exemplo, duas linhas são opostas 

se, dada a primeira linha, uma coluna tem proporção bail!a, 

dada a segunda linha a coluna anterior tem proporção alta). 
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Quando representarmos os pontos coluna em coordenadas principais, os 

resultados serão análogos aos anteriores. 

Quando representarmos as linhas e colunas simultâneamente sobre o 

mesmo gráfico em têrmos das coordenadas principais, devemos considerar as 

equações de transição em (44). Reescrevendo a primeira delas, temos: 

ondeF;=(f;1 

Graças a esta, podemos interpretar as posições linhas com relação as posições 

das colunas, o seguinte: 

a. Dada a linha i, quanto maior seja a proporção de uma coluna 

j, esta linha será mais atraída na direção da coluna j. Pois, o 

vetor resultante F i contém urna proporção maior do vetor 

D
11

-
1
Gj (que terá quase a mesma direção e é urna dilatação do 

vetor G j). Em particular, se um perfil linha tem a forma de ""j 

( j = 1 , ... , J), onde e j é o j-ésirno vetor da base canônica 

de OOJ, a representação deste se sobreporá com o vetor o
11

-
1
Gj 

(e em geral, se localizará na mesma direção de G). 

b. A proximidade de urna linha i a uma coluna j só pode ser 

interpretada corno associadas, se ambos os pontos estiverem 

longe da origem, na periferia da nuvem. Pois, caso contrário, 

consideremos duas situações que podem acontecer: lQ) Quando 

urna linha tem um perfil próximo ao perfil médio, se encontrará 

próxima à origem; de modo que, a linha não desempenha um 

papel importante para nenhuma das colunas, já que, se 

distribuem sem urna tendência particular, tal como o faz o total 

do grupo observado (i.e. dado i, para todo j, P;/P;. - P.j é 

pequeno, isto é equivalente a Pij estar próximo a P;, P.j, e 

indica que a casela ( i , j) não contribui a desviação da 

independência). 2Q) A proximidade entre i e j podería 

dever-se não a que j tem importância em i, e sim, que os que 

têm importância sobre i são outras colunas j' e J• que se 

encontram muito longe de J e em extremos opostos. 
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c. Por tanto, a posição de um ponto linha deve ser interpretada 

com relação as posições de todos os pontos coluna. 

Agora, para interpretar as posicões das colunas com relação às linhas. nos 

basearemos na segunda equação de transição em (44) e os resultados serão 

análogos aos anteriores. 

Em Coordenadas Estandardízadas 

A representação dos pontos em coordenadas prindpaís. é uma 

representação natural. imposta por nossa definicâo das duas goometrias 

simétricas e duais. Contudo. haverão algumas situações nas quais estaremos 

dispostos a sacrificar a natureza destas com o propósito de ganhar outras 

vantagens. estandardizando as coordenadas principais. 

Faremos uma transformacão das coordenadas principais. de modo que 

possamos obter, ao longo de cada eixo. inércias iguais a um. A estas novas 

coordenadas as chamaremos de Coordenadas Estandardizadas. para que se,iam 

distinguidas das coordenadas principais e as denotaremos por <!> e r para 

cada espaço respectivamente. Assim: 

=F D-I 

" 
e r = G n,..- 1 • !55) 

Estas matrizes são chamadas por alguns autores de Fatores { Lebart. Morineau 

e Warwick, 1984). 

É fácil comprovar de (52), que com respeito aos eixos estandardizados. 

as nuvens têm centróides na origem. i.e.: 

e r~c: = OI. i56l 

de (53) temos que. as colunas de <!> e r estão estandardizadas segundo: 

e (57) 

isto significa que. para as coordenadas estandardízadas. obtemos variâncias 

unitárias ao longo dos eixos e estes são ortogonais entre si (claro, pois com a 
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transformacão de (55), não houve rotação. somente uma dilatação das 

coordenadas desde que 1111" 2: 1). 

De !54). ternos que, para todo a í a = 1 •...• D} Ma é uma medida de 

correlação entre as coordenadas estandardizadas P;a e ria· desde que se 

cumpre: 

<~>' P r = I:>,. !58) 

As equacões de transicão. conseguem a mesma forma para as coordenadas 

estandardizadas. Com efeito, bastará pós-multiplicar (44) por J:J~- 1 • asslm: 

=R r n -I ,, e (59) 

De (47). podemos reconstruir a tabela a partir das coordenadas 

estandardizadas (ou fatores). segundo: 

(60) 

Esta reconstrucão. é conhecida como Identidade de Fisher (Lancaster. 1969), e 

significa simplesmente uma reparametrizacão da reconstrução em ( 4 7). 

Goodman (1985a, 1986), identificou (60) com as restrições em (56) e (57), 

como um Modelo de Correlação RC Saturado. Logo. a reconstrução em (47), com 

as restrições em (52) e (53). pode ser vista como uma reparametrização do 

modelo de correlacão RC saturado. A diferença é que neste modelo. as 

estimações dos parâmetros. geralmente são feitas por máxima verossimilhança e 

não como estabelece a AC. por quadrados mínimos. 

Podemos reescrever a matriz p<dl de (481 a partir das coordenadas 

estan dardizadas: 

{61) 
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onde: 

,~<d) = I ~ ' ' ~ I e 
..ll .llil 1 I • ' • 1 IiL d • 

com 

A equação acíma. corresponde ao modelo de correlação RC não saturado. 

definido por Goodman í 1985a. 1986). Este modelo pode ser testado com 

í I-d-1 )( J-d-1) graus de liberdade (veja Goodman, 1986). 

Representação em Coordenadas Estandardizadas 

Se representarmos ambos os conjuntos com as coordenadas 

estandardizadas. nossa interpretação deverá ser feita de forma análoga como 

quando representamos os pontos com as coordenadas princioais. pois os 

centróides, as equacões de transicão. e outros resultados. são análogos aos das 

coordenadas principais. A diferenca é que quando as inércias principais são 

muito diferentes. a representação em coordenadas estandardizadas. em certa 

forma. dá "esfericidade" ao gráfico. 

Relações entre os dois tipos de Coordenadas 

Tomando em conta as transformações em (55), as fórmulas de transição 

entre as coordenadas dos conjuntos de pontos em (44) ficam. para F e r e 

para G e <I>: 

F= R r e G =C <I>. (62) 

Conclusões 

- A projeção de uma linha i (i = l •••.• I) sobre o eixo a 

(a = 1, ... , D). f;a· é exatamente o baricentro das projeções 

rj das J colunas sobre o mesmo eixo, onde cada coluna está 

afetada por um peso (p1_;1P;.i que é a sua importância relativa 

em i. 

- A projeção de uma coluna J (.f = 1 ..... J) sobre o eixo a 

(a = 1 , ... , D), f!:ja• é o baricentro das projeções !P; das I 

linhas sobre o mesmo eixo, onde cada linha está afetada por um 

peso (P;./P,_;} que é a sua importância relativa em J . 
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Estes resultados. nos permítem combinar os dois tipos de coordenadas para 

represento.r simultáneamente as linhas e colunas . 

Representação Combinando Ambos os Tipos de Coordenandas 

Quando representarmos nos gráficos. um dos con,iuntos de pontos com as 

coordenadas principais. e o outro com as coordenadas estandardizadas, nossa 

interpretação pode ser grandemente facilitada. Nosso ganho ao combinar ambos 

os tipos de coordenadas. se baseia nas equações de transição expressadas em 

(62), que usaremos para interpretar as posicões entre linhas e colunas. 

Por exemplo. num gráfico onde as linhas estão representadas pelas 

coordenadas principais e as colunas estão representadas pelas coordenadas 

estandardizadas, a leitura fica bem mais direta. pois cada per11il linha é 

exatamente o barícentro dos pontos coluna. onde os pesos são os elementos do 

respectivo perfil linha de {7). i.e. refazendo a expressão em (62), temos; 

onde F 1 = ( f 11 • • • • • f;D)' e r 1 = ( ril . . . . . Twl' e :E.; ( P;/ P;,) = 1. 

Assim, quando representarmos as categorias linha em coordenadas í?rincipais e 

as categorias colunas em coordenadas estandardizadas, veremos •que. quanto 

maior for a proporção de uma coluna J dada a linha i. hHtverá mais 

proximidade de um ponto i a um ponto J. Pois. o vetor resultante F; contém 

uma porção maior do vetor r.i. Em particular. se um perfil linha üero a forma 

de ""') ( j = 1 •... , J). onde eJ é o .i-ésimo vetor da base canônüca de {f~. a 

representação deste se sobreporá com o vetor r.;. Logo. tamb•ém podemos 

concluir que. devido à ponderação elo espaço feita no início. isto ta•mbém indica 

que quanto menor a massa da coluna }, mais longe se encontrará o ponto r; 

do centróide . 

Em geral. quanto maior for a diferenca íP;/P;. - P.)• então os pc>ntos i e .i 
estarão mais perto. Recíprocamente. se para todo j í j = 1, ... , Jl, a diferença 

(p 1_;1P1• - P . .;) for pequena. então i se localizará perto da origem . 

Achamos que esta forma de representacão pode ajudar a c:ompreender 

melhor a representação quando ambos os conjuntos estão em c::oordenadas 

principais . 

39 



Ao representarmos as colunas em coordenadas principais e as linhas em 

coordenadas estandardizadas, todos estes resultados podem ser obtidos de 

forma análoga. 

Para representar os pontos. existem outras alternativas, por exemplo, 

com coordenadas do tipo <I>' = UD
1
,' e I~'= VDu'· estas novas coordenadas 

correspondern ao método gráfico Biplot (Gabriel. 197!). mas não trabalharemos 

com estas coordenadas. já que nosso interesse está voltado para as 

propriedades p:eométricas da representação discutida nesta secão. 

2.4.2 Auxílios à Interpretação 

Nem sempre é possível graficar a imagem completa, usualmente, tentamos 

imaginar a configuração completa dos pontos, a partir dos gráficos de uma, 

duas. ou no máximo três dimensões. Para interpretar uma imagem parcial 

("projetada sobre os primeiros eixos"), é necessário conhecer quão bem 

representados estão os pontos. e também a significação dos eixos sobre os 

quais temos projetado a nuvem. Comecaremos então. por entender como a 

inércia é decomposta, que é a base para a qualidade de representação e a 

significação dos eixos. 

A Decomposição da Inércia 

Como conseqüência de (13), (14) e (53). a inércia total de cada nuvem de 

pontos, pode ser decomposta ao longo dos eixos principais, ou ao longo dos 

vetores que representam os pontos. de forma similar e simétrica. Isto dá a 

decomposição da inércia, análoga à decomposição da variãncia para cada nuvem 

de pontos. como ilustram as tabelas I e 2. Estas tabelas formam o suporte 

numérico para o 12ráfico. Cada coluna das tabelas. representa a decomposicão 

da inércia contabilizada pelo eixo correspondente, e cada linha destas tabelas. 

representa a clecomposícão da inércia dada por cada categoria linha ou coluna. 

Destas tabelas. e de ( 17 ), temos: 

163) 
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Tabela 1: Decomposição da Inércia da nuvem de linhas. 

Eixos 

Linhas l 2 ... D Total 

1 PJ. fu 2 P!. [12 2 ... P!. r li; P!. ::Ea f1a2 

2 Pz. [21 2 
Pz. [22 2 . .. Pz. fzD2 

Pz. ::E a fza2 

. . . 
I P1. fn 2 

PI. [12 2 . . . P1. fwz P1 . ::Ea f1a2 

Total li!2 /.122 ... J.ii In 

Tabela 2: Decomposição da Inércia da nuvem de colunas. 

Eixos 

Colunas 1 2 ... D Total 

1 P.1 g,, 2 
P.1 gl2 2 ... P.! 

2 P.1 ::E, g!} I g!D 
2 2 2 ::E a g2a

2 2 P.z g21 P.2 g22 ... P.z g2D P.z 
. . . 

J P. J gJl 
2 

P.JgJ2 
2 ... 2 

P,J gJD P,J ::Ea gJa2 

Total In 

A expressão (63) mostra que a AC decompõe a estatística X 2 para testar 

independência na matriz. De fato, a contribuição das parcelas, indica em qual 

direção se dão os desvios da independência. Naturalmente, procederemos a 

calcular os coeficientes que nos auxiliarão na interpretação. Para cada elemento 

linha e coluna, são calculados: 
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A Contribuição Absoluta 

Expressa a participação que tem o elemento na inércia de um eixo. 

A Contribuição Absoluta da i-ésima linha ao a-ésimo eixo, está 

dada por: 

(64) 

onde J.la2 = ::E; P;. f;a2 (a = 1, ... , D) é a inércia explicada pelo 

eixo a. Observemos que, para todo a = 1 , •.. , D: 

::E i c a{ I!.} ia = 1. 

A Contribuição Absoluta da j-ésima coluna ao a-ésimo eixo, está 

dada por: 

(65) 

onde J.la2 = ::Ej P.j gja2 (a = 1, ... , D) é a inércia explicada pelo 

eixo a. Observemos que, para todo a = 1, ... , D: 

Usa-se o têrmo absoluta, devido que a contribuição está afetada pela massa. 

A Contribuição Relativa 

Expressa a participação de um eixo na explicação de um elemento. Mede a 

qualidade de representação do elemento pelo eixo. 

A Contribuição Relativa do a-ésimo eixo à i-ésima linha, está 

dada por: 

CT{R}ia = fia2 I ::E a fi<? (66) 

= ({li,; I ::E a 1Pia
2 

observemos que, esta medida é equivalente a tomar o quadrado 

do cosseno do ângulo entre o ponto em coordenadas principais e 

o eixo principal, ou o quadrado do cosseno do ângulo entre o 
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ponto em coordenadas estandardizadas e o fator. e cumpre para 

todo i= 1 •...• I: :E 0 crjl<iia = 1. 

A Contribuição Relativa do a-ésimo eixo a J-ésima coluna. está 

dada por: 

\67) 

observemos que. esta medida é equivalente a tomar o quadrado 

do cosseno ângulo entre o ponto e o eixo ou o fator. e cumpre 

para tOdO j = 1 , .. • • J: ::::!::; a C TJ C}.ia = J. 

A Qualidade de Representacão 

t a participação de um sub-con.iuto de eixos na explicação de um elemento. 

- A Qualidade de Representação de uma linha 

sub-conjunto de eixos S. está dada por: 

i por um 

(68) 

- A Qualidade de Representação de uma coluna .i por um 

sub-conjunto de eixos s. está dada por: 

!69) 

2.4.3 Interpretacão dos Eixos 

A interpretação dos eixos é fundamental. a visão direta do 12ráfico pode 

induzir a erros. Para evitar erros. será necessário tomar em conta as 

contribuições absolutas e relativas. A seguir. sugeriremos uma série de passos 

que poderão nos conduzir a uma interpretação correta: 

a. Em primeiro lugar. se buscam aqueles pontos de maior ca. 
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b. Entre eles, se separam os pontos que se projetam do lado 

positivo dos que intervêm do lado negativo, que estarão em 

oposição. 

c. Estuda-se a qualidade de representação c r destes pontos. Se 

um ponto tem uma cr pequena, é de se supor que tenha um 

papel importante sobre outro eixo, para seu estudo, será 

necessário considerar o conjunto dos eixos. 

d. Buscam-se aqueles pontos que estejam bem representados (i.e. 

têm um cr alto). 

Estes pontos são ilustrativos da significação do eixo. 

Desde que o eixo é uma nova dimensão que condensa e resume critérios 

inter-relacionados, pode-se, às vezes, dar um significado aos eixos. E 

relativamente fácil, quando há elementos muito bem representados sobre os 

eixos e opostos entre si. Freqüentemente, se interpreta por oposição de 

adjetivos, como menção A contra menção E, ou mercado rural contra mercado 

urbano, ou seja, através de contrastes entre categorias. 

2.4.4 Os Elementos Suplementares 

A interpretação da análise pode ser facilitada ou enriquecida com a 

representação gráfica dos elementos suplementares ou ilustrativos. São 

elementos que não intervêem na análise, não participam na formação dos eixos, 

mas podem ser projetados sobre os gráficos obtidos, de modo que sua 

localização seja um auxílio à interpretação. 

- A projeção de uma linha suplementar s, de valores n
8
i se obtém 

das fórmulas baricentricas: 

f - , ......,_ D -1 
sa - Rg "-"' 11 ' (70) 
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Análogamente, a projeção de uma coluna suplementar s, de 

valores n;5, está dada por: 

F D-I 
" ' 

(71) 

O uso dos elementos suplementares é muito útil e inclusive, em alguns 

casos, necessário. Geralmente, são utilizados para: 

- Representar centros de 

especial quando o número 

gravidade 

de linhas é 

de algumas classes, 

excessivamente grande. 

em 

- Para representar a caracterização de distintos grupos de 

indivíduos (um grupo pode ser definido pelo cruzamento de uma 

linha com uma coluna). 

- Para representar um elemento que perturbava uma análise 

anterior (por ser muito diferente ou ter um grande peso) 

impedindo a interpretação clara da análise. 

- Para introduzir novas informações exógenas que facilitam a 

interpretação dos fatores. 

A interpretação não é uma mera técnica, se não, também leva consigo 

algo de arte. Geralmente, uma vez realizada uma análise, se observa a 

conveniência de outras novas, nas quais pode ser que, consideremos alguma(s) 

categoria(s) como suplementar(es), ou incluamos outras como efectivas. 

Na seções 4.2 e 4.3 temos colocado exemplo simples de aplicação da AC. 
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2.5 Análise de Correspondência Generalizada 

A AC de uma tabela pode ser vista como a análise da diferença entre a 

tabela e o modelo de independência. Existem casos em que o estudo do 

problema se adapta melhor a algum modelo diferente do modelo de 

independência e, portanto, será preferível analisar os resíduos de tal modelo. 

Para lograrmos isto, faremos uso de uma generalização da análise de 

correspondência proposta por Escofier (1983, 1984), que exporemos a seguir: 

2. 5. 1 Os Dados 

Dada uma tabela de correspondência P, definiremos a matriz arbitrária 

Q, da mesma ordem que P: 

Q = [qi)IxJ' (72) 

como a tabela de um modelo para as observações em P, tal que 1 'Q 1 = 1 

. Este modelo, pode ser qualquer um, como o modelo de independência, o 

modelo de quase-independência, o modelo de simetria, ou pode ser construída a 

partir de outras variáveis mediante de uma regressão, etc ... 

Daqui definiremos os vetores '"'"Q e c::0 de 001 e ~ respectivamente como as 

marginais de Q. i.e.: 

""Q = (q!. q2. ' . . . ' q!. )' = Q 1J 
(73) 

<:::Q = ( q .! q,2 ' . .. ' q,J)' = Q'1I . 

observemos que, 1 /:ro = 1 e 1 /-=>Q = 1. 
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Definiremos também os vetores """" e c:• de lliti e llit' respectivamente, como 

vetores arbitrários com coordenadas maiores que zero e tais que: 

(74) 
1 / <>g = 1. 

Estes podem ser uma combinação das marginais de P e Q, etc .... Para estes 

vetores, definiremos as matrizes diagonais Drg = diag{r,} e Dcg = diag{c,}. 

Formação dos Pontos no Espaço 

Agora estamos interessados em representar a diferença entre a tabela e 

o modelo. 

- Em llit' formaremos uma nu vem de I pontos que representarão a 

diferença entre as linhas de P e Q: 

i.e. Rg = [Rgt : Rs2 

( i = 1 , ... , I) o perfil 

= [ Pn-qil 

Tgi 

I I ]' d ' ••. , Rg 1 , on e 

linha generalizado: 

' ... ' 

(75) 

para todo i 

- Em 1f1 formaremos uma nuvem de J pontos que representarão a 

diferença entre as colunas de P e Q: 

= D -I (P - Q)' cg . (76) 
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i.e. c, = [cg1 : c,2 

( j = 1 , ... , J) o perfil coluna 

= [ Pu- CJ,J 

Cgj 

c,Jl', onde 

generalizado: 

para 

P!j-qiJ]' 
' § • • ' 

Cgj 

todo j 

Observemos que, se '"'"• = =Q = r- e ""'• = =q = c, então estes representam a 

diferença entre os perfis da tabela e do modelo. 

As Massas 

Em l}if', atribuiremos a cada ponto i (i = 1, ... , I), uma massa 

r gi, assim, vetor das massas das linhas é "'"• . Análogamente, 

atribuiremos a cada ponto j (j = 1, ... , J), uma massa igual a c,p 

vetor das massas das colunas é ""g· 

A Distância 

igual a 

em [fi, 

assim, o 

Usaremos a distância X 2 , em 00", a métrica euclideana ponderada por 

Dc,- 1, e em [fi, métrica euclideana ponderada por Drg- 1• Assim, a distância 

entre dois pontos linha i e 1 (i, 1 = 1, ... , I) e a distância entre dois pontos 

coluna j e k ( j,k = 1, ... , J), são respectivamente: 

d2 ( • 1) ( )' D -1 ( ) jRg} 1, = Rg; - lRgl cg Rg; - Rgl 
(77) 

Equivalência Distribucional 

Nesta definição, da distância, não é difícil demonstrar que a propriedade 

de equivalência distribucional, ainda se cumpre: 

- Se duas linhas de R, são iguais, elas podem ser substituídas 

por uma só, a qual é igual a elas, mas com uma massa igual a 

soma das massas, sem que isto altere as distâncias entre as 

linhas de c •. 
Se duas linhas de c. são iguais, elas podem ser substituídas 

por uma só, a qual é igual a elas, mas com uma massa igual a 
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soma das massas, sem que isto altere as distâncias entre as 

linhas de Rs. 

Assim, se duas categorias "iguais" são reunidas em uma só, os resultados em 

geral não serão modificados. 

Os Centróides 

Os centróides dos pontos linha e coluna estão dados por: 

(P Q)' 1 = 
(78) 

Q) 1 = ""'" - '"'"Q" 

Observemos que, se as marginais da tabela e do modelo são iguais, então, as 

nuvens estarão centradas na origem. Mas, se estivermos no caso do centróide 

não coincidir com a origem, a nu vem de pontos não será bem representada 

pelas projeções sobre os primeiros eixos, a menos que as marginais do modelo 

não sejam muito diferentes das da tabela observada. 

2.5.2 A Análise 

As coordenadas principais são, por definição, as projeções das nuvens 

sobre os eixos de inércia. Tais eixos são calculados da origem, que nem sempre 

contém o centro de gravidade da nuvem. Assim, as coordenadas principais são: 

e (79) 

onde: F = [F(l) F(2) F(D)J 

G = [Gol G(2) G(D)J 

v = [vi ' ' 'lrvl com V' V = IJe I • • • I , 

u = [ui I I 
u-DJ com U

1
U= II, I • • • I I 

para D$ min {i, j} 
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e onde, as matrizes U e V. são obtidas da decomposição da matriz 

y = Dr,-t (:!>- Q) De,-;, segundo: 

!80) 

com 

?: tlD > 0. 

Observe que, neste caso não necessáriamente perdemos uma dimensão como na 

AC. 

As Equações de Transição 

De forma análoga. que na AC. temos as equações de transição: 

F = R, G I.> -1 e G = c, F D -l ou p p 
(81) 

<:1> = R, r D -1 e r = c. <1> I.> -1 ,, 
" 

onde, F e G são as coordenadas principais e <:1> e r são as coordenadas 

estandardizadas nos espacos ilil1 e ll't' respectivamente. 

A partir destas, podemos interpretar as posições relativas entre os pontos 

linha e coluna. da seguinte maneira: 

- Um ponto linha. estará situado ao lado daqueles pontos coluna 

aos que se associa mais na tabela do que no modelo ( pi}>q ul e 

ao lado oposto daqueles aos que se associa menos na tabela do 

que no modelo (p,J<qi.i). 

Um ponto coluna, estará situado ao lado daqueles pontos linha 

aos que se associa mais na tabela do que no modelo ! Pi;>oul e 

ao lado oposto daqueles aos que se associa menos na tabela do 

que no modelo l piJ<q iJ). 
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Reconstrução da Tabela 

É mais fácil discutir esta generalização observando sua fórmula de 

reconstrução, que é análoga, com as coordenadas principais a (47) e com as 

coordenadas estandardizadas a (60): 

1"' = o + 1::>,.., F IJP-l<:3'Dc, ou 
í82) 

:l"' = o + n,... <:1> D~ l~'Dc, 

A comparacão das equações em (82) com as equacões em (47) e (60). 

revela que a AC está generalizada em dois sentidos: em primeiro lugar, é 

possível decompor a diferença entre a tabela J_> e um modelo o. diferente do 

modelo de independência E = r-=': em segundo lugar, os pesos """• e ""'• dos 

oontos linha e os pontos coluna, não são necessariamente definidos pelas 

marginais de I"'. 

Escoufier 0985) discute também outras alternativas para a generaliza cão 

dada na equacão (82). mas só usaremos esta generaíizacão particular. porque 

ela é conveniente para a decomposiciio de resíduos de modelos log-lineares. 

2.5.3 Casos Particulares 

Se O corresponde ao modelo de independência !i.e. qu = P;. P.)· as 

marginais do modelo são ümais às marginais da tabela íi.e.: r 0 = r e c 0 = c). 

Se além disso. "'• = r e c• = ""'· então estaremos trabalhando com a análise de 

correspondência usual. 

Voltando ao caso mais geral, se somente exigimos que, "'"• = =Q = ,.- e 

"'• = co = ""'· os resultados podem ser obtidos pela análise de correspondência 

ordinária aplicada à tabela: 

P-Q+ ' r' C 

Com efeito, as nuvens associadas à AC de tal tabela. são as mesmas nuvens 

definidas em (75l e (76). Elas representam as diferenças entre os perfis da 

tabela e do modelo. 

Veja os exemplos na secõcs 4.2 e 4.3 que. sob diferentes circunstancias. 

a aplicação da ACG para os distintos modelos é útil. 
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3. Relacionando a Análise de 

Correspondência com !vfodelos 

Log-Lineares 

3.1 Introdução 

A maior diferença entre a Análise de correspondência (AC) e a maioria 

das outras técnicas para dados categóricos. está em que a AC recupera a 

informacão dos dados de forma gráfíca. obtendo-se a decomposicâo da 

estrutura dos dados em forma ótima e sem uso de modelos probabilísticos: A 

matriz dos dados é aproximada por uma matriz de posto menor. usando o 

método da soma de quadrados mínimos. Tem portanto. caráter exploratório e. se 

aplica a estudos tanto 

Log-linear (ALLl é uma 

experimentais. quanto 

técnica básicamente de 

observacionais. A Análise 

caráter confirmatório: por 

exemplo. se assume uma distribuicão sob a qual os dados são coletados. logo se 

assume um modelo hipotético. as estimativas são feitas sob a suposicão de que 

0 modelo é verdadeiro. e finalmente, estas estimativas são comparadas com as 

freqüências observadas para avaliar o modelo. 

Veremos aqui que. podemos integrar AC e ALL para a análise de tabelas 

de contingência. Uma primeira abordagem para comparar a AC com outras 

abordagens que se baseiam em modelos foi feita por Goodman í1979a, 198la.b), 

ele tratou sobre quais condições os resultados da AC são similares aos do 
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modelo. Logo depois. a brecha entre AC e as aboróa?ens baseadas em modelos. 

foi estreitada por Goodman {1985a.b. 1986) e Gílula e Haberman (1986). que 

discutiram as relacões entre a AC e os modelos de associação RC (modelo 

lo?-multiplicativo linha-coluna RC), e introduziram uma versão da AC como um 

modelo. Recentemente, van der Hei.iden e de Leeuw i1985), van der Heijden 

(1986), Worsley (1987), van der Hei.iden e Worsley (1988), van der Heijden, de 

Fal?uerolles e de Leeuw (1989). Choulakian 0988). e Hudon {1990). entre 

outros, fizeram uso destes resu !ta dos para combinar AC e ALL na análise de 

tabelas de contingência. 

Nesta seção. faremos uma breve referência a ALL. e mostraremos como a 

AC e a ALL podem relacionar-se. Indicaremos também, como poderemos analisar. 

combinando ambos os métodos. Nesta abordagem. a ALL é usada para saber a 

importãnda dos efeitos de interação de um modelo. e loeo a AC é usada para 

estudar os resíduos do modelo. 

A Análise Lo,;-linear (ALLl é um método bastante conhecido para o 

estudo de relações estruturais entre variáveis em uma tabela de contingência 

p IxJ. Aqui. introduziremos somente a notação para o caso de duas ou três 

variáveis. já que com mais variáveis a ?eneralizacâo seria feita de forma 

natural. 

Em gera!, com uma matriz de duas entradas. um modelo Jog-Linear tem a 

forma: 

(83) 

onde 1ri.i denota a probabilidade para a casela { i,J) { i = l , ... , I, 

J = 1, .... J). e u, u11 ; 1• u2 , .il e u12 , i.il são os parâmetros do modelo. Existem 

várias alternativas para o modelo acima, de modo que os parâmetros devem ser 

restringidos para identificar o modelo {veja Bishop et a!. {1975)). 

Para denotar os modelos log-lineares. seguiremos a convençào usual. A 

seguir daremos al~>uns exemplos de modelos Joe-lineares. en especial para 
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alguns tipos de independência. seguidos da equiYalência em têrmos de 

probabilidade e a notacão usual. que é mais compacta e será utilizada adiante: 

a. Modelo Saturado: 

log 7ti.i= u+ uuo + Uz,_n + u12li.il 

equivale a: 1r iJ = P í_i 

notacão: I 121. 

b. Modelo de Independência: 

equivale a: n: 0 = 1t 1. 

notação: r 1112]. 

17: • 
• .I 

os seguintes exemplos. para tabelas de três entradas: 

a. Modelo de Independência Mutua: 

log 7/:i.ik = u + ul! il + u2Ul + u3(kl 

equivale a: rri.ik = rr1,, n. 3 . 1r,.k 

notacão: 111121131. 

b. Modelo de Independência Conjunta: 

log rri.i-k = u + uH i) + u2t .n + u3lk) + U131 ikl 

equivale a: rruk = n: . .;. íCi.k 

notação: 1211131. 

c. Modelo de Independência Condicional: 

log 7ti.ik = u + uHi) + u2(}J + u3tkl + u13tik) + Uz3<jk} 

equivale a: Jri)!k = 1r1 . 1k n.J/k 

notação: I 13]1231. 

d. Modelo de Marginais Independentes: 

log 71: ijk = u + uli il + uu Jl 

equivale a: 11: • • = 1r . 1t . 
:IJ. 1. • ' .1· 

notacão: 111121. 

A interpretação dos parâmetros u. é às vezes difícil. especialmente se 

eles são muitos ou, quando representam interacões de alta ordem que não 

podem ser desprezadas. Usualmente, é de grande ajuda tentar interpretar por 

meio da representação gráfica dos parâmetros ou. usando a razão de odds. 

Outra maneira de abordar o problema de interpretar um grande número de 

parâmetros log-lineares, é de restrin.ÚL de alguma forma, os parâmetros de 

interação. por exemplo, que tenham forma produto. lsto é feito no modelo de 

54 



associação RC (Goodman. 197Ya. b, 19~Sla. b. l985a, b. 1986. 1991: Andersen. 

1980). De modo que, quando o número de categorias é grande, o número de 

parâmetros a interpretar pode ser consideravelmente reduzido. Na seguinte 

seção. apresentaremos uma alternativa. relacionada a esta última. para a 

interpretação. 

3.3 Relações entre a Análise de Correspondência e alguns Modelos 
Log~linearcs 

A representação da tabela ~> com a AC em d dimensões l d = 1 .... , D, 

onde D::; minl J. J} - 1), dada na expressão (48l. pode ser reescnta como: 

isto é: pl Ó) .. = p. p . ( 1 + ::Eaó lia tP,·a r,,· a) • 
1} 1. • .1 

onde p 161 i.i é a reconstrução de ordem d da casela {i, .f). 

Esta equação pode ser reescrita tomando o Jog cíe p1 d).. para tomar a forma - 1 ,1' 

do modelo de associação RC. que é uma classe de modelos log-hneares {veja 

Goodman. 1979a. b. 1981a. b. 1985a. b. 1986. 1991: Andersen. 1980). i.e.: 

(85) 

onde: u = o . 

uli i) = log P;, 

u2u 1 = log P . .i e 

u121 i.il = log{ 1 + x) 
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Observações 

A partir dos resultados acima. vejamos algumas observações para começar a 

entender de que maneira a AC e o modelo de assoc1acão RC estão relacionados. 

a. Notemos que u121 i.íl é uma funcão crescente relativamente a x. 

b. Em ?era!, na representação simultânea da AC. se os pontos 

linha i e coluna .i estiverem situados em lados opostos da 

nuvem. o valor de x será neg_ativo. e por conseguinte u12 t í)) 

também. Reciprocamente. se os pontos i e .i estiverem situados 

do mesmo lado da nuvem. os valores x e u121 iil serão 

positivos. E. se um dos pontos estiver bem perto da origem. ou 

se os vetores que os representam fossem ortogonais entre si. a 

interacüo devida a este ponto com qualquer outro ponto da 

outra nuvem será prátlcamente nula. 

c. Devido a que. as coordenadas de o;t> e .r estão centradas na 

origem e normalizadas segundo a equação i57) (i.e. para cada 

a: ::E i P1. <1> 10
2 = 1 = E.í P.j F;}L o tamanho de X depende 

principalmente dos valores de ... <dl, que indicam o afastamento 

da independéncia (veja expressão (63)). Quanto mais distante 

estiverem os dados da independéncia. o.aa (a = J, •.• , d) estará 

mais distante de zero. e por conseguinte. a interacüo u121 iJl 

será não desprezível. 

Agora. com as observações acima. podemos ter fortes indícios, sem ainda testar, 

de quais são as interações importantes e suas devidas interpretações. se 

existirem. 

casos Particulares 

- Escoufier (1982), notou que. se X (X = ::Ed lla c]) ia rja) for a 

pequeno em comparação a unidade (de forma que 

log( 1 + X) "' X), entüo: 

186) 
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Este modelo é chamado de modelo log-bi!inear (veja Goodman. 

1986). A condicão de Escoufier é satisfeita quando o desvio da 

independência não é muito grande 1.e.. quando a soma das 

inércias é pequena com relação a um. 

Se d = 1. então não tem imoortãncül o tamanho de 11 1• a equação 

(86) estará intimamente relacionada ao modelo de associação RC 

(onde os parâmetros de interação têm forma produto), que foi 

introduzido por Goodman ( J98la. 1985a). e se expressa assim: 

(87) 

A diferença entre as equações (86) e (87). é que a equação (86) é uma 

aproximacão com d fatores. enquanto que a equação (87) usa somente o 

primeiro fator. Comparado com o modelo (83). o modelo (87) pode ser 

interpretado como um modelo que admite interação log-multiolicativa. onde: 

• • 
ulZ< i .i> = ~ ul( i) u2t n 

Um modelo de associação RC multifatorial. foi introduzido por Goodman 

{ 1985, 1986). Para tabelas de maior dimensão. C!ogg ( !982), de Leeuw ( l983L 

Agresti {1984) e Pannekoek íl985). introduziram modelos log-lineares com 

restricões nas interacões. 

Daqui. podemos concluir que, na AC a interacão está decomposta na 

forma log-multiplicativa: os gráficos. resultados da AC. mostram aproximações 

dos parâmetros log-multiplicatívos. Quanto maior for a interação positiva entre 

uma categoria linha e uma categoria coluna. os pontos que os representam se 

localizarão na periferia da nuvem e perto um do outro, reciprocamente, quanto 

maior for o módulo da interação negativa entre uma categoria linha e uma 

categoria coluna. mais longe (em lados opostos do gráfico) estarão os pontos 

que os representam. Isto mostra que AC pode dar indicações sobre os 

parâmetros de interação log-linear (veja Worslev ( 1987 l. van der Heíjden (1987) 

e van der Heijden e Worsiev ( 1988) ). 
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Na secão 2.3.4. foi enfatizado que AC decompõe os resíduos do modelo ele 

independéncia, de modo que. para uma tabela de duas entradas com proporções 

Pii, está claro que a AC pode ser interpretada em térmos da diferenca entre 

os modelos 1121 e 111121. Recentemente. foi mostrado que AC também está 

relacionada a ALL no caso de tabelas de contingência muiti-entrada (van der 

Heijden e de Leeuw. 1985). 

os resultados são muito Interessantes para a análise ele uma tabela 

multi-entrada; transformando a tabela em uma tabcín múltipla. i.eo uma tabela 

ele duas entradas construída concatenando os pedacos da tabela multi-entrada. 

Por exemplo. consideremos uma tabela J:> de dimensões IxJxK (três 

entradas). com proporções P;J; I i = l •.•. , 1. j = 1 ..•.• J. k = 1, ...• K). A 

tabela múltipla de duas entradas :1"" ifikl é construída codificando as YariáYeis 

2 e 3 interactivamente. Denotnremos por F.;if_ik1 à esperança de I-->if.ikl sob 

hipótese de independêncía da primeira variável contra a conjunta ela segunda 

com a terceira. Denotaremos as caselas ele ]c=>ifHl e Eifikl como P;f.ikl e eifJkl 

respectivamente. Os valores e ,1 ikl são iJ>uaís às estimativas de máxima 

verossimilhança da esperança sob o modelo 1111231: 

Assim. quando a matriz P. de 3 entradas. é convertida na tabela múltipla 

pif.ikl, a AC pode ser interpretada em térmos ela diierenca entre os modelos 

log-lineares [123] e 111123). Análogamente. quando as tabelas múltiplas :L"">ií ik) 

ou p&f ;n, forem construídas. os valores em l~ seguirão os modelos 1211131 ou 

1311 12] respectivamente. 

Em geral, quando temos uma tabela multi-entradas. podemos construir 

uma tabela múltipla pí alf bl, onde a e b indexam os elementos de dois grupos 

de variáveis A e B codificados interactivamente. A c 13 constituem a tabela 

multi-entrada onde A n B = </J. Neste caso. a AC pode ser interpretada em 

térmos da diferenca entre os modelos ! AB I e I Ali 131: os elementos de E 

são iguais a eab = P8 . P. b = fi:ab • 
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Portanto. a AC simples. aplicada a uma tabela mültipla. pode ser 

interpretada como uma ferramenta para analisar resíduos do modelo lo?-linear 

de independência, que cm-responde a construção da tabela mültipla, a partir da 

tabela multi-entrada. Não obstante. em algumas aplJcacões, estes modelos não 

serão aqueles nos quais estamos mais interessados. Outros modelos, permitem 

só independência condicional ou ausência de interações de alta ordem. 

Com a generalização da AC discutida na seção 2.5. é possível analisar a 

diferença entre modelos log-líneares menos restritos e o modelo saturado. As 

proporções estimadas friik são tomadas como os elementos de Q {veja a 

equação (82)1, e as marginais da tabela múltipla de P (que são iguais às de 

Q) são tomadas como os pesos. assim: r, = r 0 = r e c, = =o = c. Como foi 

observado na secão 2.5. nesta aplicação. as soluções da AC podem ser obtidas 

utilizando qualquer programa para AC simules aplicada à tabela: :E> -

Q + r-='. Veja os exemplos nas secões 4.2.1 e 4.3.2. 

O uso de modelos lo?-lineares menos restritos têm implicações 

geométricas interessantes (veja Escofier ( 1983 í e van der Hei iden ( 1987) 1. 

Consideremos a análise da tabela múltipla pif ikl. lienotaremos as coordenadas 

estandardizadas das colunas como rika . Agora. na AC. os resíduos de f I H 23] 

são decompostos. e as coordenadas são centradas de modo análogo a (56), i.e.: 

i.e. para cada dimensão. as coordenadas têm média zero. lsto é devido ao fato 

de que a marginais são iguais (i.e. P;r .. J - e;r .. J = 0) (veja seção 2.5). 

Não trataremos aqui o caso de um modelo de independência condicional 

(12311131, por exemplo). 

Conclusões 

1 Q) Para tabelas multi-entrada. os resultados da AC aplicada a 

tabelas múltiplas. resultam na solução mostrando a diferença 

entre dois modelos log-lineares. Os resultados também mostram 

que AC não dá cobertura a todas as formas de dependência 

na matriz dos dados. Por exemplo. para a tabela múltipla 
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pil.ikl, a interação de primeira ordem entre as variáveis 2 e 

3 não é mostrada. 

2Q) O primeiro ponto meti v a o seguinte: podemos usar estes 

resultados para combmar a AC e ALL Por exemplo. quando a 

tabela múltipla mais adequada deve ser escolhida para 

analisar a tabela multi-entrada. Consideremos novamente a 

tabela de tres entradas. Em primeiro lugar. se alguma 

interacão de primeira ordem não é importante para nosso 

estudo. as duas var:lávels correspondentes devem ser 

codificadas interativamente. Em 

estamos especialmente :interessados 

segundo lugar. 

na relacão de 

quando 

uma das 

variáveis com as outras duas. esta variável. não deve ser 

codificada interactivamente com outra variáveL A AC simples 

mostra as interacões de primeira ordem desta variável com as 

outras duas e a interação de segunda ordem. A generalização 

da AC. pode ser usad"' para suprimir outras interacões de 

primeira ordem. 

JQ) outra implicação é que. em alguns casos, é possível usar AC e 

ALL de forma complementar. Van der Heijden e de Leeuw 

(1985) e van der Heijden. de Falguerolles e de Leeuw (1989) 

propuseram usar as duas técnicas para encontrar respostas a 

diferentes questões. Em um primeiro passo, ALL pode 

responder a questão de quais variáveis estão relacionadas. 

detectando as interacões importantes: no segundo passo, a AC 

pode ser usada de duas maneiras: a i Quando um modelo no 

qual estamos particularmente interessados. não ajusta bem. AC 

pode ser usada para estudar os resíduos. bl Escolhendo um 

modelo que mal se a.iusta. a AC pode ser usada para 

interpretar os parâmetros de interação. Pensa-se que em 

ambos os contextos. AC será específicamente útil quando a 

matriz sob estudo é grande. pois a representação gráfica 

pode simplificar a interpretação. 
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Quase-Independência 

Agora. usaremos a Análise de Correspondência Generalizada íACGl. para 

estudar o distanciamento da situação de independéncía em tabelas incompletas 

(veja van der Heijden (1986. 1987) e de Leeuw e van der Heijden (1988)}. os 

modelos log-lineares usados neste contexto são modelos de 

quase-independência. Neste trabalho. somente consideraremos tabelas 

incomPletas de duas entradas. contudo. os resultados oodem ser generalizados 

para modelos de independência para tabelas multi-entrada discutidas na secão 

3.4 tais como fizemos para 1111231. 121!131 e 1311121. ou da forma ma.is geral. 

modelos !AIIBI para crupos de categorias A e 13. Os modelos de 

quase-independência são úteis em cç;rtas sHuaçôes. J:_m Primeiro lugar. quando 

algumas caselas da tabela são faltantes ímissinl' ), por exemplo elas estão 

disponíveis em algumas regiões (anoA, flruposJ, mas não foram coletados em 

outras. apesar de que poderiam ter sido. Em segundo lugar. elas poderiam ser 

zeros estruturais (i.e. as caselas pertencem a fatos que lógicamente não podem 

acontecer. por exemplo: as caselas diagonais de tabelas de 

1mportacão-exportacão). Em terceiro lugar. poderíamos optar por aplicar o 

modelo de independência a algumas caselas mas não a outras: as caselas 

restantes são observadas. mas não modeladas. Como um exemplo. em uma tabela 

de mobilidade social. poderia ser que estivessemos interessados somente n~ts 

caselas que refletem mudancas. 

o modelo matemático é muito simules. Comparado com o modelo saturar'o 

(83). este modelo define independência somente para um número limitado de 

caselas. coletadas em S. enquanto que os valores para as caselas que estãc' 

fora de S. não têm restricões: 

f i . .fi E S 
(88) 

7f u = P ij caso contrário. 

Este modelo pode ser testado com ( 1-1 )( J- i)-( I J-;i{ S}) graus de liberdade. 

Quando o distanciamento do modelo !88i é significativo. faz sentido estudar os 

resíduos deste modelo usando a ACG. 
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Começando da generalização da AC. como estü deimida na eouaciío (82). 

tomaremos Q como a matriz de proporções do modelo de quase-independência. 

Para a escolha de ,..., e ""•. primelTo formulamos 7r1 ; do modelo {88). como 

7r ií = a 1 bp se a case la (i. Jl está em S. l ndepenciente da normalização 

escolhida (necessária para identificar o modelo). se tomamos a 1 e b 1 como os 

elementos de r, e =~ respectivamente. então a soma dos valores singulares 

quadrados vem a ser: 

::E:{(i,j)ES) 
(89) 

1[ij 

Note que. as caselas fora de S não são consideradas. pois não contribuem com 

a inércia. 

Aqui, cada dimensão pode ser interpretada como a decomposição da estatística 

X 2 • que é o critério usado para decidir se os resíduos contém informação 

interessante. 

Um esclarecimento sobre a escolha de ..-, e <=,. é o fato que nos leva a 

um procedimento de AC para tratamento de valores perdidos. Este procedimento 

foi proposto por Nora( 1975) { ve.ia também Greenacre{1984 ), pp, 236-244 ). Neste 

procedimento. os valores são atribuídos para as caselas perdidas a partir das 

caselas disponíveis da tabela. Estas atribuições têm a propriedade que. para 

uma dimensionalidade específica. digamos á. estes valores são perfeitamente 

representados pela solução da AC. é desta forma que o incremento da inércia 

devida às caseías perdidas. é nula. 

Sel!uindo o modelo de q uase-independéncia. se atribuímos valores 

"reconstituídos" para as caselas que não pertencem a S. de tal forma que 

estas caselas não contribuam com resíduos. então a aplicacão da AC decompõe 

os resíduos do modelo de ouase-independêncía. A estratégia para achar tais 

atribuicôes está baseada no algoritmo E-M {Espectãncia-MaximizacãoJ. Assim. 

escolhe-se primeiro a dimensionalidade d. logo. o processo iterativo comeca com 

a solução ordinária da AC para a matriz. e usando a reconstrução de ordem d. 

atribuem-se iterativamente os valores para as caselas. i.e.: num passo h {h = 1. 

2 .... ), atribue-se: 
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P, hl i.í = Pu • se { i, .i! E S 

Prh+lli} = P<hli. Pth) . .i í1 + ::L.ad 1-i<hla <P<hlia r,hl.ial caso contrário 

190l 

Este procedimento continua até que os valores estimados seíam práticamente os 

mesmos que no passo anterior. 

Apesar que. o algoritmo converge em situações bem comportadas (i.e. não temos 

uma linha ou coluna totalmente míssingl. não temos SC!Wranca sobre a 

unicidade da estimativa resultante, ou da optimalidade dos gráficos. Mas. isto 

não é muito sério. pois o obietivo é poder usar a AC na tabela com todas suas 

linhas e colunas e não a atribuição optimal para as caselas perdidas. Este 

procedimento. elimina a indesejável alternativa de omitir linhas e colunas que 

contêm dados perdidos. Cabe esclarecer que, os eixos principais, não são 

aditivos como no caso de dados completos. pois a AC para d = 2. não 

necessariamente contém o eixo principal para d = l, mas os eixos podem ser 

aproximadamente aditivos se os valores atribuídos são similares nas análises 

respectivas. 

Em geral. a solucão dependerá da dimensão d. Em particular. a reconstrução 

iterativa de ordem zero simplifica-se assim: 

se (i . .il e S 
{9]) 

caso contrário. 

Isto é idêntico ao tratamento da AC para tabelas incompletas. Iterando. a 

equação (91) converge a valores independentes ai bi calculadas para as 

caselas que não pertencem a S. Logo. fixando o modelo de independência com 

os valores atribuídos Pthlii para as case!as fora de S. obteremos resíduos 

iguais a zero. 

Daqui. deduzimos que, a AC para tabelas incompletas. pode ser calculada 

usando programas da AC clássicos. Somente temos que substituir os valores 

calculados com a equacão (91]. lsto faz com que este método seja fácil de 

interpretar: usando simplesmente AC anlicada à matriz J>, hl' 

Desta maneira. incluindo o modelo de quase-independência na abordagem 

da AC. temos ampliado o alcance da AC. E. um melhor entendimento da 

abordagem da AC para a reconstrução de ordem zero é obtida. O exemplo na 
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seção 4.3 mostra a aplicação da ACG para a decomposkão dos resíduos do 

modelo de quase-independência. 

i) (., An~ 1 ~("lA Ar. 0A"F"i"'f'H"''1'\f't'f'H.:t;:;~,.... ~ 41 1"1H'lf!l> n(\f>,f''\t'n1"r•~ nn('!{ ~H!''H'I A f\ Ur..rln l r. 
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de Simetria 

Recentemente. muita atencã0 tem se dado ü nnti-simetria em tabelas 

quadradas. Umn importante linha de contribuições focaiiza atencão na 

anti-simetria de uma matriz quadrada. 

O modelo log-linear de simetria para uma matriz quadrada. se expressa 

assim: 

í92) 

onde: 

Este modelo pode ser testado com l{ 1-l l/2 graus de liberdade. 

As estimativas de máxima verossimilhança para este modelo. estão dados 

na matriz simétrica S Ixr onde: 

í9J) 

Logo. matriz de resíduos do modelo de simetria A. que chamaremos de 

matriz de anti-simetria. pode ser formulada pela exprcssâo da matriz P - S. 

construída para refletir o desvio da simetria. assim: 

P=S+A (94) 

onde: 
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Gower ( 1977) e Constantine e oower ( 1978). trabalharam sobre a 

anti-simetria e mostraram que a decomposição em valores singulares de uma 

matriz anti-símétricn A tem a forma: 

A = U :!::»
1
, V' = U Du J U' . (95) 

onde: - J é uma matriz bloco diagonal com blocos: 

í o l 
L -] 0 ~ 

- os valores sin,~?ulares estão ordenados em pares 

til· /.11. 112' _t12' . ..• e 

- se o número de linhas é impac ;1 1 = ü <· _J 11 = O. 

Assim. quando fazemos um grllfico dos vetores sin.fmlares U e U J rara 

dimensões pareadas. a configuracão dos pontos linha é a mesma dos pontos 

coluna. só que com uma rotação de 90'. l'm gráfico mais simples pode ser feito 

colocando somente os pontos linha e dando a direção da rotação. 

Gower (1977) e Constantine e Gower (19781. mostraram que, no gráfico 

dos pontos linha acontece o segumte: 

- Os elementos a i.i e a .i i' estão aproximados por duas vezes a área 

do triângulo formado pela linha i. linha i e a origem (este 

triângulo será denotado por O; 1l. 

- Quando a rotação dos pontos linha aos pontos coluna vai no 

sentido horário. o elemento a u é positivo se a rotação da !in h a 

1 à linha j é no sentido anti-horário e a i i é negativo se a 

rotacão fôr no sentido horário. 

- Quando a rotacão dos pontos linha aos pontos coluna vai no 

sentido anti-horário. o elemento a i.i é positivo se a rotacão da 

linha i à linha j é no sentido horário e a i 1 e negativo se a 

rotaciío fór no sentido anti-horário. 

- Os pontos sobre uma iin ha que passa peJa origem não têm 

relacão de anti-simetria porque a área oii é zero. Os pontos que 

estão perto da origem têm anti-simetria pequena. 
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Cabe esclarecer que. estas relações são satisfeitas quando duas dimens.?íes dão 

uma boa aproximação de A. 

Vejamos a relação que tem '' AC com a decomposicão da anti-simetria 

dada em (95): esta decomoosicilo e um caso particular da ACG {compare com a 

equação {82)). na qual tomamos O = S. e r, = c, = 1 1 {com o que nÍ!o 

eliminamos a influência das marginais í. Na abordagem da AC. é regra POnderar 

Iin h as e colunas. para eliminar a influéncía das marginais da tabela: a 

oonderacão da tabela dos resíduos é também necessána neste contexto. Com o 

propósito de manter as propriedades da decomposição em valores singulares da 

desviação da simetria. as ponderacões das linhas devem ser iguais as das 

colunas: com a DVS da matriz 

t96} 

Como as rnarginais de 1_:> não são ig-uajs às de Q. é possível encootra:r a 

situação em que todos os pontos este.nm a um lado do espaço (veia se;;ão 2.5 ). 

o exemplo 4.3 mostra a aplicação da ACG para a decomposição dos residuos do 

modelo de simetria. 

3.7 Análise de Correspondência para Decompor Resíduos do ladeio 

Nos resíduos do modelo àe simetria. a anti-simetria é em parte devida às 

diferenças entre as marginais de P e em narte devida a outros aspectos. 

Raramente. conseguimos bom a,iuste com o modelo de s1metria. pois ele é 

altamente estruturado. O modelo de quase-simetria ICaussinus. !9oS: !J"shop et 

a!., 1975) é um modelo com o qual é possível estudar se a anti-simetria. que 

não se deve às marginais diferentes, node ser desprezada. Este modelo pode 

ser formulado como: 

!97 i 
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com a restricão: 

Este modelo tem í J-1)( 1-2)/2 graus de liberdade. Comparado com o modelo de 

simetria (92 ), a restricão uH il = u2 , il não é considerada. Se oi. = o. i. o modelo 

de quase-simetria fica simplificado como o modeJo de simetria. 

O modelo de quase-simetria. não requer homogeneidade marginal. comn o 

modelo de simetria. As estimativas de máxima verossimilhança para este modelo. 

estão dadas na matriz quase-simétrica ·r Ixi' onde: 

t . = P· . 
" 1. 

t i = p • J 

U . .i = 1 ..... 11. 

somente necessitamos de uma das duas primeiras equações: dada a terceira. 

uma das primeiras é redundante. 

A matriz T~ não é necessariamente simétrica: entanto que a matriz 

residual A = P - "I' é uma matriz anti-simétrica ínois. tii.i = -au). Queremos 

estudar a matriz residual A com AC, mantendo as propriedades da DVS da 

anti-simetria. De forma análoga à análise para os resíduos do modelo de 

simetria. isto pode ser efetuado tomando o mesmo con i unto de pesos nara as 

linhas e as colunas. de modo que novamente tomamos i oi, + o. 1)/2 como os 

elementos de rg e c::g. Agora temos a mesma situacüo oue na secão anterior. A 

fórmula de reconstrução pode ser escrita como na equação (96), com a 

diferença que Q = T não é simétrica. 
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3.8 Observações Gerais 

Nesta seção, temos apresentado algumas relações úteis entre AC e ALL: 

1. Em primeiro lugar, os scores obtidos com AC, usualmente se 

aproximam aos parâmetros do modelo de associação RC de 

Goodrnan. 

2. Em segundo lugar, temos visto que AC de tabelas 

multi-dimensionais por meio de tabelas múltiplas, pode ser 

interpretada em têrmos de alguns modelos 

independência, e temos indicado que AC 

log-lineares de 

pode guiar a 

interpretação dos parâmetros de interação ou dos resíduos. 

3. Em terceiro lugar, o procedimento da AC para o tratamento de 

caselas perdidas está estreitamente relacionado ao modelo de 

quase-independência. 

4. Temos demonstrado como AC e ACG podem ser usadas para a 

análise de tabelas quadradas. A AC pode nos fornecer uma 

clara visão das anti-simetrias importantes de uma matriz 

quadrada. 
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4. Alguns Exemplos de Aplicação 

69 



4.1 Aplicação da AC a um Exemplo Simples de Lingüística 
(Matilde Scaramucci, IEL/UNICAMP, 1993) 

Os dados da tabela 4.1.1 foram obtidos da Pesquisa: "Papel do Léxico na 

Leitura em Inglês como Língua Estrangeira: Foco no Produto e no Processo", 

feita por Matilde Scaramucci, aluna do Doutorado em Lingüística IEL/UNICAMP 

(Instituto de Estudos da Linguagem) e professora de inglês do DLA/UNICAMP 

(Departamento de Lingüística Aplicada). Os indivíduos, dos quais os dados 

foram coletados, foram alunos do curso de Inglês Instrumental, oferecido pelo 

CEL/UNICAMP, durante o segundo semestre de 1990. Estes alunos, são 

predominantemente alunos regulares da UNICAMP, das áreas de Matemática 

Aplicada e Engenharia Elétrica. 

Entre outros, foi avaliado um teste de familiaridade para um grupo de 30 

palavras, sendo 20 reais e 10 inventadas (veja a tabela 4.1.1 ). Neste teste, não 

foi advertido a existência de palavras inventadas; cabe esclarecer que, entre 

as palavras reais, existem palavras "cognatas" (mesma origem em duas línguas, 

mesmos radicais) e também, existem palavras "falsas cognatas" (parecem, mas 

não são o que parecem), por outro lado, para as palavras inventadas, existem 

algumas "falsas cognatas". As classificações para o teste de familiaridade, 

foram: 

- a palavra é não familiar (não conheço o significado). 

- a palavra é pouco familiar (não tenho certeza sobre o 

significado). 

- a palavra é familiar (sei o significado) 

Devido a que a tabela 4.1.1 tem 30 linhas x 3 colunas, os dados serão 

completamente representados em gráficos de duas dimensões (i.e.: a qualidade 

de representação será de 100% para todos os pontos em duas dimensões). Da 

tabela 4.1.3, temos que o primeiro eixo explica 83% da inércia, e o segundo 17%. 

Da tabela 4.1.4, as categorias coluna que têm maior contribuição absoluta 

sobre o primeiro eixo são: familiar do lado positivo com uma contribuição igual 

a 61% e não familiar do lado negativo com uma contribuição absoluta igual a 

38%, de modo que, estas duas categorias de familiaridade explicam o 99% da 

inércia do primeiro eixo. Ao mesmo tempo, estes pontos têm uma excelente 

qualidade de representação pelo primeiro eixo e são 96% e 97% respectivamente. 
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Portanto, este eixo vai, no sentido crescente, de menor a maior grau de 

familiaridade e pode ser interpretado como um fator de familiaridade. Olhando 

para o segundo eixo, a maior contribuição absoluta está dada pela categoria 

pouco familiar do lado positivo, com uma contribuição absoluta igual a 83% e 

uma qualidade de representação 92%, conseqüentemente, o lado positivo do eixo 

pode ser interpretado como familiaridade média; se se alguma palavra estivesse 

bem representado do lado negativo, a palavra teve altas classificações como 

fami.JiBr e não familiar, mas baixa classificação como pouco fami.liBr. Com estes 

dois resultados, vemos que o grau de familiaridade segue um "arco" no espaço, 

este fenômeno é chamado de "Efe:ito de Guttman" e, se dá quando existe uma 

ordem entre as categorias segundo os dados da tabela. Conseqüentemente, das 

apreciações a respeito dos eixos. as posições das palavras no espaço indicam o 

grau de familiaridade segundo o grupo de alunos que participaram do teste. 

Com o propósito de ilustrar a comparação entre o gráfico em coordenadas 

principais e o gráfico combinando ambos os tipos de coordenadas, no gráfico 

4.1.1, foram colocadas as palavras e categorias de familiaridade em coo:rdenadas 

principais e, em adição, colocamos no mesmo gráfico as posições das categorias 

de familiaridade em coordenadas estandardizadas. Ao inspecionar tal gráfico, 

podemos dizer rápidamente: 

As palavras "mais familiares" foram (em ordem de maior a menor 

grau de familiaridade): close. slowly, empty, spring, receiving, e 

appeared. 

As palavras de "familiaridade média" foram (em ordem de maior 

a menor grau de familiaridade): cloud, *adjustion, picked up, 

pattern, shaken, *observement, throughout, massive, fairly, 

fortuitously e disk-shaped. 

- Finalmente, as palavras menos familiares foram (em ordem de 

menor a maior grau de familiaridade): *drealled, *glim, *tark, 

*trivel, loomed, spawned, *lodings, *leam, resembling, *resks, 

*skapping, cluster e focusing. 

Observe que este gráfico revela a informação da tabela com bom detalhe, por 

exemplo: As palvras inventadas foram classificadas, pelos alunos, como não 

familiares, que é justamente o que esperávamos, a exessão das palavras 

*adjustion e *observement que apesar de serem inventadas, foram classificadas 
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como pouco familiares talvez, por serem falsas cognatas (pois foram construídas 

com radicais e finais existentes, embora a combinação não exista como palavra) 

e podiam confundir aos alunos. Por outro lado, a palavra throughout foi mais 

classificada como pouco familiar que qualquer outra palavra. No caso das 

palavras massive e fortuitously, estão situadas bem perto da origem, de modo 

que têm um perfil similar ao perfil médio (confira na tabela de perfis linha 

4.1.2). 

Vemos então que, a AC grafica a tabela, de forma que a informação 

contida na tabela é fácil e rápida de entender, este gráfico pode ser 

interpretado como aquele onde estão contidas simultáneamente as informações 

de todos os histogramas de cada palavra. 
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Tabela 4.1.1: Tabela de Contingência para a Classificação de Palmas segundo o teste de 
Familiaridade (as palavras inventadas estão precedidas por um •). 

Familiaridade 
Palavra 

não pouco 
fe.miliar familiar familiar Total 

*lodings 45 3 1 49 
cluster 37 7 5 49 

*skapping 41 6 2 49 
spawned 45 4 o 49 
shaken 21 7 21 49 

*g l im 47 2 o 49 
1 oomed 47 1 1 49 

*drealled 48 1 o 49 
resembl ing 40 8 1 49 
c 1 oud 18 10 21 49 

* 1 eam 44 4 1 49 
di sk-shaped 27 15 7 49 

*tark 47 o 1 48 
fortui tous ly 27 10 12 49 
fairly 21 17 11 49 

*observement 16 15 16 47 
massive 26 7 16 49 

*trivel 45 3 o 48 
picked up 17 13 19 49 
focusing 34 9 6 49 
spring 9 5 35 49 
empty 6 4 39 49 
throughout 15 21 13 49 
pattern 17 14 18 49 
appeared 14 10 25 49 
close 3 2 44 49 

*adjustion 15 16 18 49 
receiving 6 12 31 49 

*resks 40 8 1 49 
s l owl y 6 1 42 49 

Total 824 235 407 1466 
. Fonte. WatJlde Scaramu,cl, IEL/UNICAMP, 1993 . 
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Tabela 4.1.2 : Perfis linha i• 100) 

Familiaridade 
Palavra 

niio pouco 
famil:iar familiar familiar 

*lodings 91,84 6,12 2,04 
cluster 75,51 14,29 10,20 

*skapping 83,67 12,24 4,08 

I spawned 91,84 8,16 0,00 
shaken 42,86 14,29 42,86 

*glim 95,92 4,08 0,00 

I !oomed 95,92 2,04 2,04 
*drealled 97,96 2,04 0,00 
resembling 81,63 16,33 2,04 
cloud 36,73 20,41 42,86 

*leam 89,80 8,16 2,04 
disk-shaped 55,10 30,61 14,29 

*tark 97,92 0,00 2,08 
fortuitously 55,10 20,41 24,49 
fairly 42,86 34.69 22,45 

I *observement 34,04 31,91 34,04 
mas si v e 53,06 14,29 32,65 
*trivel 93,75 6,25 0,00 
picked up 34,69 26,53 38,78 
focusing 69,39 18,37 12,24 
spring 18,37 10,20 71,43 
empty 12,24 8,16 79,59 
throughout 30,61 42,86 26,53 
pattern 34,69 28,57 36,73 
appeared 28,57 20,41 51,02 
elos e 6,12 4,08 89,80 

*adjustion 30,61 32,65 36,73 
receiving 12,24 24,49 63,27 

*resks 81,63 16,33 2,04 
slowly 12,24 2,04 85,71 

Perfil Médio 56,21 16,03 27,76 
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Tabela 4.1.3 :Decomposição da Inércia relativo aos Eixos 

Valores Inércias Chi-
Eixo Singu1. Princip. Quadr. Percent 17 34 51 68 85 

----+----+----+----+----+---
IQ 0,65757 0,43240 633,898 83J151 *'***'''****'*'''''''''' 
2Q o' 29605 0,08765 128' 491 16,85~ "'" 

I --~---- -------
j Tot a 1 0,52005 762,389 (Graus de liberdade '58) 

Tabela 4.1.4: Estatísticas para as Classificações de Familiaridade e as Palmas 

Classif.fami l. Massa Proporção Coord.Principais Contrib.Absoluta Contrib.Relativa 
/Palavras Inércia 1Q Eixo 2Q Eixo 1Q Eixo 2Q Eixo 1Q Eixo 2Q Eixo 

nio fa~li/ier 0,56207 0,32246 -0,53717 -0,09899 0,37508 0,06284 0,96715 0,03285 
ICEll-0,81690 -0,33437 I 

pouco fa11i li ~r o, 16030 0,15078 0,19408 0,67193 0,01395 0,82574 0,07700 0,92300 
ICEI! 0,29514 2,26962 I 

familiar 0,27763 0,52!76 0,97548 -o, 18755 0,61095 o, 11142 0,95435 0,03565 
ICE )I I ,48345 -0,63351 I 

•lodings 0.03342 0.03377 -0.70187 -0.18105 0.03808 0.01250 0.93761 0.06239 
cluster 0.03342 o .01152 -0.42331 0.00710 0.01385 0.00002 0.99972 0.00028 

•skapping 0.03342 0.02218 -o. 58684 -0.02773 0.02662 0.00029 o. 99777 0.00223 
spmed 0.03342 0.03484 -0.72612 -o. 121so 0.04076 0.00556 0.97263 0.02737 
shaken 0.03342 0.00743 0.32783 -0.09057 o. 00831 0.00313 0,92908 0.07092 

•gl im 0.03342 0.04150 -0.77151 -o. 22809 0.04601 0.01984 0.91952 0.08038 
loomed 0.03342 o. 04120 -0.74726 -0.28733 o. 04316 0.03148 o. 87119 0.12881 

•drea11ed 0.03342 0.04562 -o. 79420 -0,28123 0.04876 0.03015 0.88858 0.11142 
resembling 0.03342 0.02271 -o. 58839 0.08466 o. 02676 0.00273 0.97972 0.02028 
cloud 0.03342 0.01038 0.39591 0.06885 o .01212 0.00181 0.97064 0.02936 

•1 eam 0.03342 0.03070 -0.67917 -0.12791 o. 03566 0.00624 0.96575 0.03425 
disk-shaped 0.03342 0.01274 -0.14786 0.42004 0.00169 0.06728 0.11025 0.88975 

•tark 0.03274 0.04453 -0.76897 -0,34060 0.04478 0.04334 0.83599 0.16401 
fortuitously 0.03342 0.00103 -0.02660 0.12380 0.00005 0.00584 0.04413 0.95587 
fa i rl y 0.03342 0.01666 o. 08532 0.50190 0.00056 0.09606 0.02808 0.97192 

•observement 0.03206 0.01597 0.32111 0.39486 0.00764 0.05703 o. 39801 0.60193 
massive 0.03342 0.00079 0.09310 -0.06005 0.00067 0.00138 0.70619 o .29381 

•trive 1 0.03274 0.03702 -0.74739 -0.17162 0.04230 0.01100 o. 94991 0.05009 
picked up 0.03342 0.01252 0.37011 0.24049 0.01059 0.02205 0.70312 0.29688 
focusing 0.03342 o. 00778 -0.33097 0.10728 0.00847 0.00439 0.90492 0.09508 
spring o. 03342 o .06188 0.93968 -0.28233 0.06826 0.03040 0,91720 0.08280 
empty 0.03342 0.08677 1.10477 -0.35989 0.09435 0.04939 0.90406 0.09594 
throughout 0.03342 0.03638 0.26999 0.70226 0.00563 0.18807 0.12871 0.87123 
pattern 0.03342 0.01345 o. 34585 0.29974 o. 00925 0.03426 0.57107 0.42893 
appeared 0.03342 0.02202 0.58370 0.04443 0.02634 0.00075 o. 99424 0.00576 
elo se 0.03342 0.12349 1.29411 -0,49670 0.12946 0.09408 0.87160 o .12840 

•adjust ion 0.03342 0.02043 0.39124 0.40602 0.01183 0.06287 0.48147 0.51853 
receiving 0.03342 0.05415 0.91076 o .11409 0.06412 0.00496 0.98455 0.01545 

•resks 0.03342 0.02271 -o. 58839 0.08466 0.02676 o. 00273 0.97972 0.02028 
slowly 0.03342 0.10769 1.17753 -0,53763 o .1 0718 0.11023 o.emo 0.17250 
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Gráfico 4.1.1 :As palavras e as classificações de familiaridade em coordenadas principais. 
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4.2 Aplicação da AC como um suplemento da aplicação da ALL a um 
Exemplo de Pena de Morte 
(Radelet, 1981) 

Este exemplo, foi extraído do livro de Agresti (1990 ). Dos dados, temos as 

seguintes informações: 

A tabela 4.2.1, foi apresentada por Radelet ( 1981 ), é uma tabela 

tri-dimensional 2x2x2. O artigo de Radelet, estudou os efeitos de características 

raciais sobre a pena de morte para acusados de homicídio. As variáveis da 

tabela 4.2. 1, são: 

- Veredicto de Pena de Morte, com categorías: Condenação e 

Absolvição. 

- Raça do Réu, com as categorías: Branca e Negra. 

- Raça da Vítima, com as categorías: Branca e Negra 

Os sujeitos foram réus de homicídio em 20 municípios do Estado da Fl6rida dos 

Estados Unidos durante os anos 1976 a 1977. O número total de réus foi de 

326. 

Tabela 4.2.1: Veredicto da Pena de Morte segundo a Raça do Réu e a Raça da 

Vítima. 

Raça do Raça da Pena de Morte 

Réu Vitima Sim Não 

Branca Branca 19 132 

Negra o 9 

Negra Branca 11 52 

Negra 6 97 

Fonte: Agrest:(1990), p 136.; Radelet(1981). 

Primeiro faremos as análises das três tabelas múltiplas, construídas 

codificando duas variáveis interactivamente contra a terceira e depois faremos 
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as análises correspondentes às três tabelas marginais. Ambas as análises serão 

feitas, pois veremos que o modelo que se ajusta é o modelo de independência 

condicional, tal modelo não implica o modelo de independência marginal (veja 

Agresti, 1990, p.138-142.) 

4.2.1 Análise da Tabela 

Segundo a tabela 4.2.2 temos que o modelo que se ajusta bem aos dados 

da tabela de três entradas é o modelo [12][23], isto é: 

log 71:ijk = u + ui( i) + Uz(j) + u3(kl + ul2( ij) + Uz3Uk)• 

Tabela 4.2.2: Tabela da Aná! i se de Variância para o 
Modelo [12][23] 

Fonte Gl Chí-Quadrad Prob 

RÉU 1 15. 75 UOOI 
VITIMA 1 29.50 0.0000 
VEREDICTO I 97.38 0.0000 
RÉU*VITIMA 1 73.28 0.0000 
VITIMA•VEREDICTO 1 4.45 0.0348 

RESIDUAl 1 0.87 0,3509 

conseqüentemente, as interações desprezíveis são: a de primeira ordem 

Réu*Veredicto e a de segunda ordem Réu*Vítima*Veredicto. Para interpretarmos 

a interação Réu*Vítima, deveremos aplicar AC a tabela múltipla construída 

codificando interactivamente Vítima com Veredicto e, para interpretarmos a 

interação Vítirna*Veredicto, deveremos aplicar AC a tabela múltipla construída 

codificando interactivamente Réu com Vítima. 

Interpretando. a Interação Réu*Vítima 

A análise de correspondência da tabela múltipla construída codificando 

interactivamente Vítima com Veredicto, decompõe os resíduos do modelo de 

independência conjunta [1][23], i.e- o modelo: 
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visto que, aquele que bem se ajusta é o modelo [12][23], então esta análise 

decompõe a interação Réu*Vítima. 

Esta tabela pode ser representada 100% num espaço de uma dimensão. O 

gráfico 4.2.1 revela as tendências dos réus dada alguma combinação 

vítima*veredicto: 

a. O réu foi maiormente de raça branca, em primeiro lugar, 

quando a vítima era branca e o veredicto foi de absolvição e, 

em segundo lugar, quando a vítima era branca e o veredicto 

foi a condenação. 

b. O réu foi maiormente de raça negra, em primeiro lugar, quando 

a vítima era negra e houve condenação e, em segundo lugar, 

quando a vítima era negra e não houve condenação. Mais ainda, 

o gráfico 4.2.1.b revela que em todos os casos em que a vítima 

era negra e houve pena de morte, o réu era negro. 

As observações em (a) e (b) indicam que as vítimas foram mortas 

principalmente por réus da mesma raça, assim podemos interpretar que a 

interação Réu*Vítima se dá por que os homicídios foram feitos por pessoas da 

mesma raça que a vítima. 

Interpretando a Interação Vftima*Veredicto 

A análise de correspondência da tabela múltipla construída codificando 

interactivamente Réu com Vítima, decompõe os resíduos do modelo de 

independência conjunta [3][12], i.e. o modelo: 

log 1r;jk = u + ui (i) + Uzu> + u3(k) + ul2( ij)' 

assim, esta análise decompõe a interação Vítima*Veredicto. 

Esta tabela pode ser representada 100% num espaço de uma dimensão. O 

gráfico 4.2.2 revela as prioridades que foram dadas nos veredictos dos 

julgamentos na Flórida: 

a. As maiores chances do réu ser condenado a pena de morte 

foram, em primeiro lugar, quando o réu era negro e a vítima 

branca e, em segundo lugar, quando o réu era branco e a 

vítima branca. 

79 



b. As maiores chances do réu não ser condenado a pena de morte 

foram, em primeiro lugar, quando o réu era branco e a vítima 

negra e, em segundo lugar, quando o réu era negro e a vítima 

negra. Mais ainda, o gráfico 4.2.2.b revela que não houve 

nenhuma condenação quando o réu foi branco e a vítima negra. 

As observações em (a) e (b) indicam que o veredito dependeu principalmente 

da vitima, quando a vítima era branca houveram mais condenações a morte que 

quando a vítima era negra. 

Interpretando a Soma das Interações Réu*Vítima e Vitima*Veredicto 

Nas análises anteriores, temos indicado interpretações das interações 

Réu*Vítima e Vítima*Veredicto. Podemos ganhar ainda mais quando aplicarmos a 

análise de correspondência à tabela múltipla construída codificando 

interactivamente Réu com Veredicto, para decompor os resíduos do modelo de 

independência conjunta [2][13), i.e. o modelo: 

visto que o modelo que bem se ajusta é o modelo [12][23), então esta análise 

decompõe a soma das interações Réu*Vítima e Vítima*Veredicto. 

No gráfico 4.2.3, vemos que a direção da interação Réu*Vítima se manteve 

igual a da análise anterior, entanto que a direção da interação Vítima*Veredicto 

não se manteve, isto revela que a interação Réu*Vítima foi mais forte que a de 

Vítima*Veredicto (claro, isto poderia ser concluído olhando diretamente a tabela 

4.2.2, ou às estatísticas Chi-Quadrado da tabela 4.2.3). O gráfico 4.2.3.b, revela, 

o que já conhecíamos, só que expressado de outro modo, que em todos os 

casos em que o réu foi branco e ele condenado, a vítima foi branca. 

80 



Tabela 4.2.3: Estatísticas para cada Tabela Múltipla Combinando duas Variáveis Contra a Terceira 

Tabela I Valores Inércia Chi- I Categoria Massa Proporção Coord. Coord. Contrib 
Múltipla Singul. Princio. Quadr. I Inércia Princip. Estand. Absolut 

Vi! •Vered I V bran • Condena 0.09202 0.02104 0.18512 0.02104 
V bran • Nio con o. 56442 0.32616 0.45316 0.32616 

I o' 59626 0,35553 115.901 V negr • Condena 0.01840 0.04990 -0.98116 o' 04990 
X 1391) I V negr • Não con 0.32515 0.60290 -0.81192 0,60290 

Réu I 1 R bm 0.49080 0.50920 0.60734 1.01858 0.50920 
i R negr 0,50920 0.49080 -0,58538 -0.981Hi 0.49080 

I 1 R bran • V bran 0.46319 0.05224 0.04913 0.05224 
Réu•Vít im I R bran • V negr o. 01761 o' 16012 -D.35233 o. 16012 I 

0.14530 0.02140 6.97734 I R negr • V bran 0.19325 0.37853 0.20475 0.37853 I X (3glí R negr • V negr 0.31595 0.40911 -o. 16647 0.40911 
Veredicto I Condenado o .11043 0.88957 0.41523 2.83823 0.88951 

i Não conde 0.88957 o. 11043 -0.05155 -0.35233 o' 11043 

l 
1 R bran • Condena 0.05828 0.08195 -o. 72344 0.08195 

Réu•Vered I R bm • Não con 0.43252 o' 40323 -0.58903 0.40323 
0.51004 0.37215 121.322 j R negr • Condena 0.05215 0.00005 0.019i5 0.00005 

X I ( 3gl) I R negr • Não con 0.45706 0.51475 0,64140 0.51475 
Vítima v bm o. 55644 o' 34356 -0.44133 -0.72344 0.34355 

I I v negr 0.34356 0.65644 0.84325 1.38229 0.65644 
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Gráfico 4.2.1 Tabela Combinando Vitima e Veredicto contra Réu !revela interação Réu•Vitíma) 

Coordenadas Principais 

I a) 

+-----------------+-----------------+ 
0.6+ Rbran + 

v nran I Não con 
0.4 + + 

v bran • Condena 

0.2 + + 

DIMI 

0.0 +-----------------+-----------------+ 

-0.2 + 

-0.4 + + 

-0.6 + R negr + 

-0.8 + V negr Não con t 

-I .ú t V negr Condena + 
+-----------------+-----------------+ 
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Réu em Coordenadas Estandardizaóas 

! b) 
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0.25 + 
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• 
• • 

0.00 +----------------+-----------------+ 

-0.25 + 

-uo + 

-o. 7 5 + 
V negr • Não con 

-1.00 +V negr•Condena R negr 
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+----------------+-----------------; 



Gráfico 4.2.2 Tabela Combinando Réu e Vítima contra Veredicto !revela interação Vítima•Veredicto) 

-o. 1 + + 

R negr • Y negr 
-0.2 + + 

-u + + 

R bran • V negr 

-0.4 + + 

+-----------------+-----------------+ 
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R negr V bran 

0.0 +----------R bran V bran----------+ 

-0.5 + 

R negr V negr 
' I 

R bran•v negr:Hão conde 
+ 

+-----------------+-----------------+ 



Gráfico 4.1.3 Tabela Combinando Réu e Veredicto contra Vítima I revela a soma das interações Réu•Vítima e 
Vít íma•Veredicto) 

Coordenadas Principais 

I a) 
+-----------------+- ----------------+ 
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B4 

Réu•Veredicto em Coordenadas Principais 
Vitima em Coordenadas Estardardizadas 
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4.2.2 Análises das Tabelas Marginais 

Interpretando a Interação Réu*Vítima da Tabela Marginal 

Segundo a tabela 4.2.4, temos que o modelo de independência marginal 

[1][2] se ajusta muito mal aos dados. 

Tabela U.4: Tabela da Análise de Variância pm o 
Modelo Marginal [12] 

fonte GL Chi-Quadrad Prob 

R tU I 17.05 0.0000 
VlT!UA I 37 .83 0.0000 
RtU*!!TIMA I 76.52 0.0000 

A análise de correspondência da tabela marginal Réu Vitima, decompõe a 

interação Réu*Vítima da tabela marginal. O gráfico 4.2.4 revela que a tendência 

é que o réu ataca principalmente vítimas da própria raça. 

Interpretando os Resíduos do modelo de Independência da Tabela Marginal Réu 

e Veredicto 

Segundo a tabela 4.2.5, temos que o modelo de independência marginal 

[1][3] se ajusta bem aos dados. 

Tabela 4.2.5: Tabela da Análise de Variância para o 
Wodelo Marginal [1][3] 

fonte Df Chi-SQuare Prob 

RÉU I 0.11 o. 7395 
VEREDICTO 1 138.95 0.0000 

RESJDUH I 0.22 0.6382 

A análise de correspondência da tabela marginal Réu Veredicto, decompõe os 

resíduos do modelo de independência. Mesmo que a interação Réu*Veredicto 

tenha sido não significativa, podemos conhecer a direção desta, ao examinarmos 

o gráfico 4.2.5.c que revela que dentro do conjunto de condenados, os réus 

eram na maioria brancos. 
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É interesante comparar este resultado com a análise feita para a tabela 

múltipla combinando Réu e Vítima, que indica que a condenação depende 

maiormente da vítima ser branca e o réu negro. Isto, mostra a importância das 

análises anteriores da tabela múlti-entradas. 

Interpretando a Interação Vítima*Ve:redicto da Tabela Marginal 

Segundo a tabela 4.2.6, temos que o modelo de independência marginal 

[2][3] se ajusta mal aos dados. 

Tabela 4.1.6): Tabela da Análise de Varílncia para o 
Modelo Marginal [13] 

Fonte GL Chi-Quadrad Prob 

VITIMA 1 11 'i 3 o .0000 
VEREDICTO 1 101.17 0.0000 
VlilMA•VEREOlCTO 1 5.11 0.0225 

A análise de correspondência da tabela marginal Vítima Veredicto, decompõe a 

interação Vítima*Veredicto da tabela marginal. O gráfico 4.2.4.c dentro do 

conjunto dos julgamentos com condenação, a maior proporção está dada quando 

a vítima é branca. 

Tabela 4.1.7 : Estatísticas para cada Tabela Marginal da tabela 4.2. 1 

Tabela I Valores Inércia Chi- I Categoria Massa Proporção Coord. Coord, Cont r i b 
Marginal I Singul. Princip. Quadr. i Inércia Princip. Est and. Abso 1 ut 

I 
Réu I R bran 0.49080 0.50910 -0.60499 -1.01858 0.50910 

X I o.59396 0.35179 115.008 R negr 0.50920 0.49080 0.58313 0.98176 0.49080 
Vítima I ( 1 gl) V bran 0.65644 0.34356 -0.42969 -0.12344 0.34356 

I i V negr 0,34356 0.65644 0.82102 1. 38229 0.65644 

Réu ! R bran 0.49080 0.50920 0.02655 1.01858 0,50920 
X 0.02606 0.00068 o.22145 1 R negr o. 50910 0.49080 -0.02559 -0.98176 0.49080 

Veredicto (1gl) 

I 
Condenado 0.11043 o .88951 0.07397 2.83823 0.88957 
Não conde 0.88957 0.11043 -0.00918 -0,35133 0.11043 

Vítima I 0.13124 5.61487 I 
V bran o. 65644 0.34356 0.09494 0.72344 o' 34356 

X 0.01722 V negr o' 34356 0.65644 -o. 18141 -1.38229 0.65644 
Veredicto I ( 1g1) 

I Condenado 0.11043 0.88957 0.31149 2. 83813 0.88957 

I Não conde 0.88957 o. 11043 -0.04624 -0,35233 o .11043 
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' 0.0 +-----------+-----------+ ' ' ' ' -0.5 + t 

R bran -0.25 + + 
' ' ' v bran ' ' -0.2 + + ' ' v bram 

-1.0 + + -o. so + + 

+----- ------+-----------+ 
-0.4 + + 

' v Dran ' ' -0.75 + + 

' ' -0.6 + R bran t ' 
' +-----------+-----------+ ' ' -1.00 + R bram + 
' ' ' +----------+-----------+ 
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Gráfico 4.2.5 Tabela Marginal Réu e Veredicto 
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Gráfico 4.2.6 Tabela Marginal Vítima e Veredicto 

Coordenadas Principais Vítima em Coord. Princip. Veredicto em Coord. Princip. 
Veredicto em Coord. Estand. Vitima em Coord. Estand. 

(a) (b) I c I 
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4.3 Aplicação da AC e ACG a um Exemplo de Etologia 
(Slater e Ollason, 1972) 

Refaremos a análise de uma matriz de transição, que van der Heijden 

(1986) tratou com AC e ACG sob os modelos de independência e 

quase-independência respectivamente. Os dados foram tomados de Slater e 

Ollason ( 1972), destes temos as seguintes informações: Observou-se o 

comportamento de um grupo de pássaros machos "zebra finches", em cautiverio 

e isolados. Se anotaram os cambias de atividade para cada pássaro. As 

atividades consideradas para os pássaros foram: 

Esticar, Locomover, Cantar, Enfeitar-se (se alisando com o bico), 

Coçar-se, Esfregar (o bico), Tomar-Banho (de areia), Posar, 

Beber, Comer, Ficar-Quieto, Arrepiar-se e Amolar (o bico) 

A tabela de transição entre atividades, tem a propriedade particular que 

ela tem zeros estruturais fora da diagonal, desde que entre as quatro 

atividades Banho, Beber, Comer e Amolar não pode haver transição, pois estas 

atividades são feitas em locais diferentes e pelo menos entre elas deve haver 

Locomover. 

A tabela 4.3.1 mostra as transições do pássaro nQ 27. As caselas 

diagonais são zeros estruturais, e também as transições entre as atividades 

Banho, Beber, Comer e Amolar. As atividades no momento t estão representadas 

em minúsculas e as atividades no momento t+l estão representadas em 

maiúsculas. 
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Tabela 4.3.1 : Transições entre as atividades do Pássaro nQ 27 ('-' denota zeros estruturais!. 

Atividades Atividades no momento t+l 
no momento 

t A B c D E F G H l J K l N 

a esticar - 3 3 3 o 2 o o 1 o I I o 
b 1ocomover 5 - 129 8 3 16 2 23 82 42 7 5 32 
c cantar 2 121 - 21 2 3 o 4 I 3 2 li 4 
d enfeitar I 19 18 - 9 o o 1 2 1 2 15 2 
e coçar l) 2 4 7 - 1 

' o o o o I 1 o 
I esfregar 2 25 2 6 o - o o 6 2 o 2 o 
9 banho o 2 o o o o - o - - o o -
h posar o 18 2 o 1 I o - 3 3 1 2 2 
i beber 3 69 o ' ' 16 " ' - I - - 2 o -
i comer 1 39 I 5 o 2 - I - - 3 I -
k quieto o 1 o 5 o 3 o 2 o 1 - l o 
l arrepiar o 16 12 8 2 1 o o o o o - o 
• amo !ar o 33 3 2 o o - 1 - - o o -

-.. 1 Fvn,e. van der He1Jden ( 1986), Slater e OLanson (19721 

4.3.1 Analisando a Tabela com AC para a decomposição dos resíduos 

do modelo de Independência 

Primeiro, foi feita uma análise para investigar se existe alguma estrutura 

partindo da independência, sem considerar os zeros estruturais como tais. 

A tabela 4.3.2 mostra a decomposição da inércia e da estatística 

Chi-quadrado, onde X 2 = 898, com 144 graus de liberdade, portanto, as 

freqüências diferem de forma significativa do modelo de independência. Os três 

primeiros eixos contabilizam 89% da inércia. 

As maiores contribuições ao primeiro eixo, estão dadas por iocomover, 

com 56% no momento t e 44% no momento t+l. Do lado positivo do eixo, estão 

bem representados: locomover ( t), junto com banho, beber, comer, amolar e 

cantar ( t+ 1 ). Do lado negativo do eixo, estão bem representados locamo ver 

( t+l}, junto com banho, beber, comer, amolar e cantar ( t). Isto reflete a 

necessidade do pássaro se locomover para realizar tais atividades. Inclusive, 

podemos ver que o pássaro não faz nenhuma outra atividade no local onde 

toma banho de areia, pois antes e depóis ele sempre se locomove (veja na 

tabela 4.3.3: as coordenadas principais de banho de areia ( t) coincidem com as 

coordenadas estandardizadas de locomover ( t+l), isto significa que depóis de 
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tomar banho ele sempre se Jocomove; veja também que as coolidenadas 

principais de banho ( t+ 1) coincidem com as estandardizadas de locomoYer ( t) , 

isto significa que antes do banho ele sempre se locomoveu). Logo, examinando 

os gráficos 4.3.1 e 4.3.2. vemos que a primeira dimensão está domina!la pelos 

zeros estruturais: Por um lado, os elementos diagonais Pu = O, são bem 

menores que os esperados P;,P.j, isto faz com que a maioria das atividades 

nos momentos t e t+l ( t = 1, ..• ) se localizem em lados opostos da origem. 

Isto reflete principalmente a estrutura já conhecida devida aos zeros 

estruturais, e, por esta razão, tal vez esta solução não seja a mais satisfatória. 

As maiores contribuições ao segundo eixo, estão dadas, do lado positivo 

por enfeitar (t), junto com ficar quieto e coçar (t+l). Estas atividades têm boa 

representação. Por outro lado, as maiores contribuições ao terceiro eho, estão 

dadas, do lado positivo por coçar e arrepiar ( t ), junto com enfeitar {H 1 ). Por 

este eixo estão bem representadas as atividades: do lado positivo, coçar e 

arrepiar ( t ), junto com enfeitar e esticar ( t+l) em contraposição com posar 

( t), do lado negativo. Isto mostra que os eixos segundo e terceiro têm a ver 

com o que podemos chamar de "arrumação do pássaro". 

iabela 4.3.2: Tabela de Decomposição da Inércia e a Estatística 
Chi-Quadrado por AC, para a Decomposição dos Resíduos do Modelo de 

Independência da Tabela de Transição entre as Atividades do Pássaro nQ 27 

Eixo 

I Q 
2Q 
3Q 
4Q 
5Q 
6Q 
7Q 
8Q 
9Q 

IOQ 
IIQ 
12Q 

iotal 

Valores 
Singul. 

D.78338 
0.37510 
0.29381 
0.22150 
0.15299 
0.11005 
o' 10141 
0.06351 
0.03840 
o .03369 
0.00683 
0.00105 

Inércias Cni-
Princip. Quadr. Percent 13 26 39 52 65 

0.61368 
o .14115 
0.08632 
0.04906 
0.02341 
0.01211 
0.01029 
0.00405 
O.OOI4i 
o .00114 
0.00005 
0.00000 

584.834 
134.5\3 

82.267 
46.755 
22.307 
11.544 
9.803 
3.856 
I .405 
1.082 
o .045 
0.001 

----+----+----+----+----+ 
65.10% ************'************ 
14.97% .... .. 
9.16% .. .. 
5. 20l " 
2.48l • 
1.28l 
1 .09l 
0.43% 
0.16% 
0.12% 
0.00% 
O.OOl 

0.94272 898.413 !Graus óe liberdade= 144) 
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I Tabela 4.3.3 : Estatísticas da AC para a Decomposição dos Resíduos do Modelo de Independência da Tabela de 
Transição entre as At iviaades do Pássaro nQ 27 

I 

I Ativid I! assa Prop. Coordenad.Princíp Co o r denad. Estand. Contrib.Absoluta Contrib.Relatíva Qual 
mom t !nérc 12Eix 2QEix 3QEix 1QEí x 2QEix 3QEix IQEix 2QEíx 3QEíx 1QEix 2QEix 3~Eíx Repr 

esticar o. o 15 0.01 -0.07 -0.02 0.68 -o .09 -o .o e 2.32 0.00 0.00 0.08 0.01 0.00 O.Sl 0.53 
locomover 0.371 0.37 0.96 -0.12 -0.04 1.23 -0.32 -0.15 0.56 0.04 0.01 0.98 0.02 o .00 1.00 
cantar o. 183 o. 13 -o. 78 0.02 0.03 -i .o o 0.06 0.09 o .18 0.00 0.00 0.91 0.00 o .00 0.91 
enfeitar o .073 0.13 0.02 1.27 -0.14 0.03 3.37 -0.46 0.00 0.83 0.02 0.00 0.97 o ,01 0.98 
coçar o .o 17 0.04 -0.15 0.04 1.53 -o .19 o .11 5.20 0.00 0.00 0.45 0.01 0.00 0,95 0.96 
esfregar o .047 0.02 -0.43 -0.11 0.07 -0.55 -0.30 0.24 0.01 0.00 0.00 0.38 0.03 Ul 0.42 
banho o .002 0.00 -1.09 -0.20 -0.49 -1.39 -0.53 -1.67 0.00 0.00 0.01 0.10 0.02 o .14 0.87 
posar o .035 o .o 1 -0.26 0.10 -0.38 -o .33 o .26 -1.19 0.00 0.00 0.06 o. 19 0.03 o .4l 0.64 
beber o. 100 o. 12 -0.83 -0.34 -0.29 -1.06 -0.91 -0.98 0.11 0.08 o .10 0.61 o. 10 0.01 0.78 
comer 0.056 0.05 -0.83 -0.16 -0.04 -1.06 -0.43 -0.12 0.06 0.01 0.00 0.85 0.03 o .O* 0.88 

I quieto 0.020 0.03 -0.45 -0.29 0.66 -0.58 -0.77 2.25 o .01 o .01 o .10 o .16 0.06 o .34 o .56 

I arrepiar 0.041 0.03 -o .24 o .14 Ul -0.3() 0.37 1.95 0.00 0.00 o .16 0.08 0.03 o·"' 0.56 
amolar o .041 0.04 -0.85 -o. 18 -0.22 -1.08 -0.47 -0.74 0.05 0.01 0.02 0.11 0.03 o .05 o. 79 

l Atívíd Massa Prop. Coordenad.Príncip Co o r denad. Estand. Contrib.Absoluta Contrib.Relativa Qual 
mom t + 1 In é r c 1QEix 2QEíx 3QEix 1QEí x 2QEíx 3QEíx 1QEíx 2QEix 3QEix 1QEix 2QEix 32fix Repr 

ESTICAR 0.015 o .01 -0.08 -0.13 -0.26 -0.10 -0.36 -0.88 0.00 0.00 o .01 0.01 0.04 o.u o .18 
LOCOMOVER 0.371 0.30 -0.85 -0.07 -0.14 -1.09 -0.20 -0.49 0.44 0.01 0.09 0.96 0.01 o .03 0.99 
CANTAR o .183 o. 16 0.85 o .12 0.11 1.09 o .33 0.37 0.22 0.02 0.02 0.90 0.02 O .C1 0.94 
ENFEITAR 0.071 0.09 -0.47 -0.13 0.99 -0.60 -0.36 3.37 0.03 0.01 o .81 0.18 0.01 o .7! 0.98 
COÇAR 0.019 0.06 -0.00 1.64 -0.16 -0.00 4.37 -0.53 0.00 0.36 0.01 0.00 0.91 o .~1 0.92 
ESFREGAR 0.047 0.05 -0.11 -0.49 -0.02 -0.14 -1.30 -0.06 0.00 0.08 0.00 0.01 0.22 0.00 0.23 
BANHO 0.002 0.00 1.23 -0.32 -0.15 1.57 -0.86 -0.52 0.01 0.00 0.00 0.90 0.06 O .DI 0.97 
POSAR 0.035 0.02 0.61 -0.22 -0.03 0.77 -0.58 -0.10 0.02 0.01 0.00 0.58 0.07 o .00 0.66 

I BEBER o .100 o. 12 1.01 -0.22 -0.14 1.29 -0.58 -0.48 o .16 0.03 0.02 0.89 0.04 UI 0.95 

I COMER 0.055 0.05 0.89 -0.20 -0.15 1.13 -0.54 -0.51 0.07 0.01 0.01 0.85 0.05 O .Ol 0.92 
QUIETO 0.041 0.08 -0.21 1.24 0.02 -0.26 3.30 0.07 0.00 0.45 0.00 0.02 0.88 o .00 0.90 
ARREPIAR 0.020 0.01 0.04 0.09 0.11 o .05 0.25 0.37 0.00 0.00 0.00 0.00 0.02 o .01 0.04 
AMOLAR 0.042 0.04 0.87 -0.07 -0.20 1.11 -o .19 -o .68 o .05 0.00 0.02 0.86 o .01 o .05 o .91 
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Gráfico 4.3.1 :Coordenadas Principais dos Eixos Primeiro e Segundo da AC para a decomposição dos Resíduos 
do Modelo de Independência da Tabela de Transição entre as Atividades do Pássaro nQ 27 
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Gráfico 4.3.2 :Coordenadas Principais dos EHos Primeiro e Terceiro da AC para a decomposição dos Resíduos 
do llodelo de Independência da Tabela de Transição entre as Atividades do Pássaro nQ 27 
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4.3.2 Analisando a Tabela com ACG ,para a Decomposição dos 

Resíduos do Modelo de Quase-Independência 

Uma solução que não é influenciada pelos zeros estruturais, p!lde ser 

encontrada usando a ACG, onde as diferenças entre as freqüências observadas 

e as freqüências esperadas sob o modelo de quase-independência são 

decompostas. Neste exemplo, para todos os zeros estruturais qii = PiJ = O, e 

para as outras caselas qij = B;bj. Mas os cálculos foram feitos com 'o seguinte 

artifício: Primeiro, estimamos os valores a; e bi ( i,j = 1, ... , 13i) da forma 

como está explicado na seção 3.5 (veja em anexo III.b). Logo, substitmmos os 

valores a i b J nas caselas com zeros estruturais. Daí, entramos cooo 11 tabela 

modificada no procedimento da AC. Desta maneira, a esperal!Ça sob 

independência da tabela modificada, apresentará os mesmos va!o,res que a 

tabela modificada, conseqüentemente, estas não contribuem com a inércia, e 

temos a vantagem que as massas serão as apropriadas. Só não devemos 

esquecer o verdadeiro número de graus de liberdade que é igual a 119. 

Os resíduos do modelo de quase-independência são também sitgnificativos, 

com o que a estatística X 2 = 557 com 119 graus de liberdade. A smlução desta 

análise está nos gráficos 4.3.3 e 4.3.4. Os três primeiros eixos contmbllizam 84% 

da inércia total. 

Do lado positivo do primeiro eixo, podemos encontrar o compo:utamento de 

"arrumação" compreendidos pela atividades coçar, quieto, enfeitar, arrepiar e 

esticar. Do lado negativo do eixo, os comportamentos de "nutrição" (beber, 

comer) perto de locomover ( t) e LOCOMOVER ( t+l). Assim, o primeiro eixo pode 

ser interpretado como o cambio entre classes de atividades. 

O segundo eixo, coloca em oposição as atividades no momento tt e t+l. 
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Tabela 4.3.4 : Tabela de Decomposição da Inércia e a Estatística 
Chi-Quadrado por ACG, para a Decomposição dos Resíduos do Modelo de 

Quase-Independência da Tabela de Transição entre as Atividades do Pássaro 
nQ 27 

Valores Inércias Chi-
Eixo S ingu i. Princip. Quadr. Percent 18 27 36 45 

----+----+----+----+----+ 
IQ 0.41961 o .17608 250.076 44.90% ••••••••••••••••• 
2Q 0.31906 0.10180 144.576 25.96% •••••••••••••• 

I 3Q 0.22915 0.05251 74.574 13.391 ....... 

I 4Q o. 15918 0.02534 35.988 6.46% "*' 
5Q o. 11275 o .01271 18.054 3.24% .. 

I 6Q o. 10241 0.01049 14.896 2.67% • 
7Q 0.08733 0.00763 10.831 1.94% • 
8Q 0.06411 o .00411 5.837 1.05%. 
9Q o .02949 0.00087 1.235 0.22% 

IOQ 0.01216 0.00049 ü.698 o.m 
IIQ 0.01200 0.00014 0.205 {).04% 
12Q 0.00108 0.00000 0.002 0.00% 

-------
Tola 1 0.39217 556.911 {Graus de liberdade= 119) 
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Tabela 4.3.5 : Estatísticas da ACG para a Decomposição dos Resíduos do Modelo de Quase-Independência da 
Tabela de Transição entre as Atividades do Pássaro nQ 21 

Ativid Massa Prop. Coordenad.Princip Coordenad.Estand. contríb.Absoluta Contrib.Aelativa Qual 
mom t lnérc 1QEix 2QEix lQEix 1QEíx 2QEix 3QEix 1QEix 2QEix 3QEix IQEix 2QEix 3QEix Repr 

est lcar 0.010 0.03 0.66 -0.74 0.08 1.58 -uo 0.35 0.02 0.05 0.00 0.29 0.35 o .00 0.65 
locomover 0.527 o .12 -o. 23 0.15-0.08 -0.55 0.41 -0.35 o. 16 o .11 0.06 0.61 0.26 0.07 0.94 
cantar o. 143 0.07 0.28 -0.16 -0.13 0.66 -0.49 -0.56 0.06 0.03 0.04 0.39 o .12 0.08 0.60 
enfeita r 0.052 0,31 1.30 0.12 0.36 3.09 2.21 1.58 0.50 0.2) 0.13 0.72 0.22 0.06 1.00 
coçar o .o 11 o .11 1.28 -1.11 -0.61 3.04 -3.65 -2.66 0.11 o. 15 0.08 0.44 0.31 o .10 0.91 
esfregar 0.033 0.04 0.09 -0.36 0.07 0.21 -1.13 0.30 o.oo 0.04 0.00 0.02 ú.31 0.01 0.33 
banho 0.002 0.00 -0.42 0.02 0.07 -1.00 0.04 0.31 o.oo 0.00 0.00 0.35 0.00 0.01 0.36 

I 
posar o .024 0.02 -o .02 0.23 0.30 -0.04 o .71 1.31 o.oo 0.01 0.04 0.00 0.20 0,31 0.56 
beber o .079 o .12 -0.29 -0.39 0.58 -0.68-1.21 2.52 0.04 o .12 0.50 o .14 0.25 o .56 0.94 
comer 0.044 0.03 -0.09 -0.29 o .13 -0.22 -0.90 0.56 o.oo 0.04 0.01 0.03 0.32 0.06 0.42 
quieto 0.014 0.01 o .41 -1.07 0.18 1.13 -3.36 0.75 0.02 o' 15 0.01 o. 12 0.59 0.02 0.12 
arrepiar 0.028 0.01 0.11 -0.25 -0.44 1.70 -0.18 -1.92 0.08 0.02 0.10 0.54 0.0) 0.20 0.80 
amolar o .033 0.01 -0.26 -0.04 -0.10 -0.63 -0.14 -0.45 0.01 0.00 0.01 0.34 0.01 0.05 o .40 

Atívid Massa Prop. Coordenad.Princíp Coordenad.Estand. Contrib.Atsoluta Contrib.Relativa Qual 
mom t t1 Inérc 1QEix 2QEix 3QEix 1QEíx 2QEix 3QEix IQEix 2QEix 3QEix IQEix 2QEix 3QEix Repr 

ESTICAR o .010 0.02 0.00 -0.24 0.53 0.01 -0.76 2.31 0.00 0.01 0.05 0.00 0.08 o .36 0.44 
LO COMOVER O. 5 21 0.05 -0.14 -0.03 0.01 -0.33 -0.05 0.06 0.06 0.00 0.00 0.53 0.02 0.00 0.56 

I CANTAR o. 143 0.09 0.20 0.26 -0.31 o .41 0.83 -1.35 0.03 o .10 0.26 o. 15 0.28 O.S! 0.80 

I ENfEITAR o .051 0.24 o.88 -0.96 -0.37 2.10 -3.01 -1.62 0.22 0.45 0.13 0.42 0.50 0.07 0.99 
COÇAR o .013 o .15 1.69 0.99 0.63 4.03 3.10 2.76 0.21 o .12 0.10 0.64 0.22 0.09 0.95 
ESfREGAR 0.033 0.12 -0.14-0.16 0.14 -0.34 -2.39 3.21 0.00 o .19 0.34 O .OI 0.42 0.39 0.82 
BANHO o .002 0.00 -0.55 0.24 -0.08 -1.30 0.71 -0.35 0.00 0.00 0.00 0.60 o .13 0.01 0.13 
POSAR o .024 0.02 -0.18 0.08 -0.10 -o .43 0.24 -0.44 0.00 0.00 0.00 o .10 0.02 0.03 0.15 
BEBER 0.019 0.06 -0.40 o. 11 0.04 -0.95 o .54 o .16 0.01 0.02 0.00 0.55 0.10 0.00 0.65 
COMER o .043 0.02 -0.35 o. 13 0.06 -o .84 0.41 0.25 0.03 0.01 0.00 0.60 0.08 0.02 0.10 
QUIETO o .028 o .19 1 .45 0.48 0.40 3.48 1.49 1.)3 0.34 0.06 0.08 o .81 0.09 0.06 0.96 
ARREPIAR o .014 0.03 0.34 -0.23 0.29 0.81 -0.12 1.25 0.01 0.01 0.02 o .14 0.06 o .10 0.29 
AMOLAR o .033 0.02 -0.21 0.26 0.05 -0.65 0.80 0.23 0.01 0.02 0.00 0.42 0.37 0.02 0.81 
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Gráfico 4.3.3 : Coordenadas Principais dos Eixos Primeiro e Segundo da ACG para a decomposição dos Resíduos 
do Modelo de Quase-Independência da Tabela de Transição entre as Atividades do Pássaro nQ 27 
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Gráfico 4.3.4 : Coordenadas Principais dos Eixos Primeiro e Terceiro da ACG para a decomposição dos Resíduos 
do Modelo de Quase-Independência da Tabela de Transição entre as Atividades do Pássaro nQ 21 
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4.3.3 Analisando a Tabela com ACG para a Decomposição dos 

Resfduos do Modelo de Simetria 

Para a plícação da ACG a respeito do modelo de simetria, os cálculos 

foram feitos com o IML/SAS (veja anexo III.d). 

A tabela 4.3.6 mostra que os dois primeiros eixos contabilizam 65% da 

inércia. 

O gráfico 4.3.5 mostra que a configuração das atividades no momento t é 

igual que a configuração das atividades no momento t+l, mas com uma rotação 

de 90• no sentido anti-horário. Portanto, dos resultados de Constantine e 

Gower (1978), as preferencias de transição entre atividades se dão no sentido 

horário, aproximadamente. 

O gráfico 4.3.6 mostra sómente as atividades no momento t+l da tabela 

4.3.1. Eliminando aquelas atividades com inércia muito pequena, menor que 0.03: 

banho, amolar e cantar, podemos observar que a transição entre atividades 

principalmente foi obsevada na seguinte seqüência fechada: quieto, esfregar, 

enfeitar, arrepiar, locomover, posar, coçar, beber, comer, esticar, e volta a 

ficar quieto .... 

Tabela 4.3.6 : Tabela de Decomposição da Inércia e a Estatística Chi-Quadrado I 
por ACG, para a Decomposição dos Resíduos do Modelo de Simetria da Tabela de ' 

Transição entre as Atividades do Pássaro nQ 27 

Eixo 

1Q 
2Q 
3Q 
4Q 
5Q 
6Q 
7Q 
8Q 
9Q 

10Q 
11Q 
12Q 

To i a 1 

Valores 
Si ngu 1. 

0.15743 
0.15143 
0.08887 
0.08887 
0.06169 
o .06169 
0.03341 
0.03341 
0.00563 
0.00563 
0.00090 
0.00090 

Inércias Chi-
Princip. Quadr. Permt 9 18 27 36 45 

----t----1----t----t----t 
0.02478 
o .02478 
o .00790 
0.00190 
0.00458 
0.00458 
o .00112 
0.00112 
0.00003 
0.00003 
0.00000 
0.00000 

23.6195 32.26% ••••••••••••••••• 
23.6195 32.26\ ••••••••••••••••• 
7.5269 10.28% ••••• 
7.5269 10.28% ••••• 
4.3611 05.96% •• 
4.3671 05.961 •• 
1.0635 01.45% • 
1.0635 01.45$ I 

0.0302 00.04% 
0.0302 oo.ou 
0.0008 00.00% 
0.0008 00.00% 

0.07683 13.2160 !Graus de liberdade ' 18) 
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Tabela 4.3.7 : Estatísticas da ACG para a Decomposição dos Resíduos do Modelo de 
Simetria da Tabela de Transição entre as Atividades do Pássaro nQ 27 

At ivid Massa Pore. Coord.Princ Coord.Estan. Contr .Absol Contr.Relat Qual 
mom t I nérc IQEix 2QEix 1QEix 2QEix 1QEix 2QEix IQEix 2QEix Repr 

esticar 0.015 0.05 -0.09 0.35 -0.55 2.20 0.00 0.07 0.03 0.46 0.49 
J ocomover O. 371 0.09 0.06 -0.10 0.40 -0.67 0.06 o. 16 0.23 0.57 0.80 
cantar o. 183 0.02 0.03 0.04 0.24 0.28 0.01 0.01 o .17 0.23 0.40 
enfeitar 0.071 0.18 -0.37 -0.15 -2.36 -0.93 0.40 0.06 0.73 o .11 0.83 
coçar 0.018 0.04 0.26 -0.01 1.67 -0.08 0.05 0.00 0.37 0.00 0.37 
esfregar 0.047 0.11 -0.39 0.23 -2.49 1.45 0.29 0.10 0.54 0.18 0.72 
banho 0.002 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 
posar 0.035 0.05 0.02 -0.03 0.16 -0.17 0.00 0.00 0.01 0.01 0.02 
beber o .1 00 o. 12 0.17 0.18 1.11 1.17 o. 12 0.14 0.34 0.38 0.72 
comer 0.055 0.04 0.04 0.15 0.28 0.92 0.00 0.05 0.03 0.34 0.37 
quieto 0.020 0.11 -0.20 0.51 -1.28 3.25 0.03 0.21 0.09 0.60 0.69 
arrepiar 0.041 0.12 -0.10 -0.34 -0.65 -2.15 0.02 o .19 0.05 0.53 0.58 
amo lar 0.041 0.00 -0.01 0.00 -0.06 0.00 0.00 0.00 0.02 0.00 0.02 

At ivid Massa Prop. Coord.Princ Coord.Estan. Contr.Absoi Contr.Relat Qual 
mom t+l lnérc 1QEix 2QEix 1QEix 2QEix 1QEix 2QEix 1QEix 2QEix Repr 

ESTICAR 0.015 0.05 0.35 0.09 2.20 0.55 0.07 0.00 0.46 0.03 0.49 
LOCOMOVER 0.371 0.09 -0.10 -0.06 -0.67 -0.40 o. 16 0.06 0.57 0.21 0.78 
CANTAR o .183 0.02 0.04 -0.04 0.28 -0.24 0.01 0.01 0.23 o. 17 0.80 
ENFEITAR 0.072 0.18 -o .15 0.37 -o. 93 2.35 0.05 0.40 0.1: 0.73 0.84 
COÇAR 0.018 0.04 -0.01 -0.26 -0.08 -1.67 0.00 0.05 0.00 0.37 0.37 
ESFREGAR 0.047 o. 17 0.23 0.39 1. 45 2.49 0.10 0.29 0.18 0.54 0.72 
BANHO 0.002 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 
POSAR o .035 0.05 -0.03 -0.03 -0.17 -0.16 0.00 0.00 0.01 0.01 0.02 
BEBER o. 100 0.12 0.18 -0.17 1.17 -1.11 0.14 0.12 0.38 0.34 0.72 
COMER o. 055 0.04 o. 15 -0.04 0.92 -0.28 0.05 0.00 0.34 0.03 0.37 
QUIETO 0.020 o .11 o. 51 0.20 3.25 1.28 0.21 0.03 0.60 0.09 0.69 
ARREPIAR 0.041 o .12 -0.34 0.10 -2.17 0.66 o. 19 0.02 0.53 0.05 0.58 
AMOlAR 0.041 0.00 0.00 0.01 0.00 0.06 0.00 0.00 0.00 0.02 0.02 
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Gráfico 4.3.5 : Coordenadas Principais dos Eixos Primeiro e Segundo da ACG para a decomposição dos Resíduos 
do Modelo de Simetria da Tabela de Transição entre as Atividades do Pássaro nQ 27. Todos os pomtos 
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Gráfico 4.3.6: Atividades! t) em Coordenadas Principais dos Eixos Primeiro e Segundo da ACG para a 
decomposição dos Resíduos do Modelo de Simetria da Tabela de Transição entre as Atividades do Pássaro nQ 27 
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5.. Discussão Geral e Conclusões 

Enfocamos a interpretação da AC como análise de resíduos. Contudo, é 

importante usar AC nos casos onde os resíduos contêm informação significativa 

(por exemplo, quando o modelo Log-linear sob estudo não se ajusta bem). Mais 

ainda, AC faz sentido quando há algumas caselas cujas observações se 

distanciam de seus esperados. 

O ganho na interpretação da AC como análise de resíduos, são 

primordialmente dois: 

1 Q. Obtemos um melhor entendimento da AC relacionando-o à ALL. 

2Q. Tem-se demonstrado como a AC pode ser usada para a análise 

de resíduos de vários modelos log-lineares. A este respeito, 

AC pode auxiliar com a incômoda interpretação das interações 

ou dos resíduos quando temos um grande número de 

parâmetros. A ALL é usada para ajustar e testar modelos 

específicos; AC é usada para construir representações 

geométricas significativas de aspectos específicos dos dados 

ou dos modelos. 

No contexto da AC, modelos log-lineares podem ter o seguinte papel (veja 

de Falguerolles e van der Heijden ( 1987) ): 

1 Q. Alguns modelos log-lineares podem ter um lugar central na 

análise, e AC pode ser usada para suplementar ALL com uma 

análise de resíduos destes modelos. De modo que, AC será útil 

se o distanciamento do modelo for significativo e se fizer 

sentido tentar estudar a estrutura dos resíduos. 
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2Q. O uso de modelos log-lineares permite eliminar a interação 

dominante (que pode ser desinteressante desde algum ponto 

de vista) das soluções da AC. Isto é útil se não estivermos 

interessados nos parâmetros mas só nos resíduos. 

3Q. Como foi indicado na seção 3.3, AC pode ser usada como uma 

ferramenta exploratória para sugerir um modelo log-linear 

parsimonioso e fácilmente interpretável a ser adotado como 

hipótese para estudos confirmatórios. 

Como foi discutido na seção 3.3, os resultados de Goodman indicam a 

forma em que AC está relacionada com as abordagens baseadas em modelos, 

introduzindo os modelos de associação RC e de correlaçãc RC (veja Goodman 

(1985, 1986)). As relações entre ACG e decomposições dos modelos ainda são 

pouco conhecidas, mas continuam como objeto de investigação. 
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Apêndices 
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A. A Distância Qui-Quadrado 

O fato de trabalhar com distribuições condicionais nos conduz a utilizar 

uma distância distinta da euclidiana usual. A AC utiliza uma distância 

apropriada para distribuições, a distância Qui-quadrado que denotaremos por 

xz. 

- Distância X 2 entre dois perfís linha i e 1 (i, 1 = 1, ... , I): 

(A.l) 

- Distância XZ entre dois perfís coluna j e k ( j,k = 1 , ... , J»; 

(A.2) 

esta distância 

unicamente na 

é uma distância euclidiana, 

ponderação, sendo nc-l 

respectivamente. 

e 

mas difere da euclidJiana usual 
T""> -1 
"-'r nos espaços 

Utilizando a distância X 2 estaremos dando um efeito estabiliz&'ldor sobre 

os dados, visto que cumpre a propriedade denominada E«;~uivalência 

Distribucíonal, que se expressa da seguinte maneira: 

- Se duas linhas têm o mesmo perfil, elas podem ser substitu:ídas 

por uma só, a qual tem o mesmo perfil, mas com uma massa igual 

à soma das massas. Sem que isto altere as distâncias entre os 

perfís coluna. 

108 



- Se duas colunas têm o mesmo perfil, elas podem ser substituídas 

por uma só, a qual tem o mesmo perfil, mas com uma massa igual 

a soma das massas. Sem que isto altere as distâncias entre os 

perfís linha. 

Assim, se duas categorias com perfís iguais são juntadas, os resultados em 

geral não serão modificados. 

Demonstração da Propriedade de Equivalência Distribucional 

Nos limitaremos a demonstrar a propriedade para o cálculo da distância entre 

linhas, quando duas categorias coluna têm o mesmo perfil. 

Suponhamos que as categorias coluna 1 e 2, são tais que têm o mesmo 

perfil, i.e.: 

(A.3) 

onde para j = 1, 2: 

Criaremos a categoria O, como sendo uma nova categoria coluna que será a 

união das duas categorias 1 e 2, i.e.: 

(A.4) 

então a massa de O é igual a soma das massas, i.e.: 

P.o = P. 1 + P.2 · (A.5) 

Se as colunas 1 e 2 têm o mesmo perfil, não será difícil mostrar que o perfil 

da coluna O é igual aos perfís das categorias 1 e 2, i.e.: 

1/P.o P 0 = 1/P, 1 P 1 = 1/P. 2 Pz · (A.6) 
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Contando com as categorias coluna originais, podemos reescrever a distância 

entre dois perfís linha quaisquer i e I (i, 1 = 1, ... , I) corno: 

J 

:E TJ· FI 

onde Ti= 1/P.j (P;jiP;,- P 1j!PI.)2 , para j = 1, ... ,J. 

(A.7) 

Se colocarmos a categoria O em vez das categorias originais 1 e 2, a distância 

entre os perfís linha se calcula segundo: 

(A.8) 

onde T0 = 1/P,o (P;oiP;, - P 10IP 1,)2
• 

Portanto, para mostrar que a propriedade é verdadeira, bastará verificar que 

se cumpre: 

Com efeito, para n = 1,2 ternos: 

1 2 

Tn = [ P;n _ ~ J 
P,n P;. P1. 

= P.n [ 

logo, por (A.6), ternos: 

Tn = P.n [ 

Pin 

P.n P;. 

P;o 

P.o P;. 
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P.n p 1. 

P.o P 1. 

(A.9) 

f 
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assim: 

( P.! P.2) [ P;o P1o f T1 + T2 = + 
P.o P;. P.o p 1. 

[ P;o P1o f = P.o 
P.o P;. P.o PJ. 

1 
= 

P.o 

= T0 I. 

Observações 

Quando juntamos duas colunas quaisquer, então as distã1ncias 

entre linhas diminui. 

- Ao examinar a distância entre linhas, poderemos dizer que: se a 

diferença (P;jiP;. - pijiP1.) for pequena com relação à nnassa 

da coluna j (p,), então, por meio da ponderação por (1:/p,J), 

estaremos evitando que esta diferença tenha muita influênc;ia na 

distância; por outro lado, se tal diferença for grande: com 

relação à massa, então, com a ponderação, influenciará de Jfonna 

proporcional na distância. Poderemos raciocinar de forma an,áJoga 

quando observarmos a distância entre colunas. 

1 1 1 



B. Maximização de uma Forma 

Quadrática sob uma Restrição 

Quadrática 

O Problema 

Dada uma matriz simétrica Z de dimensão JxJ. Queremos encontrar um 

vetor .., de [i;f. com ..... 'v = 1, tal que: 

...,' Z .., ' = max { x' Z :x : x E [i;!I e :x':x = 1 } . 

Nota: No problema da AC, temos que a matriz Z é simétrica. 

A Solução 

Definimos a forma quadrática: 

q : oo-r ---> 00 
:oc r-> q (x) = :x

1 Z :x 

* Este é conhecido como Quociente de Rayleigh 

112 



Para encontrarmos a solução utilizaremos o método de Multiplicadores de 

Lagrange: 

A equação de Lagrange para nosso problema é: 

L(:x,.l) = :x' Z =-: - .l (:x' :x: - 1) , (B.l) 

onde .e é o multiplicador de Lagran ge. 

Para achar a solução optima, devemos igualar as derivadas da equação a zero. 

Busquemos a derivada da equação: 

a) O gradiente da forma quadrática q(x) é dado por:: 

grad[ q(x)] = 2 z "" . 
(B.2) 

fFCOm efeito, sabemos que :x:' Z x = :Z;j zu X; xj, então para 

k E {1, ... , J}, temos: 

d [ ::x:' Z x] 

dxk 

= ::E; ij z ij [ 

: ::t:, j z kj X j + ::E; i z ik X i 
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b) Analogamente, temos que o gradiente de :x':x é: 

grad[:x:':x:) = 2 x. 
!B.3) 

c) Portanto, o gradiente da equação de Lagrange está dada por: 

grad[L(:x,-l)] = 2 Z :x: - 2 -l x 

IB.4) 

assim, obtemos o ponto crítico quando igualamos a derivada a zero ie: 

grad[L("",.l)] = 2 Z v- 2 .l" =O. 
(B.5) 

Daqui, deduzimos a equação: 

(B.6) 

Portanto temos que .., é autovetor da matriz Z. Quando pré-multiplicarmos a 

equação por ..,•, e tomando em conta que v' v = 1, obtemos: 

,e = v-' z 'V (B. 7) 

portanto, o valor do parâmetro -l será o maior autovalor de Z. 

Doravante, chamaremos v- 1 ao vetor ..... que corresponde ao maior valor 

.lp tal que se cumpre a equação (B.6). Agora, procuraremos o vetor v-2 , que 

maximize a forma quadrática v-2' Z v 2 , e tal que seja ortogonal a v-1 

("2'"1=0) e unitário (v2'v2=1). Análogamente, aplicaremos o método de 

Lagrange, obtendo a equação de Lagrange em: 

{B.8) 

onde ,e2 e m2 sâo os multiplicadores de Lagrange. 
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o ótimo é encontrado quando igualamos a zero o gradiente da equação acima: 

(B.9) 

Se pré-multiplicarmos esta equação por ' Vj! 

observar a transposta da expressão em (B.6) 

obtemos: 

veremos que m2 = O, pois ao 

e pós-multiplica-la por v-2 , 

-·1' z "'2 = "1 ' - 0 ... .c... "I v-2 - • (B.lO) 

Isto nos leva a: 

z "2 = .l2 "2• (B.ll) 

assim, v 2 é o segundo autovetor de Z associado ao segundo maior autovalor 

.t.2 , se este é único. Esta prova é fácilmente extensível ao caso de o a-ésimo 

vetor "a (a= 1, ... , J), que maximize a forma quadrática v a' Z"'a• com 

"a'"a=l e """'a'"a- 1=0, .. ,va'v1=0. Então obteremos: 

(B.12) 

Enfim, temos que a solução ao problema está nos autovalores e 

autovetores de z: 

z v = V D.t., (B.13) 

onde V= [ I I 
"J l e D.t = diag{.l}, com .l = (.f.H • • • ,.f.J)', e "1 "2 I • • • I 

.el ?! .e2 ?! . . . ?! .e J• 
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c. Decomposição em Valores Singulares 

onde: 

e 

onde: 

Se :X: = U D 11 V' com U'U= I e V'V=l então: 

X'X= "VD 2 V' li 

Reciprocamente, se uma matriz :X = [x;)rxr cumpre: 

x•xv 

V = [v1 : ••• : v J], com v• v = I .l' 

D
11 

= díag{&.L}, 

U = [ui : · · · : u- r], com u•u = I 1 

D., = díag{ -c}, 
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Então, existe um D S min{I, J}, tal que: 

a. 11D+1 = ... = llJ = 'I>t1 = •.. = -r,= O 

b. I>.,<D) = D._(D) 

c. x: = u<»J D
11

<DJ v<»J• 

onde: u<»l = [u1 ' ' Up), I • • • l 

v<Dl = [v1 l l Vp), l • • • I 

D 11(D) = diag{._..<»)}, com ._..(D) = (111> ••• ,Jlp)', e 

D .. <Dl = diag{-c<»>}, com "'(D) = (Tp• .. ,Tp)' 

Com efeito, se pré-multiplicarmos a equação (C.2) por X, obteremos: 

X X'(X V) = (X V) D
11

2 

daqui, temos que, as colunas da matriz (X V) são autovetores de X X' 

associados aos autovalores correspondentes em D 1,2. Se em ._.. os valores são 

todos distintos, então a direção dos autovetores de X X', são definidos de 

forma única; neste caso, teríamos que, cada coluna de (X V) é proporcional a 

coluna correspondente de U, i.e. existe uma matriz diagonal Da tal que: 

(X V) I>a = U , 

logo, como l:J'U = I, temos: 

comparando este resultado com (C.2), temos que: 

D - D -1 
a - 11 ' 

assim: 

U = (X V) n .. - 1• (C.4) 
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Por outro lado, se pré-multiplicarmos a equação (C.3) por X', obteremos: 

X'X (X'U) = (X'U) D./ 

daqui, temos que, as colunas da matriz (X'U) são autovetores de X'X 

associados aos autovalores correspondentes em 0~ 2 • Se em -.:: os valores são 

todos distintos, então a direção dos autovetores de X'X, são definidos de 

forma única; neste caso, teríamos que, cada coluna de (X'U) é proporcional a 

coluna correspondente de V, i.e. existe uma matriz diagonal Db tal que: 

(X'U) Db =V, 

logo, como V' V = I, temos: 

(X'U)'(X'U) 

comparando isto com (C.3), temos que: 

assim: 

De (C.4) e (C.S), obtemos: 

X =UD V' 
11 

e 

= D -2 
b ' 

X'= 

(C.5) 

VD~ U', (C.6) 

observemos que estes resultados são equivalentes. Observemos também que, só 

pode acontecer que, existe um D :S min{J,J}, tal que: 

a. llD>J = .. · = llJ = TI» I - -- ... -
b. Dll(D) = D.,(D) • 
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onde: 

logo, 

onde: 

D 11<D> = diag{p.<D>}, 

D~(D) = diag{-c<D>}, 

refazendo o resultado em (C.6), 

c. :X: = u<D> D 11<D> v<D>• 

U(D) = {ul 

v<Dl = [vl ' j I ~ • * I 

com p(D) = (JlJ, .. • ,JlD)', e 

com ...,(D) = ( 1:"1,.,. ,TD)' 

obtemos: 
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I. Exemplo da Lingüística 

I.a Listagem do Programa em SAS para AC 

titie 'PesQuisa da lingüística'; 
títle2 'Classificação das Palavras com Relação ao Teste de Familiaridade'; 

data Lidados; 
i nput 

Pai avra$ 1-14 Tfaml 21-22 Tfam2 29-30 TFarn3 37-38 

labe 1 
Palavra = 'Palavra' 
Tfaml = 'I Hão familiar' 
Tfam2 = '2 Pouco familiar' 
Tfam3 = '3 familiar' 

cards; 
A•lodings 45 3 1 
B ciuster 37 5 
c•skapping 41 5 2 
O spawned 45 4 o 
E shaken 21 7 21 
F*gl im 47 2 o 
G loomed 47 1 1 
H*drealled 48 1 o 
I resembling 40 8 1 
J cloud 18 10 21 
K•leam 44 4 
L disk-shaped 27 15 
M•tark 41 o 1 
N fortuitous ly 27 I O 12 
O fairly 21 17 11 
P•observement 16 i 5 16 
Q massive 26 7 16 
A•trivel 45 3 o 
S pícked up 17 13 19 
T focusing 34 9 6 
U spring 9 5 35 
V empty 6 4 39 
W throughout 15 21 13 
X pattern 17 i 4 18 
Y appeared 14 10 25 
Z close 3 2 44 
a•adjust ion 15 16 18 
b recieving 6 12 31 
c•resks 40 8 1 
d slowly 6 1 41; 
run; 
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t 1!le3 'Com as coordenadas Principais'; 
proc cor resp 

data= Lidados outc = llout 
dimens = 2 
profiie = both 
rp 
short; 
var Tfaml TFam2 TFam3; 
id Palavra: 
run; 

proc prínt data= llout: 
run; 

proc piot 
data = llout; 
plot dim1•dim2 =Palma I box href =O vret =o 
run; 

tit1e3 'Palavras em Coordenadas Principais e Familiaridade em Coorde~adas Estandardizadas'; 
proc cor resp 

data = L! dados outc = l!out 
dimens = 2 
profile=row 
short; 
var Tfam! Tfam2 Tfam3; 
íd Palavra; 
run; 

proc prínt data= llout; 
run; 

proc plot 
data = llout: 
plot dím1•dim2 = Palavra I box href = O vref = O 
run; 

!•-------------------------------------------------------------•1 
I• Fim de Programa •! 
!•-------------------------------------------------------------•! 
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II. Exemplo da Pena de Morte 

II.a Listagem do Programa em SAS para ALL 

title 'Veredito da Pena de Morte segundo a Raça do Réu e a Raça da Vítima'; 
title2 'Tabela de Três Entradas: Réu Vítima e Veredito'; 

data PMdados; 

i nput 
Reu$ 1-6 Vitima$ 8-13 PMorte$ 15-23 numero 25-27; 

labe I 
R eu = 'Raça do Réu' 
Vitima = 'Raça da VItima' 
PMorte = 'Veredito de Pena de Morte' 

cards: 
R oran V bran Condenado 19 
R bran V bran Não conde 131 
R bran v negr Condenado D 
R bran V negr Nlo conde 9 
R negr V bran Condenado 11 
R negr V bran Não conde 51 
R negr V negr Condenado 6 
R negr V negr Nlo conde 97 

run; 

!•-------------------------------------------------------------•! 
f* Tabela de Três Entradas *I 
!•-------------------------------------------------------------•! 

title3 'Tabela de Três Entradas, Modelo [12][23]'; 
proc catmod data = PMdados 

o r de r = data; 
weight numero; 
model Reu•Vitima•Pworte = _response_ I 

ml nodesign noiter noprofile noresponse; 
loglin Reu Vítima Pmorte 

Reu•Vitima Vitima•Pmorte; 
run; 
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I • -------------------------------------------------------------'I 
I' Tabelas Marginais •1 
1•-------------------------------------------------------------•! 

title3 'Tabela Marginal Réu Vítima'; 
proc catmod data = PMdados 

arder = data; 
we i ght numero; 
moóe1 Reu•Vitima = _response_ I 

ml nodesign noiler noprofile noresponse; 
loglin Reu Vítima Reu•Vítima; 
run; 

title3 'Tabela Marginal Réu Veredicto'; 
proc catmod data = PMdados 

arder = data; 
weight numero; 
model Reu•PMorte = _response_ 1 

ml nodesign noiter noprofi !e noresponse; 
ioglin Reu Pmorte; 
run; 

title3 'Tabela Marginal Vítima Veredicto'; 
proc catmod data = PMdados 

oróer = data; 
weight numero; 
model Vitima•PMorte = _response_ i 

ml nodesign noiter noprofile noresponse; 
loglin Vitima Pmorte Vítima•Pmorte; 
run; 

I'------------------------------------------------------------- • I 
1• Fim de Programa •i 
I• -------------------------------------------------------------• I 
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II.b Listagem do Programa em SAS para AC 

title 'Veredicto da Pena de Morte segundo a Raça do Réu e a Raça da Vítima'; 

data PMdados; 

input 
Reu! 1-6 Vitima! 8-13 PMorte! 15-23 numero 25-21; 

labe"! 
R eu = 'Raça do Réu' 
Vitima= 'Raça da Vítima' 
PMorte = 'Veredicto de Pena de Morte' 

cards; 
R bran V bran Condenado 19 
R bran V bran Não conde 132 
R bran V negr Condenado O 
R bran V negr Não conde 9 
R negr Y bran Condenado 11 
R negr V bran Não conde 52 
R negr V negr Condenado 6 
R negr V negr Não conde 97 

1•-------------------------------------------------------------•! 
I* Tabelas Múltiplas, Combinando duas Vars •i 
I I-------------------------------------------------------------. I 
title2 'Tabela Combinando Réu e Vitima contra Veredicto'; 

title3 'Coordenadas F e G'; 
proc corresp data = PMdados outc = PMout 

cross = row 
dimens = 1 
profile = both 
short; 
tables Reu Vitima , Pmorte; 
weight numero; 
run ; 

proc print data = PWout; 
data PMout; set PWout; dim2 = D; 
proc plot data = PMout hpercent=40; 

plot diml•dim2 = _name_/box vrei=O href=O; 
run; 

title3 'Coordenadas F e f'; 
proc corresp data = PMóados outc = PMout 

cross = row 
dimens = 1 
pro fi I e = row 
short ; 
tables Reu Vitima , Pmorte; 
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weíght numero ; 
run ; 

proc prínt data = PWout; 
data PMout; set PMout; dím2 =O; 
proc plot data = PMout hpercent=40; 

plot diml•dit2 = _name_/box vref=O href=O: 
run; 

title2 'Tabela Combinando Réu e Veredicto contra Vítima': 
t it le3 'Coordenadas F e G'; 

proc corresp data = PWcados outc = PMout 
cross = row 
dimens = I 
profile = both 
short; 
tables Reu Pmorte , Vitima; 
weíght numero; 
run ; 

pro c prínt data = PMout; 
data PMout; sal PMout; dím1 = D; 
proc plot data= PMout hpercent=40; 

piot dim1•dim1 = _name_ibox vref=D href=O; 
run; 

title3 'Coordenadas F e f'; 
proc corresp data = PMdados outc = PMout 

cross = row 
dimens = 1 
profile = row 
short ; 
tables Reu Pmorte , Vitima; 
weight numero ; 
run ; 

p roc print data = PMout; 
data PMout; set PMout; dim2 = ú; 
proc plot data= PMout hpercent=40; 

plot dim1•dim2 = _name_/box vref=ú href=ú; 
run; 

title2 'Tabela Combinando Vítima e Veredicto contra Réu'; 
t ít 1e3 'Coordenadas F e G'; 

proc corresp data= PMdadcs outc = PWout 
cross = row 
dimens = 1 
profile = both 
short; 
tables Vitima Pmorte , Reu; 
weight numero; 
run ; 

proc print data= PMout; 
data PUout; set PUout; dim2 =O; 
proc plot data = PMout hpercent=40; 

plot dim1•dim2 = _name_lbox vref=O href=O; 
run; 

title3 'Coordenadas f e f'; 
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proc corresp data = PMdados outc = PMout 
cross = row 
dimens = 1 
profile=row 
short ; 
tables Vitima Pmorte , Reu; 
weight numero ; 
run ; 

proc print data= PMout; 
data PMout; set PMout; dir,2 = O: 
proc plot data= PMout hmcent=40; 

plot diml•dim2 = _name_/box vref=D href=O; 
run; 

I'-------------------------------------------------------------*I 
1• Tabelas Marginais •! 
!•----------------------------------------------- -------------- 'í 

title2 'Tabela Marginal Vítima e Veredicto'; 
title3 'Coordenadas f e G'; 

proc corresp data = PMdados outc = PMout 
dimens = 1 
profile = both 
short; 
tables Vitima, Pmorte; 
we i ght numero; 
run ; 

proc print data= PMout; 
data PMout; set PMout; dim2 =O; 
proc plot data = PMout hpercent = 30; 

plot dim1'dim2 = _name_/box vref=O href=O; 
run; 

title3 'Coordenadas f e f'; 
proc corresp data = PMdados outc = PMout 

dimens = I 
pro fi I e = row 
short; 
tab!es Vitima, Pmorte; 
weight numero; 
run ; 

proc print data= PMout; 
data PMout; set PMout; dim2 =O; 
proc plot data= PMout hpercent = 30; 

plot diml•dim2 = _name_/box vref=O href=O; 
run; 

tille3 'Coordenadas • e G'; 
proc corresp data = PMdados outc = PMout 

dimens = I 
profile = column 
short; 
tables Vitima, Pmorte; 
weight numero; 
run ; 
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proc print data= PMout; 
data PWout; set PWout; dim2 =O; 
proc plot data = PMout hpercent = 30; 

plot diml•tiim2 = _name_/box vref=O href=O; 
run; 

title2 'Tabela llargina! Réu e Veredicto'; 
t ít 1 e3 'Coordenadas F e G'; 

proc corresp data = PMdados outc = PMout 
dimens = 1 
profile = both 
short; 
tables Reu, Pmorte; 
weight numero; 
run ; 

proc print data = PMout; 
data PMout; set PMout; dir2 = O; 
proc plot data = PWout hpercent = 30; 

plot diml•dim2 = _name_/box vref=O href=O; 
run; 

title3 'Coordenadas F e f'; 
proc corresp data= PMdados outc = PMout 

dimens = 1 
profile = row 
short; 
tables Reu, Pmorte; 
weight numero; 
run ; 

proc print data = PMout; 
data PMout; set PMout; dim2 =O; 
proc plot data = PMout hpercent = 30; 

plot diml•dim2 = _name_/box vref=O href=O; 
run; 

t ít le3 'Coordenadas $ e G'; 
proc corresp data = PMdados outc = PMout 

dimens = 1 
profile = column 
short; 
tables Reu, Pmorte; 
weight numero; 
run ; 

proc print data= PMout; 
data PMout; set PMout; dim2 = O; 
proc plot data= PMout hpercent = 30; 

plot diml•dim1 = _name_/box vref=O href=O; 
run; 

títle2 'Tabela Marginal Réu e Vítima'; 
title3 'Coordenadas F e G'; 

proc corresp data = PMdados ouic = PMout 
dimens = 1 
prol i le = both 
short; 
tables Reu, Vítima; 

133 



weight numero; 
run ; 

proc print data = PWout; 
data PMout; set PMout; dim2 = O; 
proc plot data = PMout hpercent = 30; 

piot dim1'dim2 = _me_/oox vref=O href=O; 
run; 

tit1e3 'Coordenadas F e f'; 
proc corresp data = PMdados outc = PMout 

dimens = 1 
profiie = row 
short; 
tabies R eu, Vitima; 
weight numero; 
run ; 

proc print data = PMout; 
data PMout; set PMout; dim2 = O; 
proc plot data= PMout hpermt = 30; 

plot diml•dim2 = _name_/box vref=O href=O; 
run; 

t it le3 'Coordenadas • e G'; 
proc corresp data = PMdados outc = PMout 

dimens = I 
profile = coiumn 
short; 
tables Reu, Vitima; 
weight numero; 
run ; 

proc print data= PMout; 
data PMout; set PMout; dim2 =O; 
proc plot data= PMout hpercent = 30; 

plot diml•dim2 = _name_/box vref=O href=O; 
run; 

,. -------------------------------------------------------------.i 
t• Fim de Programa •! 
!•-------------------------------------------------------------•! 
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III. Exemplo da Etologia 

III.a Listagem do Programa em SAS para AC, aplicada para a 

Decomposição dos Resíduos do Modelo de Independência 

title 'Etologia em Pássaros'; 
t it le2 'Oecompos i ção dos Resí duas do Wode lo de !ndependênc i a'; 
title3 'Considerando os Zeros Estruturais como Zeros Aleatórios'; 

data EPdados; 

i nput 
Atividl 6-18 A B C O E f G H I J l K M; 

label 
A= 'A ESTlCAMENTO' 
B = 'B lOCOMOÇÃO ' 
C = 'C CANTANDO ' 
O= 'O ENfEITANDO ' 
E = 'E COÇANDO 
f= 'f ESfREG.BICO' 
G = 'G BANHO AREIA' 
H = 'H ESTEREOTIP ' 
I = 'I BEBENDO 
J = 'J COMENDO 
K = 'K QUIETO 
l = 'L ARREPIANDO ' 
M = 'M AMOLA.BlCO ' 

caros; 
a esticamento o 3 3 3 o 2 o o 1 o 1 I 
b locomoção 5 o 129 8 3 16 2 23 82 42 7 5 
c cantando 2 121 o 21 2 3 o 4 1 3 2 11 
d enfeitando I 19 18 o 9 o o 1 2 1 2 15 
e coçando o 2 4 7 o 1 o o o o 1 1 
f esfreg.bico 2 25 2 6 o o o o 6 2 o 2 
g banho areia o 2 o o o o o o o o o o 
h estereotip o 18 2 o 1 1 o o 3 3 1 2 
i bebendo 3 69 o 3 1 16 o I o o 2 o 
í comendo I 39 I 5 o 2 o 1 o o 3 1 
k quieto o 7 o 5 o 3 o 2 o 1 o I 
1 arrepiando o 16 12 8 2 1 o o o o o o 
m amola.bico o 33 3 2 o o o 1 o o o o 

run; 

title4 'Coordenadas f e G'; 
proc corresp 

data = EPdados outc = EPout 
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dimens=3 
pro fi I e = both 
observeà rp cp 
short; 
var A B C D E f G H I J l K N; 
ió At i via; 
run; 

proc print data= EPout; 
run; 

procplot 
data= EPout; 
plot dim1•dim2 = Ativid I box href = O vref =C 
plot dim1•dim3 = Ativid I box href =O vref =O ; 
plot dim2•dim3 = Ativid I box href =O vref =O ; 
run; 

tiile4 'Coordenadas • e r'; 
proc cor resp 

data = EPdados out c = EPout 
dimens = 3 
row =DA column = DB 
sho rt; 
var A B C D E F G H l J l K W; 
id Ativid; 
run; 

!•-------------------------------------------------------------•! 
1• Fim de Programa 'i 
!•-------------------------------------------------------------•! 
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III.b Listagem da Rodada do Programa em IML para a Atribuitão de 

Valores para as Caselas com Zeros Estruturais pelo 

Algoritmo EM 

I t•····--·······························-----················---•1 
2 !• Eto Jogía em Pássaros •1 
3 !•·--- -----------------------------------------------------·-··•! 
4 
5 pro c !IH ; 

!Ml Ready 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
21 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
35 
37 
38 
39 
40 
41 
42 
43 
44 
45 
46 
47 

• A Tabela de Contingência TC; 
TC = { O 3 3 3 O 2 

5 o 129 8 3 16 
2 121 o 21 2 3 
1 19 18 o 9 o 
024701 
2 25 2 6 o o 
020000 
O 18 2 O 1 I 
3 69 O 3 I 16 
I 39 I 5 O 2 
o 7 o 5 o 3 
O 16 12 8 2 I 
o 33 3 2 o o 

o 
2 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 

o 
23 
4 
1 
o 
o 
o 
o 
I 
I 
2 
o 
I 

• Inicialização de Variáveis Auxiliares; 

82 
1 
2 
o 
6 
o 
3 
o 
o 
o 
o 
o 

o I I o ' 
42 1 5 32, 
3 2 11 4 ' 
1 2 15 2 ' 
o I I o ' 
2 o 2 o ' 
o o o o ' 
3 I 2 2 ' 
o 2 o o ' 
o 3 I o ' 
I o I o ' 
o o o o ' 
o o o o I ; 

ui = [ I , I , I , I , I , I , I , I , I , 1 , 1 , 1 , I } ; 

Atr=TC; 
Atr[OI ,01] =O ; Atr[02,02] =O ; Atr[03,03] =O ; Atr[04,04] =O ; 
Atr[05,05] =O; Atr[06,06] =O; Atr[01,01] =O; Atr[08,08] =O; 
Atr[09,09] =O; Atr[IO,IO] =O; Atr[11,11] =O; Atr[12,12] =O; 
Atr[l3,13] =O; Atr[07,09] =O; Atr[01,10] =O; Atr[07,13] =O; 
Atr[09,07] =O ; Atr[09, 10] =O ; Atr[09, 13] =O ; Atr[I0,07] =O ; 
Atr[I0,09] =O; Atr[10,13] =O; Atr[13,07] =O; Atr[13,09] =O; 
Atr[13,10] =O; 

S_Oif _Abs = 1 ; 

!•·····--·······-·-········--------------------------------------•! 
!• Atribuição para as Caselas não Modeladas I fora de SI con o •! 
/' algoritmo EM, de modo que estas não contribuam com desvios •i 
/'para o modelo de quase-independência ao aplicar a AC sobre a •í 
I• tabela modificada e também possamos obter as ponderações •1 
!• adequadas para linhas e colunas. •! 
!•---------············--······------------------·-··············•! 

• Iterações até as Atribuições das Caselas, fora de S, Convergnem ; 
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48 DO k = I to 100 UNTll ( S_DH_Abs < 0.0001 I ; 
49 
50 • Total da Matriz de Atribuições ; 
51 tAtr=ui'•Atr•ui; 
52 
53 • l.larginal linha da Matriz de Atribuições ; 
54 ma=Atr•ui; 
55 
55 • Marginal coluna da Matriz de Atribuições ; 
57 mb=Atr'•ui; 
58 
59 • Valores a serem Atribuídos para as caselas fora de S ; 
60 VOIOI : ma[OI] 'mb[OI]I tAtr ; V0202 = ma[02j • mb[02]1 tAtr ; 
61 V0303 = ma[03] • mb[03] I tAtr ; 10404 = ma[04] • mb[04] 1 tAtr ; 
62 V0505 = ma[05] ' mb[OS] I tAtr ; V0606 = ma[06j • mb[06] I tAtr ; 
63 V0101 = ma[Ol] • mb[Olj I tAtr ; V0808 = ma[08] • mb[OS] I titr ; 
64 V0909 = ma[09] • mb[09]1 tAtr ; VIOlO= ma[IO] • mb[IO) I tl.tr ; 
65 VIII I= ma[ll] • mb[ll] I tAtr; V1212 = ma[12] • mb[12] I t!.tr; 
66 V1313 = ma[13] • mb[l3] I tAtr ; V0109 = ma[07j • mb[09j I Utr ; 
67 V0110 = ma[Olj 'mb[IO]I tAtr ; V0713 = ma[Ol] 'mb[13] I tAtr ; 
68 V0901 = ma[09) • mb[01] I tAtr ; V0910 = ma[09j • mb[IOj 1 tA:r ; 
69 V0913 = ma[09] 'mb[l3] I tAtr ; VI001 = ma[IO) • mb[01] I tAtr ; 
70 V1009 = ma[IO) • mb[09] I tAtr ; VIOI3 = ma[IO) • mb[l3) I tAcr ; 
11 V1301 = ma[l3] • mb[Ol}l tAtr ; Vl309 = ma[l3] • mb[D9] 1 Wr ; 
12 Vl310 = ma[l3] 'mb[IO) I tAtr ; 
13 
74 • Soma da Diferença absoluta entre os Valores e as anteriores atribuições ; 
75 S_Dif_Abs = abs(Atr[OI,OI]- VOIOI) t abs(Atr[02,02]- V02021 
76 + abs1Atr[03,03] - V0303) + abs(Atr[04,04] - V0404J 
11 + abs(Atr[05,05)- V0505) + abs(Atr[06,06]- V0605J 
78 + abs(Atr[07,01]- V0707) + abs(Atr[08,08]- V0808) 
19 + abs(Atr[09,09)- V0909) + abs(Atr[IO, 10]- VIOlO) 
BO + abs(Atr[ll,l1]- Vllll) + abs(Atr[l2,12]- Vl2f2) 
SI + abs(Atr[13,13]- V1313) + abs!Atr[07,09]- V0109i 
81 + abs(Atr[01,10)- V0110) + abs(Atr[01,13]- V0113) 
83 + abs(Atr[09,01] - V0907) + abs(Atr[09, lO) - V0910í 
84 + abs(Atr[09,13]- V0913) + abs(Atr[I0,07]- VI0071 
85 + abs(Atr[I0,09)- VI009) + abs1Atr[IO,I3)- VI013i 
86 + abs(Atr[l3,01] - Vl301) + abs1Atr[13,09] - Vl309i 
87 + abs(Atr[13, 10) - V1310) ; 
88 
89 • Novas Atribuições ; 
90 Atr[OI,OI] = V0101; Atr[02,02) = V0202; Atr[03,03]: V0303; 
91 Atr[04,04] = V0404 ; Atr[05,05) = V0505 ; Atr[06,06] = V0605 ; 
92 Atr[01,07] = V0101 ; Atr[OB,OB] = VOBOB ; Atr[09,09] = V0909 ; 
93 Atr[IO,IO] =VIOlO; Atr[ll,ll] = V1111; Atr[12,12) = V1212; 
94 Atr[l3,13] = Vl313; Atr[01,09]: V0109; Atr[01,10] = V0110; 
95 Atr[01, 13] = V0113 ; Atr[09,01) = V0901 ; Atr[09, 10) = V0910 ; 
96 Atr[09,13) = V0913; Atr[IO,Ol]: V1007; Atr[I0,09]: VI009; 
91 Atr[I0,13) = V1013; Atr[l3,01j = V1307; Atr[l3,09] = Vl309; 
98 Atr[13,10) = Vl310 ; 
99 

100 END ; 
101 print 'número de iterações:' k 
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I 02 ' , soma das diferenças absolutas:' S_Díf_Abs; 
K S_OIF_AB 

número de iterações: 61 , soma das diferenças absolutas: 0.0000921 
103 
104 • Fim das iterações ; 
105 
105 
101 • Matriz de Atribuições finais; 
108 prínt Atr ; 

ATR 
o. 1401941 3 3 3 o o o o 

I I o 
5 394.94675 129 a 3 16 1 23 81 42 
7 5 31 
1 111 29.021592 21 2 3 o 4 3 
1 11 4 
1 19 18 3.1130494 9 o o 1 
2 15 1 
o 2 4 7 0.2077856 o o o o 
1 1 o 
2 15 2 6 o 1.5240221 '· o 5 2 v 
o 1 o 
o 1 o o o o 0.0039731 o o. 1881135 o. 1033íl13 
o o 0.0794515 
o 18 2 o o 0.8046151 3 3 
I 2 2 
3 59 o 3 15 o. 1887135 1 8.9543555 4.906il11 
2 o 3.1744701 
1 39 I 5 o 1 0.1052878 I 5.0011719 2.1374841 
3 I 2.105757 
o 7 o 5 o 3 o 2 o 

: 0.2611187 1 o 
o 15 12 B 2 o o o o 
01.1341345 o 
o 33 3 2 o o 0.077476 1 3.6801083 2.0143751 
o o 1.5495193 

109 
110 • Total da Matriz de Atribuições Finais ; 
111 tAtr =ui' • Atr • ui; 
112 
113 • Marginal linha da Matriz de Atribuições Finais ; 
114 ma = A t r • ui ; 
115 
116 • Marginal coluna da Matriz de Atribuições Finais ; 
117 mb=Atr'•ui; 
118 
119 
120 • Watriz do modelo de Quase-Independência ; 
111 Ql=ma•mb'/tAtr; 
112 QI[01,01] = TC[OI,01] ; 0![02,02] = TC[02,02] ; QI[03,03] = TC[03,03] ; 
123 Ql[04,04] = TC[04,04] ; QI{05,05] = TC[05,05] ; QI[06,05] = TC[06,06] ; 
124 QI[07,07] = TC[07,07]; QI[08,08] = TC[08,08]; QI[09,09] = TC[C9,09]; 
125 Ql[IO,IO] = TC[IO,IO]; 0![11,11] = TC[11,11]; QI[12,12] = TC[12,12]; 
125 Ql[13,13] = TC[13,13] ; Ql[07,09] = TC[07,09] ; QJ[07,10] = TC[07,10] ; 
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127 QI[07, 13] = TC[07, 13] ; QI[09,07] : TC[09,01] ; Ql[09, 10] : TC[OS, 10] ; 
128 QI[09, 13]: TC[09,13]; QI[10,07]: TC[10,07]; QI[10,09]: TC[10,09j; 
119 QI[10, 13]: TC[10, 13] ; QI[13,01]: TC[13,01] ; QI[13,09]: TC[13,09] ; 
130 QI[13, 10]: TC[13,10]; 
131 print QI ; 

QJ 
o 1, 4569542 2.0214023 o. 7141169 o. 18128 7 4 o. 4632105 0.0236515 o .3365786 1.1234453 o. 614~385 

: o .191776 o .399599 o .4730296 
7.4569542 O 107.06066 37.822169 9.6016271 24.533806 1.2526666 17.826402 59.501661 lU&933 

: 10.15714 21.164187 15.053331 
1.0114013 107.06066 O 10.252687 2.602771 6.6505294 0.339568 4.8313121 16.12948 U28l683 

: 2.7533583 5. 7371059 6.7913602 
0.73403 38.876841 10.538584 

: 0.9998245 2.0833102 2.4661406 
o o.9451423 1.4150008 o.1233D7 1.7547532 5.8570838 uo~m 

0.1613743 8.5469545 2.3168754 0.818501 
: 0.2198084 0.4580094 0.5421735 

o 0.5309305 0.0271087 0,3857771 1.2876619 0.7048255 

0.4632205 24.533805 6.6505294 2.3494853 0.596446 
: 0.6309541 1 .3147037 1.5562945 

o 0.0778147 1.107363 3.6961995 2.0231829 

0.0236515 I .2526616 0.339568 0.1199611 0.0304538 0.0778147 o 0.0565406 o o 
: 0.0322158 0.0671272 o 

0.3365786 17.826402 4.83131211.7071493 0.433381 1.107363 0.0515406 
: 0.4584548 0.9551711 1.1308124 

o 2.6856794 1.47!11'561 

1.1134453 59.501661 15.11948 5.6981896 1.4465562 3.6961995 o 2.6856794 o o 
: 1.5302483 3' 1885413 o 

0.6267641 33.195564 8.9985523 3.17899 0.8070261 2.0620901 0 I .4983264 o o 
: 0.8537175 1.7788704 o 

0.191776 10.15714 2.7533553 0.9727007 0.2469322 0.6309541 0.0312158 D.4584548 1.5302483 0.837>096 
o 0.5442951 0.6443151 

0.399599 21.164187 5.7371059 2.026793 0.5145266 1.3147037 0.0671272 U552ill 3.1885413 1 .. 7451068 
: 0.5442951 o 1.3425431 

0.4612039 24.426998 6.6215762 2.3392568 0.5938494 1.5173872 
: 0.6181072 1.3089801 o 

132 
133 
134 
135 
136 

137 

• Massas linha a serem consideradas ; 
a=ma/tAtr; 
print a ; 

138 • Massas coluna a serem consideradas ; 
139 b = mb I tAt r ; 

A 
o .0099565 
0.5273363 
o. 1429483 
0.0519087 
o .011412 

0.0327577 
o .0016725 
0.023802 

0.0794471 
0.0443231 
0.0135619 
0.0282586 
0.0325151 

140 

o 1 '1025421 o o 



140 print b ; 

141 
142 
143 QUi! ; 

Exit ing IML. 
NOTE: The PROCEDURE IML used 28.00 seconds. 

144 run ; 
145 
146 
147 

B 
0.0099566 
o. 5273363 
o. 1429483 
0.0505005 
0.0128202 
0.0327577 
0.0016726 

0.023802 
0.0794471 
o. 0434868 
0.0135619 
o .0282586 
0.0334514 

148 
149 
150 

!•-------------------------------------------------------------•1 
/' Fim de Programa •I 
!•-------------------------------------------------------------•! 
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III.c Listagem do Programa em SAS para ACG, aplicada para a 

Decomposição dos Resíduos do Modelo de Quase-Independência 

title 'Etologia em Pássaros'; 
title2 'Decomposição dos Resíduos do Modelo de Quase-independência'; 
title4 'Atnbuindo valores às caselas com zeros estrut. (algoritmo EM)'; 
titie5 'Nota: o número de Gl válido é 119'; 

data EPdados; 
i nput 

A ti v i dl A 8 C D E F G H I J l K M U; 
labei 

A= 'A=ESTJCA' 
B = 'B=LOCOMO' 
C = 'C=CANTAN' 
D = 'D=ENFEIT' 
E = 'E=COÇAND' 
F= 'f=ESFR.B' 
G = 'G=BANHO ' 
H = 'H=ESTERE' 
l = 'I=BEBEND' 
J = 'J=COMEND' 
K = 'K=QUJETO' 
l = 'L=ARREPi' 
M = 'M=AMOLAN'; 

cards; 
a=est ica . 1407941 3 3 

o o I o 
b=locorno 5 394.94675 119 

2 23 82 42 
c=cantan 2 121 29.02!592 

o 4 a 

3 o 2 
I I o 
8 3 16 
7 5 32 

2! 2 3 
2 li 4 

d=enfeit I 19 18 3.7230494 9 o 
o I 2 I 2 15 2 

e=coçand o 2 4 7 0.2077866 
o o o o I I o 

f=esfr.b 2 25 2 6 o 1. 5240221 
o o 6 2 o 2 o 

g=banho o 2 o o o o 
0.0039731 o o. !887235 0.1033013 o o o .0794625 

h=estere o 18 2 o 1 ! 
o o .8046162 3 3 1 2 2 

i=bebend 3 69 o 3 I 16 
o .1887235 I 8.9643665 4.9068111 2 o 3.7744701 

i =comend I 39 I 5 o 2 
o .1052878 1 5.001!729 2.7374841 3 I 2.105757 

k=quieto o 7 o 5 o 3 
o 2 o I 0.2612187 o 

l=arrepi o 16 12 8 2 I 
o o o o o 1.1341345 o 

m=anolan o 33 3 2 o o 
0.077476 I 3.6801083 2.0143751 o o 1.5495193; 

run; 
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t it le6 'Coordenadas F e G'; 
proc corresp 

data = EPdados outc = EPout 
dimens=3 
profile = both 
ob se rved rp cp 
short; 
var A B C O E F G H l J L K M; 
id 1\tivid; 
run; 

proc prínt data= EPout; 
run; 

procplot 
data = EPout; 
plot dim11dim2 = At vid I box href : O vre =O ; 
p lot diml•dim3 = At vid I box href = O vre = O ; 
p lot dim2'dim3 = At vid I box href = O vre = O ; 
run; 

title6 'Coordenadas I e r'; 
pro c co r r esp 

data = EPdados ou te = EPout 
dimens = 3 
row = DA coiumn = DB 
short; 
var A BC DE F G H l J L K M; 
id Ativid; 
run; 

pro c pr i nt data = EPout; 
run; 

l•-------------------------------------------------------------•1 
t• F ím de Programa •í 
l•-------------------------------------------------------------•1 
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III.d Listagem do Programa em IML/SAS para ACG, aplicada para a 

Decomposição dos Resíduos do Modelo de Simetria 

I •------------------------------------------------ -------------'I 
1• Etologia em Pássaros- ACG para o Modelo de Simetria •I 
I •--------------- ----------------------------------------------•i 

proc IML ; 

• Inicialização de Variáveis Auxiliares; 
um = [ I , 1 ' 

1 , I , 1 , I , 1 , I , I ) i ) 1 , I , I ] 

• A Tabela de Contingência : N ; 
N = [ O 3 3 3 o 2 o o I o 1 I o ' 

5 o 129 8 3 16 2 23 82 42 7 5 32 ' 
2 121 o 21 2 3 o 4 I 3 2 li 4 ' 
I 19 18 o 9 o o I 2 I 2 15 2 ' 
o 2 4 7 o I o o o o 1 I o ' 
2 25 2 6 o o o o 6 2 o 2 o ' 
o 2 o o o o o o o o o o o ' 
o 18 2 o I 1 o o 3 3 1 2 2 ' 
3 69 o 3 I 16 o I o o 2 o o ' 
1 39 1 5 o 2 o 1 o o 3 1 o ' 
o 7 o 5 o 3 o 2 o 1 o I o ' 
o 15 12 8 2 1 o o o o o o o ' 
o 33 3 2 o o o 1 o o o o o J 

• Total da Watríz de Contingência: t_N; 
t_N = um' • N • um ; 

• A Matriz de Assimetria : A ; 
A = I H - H' J I 12 1 UI ; 
print A ; 

• Massas a serem consideradas para as linhas e co1 unas : vm ; 
vm =IN+ N' I 1 um I 12 • UI 
Print vm ; 

• Matriz a Diagonalizar : Y ; 
Y = diagllvm)fll-1/211 • A • diagl(vm)U(-1/2)) 
Z=Y'•Y; 
prini 1 ; 

• Cálculo dos Eixos Principais : V ; 
V = eigvecl Z) 
Print v ; 
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• Cálculo das Inércias Principais : M2 ; 
M2 = e i gv a i ( Z I ; W2 [ 13] = O ; 
Print M2 ; 

• Inércia Total : Un ; 
t_In = M2' • uv ; 
Print t ln 

• Porções da Inércia contabilizada pelos eixos : p_ln_e ; 
p in e = M2 I i_ln ; 
Print p_ln_e : 

• Decomposição da Estatística X2 ao longo dos Eixos : CHI_e ; 
CHI_e = t_N ' W2 ; 
Print CHI_e ; 

• Estatística X2 Total : t_CHI ; 
t_CHJ : t_N ' t_ln ; 
Print t_CHJ ; 

• Graus de liberdade da estatística Chi-Quadrado: Gl_CHJ ; 
GL_CHJ =(um' • um) • (um' • um- 1) í 2; 
Print Gl_CHJ ; 

• Cálculo dos Valores Próprios : M; 
M = (M2)H{I/21 
Print M ; 

• Nota :o último eixo não deve ser considerado; 
M[l3] : 1 ; W2[13] = 1 ; 
V[1,13]=0; V[2,13]=0; 
V[4,13]=0; V[5,13]=0; 
V[7,13]=0; V[8,13]=0; 
V[10,13]=0; V[11,13]=0; 
V[13, 13] = O ; 

V[3,13]=0; 
V[6,13]=0; 
V[9,13]=0; 
V[12, 13] =O ; 

• Cálculo das Coordenadas Principais para as linhas : F ; 
F= diag((vm)fl{-1)) • A • diag((vm)UI-1/211 • V; 
Print F ; 

• Cálculo das Coordenadas Estandardizadas para as Linhas : FE ; 
FE =F • inv(diag(M)) 
Print FE ; 
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• Cálculo das Coordenadas Principais para as Colunas : G ; 
G = diag((vm)U(-1/211 • V • diag(MI; 
G[l, 1j =O ; G[l, 2] =O; G[l, 3] =O; G[l, 4] =O; 
G[7, 5] =O G[7, 6] =O; G[l, 7] =O; G[l, 8] =O; 
G[l, 9] =O G!l,IO] =O; G[7,11] =O; G[7,12] =O; 
6[7,13] =o 
Print G ; 

• Cálculo das Coordenadas Estandartizadas oara as Colunas : GE 
GE = G • inv(diag(MJ) 
Print GE ; 

• Tabela de Decomposição da Inércia para o espaço das Linhas : Dec_In_R; 
Oec_In_R = diag(vm) • IF)II2; 
print Oec_ln_R; 

• Contribuições Absolutas linhas : CA_R; 
CA_R = Dec_ln_R • inv(diag(M2)) 
Print CA_R; 

• Inércia das Linhas : ln_R ; 
In_R = Oec_In_R • um ; 
Print In_R; 

• Contribuições Relativas às linhas : CR_R ; 
In Ril] = 1 ; 
CR_R = inv(diag(In_R)) • Oec_In_R; 
Print CR_R; 
InR[l]=O; 

• Porções da Inércia contabilizada pelas Linhas : p_In_R ; 
p_in_R = In_R I t_ln ; 
Print p_In_R; 

• Tabela de Decomposição da Inércia para o espaço das Colunas : Dec_In_C; 
Dec_In_C = diag(vm) • IG)tf2 ; 
print Dec_In_C; 

• Contribuições Absolutas Colunas : CA_C; 
CA_C = Dec_ln_C • inv(diag(M2JI 
Print CA_C; 

• Inércia das Colunas : In_C ; 
In_C = Dec_In_C • um ; 
Print In_C; 
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• Contribuições Relativas às Colunas: CR_C; 
In C[l] : 1 ; 
CR_C: inv(diag(Jn_C)) • Dec_Jn_C; 
Print CR_C; 
ln_C[l] • o ; 

• Porções da Inércia contabilizada pelas Colunas p_Jn_C 
p_In_C = ln_C I t_In 
Print p_In_C: 

QU it ; 
run ; 

!•-------------------------------------------------------------•! 
/' Fim de Programa •1 
!•-------------------------------------------------------------•! 

147 


