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Capitulo 1

INTRODUCAO

A anélise estatistica da ocorréncia de eventos aleatérios no tempo
¢ relevante em areas como bloestatistica, atuaria, demografia, epidemiologia ¢ en-
genharia, entre outras. Por exemplo, em ensaios clinicos, o paciente pode morrer,
mudar para outros estados da doenca ou abandonar o estudo. Esse tipo de estudo

estatistico também é chamado de “Anélise Estatistica de Histdria de Vida”.

Nesse estudo observa-se o tempo de ocorréncia de um ou mais eventos
ocorrendo aleatoriamente no tempo ou, o que é equivalente, para cada fempo t > 0

observa-se (conta-se} o mimero de ocorréncias de nm certo evento até o instante t.

Na analise estatistica de histéria de vida, a razdo ou intensidade com
que eventos ocorrem no tempo & fundamental. Assim sendo, modelos estatisticos
para dados de histéria de vida, devemn incluir especificagbes dessa intensidade que

seré o principal objeto da analise.

Um exemplo simples desse tipo de estudo aparece na andlise de dados
de sobrevivéncia onde © evento de interesse é a ocorréncia de uma “morte”, Nesse

exemplo, o interesse € a razaoe ou intensidade de morte, isto é, a fungdo risco para a



distribuicio do tempo de sobrevivéncia.

A analise estatistica de dados de histéria de vida, pode ser encon-
trada j4 no século XVII no trabalho de J. Graunt (1662) (ver Glass {1950) e Benja-
min (1978}). Uma das mais importantes contribuigdes no estudo de histéria de vida
aparece no trabalho de Kaplan ¢ Meier (1958) onde é discutido um estimador para
a fungio distribui¢do de sobrevivéncia. Outras importantes contribuigbes sdo as ge-
neratizagbes de Wilcoxon, Kruskal Wallis ¢ Savege (Gehan (19658); Brelow (1970);
Peto e Peto (1972)).

Um problema que frequentemente ¢ encontrado nesse campo da es-
tatistica é que raramente as observagdes possuem histdérias de vida completas, isto
é, as observacBes sdo censuradas. Durante os anos 80, apareceram muitos traba-
thos em modelos de regressao paramétricos com dados de sobrevivéncia censurados,
tornando possivel a inciusdo de covaridvels na analise (Kalbfleish e Prentice (1980,
p.68}). Cox (1972) propds um modelo de regressio semi-paramétrico em dados de
sobrevivéncia censurados, modelando a fungéo risco. Esse trabalho teve uma grande

aceitacio e grande mfluéncia na pesquisa pratica e tedrica em bioestatistica.

O modelo para o estudo de histéria de vida mais frequentemente dis-
cutido na literatura, considera as variaveis aleatdrias independentes e identicamente
distribuidas. No entante, fendmenos aleatérios ocorrendo no tempo, em geral, sur-
gem segundo uma regra dindmica. Portante, parece natural realizarmos essa analise
em termos de processos estocasticos, onde podemos estender as metodologias para

modelos de histérias de vida mails gerais que incluam dependéncia.

Os trabalhos de Aalen (1975, 1978} foram fundamentais para o uso
da moderna teoria de processos estocisticos na analise estatistica da distribuigio
do tempo de vida. Eles mostram que a teoria de processos de contagem fornece
uma estrutura geral, em que, por exemplo, os dados de tempo de falhas censurados
com observacdes de uma cadeia Markov néo homogénea podem ser analisados. Foi
estudado nesses trabalhos o estimador para intensidade acumulada empirica (Nelson

(1969} e Sutshuler (1970)} e testes nfo paramétricos. Esse estudo, usa fortemente
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a moderna teoria de martingale em tempo continuo e integrais estocasticas e fol
mals tarde utilizado para estender outros metodos, como os testes nio paramétricos
de uma on k-amostras, modelo de regresséo de Cox {Andersen et al. (1982)), alisa-
mento por fungdo “kernel” de intensidades acumuladas (Ramlau-Hansen {1983a,b)),
estimagdo de maxima-verossimithanga em abordagens paramétricas {Borgan {1984)),
etc. O enfoque de processos de contagem também tem a vantagem de gerar provas
diretas para as propriedades distribucionais dos estimadores e estatisticas de tesie
sobre os mals gerals padrdes de censura {Aalen (1978); Aalen e Johansen (1978);
Gill (1980a)).

Neste trabalho estudaremos a estimacdo da fungdo intensidade de
um processo de Polsson ndo homogéneo, que ¢ um caso particular de processos
de contagem. As definicdes, resultados basicos e o algoritmo de simulacdo sobre
processos de Poisson n&o homogéneos serdo apresentados no Capitulo 2, juntamente

tom 0§ necessarios conceitos da teoria geral de processos pontuais.

No Capitulo 3 a estimag¢do da funcde intensidade de um processo
de Poisson nao hemogéneo serd feita, adaptando ¢ método proposto por Ramlau-
Hansen (1983a,b) para a funcio intensidade de um processo pontual com intensidade
multiplicativa. Esse método consiste em fazer o alisamento através de uma fungéo
“kernel” do estimador sugerido por Nelson (1965 e 1973) e Aalen (1975 e 1978) para

estimar a funglic intensidade acumulada de um processo pontual.

No capitulo 4, faremos estudos para vdrias funcbes intensidades de
processos de Polsson ndo homogéneo para distintas funcies “kernel” e aspectos
praticos na utilizagio do método serdo discutidos, baseado na simulagio do pro-

cesso de Poisson ndo homeogéneo.

Os resultados gerais da teoria de Martingale e os algoritmos usados

no Capitulo 4, serdo apresentados nos apéndices | e I, respectivamente.



Capitulo 2

PROCESSO DE POISSON NAO HOMOGENEO

Matematicamente, um processo de Polsson é um processo estocastico
Y o= {Y{(#);t € [0,00)}, assumindo valores nos inteiros nio negativos, que satisfaz:
1y Y0y =0
i) PY(t + A~ Y(t) =1) = adi + o{At), quando At — 0, « > 0;
i) PY(t + Af) ~Y({L) 2 2) = o(At);

v} Y tem incrementos independentes,

pu equivalentemente

iy Y{0) =0
i} Y tem incrementos independentes;

i) Y(@) — Y{s) temn distribuigio de Poisson com parmetro (1 — s)a.

A equivaléncia das defini¢bes axiomaticas acima € bem conhecida

{ver por exermplo Karlin e Taylor (1974)).



Se interpretarmos Y (¢) como o nGmero de ocorréncias de um certo

evento em {0, 1}, os axiomas refletern as seguintes propriedades:
i) no tempo zero, ndo temos nenhuma ocorréncia;

i1} a ocorréneia de um evento em um intervalo pequeno de tempo é
proporcional ao tamanho do intervalo;

i} a ocorréncia de rmals de um evento em um pequeno intervalo de
tempo tende a zero quando o comprimento do intervalo tende a
ZEIo;

iv] a ocorréncia de eventos em intervalos disjuntos € independente.

O pardmetro o de proporcionalidade, pode ser interpretado como a

taxa de ocorréncia instantanea de um evento, isto &,

o PUY @+ 08 - Y (1) = 1))
At—0 JANA

= {X.

Pode ser mostrado que os tempos entre ocorréncia de eventos tern distribuigio ex-

ponencial com pardmetro « se e somente se o processo é Poisson {(Hoel, Port e Stone

(1878)).

Um processo de Poisson homogéneo Y{t) possui a fun¢do média
py{l) = of e fungdo covariancia dada por Ry (s,1) = Cov{Y(s),Y{#}} = as para 0

s < ¢, De uma maneira mais geral temos:
Ry(s,1) = amin{s,t), s>0et >0

Uma generalizagdo natural do processo de Poisson homogéneo é
aquela em gue a razdo de ocorréncla de eventos varia com o tempo. Consideremos
um processo ¥ = {Y(1);1 € [0,00)} assumindo valores nos inteiros nio negativos

que satisfaz:



al Y(0) = O

b} Y tem incrementos independentes;

¢} PY{t4 A =~ Y{t) = 1) = a{t)Al + o At), quando At — 0
onde «(t) é uma funcio ndo-negativa e, f5° a{t)dt < oo,

d) P(Y{t + At} —Y{t) > 2) = o{Al) quando At — 0.

Um tal processo estocastico é chamado Processo de Poisson nio

homogéneo com fungdo intensidade oft).

Proposigio 2.1. Se ¥ é um processo de Poisson nio homogéneo com intensidade

ex(t), entdo

PV (1)~ Y(0) = K) = exp {_ /: a(u)du} [/{: a(u)du]k/k!, k=0,1,..., 120

Demonstracio:

Seja Bi(t) = P(Y(t) = k). Entdo

Polt+Ot) = P(Y{t+At)=0)= P(Y{t)=0,Y{t+ At) ~ Y(2) = 0) ¥

= PY)=0PY{i+0)-Y{({)=0)=
F)y{l1—-PY(+4at)~Y() 21} =

Po(t){l — PIY(t+ At) ~ V(1) = 1] — PIY (1 + At) - V() > 2]} =

il

i

——
13
e

Po(t){1 — alt)At + o AL)}.

Portanto,

Pyt + At) — Po(t) = —a{{)AtPs(t) + o( At)



Polt + At) ~ Fy(t) L o{At)
At - “Q(f)P@(i)“ﬁ“ At
Temos entao que
Fo(t) (1) Po(t)
Blt)
Rty = o
d
= In Po(t) = ~a(t)
ln Po(t) = - |  a(s)ds
Polt)y = exp{—- .[ a(s)ds} (2.1.1)
Para b > 1
Pt + A =PY(t+At)=k)= > PY{)=1, Y{t+A)=Y(t)=j) =

ik

=PY(t) =k, Y{E+ A~ Y() =0) + P(Y() = k— 1, Y(t + At) ~ Y1) = 1)+

S = k-0, Y (4 A - V() = i) =

=PY(t) =k Yi+A)-Y{i) =0+ PY ) =k-LYE+A-Y{) = 1)+

7.



k
FYPY () =k~ OP(Y(E+ AL ~ Y (t) =) =

= P(Y(t) =k, Y+ A =Y () =0)+ P(Y{t) = k= 1,Y{t + At) = Y(2) = 1)+

+ i PY({t) =k —i)o[At) =
= PY () =k Y{U+AD=Y () = 0)+P(Y () = k-1, Y([i+4&)-Y{I) = 1}4o(Al) =
= P{Y(t) = k) P(Y(1+A)-Y (&) = O+ P (Y (1) = k—1) P(Y(i4A1)-Y(2) = 1)+o(At).
portanto
Po(t + At) = Po(t) {1 — oA+ o[ A1)} + Peea(8) {a{t)AL + o(AL)}

Plt + Af) ~ Py(t)
At

= —a(t}Pi(8) + () Pr-1(t) + o(AtL).

Segue gue

, . Pl 4+ Ay — Pt
Pk(ﬁ) - ﬁli.giﬁ ( Ai k( ) —

—a(t)Pe(t) + a(t) Pear(t)

o

PL(t) + (1) Pu(t) = at) Pees (1)

8.



Multiplicando ambos os termos da expressio acima por exp{ fj ofs)ds} temos:

exp { J t a(s)ds} (L) + a(t)Po(t)} = exp { / t o(s)ds } a(t) Peoa(t)
% [Pk(i)exp {/; a(s)dsH = oft) Pr_1(t) exp {/:a(s)ds} (2.1.2)

i [ﬂ(ﬂ exXp {f: &(SJdSH = () Py(t) exp {/; a(s)ds} )

dt

Utilizando {2.1.1} temos

a(t) Po(t) exp {At a(s)ds} =
= oft) exp {m ];(x(s)d.s} exp {/: a(s)ds} = afs)

e consequentemente

Piess{ [ t a(s)ds} = [  als)ds

Pty = ('[ rx(s}ds) exp {m /: a(s)ds} .

Induzimos para & — 1, temos

P y(t) = (fé Q(S)ds) exp {w /;a(sjcfs} :




Provemos para k. De (2.1.2}, temos

(5 ods)ds)”

(% [_Pk(?f) exp {fﬂt Q’(S)dS}:l = aft)F(t)exp {j: a(s)ds}x (k — 1)g

. k1
i,% [Pfc(i) exp {Ata(S)ds}] = alt) (f" ;(?C?;)!

Portanto

Y t
Pi(t) = L&Cﬁm—)—igﬂ—exp{mA a(s)ds}

e {~ [

0

Um processo de Poisson néo homogéneo pode ser obtido através de

uma transformacio na escala de tempo em um processo de Poisson homogéneo com

intensidade 1.

Proposicio 2.2, Seja Y(£), ¢+ 2 0, um processo de Poisson homogéneo com in-
tensidade 1. Se definimos X(¢) = Y(A(t)}, £ > 0, onde A(t) = f; a(s)ds, entdo

X(t},t 2 0 é um processo de Poisson ndo homogéneo, com fungio intensidade

aft), t 2 0.

Dermonstracao;
1) X{0) =0, pois X(1) = Y{A(1}) e A(0) = 0.

2) Paral <<ty <iq... < i, temos:

10.
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P[X(ta) = wa, X{L2)—=X (1) = wy, X{i3)— X (23) = wo,.. ., X}~ X{taut) = w,] =

PIY (Y (A(to})) = wo, Y{A(t)) =Y (Alto)) = w1,.. ., Y (A{t:))~Y(A(fs-1)) = wa] = (+).

Como A é nao decrescente, os intervalos (A{to) — (A(2y)], (A{ty) —

A{tal], ... sdo disjuntos e como Y(¢) possui incrementos independentes, temos
(+) = P(Y (Alto)) = wo) PY (A1) =Y (Alte)) = wn) ... P(Y(A(ta))~Y (Altn-)) = wn) =
P{X(to) = woP(X(#) — X{tg) = wy) .. . P(X{2,) — X{tn-1) = wy)

Portanto X (1) possul incrementos independentes.
Queremos mostrar gue:

3)  P{X(t+ A1) — X(t) =1} = a(t)At + o At).
P{X(t+A-X(t) = 1} = P{Y(AL+AD) =Y (A(5) = 1} = (A(E+A)~A(E))+o(A(t+AL) ~A(2)) =
= a(t)At + A(t + At) — A(t) — a(t) A + oAt + At) — A(t)).

Claro que A(f + At) — A{t) — a(t) A = o{At) quando At — 0, pois olt) = A'(1).
Seja

w(t, &t} = o[ A(2 + At) — A(2)).
Entao
w{t, At) = o{ Af) quando Al — {,

pois temos que

11,



(i, At)

SRR T ALY~ A
entdo provemos que @(f, At) = o(At), isto é
(P(i: &i) Q_t__;o 0.
JAY’
Temos
..,?-‘-('E?Ai) _ w(t, At) [A(E + At) — At)]
At [A(E+ AL) — A(t)) At
ot, At) _ -
A, St = Daf{t} =0
pois
AR+ A~ At) 0
Jim < = A{t) = aft) < o0
portanto

olA{t 4+ Aty — A(f)] = o[Al).

Apura segue que

PIX(t+ At) — X(1) = 1} = a(t) At + o( At)

4 P{X(+ AL = X(1) > 2) = P{Y(A@ + At)) ~ Y(A(£)) > 2) tomando-se

t' = A(t) para A(l: inversivel, temos

12.



P{Y(A(ATI() + A)) - Y ()] 2 2} =

P{IY{t' + A(L)) = YV (T)] 2 2} = ol A(A1)) = o(A¢)

logo X{t} & um processo de Poisson nio homogéneo com fun¢io intensidade a(1).00

A Proposicho 2.2. & util principalmente na simulagio de processos

de Poisson ndo homogéneos.

Processos de Poisson sio casos particulares do que é conhecido na
literatura como processos pontuais ou processos de contagem. Q trabalho de Aal-
len (1975 e 1978) permitem que a teoria moderna de processos estocasticos, mais
particularmente a teoria de martingale, possa ser usada na andlise estatistica de

processos pontnals.

A seguir faremos wma revisdo da teoria bésica de processos pontuais

e estudaremos os processos de Foisson como casos particulares.

Seja (O, F, P) um espaco de probabilidade e {7,,n € &V} uma

sequéncia de variavels aleatorias em (0, F) tomando valores em [0, oo}, satisfazendo

< <... < Ty,

com probabilidade 1, isto é, uma sequéncia de vandvers aleatdrias estendidas positi-
vas., Se {Fy, t 2 0} wma familia de sub-o-algebras de F, com F; C F;, para s <1,

£ 8

[rn S 1] = {w, m{w) <t} € F, (2.1)



entfio a sequencia de varidvels aleatdrias 7, é chamada processo pontual,

Pi.demos interpretar F; como sende a o-algebra contendo todos os
eventos ohservadus até o instante i, isto é, representando toda a informacho ob-
tida durante o poriodo [0,#]). Por exemplo, se X = {X(t};t > 0} é um processo
estocdstico definido em (83, F, P), podemos tomar F; = o(X{s);0 <5 <1).

A-sociado a um processo pontual podemos definir um processo de
contagem. Para tanto consideramos {7,;n > 1} um processo pontual e para cada

t > 0, seja {{N(t:.t 2 0)} o processo estocéstico definido por

N{t) = Z lio4{7) = nidmero de 7, menores ou iguals a . (2.2}

nw=l

Entio N = {N{i).{ > 0} é chamado de processo de contagem associado ao processo
pontual {rm,,n > 1}. Notamos que N({f) € um processo estocastico adaptado a
{F,t = 0}, isto &, N(t) é uma varidvel aleatéria em (Q,F;). Cada trajetdria
amostral é uma fungdo escada continua a direita, com limites a esquerda, N{Q} = 0

e com namero contavel de saltos de tamanho 1.

(Observamos gue um processo pontual pode ser interpretado como
urma sequéncia de varidveis aleatérias que indica o tempo de ocorréncia de um evento
no tempo € 0 processo de contagem associado, como o mimero de eventos que ocor-

reram ate o tempo § > 0.

O processo pontual pode ser obtido do processo de contagem. Para

tanto consideramos

T inf{t,N(Q;) > 0}
1o = nf{t > n,N()— N(n) > 0}

A relaglo entre o processo de contagem e o processo pontual é ilus-

14.



trada através da Figura 1, dada a seguir.

N(t)
F
7l e
4 .
31 o
2 R
l o | .t
G Ny L L 1 Pt i -
Ty Ty T3 T4 : T

A teoria de processos de contagem pode ser usada para definir pro-

cesso de Polsson homogéneo e nio homogéneo.

Seja Ty, T9,...,Tn,... uma sequéncia de varidveis aleatérias,
independentes e identicamente distribuidas (i.id.) com fungio densidade f(t} =

ae™™ o >0, 1> 0. E sejam

o = G:
7
T = -Z'.l}

n = N+Ty=n+T1;

) _— -
n = f=} Ti = Tp1 Fn'
Neste caso, come foi comentado anteriormente, se o tempo entre
ocorréncias de eventos s8o 1.1.d. exponenciais com pardmeiro a,

15.



& o processo de Poisson homogéneo com intensidade a.

Para obtermos o processo de Poisson ndo homogéneo como um pro-
cesso pontual, utilizaremos a mesma idéia da Proposicio 2.2. Consideremos 1y, 73,..., T
a sequéncia de varidvels aleatérias dada anteriormente e seja A(t) = [§ a(s)ds onde
aft) é uma fungdo integrivel, ento 7{,74,...,7, 530 pontos de um processo de

Potisson nao homogéneo com fung¢do intensidade acumulada A(?), se ¢ somente se

o= A7)
2 = Alr)
Tn = A7)

sdo pontos de um processo de Poisson homogéneo com taxa 1. No caso em que A{2)

& inversivel, podemos tomar a seguinte sequéncia de varidveis aleatdrias

n o= A7Hn)
A7H(72)

o= A7)

Entdo temos que 77,73, ..., 7. sd0 pontos de um processo de Poisson
nio homogéneo com funcio intensidade oft). Esse método de transformacio na
escala de temnpo é andlogo ao método da transformacio da probabilidade inversa para
geragio {continua) de nimeros aleatérios ndo uniformes. Para o caso em que A(t) é
nao inversivel, nio podemos utilizar a inversa de A{{} e o método para obtencio de

processo de Poisson ndo homegéneo pode ser encontrado em Lewis e Shedler (1979).

16.



A decomposigio de “Doob-Meyer”(ver Apéndice I}, nos auxiliard na
definigao da fungio intensidade de um processo de contagem N = {N(¢); ¢ € [0,T]}.
Para tanto assumimos que E{N(f)) < oo. Comeo N{t) é nio decrescente, pode ser

mostrado ser submartingale. De fato

N{@)> N(s)para 0 < s <t

EIN(t)/F,] 2 EIN(s)] F.] = N(s)

A decomposigao de “Doob-Meyer” diz que

N(t) = A(t) + M(2), (2.3)

onde A(t) é um processo estocdstico ndo decrescente e M{t} é uma martingale (ver

Apéndice I).

Assumimos {e pode ser mostrado que esta suposigao é razoavel (ver
Aallen (1978))) existir um processo nio negativo continuo a direita A{t}, adaptado

a {F.}, com limite & esquerda, tal que

A@@:AH@@@, (2.4)

e que

Mm:Nmmllwmﬁ (2.5)

¢ martingale quadrado integravel.
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A variagdo quadritica de M (ver Apéndice I} ou também chamado

processo de varidncia de M ¢ dado por

<M>{t,w)= /; As, w)ds. (2.6)

O processo At} ¢ chamado de processo intensidade de N(¢). Esse

nome é justificado pois tomando a média de (2.5) temos

lim &LE [N{t + Al) — N({t) = 1/F)] =

Hi—0 NG

tfsnt
lim —F [ / A(s)ds/ﬁl .
i

At NE
Em particular se A(s) € continua & diretta e limitada

N T T
Jim, 7= [ /t A(s)ds/.ﬂ} = As) ge

Pode ser mostrado, mas a prova envolve resultados mais delicados

sobre a teoria de Martingale, que sob a suposicie de A(s) limitada

. ]
z&iilg EV{N' [N{t + At) — N}/ F) = Ms) ge. .

Isto sugere que N(#) se comporta similarmente a um “processo de
Poisson” com intensidade estocdstica A{f). Pela unicidade da decomposigdo de

“Doob-Meyer”, A(t) caracteriza o processo de contagem N{{).

Consideremos, por exemplo o processo estocastico N = {N{1); ¢ >
0}, associado ao processo pontual np < cw e, = wo,n 2 2, isto é, N tem dois

estados O e I e o estado 1 é absorvente. Seja F, = o{N(s) : s < 1), logo
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aft) = lim P(N(t+At) —~ N{t) = 1/F) =

At —0

. i
= &I;T{’ EP {t<nm <t+ A F) =

. 1., . 1

= lim wl--P((t <r St AHNT > [P >t)=

T Y
1 1+ At
= jim = [ fls)ds [ (1~ Pln <)) =
ION
1 — F(&)

Observamos entao que a intensidade do processo de contagem acima

é exatamente o que em analise de sobrevivencia ¢ chamado funcio risco instantinea.

Um caso particular do processo, por exemplo, € utilizado em anélise
de sobrevivéncia definide por: N = {N{t},t € [0,T1}, um processo estocdstico
definido como 0 se o individuo estd vivo no tempo ¢ e 1 caso contrdrio. Seja 7 =
inf{#, N(t) = 1}, a variavel aleatoria que representa o tempo de sobrevivéncia do

individuo na populagio. Entdo a(f) mede a taxa de risco instantinea.

Notamos que processos de contagemn generalizam os processos de
Poisson, permitindo ndo s6 que a intensidade varie com o tempo mas também de
maneira aleatdria. Além disso, os fempos entre ocorréncia de eventos, isto € 7, 7y ~

Tiye= s Tp — Tn—t, &0 si0 necessariamente assumidos serem independentes.
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Processos de contagem com processo intensidade da forma

Alt,w) = alH)Y (1), (2.7)

onde ot} é uma fungao deterministica e Y(2) um processo estocéstico adaptado a

F,, sdo chamados processos de contagem com intensidade multiplicativa ou modelos

multiplicativos. A fungio deterministica aft) é chamada fungio intensidade. A

estitnagio da fungdo intensidade o para este tipo de processe de contagem serd

objeto de estudo no préximo capitulo.

2.1. Simulagao do Processo de Poisson nao

Homogéneo

Farermos aqui uma breve discussdo sobre o método de simulagio de
um processo de Poisson ndo homogéneo baseado no trabalho de Lewis e Sheldetler
(1979).

O método consiste em tomarmos a inversa da fungdo distribuicio
exponencial(l), aplicada em uma distribui¢do uniforme [6, LJ(U/{0,1)) para obier-
mos pontos 1y, 73, ..., T, com distribuicdo exponencial. Tomando 7y = T4, 7y =
T+ 15, .0 T = Tuey + T, geramos um processo de Poisson homogéneo e através
desse processo, simularemos o processo de Poisson ndo homogéneo através de dais
diferentes métodos: quando a fungdo intensidade acumulada A{t) é inversivel, e
quando A{?) é ndo inversivel. Para o primeiro casc basta tomarmos a inversa da
fungdo intensidade acumulada como dado na Propesicio 2.2. Quando a fungado
intensidade acumulada A(f) ndo possui inversa, o método consiste em utilizar uma
funcdo intensidade acumulada inversivel que se aproxime da fungao intensidade acu-

mulada ndo mversivel, e entdo é comparada ao quociente das funcdes intensidade

20.



(7} /o(rs) (onde afr;) é a fungdo intensidade do processo de Poisson ndo ho-
mogéneo com funcio A(f) ndo inversivel e o*(7;) ¢ a funcio intensidade do processo,
cuja A1) se aproxima da ndo inversivel) com um ndmero gerado de uma U(0, 1), se
¢ quociente for menor que o ponto {U{G, 1)}, 7; serd conservado, e entdo os pontos
7; que ndo forem desconsiderados serfo pontos de um processo de Poisson ndo ho-
mogéneo cuja fungio intensidade é a(t), onde A(t) = [, ofs)ds é ndo inversivel. A
prova encontra-se em Lewis e Sheldetler {1979). A seguir daremos o algoritmo da

obtenc¢do do processo de Poisson ndo homogéneo no segundo caso.

Algoritmo:

1- Gerar pontos 7y, 7z,. .., de um processo de Poisson nado homogéneo {N=(#) : ¢t >
0} com fungdo intensidade a*{¢), emn um intervalo fixo (0, t]. Gerar um niimero

de pontos iguals a n.
2- Dlenotar os pontos erdenados por 7,75, ..., 7. Fagai=1e k= 10.

3- Gerar U, uniformemente distribuidos entre 0 e 1. Se u; < o™ (77 /a{7?), faca

k=k+1ler =T}
4- Fagai =1+ 1. Se i < n, va para 3.

5- Retorne 71,72, ... .7, quando n = & mclumdo também n.

Este algoritmo e outro utilizados para a obteng@o do processo de
Poisson nio homogéneo, foram desenvolvidos no pacote estatistico SOC (EMBRAPA),

e encontrados no Apéndice IL
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Capitulo 3

ESTIMACAO DE FUNCAO INTENSIDADE

DE UM PROCESSO DE POISSON
NAO HOMOGENEO

Neste capitulo estudaremos a estimacao da funcio de intensidade de

um processo de Poisson nio homogéneo.

Nosso principal objetivo, como foi dito na Introdugio, é a adaptagéo
do método ndo paramétrico proposto por Ramlau-Hansen {1983) para estimacao da
fun¢do intensidade de um processo pontual com intensidade multiplicativa para a
estimagao da fungao mtensidade de processos de Poisson ndo homogéneo. Como os
métodos de estimacdo parameétricos para processos de Poisson ndo homogéneos apa-
recem de maneira dispersa na literatura, discutiremos inicialmente algauns aspectos

desse enfoque como um complemento ao nosso estudo.

No caso paramétrico, isto é, qnando 2 func¢éo intensidade da forma
oe{t, ), é conhecida exceto pelo valor de um pardmetro 8 € IR, o problema de
obten¢do do estimador de mdxima-verossimithanga fol estudado por exemplo por

Kutoyants (1975), Nandy (1983), Basawa & Prakasa Rao {1980), Svensson (1990},
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onde diferentes esquemas de amostragem foram considerados.

Por exemplo, seja {N(1);¢ € [0,7)} um processe de Poisson nao ho-
mogéneo com fungio intensidade a{t,9), O intervalo [0,7) pode ser particionado
em & subintervalos {fs = 0), [¢1,42) ... [fi1,2x = T') € 0 niimero de eventos observa-
dos em cada subintervalo é respectivamente ny, ng, ..., n;. Nesse caso as varidvels
aleatdrias observadas sfo V; = N(&) — N(ti_1), ¢ = 1,2,...k Como o processo
de Polsson nio homogéneo tem incrementos independentes e NV, tem distribuicio
de Poisson com pardmetro ff;w , olu, 0)du, temos que a fungio de verossimilhanga é

dada por:

L(Q)ZPﬁ(lenh NQ:an'--:Nk:nk) =

= IEIL ()™t (/:il a(u, 0} du) K . exp (-— /jj afu, 8} du) .

=1

O estimador de mdxima-verossimilhancs € entio obtido através da maximizagio de

L{8) com respeito a §.

No caso em que o(t,#) = 8Y(t), onde ¢ é um parametro a ser esti-
mado e ¥'({} uma fun¢io conhecida de 2, usando 0 esquema de amostragem descrito

no paragrafo anterior, a fungio de verossimilhanca se reduz a

L) = ﬁ(?’ék!)"l exp{“/:j gY(u)du} x (/:J 3d1::)“1 =

1=1
k
H npl)” exp{ (?f (2)du xﬁzb— }H Yi{u)du
3=1 Ly-i

temos entao que

log L(8) = C + Zn log 0 — .9/ ¥ (u)d

F=1
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onde C ¢ independente de #. Segue que o estimador de méxima-verossimilhanga de

f é dado por

i = (i N_?-) ( ]; Y(u)du)A = N(T) ( /: Y(u)du)M1.

J=1
Note que somente o ntmero total de eventos N{T'} = ;fm N, no

mtervalo [0, 77} é necessdrio e ndo o ndmero de eventos nos subiniervalos.

Se ¥ (1) = 1, entdo o processo € de Poisson homogéneo com parimetro

. O estimador de méxima-verossimithanca de 8, nesse caso, é&:

) = iNj/T = N(T) /T

i=1

0 esquema de amostragem descrito anteriormente nao leva em conta
o instante de ocorréncia de cada evento. Um esquema alternativo € aquele em
que durante um intervalo de tempo pré-determinado, digamos {0, 7'), observamos o
processo continuaments, o que € equivalente a observarmos o instante de ocorréncia
de cada evento e o niimero de eventos ocorridos durante o intervalo [0,7). Nesse
caso, nossas observacdes consistem de valores das varidveis aleatérias, n, 75,. ..,

TN{T); N('T)

A obtencio da funcdo de verossimilhanga baseada na amostra N(7T') =

7, Ty = tia. .., TN(T) = b & als delicada. Para tanto consideramos o evento
(NI =n, 1; € (t; ~ Ay, b + Ab), ..o, T € (Bn — Ay 4, + Aty )}
para At; suficientemente pequeno, g = 0 ¢ Afg = 0. Temos entdo que

PIN(IT)=mn, nn € {1 = A, iy + At],.. ., € (L, — At 1, + A} =
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P[N(t) = 7, ﬁ:-;i?‘; c (t,' - Aty + Afg]] =

xP[t]’"At}_<T.,‘Sfl‘}“a&il,...,fﬂwAtn(TnStn‘!'Atn,N(T)'—_nI:

s j‘}{ﬁ«i*—&i} < Ty < tl"f“[lﬁl, - ?fn"“&tﬂ < Tn S tn"i*Atﬂ,N(T)“N(fﬂ—!-&ﬁﬂ} = O] =

= PN{t; — Aty = 0, N+ Al = N{ti—~ Al) = 1, N{I = At} -~ Nt + O%) = 0,

f\r‘r(ig - .,/,&ig) - N(ig “Aﬂ'g) = 1, ey N(fﬂ, *‘*Aﬁn)*' N(tn..,g 'f“&tf—n._l) = 0, N(fnﬁ“&tn)*—"

~N(t, — At,) =1, N(T) — N(t, + At,) = 0) = {incrementos independentes)

T T

= H P{N{t; — Al;) — N{tioy + Aty = 0] % H P (N{t:+ Aty — N — Af) = 1] x

=yl =]

X P[N(T) — N(t, + &tp) = 0] =

exp (w /:;mn o:(u,t?)du) = (1)
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temos que

PIN{ + A) - N(t ~ At) = 1]
At =0 2t = a(f,1;)

logo para Ad; pequenocs 1 = 1,2,..,n,

W=1] ( exp (- / T e, 9)@) 94, ce(t?,t,)) exp( Z /: T a(u, 0)du ) -

FE ti«—l"f“Afl',..l ;*{*&f;___l

(u,a)du) = (2)

]
s

.
alt;, 2N, eKD( Z/ alu, 0)du +
ti_g

tnddty

=1

1l

Lermos que

—At r
Z f a(u, 0)du + (1, 0) s =

tn+Aiy
ol T — 4 T n 4D n e
u,0)du+ ,0)d / 0=y [ . 0)du =

St [, ot [ st [ ot

T

- f e, 0)du ~ / ol B)du.
0 Ufty— At t 0]
Portanto

n r}'n
= E ce(t;, 0)2008; exp (]o alu, §)du — [J[t,—»—m,-,t,-+m,-] (i, ﬁ)du)

dividindo por 24¢; e fazendo Af; — oo, no limite temos

21,820 dn}

a(u,@)du) -

ga(fﬁﬁ) exp (/j au, §)du — [[
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= Qa(ti, 8} exp (/: alu, 9)du) .

que ¢ a fungao de verossimilhanca para o esquema de amostragem e que pode ser
escrito, usando integral estocastica com respeito ao processo {N{1}; t € {0,771}, na

forma

L(0) = exp (logH (t:, ) ) exp (m fOT o1, 0) dp,) -

=1

= exp (Zlog a(t;, 9)) exp (__ /OT ofp, 0) d,u) =

= eXp (/: log a{ti, 9) dN(t)) EXP (“‘ _/DT afp, 0) d!“) =

= exp ([flog a(t, 0) dN(t) — ]: alu, ) d;u)

Se «ft,8) = 0Y (1) temos que

log L(6 ( f log(8Y (1)) AN (t) ~ fGTt?Y(t) d-t) =

- ( /G (log 6+ log V(1)) dN () - 0 ] Y (2) dt) =

(log&f dN(t)+f £) dN(t) -a] fz(t) -
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= (zaga N(TY + /GTIogY('t) AN(t) +0 f: Y(t) cf(f))

€

dlog L) Nt} [T
=, Yo

portanto

__NT)
T Ty at

Pn$y

Um outro tipo de amostragem € a que considera observagées continuas
durante um periodo aleatério de tempo, Esse delineamento amostral é comum na
pratica em experimentos que contam até que um pré-determinado nimero de even-
tos tenha ocorrido. Suponhamos que estamos observando o processo a partir do
tempo ¥ = 0 e prosseguimos alé que um ntmero pré-fixado ng de eventos tenha
ocorride. Assumindo que eventos ocorram em 4y, tq, ..., 1, , temos que nossc pericdo
final de observacio é 1,,. Usando a argumentacdo similar ao case anterior, obtemos
a funcido de verossimnilhanca baseada em {N{t) = ng, 71 = t1, 72 = f2,.0, Ty = 15}

por

L{g)y = (ﬁ a(tg,é’)) exp (* /{:0 ol i, ) dp) .

gzl

A estimagdo ndo paraméirica para a intensidade de certas processos
de contagem, gquando o processc € observado contimnamente em um intervalo de
tempo pré-fixado [0,77), foi estudado por Aalen (1975 e 1978), que generalizou o
estimador proposto independentemente por Nelson {1969 e 1972) para a fungio

intensidade acumulada.

28,



Mais recentemente o método de “Sieves” proposto por Grenander
(1981) foi estudado para a estimagio da intensidade de certos processos pontuais
por Karr {1987).

Estudaremos a seguir o método de estimacgio ndo paramétrica da

fungdo intensidade proposto por Ramlau-Hansen (1983a).
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3.1. Estimacdo da Funcao Intensidade de um

Prccesso Pontual por Alisamento através

de uma Fungao “Kernel”

Ramlau-Hansen (1983a), introduziu um estimador para a intensi-
dade de um processo de contagem generalizando o estimador proposto por Watson
e Leadbetter (1964) para fun¢des risco, que por sua vez foi motivado pelo estimador

introduzido por Rosenblatt {1956) para fungdes densidades de probabilidade.

Assim como os estimadores de Rosenblatt para densidade s&o ob-
tidos através de alisamento da fungdo distribuicdo empirica, que é um estimador
da fungdo distribui¢do, o estimador proposto por Ramlau-Hansen é produzido pele
alisamento dos estimadores de Nelson-Aalen para a intensidade acumulada de pro-

£ess03 pontials.

Rosenblatt (1956) considerou a seguinte situagdo: Sejam X;... X,
varidvels aleatdrias independentes e identicamente distribuidas com densidade f e
funcdo distribuicdo #. Um estimador ndo viciado de F € dado pela fungdo dis-
tribuicio empirica F,(z) = 2571 Recoz)(Xi). Rosenblatt introduziu o seguinte

estimador para a densidade f:

1 g0 sz—1t , 1 & — X c
jiz) =5 / K (m ; ) i (t) = — 2K (E”*“g;*{"i) , (3.1
e )|

onde Xy, X(23, ..., X(n) denotam as estatisticas de ordem correspondentes & amostra
X1y Xay ooy KXn. K 8 uma funglo chamada “kernel” que satisfaz [T K{s)ds = 1eb

umn pardmetro positivo {(“window”).

_ Watson ¢ Leadbetter (1964) estudaram estimadores para a fungio
de risco ao inv's da funcio de densidade. Isto €, para F' uma fungio de distribuicio

concentrada e [0, 00} com densidade f e fungio risco
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f(t)
1= Ft)

a(i‘) =

com t > 0 e/ {£) <1, o seguinte estimador foi proposto:

e (559
= - { : "

aft) f)g[ (n—141) (32)
onde X1y, Xiv, ..., Ximy, K e b sdo respectivamente, as estatisticas de ordemn de uma

amostra Xy, Vg, .., X, de F com F{0} = 0, a fungio “kernel” ¢ “window”.
Consideremos agora um processo de contagem N = {N{),0 <

t < 1} com intensidade multiplicativa:
11

N{t) = ]O a(s)Y(s)ds + M1, (3.3)

onde M({{}) ¢ uma martingale com média zero. Simbolicamente e de forma n&o

rigorosa podernos escrever (3.3} como

dN{t} = a(f)Y(t)dt + dM(t) (3.4)
E{(dN(t) — a{t)Y (1)dt) = 0 {3.5)

Assim sendo
?%5 AN (t) & at)dt (3.6)
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A expressio (3.6) sugere que um estimador natural da intensidade

acurmilada

& dado por

o 2 )
Aty = /é mdN(t) (3.8)

Como Y{t) pode ser igual a zero, definimos J(1) = B)(Y(?)) e

redefinimos (3.8) por

g(t) = /0  a(s)J(s)ds (3.9)

Nés assumimos que £{f; {%&%} ds} < oo, sso garante que & integral

estocdstica abaixo existe. O estimador natural de §*(¢) ¢

G = /{:{ ;’,((‘i))} dN(s) (3.10)

quando Y(s) = 0, nds definimos J(s)/Y(s) = 0.

O estimador em (3.10) foi proposto e estudado de forma rigorosa por
Aalen (1975 e 1978). Ele generaliza o estimador sugerido por Nelson (1965 e 1973)
e Alfshiles (1930} no estudo da fungao risco com dados censurados. O estimador em

(3.10) & chamado estimador de Nelson-Aalen.

Devemos observar que a integral estocistica que aparece no estima-

dor de Nelson-Aalen é simplesmente a soma
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Firy it

Da teoria de integral estocdstica {ver Apéndice I) segue que §° — 8"

& martingale integravel com processo de varidncia

Ch g = ]; {Y(S)J(s)} ds. (3.11)

De fato:

_ Cals)(s)
- | Y(S)dN(s)—-/G oY (s =

< -p>t)=<F-p -5 >() =

< ; eé%dﬁ/l(s),f; -}é%dM(s) > (1) =

¢ JHs) . t J*
-/ il < MM > = [ o< >



onde a Gltim: igualdade segue da teoria da integragio estocdstica {ver Apéndice I)

CoOMmo

<M >(f) = /;/\(s)ds - /;a(s)y"(s)ds

Lemos que

d<M>(t) = a{t)Y(t)dt

logo
5 t J(s
<h-me)= Yi(g)a(s)Y(s)ds -
_ [ J)
——/0 {Y{s) &(5)} ds.
' .
Usando (3.11) podemos obter a fungéio erro médio quadratico
N ., A [Hals)d(s)
a(t) = E{p@)-p) = z;/o{ To (3.12)
A seguir exibiremos um estimador ndo viciade de 5(¢). Para tanto
definiremos

De (3.3} e (3.4) segue que
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A(t) = /U t{if,fg)} {a(s)Y(s)ds + dM(s)} =

z/:{?—g?é—)(—ﬂds} + Qt ?%dM(s), {3.13)

o qual, é facil notar, ser néc viciado para 75(t), pois basta tomarmos a esperanca e

o segundo termo & direita da expressio serd zero, pois E{M{{)) = 0.

O estimador de Ramlau-Hansen € obtide do estimador da funcéo
intensidade acumulada B*(1) = ff{J(5)/Y(s)}dN{5) pelo alisamento através de

[

uma funcio “kernel” K.

Este processo produz um estimador da intensidade oft} ao invés da
densidade acumulada §(2). Iste fol uma evolugio na teoria da estimagio nio pa-
ramétrica, que por razdes Lécnicas considerava somente estimadores de #(¢), quando

em varias situacdes o objeto de real interesse é a fungo intensidade oft).

Definigdo 3.1. {Ramlau-Hansen (1983a}) Seja K uma funcéo limitada, com inte-
gral igual a 1, e seja & (window) um pardmetro positivo. O correspondente estimador

de “kernel” para a intensidade a(t) é dado por

-

&(t) = % / 1 f{(tg“’) df(s), (3.14)

onde df*(s) = {J(5)/ Y (s)}dN(s).

Notamos que se 0s tempos de saltos de N{t) s3c 7y, 72,... entdo po-

demos reescrever {3.14) da seguinte maneira

=1 6 (5) ({3 -




1 t— TN .
= =2 Kk (S8 sy i) (3.15)
que & melhor <o ponto de vista computacional.

O estimador de Ramlau-Hansen (1983a} é chamado de estimador
de “kernel” para a fungdo intensidade oft} de um processo de contagem N com

intensidade nuiltiplicativa, isto é, um processo da forma

N = [ Cal(s)Y(s)ds + M(1) (3.16)

Retornando ao estimador {3.2) de Watson e Leadbetter para a funcéo
risco podemos verificar que temos wm caso particular do estimador de Ramlau-

Hansen. Para tanio definimos o processo de contagem

.Y(i) =n-— N(iw)

2

™

N(i) = ‘;3}:11({) = Z]l[l),t}(Xi} = E‘ﬂ[g‘ﬂ(X{,-)) (317)
i=1

=1

como anteriomiente, temos que Xy, Xy, ..., X, sdo varidvels aleatdrias independentes
e identicamente distribu{das com distribuicdo F, concentrada nos reais ndo negativos
e densidade f. Seja F; = o{N(s)s <t} e Fio = MectFs, a fungdo infensidade do

processo pode ser mostrada ser:
Alt) = () Y(2)

e o correspondente estimador
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Y (X)) nb

1

I 1 (S"Xw) _
= Y(Xw)

- 8-—.:\’.*.,' 1 SW;{;
f (“’“};“"{"}')/Y(Xfe'}):ZgK( 7 ”)/an(X(s))=

i=1

_"1 S_X(g) .
= bK( ; )/_(n—z-i—l).

=1

3.2. Média e Variancia do Estimador

Para stmplificagio matematica, nos assumniremos que a fungio “ker-
nel” tem suporie em [—1,1], o qual, para propositos praticos ndc € uma restrigio

real. Se 0 < b < 1/2 e introduzirmos

o (1) = %f!( (f - ‘9) dg"(s) =

- f K(t — bw)alt — bu)J(t — bu)du (3.18)
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para i € [b,1 b},

A média de &{t), variancia e um estimador ndo viciado da varidncia

estdo contidos na seguinte proposigao:
Proposigao 3.1: {Ramlan-Hansen (1983a)). Seja

()= KD e i) =BU(s)
[intao

B(a(8)) = Bla"(t)) = (Ks * (a))(1) (3.19)

onde » denota convolucdo ordinaria.

E além disso, temos

o(t) = E{a(t) - o' (1)) =

=7 f K (w)alt b)E‘{ ((iﬁzz))}du (3.20)

para t € [5,1 - bl. Um estimador nio viciado para o*(t) €

F() = %f; K (t;‘s) {}fffs)}}dz\f(s) (3.21)

para t € [b, 1~ b].
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Demonstracao:

B(&(t)) = E(a”) = E (i f K (

2V dg(s)) =

=E (% / i K(u/0)i(t ~ u)du) =

= Ky » (af)(t)

B&(t)) = (@Dm“*wmi

Para provarmos {3.20} segue pela defini¢io de & e o*, que

1= % (5

e por (3.18) temos que B — #” é martingale. Pela equagio {3.11),

E{a(1) - a”(1)) = ggﬁ: /01 K (f — {“gfg(“i(;)}ds

SELSTE

_ }}5 /1 K¥u)alt — bu)E { ;T,((i — Z":)) } du.

39.



3.3 Estiinagao da Funcao Intensidade de um

Processo de Poisson nao Homogéneo

Coma vimos no Capitulo 2, um processo de Poisson ndo homogéneo €
urn processo ontual com processo intensidade deterministico e pode ser visto como
um processo e contagem com intensidade multiplicativa onde o processo Y{(1) &
constante e igaal a 1, isto é, o processo intensidade igual a fungio intensidade «{t).
Nesse case os sstimadores de Nelson-Aallen para a intensidade acumulada se reduz

39

A*(t) = /0 t {1{’%3} dN(s) = N(t) (3.22)

pois J{s) = ¥ gyc, ¥ (s) = Bggye(s) = 1 e N(s) é uma fungdo crescente de saltos de

tamanho 1.

O estimador de “kernel” para o é

&{t) = %};K (t "b’r") (3.23)

onde 7; denots os saltos de N{¢).

A média de &(t), varidncia e um estimador ndo viciade da varidncia
para a funcdo intensidade oft) de um processe de Poisson nao homogéneo sio dados

por

Ba(t) = ¥ Kul(m)alt = %) = (I » a)(r), (3.24)

onde Ky(t) = 1 K(}).
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o (1) = %/: K*(s)a(t — bs) para ¢ € [b,1 — b, {3.25)

1 t— 7
(1) = 5 T K (ﬁ%—i) para t € [b,1 ~ B]. (3.26)

3.4. Resultados Assintéticos do Estimador de

Funcao “kernel”

Iom geral, o estimador de “kernel” dado na defini¢io 3.1, @ um esti-
mador viciado de aff) como mostra a proposicdo 3.1. Entretanto, é possivel mostrar
que ¢ assintots amente ndo viclado e apresentarernos a seguir, a expressao assintética
para a variancia. Para ilustrarmos nosso trabalho comentaremos as demonstracgbes

que aparecem no trabatho de Ramlau-Hansen.

Se nds considerarmos uma sequéncia {Np(t);n € IN} de proces-
sog de contagem unidimensionais, cada qual com processo intensidade da forma
A {2 = ()Y, (1). Podemos construir uma sequéncia correspondente de estima-

“n” para

dores de “keruel”, que denotaremos por &,(f). Nds usaremos o indice
indicar a dependencia do processo de contagemn. Note que nds assumiremos que a
fungio “kernel” é fixa (1.6, independente de n), com “window” b dependendo de =,
isto ¢ usual na literatura. Tomemos N, um processo de contagem quando o estude

congiste de n individuos por itens. Entio consideremos a seguinte proposicio:

Proposigdo 3.2: {Ramlan-Hansen (1983a)). Seja n — oo. (a) Se a intensidade o
de N,{(t) ¢ coniinna no ponto ¢ e se j, = EJ, — 1 uniformemente na vizinhanca de

£, onde J, = B e (Yo(t}), entdo
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E&u(t) — oft) (3.27)

{b) Se (i} nF{J.(s}/Ya(s)} — 1/7(s) uniformemente na vizinhanga do ponto i, e

(i1} @ e 7 sao continuas no ponto ¢, entdo quando b, — 0

Q(”} / 'K u)du + o((nby)"Y)  (3.28)

oa(t) = Blan(t) = o (1)} = (nba)™ {?ﬁj -t

A prova dessa proposi¢ho envolve conceitos ndo triviails de andlise

matematica,

3.4.1. Cousisténcia do Estimador de “kernel”

Sob certas condigbes o estimador de “kernel” & consistente. Os re-

sultados a seguir mostram a consisténcia em média quadratica fraca e uniforme.

Proposigao 3.3: (Ramlau-Hansen (1983a)) Consideremos a sequéncia {N,} de um
processo de contagem uni-dimensional como na Proposi¢do 3.2, Assumimos que as

condigbes da Proposicéo 3.2 {b) sio vilidas. Entdo

quando n — oo, b, — 0 e nb, — oo,

A prova da  Proposicdo 3.3, segue da Proposigio 3.2 (b}
gue o2({t) — 0. E ¢ suficiente mostrar que E{a%(t) — a(t)}? — 0. Visto que J, £

uniformemente em torno de ¢ e )d que
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a0~ alt)= [ Kw)lalt=bu)dat = b) - oft)}du (329

segue que aj it} — «(t) L 0, de tal mancira que exista constante ¢ > 0, tal que
far(t) — a{t)] < ¢ Portanto, nds concluimos que E{af{t) — a(t)} — 0 quande

1o 00,

Para anunciarmos um resultado mais forte sobre a consisténcia uni-
forme emn média quadratica, consideremos o intervalo fixo [Zg, 23] com 0 < Zp <

< 1
Teorema 3.1. (Ramlau-Hansen (1983a)} Se assumimos que

(i
(i
(i

{iv

Jo = 1 uniformemente em [0, 1] quando n — oo,

an(1) = n [y E{J,(s}]Ya(s)}a(s)ds € finita quando n — oo, e

)

) @ é continua em [0, 1},

)

} a funcio “kernel” X tem variagdo finita.

Entao

E{supieiz | @n(t) — ) '} — 0 {3.30)

quande n — oo, b, — 0 e nb? — co.

A prova do Teorema 3.1. requer desigualdades estudadas na teoria

avangada de Martingale,
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3.5. Adaptacao do Método Assintético

ao Processo de Poisson nao Homogéneo

Nosso objetivo € estimar a fun¢lo intensidade o1} de um processo
de Poisson nao homogéneo através da observacdo de n trajetédrias independentes
NMUNC NS do processo em 0,7, Sejam &UNt), &(1),. .., &™(1) os cor-
respondentes estimadores de Ramlau-Hansen para cada trajetéria observada, re-
cordemos que NU(1) pode ser vista como um processo pontual com intensidade

multiphcativa A(¢) = aft) 1.
Um estimador natural de e(t) utilizando todas as trajetorias é:
M) = LS aw :
alt) = ~ > a¥(t) (3.31)
7 k=1

Sejarn N, NG N 45 realizacdes independentes de um pro-

cesso de Polsson ndo homogéneo com fungdo intensidade oft) e definamos

Ny N
N, = NO 4 N3

It

i

N, NGO L NG 4 N

Temos que NN, é um processo pontual com intensidade o, (1) = a{t)n = alt)¥L(2)
onde Y, (1) = n, isto é, um processo de Poisson ndo homogéneo com intensidade

nodt). De fato:
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Sabemos que N (2) para i = 1,...,n sho processos de Poisson nio
homogéneo independentes, com densidade «{t}, ento:
i} NE©) =0
ii)  NU(}) possui incrementos independentes e

iii) N1} — NUg) ~ Polsson [fj a(u)du}

Agora:
D NL0) =T NU(0) =0
ii) N,.(#) possui incrementos independentes, pois como N®(¢) possui incre-
mentos independentes temos que N,(&;} — No(timy) = ;-‘,_I(N{J}(tg) -

NUN{;1)) s&o independentes, logo

_P (N?-L(£(1) = y(}, N,,_(le - Arﬂ(tg) = 3}1; ey Nn(fﬂ) - Nn(tn—nl_) = yn) ey
P35, NU (1) = yo, TNU{t) — NO(io)) =31, .., 5, NO(E,) = N (4, _1)) = s
= P(*{Vﬂ("{)) - 3}0) })(Afﬁ(é}) - N’n(iﬁ) = yl) T P(Nn(tn) - Nn(tnﬂl) = yn) C

iii) Nn(ﬂ_} - Nn(s) - :;1 N(i}(t) . E?x} N-{i}(s} = E:‘;](N({)(t) — N(i}(s)) é
distribuido como soma de Poisson independentes, isto €

i Poisson (/(x(ujdu) = Poisson {z”': f: a(u)du} = Poisson [n /: a(u)du]

i=1 g2l

entao

1
Ny(t) — No(s) ~ Poisson [/ ‘na(u)]
4
portanio,
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o= {0 e

i=]

é um processo de Poisson nao homogéneo fungio intensidade na(t) ou equivalen-
temente um processo de contagem com intensidade multiplicativo A,{t) = na(t) =
()Y, .

Note que a sequéncia {N,; n € IN} é do tipo proposto na teoria

assintética, vista na Secio 3.4,

Agora seja &,(f) o estimador de Ramlau-Hansen correspondente ao
processo N, = Y% NU. Comparando os estimadores &, (2} ¢ &,(t) com o mesmo

parametro b, temos que:

an{t) = — 5 & (1) (3.32)

\ 1.0

De fato, para & =1

- Nl » E _ 7.12, Nl
Z‘Jﬂo"‘-')(t)::ZK( )=ZA1£:A11+A12+...+A1N15
=1

bn i=i

para k = 2

N Nz t - Tag Nz
f)nﬁ'{“)(f) = E K ( ) = E figi = Az} + A.gg + ...+ AgN.Q;
fo=]

bﬂ' i=}

para k= n
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RS b= Tai L
b0 = I () = 3 Aus = Aui o+ Ane+ o+ Au,
iml

bﬂ' i=1

onde A;; = K [{t — 71;)/b,) e n; 0 nimero de saltos na trajetéria 7 em [0, 7T]. Entédo

somande pars £ de 1 até n, temos,

N n Ni+Nod.o.MNa
nbﬂ&n(i) = Z Ajj

3=1 f=1

ese Ny + Ny o LN, =7

nbnén(ﬂ = Z Aij (333)

i=1 =1

Seja agora Gy (t) o estimador de “kernel” correspondente ao processo
N, =% NV I clars, que os tempos de salto T;n}, de N, sio obtidos através da

ordenagio dos 7.

. R e A W = 1 .
Gnft) = o= 3 1{( bf IN, =~ S K bj == S Bj
£ k) ke J

nbaby,(t) = > Bj (3.34)

: {n}
F o g
ondij:K( ;j ),j:l,?,...,?‘.

Cormno os By sdo obtidos através de um rearranjo dos A;;, entdo temos

que {3.33) € igual a {3.34), logo

Ny be,(t) = nbn&n(t)
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portanto, temos que | &, (1) = &u{t) ]

Para que b, — 0, nb, — oo e nb? — oo, tomemos por exemplo
by, = b/n’, b>0eé < 1/2 Entdo as condi¢des exigidas na teoria assintdiica dada

na Proposigio 3.2, Proposigdo 3.3. e Teorema 3.1, continuam sendo satisfeitas, pois

no nosso caso J,, = lymo{N,(t}) = lLye(n) =1 para ¥n.

Temos portanto:

1} gn = EJ, = E(1) — 1 uniformemente na vizinhanga de ¢,

1) nE{J,(s}/N.(s)} =nE{l/n} =1, portanto nE{J,{s}/N,(s)} — 1 uni-

formemente na vizinhanca de ¢ e

i) ng(l) = n fy B{J.(s)/N.{(s)}al(s)ds = [} a(s)ds é finita quando n — oo.

48.



Capitulo 4

ASPECTOS PRATICOS NO USO DO
ESTIMADOR

Como ja foi dito anteriormente, analisaremos aspectos praticos do
métode usandy simulagdes de processos de Poisson ndo homogéneos. Utilizaremos
trés tipos de fungbes intensidades: crescente e decrescente cujas fungdes intensida-
des acumuladas sdo inversiveis e uma onde a fungdo intensidade acumulada é néo

inversivel,

Os algoritmos para a simulagio do processo de Poisson nao ho-
mogéneo e pare o estimador de “kernel” estdo descritos no Apéndice [L Aqui dis-
cutirernos aspectos praticos no uso do proposto estimador de Ramlau-Hansen, na

estimacdo da fringdo intensidade de um processo de Poisson ndo homogéneo.
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Consideremos processos de Polsson nao homogéneos, com fungoes
intensidades cscolhidas através de estudos empiricos nossos as quais sdo dadas a

segulr:

I—  oq{ty = 13exp{-0.6t}] 0<i<]

3 0<t<1/4
9 ot = { 12 1/4 <t <3/4
9 J/a<icle
3 0<t<l/f4
3~ as{t) = 12¢ 1/4 <t <3/4
0 3/4 <t <.

as corresponds ntes fungbes intensidades acumuladas sio:

I— Aft) = 13/06 (1 — exp {~0.6t}) 0Lty

(3t 0<i<l/4
2 Ag(t) = { 3/4+64° 1/4 <t < 3/4
L 33/8 4 0t JMa<t<te
3t 0<t<1/4
3—  As(t) = < 3/4+ 6 1/4 <t<3/4
| 15/4 34 <t <1,

Para as intensidades acima, stimulamos os processos de Poisson nio
homogéneos para amostras de tamanho 10, 25 e 50. As trajetdrias simuladas sio

apresentadas através dos respectivos 7;, no Apéndice il
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4.1. Aspectos Praticos do Estimador de
Ramlau-Hansen

A estimagdo das fungbes intensidades dos processos simulados (dadas

anteriormente) serdio feitas através do estimador (de “kernel”) proposto na Segao 3.5

em (3.32) que foi visto ser um caso particular do estimador de Ramlau-Hansen,

estudado no Capitulo 3. Para estimar a funcio intensidade a(t}, fixamos uma fungéo

“kernel”e um parametro “window” b,,. O correspondente estimador sera baseado nos

T; gerados.

Utilizarernos trés tipos de fungdes “kernel”: a fungio “kernel” de
Epanechnikov's (muito citada na literatura, por exemple: Ramlau-Hansen (1983a,b),
Andersen e Burgan (1984})), K{t) = 0.73(1 — t*) para | { |[< 1, que no nosso caso

serd transladada para [0, 1], sendo entdo expressa por:

1 - Ka(t) = 0.75(1—(1—-2)3)  para 0 <1< I

e outras duas funcbes “kernel” sugeridas por Rohrer™ | que sio:

5 K1) = 6] —t]jt—1] para 0 <1 <1

3 - Ki(t) = 30(—1)(t —1)? para 0 €1 <1

Essas fungdes estio ilustradas no Gréfico 1 dado a seguir.

Nota (1): Prof. Dr. do IMECC - UNICAMP.
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() primeiro fato observado no nosso estudo, fazendo uma analise
através das Tabelas 1 2 9, é que a influénela da fungle *kernel” é deveras importante.
Isso contradiv o trabalho de Abdous {1990), onde existe a seguinte afirmagio “a
escotha da fungdo “kernel” € nic crucial”.Por exemplo no nosso caso, a fungéo
intensidade o (¢) estimada através das fungbes “kernel” K{1} e Ki{t), parecem ser
mais aproprindas que a funcdo “kernel” K»{t}, ver Tabelas 1 a 3 e note através do

Grafico 1 que os formatos das trés fungdes “kernel” sdo semelhantes.

A Tabela 10 e os Graficos 2 e 3 dadas a seguir, lustram a influéneia

da funcdo “kernel”.

Tabela 10 - 81(t), K5(2), Ko{t), n = 50, b = L.70 e a1 (8}

Ks(t) K(t)
¢ &(t) ot} oft) a(t) #(t)  aff)

0.0 0.06 ©6.60 13.00 12.86 5.15 13.060

8.1 .05 0.55 12.24 10.24 425 12.24
0.2 0.11 072 1153 8.16 3.46 11.53
0.3 0.13 0.85 10.86 8.56 277 10.86
0.4 .15 091 10.23 541 223 10.23
= 1.70 0.5 ¢.17 0.85 9.63 4.74 1.85 9.63
0.6 0.17 0.95  5.07 448 1.67 0.07
0.7 0.16 099 8.54 4562 167 8.54
0.8 6.19 0,85 8.4 487 1.80 8.44
0.9 0.22 0.90 7.58 536 1.96 7.58

1.0 017 693 7.13 601 213 713
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Existem varios trabalhos [tails como: Efzanechnikov (1969}, Scott
(1979), Ramlan-Hansen (1983b), Bowman (1985), Abdous (1990)] que sugerem a
escolha do parametro “window” b. No nosso estudo essas sugestoes nio foram satis-
fatérias. Isso indica que a escolha desse pardmetro depende fortemente da situagio
considerada. Por exermplo, o trabalho de Scott (1979}, sugere que a escolha “6tima”

de b seria b, = 3.49 S n~'/% onde s é o desvio padrio dos 7, isto &,

n 2y 1/2
(52

n—1

onde 7 = 3% 7r;/n. Onde os 7; s40 es tempos de ocorréncia de eventos gerados
através do processo de Poisson ndo homogéneo com intensidades a(2), a3(t) e oy(t)

dadas anteriormente.

Hustraremos este fato tomando a fungio a;{f} para n = 50 onde o
método de “Scott” nos dd b, = 3.495 n~Y jgual a 0.272794. Utilizando a funcio
“kernel” I,(1;, obtivemos as seguintes estimativas para &{t) ,£2.0 do desvio padrao
de &{t) e aft) para 0 < ¢ < 1, ilustradas na Tabela 11 e no Grafico 4 dados a seguir,

indicando que a escolha de b, € ndo apropriada.
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Koft)
@) a) el
0.0 1235,72 528,45 13.00
ga.1 927.67 41585 12.24
0.2 679.04 32058 1153
0.3 478,50 238,78 10.86
0.4 330.08 172.82 10.23
b= 0272794 .5 236.00 120.86 9.3
0.8 107.07 91.65 9.07
0.7 213.06 99,36 8.54
0.8 284.61 14063  8.04
0.9 408.66 200.38 7.58
1.0 580.07  375.08 7.13
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O mesmo fol observado para outras fungdes intensidades e putras

funcdes “kernel”.

Fazendo-se estudos por tentativas e erros, os valores da “window” b,
utilizados na estimagio da funcdo intensidade oft), que se mostraram satisfatérios

para as fungdes “kernel™ K, (t) e K3(2), foram &* = 1,48 b** = 1.90 e b**" == 2.28.

Uma observagao a ser feita é que, como foi visto da teoria assintdtica
do estimador de Ramlau-Hansen dada na Segdo 3.5, que o pardmetro ¢ tem suporte
enfre b e 1 — 5, e no caso das infensidades m(t), 02(1) e og(t), ¢ varia de 0 a 1,
parecendo ser contraditdrio, mas continna sendo vélido, pois tomando b, = b/n?,

§ < 1/2, temos quando n — oo, que b/n® <t <1 —-b/n® implicaem 0 < ¢ <1,

As Tabelas 1 a 9, evidenciam que a varidncia estimada de &{t)
tarmbém é fortemente influenciada pela escolha do pardmetro “window” b. Nota-
mos também que ndo existem diferengas significativas nas estimativas de &(t) e &(4)

para os diferentes tamanhos de amostra (n = 10, 25 e 50).

As Tabelas 1 a 3, por exemplo, para a fung¢io intensidade o {¢) suge-
remm que se escolhermos b entre 1.48 e 1.90 e a funco “kernel” K,(t}, as estimativas
de &(t) serao mais apropriadas. Para b= 1.55, o intervalo &;(1) £2.0 &{t) contém o

valor real de o, (1). Isto € ilustrado no Gréfico 5, a seguir.

Para a funglo “kernel” K(1), se tornarmos b em torno de 1.48, para
a fungdo intensidade oy{1), podemos melhorar os valores das estimativas, ¢ nesse
caso para b = 1.65, temos os valores de &;(¢), £2.0 do desvio padréo de &{2) e 0

valor real de e {¢), ilustrados no Grafico 6, a seguir.
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Também no caso da fungdo crescente ay{t}, observamos através das
Tabelas 4 a §, que as fungdes “kernel™ K3(t) e K(1), parecerm ser melhores do que a
fungio “kernel” K(t) e fazendo um refinamento em b, com funcio “kernel” I(2),

notamos que para b = 1.60, o estimador parece ser mais apropriade, ver Grifico 7,

abaixo,
Grafico 7 - é&o(t), £2.06(1), KG(t), n = 50, b = 1.60 e cq{f)
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Para a fungdo intensidade ay(t), onde a fungio intensidade acumu-
lada ndo possui inversa (fol utilizado o algoritmo de simulacio 2, dado no Capitulo 2),

fol observade também que as fungdes “kernel” K3{t) ¢ J3(t) parecem ser mais apro-

priadas, ver Tabelas 7 a 9.

Através das tabelas citadas acima, notamos para a fun¢do “kernel”
I5(t) que se tornarmos b = 1.48, o estimador parece ser mals apropriado. Hustramos

a fungdo &s(t), 2.0 do desvio padrao de &{¢) ¢ o valor real de ag(t), através do

Gréfico 8, dado a seguir.

Grafico 8 - &g(t), £2.06(2), I(3(1), n =50, b= 1.48 € o3(t)
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Através dos Graficos 4 a 8 observamos a grande influéncia de b nas
estimativas da varidncia de &{t), pois a partir de t > 0.5 elas diminuem, isto é, a

amplitude do intervalo de confianca para &(t) com 0.5 < ¢ < 1 é menor do que para
0=<t<0.5
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Tabela 1 - Funcdo intensidade o (2) com n = 10

n = 10
}'{3('5) ﬁ'z(t) Ifl(i)

¢ Aty (8 o) &) #1) o) ae) a(t)  off)
0.0 0.00 6.00 13.400 15.02 750 13.00 69.44 3324 13.00
0.1 40.02 865 1224 1500 6.213 1224 47.63 2388 12.24
.2 014 1.03 1153 11.92 506 11.53 31.64 31661 11.53
8.3 0.15 0.95 10.86 9.51 4.07 10.86 20.43 11.09 10.86
0.4 0.10 169 10.23 7.84 325 10.23 13.08  7.06 10.23
b* = 1,48 .5 8.17 1485  9.63 079 264 §.63 8.62 429 5.63
0.6 0.18 1.03 9.07 6.22 228 9.07 6.34 271 997
0.7 026 100 854 603 2,15 8.54 571 232% 854
0.8 0,22 058 8.04 600 220 B.44 .98 240 844
.9 826 094 7.58 6.40 233 7.58 675 267 1.58
1.4 0.i16 1.05 7.13 7.06 249 1.13 7.63 286 7.13
0.0 G.00 Q.00 13.00 10.74 421 13.00 27.88 1326 13.00
0.1 0.02 0.51 12.24 8.531 350 1224 19.40 9.62 12,24
0.2 011 Ged 11.53 6,82 2.87 1153 13.05 677 11.53
0.3 812 078 10.86 551 233 10.86 B.58 459 10.86
0.4 0.08 090 10.23 462 1.89 10.23 564 287 10.23
& = 1.90 0.5 0.14 0.8 8.63 411 158 9.63 3.4 187 49.63
3.6 615 089 9.97 3.89 142  9.07 3.1 1.82 9.07
8.7 8.21 0.84 8.54 3.90 141 854 316 129 854
0.8 0.i18 088 804 409 151 8.04 3.62 152 8.04
0.9 0.21 0.85 7.58 447 166, 758 4,36 1.76 758
1.4 .13 092 7.13 508 182 713 524 203 7.13
0.0 0.60 0.00 13.00 713 278 13.00 1466 687 13.00
7.1 0.01 042 1224 5.67 2,32 12.24 10,24 %07 1224
0.2 0.09 085 11.83 457 1.91 11.53 6,94 358 11.53
0.3 §.10 667 10.86 3.72 186 10.86 461 245 10.86
0.4 007 Q.77 10023 316 1.27 10.23 3.69  1.60 10.23
=228 05 0.12 0.78 263 2.84 108 9.63 224 1.04 9463
0.6 0.12 6.79  2.07 275 160 947 191 0.79 8407
0.7 0.18 0.718¢ 254 281 102 B854 200 0.84 854
(.8 0.15 0,79 2.04 300 112 8.04 239 102 8§04
(.9 8.18 078 2.58 333 125 7.58 288 124 T58
1.0 011 084 213 3.85 1.3% 3.69 146 713
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Tabela 2 - Funcdo intensidade oy (2) com n = 25

1= 25

}'{3(1) jfg(i) I(l(t)
i &ty oty alt) a(t)y &(t) oft) &(t)  &{t)  aft)
0.0 0.00 0,060 13.00 18.49 737 13.00 67.12 3242 13.00
0.1 0.05 0.63 1224 1460 6.10 1224 4596 23.27 12.24
0.2 0.12 0.83 11.53 1161 4.97 11.53 3048 16.15 1153
0.3 0.15 095 10.86 9.34 3.99 10.86 19.65 10.78 10.86
0.4 0.15 100 10.23 771 319 10.23 1283  6.86 10.23
b = 1.48 0.5 $.20 100 9.63 6.64 25% 9.63 8.26 419 9.63
' 0.6 0.19 1.00  9.07 6.01 224 9.07 6.18 269 6.07
0.7 0.18 1.03 854 576 212 8.54 5.5 225 854
0.8 0.20 1.00 8.04 595 218 8.44 585 229 8.44
0.9 0.26 095 7.B8 6.33 232 7.58 6.62 264 7.58
1.0 616 104 713 685 246 7.13 7.48 281 713
0.0 0.00 0.00 13.00 1044 1.14 13.00 27.06 1281 13.00
0.1 0.04 049 12.24 8.29 344 12,24 18.74  9.37 1224
0.2 0.10 0.67 11.53 6.65 2.82 11.53 12.59  6.59 11.53
0.3 0.12 077 10.86 542 228 10.86 8.26  4.46 10.86
0.4 0.12 084 10.23 4.55 1.85 10.23 5.43 2.88 10.23
b*r =180 05 §.16 086 9.63 403 155 9.63 3.80 183 6.63
0.6 0.15 0.87 9.07 377 140 9.07 310 1.31 9.07
0.7 0.16 091 8.54 3.76 1.40 854 3.09 129 854
0.8 0.16 089 8.04 4,01 150 8,04 3.56  1.52  8.04
0.9 0.21 0.85 7.58 442 1.65 7.58 430 177 758
1.0 0.13 091 713 501 1.80 7.13 5.16 2,01 713
3.0 0.00 000 13.00 6.94 2.73 13.00 1418  6.87 13.00
0.1 0.03 0.42 12.24 552 228 12.24 9.89 5.07 1224
0.2 0.08 056 11.53 4.45 1.88 11.53 6.70  3.88 11.53
0.3 0.10 0.67 10.86 3.66 1.53 10.86 4.45 245 10.86
0.4 0.10 0.73 10.23 311 122 10.23 2.9  1.60 1023
o =228 0.8 0.14 075 263 280 1.07 9.63 217 104 9.63
0.6 0.13 077 2407 266 098 9.07 1.87 079 9.07
0.7 0.13 (.81 254 271 1.02 B854 1.97 084 854
0.8 0.14 081 204 295 112 8.04 2,36 1.02 804
0.9 018 0.78 2.8 3.30 124 758 295 124 758
0.11 0.83 213 380 139 713 3.64 146 7.13

1.0
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Tabela 3 - Funcdo intensidade o4 () com n = 50

1 = 50
Ka(t) Ko(t) Ki{t)

t a{ty o{t)  olt) a(t)  &(t)  «aft) &ty &ty alt)
0.0 0.00 0.00 13.00 1781 7.10 13.00 62.16 30.36 13.00
0.1 0.05 064 12.24 14.02 585 1224 42,18 2168 1224
0.2 0.13 0.82 11.53 11.04 474 1153 2767 1498 1153
0.3 0.16 0.96 10.86 8.80 3.78 10.86 1764 994 10.86
0.4 016 1.02 10.23 723 3.01 10.23 11.19 630 10.23

b = 1.48 0.5 019 1058 9.63 6.25 246 9.63 747 385 9.63
0.6 0.19 1,03 9.07 578 216 9.07 577 252 9.067
0.7 0.20 1.08 854 571 210 8.54 544 221 854
0.8 0.22 100 8.04 602 219 38.43 594 240 844
0.9 0.26 0.95 7.58 450 235 758 6.83 267 758
1.0 0.1 098 7.13 716 250 713 7.74 286 7.13
0.0 0.00 0.00 13.00 10.07 3.99 13.00 2515 1212 13.00
0.1 0.04 050 1224 797 9.30 12.24 1724 §.75 12.24
0.2 0.10 0.66 11.53 633 269 1153 1145  6.12 1183
0.3 6.12 678 10.86 511 217 10.86 7.44 412 14.86
0.4 .13 083 10.23 429 1.7 10.23 487 266 14.23
b** =180 0.5 0.16 0.88  9.63 3.81 1.48 9.63 346 170 9.63
0.6 0.16 0.8% 9.07 364 136 9.07 293  L26 907
0.7 0.15 093 8.54 3.73 1.39 854 3.05 120 B.54
0.8 0.17 0,90 8.04 4.06 151 8.04 3.61 153 8.4
6.8 0.20 086 758 453 167 158 442 1.80 71.58
1.0 0.16 088 7.13 515 1.83 7.13 532 204 713
0.0 .00 0.00 13.00 6.70 2.64 13.00 13.20 630 13.00
0.1 0.04 041 1224 532 219 12.24 8,12 459 12.24
0.2 0.08 056 11.53 424 1.80 1153 6.11  3.24 11.53
0.3 0.10 0.66 10.86 346 146 10.86 402 220 10.86
0.4 0.11 0.73 10.23 2.83 1.19 10.23 2.69 1.43 10.23
e 228 0.5 0.13 071 263 265 102 9.63 1.8 0.95 8.63
0.6 0.14 080 2.47 269 0.7 407 1.78  0.76 807
0.7 0.13 083 254 270 101 854 195 0.84 854
0.8 0.15 0.81 2.04 29% 112 8.04 240 1.4 B8.04
0.8 0.17 0.8¢ 258 3.39 1.26 7.58 3.03 126 758
1.0 0.14 081 2.13 391 141 713 3.7 147 7.3
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Tabela 4 - Funcdo intensidade ay(t) com n = 10

= 10
K(t) Io(t) 3 (2)

! alty &(t) «oft) a(t) &) a(t) a(ty &ty  oft)
0.0 0.00 0.06 3.00 1671 6.65 3.00 54.44 2566 3.00
0.1 0.04 063 3.00 13.10 5.42 3.00 36.14 17.88 3.00
0.2 0.09 0.82 3.00 10.21 432 3.00 2299 1198 3.00
0.3 0,10 0.87 3.60 795 3.37 3.60 1404 765 3.60
0.4 .14 0.86 4.80 6.25 2.61 4.80 8.42 462 4.80

O = 148 0.5 0.15 8.98 6.00 512 2.08 6.00 535 271 6.00
0.6 0.14 096 7.2¢ 468 1.83 1.20 41% 1.87 7.20
0.7 0.23 0.91 840 478 185 8.40 421 1.89 8.40
0.8 06.25 0.82 9.00 519 2.01 9.00 502 218 9.00
0.9 0.19 084 9.00 599 2.23 8.00 6.15 248 9.00
1.0 .22 977 9.00 6.85 242 900 127 292 9.00
0.0 0.00 0.00 3.00 9.47 3.74 3.00 22.17 1032 3.0
0.3 0.04 044 23.00 7.47 3.07 3.00 1490 7.28 3.00
0.2 0.0 0.60 3.00 8.88 246 3.00 561 494 3.00
0.3 0.11 0.69 3.60 463 194 3.60 598 3.20 3.60
0.4 .19 070 4.80 3.71 153 4.80 371 197 4.80
bt =180 05 0.15 0.8%3 6.00 312 126 6.00 252 123 6.00
2.6 0.10 091 7.20 2495 117 7.20 215 099 7.20
0.7 0.15 0.95 8.40 312 1.23 8.40 238 1.12 8.40
0.8 0.17 090 6.00 350 1.3% 9.00 3.04  1.38 5.00
0.9 0.18 0.94 8.00 4.14 157 9.00 381 185 49.00
1.0 0.22 0.84 8.00 4.87 175 9.00 486 1.90 9.00
8.0 860 6.00 3.00 503 218 3.00 11.69 540 3.00
0.1 §.03 0.37 3.00 3.89 179 3.00 7.92 3.85 3.00
0.2 0.08 051 3.00 315 145 3.00 516 263 3.00
0.3 0.0% 058 3.60 263 117 3.60 3.25 172 3.0
0.4 0.16 0.61 4.80 229 098 4.80 <206 105 4.80
b= 2280 05 0.12 072 6.00 2.19 090 6.00 1.46 0,70 6.00
0.6 0.08 0.80 7.20 233 082 720 1.32 061 7.20
0.7 0.13 0.84 8.40 258 101 8.40 154 074 840
0.8 0.15 0.81 9.00 291 L4 9.0 201 093 9.00
0.9 0.13 0.85 900 3.30 127 6.00 266 115 .00
1.4 617 0.78 9.60 377 141 900 3.39 136 9.00
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Tabela 5 - Funcio intensidade a3{t) com n = 25

n = 25

Ka(t) 5(2) Ky(2)

¢ &) s oft) &ty o(t) aft) &) 1) ald)

0.0 0.00 0.00 3.00 16.27 6.65 3.00 §2.82 2541 3.00
0.1 0.04 0.61 3.00 1269 532 3.00 35.05 1768 3.00

0.2 311 976 3.00 589 426 3.00 2232 1162 300
0.3 0.14 0.87 3.60 778 3.33 3.60 13.68 7.64 3.60
0.4 0.22 0.87 4.80 6.16 256 4.80 8.286 4.64 4.80
b* = 1.48 0.5 0.16 1,00 6.00 511 2.09 6.00 537 275 6.00
0.6 0.15 1.05 7.20 475 1.86 7.20 425 193 720
0.7 G.18 1.06 8.40 484 189 B840 435 1584 840
0.8 8.20 105 9.00 529 2.04 6.00 515 223 §.00
0.9 §.21 103 9.00 6,05 225 4.00 6.25 252 9.60
1.0 §.30 081 9.00 6.85 244 400 732 274 9.00
0.0 0.06 0.00 3.00 8.22 3.69 3.00 2151 1022 3.00
0.1 0.03 0.4% 3.00 724 3.02 3.00 1444 722 3.00
0.2 0.08 0.61 3.00 5.69 2.42 3.00 9.32 491 3.00
6.3 411 071 3.60 4.54 1.62 3.60 5483 320 3.60
0.4 0.17 0.73 4.80 3.66 152 4.80 365 198 4.80
bt =1.906 048 0.13 0.84 6.00 312 127 6.00 253 124 600
0.8 0.12 0,90 7.20 3.00 118 7.20 2217 101 7.20
0.7 0.15 092 8.40 3.16 1.25 8.40 248 115 B840
0.8 0.16 0.92 6.00 3.57 141 9.0 313 141 9.40
0.9 0.17 0.92 6.00 419 L5% 9.00 399 1488 9.00
1.0 024 0.83 9.00 488 1.77 9.00 493 193 9.00
0.0 0.00 0.00 3.00 6.14 245 3.00 1134 535 3.00
a1 .03 041 3.00 484 201 3.00 7.68  3.81 3.00
0.2 80.67 052 3.00 3.83 162 3.00 500 262 3.00
.3 §.09 061 3.60 3.08 129 3.60 316 1.72 3.60
0.4 0.15 0.64 4.80 251 1403 4.80 - 203 1.08 4.80
b = 2,28 05 011 073 6.00 218 0.88 6.00 146 071 6.00
0.6 016 078 7.20 2.13 0.84 7.20 136 0.63 7.20
0.7 0.12 0.82 8.40 2.2% 0.91 B840 159 076 8.40
0.8 .13 0.83 9.00 262 1.05 500 2.67 096 9.00
0.9 .15 0.83 9.00 312 120 9.00 272 117 9.00
1.0 0.21 076 $.00 3.68 1.34 9.00 344 1.38 9.00

63,



Tabela 6 - Fun¢io intensidade @y(2) com n = 50

n = 50
Ka(t) Ky(4) Ki(t)

1 &(ty ot} alf) aft)  6(t) oft) a(t)y oty aft)
0.0 0.00 0.00 3.00 15,894 642 3.00 50.83 2458 3.00
0.1 0.05 057 3.00 1240 522 3.00 3356 17.11 3.60
0.2 0.12 076 3.00 9.62 4.15 3.00 2125 1146 3.00
0.3 0.15 0.90 3.60 7.52 3.24 3.60 12,96 7.31 3.60
0.4 0.18 0.93 4.80 598 253 4.80 7.84 442 4.80

B* = 1.48 0.5 0.16 1,02 6.060 502 204 6.00 513 262 6.00
0.6 6.17 1.06 7.20 472 1.84 7.20 418 1.89 7.20
6.7 8,20 1.06 8.40 485 1.89 8.48 438 195 840
0.8 D21 145 9.0¢ 536 2.0 §8.00 525 225 9.00
0.9 .22 101 9.00 6,14 228 9.00 6.38 255 9.00
1.0 0.32 0.88 9.00 6,54 246 900 745 278 9.00
0.0 0.06 0.00 3.00 9.05 3.62 3.00 20072 9.89  3.00
0.1 0,04 045 300 7.08 2,96 3.00 1385 6.7 3400
0.2 0.0 ¢.61 3.00 .54 2.37 3.00 859 473 300
0.3 §.12 073 3.80 4,39 187 3.60 523 3.06 3.60
0.4 015 0.78 4.80 356 148 4.80 346  1.89 480
& = 1,80 0.5 0.13 0.86 6.00 3.7 124 6.00 243 120 6.00
0.6 0.14 091 720 2.89 1.17 7.20 218 150 7.20
6.7 0.16 0.92 840 317 127 8.40 250 1316 840
0.8 0.17 0.92 959.00 3.62 142 9.00 319 142 8460
0.9 0.18 0.90 9.00 420 158 9.00 407 L70 S.00
1.0 0.26 (.81 9.00 4.94 178 9.00 501 195 9.00
0.6 0.00 0.00 3.00 6.02 240 3.00 10.84 518 3.00
0.1 (.03 0.37 3.00 473 1.97 3.00 7.37 368 3.00
0.2 0.08 052 3.00 3.72 1.58 3.00 477 252 3.60
0.3 0.1¢ .62 360 2.98 1.26 3.60 301 165 360
0.4 (.13 0.67 4.80 244 100 4.80C +1.83  1.03 4.80
e =228 05 0.11 0.75 600 2.14 0.86 6.08 141  0.68 600
0.6 0,12 080 7.20 213 0.84 7.20 1.34  0.62 7.20
0.7 0.13 0.82 B8.40 230 0.92 840 161 076 8.40
0.8 0.15 0.83 9.00 2.66 105 9.00 211 0496 9.00
0.9 0.15 0.82 9.00 317 121 9.00 277 118 5.00
1.6 0.22 0.7¢ 5.00 373 136 9.00 350 139 8.80
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Tabela 7 - Funcio intensidade az(t) com n = 10

n =10
Ka{t) Kot K (1)

1 a{ty a{t) alt) a(t) (1) a(t) &ty oty oft)
0.0 0.00 000 3.00 16.71 665 3.00 54.44 2566 3.00
0.1 0.05 0.57 3.00 13.10 542 3.00 36.14 1788 3.00
0.2 0.11 074 3.00 10.21 432 3.00 22.99 11.38 3.00
0.3 0.14 (.84 3.60 7.95 3.38 360 1404 765 3.60
0.4 0.24 0.83 480 6.25 2.61 4.80 8.42 462 4380

b = 1.48 0.5 0.18 0.98 6.00 512 2.08 6.00 3% 271 6.00
0.6 0.12 108 7.20 468 183 7.20 415 1.87 7.20
0.7 .19 110 840 478 185 840 421 189 840
0.5 0.22 1.02 0.30 516 2.01 0.00 5062 218 0.00
0.9 0.1¢ 1.07 0.00 599 223 0.00 615 248 000
1.0 0.27 092 0.00 6.86 242 0.00 727 272 4.00
0.0 0.00 0.00 3.00 947 374 3.00 2217 1632 3.00
0.1 0.04 0.44 3.00 7.47 3.07 3.00 14.90 7.28 3.00
0.2 005 0.60 3.00 588 246 3.00 9.61 494 3.00
0.3 0.11 0.6 3.60 463 194 3.80 598 320 3.60
0.4 0.1%9 070 4.80 371 153 4.80 371 197 4.30
b =190 05 015 0.83 6.00 312 126 6.00 252 123 6.00
0.6 .10 0.91 7.20 2085 117 7.20 215 089 7.20
0.7 0.15 095 8.40 312 1.23 B.40 239 112 840
0.8 0.17 090 0.00 350 1.39 0.00 304 138 0.00
0.9 0.1 094 0.00 414 1.57 0.00 3941 1.65 0.00
1.0 0.22 084 0.00 487 175 (.00 486 190 0.00
0.0 0.00 0.00 3.00 5,03 248 3.00 11.69 540 3.00
g.1 0.03 0.37 300 5006 204 3.00 7.92  3.8% 300
0.2 0.08 0,51 3.00 3.85 1.65 3.00 816 263 3.00
0.3 008 0.5 3.60 254 131 3.0 326 172 360
0.4 0.16 0.01 4380 217 104 4.80 - 206 105 4.80
bt = 2280 05 0.12 0.72 6.00 2.10 (.88 6.00 146 070 6.00
0.6 0.08 080 7.20 226 083 7.20 132 061 7.20
0.7 0.13 0.84 840 257 090 8.40 154 074 840
0.8 0.15 081 0.00 3.08 1.03 0.0 201 0.3 0.00
0.9 0.13 0.85 £.00 3.67 1.18 0.00 266 115 0.00
1.0 0.19 078 0.00 377 134 0.00 339 136 0.00
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Tabela 8 - Funcdo intensidade a3(1) com n = 2§

n o= 25

Ks(t) Ko(t) K1{t)

t &) 6(t) o) at) &) alt) OGO O

0.0 0.00 000 3.00 16.27 655 3.40 52.82 2541 3.00
0.1 0.04 061 3.00 1269 533 3.00 35.06 17.68 3.00

0.2 0.11 076 3.00 9.8¢ 4.26 3.00 2232 1192 3.00
0.3 0.14 0.87 3.60 7.78 3.33 3.60 13.68 7.64 3.60
0.4 8.22 0.87 4.80 6.16 2.60 4.80 8.28 4464 480
b* = 1.48 0.5 §.16 1.00 6.00 5.11 2.0 6.00 537 2.7% 6.00
0.6 0.15 1.05 7.20 475 1.86 7.20 425 193 7.20
0.7 0.13 1.06 B8.4¢ 484 1.89 8.40 435 194 8.40
0.8 0,20 1.05 0.00 529 204 0.00 51% 123 0.00
0.9 .21 103 0.00 605 225 0.00 625 252 0.00
1.0 030 0.90 6.60 6.85 244 0.00 7.32 274 0.00
0.0 0.00 0.00 3.00 9.22 3868 3.00 2151 10.22 3.00
0.1 0.03 049 3.00 7.24 302 3.00 1444 722 3.00
0.2 0.09 0.61 3.00 569 242 3.00 932 481 3.00
0.3 0.1 071 3.60 454 1.92 3.60 5.83 3.20 3.60
0.4 017 073 4.80 366 152 4.80 360 198 4.80
™ =190 05 0.13 0.84 6.00 312 127 6.00 253 124 6.00
0.6 8.12 0.89 7.20 300 118 7.20 221 101 .20
0.7 0.15 (.92 8.40 316 125 8.40 248 115 840
0.8 0.16 0.92 0.00 357 141 0.00 313 141 0.00
0.9 0.17 0.92 0.0 419 159 000 399 188 0.00
1.0 .24 0.83 0.00 488 177 0.00 493 193 0.00
¢.0 0.00 0.00 3.00 6.14 245 3.00 11.34 535 3.00
0.1 0.03 0641 3.00 4.84 201 3.00 7.68  3.81 3.00
0.2 0.07 052 3.60 3.83 162 3.00 500 262 3.00
0.3 0.09 061 360 3.08 130 3.60 316 172 3.60
0.4 .15 064 4.80 251 1.03 4.80 203 1.08 4.80
B = 2,28 0.5 011 073 6.00 2.18 0.88 6.00 146 0.71 6.00
0.6 0.10 078 7.20 213 0.84 7.20 136 0.63 7.20
0.7 0.12 0.82 8.40 229 091 840 159 076 840
0.8 0.13 0.83 0.00 262 105 0.00 207 085 0.00
0.9 0.15 0.83 0.00 312 119 G.00 272 117 000
1.0 0.21 076 0.00 368 1.34 0.00 344  1.38 0.00
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Tabela 9 - Funcdo intensidade a3(t) com n = 50

71 = 50
Ka(t} K1) Ki{t)

t &ty a(t) oft) a(t) &(t) o) &ty sty  oft)
0.0 0.06 0.00 3.00 1594 6.42 3.00 50,83 2458 3.00
0.1 0.05 057 3.00 1240 522 3.00 33566 17.11 3.00
0.2 012 076 3.00 9.62 4.15 3.00 21.25 1145 3.00
0.3 $.15 0.80 3.00 7.52 324 3.60 1286 731 360
0.4 0,18 083 4.80 5.98 252 4.80 7.84 442 480

O o= 148 0.5 0.16 1.02 6.00 502 205 6.00 513 262 000
0.6 017 1.06 7.20 472 184 720 4.18 189 7.20
0.7 0.2¢ 106 8.40 485 1.89 8.40 4,38 194 8.4
0.8 0.21 1.05 6.00 536 2.06 0.00 .26 225 0.00
0.9 0.22 101 0.00 6.14 228 0.00 638 255 0.00
1.0 0.32 484 000 6.94 246 0.00 745 278 (.00
0.0 0.0 0.00 3.00 9.05 362 3.00 20,72 9.89 3.00
0.1 0.04 0.45 300 7.08 296 3.00 13.85 6.7 3.00
0.2 0.09 0.61 3.00 554 2,37 3.00 3890 473 3.00
0.3 0.12 0.73 3.60 4.3% 187 3.60 5.23 3406 3.60
0.4 0.15 0§78 4.80 356 148 4.80 346 189 4380
& o= 190 0.5 0.13 0.86 6.00 307 124 600 2.43 115 6.00
0.6 814 090 7.20 289 137 7120 218 100 7.20
0.7 0.16 0.9z 8.40 317 126 8.40 250 116 B.40
0.8 0.17 092 06.00 362 142 000 319 142 0.00
0.9 0.18 0.90 0.00 426 158 0.00 407 170 0.00
1.0 0.26 0.8 0.60 494 1.78 0.00 501 185 0.00
0.0 0.06 0.00 3.00 6.02 240 3.00 1084 518 300
0.1 .03 037 3.60 473 197 3.00 7.37  3.68 3.00
0.2 .08 052 3.00 372 1.58 3.00 477 252 300
0.3 0.10 Q.62 3.60 2.88 126 3460 301 185 3.60
0.4 0.13 0.67 4.80 244 100 4.80 +1,93 103 4.80
= =228 05 0,11 975 6.08 214 086 6.00 141 D88 6.00
0.6 .12 080 7.20 213 084 7.20 134 0§62 7.20
0.7 0.13 0.82 8.40 236 0,92 8.40 16T 076 B840
0.8 .15 083 0.00 2.66 1.05 0.00 211 D.se Q.00
0.9 .15 (.82 0.00 337 121 6.00 277 118 000
10 0.22 0.76 0.00 3.73 136 0.00 385  1.39 0.00
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4.2. Conclusoes

O trabalho de Abdous (1990) diz que a escolha da fungio “kernel”
nao é crucial, mas através das analises feitas neste capitulo, podemos observar e
concluir que a escolha da funcio “kernel” é muito importante, pois houve casos em
que o estimador de Ramlau-Hansen para uma escolha apropriada de b fol satisfatério,

enquanto outros nio, devido A influéncia da funcio “kernel”.

Observamos também que a escolha de b & de extrema importéncia.
Grandes variacoes foramn observadas para distintos valores de b, tanto no estima-
dor &{t) quanto para a varidncia de &), conforme foi notado na andlise antetior.
Notamos também um efeito local de b, isto €, valores de b podem produzir bons
resultados numa regido de observagdo e serem desastrosos em outros, Portanto se
tomdssemos apropriadamente b's distintos para distintos intervalos, as estimativas

de &t) e variancia de &{t) poderiam ser bem melhores.

Nosso estudo sugere que para “melhores” resultados na aplicagio do
estimador de Ramlau-Hansen para a funglo intensidade de Poisson ndo homogéneo,
devem ser feitos novos estudos tedricos onde a escolha de b esteja intimamente ligada
a fungdo “kernel” e o ponto . Isto é, além da dependéncia em K a escoltha de b
deve ser local. Fstudos sobre a escolha de b e K baseados nos dados parecem ser
a solugao indivada. Recentemente uma proposta neste sentido foi feita por Brooks
e Marroon (1939) onde técnicas de “Cross validation” foram propostos para serem

wutilizadas na escolha de b.
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APENDICE I

Este Apéndice apresenta as definicdes e resultados bdsicos sobre a teoria
de Martingale e integracio estocdstica utilizados nos Capitulos 2 ¢ 3. Um tratamento
sisternatico sobre estes tdpicos pode ser encontrado em Marques e San Martin (1991). No

que segue (£, F, P) & um espago de probabilidade fixo.

Definicdo 1. (Esperanga Condicional com respeito a uma o-algebra). Em (Q,F, P)
seja § um o-dlgebra contida em F e X uma varidvel aleatdria com esperanga finita. A
esperanga condicional de X com respeito a § ¢ definida como sendo qualquer variavel

aleatdria Y que satisfaz;
i} Y € uma varidvel aleatoria (§2,6)

il) Paratodo A€@
E{Y1,)=E(X14).

Uma tal varidvel Y & denotada por E(X/G) e sua existéncia & garantida

pelo Teorema de Radon-Nikodym estudado em teoria da medida.

Definicdo 2. (Filtracic). Uma familia {F; : ¢ > 0} de sub-o-4lgebras de F é chamada

uma filtragio {ou filtragem) se
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1) Fa<Fyses<t
1) Fou contém todos os subconjuntos com probabilidade zero de F

A filtracdo é dita ser continua a direita se F; = MevoFete-

Definigao 3. {Martingale). Um processo estocdstico M = {M{i} : £ > 0} é chamado um

Martingale com repeito a uma filtracio {F; : 1 2 0} se
1} E|M(l)|< oo, para todo £ 2 0

i) M(Z) ¢ adaptado a {F, : t 2 0}, isto é, M(Z) é uma varidvel aleatdria
comt repeito a (2, )

i)y EX({}/F,)=X{(s) geparal<s <t
Quando a filtragdo é fixa, digamos resumidamente que M ¢ um Martingale.

Se a igualdade em (iii) é substituida por < ou > M ¢ chamado de super-

martingale e submartingale respectivamente.

Teorema 1. (Decemposicao de Doob-Meyer para submartigales nido negativos). Seja
{Ft:t > 0} uma filtragem continua & direita ¢ N = {N{f}: ¢t > 0} um submartingale

com respetto a {F, 1t 2 0}, ndo negativa e continua A direita. Entdo
N(E) = A() + M(1),
onde M é um Martingale com EMQ) = 0 ¢ A € um processo estocastico que satisfaz:
i) A éadaptado pela {F; 1t 2 0},
i} A tem trajetdrias nac decrescentes ¢.c.,

) A0)=0¢gc EfA{t)|<coparacadat>0e

iv) A é inico com probabilidade 1.

76.



Q processo A é algumas vezes chamado compensador de N,

Definigdo 4. Um Martingale M é chamado quadrade integrdvel se
sup{ E(M*(£))} < oo.
i

Para uma Martingale M quadrado integravel e continua & direita, temos
que M? = {M*(t) : ¢ > 0} ¢ um submartingale ndo negativo e continuc a direita. Se a
filtracao associada a M* é continua b direita, temos pelo Teorema 1 que existe um dnico

(4.¢.) processo nac decrescente, nesse caso denotado por < M, M >=< M >, tal que
M~ < M>

¢ um Martingale.
Definigio 5. O processo < M »=< M, M > é chamado variagdo quadritica de M ou
processo variancia de M. Para M; e M, Martingales quadrado integrdaveis definimos

. 1 .
<ﬁz’fhﬂ{fz)::}'<M1+1}V12>**<ﬂ’f1:>”“<ﬁ/12>.

< My, My » ¢é chamado variagio cruzada de M e M,.

Os resultados até aqui apresentados permanecemn validos se restringirmos

¢ a um intervalo finito [0,77].

Para uma filtragio {F; : t € [0,T]}, seja D a classe de todas as fungdes

F:18,T) % §t — IR que satisfaz:
iy féB(0,T]) x F - mensurdvel,
i) f(t;) é F, - mensuravel e

i) f(¢;) € continua a esquerda.
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Defini¢do 6. Seja P a menor sub-g-dlgebra de B([0,T]) X F para qual todas as fun¢des
de D sio mensurdveis, Um processo estocastico X = {X(f) : t € [0,7]} & chamado

predizivel se a aplicagdo
(t,w) — X{t,w)} é P - mensuravel

Definigiio 7. (Integral Estocdstica). Se X é um processo predizivel e M é um Martingale

quadrado integravel, a integral estocastica

/ﬂ " X(s)dM(s)

¢ definida como o limite em probabilidade de

Ny
Z X(fﬂsk) (ﬁ/j(tn.kﬁ"i) - M(tn,k)) 3

k=0

onde 0 = lyg < ty1 < ... <ipn, =7 é uma partigio de [0,T] ¢ max I M

gnando n — 20,

Se M € um Martingale de variagdo limitada, o limite na definicdo de
integral estocdstica pode ser tomado com probabilidade 1 e a integral é uma integral de

Riemann-Sticltjes,

Definigao 8. Para t € I, definimos

Y{t) = /0 "X (s)dM(s) = /G " X (s)Loa(s)dM (s)

8.



Proposigao 1.
i1} O processo estocastico definido na Definicao 8 é um Martingale quadrado
integravel e
i
<Y>()= £ X*s)d < M; > (s).

t
i) SeY= L Xi(s)dMi(s), i=1,2, entdo

71
<Y, Yy> (1) = /ﬁ X Xa(s)d < My, My > ().
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APENDICE II

Apresentaremos aqui os programas feitos no pacote estatistico SOC,
para a simulacdo de um processo de Poisson ndo homogéneo e para o estimador de

Ramlav-Hansen {aft)).

As Tabelas 12 (a,b e ¢}, Tabelas 13 {a,b e ¢) e Tabelas 14 {a,b e ¢},
apresenfam as trajetdrias com os respectivos 1; gerados para tamanhos de amosira

rio= 10, 25 e B0,
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Programa 1, Simulacdo do Processo de Poisson néo Homogéneo

fune descobre ()

{ L)
1= 1;
enquanto( i <= nlin{&l)) {
se (&i[_1i,1] == &2) {
return(l);
} *
1= i+ o1;
}
return{Q);
¥
poigson=;
se (it) {
anote "Falta valor de T";
}

se {lw) |
anote "Falta valor de W";

}

1= 1;
J = 0;
1 = 1;

assuma sengnte=2,1345;
enguanto{i <= w) {
x=criarnd (1,1}

H
y = ~log(l - x};
3 =3 +Yy;
p = lambdai(3);
se {(p > t) {
j o= 0;
=i+ o1
H
ce {
if (1l == 1} {
amostra = {1 p};
}
else { :
amostra = {amostra , 1 p};
}
}
1= 1 4+ 1;
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eé (inverte==1} {
enguantof( 1 <= w) {

if (descobre(amostraf,1], i) ==

t1l = cata{amosgtra,l,i,"==¥)

ui = criarnd(nlin{ti),

1 = 1;
enquanto(l < nlin(tl)) {

) o

1}

se{uill,ll<= lambdaf{tif{l,2})/lambdas(ti[l,2})} {
se (!poisson)

poisson

pelisson

{i ti[1,21};

{poisson, 1 ti[{l,231};

anote "Nao existe valores para esta trajetoria“;

cc
}
1l =1+ %;
}
}
else {
}
i=3i+ 13
} 3
if {poisson) {
simula = {poisson };
grave simulaj;
}
else {
anote '"Wao existe valores para nenhuma trajetoria®;
}
se {
: simula = {amostra };

grave simulaj;

prine simula;

ilsson=;

wstra=;

Cs=simulal,2];

- n=nlin(s);

©tm=csoma (s) /n;

- i=1; sn 2=0;y

' enguanto {1 <=n){

: sn_2=gn 2+((s[i,1]~tm)}#2/(n~1);
Ci=i+l;
: )
s=sgrt(sn_2);
b=3.40%g*w#{-1/3);
inprime &;

inprime b;



Programa 2. Estimader de Ramlau-Hansen

éhc daescobre( )

Y

mguanto{ 1 <= nlin{&l)) {
2 (&1[_1,1]== &2} {
%turn(i);

Lo=_1 +1;

ﬁturn(ﬂ);

imula=lelia "simula®;
1; s=0;ntt=0;82=0;
quanto {i<= w } {
te=t)cont=1;
se {(descobre(simulal,1],1)==1} {
' ntt=ntt+1;
ti=cata(simulal,1 2],1,1,"==");
while{(cont <=11} {
5=0;52=0;
J=1;
while (3 <=nlin(ti))} {
s=s+k (tc, ti[j,2]) /b
s2=s2+{k{tc,til],2]
J=3+1;
by
se (lestimador) {
estimador={1 tec s 52 lambda(tc)};
}
oo
estimador={estimador,i tc s s2 lambda{tc}};
1
toe=to+delta;
cont=cont+1;

5#2)[b#2;

b
©o1=1+ly
}
ce {
anote "nac existe valor para trajetoria ";
¥
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func trajeto() {
Cini=m{&2-1) *&3+1;
_Fim=(&2%8&3);
fora=&1l[_ini: fim,1};
return{foraj;
¥
cont=cont-1;
mnl=criamat{cont,w,0)};
m2=criamat (cont,w, ) ;
vari=criamat{cont,w,0);
i=1; enguanto (1 <=ntt) {
mi{,i]l=trajeto{estimador{,3},1i,cont};
m2{,il=trajeto(estinader{,5},1,cont);
varl],i}=trajeto(estimador({,4],1i,cont);
i=i+1;
;
medial=Isomaf{ml) /ntt;
medlaz=lsoma(m2)/ntt;
varli=lsoma{varl) /ntt;
varl=sgrt(vari};
valor=estimadorfi:cont,2];
m_est={valor medial varl media2 };
grave m_est "a:graf" ("valor,medial,vari,media2");
imprime m_est;
m est=;
mi=;
ma=;
medial=;
medial=;
gatinador=;
valors=;



Tabela 12.a

Fungio intensidade o {t), n = 10, 25 e 50.

Trajeténa i Trajetoria T Trajatéria 75
1 0.0%48 7 0.1757 12 0.2047
1 0.1335 7 £.3541 12 04101
1 0.2065 7 5.3746 12 0.6704
1 02204 7 {.7859 12 0.6832
i 0.3742 ¥ 0.8822 12 g. 7982
1 0.43388 8 0.1072 12 0.9756
1 0.5269 B 0.1418 12 3.9908
1 0.5490 8 0.2836 13 0.2835
1 {.6371 ] 0.4821 13 0.7302
1 0.7751 8 £.4504 13 0.7744
1 0.5%14 8 0.5433 13 0.8222
1 0.9343 8 0.6450 13 0.9155%
1 0.994k 8 0.6534 13 £$.95851
2 0.0200 & 0.6739 i4 p.I28s
2 0.0407 5 0,7819 i4 03742
2 0.0695 & G.7910 14 0,2305
2 0.1229 g D.BOYV4 14 0.2404
2 0.25820 8 09500 14 0.3389
2 0.356% & {.9555 14 0.4346
2 0.3742 B 03.9750 14 0.5025
P 0.34987 8 0.9863 14 2.5251
2 0.4536 9 3.0743 15 0.4006
2 0.9509 9 0.0933 15 4.5801
3 Q.0432 b 0.3454 15 0.6228
3 (1.3808 g 0.3634 15 5.9280
3 £.4702 g 0.5809 15 2.3450
3 0.4923 g 0.6967 15 0.49528
3 0.91172 E (0.7030 16 0.0626
4 0.0457 & 0.7319 16 0.0673
4 0.0958 9 04268 16 0,072
4 0.1001 g 0.9151 16 G113
4 3.2450 9 {.9585 16 $.132%
4 0.55808 10 0.0965 16 0.1819
4 0.6580 10 0.2543 16 0.2776
4 0.73%4 10 0.3530 16 0,444
4 0.9018 10 0.3658 16 0.52%4
5 0.1785 10 0.4344 i 0.5464
5 0.2122 10 (4.5386 16 0.5978
& 0.2713 i 0.6021 16, 0.6446
5 0.2925 10 0.6086 16 0.7340
& 0.3026 i (.8708 1% 0.7381
5 0.3935 10 0.9167 16 0.9257
5 .5054 10 0.9370 17 ¢.0453
5 0.5681 11 0.0083 17 0.1406
B 0.164% 11 0,2572 i7 0.3542
6 Q.3715 i1 0.3209 i7 0.4404
G 0.2988 i1 {4812 17 0.4828
& 0.7462 11 0.6649 17 0.6889
) 0.8221 11 (.684% 17 G.699%
5 (.8313 i1 06932 17 Q.7505
7 0.9601 11 0.5182 17 0.2023
7 0.1445 12 0.1771 17 {.8666




Tabela 12.b Funcio intensidade oy (2}, n = 10, 25 ¢ 50

Trajetéria T Trajetdria 5 Trajetdria i
17 0.9732 23 £0.2393 28 ¢.4443
18 0.0360 23 3.243% 29 2.6215
18 0.1067 23 0.3989 28 (L6708
18 0.5808 23 85321 2% 0.6781
14 06679 23 0.9527 2% 0.8661
13 0.7077 24 0.0077 29 0.8728
18 {3.7446 24 0.1651 29 0.95%;
19 0.0620 24 0.1763 30 0.1067
19 4.1208 24 0.2338 30 £.136%
19 0.2361 24 ,6609 30 (.2234
19 02543 24 0.6654 30 0.3818
149 0.3082 24 3.8491 3¢ 0.5034
19 0.4302 24 0.9809 30 0.6191
19 0.4538 24 0.9866 30 0.7847
1% 0.5857 25 0.0955 30 0.9640
14 0.7581 25 (.2291 3 G.3248
20 0.0387 25 §.3216 31 0.4565
ject) G.0780 25 0.3438 31 {.4882
0 0.1063 25 0.3686 31 0.5449
2Q 0.1115 25 0.4027 32 0.064%
20 0.341% 25 0.432¢9 32 00712
20 01937 P 0.5700 32 .1053
20 0.2211 25 0.5754 az 3.4588
20 0.3549 25 0.7014 32 .57
it 0.5052 25 0.8207 32 0.6424
20 0.6543 26 0.0681 32 0.6442
24 £.8481 26 {.133% 32 0.6466
il 0.8233 25 0.4352 32 0. 7237
21 0.0326 26 0.4398 33 0.1034
21 0.3330 26 0.5022 i3 0.1533
21 0,381 26 08507 33 0.3233
21 0.4264 25 (0.8999 33 0.4314
21 3,4420 27 0.2425 33 0.44913
21 0.6211 27 3.3140 33 25011
21 0,691 2 0.3385 33 0.6519
21 0.6996 27 0.6658 33 0.659%
2t 0.7821 27 0.7004 33 0.7392
21 0.7859 28 0.1239 33 0.8370
z1 0.8323 28 0.2119 34 0.0359
21 .8697 28 0.2234 34 0.58605
21 0.9205 28 0.2863 34 0.7186
21 0.5542 28 0.3568 34 0.8007
22 0.0935% 28 0.4438 34 $.9306
22 0.175%2 28 0.5297 35 0.0269
¥ 0.5528 28 $.9838 35 0.0346
22 0.6070 28 0.0124 35 0.31133
a2 06714 29 0.073% 35 0.2245
22 .8830 249 0,2450 35 0.2625
23 £.99491 29 0.2839 35 0.2756
23 2.0501 et 0.3063 35 0.277%
23 0.1647 29 (,3985 3s (.3699
23 0,225% 29 0.4233 35 (.4498
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Tabela 12.c Funcio intensidade a;{t}, n = 10, 25 ¢ 50.

Trajetdria ” Trajetdria 7 Trajetédria ™
35 2.5095 39 0.659% 44 0.6465
35 0.5206 39 {.6637 44 Q912
35 0.5370 39 0.6845 45 0.0132
35 0.8602 39 0.6953 45 £.0701
35 02950 39 0.8295 45 0.1147
35 0.9452 39 0.8599 45 £.3025
36 3.0190 40 0.1744 45 0.3050
36 (.0385 40 0.2239 46 8.1657
ki 0.1373 40 02782 46 0.2112
38 0.1454 A0 0.2879 48 0.2202
36 0.2310 40 0.3292 46 0.2540
36 0.2443 40 0.4064 46 0.3782
38 0.2880 40 0.6507 4G Q.7707
38 0.3647 40 0.6559 465 Q.7797
36 0. 4678 40 07765 47 0.0242
36 0.4685 40 0.8671 47 0.2827
36 0.4828 40 0.8995 47 0.6045
36 0.54349 41 0.0137 47 (.6267
36 0.5661 41 0.0449 47 0.6254
36 0.7879 41 0.2143 47 $.B679
36 0.8063 41 0.3229 47 0.9627
38 0.49845 41 0.4199 48 {.1368
36 D.9847 41 0.5946 48 2.1571
37 (Q.2590 41 0.6084 48 0.2005
37 0.2989 41 (.7253 43 04144
37 0.3644 41 08,7933 48 0.5794
37 04115 41 {2.B855 48 Q.5980
37 0.4326 42 0,174 48 0.6061
37 0.5366 42 0.1907v 48 G.6711
37 3.6148 42 05273 48 07016
37 }.65828 42 0.5741 49 00321
37 0.897% 42 0.9199 49 01709
38 0.0014 42 0.9251 49 G.1807
38 0.G315% 42 0.9994 46 0.2658
35 0.1473 43 0.0264 49 0.3510
38 0.1782 43 (0.1838 44 0.4607
38 0.3629 43 0.2874 49 4735
38 $.4783 43 0.30449 49 0.4984
38 0.6857 43 0,326 49 0.5875
3B 0.7848 43 0.3842 45 0.7258
35 0.8084 43 0.3995 49 0.8212
38 0.9118 43 0.4563 49 0.9575
39 3.0280 43 0.4658 50 0.0583
3% 0.2412 43 0.6628 50 0.1542
34 13165 43 9.6788 50 0.3212
39 0.4175 43 0.6927 50 0.4958
3% 0.4575 43 0.83113 50 0.6925
39 0.4672 43 (.8278 50 07508
1+ 0.5138 44 0.0308 50 3.8085
39 0.5269 44 0.0515% 50 3.8163
39 0.57%6 44 0.4582 50 0.9436
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Tabela 13.a

Fungéo intensidade op{t}, n = 10, 25 ¢ 50.

Trajetéria T Trajetdria T Trajerénia T
1 0.1188 7 0.2194 12 0.2561
1 0.1668 7 0.557¢ 12 0.351%
1 (.25258 7 06738 12 0.4904
1 0.2654 8 0.0417 12 0.4954
1 0.4357 g 0.2040 12 0.5237
1 05013 8 (3.4092 13 {.0366
1 0.5873 8 04173 13 0751
1 0.6081 8 £.4677 13 0.1478
1 0.6883 & .5603 13 0.1765
1 .8058 & 0.5677 13 0.2419
1 08938 8 0.5857 13 $.4026
1 0.5208 8 0.5763 13 0.4569
2 0.0387 8 0.6837 13 05217
2 0.0522 8 0.6870 13 0.5329
2 0.0884 8 0.8064 i3 0.6406G
2 0.1540 & 0.81i04 13 0.739%2
2 0.3373 & 0.8246 13 0.8058
2 04177 g 0.8328 14 $.4629
2 0.4357 8 0.8414 14 26368
Z 0.4610 9 G.2318 14 0.67585
2 0.5163 9 .3065 14 0.9250
¥ 0.9420 g 0,517 14 0.9377
3 0.37586 9 06218 15 0.0799
3 04771 ] 0.6277 15 £.0858
3 0.4987 G 0.6521 15 0.0%16
3 0.8570 9 6.7318 i5 0.1409
4 0.0625 9 0.797% 15 0.1656
4 0.0677 k] 0.8304 15 (3.2006
4 0.2410 18 £.1847 15 {3.3324
4 3.5789 0 0.2916 15 05120
4 0.6481 14 0.3050 15 {.5896
4 87177 10 0.4246 15 0.6056
4 0.8462 10 04764 15 0.65303
|3 0.G390 10 0,8350 15 0.6943
5 3.1054 10 0.5408 15 07718
5 {.1283 14 0.7598 15 07752
5 0.1357 pas] 0.7947 16 G.0581
5 02408 19 (.8049 16 0.1753
& 3.3467 10 0,6038 16 0.4148
5 0.4088 11 G.0696 16 4,503
& 8.7548 11 0.233% 16 0.5450
& 0.029% 11 0.4029 18 (.7335
& (.4562 11 1,4203 16 0.7426
& .5179 1l 0.4274 is 0.7556
& 05252 11 06079 16 $.8278
! 0.6230 11 0.7022 16 0.8785
[} £8.8174 11 0.9206 16 #.9583
7 (.1980 12 0.2450 17 0.0882




Tabela 13.b  Funcio intensidade ay(t), n = 10, 25 e 50.

Trajerdria T Trajetdria Ti Trajetdria T
17 0.5913 23 0.0160 28 .5319
T 0.6651 23 0.2043 29 04328
17 0.7034 23 0.2175 28 0.1338
18 0.0782 23 0.2836 29 £8.3056
18 0.1515 23 0.7093 29 QA426T
18 0.2862 23 06.7132 A 0.5342
18 0.3508 23 0.8642 29 Q.67585
18 0.3658 23 2.9639 30 0.3890
18 0.4830 24 01208 30 0.5192
18 (.5165 24 0.2783 30 0.5482
18 0,6420 24 0.3802 31 0.0828
18 (.7918 24 2.403% 3t 0.0906
19 £.0443 24 0.4299 K} 01327
14 0.0841 24 0.4651 31 0.5214
19 0.0904 24 4.4956 a1 .6362
19 0.1270 24 0.6276 31 £.6930
19 0.1879 24 3.6363 3 0.6946
19 0.2194 24 0.7442 a1 C.E967
19 0.3657 25 0.0868 32 £.1304
14 0.5168 25 0.1672 32 $.1911
19 0.6537 25 0.4979 32 9.380
14 0.8143 25 0.5026 a2 G.4541
1% 0.8711 25 0.5636 32 0.5532
20 0.3504 25 0.8662 32 (L5627
20 G.35809 26 0.2934 32 0.7034
20 0.4471 20 03741 32 0.7084
24 0.4627 26 0.3682 32 07761
20 0.6321 % 0.713% 33 0.0500
20 0.6973 26 3.7434 33 Q.6187
20 D007 27 0.1035 33 0.7589
20 0.7685 Vi 0.1166 33 0.8261
20 Q7726 27 0.1867 33 09276
20 G.8097 7 0.2623 34 0.009%%
0 (.838% 27 0.3513 34 0.1017
20 0.8775 i 0.4346 kE) 0.2383
20 0.9024 27 0.8108 34 0.2816
21 00879 28 Q0780 34 0.255%
21 0.45334 28 0.2847 34 02971
21 0.5431 -1 0.3233 34 0.3966
21 0.6002 28 0.3477 34 0.4778
21 0.7728 28 0.4447 34 4.5206
21 .8587 28 0.4699 34 9.535%
22 4.1396 8 0.4309 34 0.5466
22 0.2099 28 0.6584 34 2.5621
22 02258 28 0.7019 34 0.8388
22 £0.2308 28 0.7082 34 0.8686
22 £.3970 28 0.8620 34 0,903)
2 0.5280 28 0.8673 34 0.9570
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Tabela 13.¢ Fungio intensidade as{t}, n = 10, 25 e 50.

Trajetdria o] Trajetéria Ty Trajetdria Ti
15 D.1218 39 0.1284 44 0.3063
30 01363 g 01730 44 0.4356
35 0,2310 39 0.253% 44 0.8022
35 D.24060 39 (.4851 45 0.9312
35 0.2944 39 0.48G6 45 0.3381
a5 0.3764 39 0.5916 45 0.6561
35 0.4808 39 08,6636 45 0.6791
35 0.4815 39 0.6884 45 0.6806
35 0.4954 39 0.8111 45 0.8795
35 0.5538 39 0.5288 46 0.3743
35 0.5653 40 2.1181 46 0.24317
35 0.7667 40 Q2150 46 0.2461
38 0.7516 40 2.3866 45 Q4770
35 09170 40 1.3951 46 0.6362
35 0.8172 40 3.5010 46 06532
36 0.03434 40 0.5571 46 0,5605
a6 0.113& 40 0.6295 46 0.7181
36 0.1621 41 0.0226 &7 G.0414
36 31834 41 0.3759 47 0.2112
36 0.2845 41 0.4196 47 G222t
36 (3.3565 41 Q7073 47 0, 3184
36 0.3456 41 07112 47 0.4531
37 0.0019 41 0.7654 47 0.5233
14 03.0405 41 0.7674 47 D.5358
37 0.1832 42 0.1053 47 {.5600
37 02158 42 0.1244 47 0.6437
37 0.4240 42 3.1434 47 $.T6R3
3T 0.5408 42 0.2082 47 0.9200
37 0.7308 42 0.2239 45 0.0752
a7 0.8137 42 0.2811 48 0.1913%
a7 0.8327 &2 0.2902 45 0.3798
38 0.036]1 42 0.4733 48 0.5604
38 0.2919 42 0.4869 48 0.7365
38 0.3747 42 0.4585% 48 00,7558
38 0.4501 42 0.5671 48 0.8331
38 0.5201 42 2.6103 48 0.829%
38 0.5248 42 {3.7487 45 0.1282
38 00,5748 42 0.7894 4G 0.3875
a8 05873 42 0.8156 4% 0.3887
38 D,6365 43 0.2151 4G 0.5591
35 0.7084 43 0.3370 49 0574
38 0.7117 43 0.3540 49 0.8510
35 0.7297 43 0.4262 50 4.0181
38 0.7391 43 0.4811 50 0.0410
38 8.8445 43 0.6966 50 0.4472
38 0.9040 44 0.,2051 50 0.5085
et 0.05870 44 0.2579 50 0.6020
39 01179 &4 0.2681 50 0.8654
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Tabela 14,2 Fungdo intensidade as(t), n = 10, 25 e 50.

Trajetoria i Trajetdria i Trajetéria i
1 0.1198 7 0.2194 12 02,2561
1 0.1668 7 0.5979 12 0.3519
1 0.2525 7 0.6738 12 0.4904
1 0.2684 8 0.0417 12 §.4984
1 0.4357 B 0.2040 12 £.5237
1 0.5013 8 0.40092 13 £.0366
1 0.5873 8 0.4173 13 0.0751
1 2.6081 8 0.4677 13 0.1478
1 0.6883 8 {3.5603 13 01765
1 0.8058 B 0.5677 13 {.2419
1 0.83%8 -3 0.5857 13 .4026
1 3.9238 8 0.6763 13 £.4569
2 0.0387 a 06837 13 0.5217
Z 0.0522 8 Q.6970 13 0.5329
2 3.0884 a8 0.5064 13 . 6406
2 3.1540 ] 0.8104 13 .7392
P 0.3573 g8 0.8246 13 £.8058
2 (3.4377 & 0.5328 14 2.4679
2 0.4357 8 0.8914 14 3.6368
2 3.4610 g 0.2918 14 2.6758%
2 3.5163 g 0.3065 14 £.9250
? 0.8420 3 {.5197 14 0.9377
3 0.3756 g 0.6219 15 0.0799
3 0.4771 g Q6277 15 0.0858
3 04987 g 0.6521 15 0.0916
3 0.8570 9 0.7318 1% 3.1409
4 0.082% o 0.7978 15 B3.1856
4 00677 g 0.8304 15 5.2006
4 0.2410 10 0.1847 15 0.3324
4 0.5789 10 D.2916 15 0.5120
4 3,6481 10 0.3050 15 0,589%
4 Q7177 10 0.4246 15 03,6056
4 0.5468 10 0.4764 15 0.6530
5 0.0320 1D 0.535Q 15 0.6949
g5 0.1054 16 02.5409 15 0.7718
5 0.1288 10 0.7598 15 D.7752
4 0.1397 10 0.7947 16 0.0881
5 0.2408 1Q 0.809Y 16 0.17583
4 {1.3467 10 0.9038 1% 3.4148
i} 0,4058 193 0.06596 16 1.5031
5 0. 7598 11 0.2335 16 00,5450
& 0.0299 11 0.4029 16 0.7335
3] 0.4562 11 0.4203 16 0.7429
6 0.5179 13 0.4274 16 0.7856
[§] 0.5252 11 0.6079 i6 0.8278
=] 0.6230 il 0.7022 & 0.8785
& 0.83174 11 0.9206 16 0.9583
7 0.1880 12 3.2450 17 0.0882

89.




Tabela 14.b Fungio intensidade as(t), n = 10, 25 e 30.

Trajetoria 7 Trajetdria Ti Trajetéria T
17 0.5813 23 0.0100 28 0.9315
17 0.6691 23 0.2043 28 0.0328
17 0.7024 23 02175 25 0.1338
i8 0.0792 23 (.2836 29 0.3056
18 .151% 23 0.7093 29 0.4367
18 0.2862 3 0.7132 29 0.5342
13 0.3508 23 0.5649 9 £.6755
14 0.3658 23 (1.95639 30 0.389
18 0.4930 24 0.1206 30 0.5197
18 0.5185 24 0.2783 3o 0.5482
18 0.6420 24 0.3802 i 0.0828
15 0.7918 24 0.403% 3t 0.0906
1% 0.04593 24 0.4299 31 G133
19 0.a241 24 0.46R1 31 0.5214
19 0.0%04 24 0.4558 31 0.6362
19 0.1270 24 0.6276 31 0.6930
19 0.1879 24 0.6363 31 0.6946
19 0.2194 24 0.7442 31 0.6967
18 0.3657 %5 0.0868 32 0.1304
14 05162 25 0.1672 32 9.1911
14 0.6537 25 0.4579 32 g.3821
19 0.8143 25 0.5026 32 0.4941
19 .8711 25 0.5636 32 0.5532
20 0.3504 25 0.8662 32 05627
0 (.3809 26 0.7834 32 0.7014
20 0.4471 26 0.3721 32 8.7084
20 04637 26 0.3982 32 0.7761
20 0.6321 26 0.7135 23 0.6500
20 0.6973 26 0,7434 a3 0.6187
20 Q.7007 27 2.1038 31 0.758%
20 0.76495 27 01168 33 0.8261
20 0.7726 27 0.1867 33 0.9270
0 0.8097 27 0.2623 34 0.009%
20 0.8389 27 0.3513 34 0.1877
20 0.8775% 27 (.4346 34 0.2383
20 £.9024 27 0.8108 34 {.2810
21 0.0979 28 0.0780 34 3.295%
21 0.4934 28 0.2847 34 8,281
| 0.5431 28 0.3233 34 0.3966
21 0.6002 28 0.3477 34 0.4778
21 07728 28 (4447 34 0.5206
21 0.8587 i 0.4699 34 0.5359
2 0.1396 28 0.4509 34 0.5466
22 0.20599 28 0.6584 34 0.5621
22 0.2255 28 8.7019 34 0.5388
22 0.2308 28 0.7082 34 0.8686
a2 0.35970 28 0.8620 34 4.9031
22 0.5280 28 0.8673 34 0.9570
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Tabela 14.c Fungdo intensidade as(t), n = 10, 25 e 50.

Trajetéria ¥ Trajetdria ¥ Trajetéria £
35 0,1218 39 0.1284 44 0.3063
35 0.1353 39 0.1730 44 3.4399
35 02310 39 0.2535 44 0.8027
35 02460 39 0.4851 45 0.0312
35 0.2044 39 0.4836 45 0.3381
35 D.3764 39 0.5916 45 0.6341
35 0.4808 g 4.6636 45 0.6749%
35 0.4815 ki 0.6884 45 £.63806
35 0,4954 39 0.8111 45 {8795
35 (.5538 349 0.8288 46 0.1743
35 0.5653 40 0.1181 48 Q24317
15 0.7667 40 02150 45 0.2461
35 07816 43 $.3866 46 0.4770
38 3.9170 40 0.3991 46 0.6362
35 0.9172 40 0.50190 46 0.6532
36 0.0439 40 0.5571 46 0.6605
i) 0.1136 40 (3.6295 46 0.7181
36 0.1621 4% B.0226 47 0.0414
36 0.1834 41 0.3759 47 0.2112
et 0.2848 41 0.4196 47 0.2227
36 1.3565 41 0.7073 47 0.3184
36 0.3958 4] 8.7112 47 0.4531
37 0.0019 41 0.7654 47 6.5233
37 0.0405 41 0.7674 47 $.5358
37 0.1832 42 .1053 47 2.5600
37 2.2198 42 0,1244 47 0.6437
37 0.4240 42 0.1434 47 0.7683
37 0.5405 42 (.2082 47 0.9200
57 0.7308 47 0.223% 48 0.0752
ar {.8137 42 B8.2811 48 0.191%
37 08327 42 0.2602 48 £.3798
38 3.0361 ¥ 0.4731 48 0.5604
38 0.2919 42 0.4869 48 0.7366
38 Q.3747 42 2.4059 43 0.7858
38 0.4801 43 0.5871 43 0.8331
38 0.5201 42 B0.6103 48 0.83%0
38 0.5248 42 07467 49 0.1262
28 D.5748 42 0.7854 49 (1.3875
338 0.5R873 42 0.8156 49 {0.3887
38 {16365 43 0.2151 49 8,559
38 0.7084 43 0.3370 45 0.5704
38 0.7117 43 0.3540 45 0.8510
3& 0.7297 43 0.4262 50 00181
38 0.7391 43 0.4811 jils] 0.0410
38 3.8495 43 0.6966 50 04872
35 £.9040 44 0.2051 50 G,5085
35 0.05870 44 0.2579 50 0.6320
39 0.117g 44 0.2681 50 0.8654
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