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1 CAPITULO 1

1.1 Introducao

Seja o modelo de regressdo linear simples:

y = X8 + ¢

onde

y é o vetor n X 1 de variaveis resposta

X é a matriz n X p de variaveis preditoras

3 é o vetor p x 1 de parametros do modelo

¢ é o vetor erro nx1, onde E( e ) =0e Var( e) = oL

Este tipo de ajuste é bastante utilizado na pratica e uma ma-
neira de encontrarmos o vetor de parametros estimados do modelo é através
da utilizacio do método dos quadrados minimos.

O método dos quadrados minimos foi primeiramente proposto
como um procedimento algébrico por Legendre em 1805 e mais tarde como
um procedemento estatistico por Gauss em 1809, a partir disto sen uso foi
difundido nas dreas de analise de dados estatisticos e hoje é um dos métodos
mais conhecidos e utilizados.

Quando o posto da matriz do modelo de regressio é completa,
ou seja, o posto de X ¢ igual p, com a utilizagdo do método dos quadrados
minimos podemos encontrar um estimador linear nao viciado de variancia
minima entre todos os estimadores lineares nao viciados. Mas quando o pos-
to da matriz do modelo X é menor do que p, ndo é possivel o calculo de
todos os coeficientes de regressio a partir das observagoes , ou quando a ma-
triz do modelo de regressdo X ¢é mal condicionada pequenas mudangas nos
valores desta matriz ou no vetor de variaveis resposta pode causar uma gran-
de mudanga no vetor de parametros estimados. Estas pequenas mudancas
sdo frequentes na pratica ji que ao fazermos os calculos necessarios para a
obtencao dos parametros estimados em microcomputadores estaremos sujei-
tos a erros de arredondamento e truncamento, e além destes tipos de erros



podemos ter também erros de medida ao coletar os dados.

Quando o posto da matriz do modelo de regressio é menor
do que p, mostraremos que através da inclusao de determinadas linhas de
observagoes se torna possivel o calculo de todos os coeficientes de regressio.
Quando a matriz € mal condicionada, uma das maneiras de resolvermos es-
te problema é através da selegao de variavels a ser utilizada no modelo, ou
seja, se tivermos alguma variavel que nao seja significante podemos retira-la
do modelo. Mas na pratica existem varidvels que apesar do teste estatistico
indicar que elas ndo sao significantes, sdo varidveis importantes para o pes-
quisador e que nao podem ser omitidos do modelo, ou seja , é necesséario
um procedimento que nao omita estas varidveis e que ao mesmo tempo nio
haja grandes mudancas nos valores dos parametros estimados quando ocorre
pequenas perturbacdes nas obsevag oes.

Sabemos que quando uma matriz é mal condicionada o nimero
de condi¢ao desta matriz é grande, e o nimero de condigao depende da norma
utilizada. Utilizaremos aqui a norma definida como: || X || = maz|y | = 1
| Xy || para o célculo do nimero de condi¢do da matriz do modelo X. Neste
caso o niimero de condigéo vai ser grande quando o menor auto-valor de XTX
for pequeno em relacio ao maior auto-valor de XTX e mostramos que com a
inclusdo de determinadas linhas de observag¢oes podemos aumentar os valores
dos auto-valores de XTX que sdo pequenos em relagio ao maior auto-valor
de XTX sem alterar o valor do major auto-valor de XTX, fazendo com que
diminua o mimero de condigio de X e assim a matriz ficara bem condiciona-
da. Mostramos também que a variancia dos parametros estimados dependem
dos auto-valores de XTX, e que quanto menor o auto-valor de XTX maior
pode ser a variancia dos parametros estimados. Assim aumentando-se os
valores dos auto-valores pequenos em relagdo ao maior auto-valor os valores
das variancias dos parametros estimados podem diminuir.

Geometricamente, se colocarmos a matriz X T X na forma qua-
dratica obteremos uma elipsdide e quando temos algum auto-valor pequeno
em relagio ao maior auto-valor significa que temos eixos pequenocs em relagao
a0 maior eixo. Suponha que estejamos trabalhando com duas varidveis, ou
seja a elipse se encontra em wm plano e que o primeiro auto-valor seja muito
pequeno em relacdo ao segundo auto-valor. Teremos entdo uma elipse bas-
tante achatada.
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Neste caso seria como se estivéssemos trabalhando em uma reta
ao invés de estarmos trabalhando em um plano. Assim queremos aumentar
o tamanho do menor eixo, fazendo com que esta figura se aproxime de uma
circunferéncia, ou seja, queremos aumentar o valor do primeiro auto-valor
que é pequeno em relagdo ao scgundo auto-valor.

Assim supondo que todas as variaveis sao importantes, ou se-
ja, ndo queremos descartar nenhuma das varidveis, estudamos uma maneira
de melhorar a condigio da matriz do modelo de regressio através da inclusio
de novas linhas de observagoes.

Um resumo desta dissertagio é o seguinte.

O capitulo 1 foi dividido em 3 secdes, onde na primeira segéo fi-
zemos um revisio geral sobre o conceito de projetor e projetor ortogonal, a fim
de que pudéssemos apresentar uma melhor visao e entendimento do problema
e solugdo do ajuste por quadrados minimos. Na segunda segao é apresentado
o conceito de decomposi¢io em valores singulares e algumas propriedades
de matrizes com a utilizacio desta, relacionando-os com auto-valores e auto-
vetores da matriz. Este conceito serd bastante utilizado posteriormente a fim
de que possamos estudar o problema de mal condicionamento da matriz do
modelo de regressao X, como isto afeta os estimadores de quadrados minimos
encontrados para o ajuste do modelo e encontrar uma possivel solugdo para
este problema. Na terceira secao, definiremos a inversa de Moore Penrose e
algumas propriedades sobre esta serdo apresentadas, sendo que esta inversa
¢ lnica e nos apresenta a methor solugdo de quadrados minimos quando o
posto de X ¢€ menor do que p.

No capitulo 2, discutiremos o problema e a solugdo por qua-
drados minimos com a utilizacio dos conceito introduzidos no capitulo 1.



No capitulo 3, colocaremos o problema de mal condicionamen-
to da matriz de variaveis preditoras X, quando isto ocorre , a sua consequen-
cia ¢ como poderia ser resolvido este problema. Assim como o desenvolvi-
mento de um meétodo recursivo para a solugdo proposta e a apresentagao de
duas matrizes mal condicionadas para exemplificar o método proposto, sendo
que a primeira matriz é constituido de dados ficticios € a segunda matriz é
constituido de dados reais retirado do artigo "An appraisal of least squares
programs for the electronic computer from the point of view of the user”
de James W. Longley e Silver Spring o qual é bastante citado na literatura
quando se trata de problemas relacionados com o mal condicionamento da
matriz.



2 CAPITULO II

2.1 Projetores

Nesta secdo desenvolveremos o conceito de operador projecao
e cormno estes podem estar relacionados a decomposi¢io de soma direta assim
como a relagao com maitrizes idempotentes.

Dizemos que um espago linear & € a soma direta dos subes-
pagos Iy e Oy, e denotaremos ¥ = &y @ QY se, e somente se, as seguintes
condig¢oes forem satisfeitas.

(1)S1 € FeSy C Ty

(ii) para cada x € §, existeum x1 € T3 eXz € I tal que:
X=X1 + X2 ¢€;

(iii)sex € Qrex€ Jpentaox =0

Observe que a condigio (iii) € analogo a dizermos que Sy e G

sio virtualmente disjuntas, ou seja, &3 M Sy consiste somente do vetor nulo,
o que implicara que a resolugido descrito em (ii) é unica. Pois, dado que:

XET e x=X1 + X2 =¥y1+ y2,

onde,
X1,¥1 € U1 e X2,¥2 € Ty,
entao
— Cx Cx
X1 — Y1 = Y2 — Xg,ecomoXy — Y1 € 1 e Y2 — Xz € U2,

por (iii) implica que :

Y1 = X1 ¢ Y2 = Xz U



Se ¥ = Oy @ Iy diremos que &y e S, sho complementares,
ou 3y é complemento de J;, ou I, é complemento de 3. Se tivermos que
< x,y > = 0 (produto interno de x e y ) para todo x € &1 ey € S
entdo dizemos que ¥y é complemento ortogonal de &, ou g é complemento
ortogonal de 3.

DEFINIGAO 2.1 Projetor : Considere um vetor arbitrériox € § = Sy
DS esefax = X1 + Xo,talquexy € §; e x2 € g, onde Xy € Xg
sdo unicos. O mapeamento P : X — Xy € chamado projetor de § em &
na diregdo de 3y

TEOREMA 2.1 Um operador linear P € um projetor se e somente se P é
idempotente, ou seja, P2 = P.

Prova:

( = ) Seja & um espago linear, tal que & = Sy @ Sz e P um proje-
tor de & em ¥y na direcao de Sz . Entao para todo x3 € <y temos que
P (x1 ) = X1 e para todo x2 € ¥, temos que P ( x2 ) = 0. Entao para
cadax € §,x =x1 + Xg e por (iii) é tinico. E portanto:
P?(x) =P (P(x1+x2)) =P(P(x1)+ P(x2)) =
=P(x1)=x1=P(x)

(< )Sejax € FYonde Fy =Im( P ) (imagem de P ), Ty =
Ker(P) (Kernell de P) e x;y = P ( x ). Entdo se P? = P, temos que:

P(x1) =P(P(x)) =P (x)=P(x) = x1.
Seja x2 = X - x3. Entéo :
P(x2)=P(x-x1)=P(x)-P(x1) =x1 —x1 =0
Entdo x = x3 + xzondex; € Im (P )exz € K (P ). Claramente

Im(P)}NK (P )=0eportanto P ¢ um projetor de ¥ em 3 na diregéo
de %2D.
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Fig 1.1

No caso onde I é o plano real a Fig 1.1 indica a interpretagédo
destas palavras.

COROLARIO 2.1 Se P € 0 projetor de ¥ em S na diregio de Sy , entdo
I-P € o projetor de & em Sy na diregdo de 5.

Prova:
Como: _
(I -P)? =1-292P + P2 ¢P2 =P
(I-P)y =(I-P)

e portanto I - P é idempotente € I - P € projetor.Agora se P é um projetor
de ¥ em & na direcéo de $9 , temos que:

Px = x;
e portanto
(I - P)x =x — Px =31 + %2 — X1 = X3
ou seja { I - P } é um projetor de & em ¥y na diregao de ;0.
TEOREMA 2.2 Se P ¢ idempotente, entdo:

a)-Im(1-P)=K(P)
B-K(1-P)=1In(P)



Prova;

a)-Se x € Im(I- P ), entdo existe um y € C (onde C é um espago linear)
tal que x = ( I- P )y.Entéo:

H

Px = P(I -P )y =Py - P’y =Py — Py =0

E portanto,

Im(I -P)C K(P)
Agorasex € K { P ), entio Px = 0 e portanto

(I - P)x = x — Px = x
ousejax € Im(I-P ), e temos que:

K(P)C Im(I-P)O
b)- Sex € K (I-P),entao

(I - Pix =0

x = Px

e portanto
K(I-P)C Im(P)

Agora se X € Im( P ), entdo existe um y € C, tal que Py = x.
Entao,

(I —-P)x = (I - P)Py = Py — P’y =Py — Py =0

E portanto,
Im(P)C K(I - P)O

TEOREMA 2.3 Se P ¢ idempotente, entao C = K (P ) & Im( P ).

Prova:
O axioma (i) é certamente satisfeito. Agora para qualquer x € C podemos
escrever X = X3 + Xgondex; = (I — P )xexe =Px, pois x=x3 + X2

=(I-P)x+Px=x-Px+ Px=x Entaoxy € Im(I-P)epeloitem
(a) do Teorema 1.2, x73 € K (P ) e x2 € Im{ P ) € portanto o axioma (ii) é
satisfeito. Se x € K( P ) e x € Im( P ) entao pelo item (b) do teorema 1.2
(I-P)x=0ePx=0.FE portanto x = 0 ¢ o axioma {iii) é satisfeito. O
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DEFINIQ;XO 2.2 Seja & um espage linear com produto interno. Para um
subespago 3y qualquer, denotaremos por ST o complemento ortogonal de Sy,

entio & = Iy B i, ou seja todox € S pode ser expresso unicamente

como X =Xy + Xg, ondex; € B exg € S, A correspondéncia
P : x — x5 € uma transformacgdo linear de &, o qual é chamado proje¢do

ortogonal de I sobre .

TEOREMA 2.4 Se P € um projetor ortogonal de & em Iy , entdo (I -
P ) ¢ um projetor ortogonal de & em 7.

Prova: Analogo ao coroldrio 1.1.

TEOREMA 2.5 Seja P um projetor ortogonal de S em ¥y. Entdo P2
=P ¢ PT = P, onde PT ¢ o transposto de P. Reciprocamente qualquer
transformacgdo linear P com estas propriedades € um projetor ortogonal em
algum subespago.

Prova:
(I)- Se P é um projetor ortogonal de & em <y entio P2 = P ¢ PT =
P.

A primeira parte pode ser obtida através do teorema -2.1. A-
goracomo Px € S e(I-Plye O Vx,ye $, temos que
< (I-Ply,Px) >=0Vx,ye ¥,ouseja, < PT(I -P)y, x >
=0VYx,y € & Entao,

PT(I-P)y=0, VyegS
= PI(I-P)=0
= PY =pTp

€ comno,

P = (PT)T = (PTP)T = PTP = PT

e portanto

PT = p
(I1)-Se P = P2 ¢ PT = P entio P é um projetor ortogonal.

11



Seja ¥1 o conjunto de todos os vetores x1 , tal que Px = x3
para algum X € 3. Pelo Teorema -2.1 , se P2 = P,

Pxi =x1 ,V x3 €

Pxsa = 0 , VX = x — x1

Queremos mostrar que para todo x € <, x = x7 + X2, onde
x1 € S exy € 8. Como,

< Px, xo > = (Px)sz - xTpTx,

€ POor suposi¢ao
PT =P
< Px, x3 >= xTsz =0
Vx € &, Vxg = x — X1

e portanto,

Xo £ %f’ O
TEOREMA 2.6 Seja P um projetor ortogonal de § em . Entdo, || v |2
20 P(y) llo,Vy € S, ondefj |2 = norma Fuclidiana. (apéndice A,
definicdo A.2)

Prova:
Temos que:
Ol Py Z20,Vye S,

entao

| Py |2=< Py, Py >= y PPy =
= yTP2y = yTPy =< Py, y >> 0

D (I -P)y {32 0,Vye S,
entao

f(I-Ply lz=<(I-Ply,(I-Ply>=



=y (I-P)Y(I1-Py=y"(I1-PPy-=
=y (I-P)y=<(I-Ply,y >20
Agora ,
Iy {1z - I Py 3=
=<y,y > < Py, Py >=0
=<y,y>—-< Py,y >2>"y

e portanto
Py o<y [z 0

2.2 Decomposicao em Valores Singulares

TEOREMA 2.7 Decomposigio em Valores Singulares: Seja Amyn uma
matriz com m linhas e n colunas, e de posto r. FEnido existe wma matriz
ortogonal Pimym (apéndice B) , uma matriz ortogonal Qnun € uma matriz
diagonal Dinyn , tal que:

PTAQ = D ou A = PDQT

onde D € uma matriz nula exceto na diegonal oy, . . ., 0. que sdo os valores
singulares de A.

Antes de provarmos o teorema, apresentaremos alguns resultados que serdo
utilizados.

1)-para V matriz A, ATA é simétrica e positiva semidefinida.
Prova:Imediata.

2)-Os auto-valores de ATA s30 néo negativos.

Prova: Seja ATA = B, entio Bx = Ax onde B é uma matriz real nxn
e simétrica, A é um escalar real chamado auto-valor, ¢ x é um vetor nx1
chamado auto-vetor. Entao,

Bx = Ax

= xTBx = axTx

13



e como B é semidefinida positiva xTBx > 0V x , e portanto A > 0 pois
xTx > 0.

3)-A raiz quadrada nZo negativa dos auto-valores de ATA sdo chamados
de valores singulares de A.
Prova do Teorema :

Seja Ay, ..., A, eX1, ..., Xu 0s auto-valores e os corres-
pondentes auto-vetores ortonormais de ATA | e seja o; = /\:\2 ,1=1,....n.
Podemos supor que os \;s, estejam ordenados tal que o; > 0 para i=1,...,r
e o; = 0 para i=r+1,....,n.

Seja y; = iAxi, 1=1,...,r. Entao:

T I 7,7 _
Yiy; = - X ATAxy =
i7;
A
A -
= XXy = 553' 1,1 = 1,..,r
0505
1 set=7
onde b = ..
? W { (0 caso contrario

Nés podemos estender yq,...,y; para uma base ortonormal yq,...,¥m, € entio:

P = (YI:---aYm)
QT = (Xlu"'axn)

as matrizes P e Q sdo ortogonais(apéndice B), e:

1
y;rAXj = —X;I‘ATAXj =
ot

1 1 .. . :
= _'Aj‘x'irxj = __'/\j&]: v=1,..,n =140

i i

Como x;-I‘ATij = 0 para ] > r, temos que Ax; = 0 para ) > r e entao:

T 0 seL>r,j>rT
0¥ ¥j t>r, 1 <

14



COROLARIO 2.2

oo | X o<l Ax |z< o1 |l x [l2 ,Vx € ®

onde o, € 0 menor valor singular e oy € o maior valor singular.

Prova: temos que Ax = PDQTx e como as matrizes ortogonais preservam
a norma (apéndice B, coroldrio B.1) chamando-se DQTx de y, temos:

| Ax o= PDQ™x flz=| Py o=l ¥ fa=1 DQ"x ||z

onde y é um vetor mx1. Chamando-se agora, QTx de z, onde z é um vetor
nx1 teremos que:

on l 2 < Dz 2S00 || 2 [z,

pois D é uma matriz diagonal cujos elementos da diagonal sao os valores
singulares de ATA,

on || 2 2 < | PDz |2 < oy || 2 2

on | QTx 2 < || PDQTx 2 < || QTx ||z o
on | x Iz Ax oSl x ooy, O

TEOREMA 2.8 Seja Apxn uma matriz simétrica e suponhae que 0s seus
auto-valores estejam ordenados. Entdo:

A1 xTx < xTAx < A, xTx

para todo x € R".

£
T
X*AX T
Amag = An = MGTxA0 Ty T MO Ty X Ax
T
: x-Ax , T
Amin = A1 = MiRxzp Tx = min.T,., X AX

15



Prova:
Como a matriz A é simétrica, existe uma matriz Unxn ortogonal (Apéndice

B) tal que A = UDUT com D = diag( A1, ... , An ) ( Horn and Johnson ,
Cap 4, se¢do 1). Entao , paraVx € R* :

xTAx = xTUDUTx = (UTx )" D (U%x) = >oon | (ulx) P

e portanto:
My (uf) P N (wix) P 3 (ufx) [P
i=1 i=1 =1

MY la P Y M| (ufx) P<A
i=1 =1

X
-,
uM:s
i
)
[N

onde z; € o i-ésimo elemento do vetor x.
(obs:pois U € ortogonal),e entdo:

A xTx < xT Ax < A xTx
Agora:

xTAx xTAx
< A, €

> A
xTx_]

xTx
e como se x for um auto-vetor de A correspondente ao auto-valor A; , xTAx
= xThx = ;xTx , a desigualdade acima serd igualdade quando :
xTAx xTAx

MATx£0 —e— = An € Mifxxg
# x Tx " #

ecomo || x I} =xTxe,

Xjﬂf - ((x;}c )%)T A ((ﬁ%)

as equagoes (1.8.1) sdo equivalentes a:

. T — ' T —
maz T, X AX = djemun _ |, X Ax = A O

16



TEOREMA 2.9 Seja A uma matriz nxn stmétrica com autovalores Ay <

Ay £ ... £ A, e seja k um dado inteiro, onde 1<k<n. Emldo:
_ xTAx

MWy W Wy (€87 TRATXAD, XeR™, xLWyWonwy ) T

= X (1.9.1)

[
. xTAx
MATwl,w2,. ,wy_€R®  THEx£0, XeR", XLWy ,Wo . Wy 1 W

= X (1.9.2)

A demonstracao deste teorema se encontra no apéndice C.

TEOREMA 2.10 Sejam A e B matrizes nxn simeétricas e sejam 0s auto-
valores A( A ), Ai( B ) e AMi( A + B ), em ordem crescente. entdo para

cada k=1,...,n , teremos:

MA)Y + M(B) < MA 4+ B) < M A) + A(B)
Prova:

Pelo teorema -2.8, temos que:
xTBx

M B
Ty (B)

AM(B) <

para qualquer x € R” ndo nulo. E pelo teorema -2.9 , para
qualquer k=1,..,n temos que:
T
. x*(A + B)x
Me(A+B) = Mty € 8 MATx 40 x 1 Wy g

xTAx xTBx
xTx xTx

Wy g €ERTRATX £ 0, x L wy,wy

.....

XxTAX

> ménwl,...,wn_k eqr MATx 20, x L W Wy e {X—T}Mﬂn —+ 1\1( B )]

= M(A) + A(B)

17



M(A + B) =

xT(A + B)x
xTx

= maxwl,...,wk_l ERTMINx L0, xe®”,x L Wi Wle 1

xTx xTx

xTAx xTBx]

xTAx

< ?’1'-!'11517\«;1,.,,,wk_1 emn MIMNx 20 ,x L W W g W

+ )\n(B)]

eportanto Ay( A ) + M(B )< M(A + B)< M A) 4+
A(B). O

TEOREMA 2.11 Seja A uma matriz com m linhas e n colunas, e se|| o |
€ umea dade norma em My, 5 (apéndice A) . Entdo para todo € > 0, existe

uma matriz A, de tamanho mxn, com valores singulares distintos , tal que
| A — A | <e.

Prova:

Suponhamos que m > n e seja A = PDQT a decomposi¢ao em valores sin-
gulares de A e Ds uma matriz nula exceto na diagonal o1 + & , 00 + 26
s On + né . Entdo se todos os valores singulares de A séo iguais , Dy
terd entradas distintas na diagonal para todo § > 0 ; e caso contrario , se
escolhermos 6 > 0 talque nd é menor do que a menor diferenga entre os dois
valores singulares distintos sucessivos , entdo Dy terd entradas distintas na
diagonal. Nos dois casos Dy — D quando § — 0.

Se defintrmos A; = PD§QT , entao:
| A—A; |=| PDQT—PD:QT |=| D—Ds |— 0, quandod — 0.
(Sem < n, aprova é andlogo ). O

18



TEOREMA 2.12 Seja A ume matriz mxn , o1, ... , 05 , nimeros reais

ndo negativos, e seja ¢ o min(m,n) , e defina A’(’m+n)x(m+n) como:
A" 0 A
— AT o
Entéo os valores singulares de A sdo o1 , ... , 04 Se € somente
n ~
se os m+n auto-valores de A’ sdo oy, ... ,0,,-01, ... ,04, €| m—n |
ZeT08.
Prova:

Suponhamos que m > n e seja A = PDQT a decomposicio em valores
singulares de A . Escrevendo-se:

o- 8

onde S € uma matriz diagonal com elementos na diagonal o, ,
.y Op, €

P=[P Pp |,

onde Py é de tamanho mxn ¢ P2 é de tamanho mx(m-n).
. ) &4 N ,
Seja P = 7]2- e Q = % , entdo a matriz:

P -P P,
U =
QQ 0
é ortogonal pois:
CpT QT
P -P P3
UuTyu = i Q’T
Q Q@ 0
| P70 |
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[ Inxn O P’TP2

= o Inxn _P’sz

R P2TP' PEP’ I[m—n]x{m—n) i

= I[m+n} X(m+4n)

PSP — PSP 2P SQ

QSP + QSP' QSQ — QSQ

0 A

fl

= A
AT o

(Obs: se m<n a prova é analogo). O
TEOREMA 2.13 Seja A , B matirizes com m linhas e n colunas , seja E

=B -A, eseje g =minfmmn}. Seor > 02 > .. = 0, sio os valores
singulares de A ey 21 2, ..., 7, s@o os valores singulares de B, ento:

a)-| oi — 7 | < || B |2 ( Apéndice A, Defini¢cio A.3) para
todo i=1,...,q , €

B)- [T (o = mw ) F<| E ||z
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A prova deste teorema se encontra no apéndice C.

TEOREMA 2.14 Sejo A uma matriz com m linhas e n colunas e seja A a
matriz obtida ao retirar qualguer uma das colunas de A. Seja o; 0s valores
singulares de A e seja o} os valores singulares de A» | ambas em ordem
crescente. Entdo:

a)-Se m > n:

Z o‘ﬂ’l 2 o‘-:—n

Seja agora, A" a maltriz obtide wo retirar uma linha de A e
. ” . " -
seja ¢ os valores singulares de A em ordem crescente, entdo:
¢)-Se n > m:

oL 2 01 2 03 2 0, 2 03 2 ... 2 O

d)-Se n < m:

Prova:

O quadrado do valor singular de A sdo os auto-valores da matriz simétrica
ATA | e o quadrado dos valores singulares de A’ sdo os auto-valores de

ATA
Como:
Yt “31 2 GGz e 2y GG

ATA =

7t n ) 2
Dol Ginlil )imy GinGiz e i=1 %in

e A™A’, com a j-ésima coluna deletado é dado por:
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AYA =

b 2 1 7n k)
{ =105 e i G1G5(—1) Dol BG4 e 2o Gil@in )
L Tt T kS
i1 Gi(-1)i1 . 2o Gi(i-1) 2ot WD) e 2oreq GiG—1)Gin
n , R n 2 noa
Ei:l @i(j+1)%i1 .- >t Aiti+1)%i(5-1) iz Ei+1) e Dimt (i +1)Cin
n n n n 2
\ TGty o D Gl SRy GinGii41) e S Gy )

A'TA é uma submatriz de ATA e como ATA e ATA: sio
matrizes quadradas A'TA' é uma submatriz principal de ATA . Seja \; e
A os auto-valores de ATA ¢ A'TA: respectivamente . Sejax = [xT ¢]7,
xe R ¢ e R;wy = [WiT'y]T,Wi ER* 4 € Reejaj-ésima
base padrao. Entao pelo teorema -2.9 | temos que:

T _ xTATAx
/\k-ﬁ-l( A. A ) = 'm,znwl,...,wn_k_l € ®qn MATy A0, xeR ,x L Wi W _k_1 T
] xTATAx
2 mtnwl,.,.,wn_k_l [ maﬁlx ;6 0 » X A wl""’wn—k—l , X L ej T
‘ xTATAx M(ATA
= TRy ' n—-1 TNRAT,, . -] , ) ' _— * !
wl""'wn—k—l € R x#F0, 0 eR XL wl""'wn—k—l X'Tx' k
e
T , xTATAX
)\k( A A) juinied ?na.ﬁ?wl,.,,,wk_l £ ?nznx _-,I_- a , X € P Cx L le--:“’k._]_ ......,,._._.—xTx
, xTATAx
< MaTwq,. W 1 €8 TAX £0 , X €W, X L Wy Wpe_q X L ey T
. xTATAx N (A TA )
= MaTwy: : -1 TiTiy, \ =1 , ' ' —_— = ' .
wl""’wk-l c Rn xe 2 0 ,x g hn X 1 wl""’wk_l X!Tx! k

| ]
]



ou seja:
M ATA) < M(ATA ) < M(ATA) V1 €k < n—1

e portanto resulta-se nos itens a e b.

Agora, temos que o quadrado do valor singular de A sao os
auto-valores de ATA que sio os mesmos auto-valores de AAT. Entio:

L) 2 T n
Zg:l Gy Zi:l d1ia; ... Z;‘:] A1i{lm;
AAT =
n T 1t 2
2ic1 Ami@li 2=y Gmidai - 1 Qi

e A”A"T | com a j-ésima linha retirada é dada por:

Aﬂ AnT —
R 2 n i ans n e s ans n .
( i=1 G1¢ b Zg'.:l alla(j—l]s Ei:l alla(j+1]1 Zi:l A1;qmi \
A k3
2oic1 G(i—1)iq1 - Yl G-y 2oim1 QUGG e Dot O(i—1)iGms
T i 7 2 7
i G+1)QLE - Doimy B(i410G (1) 21 Qii41)e VR I Q(j+1)i%mi
T T 2
\ T miG1 . D Gmilo1)i Dot GmiQ (a1 .- rak, )

Assim, A"A"'T ¢ uma submatriz de AAT e como AAT e
A"A"T sio matrizes quadradas A" A"T é uma submatriz principal de AAT
e a prova segue analogo a prova dos itens ae b. O

2.3 Inversa de Moore Penrose

DEFINIGAO 2.3 A Inversa de Moore Penrose: definiremos a inversa de
Moore Penrose de A € Mpyn, como sendo a matriz X que satisfaz as se-
guintes condigdes.

AXA = A, (1)
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e denotaremos por AY,

TEOREMA 2.15 Seja A € R™*". Eriste uma dnica matriz X € Mpyy
que satisfaz as condigoes (1) a ({) acima.

Prova:

Seja X1 e xg duas matrizes satisfazendo as condigdes (1) a (4)
acima. Por (2) e (3), temos que:

x'ir = XFATX;I‘ = Axix?‘ , t=1,2
= xi — x5 = A(x1x) — XoX3

e entao
Im( xi - x3 ) C Im( A ).
Apgora usando-se as equagdes (1) e (4), temos que:
AT = ATXTAT = xAAT ) =12
= (x1 — x2)AAT = 0w AAT(xT — xF) =0

¢ entdo
Im(xf — x3) ¢ Ker( AAT) =) Ker( AT)

( (I) Lancaster, secfo 5.3 }. e como Ker( AT ) é ortogonal & Im( A ) (
Lancaster, se¢do 5.1), temos que:

xi"‘-—x'zrzﬂ

e portanto X]_T = xg. 0

TEOREMA 2.16 S¢e A € My, entdo:
Im(A) + Ker(AT) = ®™
Ker(A) + Im( AT ) = ®*
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Prova: Temos que Im{ AA* } = Im{ A ), pois:

(I)—sey = AATx = y € Im( AAT)
ey = A{(ATx) = y € Im(A)

entao

Im{ AAT) € Im(A)

(II)—sey = Ax = y € Im(A)
ecomo A = AATA,
y = AATAx = AAT(Ax) = y € Im( AAY)

entao

Im( A) C Im({ AA*)
e portanto Im{ AAT ) = Im( A)
Agora, seja H = AAY, entio:

ATH = ATAAT = AT
e
posto{ A*) = posto{ AYH) <) min (posto( A* ), posto( H)) < posto( H)
e
posto{ H) = posto{ AA™ ) < min ( posto( A ), posto{ AT )) < posto( AT)

( (1) Ortega secao 3.5)

e portanto:
postol H) = posto( AAT ) = posto{ AT )
Assim,
dim( KerA™) = m — posto{l AT) = m — posto{ AA") = dim( KerAA™) (I)
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( onde dim() é a dimensao e (I) é dado por Lancaster, segao 3.8 )

Dado que x # 0, temos que A*x = 0, x € KerA™, e como
se Atx =0= AA'Tx=0,x€ KerAA™, e portanto Ker{ A" ) C ker(
AA*).

Suponhamos que AAY = 0, tal que x € Ker( AAY ), entdo
ATAAYX = 0 e como ATAAT = AT, temos que A*tx = 0, tal que x
€ Ker( At ). Entdo Ker( AAYT ) C Ker{ AT).
E portanto ker( At } = ker( AAY ), e pelo teorema 2, se¢io 5.8 Lancaster,
temos que:

Ker( AA™ ) + Im( AA*) = ®™,
e como Im{ AA%" ) = Im{ A ) e Ker{ AAT ) = Ker( A* ), temos que:
Ker( At ) + Im(A) = ®"

e desenvolvendo de forma andloga ao anterior, usando a definigao de inver-
sa de Inversa de Moore, chegaremos ao resultado de que , Ker( ATA ) =

Ker(A)eIm{( ATA ) = Im( At ). E portanto:
Ker(A) + Im( AT ) = R O
TEOREMA 2.17 Para qualguer matriz A € My, n, temos que:
Ker( AT) = Ker( AT)

Im( AY ) = Im( AT)

Prova: Pela definigao 2.3 temos que AAY e ATA sdo matrizes simétricas.
Agora, como:

(AAT )(AAT) = A(ATAAT) = AAT

(ATA)ATA) = (ATAAT)A = ATA
ATA ¢ AA7 530 matrizes idempotentes ¢ por Lancaster segio 3.1, se uma
matriz B € My n € idempotente e simétrica , Im( B ) & Ker( B ) = R™.
Entdo como AAT e AT A sao matrizes simétricas e idempotentes, temos:
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Im( AAT ) @ Ker( AAT ) = B™

Im(ATA) @& Ker ATA = R”
€ ¢omo na prova do teorema 2.16 vimos que a Im( AA¥ ) = Im(
Ker( AAY ) = Ker( AT ), Im( AYA ) = Im( A" ) e Ker( ATA
Ker(A), temos:

A,
} =

Im(A) @& Ker(AT) = ®™
Im( A" ) @ Ker( A = R

e como por Lancaster segao 5.1 temos que:
Im(A) @ Ker{ AT) = ®™

Im(A) @ Ker( AT = ®°

entao:
Ker( A+ ) = Ker( AY),

Im{ At ) = Im( AT).

TEOREMA 2.18 Se¢ A € My, 1, entdo:

1-AAY € um projetor ortogonal em I'm( A ) na direcdo de Ker( AT ).
2-A* A ¢é um projetor ortogonal em Im( AT ) na direcio de Ker( A ).
(1 — AA*) € um projetor ortogonal em Ker( AT ) na diregdo de
Im(A).

4-(I— ATA ) é um projetor ortogonal em Ker{ A } na diregio de Im( AT ).

Prova:

1- Como AA* é simétrica e idempotente, pelo teorema 2.5 AA* é um pro-
jetor ortogonal. Agora seja X um vetor m X 1 V, entfio se AAtx =y ,y €
Im{ AA* Yecomo Im{ AAT ) @ Ker{ AAT ) =R™, AAT é um projetor
ortogonal em Im( AA* ) na direcio de Ker( AAT ), e como pelo teorema
2.16 Ker( AA"Y ) = Ker( AT ) e Im{ AAT ) = Im({ A ), e pelo teorema
2.17 Ker( A* ) = Ker( AT ), obtém-se o item 1.

2- Analogo ao jtem 1.
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3-Temos que:

a{I-AAT )T =(I-( AATT))=(1-AA" ), pois AA™ é simétrico.
b-{I-AA*)(I-AA*)=1-AA*"- AA* + ( AA*+ ) AA*) = (I-
AAt ), pois AAT & idempotente.

Portanto por a e b tem-se que { I - AA* ) é um projetor
ortogonal. Agora como AAY ¢ um projetor ortogonal em I'm( A ) na diregio
de Ker( AT ), seja x = x1 + X2, onde x3 € Im( A ) exg € Ker{ AT ).
Entao:

AATY = ¥

(I — AAT )x = x — AATx =
= X3 + X2 — x3 = X3

e portanto ( I - AA* ) é um projetor ortogonal em Ker{ AT ) na diregio
de Im( A )
4-Anélogo ao 3.

TEOREMA 2.19 Seja X € My, ¢ X = PDQT o decomposicio em
valores singulares de X. Supondo que X tem posto r e se escrevermos es-
te decomposi¢do da seguinte forma:

X = PDQT
T
- [poea) | B0] 3]

onde Pl € Mm,r; P2 € Mm,m—l‘s Dl € Mr,r; QlT c Mr,n € Q2T € Mn—r,n;
temos que:
-1T

¢ a inversa de Moore Penrose de X.

Prova:Como X tem posto 1

X = PDQT
T
“(eed [ o] (G
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= P1D1QT

Agora pela definigao 2.3, X* ¢ a inversa de Moore Penrose de X
se ela satisfizer as condigdes (1) a {4). Suponha entdo que X+ = QD7 PT

¢ a inversa de Moore Penrose de X e iremos verificar se X T satisfaz estas
codi¢des.

) X*X =X
Temos que:

XXX = P;D:QiQD{IPTPID: QT

= PiDy1D;'Dy QT
= P/D;QT = X

podemos provar as condigoes restantes (2) a (4) de forma analoga ao que foi
feito em (1),



3 CAPITULO III

3.1 Problema dos Quadrados Minimos

O problema do ajuste por quadrados minimos pode ser ex-
presso da seguinte maneira.

DEFINIC}AO 3.1 Dado wma matriz real Aqmyn) onde ( m>n ), e um
vetor real b de tamanho m, encontrar um vetor x° de tamanho n, tal que:

| Ax® — b |2 = minx e || Ax — b |2

Analizaremos agora alguns aspectos de quadrados minimos.
Define-se um conjunto X como segue:

X={x:| Ax - b o<} Az — b |l , Yz € ®}

1)-S8e x € X entio AT( Ax-b ) =0, ou seja o residuo r = Ax - b é
ortogonal as colunas de A (r € Im( A )* ).
Prova: Seja x € X esejaw = AT( Ax - b ). Para todo a € R teremos:

| Ax = b ;< A(x + aw) — b |3

Temos que:
| A(x + aw ) — b |i=

= ((Ax 4+ aAw )" = bT )}((AX + aAw ) — b) =
= (Ax+aAw)T(Ax+aAw) - (Ax—i—aAw)Tb—
bT (Ax + aAw ) + bTb =

= Ax ~ b [ +0* | Aw [} + 20 Ax)T (Aw) — 20bT(Aw) =
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I Ax — bz +o® || Aw |l; +2a| w |3 =

= Ax = b |} +a(el Aw 3 +2] w )

e portanto se w # 0, hd uma contradigio para a negativo pequeno. O

g 2.1
Aqui, x € X ey € X. O método dos quadrados minimos consiste em encon-
trar um D, tal que DC é minimo.

2)- X é convexo e tem um unico elemento de norma minima x°:

X <l x|l ¥YxeX - x°

Provaremos primeiro que X tem um unico elemento de norma minima x° e
enunciaremos um teorema a ser usado nesta demonstragéo.
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TEOREMA 3.1 Se A € uma matrizmxneb € Im{ A ), entdo a equacdo
linear Ax = b tem uma unica solugdo x° em Ker( A )t , e qualquer solugdo
pode ser escrita como X® + y, onde y € KerA.

Prova do teorema:
Seja A : R — S e a equacdo linear :

Ax = b (I)

para um dado b € S. E claro que esta equagao pode ter uma solucio se e
somente se, b € Im{ A ). Entao se b € Im( A ), suponhamos que x° s¢ja uma
solugdo. Entdo x® + y é também uma solugio para qualquer y € Ker( A ),
ja que:
A(x®* +y)=Ax* =D

Em geral, qualquer uma das infinitas solugdes de (I), podem ter a mesma
regra de x°. No entanto, se x° é restrita a Ker( A )1 entdo ele é dnico. Para
isto, seja x§ e x3 duas solugdes quaisquer de (1), e seja,

X{ = u + vy o, 1=1,2
a decomposigao de x§ nas partes u; em Ker( A ) e v; em Ker( A }*. Entao:
Ax) = Av; = b

tal que,
A(vy —ve) =20

entdo vy - v estd no Ker( A ) e no Ker{ A )", e portanto ele deve ser 0.
Entdo vi = va , e mostramos que o componente em Ker( A ) de qualquer
solugdo é tnico. O

Seja entdo x° € Ker( A ). Entdo x° ¢ tinico. Seja x = x°
+ v, qualquer outra solucdo. Entéo:

%+ y =11+ 1y

{ x° < x®° +y [
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e portanto:

| %% o<l x|l ¥x € X — x°. O

Provaremos agora que X é convexo.
Dado x1 € x2 € X, queremos mostrar que:

Xx = ax1 + (1 — a)xe € X;

Yo e [0,1]

Seja x° o unico elemento de norma minima de X . Entdo x; = x° + yj,
1 =1,2,o0nde y; € Ker( A).Entao

| Ax = b b=

= || Alaxs + (1 — a)xz) — b |=

= cA(x® + y1) + (I — @)A(X® 4+ y2 — b |2=

“| A b
e portanto | Ax — b || € X. O

3.2 Solucao
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3.2.1 Solugao por equagoes normais

Seja o modelo de regressao:

y = X8 + ¢

onde

y é o vetor n x 1 de variavels resposta

X é a matriz n x p de variavels preditoras

B é o vetor p x 1 de pardmetros do modelo
eéovetorerronxl,onde E( ¢ ) =0e Var( ¢ ) =0 i=1,..,n

Queremos encontrar 4 tal que minimize € = y - X 3. Uma
forma de fazermos isto é através de quadrados minimos o que consiste em
minimizar:

Iy - X8 |=ce=(y - X8) (y - XB) =
= yly - 207Xy + FTXTXp
Se derivarmos esta equagdo em relagio a 3, obteremos:
fe = —2XTy + 2xTx3
assim, igualando a zero obteremos:
xXTxp = X7y
o qual é chamado de equagdes normais.

Se X tiver posto p, XTX é definida positiva e portanto ndo
singular; e esta equagio tera uma unica solugio:

g = (XTX ) Xty

Jaque Xj3° =X( XTX )~' XTy = Py, P é a transformacio li-
near representando a projecao ortogonal do espago Euclidiano n-dimensional
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En , em Im({ X ). Como haviamos visto, similarmente { I- P ) representa
a proje¢io ortogonal de En no complemento ortogonal , Im( X ). Entdo
podemos escrever y comoy = Py + (I — P )yonde Py e Im( X )e(I-
P )y € Im( X )L

Agora se X nao tiver posto p, XTX também nio terd, e a e-
quagio normal nio poderd ser resolvido por : §° = { XTX )yt XTy ja que
XTX nio tem inversa e a equacio normal néo ters uma tnica solucio. Ele
tera infinitamente muitas solucdes.

3.2.2 Solugdo por Decomposicio de Valores Singulares

Seja A € Mpn, b € R* e considere a equagao linear Ax = b. No caso
em que o posto de A ndo é completo, ele terd infinitamente muitas solugdes
e queremos encontrar uma solugio x° , tal que:

| Ax® — b [z = mingesn | AX — b |2

TEOREMA 3.2 Se A =PDQT | ¢ a decomposicio em valores singulares
de A, entdo a solucdo por quadrados minimos da equagdo linear Ax =b ,
¢ dado por:

r T
IS NC LI

i=1 gi
onde r=posto{ A )

Prova: Temos que:

| Ax — b 7= PDQ"x — b |}
denotando-se y = QTx ,

| PDy — b [f=|l Dy — P'b |} =

= (Dy - P'p )" (Dy - P'b) =
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T

=Y (owi = pTb ) + 3 (pfb)?

=1 i=r+1
onde p; € a i-ésima coluna da matriz P ¢ y; € o i-ésimo elemento do vetor y.

E claro que para minimizarmos esta soma de quadrados com o
vetor y° de norma minima, devemos estabelecer:

p;rb [ o; parai=1,..r
O

Yi =
G para l=r-1,....n

ou seja,
T r Tb
X = Qy° = Yyt = ) B2,
i=1 =1 i
onde q; € a i-ésima coluna de Q.

3.2.3 Solugao por Inversa de Moore Penrose

Seja a equacao linear:

Ax = b

onde A € Mpypn,b e R™ e desejamos resolver a equagio para x € R™.
Sabemos que existe uma solugho para esta equagao se, e somente se, b
€ Im( A ). Seja x° = Ath , entdo x° é uma das solucbes da equagao
acima pois, se AX = b , tal que b € Im{ A ), entio como A = AATA |
temos que:

Ax = b

= AA*(Ax)=b
= AAtb = b
= Ax® = b

e serd a Unica solucio se, e somente se, A é néo singular.
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Considere agora o caso em que b & Im{ A ). Agora nao exis-
te solugdo para a equacio Ax = b, mas existe uma solugao de quadrados

minimos de Ax = b , que serd o vetor x® para o qual || Ax — b || ¢é
minimizada.
|| Ax® — b “2= minx ¢ wr ” Ax — b ||2 (1)

Entéo para qualquer A € Mpy, , e qualquer b € £™ , a melhor
equagdo aproximada de Ax = b é um vetor x® € R" de norma minima
euclidiana, satisfazendo (1).

TEOREMA 3.3 O vetor x° = A%b € ¢ melhor solugdo aprozimada de Ax
=bh.

Prova:Para qualquer x € " , podemos escrever:
Ax — b = A(x — A'b) + (I — AAT){( -b)

E pelo teorema -2.18 temos que I - AA™ é um projetor ortogonal em ( Im( A } )+
entao:

H

Alx — ATb) € Im(A)

(I — AAT)(-b) € (Im(A))*

e portanto sdo vetores mutuamente ortogonais e a extensio do Teorema de
Pitagoras implica que:

I Ax — b 5= A(x — A™b) |3 + | (I - AAT)(-b) [} =

= Ax - x%) {3 + || Ax® = b |3 (2)
ecomo || A(x — x%) |2> 0, se tomarmos x = x°,
| Ax® — b |2 = nunxem || Ax — b |
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Agora, mostraremos que || x3 []2 > | x* [l. para qualquer
vetor x; € A" que minimiza || Ax — b [fs.

Se substituirmos X1 na equagdo (2) no lugar de x , temos que
| Axa — b |Z=| Ax® — b |lZe A( x1 - x°) = 0, e portanto x; -
x° € Ker{ A);ex®=Atb € Im( At ) e como Im( A" ) = Im( AT )
(teorema 2.17), x° C Im( AT ) e como Ker( A ) L Im( AT ), temos que
x° L (x1 — x°). E portanto:

x1 = xX° + x1 — x°

= flxallz=) =z + I xx —x® 3221 x> |;. ©
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4 CAPITULO IV

4.1 Numero de Condicao

O nimero de condicao é uma medida de sensibilidade do ve-
tor de solu¢io x do sistema linear Ax = b para pequenas mudanc¢as nos
elementos de b e A . Seguindo o procedimento de Forsythe e Moler (1967)
dividiremos esta se¢do em duas partes, sendo que na primeira parte iremos
supor que o vetor b estd sujeito a incerteza e na segunda parte iremos supor
que a matriz A esta sujeita a incerteza e assim veremos o efeito desta incer-
teza ( em A e b ) no vetor de solugdo x.

1)- Suponhamos entdo que o vetor b esteja sujeito a uma in-
certeza e seja b + éb um vetor "préximo” debeque A(x+éx)=b + §
b. Como Ax = b, temos que § x = A~16b e portanto:

Iéx | < A ||| &b |

ol < [ AfHl=x|

e entao,

o bbb < A AT [ x ]I éb ]

| éx |
x|

~ &b
<qgaqyaty Ll

Define-se como o nimero de condicio de uma matriz nfo sin-

gular A onimero || A || || A7 || =k( A ), entdo:
i ox |l . | éb |
— < K(A) —— (3.3.1.1
E I R T

onde ”‘Sb i pode ser interpretado como a medida de incerteza

relativa no vetor b e i}%f—”u pode ser interpretado como a medida de incer-
teza relativa no vetor x devido a incerteza em b . A equacdo (3.3.1.1) nos
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mostra que o nimero de condigio k{ A } nos d4 um limite para a medida de
incerteza relativa no vetor de solugdo x (|| éx || / || x || ) dada a medida
de incerteza em b.

2)- Suponhamos que a matriz A esteja sujeito a incerteza,

entao:
x +d6x =(A+6A)"D
e
x = (A4+686A)*b — A'b = [(A+6A)' — A l]b =

=[ATA(A + 6A) — AL (A + SA)A +6A) Db =
= [ATV (A - (A +6A))A+6A) b =
= —A16A(A + 6A) b =

= — AV SA (x + 6x)

e portanto:
6A ||
sx || < || AL A ”—~ x + 6%
I <l Il Al A | l
| &% | | A |
TN oAy L2 b
x o) = AR

e a incerfeza de x em relagdo & X + &x é limnitada pela incerteza relativa de
A multiplicada pelo nimero de condigéo de A.
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Assim o ndmero de condigdo depende da norma usada, e no
caso da norma definida por: ||| A {Il = mazx =1 || Ax || ( Apéndice
A, Definigio A.3 ).

A =1l PDQT |l=1l D Il = VAmaz = Omas

€

AT {1 =1l @DT'PT Yl =] D |l = A5k = onia

e portanto o nimero de condigio k{ A ) sera dado por:

HA) = 27 > 1 (3.3.1.9)
Tmin

e portanto se a matriz XTX é singular , temos que An;, = 0 e k( X ) = oo
e se as varidveis da matriz preditora X=[ x1...Xp | vistas como vetores forem
ortonormais, ou seja, XTX = I, entdo todos os auto-valores de XTX sio
iguais a um e k{ X ) = 1. Assim, a variagao do ndmero de condigao € de
[ 1,00 ), sendo que quanto maior o nimero de condi¢do k( x ), a matriz X
¢ mais mal condicionada.

4.2 Multicolinearidade

Considere o modelo de regressiao (2.2.1) . Dizemos que existe
uma multicolinearidade exata quando o posto de X é menor do que p, ou
seja, as colunas de X denotada por x3 , . . . , Xp estdo em um subespaco
de dimensio menor do que p, ou ainda, existem constantes néo nulas a; ,
i=1,..,p , tal que :

F
Z ax; = 0
i=1

Agora quando ha constantes nao nulas a; tal que:

»
z a;x;3 ~ 0
i=1

dizemos que X estd "proximo de multicolinearidade” , onde =
denota aproximadamente igual.
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Notamos que a colinearidade € relacionado as caracteristicas
especificamente da matriz do modelo X e ndo de aspectos estatisticos do
modelo de regressio y = X § + €. Se escrevermos a matriz de varidveis
preditora X em termos de decomposi¢io em valores singulares , teremos:

y =XB8+e¢=PDQTE + ¢ =

— Xn:b‘w + ¢
onde

X* = PD e g~ = Q5

XTX = QDPTPDQT = QD%QT (3.1.2)

Quando a matriz produto (3.1.2) é singular, a sua inversa nao
existe , € é o caso de uma multicolinearidade exata. Neste caso existe pelo
menos um auto-valor igual a zero, e isto € facil de ser visto se colocarmos a
matriz produto na forma de decomposi¢ao em valores singulares, pois:

(XX )7 = (QD?Q" )™
= Q'D*Q

quando D=2 existe. Sabemos que como Q € M, é uma matriz ortogonal
(Apéndice B) a sua inversa sempre existe ¢ ¢ dado por QT . Como D=2 &
uma matriz diagonal, cujos elementos da diagonal sdo as inversas dos auto-
valores de XTX | XTX é nio singular se e somente se A; # 0,V ); i=1,...,p.
Suponha que o posto de X = p - k e k > 1. Entdo existe k auto-valores

nulos e k autovetores vy , . . . , vi assoclados a estes k auto-valores tal
que Xv; = 0, pois XTXv; = Ajv; , ou seja, V;I‘XTXVi = )\iv;rvi e como
v;j é ortonormal, VFXTXvi = Aj e como estes k auto-valores sdo iguais a

zero, para cada um destes k auto-vetores teremos a relacao : V;I‘XTXVi =
0 = ( Xv; )T( Xvj ). Portanto Xv; = 0, ou seja, todas as linhas de X sio
ortogonais a vi i=1,...,.k . Agora, quando a matriz XTX estd "préximo de
multicolinearidade”, XTX & "quase singular” e existern auto-valores peque-
nos em relagdo ao maior auto-valor causando mal condicionamento da matriz
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( Ver 3.3.1.2 ) .

Suponhamos agora que a matriz X = [ x3...Xp | possui colunas
ortogonals, ou seja, x'ir * x; = 0 para i#] , assim a matriz ndo tem problemas
de multicolinearidade. Mas mesmo assim esta matriz pode ser mal condicio-
nada, pois dado por exemplo, que o maior elemento da matriz XTX 4 igual
a 10* e o menor elemento é igual a 107 , entio como XTX é uma matriz
diagonal e os préprios elementos da diagonal de XTX sio os auto-valores de
XTX. Assim o nimero de condigio de X seria: K( X ) = MR _1ptea

. s .o /101
matriz é mal condicionada.

4.3 Ortogonalidade

Dizemos que a matriz X tem regressores ortogonais se X TX =
I. Quando isto néo ocorre, a matriz dos dados podem ser transformados para
o espago de variaveis ortogonais. Aqul vamos colocar a matriz preditora X
na forma de decomposicao em valores singulares e transformaremos em uma
matriz Z = [ z1...2zn | , tal que Z;I‘ *z; = 0 parai # ], ou seja, as colunas
da matriz Z , vistas como vetores sao ortogonais e mostraremos que apesar
disto a variancia do parametro estimado « pode ser grande.

Seja X = PDQT a decomposicio em valores singulares de X.
Entéo ,

XTX = QD*QT
€ portanto,
QTXTXQ = D? = diag [ ..., A, ] (3.21)
Consideraremos o modelo de regressao (2.2.1):
y = X8 + ¢,
e seja:

7 = XQ e o = QFp

entao:
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X = ZQT e f§ = Qa pois Q e uma matriz ortogonal.

entao como:

y = X8 + ¢,
temos que:
y = ZQ™Qa + ¢
e
y = Za + ¢
onde Z = { 21 ,..., Zp } e 21, ..., Zp vistos como vetores sdo

ortogonais O sistema de equagdes normais € dado por:
(ztz2)4 = 2%y
e por (3.2.1) , temos que:
& = D2zTy
e a matriz de variancia-covariancia de & € dado por:

V(a) = V(D?2ZTy) = D22TVv(y ) ZD?

= ¢?D722TZD"2  (3.2.2)

. -~ ? 4 LR . L
ou seja, V( o; ) = %+, onde o? é a variancia do erro e \; é

!
0 i-ésimo auto-valor de XTX. Assim, podemos ver que apesar da matriz
Z ter colunas ortogonais, dependendo do tamanho do auto-valor de XTX a
varidncia de & pode ser grande. Portanto a multicolinearidade explica apenas

uma parte do mal condicionamento , pois aqui os vetores z; sao ortogonais
mas a V( & ) pode ser grande.
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4.4 Decomposicao da Varidncia do Coeficiente de Re-
gressao

Nesta secdo iremos usar a decomposi¢ido em valores singulares
para podermos decompor a variancia de cada beta estimado em termos de
elementos da matriz de auto-vetores ortonormais de XTX( Q ) e dos auto-
valores de XTX para uma melhor visio e compreensio sobre a magnitude
desta variancia.

Consideraremos o modelo de regressio (2.2.1):
y = X8 + €

e seja b o estimador de quadrados minimos de § , entdo V(b ) = o2 ( XTX )L,
Usando a decomposigdo em valores singulares, temos que:

V(b) = A XTX ) = s QDPTPDQT )! =

— 0_2 QD——ZQT

e portanto para ¢ k-ésimo componente de b , teremos:

2.
Vibe) = o8 ¥ 25 (331)
j i
ou seja V( by ) se decompde em somas de componentes , on-
de cada componente é associado com um dos p auto-valores de XTX. Na
equagio {3.3.1) mesmo que a matriz XTX tenha um auntovalor pequeno em
relagdo ao maior auto-valor, ndo necessariamente teremos V{ by ) "grande”,

pois se g;; por sua vez for menor ou estiver "préximo” do A; esta varidncia
nao sera afetada.

Deline-se { Belsley, 1980 ) k,j -ésima proporcao da decompo-
sicao da varancia { 74; ) como sendo a propor¢ao da variancia do k-ésimo
coeficiente de regressdo associado com o j-ésimo componente da sua decom-
posicao em (3.3.1). Ou seja:

- P

TS g
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G g
onde @r; = ‘fi e ¢p = Z dr; K=1,...,p
M i=1

Para associarmos a concentraciao da variancia de qualquer co-
eficiente de regressio em algum dos seus componentes como sinal de que
a multicolinearidade esta causando problemas, é necessirio que pelo menos
duas das variancias do coeficiente de regressio tenha alta proporgio na de-
composicdo de variaficia associada com um dos A;

Para isto considere uma matriz de variaveis preditora , tal que:
XTX = I Entdo os seus auto-valores sio todos iguals a um e gx; = 0 para
k #]eqy =1 para k=j. Assim,

auto — valor assoctado propViby) propV(bz) ... propV(bp)

A 1 0 0
A 0 1 0
Ay 0 0 1

onde por prop V(b;) entende-se : propor¢io da varidncia de
b;. Mas é claro que esta alta concentragio da proporgio da decomposi¢io de
variancia em um dos auto-valores associados nio indica problema de multi-
colinearidade.

4.5 Uma Possivel Solugao para o Problema de Mul-
ticolinearidade

Pelo teorema de Gauss-Markov temos que b = ( XTX )~1X Ty
€ um estimador néo viciado de # com varidncia minima {entre as fungdes
lineares de y que sejam estimadores nio viciados), mas mesmo assim vimos
nas segoes 3.4 ¢ 3.5 que a variancia do b pode ser "grande”. Suponhamos
por exemplo que a matriz de varidveis preditora X € My, tenha colunas
ortogonais e que o p-ésimo auto-valor seja aproximadamente zero, entao pela
se¢ao 3.4, temos que:

V(b)) = c? D2
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2
Vibp ) = N
P

e como A, = 0, a varidncia do bp é grande apesar da matriz de variaveis
preditora ser ortogonal e o estimador possuir varidncia minima entre todos
os estimadores ndo viciados, ou seja, o problema existente aqui é um pro-
blema referente & matriz de variaveis preditora X. Neste caso se pudermos
aumentar o tamanho do A, , a V({ by ) ird diminuir. No caso da matriz de
varigveis preditora ndo ser ortogonal, a variancia de by foi dado na secio 3.5
da seguinte forma:

2.
V(by) = o> q;:—J para k=1,...,p
k; 7

ou seja, como haviamos comentado na segado 3.4 mesmo que
haja algum A; préximo de zero, se o valor do ¢f ; referente a A; for aproxi-
madamente igual & A; ou menor, a variancia do by ndo sera afetada. Caso
isto ndo ocorra, se tivermos um A; proximo de zero , a V{ by ) serd "gran-
de”. Assim iremos estudar uma maneira de aumentarmos a magnitude destes
auto-valores.

Pelo teorema 2.14 se X € My p e 07 i=1,... ,p, forem os valores
singulares de X, entdo se X* for a matriz X com uma linha inclusa tal que
X* € Mnj1p e se g} i=1,...,p , forem os valores singulares de X* , temos
que:

oy 201 20 202 .. 20p 2 op 20

ou seja, se incluirmos uma nova linha na matriz X, cada auto-

valor de X* = | ... vai ser maior ou igual ao correspondente auto-valor
Xn+1

de X. Entdo uma maneira de resolvermos este problema poderia ser incluin-

do uma nova linha na matriz de variavel preditora X. Mas como o nimero

de condi¢io de X é dado por k{ X ) = 2L, se aumentarmos o valor do

op, mas o valor do g7 aumentar também, o niumero de condigdo pode nao

melhorar, ou seja, queremos aumenfar o menor auto-valor mas queremos que
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o maior auto-valor continue o mesmo. Aquil se tivermos mais de um auto-
valor "pequeno” em relagio ao maior auto-valor, por exemplo k auto-valores
”pequenos” em relagao ao maior auto-valor, entdo iremos querer aumentar o
valor destes k auto-valores de tal maneira que ndo aumente o valor do maior
auto-valor. Sabemos que se incluirmos nma nova linha na matriz de variaveis

X

preditora X, cada um dos auto valores de X* = | ...... val ser maior ou

igual aos respectivos auto-valores da matriz X antes da inclusio desta linha,
ou seja, o problema agora ¢ encontrarmos uma nova linha de tal maneira que
ela aumente os k auto-valores "pequencs” em relagao ao maior auto-valor,
mas que a0 mesmo tempo ela nao altere o valor do maior auto-valor,

Como foi visto na segdo 3.1, quando existe multicolinearidade,
Xv; = 0 para os auto-vetores vy correspondentes aos auto-valores A; nulos, e
assim as linhas da matriz X sao ortogonais a vy, ndo sendo possivel o cdlculo
de todos os coeficientes de regressdo a partir das observagoes. Se a matriz
estiver ” proximo de multicolinearidade” a matriz XX tera pelo menos um
auto-valor "pequeno” em relacio ao malor auto-valor.

Suponhamos entio que XTX tem k auto-valores nulos, (k >
1), ou seja, o posto de X = p — k e portanto existem k auto-vetores v
L.y V) associados a estes k auto-valores tal que Xv; = 0. Ou seja se nds
adicionarmos uma nova linha na matriz X de tal maneira que esta linha nao
seja ortogonal a vj , teremos Xv; # 0, e uma maneira natural de escothermos
esta linha seria escolhé-la exatamente na direcio de v; . Assim poderiamos
resolver o problema de multicolinearidade adicionando uma nova linha de ob-
servagoes em cada uma das dire¢des vy,...,vi. Esta escolha néo € Unica e nao
poderemos resolver este problema se adicionarmos a matriz de observagoes
um ntmero de linhas inferior a k.

Agora, suponhamos que a matriz esteja ”proximo de multico-
linearidade” , ou seja , XTX tem pelo menos um auto-valor "pequeno” em
relagdo a0 maior auto-valor. Sabemos que se incluirmos uma nova linha na
matriz X, os auto-valores correspondentes a esta nova matriz val ser mai-
or ou igual aos respectivos aunto-valores da matriz X. Assim se incluirmos
uma nova linha qualguer pode nao ocorrer melhora alguma na matriz de va-
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riaveis preditora X. Agora se X tem k aunto-valores ” pequenos” em relagao ao
maior auto-valor, a estimagio na direcdo dos auto-vetores correspondentes
a estes k auto-valores ndo serao precisos. Assim, se colocarmos uma nova
linha em cada uma das dire¢des dos auto-vetores correspondentes a estes k
auto-valores "pequenos” , poderemos melhorar as estimativas nestas diregdes.

Suponhamos que a matriz X tem um auto-valor "pequeno” A,
na dire¢do do auto-vetor qp e como queremos aumentar o valor do auto-
valor A,, na direcao qp iremos adicionar primeiro uma nova linha X4 =
qp. Assim, teremos:

y* :Xxﬁ_i_e*

y X €
onde, y" = , X' = i e € =
Ynd1 x11+1 Cntl

e vamos calcular o auto-valor referente a qp, entao:

x*Tx* = XTx + X11+1XE+1 = XTX + qpqE

e

X"‘T}'(‘qp = XTqu + qpngp
= AGp + dp =

:()\p+1)CIP

ou seja o valor do auto-valor de qp se tornou Ap + 1, assim
pudemos aumentar o valor do A, em 1 . Neste caso xy,41 tem norma Euclidina
1, pois xEHan = ngp = 1, ou seja, se adicionarmos uma nova linha na
diregao de gqp com norma Euchdiana { , o valor do auto-valor A, deveria
aumentar de {2 . Para isto, seja entdo:

X

X = onde Xp41 = lqp.
T
Xnt1
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Assim,

X*TX* - X_TX + Xn+1XE+1 = XTX + ngl)qg

e
XTX*qp = X"Xqp + qpql =
= hap + Pgp =
= (X + ?) 4p
ou seja:
XTqu = Ap 9p
e

« T~y - 2
XX%p = (A + ") qp
e portanto o valor do p-ésimo auto-valor que era ”pequeno” em
relacdo ao maior auto-valor , A, aumentou em /2, Vamos verificar agora o
» Al
que aconteceu com os demais auto-valores da matriz X*TX*

Seja entao Ay o maior auto-valor € g1 o auto-vetor correspon-
dente a A; e como q; € ortonormal a qp , teremos:

X*TX_*C_[]_ = XTXQ1 + xn+1x3‘+1q1 -
= XTXa1 + LPapagas
= XTXq,

= /\1CI1

ou seja:
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XTXq1 = Mo

X*Tthl — /\1 C[1

e assim, o fato de adicionarmos uma nova linha x;,,1 na diregdo

do p-ésimo auto-vetor com norma Fuclidiana /, ficando assim a varidvel pre-
X

ditora X* = | ... [, ndo alterou o valor do maior auto-valor (A}, que era

Xn41
exatamente o que precisivamos para aumentar o ndmero de condi¢io de X.

Se proceguirmos da mesma maneira, teremos que todos os auto-
valores de XTX referentes a auto-vetores ortogonais a qp continuam inalte-
rados, ou seja:

XTXqi = MNq parai=1,...,p—1

X*TX“qi = Mg perai=1,...,p—1

Entao o fato de acrescentarmos uma nova linha na diregao do
auto vetor do menor auto-valor, sé modificard valor do menor auto-valor e
os valores de todos os outros auto-valores de X*TX* continuario inalterados.

No caso de termos mais de um auto-valor ”pequeno” em relagao
ao mailor auto-valor , deveremos acrescentar entio tantas linhas quantas o
numero de auto-valores que forem pequenos em relacao ac maior auto-valor.
Assim, o namero de condigdo k{ X } ird aumentar a cada linha inclusa deste
modo, podendo melhorar o mal condicionamento da matriz X e diminuir o

valor da variancia do b , fazendo com que os estimadores se tornem mais
estaveils.
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4.6 Meétodo de Estimagao Recursivo para a Solucao
Apresentada na Secao 3.5

Muitas vezes na pratica ocorrem problemas que envolvem um
volume muito grande de dados , e como trabalhamos com um espago de
memoria limitada em micro computadores, seria bastante util desenvoivermos
um método recursivo para a solugéo que foi encontrada na segao 3.5 .

Seja 0 modelo de regressio:

y = X0 + ¢

onde

¥ € o vetor n x 1 de variaveis resposta

X é a matriz n x p de varidveis preditoras

3 é o vetor p x 1 de parametros do modelo

¢ é o vetor ertro nx1, onde F( ¢ ) =0 e a Var( g ) = o2, para
1=1,..,n.

Entao , se acrescentarmos uma nova linha na matriz X | xg+1,
tal que x1,; = lqg ( onde qp é o p-ésimo auto-vetor de XTX associado ao

p-ésimo auto-valor de XTX ), teremos:

bn+1 = bn + thp 3

onde

bn € o vetor de pardmetros estimadomoss no modelo de regres-
sdo com n dados

bypi1 € o vetor de pardmetros estimados no modelo de regres-
sdo com n+1 dados , onde a linha n+1 é da forma Ilqp

! T
hp:m(y?l+1 "" ;ppy')



onde A, é o p-ésimo auto-valor de XTX | o, é o p-ésimo valor

singular de X , ¢, 4+ 1 € 0 n+1-ésimo valor do vetor yn 4+ 1 = [ . M ]
n+1

foiova:
Temos que:
by = (XTX ) !XTy
usando-se a decomposi¢ao em valores singulares,

by = [(PDQT )" PDQT |1 (PDQT )y =

= (QDPTPDQT ) QDPTy =
como P é uma matriz ortogonal,

= (QD*Q" )™ QDPTy =

- @D ?QTQDPTy =
como Q é uma matriz ortogonal,

— QD—IPTy

= QD’_IP’T‘V
onde

QT é a matriz dos auto-vetores ortogonais de XTX | ou seja,
Qpxp = 491 -, qp onde q; € um vetor p x 1

Dy, p € a matriz diagonal com valores singulares de X

Pyxp = {P1,--,Pp} onde, p; é um vetor nx lep; = UL X qi
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Seja Z =
Xn 4+ 1 Yn + 1

entdo : b =(Z¥Z2)1 27T

n n+ 1 ¥n+1

Vimos que os auto-vetores de ZTZ continuam sendo os mesmos
auto- vetores de XTX e os auto-valores de ZTZ séo os mesmos de XTX ,
exceto o p-ésimo auto-valor que é dado por A, + [*. Entéo,

-1 T
bn +1 = QDn + 1Pn + 1¥n +1

onde
[0y 0 ... 0 0 ]
0 [ S 0 0
Dn +1 =
0 Tp -1 0
i 0 0 A, + 12 |
y
Yn4+1 = | --ee
yn+ 1
P1 Pp_1 @ pp
P +1 = e e
0 0 ep!

pois, como os auto-ovetores de XTX continuam inalterados e
pi = L Xq;, temos que:

o

11 T12---T1p

; = ; arat=1,..,p—1
plmosn + 1 0‘3 :v"n] xﬂz‘--xnp ql 4 p L] 1p

Trtl 1 Tnil 2-Tadl p
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n+1
0
e
1 Pp
P kK = h——— XQp = d4p onde tpy = —F——==
p. 1k = k———==Xqy = ap | -
mt VA + B2 £ JA + B2
“p
Agoramos | temos que:
T -
el S
1 T
-1 £ e
Dn + 1Pn 4+ 1
1 T
op — 1 Pp -1 0
Ap 1 pT i
Ap + 12 oy P A, + 12 ]
r T
—_ 0 _
o P1 1 0.
"""" 0 1.
-1 T
Dn+1Pn+1= 1 pT 0 e e
Op—1 VP — 1 0 0
- T
1 pT ; L & Pp
R P P Ap + 2
e
Iip-1 0
{p-1}xn [yl:liTy
=L 5T Un +1 = Poy + ¥n 41
- PP 1 »
e portanto:

_ -1 T
bn+1 ” QD11+1P11+1y11+1
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[ LpT 0
o y
- T
1 T 7 PpY + Yo+
Tp — 1 pp_ 1 U 7 i i
1 T !
| =, Pp dp + 12
- T
- b1y
Q 1 'T
Tp — 1 pp._ ly
1 T 12 1 _.T {
gppy - Ap+12 ;;ppy + Ap+12 yn-l—
T = -
ip1y 0
1 'T T Q :
op _ 1 pp— Iy U
!
%pgy T E [ Yn 1
= QD 'PTy + qp &,
= bn —I— qp hp
onde,hpzﬁ_—qg(ynJri—éPgY)
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Se ao invés de adicionarmos a matriz X a linha xn +1 ={qpe
adiclonarmos uma linha na direcio do auto-valor referente ao i-ésimo auto-
vetor , teremos analogamente que:

bn +1 = by + di hi;

!
onde,hf=m(yn+1 - JL,.P;I‘Y

Mas, como os auto-valores estio ordenados em ordem decres-
cente e queremos naturalmente aumentar o valor do menor auto-valor , foi
apresentado a forma recursiva ao adicionarmos a nova linha x5 4 1 = { qp.

Se tivermos mais de nm auto-valor pequeno e quisermos acres-
centar um numero de linhas maior do que um, ou seja, por exemplo as linhas

XE 1 =1 qg e x} +2 = E'qg _ 1, teremos analogamente:

bn+1 = by + thp

by 42 = bns+1 + ql:)—lhp—-l

‘ .
onde, hy, -1 = m(%ﬂm - c,pi_l
a cada linha que incluirmos na dire¢io de algnm auto-vetor, nio sera neces-
sario um novo calculo do § estimado usando todas as matrizes que foram
empregados na primeira estimativa de 3, e sim utilizarmos apenas os valores
da estimativa anterior do g , o vetor y , ¢ sendo que foi acrescentado uma
nova linha na diregdo do i-ésimo auto-vetor com norma I, os vetores q; , pj ,

o auto- valor A; e o valor [

pg _ 1Y ) Assim,

4.7 Exemplos de Aplicacao do Método

Para uma melhor visio da solugao apresentada na se¢do 3.5
iremos colocar dois exemplos de matrizes mal condicionadas e aplicaremos o
método proposto
1)- Seja H uma matriz de Hilbert 4 x 4, entdo:
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1 1/2 1/3 1/4
1/2 1/3 1/4 1/5
1/3 1/4 1/5 1/6
/4 1/5 1/6 1/7

H =

e utilizaremos esta como sendo a matriz de variaveis preditoras X.
Seja entdo o modelo de regressdo (2.2.1):

y = X8 + ¢

suponhamos que os erros ¢; sejam independente e identicamente distribuidos
com distribuicdo normal com média zero e variancia 1. Entéo y ~ N(X3,I)
e para simulacao de y suponhamos que o verdadeiro valor de § é dado por:

p=(1111,

Para a obtengéo do vetor y geramos cinco valores amostrais de
uma distribui¢do normal padréo com a utilizacdo do método de Box-Miller,
e depois acrescentamos os valores da média , XJ.

Agsim,
y ~ N(X§, 1)
e os valores de X foram:

2.033
1.283
0.95
0.73

X_ﬁ:

8.615
] 1444
Y= 10188
1.527
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Com a utilizagdo do IML do SAS calculamos os auto-valores
associados & matriz XTX, o qual foi:

2.2452943
0.0263739
0.0002713
(.0000106

Notamos que o Ay € pequenc em relacdo ao Ay , o que indica
q 3 O 4

que a matriz deve ser mal condicionada. Calculamos entdo ¢ nimero de
condi¢ao que foi :

K(X) = 460
e o valor do 3 estimado :

34.179
—102.527
121.753
—59.541

b:

Notamos que o nimero de condigdo é grande indicando o mal
condicionamento da matriz. A fim de termos uma melhor visao geramos uma
matriz de perturbacao §X, onde os elementos desta matriz de perturbagao
tem distribui¢do uniforme no intervalo de 0 a 1073, e foi dado por:

2.32830643F — 10 3.34111507F — 04 6.05867477L — 04 9.21498751F — (4
3.23983840F — 05 1.87925994F — 04 3.85236460F — 04 6.32863026F — 04
8.83923377F — 04 8.87059601F — 04 6.82666432F — 05 3.12527175E — 04
7.05339014F — 04 8.10669967E — 04 9.45096835E — 04 1.56293623L — 04

0X =

Calculamos a matriz de variaveis preditora perturbada XP =
X + 86X , e o beta estimado com a matriz de variaveis preditora XP. Os
valores desta( bp ) foram:

36.08
—112.204
126.433
—53.989



Assim, enquanto a matriz de perturbagio 6X possuia elemen-
tos que variavam da ordem de 0 a 1073, a maior diferenga entre os betas
estimados, b e bp, fol de 9.68. Acrescentamos entdo uma nova linha na

direcdo do auto-vetor do quarto auto-valor com norma [ = 1.50, ficando
assim:
0.146 0.22
—0.768 —1.151
Xnsr = Lag = 150% ) qe0 | = | 5909
0.143 0.214

Escolhemos a norma { de tal maneira que o menor auto-valor
(M) ficasse igual ao maior auto-valor(\;). E claro que a norma do vetor
acrescentado ! ndo precisava ser de tal maneira que fosse 0 mesmo do maior
auto-valor, mas como sabemos que quanto maior o auto-valor, menor serd a
variancia do b naquela direcao , foi utilizado este valor. Neste caso o nimero
de condicio foi:

K(X) =91

o que indica uma "grande” diminui¢io no valor do mesmo. O valor do beta
estimado com esta nova matriz foi:

12.212

12.572

30.832
—80.928

b =

e ap0s somarmos uma matriz de perturbagio & matriz de variaveis preditora
de forma analoga ao que foi feito anteriormente o valor do beta estimado fot:

12.460

12,123

29.872
—79.519

bp =

e a maior diferenca entre o b e bp neste caso fol de 1.41, ou seja, esta
diferenga é aproximadamente sete vezes menor do que a diferencga anterior.
Como o nimero de condigio foi de k{ X ) = 91, acrescentarmos uma nova
linha na direcao do auto-vetor do pemiltimo auto-valor(Az) com norma ! =
1.50, ficando assim A; = A3. A nova linha XE+2 foi dada por:
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0.061 0.092

B —0.219 | | —0.328
Xorz = Las = 130+ g0 | = | o734
0.842 1.261

¢ neste caso 0 valor do nimero de condigao foi:
K(X)=9

o que indica que a matriz nao deve ser mal condicionado. Foi calculado o
valor do beta estimado(b) e do beta estimado com a matriz de varidveis
preditora perturbada (bp), que foi:

[ 17.431
—6.109
~10.99
| —9.026

F17.460
—6.119
~11.001
| -9.034

bp:

Assim, a maior diferenca entre o b e bp foi de 0.028, enquanto
que antes da inclusdo das linhas foi de 9.68.

2)-Como um segundo exemplo , foram utilizados dados reais retirado do
arfigo "An appraisal of least squares programs for the electronic computer
from the point of view of the user” de James W.Longley e Silver Spring.

A matriz de varidveis preditora X é dado por:
X = {x1 X2 X3 X4 X5 X¢ };
onde

x1 = deflator de preco implicito, GNP.
xs = Produto nacional bruto.
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xg = Desemprego.
x4 = Tamanho da for¢a armada.

x5 = Populagio nédo institucional com idades iguals ou acima de 14.
xg = Tempo.

e a varidvel dependente :
¥ = Emprego total retirado.

e fo1 usado o valor de b:

[ 34899258 ]|
15.062
—0.036

b = —2.02

—-1.033

—0.051

1829

retirado da tabela 10 do artigo, como sendo o verdadeiro valor do # para
o cdlculo de y ~ N( X3 , I ) com a utilizagdo do método de Box-Miller.

Com a utilizagao do IML do SAS calculamos os valores dos auto-valores e
auto-vetores de XTX:

[ 2.76F12
7.04E9
11608546
A= | 2504095
1734.17
13.38
1.19E — 7




Q =

[ 2.3418FE — 6 0.00001 —9.71E -6 —2.80E—6 0.00051  —0.000035
0.000243 0.000616 —0.00049 0.00144 0.104358 0.994538
0.960337 ~0.27879 —0.00223 —0.00464 0.00135  —0.00019
0.007777 0.010278 0.785382 0.618637 0.01704  —0.0023
0.006267 0.013421 —0.61873 0.78542 —0.00807 —0.0006
0.278625 0.959975 —-5.37FE ~6 —0.0188 —0.0213  0.001607

| 0.004579 0.020892 —0.01843 —0.0047 0.99413  —0.10433

Notamos que pelo menos trés dos auto-valores , As, As, A7, 830

"extremamente pequenos” em relacao ao Ay, sendo que o Az e A4 estao "bas-
tante distantes” de \; também.

Calculamos o valor de b , obtendo-se:

[ 3485363 |
14.383
—0.036
~2.02
—1.034
—0.05
1830 |

e geramos a matriz de perturbagio 6X de maneira analoga ao exemplo 1 e
acrescentams a matriz X ficando assim, XP = X + X e calculamos o valor
de beta estimado com a matriz perturbada XP | o qual foi :

[ —212414 ]

—42.313
0.061

—0.527

—0.567

—0.357
155

Notamos que enquanto a matriz de perturbacdo é composta de

elementos com valores que variam da ordem de 107 a 10~% a maior diferenca
entre b e bp foi da ordem de 3% 10% e no valor do bg e bsg houve uma mudanca

063

0.99999
—0.000019
3.054E -8
4.5594F -7
1.3124E8 -7
—1.03F —7
—0.000511

:




no sinal. O ndmero de condicao foi: k( X ) = 4,8 x 10® indicando assim
que existe problema de multicolinearidade. Acrescentamos entdo uma nova
linha na dire¢io do auto-vetor correspondente a A7 e escolhemos como sendo
o valor de ! o valor 1=1,67 x 10°, ficando assim o valor de }; igual ao valor
do A7 . Assim a nova linha foi dada por:

[ 1663609 ]
—31.092
0.05
Xpnt1 = L qr = 0.758
0.218
—0.171

| -850 |

e o valor do beta estimado com esta nova matriz foi:

[ —34821876 |
600
—0.992
b = —16.309
—5.147
3.177
17358

e o valor do beta estimado com a matriz de variaveis preditora
perturbada, foi:

[ 34821876 |
1334.699
—1.426
bp = —15.855
0.992
5.24
17600

Neste caso a maior diferenca entre o beta estimado com a ma-
triz de variaveis preditora ndo perturbada e o beta estimado com a matriz de
variaveis preditora perturbada foi de 734.44 e houve uma mudanca no valor
do bys. O nimero de condigao foi de :

E(X) = 4,5 x 10°
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indicando assim um forte indicio de multicolinearidade ainda existente na

matriz X.

Foi entac acrescentada mais uma linha na diregao do auto-
vetor correspondente 3 Ag com norma { =1,67 x 10°, fazendo com que este
auto-valor figue com o mesmo valor do A;.

Xn+2 = L g = —3827

Yol calculado o valor do beta estimado com esta nova matriz

que foi:

e o valor do beta estimado com a matriz de variaveis preditora

perturbada foi:

Neste caso a maior diferenga entre o beta estimado com a ma-
triz de varidveis preditora ndo perturbada e o beta estimado com a matriz

- ~57.848 }
1654523
—33.418

~10123
2674
| 173567 |

Esta nova linha foi dada por:

[ 34821876 |
600
~0.993
—16.311
_5.148
3.178

17838

[ 34821878
582.063
—1.276
—14.115
1.453
7.023
17679
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de variaveis preditora perturbada foi de 178.5 e continuou havendo uma mu-
danca de sinal no bs. O mimero de condigio neste caso fol de:

k(X) = 39949

indicando ainda a existéncla de multicolinearidade.

Acrescentamos entio a terceira linha na diregao do auto-vetor
correspondente ao auto-valor As com norma ! = 1,67 X 10°, fazendo com
que este também fique com o mesmo valor do A;. Assim, a nova linha foi
dada por:

849
173611
2246
Xn43 = L s = 28355
—13436
—35568
1653843 |

Neste caso o valor do beta estimado foi:

[ —34821876 |
600

—0.992

b = —16.31

—5.147
3.176
17858

e o valor do beta estimado com a matriz de varidveis preditora
perturbada foi:

[ 34821876 ]
600
~1.033
bp = —11.053
0.003
3.184
17858
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Neste caso a malor diferenca entre b e bp foi de 5.26 e continua
havendo uma mudanca de sinal no by. O nimero de condicao fol de:

E(X) = 1051

indicando ainda a existéncia de multicolinearidade. Acrescentamos entao de
um modo andlogo a quarta linha X, 4:

r

—4.66
2396
—7726
1029170
1306632
—31359
—TH5

Xnea = L oqa

e neste caso os valores do beta estimado com a matriz de varidveis preditora
nao perturbada e o do beta estimado com a matriz de variaveis preditora
perturbada foram:

[ 34821876 |
600
—0.993
b = —16.31
—5,146
3.176
17858

[ —34821876 |
600
—~0.99
—15.562
—5.722
3.321
17858

=2
=
i

assim a malor diferenca diferenca entre eles foi de 0.75 ¢ ndo houve mais,
mudanca no sinal.Q nimero de condicao foi de:

B(X) = 488
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O que mostra que ainda h4 problema de multicolinearidade . Acrescentamos
entao a quinta linha de maneira aniloga, obtendo-se:

[ —16.163 |
—825
—3713
Xpis = L gs = | 1306566 ,
—1029326
—8.945
—30672

[ 34821876 ]
600
—0.99
b = —16.309
—5.146
3.176
17858

[ —34821876 |
600
—0.99
bp = —16.297
—-5.143
3.321
17858

Neste caso a maior diferenca entre b e bp foi de 0.14. O nimero
de condigido neste caso foi:
k(x) = 19.83

Se incluirmos mais uma linha de forma analoga , teremos:
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17.94
1024
—463209
xnpe = Lqe = | 17077 ,
22299
1594992
34712

[ 34821876 |
600
—0.99
b = —16.31
—5.146
3.176
17858

[ 34821876 |
600
—0.96
bp = —16.298
—5.145
3.203
17858

e a mailor diferenca entre b e bp é de 0.0297 e o nimero de condigdo é 1.
Na pratica pode nio ser possivel o acréscimo de linhas na diregdo e com a
norma desejada, como por exemplo este segundo exemplo que é constituido de
dados econémicos, e que foi utilizada por ser um conjunto de dados bastante
citado na literatura. No entanto existermn muitas situagdes onde isto é possivel
, por exemplo em experimentos de laboratério ou em maquinas onde a pessoa
pode controlar os dados de entrada. Mas ainda assim pode ser que nao
seja possivel acrescentar a linha com a norma desejada por ser um valor
"muito grande” por exemplo, tendo que diminuir o valor desta. Neste caso
é aconselhavel colocar esta linha com o maior valor da norma dentro das
possibilidades.
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A Definigoes

Aqui apresentaremos algumas defini¢bes sobre elementos basicos
da teoria de matrizes que serdo necessarios ao desenvolvimento desta disser-
tagao.

DEFINICAO A.1 (Rudin, 1976, pg. 3) Um corpo € um conjunto F' com
duas operacées denominadas adicdo e multiplicacdo, gue salisfazem os se-
quinies ariomas:

(A)- Axiomas de adicao

(Al)-sex,y € F, entdo a soma também pertence a F, isto é, x+y € I

(A2)- adi¢do € comutativa: c+y=y+z ; Ye,ye F.

(A8)- adicdo € associative: (z+y)+z=x+(y+2) ; VYa,y,2z€ F.

{A4)- F contém um elemento 0 tal que 0 + x = x, gualguer gue seje
T EF,

(A5)- para todo z € F existe um elemento —z € F, tal que

z+{—2)=0

(M)- Axiomas de multiplicagao

(M1)- se z,y € F, entdo o produto também pertence & F, isto ¢,
zy e F. .

(M2)- multiplicagio € comutativa: zy =yz ; Va,ye F

(M3)- multiplicagdo € associativa: (zy)z = z(yz) ; Va,y€ F.

(M{)- F contém um elemento 1 # 0 tal que la = z, qualquer que seja
zeF.

(M5)- se z € F e x #£ 0, entdo existe um elemento 1/z, tal que

- (l/e) =1

(D)- A lei distributiva
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s(y+z) = zy+az
qualquer que seje x,y,2 € F.

Nesta dissertacio, sempre que fizermos referéncia a um corpo
estaremos considerando os nimeros reais () ou os nimeros complexos (C),
com suas operagoes usuals de adigao e multiplicagéo.

O objeto fundamental de estudo desta dissertacio é a matriz,
que pode ser definido de duas formas: tabua retangular de escalares ou como
transformacdes lineares entre dois espacos vetorias, especificado suas respec-
tivas bases, onde escalares sdo elementos de um determinado corpo ¥. O
conjunto de todas as matrizes m x n sobre F' sera denotado por M,, ,(F)
e M, (F) sera abreviado por M,(F) e denotaremos as matrizes por letras
maiusculas em negrito, por exemplo, A, B, etec os vetores serdo denotados por
letras mintsculas em negrito, por exemplo, a,y, x, etec.

A seguir definiremos norma de vetores e matrizes, apresentan-
do alguns tipos de normas que serdo utilizados.

DEFINIQ;XO A.2 (Horn and Jonhson, 1990, pg. 259) Seja V um es-
paco vetorial. Uma funcgdio || - ||: V — R € uma norma de vetor se para todo
X,y € F':

x[|20 e ||[x]|=0 < x=0.
2- || ex ||=| e |ll x ||, para todo escalar ¢ (real ou complezo).
S-Ix+yllsli>i+ 1yl

Existem varios tipos de norma de vetores, entre estas, citamos
a norma euclidiana (ou, norma I;)sobre ", que é definida por:

1

x|z = \ﬂxTx) = ($§+,,,+$i)5

DEFINICAO A.3 ( Horn and Jonhson, 1990, pg. 290 ) Norma de ma-
trizes

Seja My um espago vetorial de dimensdo n®, denolaremos a
fungéo ||| - ||l: Mn — R, come norma de mairiz se para todo A, B € My, as
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sequinte condi¢bes forem satisfeitas:

I-HHAliZ0ell| A||=0 se, e sdse, A=0.

2- | cA =l ¢ |||| cA ||| para todo escalar ¢ (real ou compleza).
-l A+BI<filAll + (I B

4- Il AB ST A (I B

A seguir apresentaremos algumas normas sobre o My. A nor-
ma Fuclidiana ou norma I, definida para A € My, (Horn and Johnson, 1990,
pg. 291) € dada por:

| Af= (Z a?j)

Um outro tipo de norma de matriz a ser utilizado aqui é defi-

nido da seguinte maneira (Horn and Johnson pg 292): seja || . || wma norma
de vetor em R”. Define-se ||| . ||| em My por:
Il Al = mazyx =] Ax ||

B Matrizes Ortogonais

Neste apéndice, vamos difinir matrizes ortogonais e apresentar
alguns resultados que serdo utilizados nesta dissertacao.

DEFINICAO B.1 Uma matriz U € My, ¢ dita ser ortogonal se UTU = 1.

Aqui temos como objetivo estabelecer algumas condigdes que
sdo equivalentes & defini¢io acima, a fim de que nd haja duvidas sobre as
diversas defini¢des de matrizes ortogonais encontradas na literatura, isto é,
queremos mostrar a equivaléncia entre as diversas defini¢des encontradas na
literatura.

TEOREMA B.1 Se A € M,, ¢ BA = 1. Entdio, A € ndo singular, B €
inica e

AB =]
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Prova: Se A € My e BA =1, entao se Ax = 0, temos que
x =Ix=BAx

Portanto, Ax = 0 <= x = 0, 0 que quer dizer que A é nio
singular, Agora, a ndo singularidade de A implica que as equagdes:

TAT T

Ax =y X =y

tém ambas uma tnica solu¢io qualquer que seja y € R. Desta forma, sabe-
mos que existe By, € My e Br € My, que s80 as tnicas solucdes de:

BrA =1 ABgr =1
respectivamente. Agora, da expressao
Br, = BrLABr = Bp
concluimos que B é unica e

AB =1

il

Este resultado apresenta algumas interpretagoes interessantes,
por exemplo, se as condigbes do teorema sao validas, entdo B é a inversa
de A. Apresentaremos agora um resultado que nos da algumas condigdes
equivalentes & matriz ser ortogonal.

TEOREMA B.2 Se U € My, as seguintes relagées sdo equivalentes:

a- U € ortogonal

b- U € ndo singular e UT = U1

e-UUT =1

d- UT ¢ ortogonal

e- as colunas de U formam um conjunio ortogonal
f- as linhas de U formam um conjunto orfogonal

g- Se para X € £*, y = UX seque que yTy = xTx
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Prova: Inicialmente, vamos mostrar que as condigdes (a) & (d) sdo equivalen-
tes, pois isto & conseqiiéncia direta do teorema 1. Assim, se U é ortogonal

Utu =1
Portanto, segue do teorema 1 que U é ndo singular e
UuT =1

Desde que U~! é tinica, concluimos que UT = U-1, Agora,
usando o fato de que (UT)? = U, podemos mostrar que (a) & (d) sho equi-
valentes.

Denotando por ufl) a i-ésima coluna de U, segue que se U é
ortogonal

0 ; se1#]
u@ T L0)

1 5 se 1=37
Portanto, UTU = I é uma forma diferente de dizer que as
colunas de U sdo ortogonais. Desta forma similar, segue que (a) & (f) sdo

equivalentes.
Se (a) é valido e y = Ux, entéo

yTy = xTUTUx = xTIx = xTx
isto é, (a) implica (g). A volta, isto é, (g) implica {a)} tém uma demonstracio

um pouco mais complicada e inicialmente faremos para o caso bidimensional.
Portanto, para n=2, assumindo (g) e difinindo

obtemos que

Desta forma., se
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G11 @12
UTu =
az1 622
da equagao (1) podemos concluir que

[111:1

Da mesma forma, se tomarmos

0

ohtemos
tlag = 1

Denotando os vetores colunas de U por uj e ua, repectivamen-

te. Segue que

UTu =
a 1

onde @ é o produto interno de uy com us, isto &,

T

a = Uy
Assim, tomando
i
X =
1

obtemos que



portanto, @ = 0. Isto significa que se xT UTUx = xT

z € R", entdo

x qualquer que seja

vTu =1

isto é, U é ortogonal. Agora, para n > 2, considere A = UTU. Assim,
seja x € R™ tal que todos os componentes sao iguais & zero com excessao da
i-ésima, e j-ésima coordenada, com ¢ < j. Entao,

TAx = [o o)A ]|

onde A({i,}}) representa a submatriz de A que é formada tomando-se a
intersecdo da i-ésima e j-ésima linha com a iésima e j-ésima coluna. Assim,
como ja mostramos

A({i,jY) =T € M

Desde que ¢ e § sdo arbitrarios, conclufmos que qualquer sub-
matriz principal de A,y; éigual a identidade. A dnica matriz A satisfazendo
isto € a identidade. Portanto

UTUu = 1

para U € My. O
Maiores informagGes sobre matrizes ortogonals podem ser en-
contrados, entre outros, em textos tals como Horn Johnson (1990).

COROLARIO B.1 Seja U € My, uma matriz ortogonal, X um vetorn x 1
e A € My. Entdo:

a)-]| Ux [h=1 x [

b)-[| UA fla=1 A |-

Prova: a)- Seja Ux = y, ou seja, ¥ € um vetor n X 1 , entdo:
— T _ ~T71T R _

|y [o=vy"y =x"UUx = xx = x |2

e portanto a norma Fuclidiana é unitariamente invariante.

b)-Seja A = [ a1, ..., an | € My , onde a; é um vetor n x 1. Entéo:
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A lz=121 [+ + 1 a [
e

| UA 2= Uay |3 + ..+ || Uag [z =

=fla I3+ + [ an 5=1 Al
como || BT |, =1 B ||z para todo B € My, temos que:
T T
| AU [lp=| UTAY o= AT o=l A |,
entdo a norma {, em My, é uma norma de matriz unitariamente

invariante.

C Prova de alguns teoremas

Prova do tecrema 2.9

Como A é simétrica, existe uma matriz ortogonal U tal que A
=UDUT e D = diag ( Ay, ... , An ). Se x # 0, temos que:

xTAx  (UTx)™D(UTx) (UTx)’D(UTx)

xTx xTx T (UTx)T(UTx)

ecomo { UTx 1 x €R* ex#0}={y€eR": y#0)} para

y = UTx | entéo se ws , W2, ..., Wy € R é dado, temos que:
xTAx _ YTDY
SUPx0 , xL W Wk KTX - ‘Supy_-’(;g , ¥l UTWl"“‘UTwn—k yTy =
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f
o |2
Z SUPyTyo1, yaUTwy . UTwy ) mn=mpea=0 2 A

i=1

n

2
= SUPy UTwy . UTwy (s 4 ot 82 = 1 ZE ALy 12 Ak (1.93)
T=A

e

xTAx . yTDy

b xwye ey ST T Py y a0y 0T Ty

T

mfyTyzl ; yJ.UTwl,m,Uka_l Z A | v

=1

| 2

n
1 . . 2
2 ‘lnfyTy:] ) yJ‘UTWI!""UTWk__l y W= =yp =0 Z /\‘ | Yi I

=1

n

. 2
= yJ.UTwl,,Uka_l s yi-“‘-.'}"y?,:l Z A?‘ | Yi I 2 Ak (1'9'4)

i=1

Agora, no teorema 2.8 mostramos que:

T
) X AX . T
Al = ming £ 0 Tn = min T, _, X Ax
e
\ xTAx Ty
n T MaTx g0 op - T maray o XOAX
Suponha que A = UDUT com U = [ uy, ... , un J, onde as

colunas de U sdo os auto-vetores ortonormais de A. Se considerarmos apenas
os vetores X € R" que 530 ortogonals a uj , teremos;

xTAx = Y & | (ufx) P= 3 A | ufx |?

i=1 =2
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n fl

> > [ ufx P= XY | (ufx) F= dxx

1=2 i=1

e esta desigualdade se torna igualdade se escolhermos x = ug,

entao:
T

: x"Ax TaAy - )
mznx?ﬁ-(‘j,xlul T—mznxTx:1 x1lu X X = 2

X+xX ' 1

assim:
. xTAx
MiNx ¢ 0, x 1 uy, .. W q —;T;" =

o Tay — -
= MINT. 1 x Ly, X Ax = A, k=2,.,n (1.9.5)
e
xTAx
MaTx 3 0, x L uy.lly jq XTx

— T — A -
= AT, Ty -1 4 o Untiy g1 X"Ax = Mg k=1,..,n~1 (1.9.6)

Tinhamos em (1.9.3) que:

xTAx

SUPx 20 ,x L wy > Ak

..... wl].—k XT}(

para quaisquer n-k vetores wy,...,Wp_x , € por (1.9.6) esta de-
sigualdade sera igualdade para uma escolha de vetores w; ; Wi = up_j.q.
Entao:

T
. xTAx
mfwl,...,wn_k SUPx £ 0, x L Wy, Wy W = A (1-9-7)
Em (1.9.4), tinhamos que:
T
, XTAx
Mmfx a0, x L W W g <Tx Ag
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para quaisquer k-1 vetores wy,...,wyx_q , e por {1.9.5) esta de-

sigualdade serd igualdade para uma escolha de vetores w; ; w; = u;. Entio:
T

xTAx

— = A; (1.9.8
xTx e )

e podemos substituir o infimo e o supremo com minimo e
maximo respectivamente, pois o extremo é atingido. Assim,

. xTAx
My, W, | MEIx £0,x 1wy W, ) < Tx = A
e
: xTAx
MATwq w1 T £ 0, x L Wy W g < Tx = A

Prova do teorema 2.13.
a)- Com a utilizagio do teorema anterior , temos que, A" , B" e E” sdo ma-
trizes (m-+n)x (m-+n) simétricas e seja A;( E" ) o i-ésimo auto-valor ordenado
de E". ComoE" =B" - A", temos B" = A" 4+ E" ¢ pelo teorema 2.10
temos:

MOA" Y + M(E" ) € (A" + B ) € M(A") + MW(E)

agora, como pelo teorema 2.12:
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| M(B) — (A | < 0u(E)

€ assim,
| M(B) = M(AT) 1] () | (L13)

Agora seja p( E” ) o raio espectral da matriz E{pp)x(min) -

ou seja:
p(E" ) = maz{| X |: ) eum auto— valor de E" }

Seja ento , A qualquer auto-valor de E" | entdo | A | < p( E")
e existe pelo menos um auto-valor de A paraoqual | A |=p(E" ). Se E'x
=Ax,x#0ese| A | =p(E" ), considere a matriz X(yxn) onde todas

as suas n colunas sao o vetor x , entdio E'X = AX e:
FATE X o= X o= EX < E [ X Iz
eportanto | A |[=p(E" Y< || E |
Assim, a desigualdade (1.13.1) é dado por:
[ M(B) — M(A) S| W(E) <] E |2

e pelo teorema 2.12 |, temos que:

| i = o | <|| E |2 paratodoi=1,..,q. O

b)-Com a utilizacdo do teorema 2.12 , temos que A" , B" e E’
sdo matrizes (m-+n)x(m+n) simétricas . Seja A1 ,..., Auim 08 auto- valores
de A" em alguma ordem dada, e seja A ,..., Anam ©S auto-valores de B’
em alguma ordem. Seja as matrize D = diag{ A1 ,..., Apyn ) , D' = diag(

Al seees Apim ) s V{(m+n)x(m+n) UMa matriz ortogonal tal que A" =vDVvTg
W mn)x(m+n) uma matriz ortogonal tal que B = WD'WT  Entio:

IE [3=1 (A" +E) - A" |}
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= | wpwT - vpvT |2
=0 vIwpwlIv — D |2
=| zpz' - D |;
= tr(ZD2T - D) ZDZT - D)7
= tr( DDT 4+ DDT) — t»(ZDZTDT + DZDTZT)

=Y (I % [+ | A ) - 2u( ZDZTDT)

i=1

onde Z = VTW.
( (I) as matrizes ortogonais sdo invariantes em || ||z, Apéndice B, Corolério
B.1)
Entzo,

| ||§z§(u;- PP -

2 maz{ tr( UD'UTDT ) : U e ortogonal}.

e tr( UDUTDT ) = 7 | w; 2 (A A} ), e queremos
encontrar o valor maximo desta expressdo. Se nds denotarmos por ¢;; =
| wi; |*, sendo a matriz C = [ ¢; | , uma matriz (m+n)x(m+n) com
elementos ¢;; , ,j=1,...,m+n , entdo C € uma matriz duplamente estocastica
e entao € um conjunto convexo compacto em Cmynyx(m+n) com um dominio
maior( Horn and Johnson, Cap 8, secdo 7), e portanto:

maz{ tr( UD'UTDT ) : U e ortogonal}
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=maz{ > | w; [° (A A) : U eortogonal}

£3=1

< maz{ Z ci; ( MA; ) 0 C e duplamente estocastico}
i =1

e como a fungao a ser maximizada é uma fungio linear em
um conjunto convexo compacto, 0 maximo ocorre em pontos extremos do
conjunto convexo, e estes pontos em matrizes duplamente estocasticas sao
as matrizes de permutacio (Horn and Johnson, Cap 8, secio 7) e portanto
existe uma matriz permutacio Pmin)x(m4n) tal que:

T
maz{ Y. cj (A X)) C e duplamente estocastico }
i,5=1
= tr( PD'PTDT)
e como uma matriz permutacao é ortogonal:
maz{ tr( UD'UTDT } : U e ortogonal } = tr( PD'PTDT )
Se P e; = e, para i=1,...,n, entdo:

tr( PDPTDT) = i (A

=1

by M)

e
PE P> 3000 hy, P4 1N - 20, M)
i=1

T

=3 1A, - AL
i=1
e portanto [ %, | )\;,(,_) D ]% < E" || e pelo teorema
2.12,

[
A
=
M

13 15— el <
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