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GLOSSARIO

T tipo de estruturas

ﬂr" cardinal associado as relagSes de T
u 8 T-estruturas

|| universo de U
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K(t) a classe de tod_as as T-estruturas

{pl: 11—_#—)!31/ ie I} familia de homomorfismos sobrejetores

X uma classe de t-estruturas

[{Bl/ ie Z}, {Fij/ i= J}] diagrama dirigide da familia de
T-estruturas {Bi/ i e } sobre
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T-estrutura limite direto do diagrama dirigide de

t-estruturas D

grafo

ilgebra de Lie

centro da &lgebra de Lie L

algebra de todos os endomorfismos de V

representacio adjunta de L

multigrafo

fungio inicial (final) do multigrafo orientado M

extremos da aresta a do multigrafo ndo orientado M

linguagem de primeira ordem associada ao tipo de

estruturas T.



INTRODUGAO

PRODUTO SUBDIRETO DE ESTRUTURAS E ESTRUTURAS
SUBDIRETAMENTE IRREDUTIVEILS:

Este trabalho pretende dar uma exposicdo da nogfio de produte
subdireto de estruturas, dos principals teoremas de decomposicio e de
suas aplicacBes para classes de estruturas fechadas por certas

propriedades especificas

A nogd3o de estrutura inclui quase todas as estruturas
matematicas elementares (isto ¢, definiveis segundo a légica de
primeira ordem) como por exemplo grupos, anéis, corpos, d4lgebras de
Boole, etc. Se a estendermos a nogdo de estruturas polisortidas, tal
nogio permite subsumir por exemplo os espagos vetoriais, espagos
topolégicos e todas as classes algébricas estudadas na Algebra

Universal.

O produte subdireto de estruturas & uma generalizagio do
conceito de produto direto. E particularmente importante o conceito de
estrutura subdiretamente irredutivel, definido no capitulo I.
Apresentamos uma caracterizagio do produto subdireto por meio de uma

propriedade universal (uma coniribuiqz’io original deste trabalho}.

Do ponto de vista histérico, um teorema cléssico de G.
Birkhoff (ver {Bil) foi o primeirc resultado a respeito da decomposigdo
subdireta de 4lgebras (de uma classe equacional) em fatores
subdiretamente irredutiveis. O Teorema de Birkhoff foi generalizado
para classes mais gerais de estruturas por diversos autores, alguns
independentemente: por Malcev (em [M]), para classes de estruturas
axiomatizadas por axiomas universais em primei;a ordem; por Burris
(IB]), Pickett (IP]) e Sabbidusi ([S]), para outras classes especiais

de estruturas.



Uma generalizagdo particularmente interessante foi obtida por
Caicedo ([C]), para classes arbitrarias de estruturas fechadas sob
limites diretos de familias de epimorfismos. O interesse do tecrema de
Caicedo reside na generalidade, que permite aplicA-lo aos grafos
planares, por exemplo, € na nogde mais estrita de (subdireta-)
irredutibilidade, que permite obter elementos subdiretamente

irredutiveis mais simples.

Nos capitulos 1 e II expomos os fundamentos da teoria
seguindo o trabalho de X. Caicedo {C). O capitulo III & consagrado as
aplicagBes da teoria; destacamos nossos resultados originais, que sio
os seguintes : caracterizamos as #lgebras de Lie Nilpotentes e Soluveis
subdiretamente irredutiveis; estudamos e caracterizamos os multigrafos
subdiretamente irredutiveis em quatro classes distintas, e também

provamos teoremas de representagdo para os multigrafos.

E, para finalizar, no apéndice apresentamos o resultade de R.
Lyndon [Ly 2] a respeito da caracteriza¢&o de sentengas preservadas por

produto subdireto.

ii



CAPITULO 1

PRODUTO SUBDIRETO DE ESTRUTURAS E ESTRUTURAS
SUBDIRETAMENTE IRREDUTIVEIS

L0 - INTRODUCXO:

O objetivo deste capitulo ¢ apresentar as nogbes bésicas de
produto subdireto de T-estruturas e T-estruturas subdiretamente
irredutiveis em relagio a uma classe de zT-estruturas. Na primeira parte
expomos (sem pretens@c de originalidade) estas nogBes e algumas
equivalencias, todos os resultados sendo conhecidos (ver [C], [M], [Gl,
{PI, [Pil] e [Bul). Neste trabalho escolhemos o enfoque de {C), ja
adaptado para T-estruturas. A Unica contribuicdo original ocorre em
1.17, onde se apresenta uma caracterizagfo do produto subdireto por uma
propriedade universal.

A histéria do produto subdireto e dos elementos
subdiretamente irredutiveis comega com o artigo de Birkhoff de 1944
[Bi] no contexto da algebra universal. O enfoque do ponto de vista da

teoria de modelos aparece no artigo de Malcev de 1959 [M).

L.l - GENERALIDADES
As principais definigdes que utilizaremos sio as seguintes:
Definigdo 1.1: Um tipo de estruturas t é um par:

(CYRUIRE SR I . SR A

onde &, B s&c nameros ordinais e n?. mar € N, tais que:
(i) Para cada ¥ < « temos associado um simboloe de fun¢io Fz

n —ario.
'



(ii) Para cada y < 8 temos associado um simbolo de relagio R‘:T

m_-ario.
¥

Definicdo 1.2: Uma estrutura U de tipo T ¢ uma tripla (|1l|, F, R) onde:
i- 111[ € um conjunto ndo vazio (universo de 1)

ii - Para cada y < w, Fa, realiza-se come uma fungio
1 "
n_-aria F: |1] T |
¥ ¥
iii - Para cada y < B, R? realiza-se como uma relagio

u m
m_~aria R_ < |1 v
¥ ¥

_ u ~ u
EF—{F,J/'X(“},R—{R?/?(B}-

Ne que segue assumimos que a igualdade standard & uma relacio

de R.
Notacdo: K{(r) denota a classe de todas as estruturas de tipo T.

Definigdo 1.3: Sejam U,B estruturas de tipo 7. Uma fungio ¢: [U| ——|B]

& um homomorfismo de estruturas se:

n
i - Para cada 7 < a € qualquer (al, ey @ )€ |II| 7
"y
fp{Fu{a, ey @8 )} = FB(@(a Y, .. pla )
71 n G n
¥ ¥
m
ii - Para cada y ¢ B e gualquer (al, - A } e |I[| L4
T .
{(a, ...a }e Ru entdo (pla), ..., pla ) e RB
1 m? ¥ 1 mw ¥

Definigdo 1.4: Sejam U, B € K{t); 9o : ©— B homomorfismo de

estruturas, ¢ é dito uma imersdo se verifica a seguinte propriedade:



im

+ Para cada y < f e qualquer [at, ..a ) e |11| ¥
m
¥

(a, ...a )€ Ru see (pf{a), ..., pla )) e RB
1 m7 ¥ 1 m'J ¥

Observacdo: Toda imersdo & injetora.

Defini¢3o 1.5: Sejam U, B e K(r). % € uma subestrutura de B se |U| <

|B| e a inclusdo i HU| —}B| ¢ uma imers3o.

Definigdo 1.6: Sejam U, B € K{t) ¢ : U-—— B, ¢ & um isomorfismo se

existe ¢ : B—— U tal que gy = 115| € Yop = llul'

Proposicio 1.7: Sejam U, B € K(r); ¢ : 1 — B é um isomorfismo see

¢ € uma imersdo sobrejetora,

Prova: [=] Seja ¢ : W—— B um isomorfismo; trivialmente, ¢

it — |B| ¢é bijetora, e em particular sobrejetora.

Provemos que ¢ € imersfo. Sejam y ¢ B e (al, .. a_ ) € |Il|m7
tais que: ((p(al), cp(am ) € R: ; por hipbtese existe ¢ '{ 8— U
homomorfisme inverso dg ¢ e como (aI, aeoa ) o= [woap(al],
wocp[am )) e R;I resuita que ¢ € imersdo, Logo, ¢ : 113—-353 € uma imersio

¥
sobre jetora.

e} Seja ¢ : U—> B imersdo sobrejetora, entdio ¢ :|U|— |B| &
bijetora, logo existe ¢ : |B| —— |U| inversa de ¢.

Provaremos gue ¥ é homomorfismo.

Sejam 7 < @ ¢ (&, .. an} €. |B|n3.- Como ¢ & bijetora
existem bl, bn e |1} tais que: aj= go{bll, bi = w{ai} e por ser ¢
homomorfismao: !

PFI(D, . v, ) = Foplb), .. otv, )



Aplicamos ¢ na igualdade anterjor e obtemos:

Fla), .. wla B = Fe (a, .. a )
¥ 1 n? ¥ 1 n7

m
Sejam agora ¥ < B e (a, ... a_ ) € |B| ¥ tais que: (a, ... a ) e
1 m 1 m
B L4 ¥
RV. Como ¢ & bijetora existem bl, bInn € |U| tais que: a = go{bl) l:;l
¥
= w(al].

Como ¢ é uma imersdo, temos que: (tp(bll. @[bm | JI'= RB

. u . r 7
entéo (b1' bm ) € Rv, ou seja, {w[al), l,b(arn ) = RV. Assim W é

¥ ¥
um homomorfismo de B em Ul que satisfaz gop = 1|B| e Yop = llul- Logo ¢

& isomorfismo .

1.2 PRODUTO DIRETO E SUBDIRETO DE T-ESTRUTURAS

Definicio 1.8: Seja {Bi /i€ I} uma familia de T-estruturas.

0 produto direto da familia {Bl/ ie€ I} éa 'lt—e-.-;trutur‘aig[i‘ﬁl=

(], 18 |, F, R) definida por:

1611
- ll]ETIBil - 121‘511
" B
ii. Se ¥ < a F_ realiza-se pela fungdo n -aria F_ :| I B | ¥
¥ .4 T I€I 1
—| l1"511331| definida por:
™ of
F? (al, - a YL = Far {al[_ll. 2 [
¥ ¥
para cada j € I.
Ty
ifi. Se ¥y < B R7 realiza-se pela relacéo m{ar‘ia, Ra, c |igIBi|

definida por:

", g
(al, ...a Je Rar se (31[‘]]’ ea ijh) Rar’

m

¥ ¥

para cada j € L



s, %
iv. F”{Fgr /1(«},R={R;l/a’<5}.

Coroldrio 1.9: As projecdes ]'Ij: |11é[151| —_— IB]" HJ[a] = aljl, sdo
homomerfismo sobrejetores.
Prova: Trivial a partir das definicGes

Podemos provar agora a seguinte propriedade universal do

produto direto:

Proposicdo 1.10: Sejam {51 /ie I} e Ul uma familia de T-estruturas

e uma T-estrutura, respectivamente. Seja {hlz 'U.—»-)Bl /1 e I} uma

familia de homomorfismos; entfc existe um Unico homomorfismo g:

u——aiglsl tal que: h1 = H[og para cada i € L.

Prova: {a) Primeiramente, provamos a existéncia: Definimos g:
II——-)igIBI por gla) [i) = hi(a]. Observemos que g: |U| ————)[iTEIIBl| é uma

fungio bem definida; provemos que é um homomorfismo.

n
Para isto sejam 7 < {al, a ) e |1 ¥ entio para cada
¥
jel
1 o _
g[l’ar (al, anar)] (il = hj[F?(ai, anv.)]
J =,
= F'ar (hj(a) hj(arl ) = l'",‘ar (gla), ... g(al_l N L.
¥ ¥
i 1;151
Assim g{F (a, ...a )N =F HAgla}, ... gla I
¥ 1 n v 1 n
' - - "y
m
Sejam entdo y < B, (a ... a_ ) e | ¥ tais que:
¥
i ];[51
{a..a )eR . Como (gla) ... gla )} eR see
Ty 7 Ty 4



B
Para cada j € 1 [g[al) i1, ... g(am ) Ij] e Rarj see
¥

Para cada j € 1 (h(a), ..., h{a )} € RJ, o que é
]t ] m ¥

¥
verdadeirc pois os hj: n—> Bl sdo homomorf{ismos,

Assim g & homomorfismo, e trivialmente hl = Hlog para cada

iel

(b} Unicidade: Sejam g, g: 1 — 'iiiBl tais que para cada i €
Ih = Hlog = Meg'. Seja a « |Uj entdo para cada i € I gla) [i] =

Hlog{a} = Hlog’[a} = g’{a) [i} logo g(a) = g'(a}, ou seja, g = g’ -

A caracterizagio do produte direto pode ser obtida pela

propriedade universal, como mostramos a seguir,

Proposigdo 1.11: Sejam {Bi /ie I} uma familia de t-estruturas, B
uma T-estrutura e {pl: B— Bl /ie I} uma familia de hemomorfismos,
Se para cada tT-estrutura 1 e familia de homomorfismos {ti:ll.~—) Bl /7

ie I} existe um Gnico homomorfismo g: I —— B tal que para cada i € [

1:1 = piog, entdo existe um isomorfismo h: B—— 1g1 Bi tal que: para

cada i € I, p, = Hioh.

Prova: Sejall=nﬁe{t=ﬁ: UB——)B/ieI};entao
1€1 1 } 1 1€ i i

existe, por hipétese, um homomorfismo g: 121 Bl——) B tal que

(1) Para cada i eI M =peg

Seja h: B— 121 Bi{como na proposigdo 1.10) para a familia

{pl:B——-> Bl /i€ I}. Entdo h satifaz:

(2) Para cada i €I P, = H}oh

Logo de (i) e (2) temos que para cada i € 1 no= Hlo{hog) e

pi - p]o{goh).



Dado que heg: 121 51-——) ’gl Bi e H]ol

IHiBlI = "[ - Hlo[hog].

pela unicidade em 1.10 temos que heg = llHB J Como goh: B—— B ¢
11

plol 8| =p = plo(goh), pela unicidade da hipétese temos que: geh =

Logo ha isomorfismo, e para cada i € ], P, = Hloh .

1))
8]

Passamos a estudar o produto subdireto de t-estruturas, ao

qual também caracterizaremos de maneira universal.

Definigdo 1.12: Seja {BI /i€ I} uma familia de t-estruturas e uma

T-estrutura 1, tal que existe uma imersio ¢:ll — 121 Bi com ]'fiwp

sobrejetor para cada i € I. Dizemos entdo que U é produto subdireto de

{Bl /ie I} via ¢.

Observacio: Se identificamos 1 com ¢(ll) podemos dizer que U €
produte subdireto de {Bl /1e I} se U ¢ uma sub-estrutura do produto

direto 11"511 Bl, tal que, para cada j € I, Hjoi ¢ sobrejetor onde i

11-———-a»lle'fI Bi € a inclusio.

Definicdo 1.13: Sejam {51 /i€ I} uma familia de T-estruturas, 1

T-estrutura e {pi: U— B 7 i € I} uma familia de homomorfismos
1

sobrejetores. Dizemos que esta familia de homomorfismos é lU-separadora
se satisfaz as seguintes condigBes equivalentes:

u
(i) Se ¥y < B e {al, .. @a } & R,‘r entdo existe i € 1 tal que

il
BI
{Pl(alJ, rray pi(amvj) € R? ]

ou equivalente:

m
(ii} Se;;r(ﬂ(a1 S ) e |1 ¥ ¢ para cada i e I
¥

B

1 » il
(pltal, pi(arn N e Rar entdo (al. -3 ) e Rar'

¥ ¥



Mostramos agora como € possivel obter a caracterizacdo do
predute subdireto via familia de homomorfismos U-separadoras.
Proposicdo 1.14: Seja U produto subdireto de {53i /i€ I} via ¢.

Entio a familia de homomorfismos {lep: U— 51 /S i oe I} é

U-separadora,

Prova: Sejam y < 8 e (a1 a ) € |Il|m"’r tais que {al ca ) & RI:.
(4 8 4
Como ¢ é imersfo, (cp(al), fp{am N e RW ' logo existe J € 1 tal que:
B ¥
(Hjo(p(al), ces Hjow{am“rll ¢ R?J, ou seja {Hlogo: I-— 331 /i€ I} é
Ul-separadora .
Proposicio 1.15: Sejam {Bl /1 € I} familia de <t-estruturas, U

T-estrutura e {pl: nI-— Bl AR S I} familia de . hemomerfismos

sobrejetores lU-separadora. Entdc I ¢ um produto subdireto de {Bl/i € I}

via ¢, onde ¢ ¢ unico, determinado pela propriedade: Para cada i € I

p1= le'

Prova: Pela proposicdo 1.10 existe um tUnico ¢ :U—— 0B

determinade pela familia {pi: N-— Bi /1€ I} tal que: p = Hlogo
logo, por hipétese, para cada i € I, Hioqo é sobrejetor.

Provaremos que ¢ ¢ uma imersao.

ir]
Sejam ¥ < B e (31' .. a_ ) e [l ¥ tais que: {qo(al)

m
1133 ¥
pla )} € R; Isto ocorre see para cada j € I {pj{alJ pj(a D oe
m

Ty
[ ¥
Rarj e como por hipodlese {plzll-»—> B! /i€ I} é l-separadora temos que
{al, ...a J)e Rg .
m
¥



Assim, ¢ ¢é uma imersio tal que, para cada i € I, Tiloqo é

sobrejetor, ou seja, U & um produto subdireto de {Bl /ie I} via ¢
n

De forma analoga ao caso do produto direto, mostramos agora

uma propriedade universal do produto subdireto,

Proposigdo 1.16: Seja U produto subdireto de {Bl /ie I} via .
Se ¢y : I —— B ¢ um homomorfismo sobrejetor e {pl: B— Bl /

ie I} ¢ uma familia de homomorfismos sobrejetores tais que: para cada

1el, Hiogo = pioq'r, entio ¢y é isomorfismo.

Prova: Como ¢ € scobrejetcra por hipbtese provaremos que € uma

imersdo, e portanto o resultado segue de L7.

m
Suponha que existem 7 < 8, (al, .oa )e | ¥ tais que:
m
¥

B 1
{w(al}, w(am ) e Rar e (a1 A ) ¢ Rzr

v ¥

Como 0% p,: B— Bi s&0 homomorfismos, temos que: para cada
B
i e 1, [p"?w(al}, 1:r]°r.6![am )} € R;, ou seja, para cada i € 1
B ¥
(T opla ), ....Mopla )} € R ! Agora, por L.14, {TI op : N— B/i e
i 1 1 w ¥ i 1
¥
I} ¢ l-separadora, entdo [al. e B ) e R;l , coniradicdo. Logo ¢ € uma

¥

imersao.
»

Esta propriedade universal permite obter a Caracterizag8o do

produte subdireto, da maneira seguinte:



Proposicgio 1.17: Se jam {B] /i€ I} uma familia de t-estruturas, U

uma tT-estrutura e {pl: H— Bl s ie I} uma familia de homomeorfismos
sobrejetores.

Entdo U é produto subdireto de {Bl Jie I} via ¢, onde P, =

L4

l'flocp, see para quaisquer ¥ : U-—— B homomorfismo sobrejetor e {pl :

B—0 51 /i€ I} familia de homomorfismos sobrejetores se os diagramas

comutam, para cada i € I,

i
wl Py
$— — 5 B
p 1

entde - ¢ isomorfismo,

Prova: {—] proposigioc 1.16

[e~] Provaremos que {pi: nI— Bi /i€ I} ¢ l-separadora e concluimos

o resultado por 1.15.

m

Sejam 7’ < B, (r:t1 vea ) e |u ¥ tais que para cada j € I
8 v
(pi(a ), ..., pla ]]ERfe(a,...a )eRn.
il J ™ ¥ 1 ™ i

Estamos supondo que {pfll——) Bi /i€ I} nac é U-separadora.

Definimos a T-estrutura B como segue:

i~ sl = |ul __
ii - S-;-'.r(a:,F’3 =Fu
¥ ¥
ili - Se y < B, entdo se 7 = 7' R? =R]'t e Rf, =R¥.U

{{al, —a_ J} .
-

10



Seja ¢ : W—— B definida por ¢y = Id : |U|——> |B};
trivialmente ¥ ¢ um homomorfismo sobrejetor.
Seja, para cada i € I, p; : B Bl o homomorfismo
sobre jetor

induzido por P U— Bl.

Entdo os diagramas:

1L
v l P,
B—p’__) Bi comutam, para cada i € I,
1
Logo, por hipotese, ¥ : Il —— B é um isomorfismo. Assim, (al, ..oa )
m
?"

€ R};, absurdo. Entéo {pi tU—B/ie I} ¢ U-separadora

1.3 EXEMPLOS DE PRODUTOS DIRETO E SUBDIRETO

Exemploe 1.18: Sejam {Bi /1 e l} familia de t-estruturas, .U

T-estrutura e {pl : U—> Bl /1 e l} familia de homomorfismos
sobrejetores tais que existe j € I com p} : h— B_; isomorfismo. Entéo
U é um produto subdireto de {Bi /ie I} via ¢, onde P, = Hio'x.

Isto ¢é trivial, pois sendo pj : U—bs Bj isomorfismo, a

familia {pi : U —— 331 /ie I} é l-separadora, aplicando 1.15

Exemplo 1.19 Todo produto direto é um produte subdireto.

Uma prova trivial resulta do fato _que a familia de
homomorfismos sobrejetores {Hi: lglﬁi—-) Bl /ie l} é ]gIBi—-separ‘ado—
ra da estrutura produto direto.

Qutra prova possivel utiliza as caracterizagGes universais do

produto direto e do produte subdireto. Sejam B = lgl Bl. ¢ = 15 {pi =

11



]11: B—> !31 /i€ I}, Y : B—— Ul homomorfismo sobrejetor e { P,

3
U— 8 /ie I)} familia de homomorfismos sobrejetores tal gque para

cada i € I comuta o diagrama:

wl Py

U._—'—;'—-)B

Pela propriedade universal do produto direto, existe um fnico
homomorfismo g : I —— B tal que: para cada i € I, p; =P8 -

Como pai = p;ow = plogcu’; temos que: para cada i € 1 plal;B =
plO[gow). Logo 1B = goy de onde Y resulta uma imersdoc e como €

sobrejetora, temos que ¢ é isomorfismo. Assim pela caracterizagio

universal do preduto subdireio B é produto subdireto de {!Bi /1€ I}

Exemplo 1.20: Nem todo produto subdireto é trivial no sentido de 1.18
e 119, Por exemplo, na classe dos reticulades distribuitivos com
elementos minimo e méximo toda cadeia com trés elementos & produte

subdireto de duas cadeias de dois elementos.

Exemplo 1.21: Sejam 111, 112, B <t-estruturas, ¢, 111—_; Bi1=1 2
homomorfismos sobrejetores, ¢ seja C = {{al, az} / cpl[al] = ;oztaz)} .

Seja £ = 111 X '!l2 i provaremos que £ é uma subestrutura de

Ill X Ilz que é produto subdireto de {lll, 1[2} ;

Para provar que ¢ subestrutura s6 temos que demonstrar o

fechamento com respeito as operagbes. Seja 7 ¢ « ((al,bl),

n
3’ H _ ] o=
(anw,bnv)} € C Y ou seja, wl(ai) = ?z[bl) para l =i = nar'

12



u XU u

1 2 _ 1
Como Fa‘ ({al.bl), ey {an , bn ) = ((Far (al, ooa ),
1 1 ¥ ¥ 5 ¥
2 1 _ _
F'.)’ (bl, bn?r)) e gol{Fa, (al, . ana‘)) = Fa,(qol(all, . golfana'J) =
B _ L3 )
Fy(wz{blj' ees (pz(bn = (pz(F‘J(bI. bn )), resulta que:
U u,
(F?' (al, - a“-;}’ Far (bx’ ...,bnw)}ec.

Assim, € é uma T-subestrutura de Ill X 112. £ & produto
subdireto de {111, 1[2} : seja a € ]Hl], entdo existe b € [1[2] tal que

qol(a] = lpz{b}, pois ?, é sobrejetor; entio (a, b) € C, logo Hloi{a,b) =
ali: £§— II1 X 112 inclusdo natural], ou seja, Hloi € sobrejetor.

Analogamente prova-se que Hzoi ¢ sobrejetor, loge & € produto subdireto

de {1[,11}
1 2
| |

Observamos que este método permite representar de muitas

maneiras uma t-estrutura como produto subdireto em forma ndo trivial.

I.4 - ESTRUTURAS SUBDIRETAMENTE IRREDUTIVEIS.

Definigdo 1.22: Sejam U T-estrutura e K uma classe de T-estruturas

U é dita subdiretamente irredutivel em K, se para qualquer decomposicio

subdireta ¢ : U-— 121331, {Bl /i€ I} ¢ K temos que existe j € I tal

que ﬂjerp ¢ um isomorfismo.

Demonstramos agora o seguinte Teorema de Caracterizagdo de

Estruturas subdiretamente irredutiveis de X. Caicedo [C}:

Lembramos que uma classe de T-estruturas K é fechada por

isomorfismos se qualquer t-estrutura isomorfa a uma de K esta em K.

13



Teorema 1.23: Sejam K wuma classe de <t-estruturas fechada por

isomorfismos e Ul uma r-estrutura. Entdc U & suybdiretamente irredutivel

m

em K see existem um simbolo de relacio Rir e [al. .. a J)e |II| ¥ tais
m
¥
que:
i - . (al’ e am } Z RI‘;
¥
ii - Para quaisquer 8 ¢ K ¢ F : ©'—> B homomorfismo
sobrejetor que ndc é isomorfismo (F(al}, ... Fla ) €
m
¥
RB.
¥
m
Prova: [«] Sejam Rar e (al, eoa ) e |1 ¥  como no enunciado do
¥
teorema e ¢ : U—— 121 B] produte subdireto. Como ¢ é uma imersioc e
nE
(a, ... a ) & Ru entdo (pla ), ....pla ) ¢ R'€ 1 logo, para algum
1 m ¥ 1 m ¥
¥ % ¥
j € 1, (Mopla), ..., Mo R’ . Assim MTop : U—— B &
J 093 ’Na"’?n ¢ . A ) um
B
homomorfismo sobrejetor para o qual {vaqo[all, Hjogo(a 1) ¢ R'X}'
m

7
Entdo, por hipdtese, HJOtp ¢ isomorfismo. Logo U ¢ subdiretamente

irredutivel em K.

[—] Seja & = {{F.B] / F + 11— % homomorfismo sobrejetor, nfo

isomorfismo, B € K} . £ é uma classe prépria. Define-se (F,B) ~ (F’,

') see existe um isomorfismo g: B—— B’ tal que F' = geF. ~ é uma
relagio de equivaléncia em € que tem um conjuntoe de representantes,
pois existe sé6 um conjunto de t-estruturas nic isomorfas de cardinal
menor ou igual ao cardinal de |Il| e unicamente um conjunto de

homomorfismos de I a B para cada B.

Sejam F = {(Fi, Bi} /i€ I} uma Tamilia de representantes, e

g: 1— 12! ;’B} homomorfismo induzido por {F]: U— Bl /1€ I} .

Como U é subdiretamente irredutivel em K e para cada i € Hlog = Fl &

homomorfismo sobrejetor ndo isomorfismo, temos gque g nio pode ser uma

14



m

. ~ . S
imersdo, logo existem R',y e (al, am) e |u tais que (g(all,

IEIBI u !
gla N eR efa,..a )e&R_.
m ¥ 1 m ¥
¥ ¥

Sejam B € K e F : U -—— B homomorfismo sobrejetor que nio é

isomorfismo; (F, B) tem um representante em F (Fj. 5_1)’ logo F = hoF

onde h :B ——> B & isomorfismo. Entdo F = hoﬂjog. Como (g[al),
n
gla ) e R“EI ! segue—se que:
m ¥
.4
(F(a), ..., Fa_ )) = (helleg(a), ... helogla_)) € R> .
1 m ] 3 J m ¥
¥ ¥
m
Assim, R‘;r e {al, am ) € |'Il| ¥ satisfazem o requerido no enunciado
¥
do teorema
=
Corolaric [Birkhoffl 1.24: Uma 4lgebra de uma classe K

equacionalmente definida € subdiretamente irredutivel em K see a
intersegio de todas as relagdes de congruéncia ndo triviais ¢ ndo

trivial.

Prova: Seja Q uma &lgebra de K, o unico predicado basico de Q sendo
"=". pelo teorema 1.23 Q € subdiretamente irredutivel em K see existem
a, b € |Q} tais que a # b e para qualquer B « K se F: ¢Q— B ¢ um
homomorfismo sobrejetor que nio & isomorfismo temos que Flal = F(b), ou
seja, (a, b) € Cong(F). Da correpondéncia enire relagBes de congruéneia
e homomorfismos sobrejetores nas dalgebras [G] ségue—se que (a, b)
pertence a todas as relagdes de congruéncia ndo ftriviais de Q,
equivalentemente a Iintersecdo de todas as relagbes de congruéncia ndo

triviais de Q é ndo trivial. u
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CAPITULO II

EXISTENCIA DE ESTRUTURAS SUBDIRETAMENTE IRREDUTIVEIS

11.0. INTRODUCGAO:

Apresentamos aqui os teoremas de existéncia e decomposicio
subdireta para classes de t-estruturas fechadas por limite direto de
homomorfismos sobrejetores de Caicedo [CL

Como as &lgebras equacionalmente definiveis sdo fechadas por
limjite direto de homomorfismos sobrejetores, obtém-se como corolario
dos teoremas anteriores um conhecido teorema de Birkhoff da é&rea de
algebra universal [Bil.

Na primeira parte do presente Capitulo expomos as nogdes

basicas de limite direto de t-esiruturas.

.1 - GENERALIDADES SOBRE O LIMITE DIRETO DE 7-ESTRUTURAS.

Definigdo 2.1: Um conjunto parcialmente ordenado (3, =)} ¢ dirigido se

para quaisquer i, j € ¥ existe k ¢ § tal que: i = k, j = k.

Definigdo 2.2: Um diagrama dirigido de t-estruturas sobre (}, =) & uma

familia de tT-estruturas {Bl /ie ):} e uma familia de homomorfismos
{FU : Bi —-—)53J /1= j} que satisfaz:

a) Para cada i € } Fo.= 1EBi

b) Sei=j=kentdoF =F_ oF .
ik &

Denotamos o diagrama dirigide por [{BI S ie Z} {Fij Sis J}]

i6



Defini¢do 2.3: Seja D = [{Bj /i€ }:}, {FU /i o= J}] um diagrama

dirigido de +t-estruturas. O limile direto de D & a Tt-estrutura

ljt})lD:[R},{_}l/g(a},{&/gf(B}]
onde:
o 4] . . .
I - R, = || IBI| (| ] unigio disjunta)
tey, .
e a relagic ~ ¢ dada por:
a~a seeae|B| a e |BJ] e existe k € ¥, k = 1, j

tal que: Fm{a} = FJk(a ).
Afirmacdo: ~ & uma relagdo de equivaléncia.

Prova: A reflexividade é trivial pois F A simetria é também

i IBI’
trivial a partir da definiglio de ~, Provaremos a transitividade.

Suponha a ~ a e a ~ a" entdo se a ¢ |33i|, a € |BJ|, a”’ e
AR

existem k = i, j e q > |, r tais que F (a) = ij{a’l, Fj (a') =
q

F (a’}. Como } € dirigido éxiste s = k, q entdo: s 2 k 2 i Fl =

rg 5

st.Fik e s =9 = F.Ils = FQSOFJq' Logo Fls{a) = FKSOFlk(a) =

F oF {(a’) = F (&) = F oF (a'} = F oF (a') = F (&'). Assim a

ke Jle Js 95 Jq qs TS

~ a’’. Logo ~ € uma relagio de equivaléncia. .

Il - Se [a]l denota a classe de equivaléncia de a em |:] fBli por ~

entdo:
_ 5k
a) Para ¥ ¢ @, B([all, ey [an?}) = IF? {I»‘ilk (al],
.b,F (a2 NMondea e€lal,a eB , k=1, ..1 .
I ¥x'on } 19 i 1 n
D’J ' J . g
b) Para y ¢(B (lall. vees [amzr]} 5_13_}1 see existem k = i - 1‘“7 e

17



B
. K
3, € laj] tais que: (Fl . (aIJ, !-‘l k(am )) e R? .
1 m T
¥
Temos que mostrar ainda que o limite direto estd bem definide, no

sentido em que independe dos representantes de classe.

¥

a} Temos que provar: Se a ~a, ..a -~ ar" , onde a e ]Bi| a; €

¥ ¥ B J
: 3 ] [} .y . k
'51'| e k = N A K = B, ... 1" entdo: Fg, {l-‘I k(al),
! R 7 ¥
k ’ b ]
, Fl Iﬂ(aﬂ ) Fa‘ (Fl.k’ {al], cees FI, o [an?J.
n v 1 n
¥ ) r
Sejam s = i, i, tais que: Fls(ar) = Fl,s {arJ e g = Kk,
rr rr
k', s, 5 entdo:
1 n
¥
Bk
qu(ny (Fi k(all, e l"1 I‘(am 1)) =
1 n ¥
¥
Bq
= l-“,‘)r (qu°F1 k{al}, ey quoF1 . [an )} =
1 n ¥
B
=F % (a), ..., F. _(a ).
¥ ia 1 ey
s
k' Bq
Analogamente: Fk,q (Far {Fiik, [aIJ, ...,F};1 " (an D) = }?3r tpliq (al},
) ¥
o F,, & h
1n q na,
¥
Como F (a) = F _{a') pois q 2 s, ... 5 , k, k' temos
iq r P'q r 1 n
r ¥
que:
Bk
F (F(F (), ..., F (a ))=
kg ¥ ik 1 1 k¥ n
1 n T
¥
Bk_
= Fk,q(F? (F (@) o, Fyo o (al D,
1 n T
4
Logo:
Bk
F,‘r (F] k(alJ, . F] « fan ) ~
1 n"}r ¥

18



3]

k'
» e F » .
F‘J (Fl,k,{alJ. - {an ))
1 n
4 ]
b) Temos que provar: Se a ~ al, ..., a"'; ~ am"r onde a, € [BIJ|, a) €
IB!’I e exjste k = (ST tal que: [I-‘l k(a]]. cees F‘1 k[an Noe
i 7 1 n g
R ¥
R ¥ entao:
4 8
. ¥ 1) = . ’ y k’
Existe k' = i, ... I') tal que: (F]'k,(al), . Fi' k‘[an ) e R? .
¥ t n? ¥
Como a ~ & existe s = i, i' tal que:t F (a) =
r r r r r lrsr r
F (&) Seja q = k, s, ... s entdo por ser F  homomorfismo:
i's r 1 m kq
rr ¥ Bq
! ’ = € R t
[Fi’lq(al}' . FI ;1 q [a“.x)] {Fllq(al)' , Fln q{ana,)] N omar
¥ ¥
k' =q -
Proposicio 2.4: Para cada i € } a aplicagio 8 ]BII ——>R>. gi(a)
= [a] € um homomorfismo.
n
Prova: Seja 7 < {al, S = |!31] ¥ entao:
7 B
FJ{gltal}, gl(an ) =ﬂ([a1], ...,[an N = {Fv (al, e Moo=
5 ¥ ¥ '
g(F Ya, ...a ).
byt n
¥ B;
Seja y < B (a, ..a }eR,
¥
cOoino:
- ] N
fa, .- an?) = (F (a), ... Fii(an'{J € R_‘ar ea s [ai]. izi

entdo: (gi(all. gi(an N = [[all, [an D E&z.
¥ ¥
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Proposicio 2.5; i - Para quaisquer i, je ¥, i = j, gjoFU =g
(propriedade universal)

ii - Se {h’: Bl-—> E} é¢ uma familia de
homomarfismos tal gque para quaisquer i = j, hJOFU = hi' Entdo existe

um tnico homomoifismo &: ]_11'_1')1 D— € tal que: h]: 5ogl para todo i & Z_

Prova: i) - Seja a € |B | entao F (a) e [BJ|

logo:

gJ(Flj{a]) = lFU{aJ] = [a] = gl{a}.

ii) - Definimos &([a]) = hi(a). Se a € f531| provaremos que &
definiciio € boa, ou seja se a ~ &', a € |B|, & ¢ |B | entdo h(a) =
hl,(a’).

Como a ~ a entdo existe k = i, i tal que: Flk{aJ = Fl,k(a'l

ainda majs heF = h e hoF = h,  entéo h(a) = hF (@) =

hkoFi’k(a’} = hi'(a'). Assim & é bem definida.

Agora provaremos que § ¢ homomorfismo,

- B
_ k _
&( FJ[[aI}, ...,[an 1} = 6[{1:-; {Fi k[azI], l-‘1 k[an M =
v 1 n ¥
¥
Bk ¢
= hk(F? (Fllk(al}, ---,Fln k(an?))] = F_y{hkOFllk{alJ. eey
hoF (a )} = F@(’h (a), ....h (a }) = FEIB({a L, ...,
k in k n ¥ i] 1 in n? v 1
¥ 4 ¥
s(fla D
n
¥
Se ({al], [am )] e_Rg entio existe k = il, im tal
¥ % 'S
k = o
que: (Fllk(all, ....Flm k{am?}) € Rir . Loge 6{[aj]] = hk Fijk(ajl e

L4
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como hk: Bk—-) ¢ & homomorfismo, temos gque: [S(Iall),w,a{[am DY e

4
Rs. Assim & :E@D—» € & homomorfismo, Trivialmente da definigdo de

8, para todo i € } temos que: hI = Sogl.

Unicidade de 3: Seja 6’:2{1‘)1 D—— € homomorfismo tal que: h1 =

aogl para todo i € J.

Seja a € |_h_r_f)1 D| entfio existem i € § e a € |Bl| tais que:
gl(al) = a logo &'(a) = 6’°gi(al} = hl[a,) = aogl(ai] = &(a) ou seja

8 =4d.
n

Podemos agora obter o seguinte resultade de caracterizagio do

limite direto pela propriedade universal:

Proposicdo 2.6: Seja D = {{Bi /s ie Z}, {Fu: Bl——> BJ /S ios _}}}
um diagrama dirigide de t-estruturas, B uma t-estrutura e {hj: BI — B
Jie }:} uma familia de homomorfismos que satisfazem:

i- Sei, je}Yi= jentdo: h = h]o}-'U

it — Se € & uma T-estrutura e {ti: Bi——-> E/ie ):} uma familia

de homomorfismos tal que se | = j tl = tJoFl] entfio existe um
inico homomorfisme & B —— € que satisfaz para qualquer i €
¥ cSohi = t]-

Entdo B € isomorfa 4 Erg b.
Prova: Da proposicdc 2.5.1 temos que EI‘_I;ID e {gi:B]—e_Er};lD /i e ):}

estdo nas hipbteses de ii logo existe um vnico homomorfismo &;

B——)EI_I;D tal que 6»'{1l = g para todo i € }.
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Pela hipé6tese i, B e {hl:Bl———aB /ie ):} cumprem a condigdo

de 2.5. ii logc existe um dnice homomorfismo &': _lirgD ——8B tal que hl=
6’<>gIl para todo i € }.
Entdo g = Sohl = 808%g para todo i € [,

Sejam a € |_11r_1;1D} e i e} tal que: a e |B:| e [al] =a logo

a= gl(al} = 8038 °g1(a1} = Jo8’(a) entdo: 8" = Iﬂn.

Consideramos B ¢ &4 familia {hl:Bl—)B /i€ ):} que verificam

a4 hipotese de ii entdo existe um tnico homomorfismo &':B ——8 tal que:

hl = 6”ohi para todo 1 € ¥. Como 1, e &°¢8 também verificam esta

B
condigdo temos que IB = 8’8 = &', Assim &B ———)_EI_I)ID & isomorfismo. -

Proposig¢doe 2.7: Seja D = [{Bi /ie E}. {FIJ /1= J}] um diagrama
dirigido de t-estruturas. Fixamos i € }; se Fm ¢ sobrejetor para todo
k = i entdo o homomorfismo candnico g B! —»—)}_113)1]3 ¢ sobrejetor,

Prova: Seja a € | limD[, entfo existem j € } e a € ]Bj| tal que

J
a = [aJ]. Seja k = 1, j entdo a = gj{aJJ = gk{FJk(aj}J por 2.5.i.

Como F_ ¢ sobrejetora, entdo existe b e |B:| tal que:
ij{aj) = Fm[b); loga: a = gkonk(aj} = gkoFik[b) = gi(b}. Assim g, é

sobrejetora. .

IL2 - EXISTENCIA DE ESTRUTURAS SUBDIRETAMENTE IRREDUTIVEIS PARA
CLASSES DE t-ESTRUTURAS FECHADAS POR LIMITE DIRETO DE
HOMOMORFISMOS SOBREJETORES

Lembramos que uma classe de t-estruturas K € fechada por

limite direto de homomorfismos sobrejetores se para qualquer diagrama D

= [{Bi/ i e ):}, {Flj/ i= J}] com {Bi/ i€ } < K e todos os F”

sobrejetores temos que ¢ limite direto de D esta em K.
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Propriedade 2.8: Se K & uma classe de T-estruturas finitas [Se Il € K
entdo ||U|] < x,] com um nimero finito de simbolos de relagho entdio K e

fechada por limites diretos de homomorfismos sobrejetores,

Prova: Sejam {R}T . R?’ } os simbolos de relag8o de 1, e D = [{Bi
1 n

/1€ I}, {F” /1= J}] um diagrama dirigido de tT-estruturas de K com

os homomorfismos FU sobrejetores. Seja r = min {I |Bi|| /ie I}.

Afirmagdo: Existe q € I tal que HBqH =r e se ||B]|| = r entdo:
B B

IR'| =R Y 1=i=n
L LAY

B
4
Prova: Sejam q € I tais que ||;-‘:.‘»q I| =re |R1 i| & méximo (I=i=n}.
1 1
Seja q € I tal que 9 = q (1=i=n). Como os qu: B ———)Bq sdo
q
i

i
homomorfismos bijetores (pois sdo sobrejetores por hipétese ¢ ndo podem

diminuir cardinalidade pela minimalidade de r), temos que ||B || =r e
B q
q B

|R3r | = }R?q] (1=i=n). Assim q satisfaz a afirmacéo.

1 i

Seja q € | da afirmagiio e k = q entdo F . é¢ um isomorfismo, pois
g

raciocinando comoc na afirmacdo F = & um homomorfismo bijetor, logo
Bq 5 ™ 5 5
| |5k| | =r e |R711 < | R'Ii | (1=i=n) pela afirmagéo |R3’1 | = |R71

(1=i=n), resulta que Fk ¢ uma imersdc e concluimos que Fk é
g q

K

isomorfismo por L7.

Seja g da afirmacdoc entdo g : Bq———)_[}_) é um isomorfismo por 2.7 temos
q —

que g ¢ sobrejetor provemos que ¢é uma imersao, se [gq[al),—,
9

gq(an ) € _}_2}71 entic existe k = g tal que {Fqk{ali, l:'qk(a\n ) e
‘Il 71

Bk . . Bq .

R como F & isomorfismo {a, ... a ) e R . Assimg: % — D _ ¢

3’1 gk 1 n,{ ; g q —

uma imersdo sobrejetora loge por 1.7 um isomorfismo. .



Provamos agora o seguinte resultade de X, Caicedo [C}:

Lema 2.9: Seja K uma classe de t-estruturas fechada por limite direto

de familias de homomorfismos sobrejetores.

m
Sejam W € K, ¥ < B e (al,'.., a_ ) e |Uj 7 tal que {al, .
m
¥
a )¢ Ru. Entdo existem B € K subdiretamente irredutivel em K e um
[ ¢] .

¥
homomorfismo sobrejetor F:U ——B tal que: (F{al), . F(am e R? .

4

Prova: Seja € = {(F,B} / F: I —%8 homomorfismo sobrejetor, B ¢ K}.

¢ & uma classe propria.
Define-se (F,B) ~ (F’,B'}) see existe um isomorfismo g:

88— %8 tal que F' = geF. Como em 1.23, ~ € uma relagdo de equivaléncia

em € que tem um conjunto de representantes R. Definimos F = {{F,BJ € R/
B - . .
{Fla), ..., Fla 1)) ¢ R_} . F & ndo vazio pois (1,,, U) € F.
1 1'1'17 ¥ u
Introduzimos em F uma ordem parcial =. (F,B) = (F,B’) see

existe g:8 -——8" homomorfismo tal que: F° = goF.
Afirmacio: % é uma ordem parcial.

A reflexividade e ftransitividade sfo triviais, provaremos a
antisimetria. Se (F,B) = (F.,B') e (F.,B') = {F,B) entio existem
g:8 —%8’, h:B’ — 8 homomorfismos tais que F’ = goF € F = hoF’ entio
F’ = {geh)eF’ € F = (hog)eF como F e F’' s3o sobrejetores temos que: geh
= lg e hog = lg. Pois se b’ € || existe a € |#} tal que F'{a) = b
logo b = F'(a) = (geh) (F'(a)) = geh(b) entfio geh = lp, analogamente
heg = 15’. Assim g € isomorfismo logo: (F,B) ~ (F',B) entfo (F,B) =
(F'B).
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Afirmacdo: F tem elementos méaximais.

Aplicaremos o lema de Zorn, Seja {(Fl, BI) /ie I} < F com I

totalmente ordenado.
Se i = j entado (Fl,ﬁl} = (FJ,BJ] logo existe um homomorfismo
F . Bl —)BJ tal que: F = FUoFl, observamos que FIJ é sobrejetor

1) J
pois Fi e l-'-| 5§30 sobrejetores e pelas mesmas razdes e (nico.

Se i = j = k temos o seguinte diagrama comutative:

ici —_ H [ = i = j = =
Da unicidade de Flk segue-se que: ij Fl] Fik para | J k e F“
13.
i

Logo consideramos o diagrama dirigido sobre { 0 } v I onde O
=< i para todo i € I, BD=HeFm=Fi.

Seja D o limite direto do diagrama, como os elementos do
diagrama estdo em K e os homomorfismos Fl_ gio sobrejetores se i < j,

J
temos por hipétese que D € K.

Sejam gj:!Bi —D os homomeorfismos canénicos como as Fm s30
sobrejetores por 2.7 temos que: gnzﬁo — D é gobrejetor. Notaremos
g = F:8 = U —>sD,

0 o

Logo podemos assumir que (F,D) e R. Para concluir que (F,D) €

F temos gue provar: {F(al}, F{am ) g R;.

¥
Suponha que (F'(al}, .., Fla ) € R: entdo por definigao
m
Y 4 Bk

existe k tal que {Fk(al}, Fk(am M) e Ra' 0 que contradiz a escolha
¥

de (Fk, Bk).



* (F, D) limita superiormente a cadeia {[Fl, Bl) 7/ ie I}.

Pois para todo i € I

ou seja
(FI, 31] = {F, D) para todo i€ L

Agora pelo lema de Zorn, existem elementos méximais em F.

Afirmacio: Se {F, B) ¢ um elemento maximal de F entdo B &

subdiretamente irredutivel em K e F; U-~—58 & um homomorfismo
B

sobrejetor tal que: (F(al), F(am )) e RB"

¥

Seja (F, B) um elemento maximal de F entf8oco trivialmente:

L}
(F(all. cens F(am e Rar .

¥

Seja g B —>FB homomorfismo sobrejetor com B e K e

{goF(al), ees goF(am i} ¢ RE. Temos que {geF, B’} tem um representante
g
em F, (F’, 8"} logo o seguinte diagrama onde h & isomorfismo comuta:

Como F'' = (h—logJoF temos que: (F, B) =< (F’, B”) agora pela
maximalidade de (F, B) temos que: (F'', B"’) = (F, B} entdo hoF = heF™

= goF e como F é sobrejetor resulta que g = h entio g é isomorfismo,

Assim para qualquer homomorfismo sobrejetor g@ B —-B' que

nio é isomorfismo temos que:

Bl
(g{F(al)), cees g(F(amw])) € Rz .
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Ent3o pelo teorema 1.23 temos que B ¢ subdiretamente irredutivel em K..

I1.3 TEOREMA DE DECOMPOSICAO SUBDIRETA PARA CLASSES DE
T-ESTRUTURAS FECHADAS POR LIMITE DIRETO DE HOMOMORFISMOS
SOBREIJETORES.

Teorema 2.10 [C}: Seja K uma classe de t-estruturas fechada por

limite direto de homomorfismes sobrejetores. Entdo, toda estrutura U «
K ¢ produto subdireto de no maximo X, * e + Itk estruturas

subdiretamente irredutiveis em K.

Prova: Seja i € K define-se [ = {(F], Bl] /ie I} tal que satisfaz;

a) - Para cada i € 1 Fi: U.—)Bl é homomorfismo sobrejetor.
b) ~ Para cada i € Bl € K.

c) - 51 ¢ subdiretamente irredutivel para todo i € L

m
d) - Se y {Be (al, am ) e |11[ 7 tal que: {al, .a )g R:
4 B ¥
entdo existe i € I tal que: (F(a), ..., Fla )} & R .
i1 Eom, g

Pelo lema 2.9 existe tal familia e

7l =) fu

A familia F induz um homomorfismo g: H——}IEIBI tal que: Para

o} =z, + fu + J7f.

todo j e 1 Tf}ag = Fj.

Afirmacgio: g € uma imers#o. - -
II;'B1
Seja ¥ < B entdo: {g(all, g[am ) e R:’r see Para todo i
B ¥
eI (ogla), ..., Megla }) e R ! see Para todo i € I (F (a), ...,
i 1 i m, 7 11
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Bi u
Fla eR sgeef(a,..a )eR .
1 ma, 4 1 m? ¥

Entdo U é produto subdireto de {B[ /ie I} .

Corolario 2.11: Seja K uma classe de rt-estruturas finitas com um
nimero finjto de simbolos de relagdo, entdo toda estrutura U € K &
produto subdireto de um nUmero finito de estruturas subdiretamente

irredutiveis em K.

Prova: Por 2.8 K ¢ fechada por limite direto de homomorfismos
sobrejetores, observamos que a familia F do teorema 2.10 ¢ finita pois
|#j ¢ finito e temos s6 um numero finito de simbolos de relago,

conclui-se como no teorema 2.10. i

Apresentamos a seguir um teorema de Caicedo, gue resulta como

corolario do teorema 2.10.

Corolario 2.12 [C}: Seja K uma classe de v-estruturas axiomatizada por

: P 4 e d &
sentengas da forma: VX xn(q:v —3y, 3y_ } onde ¢ e e sdo
férmulas positivas. livres de quantificadores. Entdc toda estrutura em
K & um produto subdireto de estruturas subdiretamente irredutiveis de

K.
Prova: Pelo teorema 2.10 s6 temos que provar que as sentengas do

tipo descritc no enunciado s83c preservadas por limite direto de

homomorfismos sobrejetores.

Seja D = [{51 /e Z} , {l—"lJ:E‘Sl —'—>Bj}]' um diagrama dirigido

=); imite direto D
sobre {}, =); com limite dire D,
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Afirmagéio: Se ¢(x1. an ¢ uma férmula positiva sem

quantificadores e varidveis Xp v X, € B € ]B, { temos que Df
n
J
cl}[[all. .. lal) see existe k € T tal que: B |=¢(Fllk(al).
F k(an}). Provamos isto por inducfio sobre a complexidade da férmula

n
para férmulas atdmicas isto é a definigie. De direita a esquerda o

passo indutivo para A e v € ftrivial. No sentido contrario segue-se do
fato que gk:Bk—-—>g) ¢ homomorfismo gk{aJ = {a] e que cp[Cl__lk(al].

CF (a ) ) &€ uma sentenga positiva e entdio é preservada por
1k n '
n

homomorfismos logo se existe k € T tal que BkF ¢{F]lk(al}.
F (a) temos que Dk (i)(gk{Fllk{al}), .. g (F  f(a})) ou se‘ja_ll)|=

n

$(fal, ... fa .

Agora suponha gue ¢ e © sdo posttivas sem quantificadores,
BF vx .. ¥x(d—3y .. 3y e} para todo i € F e D | ¢(a]

fa]) comace fB‘ | entdo existe k € } tal que:
4] r

r

ink{an”

B | ct:(Fllk(al}, ey F

logo existem b:’ bm 3 }BK| htal que:

m

5 ko [Filk(al), o Fpfad b, b )

n

como F (b) =b temos que:
Kk r r

Bk Fe [Fiik(al}, Fl k(an), Fkk[bll' Fkk(bm]

n

Logo pela afirmagao:

D Fellal, ..., fal bl .. [b D

Assim ﬁD_)|= Vxl, Vxn[cf}——)ilyl, yne! .
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Lembramos que uma sentenga ¢ de uma linguagem L de primeira

ordem é uma sentenga de Horn universal se & da forma: Vxl... Vxnlelv
.V em] onde ei(lsism—l) sho negagBes de formulas atdmicas e em € uma
férmula atdmica. Uma classe de &algebras € dita uma quasi-variedade se é
axiomatizada por sentengas de Horn universais. Uma classe de algebras ¢
dita uma variedade (equacicnalmente definida) se ¢ axiomatizada por
sentengas da forma Vxl... me © onde © ¢ atdmica. Observamos que as

variedades sdo quasi-variedades. Como corolario de 2.12 obtém-se:

Coroldrio 2.13: 0 teorema de decomposigio subdireta vale para

quasi-variedades.

Corolario (Birkhoff) [Bi]: O teorema de decomposigdo subdireta vale

para variedades.
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CAPITULO III

APLICAGOES: CALCULANDO SUBDIRETAMENTE IRREDUTIVEIS

II1.0 - INTRODUGAO

Neste capitulo apresentamos diversas aplicagBes dos teoremas
do capitulo I e II, especialmente do teorema 1.23, que se revela como
uma ferramenta muito util no célculo de subdiretamente irredutfveis, e
do teorema de decomposigdo subdireta 2.10 que o complementa. As
contribuigdes originais deste capitulo ocorrem em III.3 e II1.4, que
sio aplicagBes da teoria geral ao caso de dlgebras de Lie nilpotentes e

soliiveis, e aos multigrafos.

II1.1 - ALGEBRAS DE BOOLE SUBDIRETAMENTE IRREDUTIVEIS E TEOREMA
DE STONE.

0 resultados deste parégi*afo gdo classicos, ver por exemplo
[Pl. Vamos procurar as Algebras de Boole subdiretamente irredutiveis na
classe das algebras de Boole. Lembramos que uma &lgebra de Boole ¢ um
reticulado distributivo compierﬁentado com elementos maximo 1 e minimo

0, e que a classe das dlgebras de Boole é equacionalmente definida.
Se B € uma &lgebra de Boole e 2 € B seja Fa = {[x, y)/xva

=y Vv a}. Resulta que Fa ¢ uma congruéncia em B associada ao

homomeorfismo Fa : B—— Ea, Fa{x) = X v a, onde ﬁa = {y /Sy a} & uma

Algebra de Boole com elemento minimo a, méxirme 1, A,v relativizados e
— ’ﬂ '
se ¥y € Ba. ¥y =y v a

Agora provaremos a seguinte:
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Proposigdo 3.1: A unjca algebra de Boole subdiretamente irredutivel

& a algebra de Boole de deis elementios {0, l} .

Prova: Seja B uma &lgebra de Boole subdiretamente irredutfvel, como
a classe das algebras de Boole ¢é equacionalmente definida temos pelo
corolario 1.24 que a intersegio das relagBes de congruéncia ndo

triviais é n&o trivial; seja a € B provaremos que a = 0 ou a = 1.

Suponhamos a # O ea = l entdo a" # 0 e a' # 1 como (0, a) €
r, (o, a') I‘a_ temos que l"a e T sd8o relagbes de congruéncia nao
a a
triviais logo sua intersecdo é ndo trivial. Seja (x,y) e 'nAn T ,x = y,
-3 [}

entdo temos que:

xva=yva e xva =yvalogoox=xv0=xyv

faana)=xvalalxval=(yvaalyval)=yviaaa)=y.

Assim % = y contradigdo. Logo B = {0, 1}.

Também pelo corolario 1.24 temos vacuamente que B ¢

subdiretamente irredutivel pois a Gnica congruéncia em B é a trivial

E um fato trivial .-que se {BI /1 e I} é uma familia de

4lgebras de Boole com dois elementos, 1g131 ¢ isomorfo a 4lgebra de

Boole de conjuntos P(I).

Como a classe das 4lgebras de Boole € eguacionalimente
definida, vale o teorema de decomposigdo subdireta (Ver 2.13). Logo,
toda &lgebra de Boole é isomorfa a uma subdlgebra de um produto de
adlgebras de Boole de dois elementos, & pelc observado no comego toda
4lgebra de Boole é isomorfa a uma subdlgebra de uma é&lgebra de Boole de

conjuntos. Pravamos assim o seguinte:

Teorema [Stonel 3.2: Toda 4lgebra de Boole ¢é isomorfa a uma

sub-algebra de uma algebra de Boole de conjuntos.
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111.2 - GRAFOS SUBDIRETAMENTE IRREDUTIVEIS E TEOREMAS DE
REPRESENTACAO.

Pedraza, em sua tese, [Pel caracterizou os subdiretamente
irredutiveis nas categorias dos grafos n#c dirigides (dirigidos) com
lagos e sem lagos. Estes exemplos sdo importantes pois dio uma genuina
aplicacio Matemi4tica do teorema 1.23 que ndo provém do teorema de
Birkhoff ( o qual wutilizamos no exemplo anterior), ou seja, esta
aplicacdo foge & 4lgebra universal. Para as definigdes basicas de

teoria dos grafos ver [Hal. As caracterizagdes sio:

1 - Na classe dos grafos sem. lagos, os elementos subdiretamente

irredutiveis s8o os grafos completos.

2 - Na classe dos grafos com lagos, os elementos subdiretamente
irredutiveis s8o os grafos de um vértice, o grafoc completo de
dois vértices, os grafos de dois vértices completos menos um
arco ou um lago, e os grafos de trés vértices completos menos

um arco.

3 - Na classe dos grafos dirigidos sem lagos, os elementos
subdiretamente irredutiveis sfic os grafos completos e os

grafos completos menos um arco.

4 ~ Na classe dos grafos dirigidos com lagos, o©s elementos
subdiretamente irredutiveis sfo os grafos de um vértice, os
grafos de dois vértices completos menos um arco ou menos um
lago, grafe de dois veértices completo e os grafos de trés

vértices completos menos um arco.

Observamos que as classes de Grafos consideradas em 1, 2, 3,
4 s&o fechadas por isomorfismos. Qg grafos sdoc estruturas nas quais
temos sé duas relagfes bindrias =, ¢ R, e ndo temos fungbes , [para a

igualdade wutilizamos a notagio habitual (a, b) € = € denotado a = b
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etc] A interpretagio de = ¢ sempre a igualdade standard. Estas
caracterizagdes s3o provadas via a reformulagio do teorema 1.23 no caso

dos grafos:

* "Seja K uma classe de grafos fechada por isomorfismos, G € um grafo
subdiretamente Irredutivel em K see acontece algumas das seguintes
possibilidades:

a) - Existem a, b e |G|, a # b, tais que para qualquer G’ ¢ K e F
G —» G’ homomorfismo sobrejetor que ndo é isomorfismo,

F(a) = F(b). |
b) - Existem a, b ¢ [G], a)(‘5 b, tais que para qualquer G’ € K e
F: G— G' homomorfismo sobrejetor que nfo é isomorfismo,

F(a) REF(b)".

Comao corolédrio destas caracterizac¢es dos grafos
subdiretamente irredutiveis das classes de grafos consideradas em 1, 2,
3 e 4 e o coroliric 2.11, obtém-se o0s seguintes resultadeos de

representagido para grafos finitos.

1- Se G ¢ um grafo sem lagos finito entioc G ¢é um produto

subdireto finito de grafos completos.

2 - Se G & um grafo finito entdo G é um produto subdireto finito

de grafos da forma:

Y

3 - Se G ¢ um grafo dirigido sem lagos finito entic G & um
produto subdirete finite de grafos completos e grafos

completos menos uma aresta.
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4 - Se G ¢ um grafo dirigido finito entic G é um produte

subdireto finito de grafos da forma:

A
- E-3
f\'\.
O A‘“@
I11.3 - ALGEBRAS DE LI¥ NILPOTENTES E SOLUVEIS SUBDIRETAMENTE
IRREDUTIVEIS

Calcularemos os subdiretamente irredutiveis nas Algebras de
Lie nilpotentes e soliiveis; para defini¢des basgicas e propriedades das

4lgebras de Lie bésicas que serfo usadas a seguir ver [J], [H].

Uma Algebra de Lie num corpo de  caracteristica =zero ¢
nilpotente se ad(x} €& nilpotente co‘mo endomorfismo de L. As &lgebras
nilpotentes sdo fechadas por subilgebras e imagens homomorfas. Logo
temos o secguinte resultado "trivial". Se L ¢é uma Algebra de Lie

nilpotente, L & subdiretamente irredutivel na classe das algebras de

Lie nilpotentes sob o mesmo corpo see n{l/l ideal ndo zero de L} + 0,

A demonstragfio disto & trivial, pois se n{I/I ideal de L} =

0. Sejam ¢: L— ML|1 definida por, qo[x)I = :pI(x), trivialmente ¢
homomorfismo, € é injetora pois, se x € Ker ¢, entdo x e n I = 0. Logo

x = 0, ainda mais, para cada I HIogo =¥ ¢ homomorfismo sobrejetor nao

isomorfismo. Logo L é um produto subdireto de {L_!I / 1 ideal de L ndo

zero}, assim L ndo é subdiretamente irredutivel na classe das algebras

de Lie Nilpotentes.
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Reciprocamente, se h{l / 1 ideal de L ndo zero} # (0, seja ¢ :

L—-—)HLl, decomposiqao subdireta de L com Hloqo homomorfismo sobrejetor
ndo jsomorfismo para cada i € I, Sejam Il = Ker(]’[loqo], que sdo ideais
de L, logo n Ii== 0. Por hipétese, seja x € ] 11. x # 0, entdo ¢l(x) = 0,
logo ¢ nfo ¢ imersdo. Assim L ¢ subdiretamente irredutivel na classe

das 4lgebras de Lie Nilpotentes. -

Introduzimos algumas notagbes da teoria de Algebras de Lie e

enunciamos alguns teoremas sem prova (ver as referéncias anteriores).

Se L é uma &algebra de Lie, seu centro & Z(L} = {x € L/Yy € L, Ix,v] =
0}. E um coroldrio do teorema de Engel, que se L & uma algebra de Lie

nilpotente e 1 um ideal de L nio zero, entdo I n Z(L) # 0.

Temos a seguinte caracterizaglio das Algebras de Lie

subdiretamente irredutiveis na classe das &algebras de Lie nilpotentes,

Proposi¢io 3.3: L. 4lgebra de Lie nilpotente & subdiretamente

irredutivel see dim Z(L)} = 1.

Prova: —>| Se L ¢é subdiretamente irredutivel, temos que n{l/[

ideal de L ndo zer‘o} # 0. Suponha que dim Z(L} = 2, entdo existem X, 'y
€ Z(L) linearmente independentes, logo (x) e (y) sfo ideais de dimens3o

1, assim r»{I/I ideal de L ndo zero} < (x) n (y} = 0, absurdo.
<——| Se dim Z(L) = i, como todo ideal I de L nio zero tem

intersegdo ndo trivial com I, resulta que Z(L} < I entdo: 0 # Z(L) =

n{I / 1 ideal de L ndo zero} .
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Uma dlgebra de Lie L & solivel se a série derivada L{m = L,
(n (2 (0 (m L [L(i-—l)' )

L = [L, L], L = L7, L7L ..,
satisfaz que, existe n € N tal que: L™ = 0. A classe das A4lgebras

(n)

soliiveis ¢ fechada por subalgebras e imagens homomorfas. Temos o
seguinte resultado’ Sedn? L., uma dalgebra de Lie solivel, L ¢

subdiretamente irredutivel na classe das 4lgebras de Lie sollveis sob o
MESmO COrpo See 0{1 7/ 1 ideal de L nfo zero} # 0,

A demonstracio & andloga ao caso nilpotente.

O teorema de Lie para algebras soliveis, nos diz que "Se L &
uma subalgebra de Lie solavel de gl(V), V espago vetorial sob o corpo K
algebricamente fechado de caracteristica zero, entc V contém um
autovetor comum a todos os endomorfismos de L".

Seja K & classe das d&lgebras de Lie solGvels sob um corpo K

algebricamente fechado de caracteristica zero.

Proposigdo 3.4: Seja L 4&lgebra de Lie solavel (corpo K}, L é&

subdiretamente irredutivel em K see au:lL tem um Unico autovetor comum.

Prova: Como adL: L —— End(L)}, adL{aJ x = [a, X], € um homomorfismo
de algebras de Lie, se X € L é autovetor comum de adL{a} para todos os
a € L, temos que: [a, x] = dax para todo a € L, logo (x} &€ um ideal de

dimensio 1 de L.

——>| Suponha: que L é subdiretamente irredutivel e que

astem dois autovetores linearmente independentes comuns x e y, ento

{x) e (y) sdo ideais de L nio zero, tais que (x) n (y} = 0. Logo n{l /

I ideal de L ndo zero} = 0, absurdo.
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<——| Se n{l / 1 ideal de 1. ndo zero} = 0 e x autovetor comum

de adL(a) para todo a € L, entdo existe I ideal de L ndo zero tal que
(x) n I = 0, como I & ideal, definimos adI: L —>End(l), ar—a, -],
pelo teorema de Lie existe y ¢ I tal que {a, y] = day para todo a € L,
entdo y ¢ autovetor comum de adL linearmente independente de x,

absurdo.
| |

Proposicie 3.5: L Algebra de Lie soluvel L ¢ subdiretamente

irredutivel em K see existe um tunico ideal de L de dimensio 1.

Prova: ——-)] Se L € solivel subdiretamente irredutivel entio os
autovetores comuns de adL sdo linearmente dependentes. Se x é autovetor
comum de adL, entdo (X) é ideal de L de dimensfo I, agora se I = (y) &
ideal de L de dimensio 1, temos que, ¥ é autovetor de adL. Logo (x} =
(y) = L

«—| Se existe um tunico ideal 1 = (x) de L de dimensio 1,
entdo x & autovetor comum de ar:IL e todos os autovetores comuns de adL

sfo da forma y = AX A € K. Logo L é subdiretamente irredutivel em K,

IIl.4 - MULTIGRAFOS SUBDIRETAMENTE IRREDUTIVEIS E TEOREMAS DE
REPRESENTACAO.

Como é observado em [C] os resultados dos capitulos 1 e II
valem para estruturas polissortidas., Os multigrafos sfo naturalmente
estruturas bissortidas e n83o podem ser descritos <como estruturas
monossortidas. Isto em particular mostra que o conceito estruturas

polissortidas nido é vacuo.

O Professor Xavier Caicedo nos propSs o seguinte problema:
caracterizar os multigrafos subdiretamenté irredutiveis nas classes dos
muttigrafos orientados [(n3oc orientados) com lagos (sem lagos).

Apresentamos aqui a solugdo do problema proposto, e como coroldrio
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os teoremas de representagiic para multigrafos.

Comegamos por expor as nogdes e as defini¢gdes bésicas de

estruturas polissortidas, para poder expressar no caso dos multigrafos

o teorema [.23.

Definicdo 3.6:

onde:

i-

it -

iii -

iv -

Defini¢do 3.7:

Um tipo de estruturas T para uma &-sorte é um par (t,€)

£ & um numero ordinal.

T € um par: (no,——,n?,...) y C a, [mo,——, mw....] ¥ <

B, onde «, 8 sfo nimeros ordinais e nw, m?r € IN.

A cada ¥ ¢ a associamos uma (na‘ + 1) - upla de ordinais

= g, isto & y|— (s(z), —, slz) ).
I”':;H-l
A cada y { B associamos uma m? - upla de ordinais = &g,
isto é: y|—— (s(z), —, slz)_ ).
¥

Para cada y < « temos associade um simbolo de fungfo
n_-ario F |,
s ¥ 4
Para cada y ¢ B temos associado um simbolo de relacgo m;r

- ario R .
¥

Uma estrutura U de tipo T para uma e-sorte ¢ uma tripla

[{|u|a /o e}, F, R]. |

i -

i -

iii -

Os |11|a s&o conjuntes, disjuntos dois a dois, e JU| = U

|u}, = e

Para cada y < ¢, Far realiza~se como uma fungdo nféria

u

F, e |11|5m1x x|l — |1}

s(¥) s(7)
n n
7 4
Para cada v ¢ B, R?’ realiza-se como uma relagfo m?—éria

RY < juf . x . x U

+ 1

s{‘;r}m
¥

5(3’11
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i n
F-{F?/a'(a},R-{R?/',)’(B},

Assumimos que a igualdade standard é uma relacio de R,

Notacdo: dizemos que U € uma (T, £) estrutura.

Defini¢do 3.8: Sejam U, B (t, €) estruturas; uma funcio ¢: |8} — |B]

é um homomorfismo de (T, €} estruturas se:

- plu],; (1], —(8],
ii - Para cada y < a« e (al, e ) e ]U.]s(m X .. X
u 53' 1
|| , oF (a, ...a N =F (ega), ... pla N
s{¥} ¥ 1 n g 1 n
“V ¥ ¥
iii - Para cada y < B e (a, ... a ) e [U] x x
1 m? s(?)l
i =
|Il|s(mm, se (al. am?] € R'J entdo ((p(all,
LA
qo[am )} & RW.
¥
Notagdo: ¢ : = go||11|a : ]I[lq—) ]IB|a .
Observagio: Para estrutura polissortidas o produto de uma familia de

(t,e) - estruturas {B] /i e I} é definido de maneira é&bvia, onde

| o8 | = T |B | . Com esta definicdo sdo validos os resultados dos
111 & ier! Tl

capitulos 1 e 2.

Definigio 3.9: Um multigrafo orientado M é e uma 4-tupla (V, A, F,
1

F ) onde:

F
i- V, A sdo conjuntos disjuntos, V # @ .
ii - Fi, FF : A——V she fungbes .

V chama-se 0 conjunto dos vértices, A o conjunto das arestas.

Se a € A, dizemos que Fi(a) IFF(a)} € ¢ vértice inicial {final] de a.

Observamos, que, os multigrafos orientados s3o estruturas de

tipo ((1, 1), {2, 2)} bissortidas. Temos duas fungBes Fl e FF, ¢ duas
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relagdes =y & T 4 Que sio a igualdade standard restrita a V e A. As

sorted sdo V e A respectivamente,

Um multigrafo corientado ¢ sem lages se para todo a € A, Fl(a)

# FF{aJ.
Um multigrafo nédc orientado € uma terna {V, A, R) onde:
i- V e A s8o conjuntos disjuntos, V # @,
ii - R ¢ Ax VxV é tal Ique:
a-VaeAdJv, weVi(a v, weR
b-%f{a vwwleR— {a w, v} € R
c—-Sefa, v, weRefa v,w)eR={v, w={v,w}

Observamos, que, os multigrafos ndoc orientados s3o estruturas do tipo

(0,(2,2,3)) bissortidas.

Um multigrafo nfo orientado e dito ser sem lagos se para todo

acAla, v, w)e R—> # {v,w} = 2,

Reescrevemos a seguir, no contexto de multigrafos, o teorema

de caracterizac8o de estruturas subdiretamente irredutiveis.

Um muiltigrafe orientado M é subdiretamente irredutivel na

classe K de multigrafos orientados see ocorre uma das seguintes

posibilidades
i- Existem vl; v, € v, VoOE OV, tais que para qualquer
multigrafo orientado M' € K e qualquer homomorfismo
sobrejetor ndo isomorfismo ¢ : M ——M’, cp{vll = go(vzl.
i - Existem a., a, € A, a ® a, tais gue para qualquer

multigrafo orientado M’ € K e qualquer homomorfismo

sobrejetor ndo isomorfismo ¢: M —M', go(al) = w(az).

Analisamos agora o caso dos multigrafos ndo orientados.
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Abreviacio: Abreviamos por S{p,M'} a sentenga: "Para qualquer
multigrafo ndo orientado, M’ € K é qualquer homomorfismo sobrejetor nio

isomorfismo ¢ : M——M"'",

Um multigrafo nio orientade M é subdiretamente irredutivel
na classe K de multigrafos nfo orientados see ocorre uma das seguintes

possibilidades:

i- Existem v v, € v, v, 2 Vo tais que Slg, M'), qp[vl) =
go(vzl.

ii - Existem a, a, € A, a # az, tais que S(p, M}, ;o[alj =
go(az). !

i - Existem a € A, v, w € V, {a, v, w) ¢ R, tais que S(p,

M), (pa), olv), ¢(w)) e R™.

Notagdo: O par de vértices Vo v, dos casos i € chamado de par critico

de vértices.

0 par de arestas a, a dos casos it € chamado de par critico

de arestas.

A tripla (a, v, w) do casc iii é chamada de tripla critica.
Calculando multigrafos subdiretamenie irredutivels:

Nos préximos teoremas exibimos os multigrafos subdiretamente
irredutiveis na classe dos multigrafos orientados (ndo orientados) com

lagos.

Tecrema 3.10: Os Unicos multigrafos ndo orientados subdiretamente
irredutiveis na classe dos multigrafos n%c orientades s3o os

seguintes multigrafos:

O
Q
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Prova: Obviamente os muiltigrafos de um s6 vértice listados sdo
subdiretamente irredutiveis. Isto também € trivial para os multigrafos

de 2 vértices listados, pois seus vértices formam um par critico.

Sejam M um multigrafo ndo orientade subdiretamente

irredutivel que nfo é um dos multigrafos listados.

Se M tem sé um vértice x, sé6 pode ser subdiretamente
irredutivel por ii ou {ii da caracterizagdo anterior, se o caso i
ocorrer, entio existe (a, b) um par critico de arestas, como M tem
necessariamente mais de 2 arestas, existe c € A, c #a € ¢ # b; seja

M' o multigrafo nio orientado M’ = ({x}, {a,b}, R)

4

b

definimos ¢ : M —o M’ por, ¢(xX) = %, ¢la) = a, ¢b) = b se d =a, b
entio @(d) = a. Obviamente ¢ € um homomorfismo sobrejetor n3o
isomorfis:ﬂo e ¢gla) # p(b), absurdo.

Ent3o sé pode ocorrer o caso iii, mas (a, X, x) ¢ R ¢
impossivel. Logo os Unicos multigrafos ndo orientados subdiretamente
irredutiveis de um s6 vértice sdo os listados.

Se M tem somente 2 vértices {X, y} tal que nfo aparece na
lista e é subdiretamente irredutive], isto pode acontecer por i, ii ou

iii, analizemos os respectivos casos:
i - Se (x, ¥) € um par critico, temos que M tem =0 menos

duas arestas ligando x e y ou tem algum lago duplo (por

exemplo em x}.

No primeiro caso, sejam a e b arestas ligando x e y [a # b),
M =M - {a} e ¢ : M——M" definido por oy = IV’ N {c} = b se os
extremos de ¢ sdo distintos e ©4 {c} = ¢ no outre caso, trivialmente ¢

& homomorfismo sobrejetor ndo iso e ¢(x) # ¢(y), absurdo.
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No segundo caso, sejam a e b lagos de x (a = b), M' = M ~ {a}
e ¢ : M——M' definido por, Py = lV' <pA(c) = b se ¢ laco em x, pr(c) =
¢ no outro caso, triviaimente ¢ ¢ homemorfismo sobrejetor nio iso e

p(x) # ¢ly), absurdo.

it - Se {(a, b) é& par criticec,b, M = ({2}, @ / a € A}, R)
onde a # b entdo a’ # b’. Logo ¢ : M —M definido por gov{xJ = rpv(yJ =
z, qu(a) = a’, é um homomorfismo sobrejetor nio iso e ¢la) = ¢lb},
absurdo.

ifi - Sejam {(a, v, W) & RM como no teorema de caracterizacgio,

Observamos que, existem vértices v' e w’ de M tais que, tem ao menos
duas arestas que os ligam. Seja M' o multigrafo obtido de M por

identificar todas as arestas de extremos v, W' em uma aresta d.
Trivialmente, temos um homomorfismo sobrejetor nic iso ¢ : M-—M'

definido por, oy = 1 {c) = d se ¢ € uma aresta de extremos v e w,

v ¥ -
{oA(c) = ¢ no caso conirario. Qbservamos que (¢la), ¢(v), ¢lw)) ¢ R,

absurdo.

Logo, os tnicos multigrafos ndo orientados subdiretamente
irredutiveis de dois vértices sdo os listados.

Agora provaremos que ndo existem multigrafos ndo orientados
com mais de 2 vértices subdiretamente irredutiveis.

Seja M um multigra}‘o ndo orientado com mais de 2 vértices.
Utilizaremos o teorema de caraqterizaqéo para provar que ele nido é
subdiretamente irredutivel.

i- N&Zo existe um par de vértices criticos (v, w).
Suponha que (v, w} seja um par de vértices criticos de M, como M tem
mais de dois vértices, existe t vértice, v # 1, w ® t. Definimos o
multigrafo ndc orientade M', da seguinte maneira: seu conjunto de
vértices € V' = V — {t}, e o conjunto de arestas é A’ = A, e se {v,
w'} sdo extremos de a em M entdo: {v'; w'} sdo ex_tr‘emos de 2 em M se
vEL e w o#L

No caso v' = t, w* = t, {v, W'} s80 os extremos de a em M.
Se, v # t, w' =1t, {#', v} sd3o os extremos de a em M. Se v - =1, W =

t {v,v} sdo os extremos de a em M'. Definimos ¢: M ——>M' por, ﬁov{v'} =
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v se v % t, rpv[t} =V ¢ = IA. Trivialmente ¢ & um homomorfismo
sobrejetor ndo isomorfismo e ¢(v) # p{w), logo (v, w) ndc & um par de

vértices critico,

ii - Nio existe um par de arestas criticas (a, b}.

Suponha que {a, b) seja um par de arestas criticas de M, consideramos
M' o multigrafo dade por um Gnrico vértice z e conjunto de arestas igual
ao conjunto de arestas de M. Seja ¢: M ——M' o homomorfismo dado por:

gov(x) =zZe tpA(a) = a, entdo ¢(a) = p(b}, absurdo.

iii - N&o existe terna critica (a, x, ¥y).

Sejam Extla) = {u. v} e {a, X, y) ¢ R™ uma terma critica, temos que {u,

e b
Se u # v e X ¥ y consideramos o multigrafo M’ de i para u e v, ¢:
M ——M’ o homomorfismo sobrejetor naoc iso de i, entio (pla), ¢(x),

ply)) ¢ RM', absurdo.

Seuzvex =y temos dois casos;

l- Seu+#xev=* x Trata-se, como antes, de considerar M' de i
p;ar‘a uev e9: M—5M o homomorfismo sobrejetor nio iso de
i, entdo (g(a), o(x), ¢ly)) ¢ Y,
2 - u=x=youv=x:—'y. Se u = x = y, como por hipétese M tem
mais de dois vértices, e)giste um vértice w tal que: w # u, w
# v construimos M’ como em i, para v e w, ¢ ¢ M—>M’ como
em i, entdo: (glal), px), oly)) ¢ RM'. absurdo.
Se u = v e x = y. Por hipdtese existe um vértice w de M, tal que w = u
e w # X consideramos M’ e ¢: M— M’ como em i anterior, entio (g(a),

p(x), ely)) & RM", absurdo.

Seun=v, x#y, {u . v} n {x, y} = x (analogo {u, _V} n {x, y} =y

Seja, w vértice de M tal que: x # w, ¥y # w; Considerando M’ e ¢ no caso

anterior, chegamos a um absurdo.
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Seu=v, X#ye {u, v} ) {x, y} = ©. Consideramos M’ e ¢: M —M’

como em i para u e X, entdo: (e(a), ¢(x), ¢ly) ¢ RY, absurdo.

Teorema 3.[1: Os Ginicos multigrafos orientados subdiretamente

irredutiveis na classe dos multigrafos orientados sio os multigrafos:
: O ©
-4 . O

{y @

Prova: Obviamente os multigrafos de um sé vértice listados sio
subdiretamente irredutiveis. Isto também ¢é trivial para os multigrafos

de 2 vértices listados, pois seus vértices formam um par critice.

Seja M um multigrafo orientado subdiretamente irredutivel que

ndo é um dos multigrafos listados.

Se M tem sé um vértice, a prova que ele, ¢ um dos multigrafos
de 1 vértice listados & como no teorema anterior. Provemos agora, que
se M ¢ um multigrafo orientado com dois vértices X, y entio ele, nio €&
um multigrafo subdiretamente irredutivel. Como M nio é um multigrafo
dos listados, temos que:

Existem duas arestas a ¢ b, a # b, tais que: I-":{al = F’f(b) e
Fa) = F(b).

F F

Seja M’ o muitigrafo orientado dado por: V' = V, A’ = A -

{a}, = Fja, P
1 1 F

maneira oy = 1

- F“}f]A’. Se ¢ : M——M’, & definido da seguinte

(c) =¢ s ¢ € A {a} = b, Temos que ¢ & um

V’ {PA ? ‘PA

46



hemomorfismo sobrejetor ndo iso e @(x) # @ly), assim (x, y) nfo é um
par de vértices critico.

Seja M o multigrafo orientado definido da seguinte maneira
V' = {x}, A’ = {a' / a e A}, F’I‘(’a’] = Fl;:fa'} = x. Entio @ : M—oM"
definido por ¢(x) = ¢y} = x, pla) = a° se a € A, e trivialmente um
homomorfismo sobrejetor nic iso, e se a e b sio arestas, a = b, entio

p(a) = p(b). Logo M ndo tem pares de arestas criticas,

Logo, os unicos rmultigrafes orientados de 1 e 2 vértices
subdiretamente irredutiveis s8o os listados.
Provaremos agora que se M um multigrafo orientado com mais de

dois vértices entdo ele ndo é subdiretamente irredutivel.

Suponha que M tem um par de veértices critico (v, w). Por

hip6tese, existe outro vértice t tal que v # t e w # .

Construimos o multigrafo orientado M’ com conjunto de
vértices V' = V ~ {t}, conjunto de arestas A' = A, funcdo inicial FT ,
FTEaJ = Fi(a} se F':[[aJ zte FT(a)= vV se F?[a}= t, e funcéic final FL:

definida por: F‘:_lfal = F':(a) se F‘F(aJ #te Fr’(aJ = v se FF(a) = t.

»

il

Seja ¢ M ——M’, definido por: gov(s] = 5 se s # t, gov(t} v, goA{a) =
a. Trivialmente ¢ € um homomorfisme sobrejetor nfo iso e glv) =
p(w}, absurdo.

Suponha que {a, b) ée,ja um par de arestas criticas de M. Seja
x € V, e M’ o multigrafo orientado com conjunto de vértices, V' = {x},
e conjunto de arestas A’= A, e fungdes inicial e final Fl(a) = FF{a] =
X. Seja ¢ + M——M’ definido por, goV[s} = X, q;A(a) = a’. Trivialmente ¢

¢ homomorfismo sobrejetor ndo iso e pla) = p(b), absurdo. -

47



Teorema 3.12: Os Gnicos multigrafos ndo orientados sem lagos
subdiretamente irredutiveis na classe dos multigrafos ndc orientados
sem lacos sdo os grafos completog, os grafos completos menos uma aresta

e os grafos completos com uma aresta dupla.

Prova: 0Os grafos  completos sfo  subdiretamente  irredutiveis

vacuamente, pois todo homomorfismo sobrejetor é isomorfismo.

Os grafos completos menos uma aresta séo subdiretamente
irredutiveis, pois o par de vértices ndo ligados formam um par critico
de vértices.

Os grafos completos com uma aresta dupla sdo subdiretamente
irredutiveis, pois o par de arestas com os mesmos extremos, formam um
par critico de arestas.

Seja M um multigrafo nfo orientado que nfo estd em nenhuma
das classes de multigrafos do enunciado.

Suponhamos que M € subdiretamente irredutivel. Isto sé pode
acontecer por i, ii ou iii do teorema de caracterizacdo; analizemos
cada caso:

i- Existe um par critico de vértices {v, w). Neste caso v e
w ndo estido ligados, se o multigrafo M tem alguma aresta dupla ou seja,
existem arestas a € b, a # b, tais que Ext{a) = Ext(b), consideramos o
multigrafo M’, com o con\juntoh de vértices V' = V, e conjunto de arestas
A" = A -{b} e R" =R / A’x VxV.

Seja ¢ M——M' o homomorfismo sobrejetor nd¢ isomorfismo
dade por ¢y = IV' qu(cJ =csec# be <pA{b) = a. Temos que ¢{v) #
p(w), absurdo. Logo M nio tem arestas multipias.

Como M nfo ¢ um dos multigrafos do enunciado, temos que,
existe outro par de vértices x e y, taijs que, X # y, € X ndo esta
ligado a y, com {x,y} # {v,w}, podemos supor sem perda de generalidade
que, v+ X, vVEyew=zy SejaM o multigrafo de;do por V' =V - {y} e
A’ = {a° / a € A} onde Ext(a’) = Ext{a) se y ¢ Ext{a) e Ext(a’) = {x,v}
se Ext(a) = {y,v}. Observamos que M’ ¢é um multigrafo orientado sem

lagos. Seja ¢: M ——>M' o homomorfismo sobrejetor ndo isomorfismo dado
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por rpv{t) =tset®y, QOV[yJ =X e <pA(a) = a’, Resulta que ¢(v) =

plw), absurde.

ii - Existe um par critico de arestas (a,b).

Se existem dois vértices v e w tais que, v # w e v e w nio
estdo ligados, consideramos o multigrafo M’ dado por V' = V - {w}, A’ =
{c" /7 ¢ € A}, Extl¢’) = Extlc) se w ¢ Extl{c), e Ext(c’) = {v,x} se
Ext(c) = {w,x}. Observamos que M é um multigrafo sem lagos. Seja ¢:
M ——M' o homomorfismo sobrejetor ndo isomorfismo dado por gov(x_} = X se
X # W, goV[w) = v, qu{aJ = a'. Resulta que ¢{a) = p(b}, 0 que & absurdo,
logo, todos os vértices distintos de M estdo ligados, e como M nfo é um
multigrafo dos que aparece no enunciado, temos que M tem um par de
diferentes arestas multiplas ou uma aresta tripla.

Se Ext{a} # Ext(b), sejam ¢ e d arestas diferentes com os
mesmos extremos e M’ o multigrafo dade por V' = V, A’ = A - {d} ¢ rRM -
R 7/ A'X VxV seja ¢: M——>M' o homomorfismo sobrejetor nio iso por, oy =
V’ goA(e) = e see # d, <pA{d] = ¢ observamos que p(a} = ¢(b), absurdo.
Logo se (a,b) &€ um par critico de arestas, temos que, Ext{a) = Ext(b).
Como M & um multigrafo que nfo aparece no enunciado, temos que existem
¢ e d arestas, ¢ # d, b # ¢ tais que, Ext(c) Exti{d).

Se_ja M’ o multigrafco dado por V' =V, A" = A - {c}, e RM’ = R
/ A'x VXV, e seja ¢: M——oM o© homomorfismo sobrejetor ndo isomorfismo
dado por Py = IV' @A(e) = e se ez qu{c) = d, logo ¢la) = ¢(b),

absurdo.

il - Existe uma terna critica {a, x, ¥y

Se este for o caso, provaremos primeirc que M ndo pode ter arestas
multiplas. Raciocinamos pelo absurdo, sejam c e d arestas de M, ¢ # d e
Extle) = Ext(d), podemos supor sem perda de generalidade, que a # c,
consideramos o multigrafo orientado sem lagos M' dado por V' = V, A’ =
A ~ {c}, RM‘: = RMIA’xVxV. Seja 0 M—sM’ o homomerfismo sobrejetor
nio iso dado por oy = V’ pA{eJ =esece#Ce @A{C) d. Trivialmente

temos que: (p(a), o(x), ¢y)} ¢ M ., absurdo.
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Logo M nao tem arestas miltiplas, como M nfdo é um multigrafo dos que
aparece no enunciado temos que existem vértices r, s, v, w tais que: r

#s.s#v, vew, r#v, res(vew)nio estio ligados.

Se Ext(a) = {m, n} por hip6tese {m, n} = {x, y}, logo {m, n} n {x, y} =
@, consideramos o multigrafo M’, e o homomorfismo sobrejetor ndo iso,
¢: M——M para o par de vértices ndo ligados (v, w), como no comege de
i, logo, temos que: {g(a), p(x}, ¢(y)) ¢ RM’, absurdo.

Entdio s6 resta analizar o caso, {m, n} n {x, y} = {x = m}, como algum
dos pares {r, s}, {v, w} ¢é distinto de {y, n}, por exemplo, o par (v,
w} consideramos o multigrafo M', e o homomorfisme sobrejetor nfoc iso,
¢: M——M como antes, e obtemos que (pla), ¢(x), ¢ly)) ¢ RM’,

absurdo.
|

Passamos agora ao caso dos multigrafos orientados:

Teorema 3.13: Os anicos  multigrafos orientados sem lagos
subdiretamente Irredutiveis na classe dos multigrafos orientados sem

lagos sdo ¥,

(i) os grafos dirigidos completos, com um ou nenhum par de
arestas duplas do mesmo sentide e um numero arbitrario de

arestas duplas de diferente sentido;

(ii} os grafos dirigidos completos menos uma aresta, com um nimero

arbitraric de arestas duplas de diferente sentido.

Prova: Trivialmente, os grafos dirigidos completos sem nenhum par de
arestas do mesmo sentido € um ndmero arbitrario de arestas duplas de
diferente sentido sao subdiretamente irredutiveis, pois  todo

homomorfismo sobrejetor é isomorfismo.

Os grafos dirigides completos com um par de arestas duplas do

mesmo sentide e um nimero arbitrario de arestas duplas de diferente
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sentido sdo subdiretamente irredutiveis, peis o par de arestas duplas

do mesmo sentido é um par critico de arestas.

Os grafos dirigidos completos menos uma aresta com um nimero
arbitrario de arestas duplas de diferente sentido sfc subdiretamente
irredutiveis, pois o par de vértices n&o ligados & um par de vértices
critico.

Seja M um multigrafo orientade sem lagos que ndo aparece no
enunciado do teorema: provemos que M ndo & subdiretamente irredutivel.

Suponha que, M seja subdiretamente irredutivel temos dois

casos:
i- M tem um par critico de vértices (v, w);

ii - M tem um par critico de arestas (x, y}.

Como M ¢ um multigrafc que ndo ocerre no enunciado do teorema

temos duas possibilidades para M.

1 - Existem quatro arestas a, b, ¢, d tails que a # b, a # ¢, b =

c,c#de Fl[a) = Fl{b}, FF(a) = FF(b}, Fl(c) = Fl(d}, FF{C} = FF(d].

2 - Existem trés vértices uy, s, t distintos tais que u nio é
ligado a s e s ndo € ligado a t.

Analizemos o caso i:

No casc 1 seja M’ o multigrafc orientado sem lagos dado por
V=V, A= A-{bh F = FY|A, U= F¥iA% ¢ : M——M dado por ¢
= lv, qu{c} =csec €A e tpA(b} = a; entdc ¢ ¢ um homomorfismo
sobrejetor nfo iso, para o qual ¢(v) # p{w}, absurda.

No caso 2 podemos supor sem perda de generalidade que u = v,
s = w, neste caso seja M’ o multigrafo orientado dado por V' = V - {t},
A' = {a" / a € A}, FT(a'} = FT[a] se F':[(a) # 1 e F?Ea’]: = W se F?(a’)

= t, analogamente se define F: Observamos que M' ¢ um multigrafo
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orientado sem lacos. Seja ¢ M——>M dado por qov(r) =rser #t, tpv(t}
= w, q:A{x) = x' ¥x € A, entdo ¢ é um homomorfismo sobrejetor nio iso e

plv) # ¢lw), absurdo.
Analizemos agora o caso ii:

No casc 1 podemos considerar sem perda de generalidade x = a
e y = b. Seja M' o multigrafo orientado sem lagos dado por V' = V, A’ =
A - {c}, Fﬁiz); = F:{Z} Yz € A, F‘TEZJ = F):[ZJ ¥z € A’, e seja ¢:
M ——M’ definido por ¥y = lV’ pr(Z] =z sez# ¢, @A(CJ = d. Entao ¢ é
um homomorfismo sobrejetor ndo isomorfisme, tal que p{x) = ¢(y),
absurdo.

Ne caso 2 seja M' o multigrafo orientado sem lagos dado por
V=V -{u) A’ =1{a 7/ a e A, F’ffa') = F":(a} se F';‘(a) £ u, p’l‘ia’) =
s se FT(a) =y, Fg’e definida da mesma maneira. Seja ¢: M —>M' dado
por <pv[z) = z ge z # u, @V{U) = s, qJA(a) = a' Va € A’, logo ¢ & um
homomorfismo sobrejetor ndo iso e ¢(x) # ¢(y), absurdo.

Entdo os unicos multigrafos orientados  subdiretamente

irredutiveis s3o os que aparecem no enunciado do teorema. .

Como corolaric dos tecremas 3.10, 3.1, 3.12, 313 e o
corolario 2.11, temos oS seguintes teoremas de representagio para

multigrafos.

Teorema 3.14: Todo multigrafo ndc orientado finito é produto subdireto
de um ndmero finito dos multigrafos

. . O . O
. O ]
8'<Lé‘oo

Corolaric 3.15: Todo muitigrafe nZo orientado finito ¢ um sub

multigrafo de um produto direto de um numero finito dos multigrafos
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Teorema 3.16: Todo multigrafo orientado finito & produto subdireto um

fOO
5 - o

nimerc finito dos multigrafos

Corolarie 3.17: Todoe multigrafo orientado finito €é um sub

multigrafo de um produto direto de um nlmero finite des multigrafos

8 9

Teorema 3.18: Todo multigrafc sem lagos finito € um produto subdireto

dos multigrafos do teorema 3.12.

Teorema 3.19; Todo multigrafc orientadc sem lagos finito ¢ um produto

subdireto dos multigrafos do teorema 3.13.

III.5 - OS SUBDIRETAMENTE IRREDUTIVEIS NA CLASSE DOS GRAFOS
PLANARES E O TEOREMA DAS QUATRO CORES.

0O teorema das quatro cores € um velho guebra-cabecas
formulade por F. Guthrie em 1880, da seguinte forma: dado qualquer mapa
plano, ¢ possivel colori-lo com quatro cores de maneira que quaisquer
paises vizinhos tenham cores diferentes. Numa linguagem moderna, todo
grafo planar sem lagos & 4-corolavel. Este resultado foi provado por K.
Appel ¢ W. Haken em 1976 [A-H]. A prova oferecida por estes autores
porém é de uma longitude fantastica; na verdade eles reduzem o problema
a uma série de subproblemas empregando para sua ;esoluq'a'\o um programa

de computador,
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Naturalmente, fica a questdo: existe uma prova razodvel do
teorema das quatro cores?, ou seja, uma prova curta que seja
humanamente verificavel?.

Nesta linha de pensamento, apresentamos aqui o seguinte
resultado de M“Allister - Caicedo IMCA}. [CI]: o teorema das quatro
cores é equivalente 4 existéncia de somente seis grafos subdiretamente
irredutiveis na classe do grafos planares. E simples observar que este
resultado permite uma nova abordagem a0 teorema das quatro cores,
traduzindo o problema a busca de subdiretamente irredutiveis na classe

dos grafos planares.

Teorema: Sio equivalentes:
i- Teorema das quatro cores;

ii - Os 1nicos grafos planares subdiretamente irredutiveis

séo K, K, K, K H, H.
1’ 72" 3" s s’ e

1A Y A

A prova deste resultade € praticamente um coroldrio da

seguinte generalizagio:

Teorema: Os grafos subdiretamente irredutiveis n -~ colorévels sioc os

grafos completos com no maximo n - vértices € os grafos seguintes:

H =(H , R) onde H ={Y,——,Y,Z}e
m+] m+l m+l 1 m
YlRYJsei#jeZRYlseixl.
H = (H _, R} onde H ={V,_,V,Y, W}e
m+2Z m+2 m+2 1 m
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Para as provas destes resultados e novas aplicagBes & teoria dos grafos

n - coloréveis, Ver [Cl1].
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APENDICE

PROPRIEDADES PRESERVADAS POR PRODUTO SUBDIRETO

0.1  INTRODUGXO:

Neste Apéndice expomos, sem pretensio de originalidade, os
resultados de R.C. Lyndon sobre propriedades preservadas por produtos
subdiretos [Ly 2]. O resultado central & o seguinte "Uma sentenca tem a
propriedade gue vale num produto subdireto de t-estruturas se vale em
cada T-estrutura componente do produto subdireto see, a sentenga é
equivalente a uma sentenga de Horn especial”. Apresentamos também as
nogdes da teoria de Modelos necessdrias para o entendimento da prova

. deste resultado.

Assumimos que © leitor tem um conhecimento de logica de

primeira ordem a nivel de [Sh].

Definicdc 0.1: Seja T um tipo de estruturas. Associade a T temos a
linguagem de primeira ordem L(t} com simbolos de funcio Far e simbolos

de relag@o Rg de aridade na, e mw, respectivamente,

Definicdo 0.2: Seja K uma classe de estruturas de tipo T entdo K‘ = {43
e L(t} 7/ 4) ¢ uma sentenca e se Ul € K entdo U (i)} Se ¥ € um conjunto de
sentengas de L(t) entdo ):‘ = {Il T-estruturas / U} ¢ para toda ¢ € Z}.

Defini¢do 0.3: Uma classe K de t-estruturas é dita axiomdiica se K = ):‘

para algum conjunto de sentencas ) de L{t). Se K = { c#a }‘, para alguma

sentenga ¢, entfio K ¢ dita elementar.
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Proposicdo 0.4: Sejam K, K' classes de <t-estruturas e }, Y

conjuntos de sentengas de L(t) entio:

a) - K c K"
By -F ey
¢) - Se K ¢ K’ entdo K" <k’
d) - Se }¥ ¢}’ entdo )::" C }:'
e

e} -~ K é uma classe axioméatica see K = K
Prova: Trivial, a partir das definigdes.

Definicio 0.5: Duas 7t-estruturas U, B sic ditas elementarmente

equivalentes se: Para qualquer sentenga d) de L{t) temos que II}= q; see

B} ¢.

Corolario 0.6: Duas T-estruturas isomorfas sdo elementarmente

equivalentes.

Definigdoc 0.7: Se WU, B sio t-estruturas, B é uma extensfc elementar de

1 se:
i- fu <3
ii = Para qualquer 4) formula de L{z) e v valorizagio de Il temos

que: ¢3’v = 1 see ¢U.,v = 1.

Coroldrio 0.8: Se B & uma extensio elementar de U entdo U e B sio

elementarmente equivajentes.

Teorema 0.9: Sejam 1 e B t-estruturas. Ent3c B ¢ uma extensdo

elementar de Ul see

i -~ B & uma extensdo de 1l.
ii - Se c}: ¢ uma férmula de L{t} e v valorizacio de 1l tais que:

(3Ix tj::}B"r = 1 entfio existe b € |U} tal que: ¢5,v(xlb) = 1.
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Prova: ——->| Seja B extensfo elementar de U, entio B & uma extensio

de U. (trivial aplicando a definigdo de extensio elementar as férmulas

R(X,..X JLFMX,..X )=X .
T 1 m? ¥ o1 n? o1

Se ¢ e L{t) e v ¢ uma valorizagdo de U tal que: (3Ix 4))5"’ =1

entdio pela definicio de extensdc elementar temos que: (3Ix ¢)u’v = L

Assim, existe b € |HW} tal que: q‘.)B'V{xm = | novamente pela definigio

de extensio elementar ¢B'V(x|b) =L

¢—- | Sejam 1, B t-estruturas que satisfazem i e ii.
Seja T = {4} e L{t)/ para gualquer valorizacio v de U, ¢B"’ =

1, . - .
1 see ¢> Vo= l} provaremos por inducio sobre a complexidade das

férmulas que T é o conjunto de férmulas de L(t) obtendo que B é uma
extensdo elementar de 1.

i -~ As f6rmulas atomicas de L(t) estic em T

Seja ¢ = R (t, ... t ) atdmica v valorizagio de U tal que:
v vl " By
¢ =1 como B & extens3o de 1, ¢ =1L

Se 4}B'V = }, v valorizacio de U como B & extensio de U
¢u,v - l

ii- Sed, pelentdodpvyer.

Seja v valorizagio de U, entdo: (¢ v q&]u’v = ] see ¢Il,v =1

ou w'll,v = | see ¢B'v =1 ou wﬁ,v =1see (v w)B’V = 1.

iif ~ Se ¢ €T entdo -14) e I

Seja v valorizagdo de U, (ﬁ(b)u'v = 1 see ¢Il,v = 0 see ¢ Y= 0
see 4)5'" = 0 see {"Iq)JB'V = 1
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iv- Se ¢ el entdo 3x ¢ e I

Seja v valorizagdo de U, se (3x cj)}lB"F = 1 entdo por hipdtese

B,vix|b)
¢

existe b e |U} tal que: 1 como ¢ € T e v{x]b) éuma

valorizagdo de U temos que:
q)u,v{xlb} = 1 logo {3x 4)}11.\; = 1

* .{l’ )
Reciprocamente, se (3x C]JJ Y = 1 entdo para algum b € |Il|

temos que: ¢>u"'(xlb) = 1 como c[a e T, ¢B’V(x|b’ = ] logo {3x ¢]B"' = 1,.

Teorema 0.10:Sejam U, B T-estruturas B ¢ uma extensiio elementar de U

see
i - B ¢& uma extensio de W
il - Se ¢ & uma férmula de L(7) e v uma valorizagdo de U tal que
1 = 1 entzio $PY = L.
Prova: —>| trivial.

¢ | Sejam ¢ € Lit) é v valorizaggo de U tais que ¢B.v -

argumentar por indugic sobre a complexidade das férmulas.

Teorema de Compacidade 0.11: Se } ¢é um conjunto de sentencas
inconsistente de L(t) entdc existe um subeenjunto finito F de } tal que

F é inconsistente.

0.2 - DefinicSes e Resultados Preliminares para o Teorema de
Caracterizacdo das Sentengas Preservadas por Produtos
Subdiretos.

Definicdo 0.12: Uma férmula ¢ de L{t) ¢ dita positiva se 0s Gnicos

conectivos que ocorrem nela sdo A,V.
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Definicio 0.13: Uma férmula de Horn especial em L(t) &€ uma formula

obtida pelas seguintes regras:

i- Se P é positiva e F atémica entdo P ——F & uma férmula

de Horn especial.

ii - Se R, S sdo féormulas de Horn especiais entZo:

R A S ¢ uma formula de Horn especial.
iti - Se R ¢ uma férmula de Horn especial entdo:

Y X R € uma férmula de Horn especial.

Teorema de Caracterizacgio [parte facil] 0.14: Sejam K wuma classe
axiomatica de L(t) estruturas e U T-estrutura. Entfo: Se U tem uma
extensfio elementar que é produto subdireto de elementos de K, entdo U

satisfaz todas as sentengas especiais de Horn que valem em K.

Prova: Seja S uma sentenca de Horn especial ou seja § = Vxl,..., X
n

(P—— F) e NI é produte subdireto de {Hl /ie I} ¢ K tais que: para

cada i € I 1[1 k S provaremos que Uf S.

Suponhamos que: para cada 1 € ! Iil}= Sell /S entdo existe

uma valorizagdo v de U tal que:

U,v

PY=1 e FibY =

0.

Agora definimos para cada i €1 uma valorizacéo v, de 1[j por
vl[x) = Hi{v[x)} onde Hi:Il —-)IIi ¢ o homomorfismo canbnice do produto

restrito a U.

LRy
Como Pu'v = ] temos que para cada i €I, P P 1, como S
U, Ill,vi

vale em cada Ili e P! =1 temos que F = 1 para todo i € I logo

FY = 1 contradicdo. Assim 1 b s .
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0. 3 Reciproca do Teorema de Caracterizagdo:0 restante deste
Apéndice estd dedicade a provar a reciproca do teorema 0.14.
Apresentamos agora algumas definigBes e resultados especiais

da teoria necessarios para a prova deste resultado.

Defini¢cdo 0.15: Seja 1l uma t-estrutura. Denotaremos por LE{U) a

linguagem obtida da linguagem L por adjungdc de noves e distintos

sfmbolos de constante {c / ac ‘1[|}
A

Denotaremos por 1l a extensfo de I a L(I1) obtida por definir

cu: = a para todo a e |l
a
Definigdo 0.16: Seja p um namero ordinal, L“(II) é a linguagem

obtida de L(I) por adjungio de novos e distintos simbolos de relagdo

{RW 7y < i, R simbolo de relagfic de L(t), aridade de R7 a mesma que R}.

Se I é uma estrutura para L. () e ¥ ¢ u entio: U é a
1 1 Y

estrutura para L({U) definida por:

i i u 1
RH;’J=R7F F T _p#

Definicdo 0.17: Seja K uma classe axiomatica de t-estrutras e U uma
T-estrutura. A estrutura Ilu para LH{UJ tem a propriedade (*) se:

I - A restrigio de II’u a L{UIl) ¢ uma extensdo elementar de I,

2- U ?eraratodogr<u.

18

1 i
3 - RuSR“'?=R?”paratodoRemLe7<p.

Agora enunciaremos um lema que permite provar a reciproca de

3.14.
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Lema 0.18: Seja } a classe de todas as sentengas de Horn especiais
que sdo verdadeiras em K. Se U € )}, entdo existe um nUmero ordinal u e

uma estrutura 'Ilu para L“{H} tal que:

1 - U verifica (*)
L

2 - Se F é uma sentenga atémica de L(il) tal que U |= F entdo
exist < u tal que: U F.

Prova: Ver [Ly 2).

Teorema 0.19: (Reciproca de 0.14) Sejam K uma classe axiomatica de
L(r)-estruturas e U T-estrutura. Entdc: Se U satisfaz todas as
sentengas especiais de Horn que valem em K entfo 1 tem uma extensfo

elementar que é produto subdireto de elementos de K.

o
Prova: Por hipétese U € } pelo lema 0.18 existe um ordinal p tal

que: 'Ili_1 verifica 1 e 2 do lema.

Por 1 da propriedade (*) %' a restrigio de u,u a L) é uma
extensio elementar de Ul ou seja de 1.

Para cada {psejaB =1
¥ i J . Wy

por 2 de (*) temos que 53? € K.

Agora por 3 de (*) temos que se R & um simbolo de relagio de Lit):

u) u
R gR“gR“"’:R?“.

Assim a aplicagio ew: H'—)Bar e {(x) = x ¢ um homomorfismo
sobrejetor. Provaremos que {e?: w ——>B:Jr Sy < p.[} é uma familia

W -separadora e logo por 1.15 resuita que U' é um produto subdireto de
B /sr<« .
{e /v )

Seja entdo R um simbolo de relago em L(z} de aridade n.

Supcnhamos que existem {al, an] € |Il‘[n tal que: para todo y < p
B ,
(e (&), ..., @e{al)l € R 7 e (a, ... a) ¢ Ru. Entioc a sentenca F =
T 1 ¥ on 1 n
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R(co, vees Ca } é falsa em 1 logo por 0.18 existe ¥ < u tal que Hp?/
1 n !
F para algum g < pu.

B u i
Como ¢ ¥ =¢ o™ = a temos que:
a a a i
1 i i
B
(a,..a)=1(ela), ..., oa)) ¢ R ¥ absurdo.
i n 1 n
Entio (a, ... a} € R Assim {e: Ww——8 / 7y < ,u} é
1 n r T
W’ -separadora.
Coroldrio 0.20: Uma sentenca ¢ tem a propriedade que vale num

produto subdireto de t-estruturas se vale em cada componente do produto

see ¢ & equivalente a uma sentenca de Horn especial.

Prova: E— f trivial de 0.14.

»
——»| Seja K = {¢ } e ¥ o conjunto das sentengas de Horn
especiais que valem em K entdc {-¢} v } & inconsistente pois se U |
{2¢} v ¥ ; entdao U satisfaz todas as sentengas de Horn especiais que

valem em K, pelo teorema anterior Ul tem uma extensio elementar B que ¢

praduto subdireto da familia {I[l /1€ I} de K como u1}= $ v iel temos

que B F ¢ ou seja U | ¢ absurdo pois B | = ¢ Logo {~$p} v ¥ ¢

inconsistente entdo existe pelo teorema de compacidade um subconjunto

finito {w, cees ’,b} de Y tal que {—lcp, ¥, .. w} ¢ inconsistente
1 n 1 n

entdio ¥ A ... A Y F §. e como sempre ¢ YoA A g oeP A A
¥ € uma sentenga de Horn especial temos que ¢ & equivalente a uma
n

sentenca de Horn especial. . . _
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