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Abstract

In this dissertation we detail the analysis done in the article by X. Chen,
A. Friedman, A free boundary problem for an elliptic-hyperbolic system: an
application to tumor growth, STAM J. Math. Anal. 35, 2003, which considers
a free boundary value problem for an elliptic-hyperbolic system of partial
differential equations related to the Hele-Shaw problem.

The present problem models the growth of a tumor and takes in consid-
eration the following possibilities for the state of a tumor cell: proliferating,
quiescent or necrotic; the model also takes in consideration the available nutri-
ent concentration. The equations hold in a time varying domain in such way
that the boundary velocity depends on the other variables of the problem.

As a result of the analysis, we obtain the local in time existence, as well
as uniqueness, of classical solutions for the system.
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Resumo

Nesta dissertacao detalhamos a analise matemética feita no artigo de X.
Chen, A. Friedman, A free boundary problem for an elliptic-hyperbolic system:
an application to tumor growth, STAM J. Math. Anal. 35, 2003, pp. 974-986,
o qual considera um problema de fronteira livre para um sistema de equacoes
diferenciais parciais de carater eliptico-hiperbélico relacionado com o chamado
problema de Hele-Shaw. O problema modela o crescimento de um tumor e
leva em conta as seguintes possibilidades de estado para suas células: pro-
liferantes, quiescentes ou necroticas; leva-se também em conta a concentracao
de nutrientes disponivel. Estas equagoes valem em um dominio que varia com
o tempo de uma forma em que a velocidade da fronteira depende das outras
varidaveis do problema. Como resultado da analise tem-se a existéncia local no
tempo e a unicidade de solugoes cléssicas do sistema.
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Capitulo 1

Introducao

Nesta dissertagao detalhamos a anélise matemaética feita em um artigo de Chen e Fried-
man, [17|, para um problema de fronteira livre que modela a evolugao de certos tipos de

tumores.

De forma mais precisa, estamos interessados no seguinte sistema eliptico-hiperboélico

nao-linear:

Ac— X c=0 em (),

0
a—ZZ—VUVpi(C,paQ) em Qt’
%—VU'VQZQ(CJ%Q) em Qt’

Ao = —h(c,p,q) em ),

onde as fungoes incognitas sao ¢, a qual esta relacionada com a concentragao de nutrientes
no tumor, p e ¢, as quais denotam respectivamente as densidades das células chamadas
proliferantes e quiescentes, e o, a qual é a pressao interna no tumor. f(c,p,q), g(c,p,q),
h(c,p,q) sao certas fungdes dadas de ¢, p e ¢, a serem descritas com detalhes posterior-

mente.

Estas equagoes valem em dominios €2, para t > 0, evoluindo no tempo a partir de um

dominio inicial dado 2y. Estes dominios também devem ser encontrados e a sua evolugao
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¢é controlada pelas seguintes condi¢oes de fronteira:

¢c = 1 emTy, (1.1)
o = 7k em Iy, (1.2)
do
n —V, em I';. (1.3)

onde I'; = 9€);, v é uma constante positiva (associada ao coeficiente da tensao superficial

0

da fronteira do tumor), k é a curvatura média em cada ponto, o denota a derivada na
n

direcao 77 da normal unitaria exterior e V,, é a velocidade da fronteira livre I'; na dire¢ao

m.

Finalmente, no dominio inicial €2y sao dadas as seguintes condic¢oes iniciais para as

funcoes p e ¢

p(x,0) = po(r), q(x,0) = go(z) em €y,
com po(z) >0, qo(r) >0, po(r)+ qo(z) < 1.

Descreveremos brevemente a deducao deste modelo no préximo capitulo. Neste mo-
mento queremos apenas observar que como os dominios €2; dependem das proprias incog-

nitas, o sistema anterior corresponde a um problema de fronteira livre bastante nao-linear.

E interessante notar que se considerarmos apenas a equagao

Ao =0 em

com as condigdes de contorno (1.2) e (1.3), temos o chamado problema de Hele-Shaw ou
de Stefan quase-estéatico. O estudo deste problema é feito em varios casos dependendo da
dimensao do dominio €2y (veja, por exemplo, Chen [16], Duchon e Robert [8], Constantin e
Pugh [13], Bazaliy 4], Bazaliy e Friedman [3], Esher e Simonett 9], Esher e Simonett [10],
Friedman e Reitich [1]).

Portanto, o modelo descrito acima esté relacionado com o problema de Hele- Shaw e,
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de fato, pode ser pensado como uma generalizagao sua. Tal modelo foi introduzido em
Pettet et al. [6] no caso de simetria esférica; onde a unicidade e existéncia global no tempo
de solugao foram provadas em Cui e Friedman [14]. No caso de {2y arbitrério, a existéncia
local no tempo e a unicidade foram provadas em Chen e Friedman [17]. Outras questoes
sobre tal modelo, tal como o comportamento assintotico, foram consideradas em Chen e
Friedman [20].

Como dissemos anteriormente, o nosso objetivo é o de detalhar a analise matematica
deste modelo feita em Chen e Friedman, [17], isto é, queremos provar que sob certas
condig¢oes temos a existéncia e a unicidade de solucoes. O enunciado preciso do que

provaremos esta no Teorema 2.5.



Capitulo 2

Derivacao do Modelo, Preliminares e

Resultado Principal

2.1 Derivacao do Modelo

Nesta secao descreveremos as idéias principais utilizadas na derivacao do modelo de cresci-

mento tumoral conforme apresentado em Chen e Friedman, [17].

Para isto, faz-se a hipotese de que as células do tumor podem estar em um dos seguintes
trés estados: proliferante, quiescente ou necrético, com densidades respectivamente deno-

tadas por p, q e n.

Além disso, denotamos por ¢ a concentragao de nutrientes disponiveis para as células

no tumor.

Supoe-se que células quiescentes tornam-se proliferantes a uma taxa Kp(c) e necroticas
a uma taxa Kp(c). Também, células proliferantes tornam-se quiescentes a uma taxa Kq(c)
e proliferam-se a uma taxa Kpg(c). Finalmente, supoe-se também que células necroticas
sao removidas do tumor a uma taxa constante Kg. Por razoes biologicas, Kp(c) e Kg(c)
sao fungbes monotonas crescentes em ¢, enquanto que Kp(c) é monotona decrescente em

C.
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Supoe-se também que a difusao de nutrientes na regiao do tumor se da em uma escala
de tempo muito mais rapida do que a dos estégios das células. Mais especificamente,

supoe-se que a concentracao de nutrientes c¢ satisfaz a equacao de difusao

Ac— X =0,

onde A é uma constante positiva suposta conhecida e que depende do meio onde o tumor

esta.

Devido a proliferacao e a remogao de células, existe um deslocamento continuo das
mesmas, e portanto temos um campo de velocidades de deslocamento das células, deno-

tado por .

Esta movimentacao de células faz com que a regiao delimitada pelo tumor mude com o
tempo a partir de uma regiao inicial dada €2y. Denotamos a regiao delimitada pelo tumor

no instante t > 0 por §2; e supomos que sejam dominios.

As leis de balanco de massa para cada uma das densidades de células p, ¢ e n na regiao

do tumor §2; podem entao ser escritas da seguinte forma:

% + div(p?) = [Kp(c) — Kg(c)lp + Kp(c)q,

% + div(qv) = Kg(c)p — [Kp(c) + Kp(c)lq,

2—7; + div(nv) = Kp(c)qg — Kgn.

A seguir se supoe que o tecido do tumor se comporta de maneira anéloga a um meio
poroso. Logo, a lei de Darcy, que relaciona a pressao interna o e a velocidade v do fluxo

em um meio poroso, pode ser implicada, fornecendo:

v =—Vo.

Obviamente esta pressao interna do tumor o, que é resultante do transporte e da
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proliferacao e morte das células, ¢ uma fungao incognita a ser determinada.

Agora, supondo que as todas as células possuem mesmos volume e densidade, devemos

ter

ptqg+n=1,

Somando as equagoes anteriores para p, q e n e utilizando a igualdade acima, obtemos

dive = (KB<C) —|—KR)p—|—KRq—KR.

Podemos entao substituir a lei de conservacao para n por uma equagao para a pressao

interna do tumor o.

Assim, temos que o seguinte sistema que modela o crescimento do tumor

Ac—Ac=0 em ), (2.1)
P Vo Vp= fle.p.q) mQ, 2.2
% —Vo-Vqg=g(c,p,q) em €y, (2.3)
Ao = —h(c,p,q) em Q, (2.4)

onde
fle,p,q) = [Kp(c) — Kq(o)lp + Kp(c)g — h(c, p,q)p,

g(e,p,q) = Kq(c)p — [Kp(c) + Kp(c)lg — h(c, p, 9)g, (2.5)

h(c,p,q) = —Kr + [Kp(c) + Kglp + Kgq.
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As equagOes anteriores deve-se adicionar as seguintes condi¢oes de fronteira

¢c = 1 emTy, (2.6)
o = vk em [y, (2.7)
do
n —V, em I';. (2.8)

Aqui, I'; = 0€; a concentragao de nutrientes na fronteira da regiao delimitada pelo tumor
foi suposta ser constante e normalizada para ter valor 1; v é uma constante positiva
(associada ao coeficiente da tensdo superficial da fronteira do tumor), x é a curvatura
média em cada ponto, ((% é a derivada na direcao 7 da normal unitaria exterior e V,, é a

velocidade da fronteira livre I'; na diregao 7.

A condigao (2.7) é baseada na hipotese de que a pressdo ¢ na superficie do tumor é
proporcional & tensdo na superficie (veja Greenspan [7]) e a condigao (2.8) é a cinética

(ou de continuidade) padrao.

Finalmente, no dominio inicial dado, {2y, com fronteira I'y temos as seguintes condi¢oes

para as funcgoes p e ¢

p(z,0) = po(x), q(x,0) = qo(x)em Qq, Ty, (2.9)

com

po(z) >0, qo(x) >0, po(z) + go(x) < 1. (2.10)

2.2 Preliminares

Nesta secao apresentamos alguns resultados e definigoes que utilizaremos ao longo desta

dissertagao.
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2.2.1 Espacos de Holder

Seja D C RY e 0 < a < 1; dizemos que uma funcao f : D — R ¢ Hélder continua com

expoente o em D se

[f]a;D: Supw<oo7 O<Oé§1,
z,y€D r—y|“
Iyséy

Seja U um subconjunto aberto do RY e k um inteiro nao-negativo. Os Espacos de
Hélder C**+o(U) (C***(U)) serdo definidos como os subespagos de C*(U) (C*(U)) con-
sistindo das funcoes cujas derivadas parciais de ordem k sao Holder continuas. Para isso,

definamos primeiramente as seguintes seminormas

[Flro = D" fllow = sup SgplDﬂfl, k=0,1,2,...

[flitay = [Dkf]a;U = Z?%[Dﬁf]aw-

Agora, podemos definir as normas ||-||lox @ € || ll¢, . @), 008 espagos C* (U) e C**(U),

respectivamente

k

1 lox@) = I lew = D _[fljw = Z 1D7 oo,

k
=0 =0
[ llorsa@y = 1 flktasr = [ fllkv + ko = 1 f ko + [D* flaw,

E possivel provar que com essas normas C*(U) e C***(U) sdo espacos de Banach (veja
Gilbarg-Trudinger [5], Capitulo 5).

Definamos agora os espacgos de Hélder no espago tempo.
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Dado 8 = (o, f1,---,0n), onde (; sao inteiros nao-negativos, denotaremos por || =

Bo+Bi+--+By. Parap:U x I — R, onde U C RN e I C R, definimos

8\5|S0($’ t)
(D)% (9z1)Pr ... (D )Pn

DIBSO = DI(BI’t)QO(xv t) -

Para todo 0 < aj,a9 < 1,0 < a < 1 e m > 0 inteiro definimos

lelloo = fuglso(x,t)\,

x,t
lellm = > 1D%2lloo,

[B|<m

|90<l’, t) B Sﬁ(y, 7—)‘
[Plat,a, = sup o P
vty [T —y|* [t =T
ou t#T
[llmtarm+as = [l®lloo + Z [DBSO]al,azv
|Bl=m
[@ll31a.3rays = l#lloo + [Diplaass + [Ditlaass,

lell24a,@rars = @l 2o + [Diela.ass-

Dizemos que ¢ € C™T1mT2([J X ) se ||¢|lmray,mias < 00. Analogamente, definimos
= C3+a,(3+a)/3(U % ]) epc C2+a,(2+a)/3(U % I)

2.2.2 Resultados sobre Equagoes Diferenciais

O primeiro e segundo teoremas apresentados aqui sao resultados classicos da teoria de
equagoes ordinarias e serao utilizados no Capitulo 3 quando o método das caracteristicas
for aplicado para solucionar o problema auxiliar hiperbdlico exposto no Passo 3 da Segao
2.3.2.

10
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Teorema 2.1 (Picard-Lindelof). Considere o problema

2'(t) = f(t,x(t)) parat € [to,t1],

x(tg) = wo.

Seja f : [to, t1] x RY — RN continua e que satisfaz a condigao de Lipschitz

|f(t, 1) = f(t,22)] < L|zy — 23],

para todo t € [tg, 1] e x1, 75 € RN, sendo L > 0 uma constante.

Entao o problema proposto tem solucao nica.

Demonstracao. Consiste em garantir que a transformacao 71" definida por

Tx(t) = xg +/t f(s,z(s))ds

possui um tnico ponto fixo. Para isso, demonstra-se que 1" é uma contragao no espacgo de

Banach das fungoes continuas de [tg,#;] para RY, com a norma

]| = sup{e” K |2(t)] : t € [to, ta]}
sendo K > L uma constante fixa.

Para mais detalhes veja Guzman [12], Cap. 4.

[

Teorema 2.2 (Guzman [12], Cap. 4.). Seja f : (t,z) € D C R x RY — f(t,z) € RY

uma func¢ao continua no aberto D tal que f, existe e é continua em D. Seja, para cada

11
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(1,8) € D, ¥(t,7,£) a solugao do problema

Se (t, to, &) existe num intervalo J = [tg,to + h], para (to,&) € D, entao ¥(t,T,§)

existe e estd unicamente determinada em J para todo (7,§) suficientemente prozimo de

(to, &o)-

Além disso, para todo t € J existe ¢(t,to, &) que € a solugdo da equagao matricial

y,(t) = fz(t’¢<ta t0’§0>>y<t>’
y(to) = 1.

Finalmente, 1. (t,t9, &) existe e € igual a Ve(t,to, o) f(to, &o)-

Apresentemos, agora alguns resultados classicos da Teoria de Equagoes Elipticas que

serao utilizados nos capitulos seguintes.

Suponha que os coeficientes a;;, b; e ¢ na equagao

Lu = aij(2)ug,q; + 0i(2)us, + c(x)u = f(x). (2.11)

e o termo nao-homogéneo f estao definidos numa regiao limitada {2 e pertencam ao espago
CU=2+2(Q)) paral > 2 e a € (0,1). Assuma também que a;; = aj; e que a equacio (2.11)

é eliptica em (2, isto é

N
a;j(2)6& > v &, para & = (&,....En) ERN ez € Q. (2.12)
k=1

onde v > 0 é constante.

12
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Vamos considerar o problema de Dirichlet na regiao 2 para a equagao (2.11): encontrar

uma funcdo u que satisfaga (2.11) em 2 e também

U|aQ= ®-

Teorema 2.3 (Ladyzhenskaya [15], p. 107). Se f e os coeficientes do operador L per-
tencem a CU=D+%(Q), a;; satisfaz a desigualdade (2.12) e ¢ < 0. Se 90 € C** ¢
© € CH(90) entdo o problema de Dirichlet para a equagio (2.11) possui solugdo tinica
u € CH(Q), 1> 2.

A demonstracao desse teorema foi feita por Schauder e é baseada na desigualdade

lollirae < EDO[IL0lle-2)+a0 + max|ol+[[v]sape), 122 (2.13)

que ¢ valida para v € C*%(Q) e operador eliptico L arbitrarios. A constante k(I) dessa

—-2)+a

desigualdade depende apenas de [, v, das normas em C dos coeficientes do operador

L e da fronteira de ), que assuminos pertencer & classe C'*¢.

Outro resultado classico da Teoria de Equacgoes Elipticas é o seguinte:

Teorema 2.4 (Principio do Maximo Fraco—Gilbarg-Trudinger [5], p. 33). Seja L o opera-
dor dado por (2.11), definido num dominio limitado §2. Suponha que L satisfaz a condi¢ao

de elipticidade (2.12) e que possui coeficientes a;;, b; e ¢ continuos. Suponha que em )

Lu > 0(<0), c<0.

comu € C°(Q). Entdo

supu < supu’ (inf u > infu™).
1pu < sup (infu > infu”)

onde ut = mdx(u,0) e u™ = min(u,0).

13
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Se Lu =0 em §Q, entao
sup [u] = sup [ul
Q o0

Enunciemos agora um lema sobre extensao de fungoes e apresentemos um esquema da

demonstracao do mesmo.

Lema 2.1 (Gilbarg-Trudinger [5], p. 136). Seja 0 < a < 1, Q um dominio C*T® em
RN (com k > 1) e Q) aberto contendo Q. Suponha que u € C***(Q). Entdo eviste uma

fungao w € Ck(QY), com suporte compacto em Y, tal que

w=u em S,

[wllstaser < Clluflsrae

onde C' = C(k,§, ).

Esquema da Demonstragdo: Seja y = (z) um difeo C** que endireita a fronteira
proximo a xg € 9. Sejam G e GT = G N Rf, respectivamente, a bola e a meia-bola
na imagem de 1 tal que ¥ (zo) € G. Seja u(y) = u( ™ (y)) e y = (Y1, -, Yn_1,Yn) =
(v',yn), definimos uma extensao de u(y) para ynx < 0 por

k+1
a(y,yn) = Y cily', —yn/i), yn <0,
i=1

onde cy, ..., crr1 sao constantes determinadas pelo sistema de equagoes

k+1

Y a(-1/iym=1, m=0,1,... k.

=1

E possivel verificar que @ € C***(G). Entdo w = @01 € Cyo(B) para alguma bola
B = B(xg) e w = uem BNS). Segue que w é uma extensao de u para QU B. Demonstra-se

a estimativa

14
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HwHk'f‘OGQUB < CHqu-i-a;Qa

onde C' ¢ constante e C' = C(k, 2, B).

Entao toma-se uma cobertura finita do 092 por bolas B;, i = 1,...,l, como a bola
B anterior, e {w;} as extensoes Cy, correspondentes. Assume-se que as bolas B; sao
pequenas de maneira que Ui’:l B;UQ C Q. Toma-se 2y CC (2 subconjunto aberto de
Q) de forma que {Qg, B;;i = 1,...,1} é uma cobertura aberta de 2. Considera-se entao

{ni},i=0,1,...,1 a particdo da unidade subordinada a essa cobertura. Define-se

l

wW = uny + Zwmi.
i=1

Verifica-se que w assim definida satisfaz as condigoes do lema.

2.3 Resultado Principal

2.3.1 O Teorema de Existéncia e Unicidade de Solucoes

Os resultados de existéncia local e unicidade de solucdo para o sistema (2.1)-(2.10)
nao dependem da dimensao do dominio em questao, portanto iremos considerar €2; N-

dimensional, com N > 2.

Também nao sera necessario utilizar as formas especificas de f, g e h; ao invés disso,

assumiremos apenas que
f,g e h € C™"! para algum inteiro m > 0, (2.14)

e que
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Derivacao do Modelo Resultado Principal

f,g e h se anulam se |c| + |p| + |¢| é suficientemente grande. (2.15)

Podemos supor esta tultima condi¢ao sem perda de generalidade, uma vez que buscamos
solugoes continuas locais no tempo e que, portanto, os valores de p, ¢, ¢ estao respectiva-
mente proximos dos valores de pg, o € ¢g onde ¢y satisfaz —Acy+ Acg =0 em Qg e cg =1

em Fo.

O fato de que estamos procurando solugoes continuas que sao locais no tempo também
nos permite restringir, sem perder a generalidade, o conjunto solugao para o problema da
seguinte forma: fixar um compacto K C R¥ tal que os suportes de f, g e h estejam contidos
em K, Q€ K (i.e, Qo C int ') e procurar fungoes ¢, p, ¢, o com suporte compacto contido

em K e dominios €, t € [0, 7] tais que O, € K. Para isso adotaremos a seguinte notacao

Notacao: Se C ¢ um espaco vetorial de funcoes de RY para R, denotaremos por Cg

o espaco dado por

Cx :={f € C; f possui suporte compacto em K.}

O nosso objetivo é provar que sob certas condi¢oes, a serem explicadas a seguir, temos
existéncia e unicidade de solugao para (2.1)-(2.10). Além do mais, gostariamos de deter-

minar a regularidade desta solugao. De fato, demonstraremos o seguinte teorema

Teorema 2.5. Seja 0 < a < 1 e m um inteiro nao-negativo. Se 2y € um dominio N-
dimensional, com N > 2, cuja fronteira Ty € C™ 442 as funcdes py e qo pertencem a
Cm+1+2(Qo), f, g e h satisfazem (2.14) e (2.15).

Assumindo que T'y, t € [0,T], pode ser representado como
Iy ={s+ p(s,t)i(s); s € T}

onde i(s) denota o vetor unitdrio normal exterior a Ty em s e p € C3TB+I/3(T %[0, T7)).
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Derivacao do Modelo Resultado Principal

Sob essas condigoes, temos que o sistema (2.1)-(2.4), (2.6)-(2.9) admite uma unica
solugao, para 0 <t < T, onde T > 0 € suficientemente pequeno. A reqularidade desta
solucao € dada por

D,D™ 0 c C3+a,(3+a)/3(RN—1 % [0, T]),

(st

D2D o € CR*(RY x [0,77),

¢,p,q € CEITemTTe/S (RN 10 T]).

2.3.2 Etapas da Demonstracao do Teorema

Para demonstrar o teorema enunciado acima definiremos uma transformagao nao-linear
W cujo(s) ponto(s) fixo(s) (que serda demonstrado ser tnico) é (sao) solugao (Ges) para o

problema (2.1)-(2.10), essa transformagao tera como dominio o seguinte conjunto Yjy.

Definicao 1. Seja M um nimero positivo a ser escolhido. Definimos o conjunto Yy,

como

YM = {(C,p, Q) € [C;(’H—mm—'—a/g(RN X [OvT])]Sa ||(C,p, Q)”era,era/S S M

€ p|§0m{t:0}: Do, q|ﬁom{t=0}: Go-}

Para cada (¢, p, q) € Y seguiremos o roteiro abaixo para definir W(c, p, q) e demons-

trar o Teorema 2.5.

Passo 1: Estudo do problema de Hele-Shaw. Na Secao 3.1 do Capitulo 3,
mostraremos existéncia e unicidade de solucao para o problema conhecido como problema

de Hele-Shaw nao-homogéneo, que consiste em encontrar o e {Q;0 <t < T} tais que

Ao = —h(e,p,q) = —h(z,t) em €,

q)

0
o =YK, 9 _ —V, em I'.
on

para 0 <t < T, com pi|i—o= 70.
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Derivacao do Modelo Resultado Principal

Sendo que T'; = 9€);, v é uma constante positiva (associada ao coeficiente da tensao
superficial da fronteira do tumor), x é a curvatura média em cada ponto, a% é a derivada
na dire¢ao 7 da normal unitaria exterior e V,, é a velocidade da fronteira livre I'; na dire¢ao

m.

Também estabeleceremos a regularidade desta solugao e mostraremos que o possui

extensao para R™ x [0,7] com a mesma reguralidade que a funcao o original.

Passo 2: Estudo do problema eliptico. Na Secao 3.2 do Capitulo 3, com €2,
dado pela solucao do problema de Hele-Shaw nao-homogéneo, mostraremos que o sistema

eliptico

Ac—Aé=0em Q,t € [0,T]
c=1em Tyt € 0,T).

tem solugdo tinica ¢ e esta possui extensao para RY x [0, T7.

Passo 3: Estudo do problema hiperbélico. Na Secao 3.3 do Capitulo 3, dados

Po, o € C™ 1T (RY), garantiremos existéncia e unicidade para o sistema hiperbolico para

(7, 7)
pr— Vo -Vp= f(c,p,q) em RY x [0, 7],
@ — Vo -Vq=g(c,p,q) em RN x [0,T],
Pli=o= po, qli=o= go em RY x [0, T].

onde o é a solugao do problema de Hele-Shaw mencionado no Passo 2.

Passo 4: Caracterizagao da transformacao W. Finalmente, no Capitulo 4, com

a mesma notagao dos Passos 1, 2 e 3, para cada (¢, p, q) € Yy, definiremos a transformagao

W por Wi(e,p,q) = (¢,p,q).

18



Derivacao do Modelo Resultado Principal

Mostraremos que W é continua e mapeia Yj; em um subconjunto compacto de Yj;;
portanto, pelo teorema do ponto fixo de Schauder, W tem um ponto fixo. Também sera
provado que W é uma contracao na norma L para T > 0 suficientemente pequeno, fato

que determina a unicidade do ponto fixo de W.
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Capitulo 3

Problemas Auxiliares

Neste capitulo iremos demonstrar existéncia, unicidade e regularidade de solucao para o
problema de Hele-Shaw nao-homogéneo e também para os problemas eliptico e hiperbélico

expostos nos Passos 2 e 3 do roteiro descrito na Segao 2.3.2.

3.1 O Problema de Hele-Shaw

No que segue, vamos estudar o problema conhecido por Problema de Hele-Shaw nao-

homogéneo, que consiste em encontrar o e {4, € [0,T]} tais que

Ao = —h(c,p,q) = —h(x,t) em €,
0o

o=k, — =—V,eml},.

on

para todo ¢t em [0,7]. Onde h é uma fungao dada, I'; = 02, v é uma constante positiva,
Kk € a curvatura média em cada ponto, a% é a derivada na dire¢ao 7 da normal unitéria

exterior e V,, é a velocidade da fronteira livre I'; na direcao 7.

Assumiremos que
Iy ={s+ p(s,t)i(s);s € T'o}.

21



Problemas Auxiliares O Problema de Hele-Shaw

onde a fungao p pertencerda a uma classe de fungoes com certa regularidade a ser deter-
minada posteriormente.
Vamos tomar coordenadas locais a fim de achatar a fronteira I';.

Seja d = d(z) = d(z, ) a distancia orientada de = a I'y. Entdo, para x proximo a Iy,
podemos escrever
xr = s+ dri(s)

com s € I'y unicamente determinado por x. Ou seja, existe Ly (dependendo apenas de

[y) tal que

X : Ty % (—Lo, Lo) — To(Lo) = {z € RN/d(x,Ty) < Lo}
(s,d) — s+ dii(s)

¢ um difeomorfismo C*. Dado x € I'y(Lg) denotaremos por (P(x),d(x)) a inversa de X,
ou seja, v = X(P(z),d(x)).

Dado s € 'y, seja S: V' Cc Ty — 0/ € U' € RY¥~! uma carta local para s, onde
v = (y1,...,yn—1). Para cada ¢ em um intervalo [0, 7], definimos um mapa local Z*()

de uma vizinhanca da origem em R" em uma vizinhanca de s;, também em RY, como

Z50(t) = Z(-,t) : U = U’ x (—6,8) C RN — V C Ty(Lo)

Yy = (ylv‘ .. 7yN—171/N) =T =Ss+ (p(57t) +yN>ﬁ(S>
onde s = Sy, ..., yn_1).
Note que yy = d(z,To) — p(s,t) e que = € I'; corresponde a (y',0).

Agora, demonstraremos o teorema que garante a existéncia de solugao tnica para o

Problema de Hele-Shaw e também caracteriza a regularidade desta solugao.
Dados ¢, p,q € C?JF%WFO‘/?’(RN x [0,T7]) , entdo
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Problemas Auxiliares O Problema de Hele-Shaw

Teorema 3.1. Se T € suficientemente pequeno, existem p e o tais que

Ao = —h(e,p,q) = —h(z,t) em Q,

0 3.1
o = YK, —a:—VnemFt. (3.1)
on
para 0 <t <T. Com pli—o =10 €
DD p € C3FeGTIBRN=L 5 [0, T]), (3.2)
D2Dp o € (RN x [0, T)). (3.3)

onde

Iy =00, I'i={s+p(s,t)i(s);selo},Vte[0,T].

Demonstra¢ao. Primeiro, observe que as condigoes (2.14) e (2.15) garantem que h(z,t)
tem suporte compacto e que h(x,t) € Cmrem+a/3(RN x [0, 7).

A prova da existéncia e unicidade de p € C3FT@B+)/3

¢ extensa e por isso esta apre-
sentada separadamente no Capitulo 5. Esta é uma adaptacao dos resultados apresentados

em Chen et al. [19] e exige apenas que a fronteira 'y pertenga a classe 3.
Demonstremos agora a regularidade de p e o indicadas em (3.2) e (3.3).

Para cada t € [0,7], fixamos sy € I'g e escrevemos (3.1) em termos da variavel y

definida do inicio desta secao

N N
Z(afj(t)ayi)yj + Zaf(t)gyi =hem {y € Uyn > 0},

ij=1 i=1

N—-1
0= () pyy, + (1) em {y € Usyy = 0}

ig=1
Como h € Cmram+a/3 5 ¢ O3+eB+a)/3 o 5 ¢ solucao do problema eliptico acima segue
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Problemas Auxiliares O Problema de Hele-Shaw

que Dyo € C4/3(U x [0,T]) (na prova do Lema 3.1 da préxima segdo, que trata sobre
regularidade eliptica, temos a demonstragao de tal fato). Por definigdo, OU tem a mesma
regularidade de I'y, entao o Lema 2.1 de extensao apresentado na Secao 2.2, garante que
podemos estender a funcao o ao RY de forma que o € C’;‘é’a/ *(RN x [0,T)), pois uma vez
que h possui suporte em K as equagoes de (3.1) garantem que o também possui suporte

em K. No que segue o denotara a fungao estentida.

Denote por G a solugdo fundamental do operador Laplaciano (veja Evans [11], Cap.
2). Uma vez que h tem suporte compacto, a convolugdo G * h estd bem definida e
D2(G  h) € gmFam+e/3(RN x [0,T]) (veja Gilbarg-Trudinger [5], Cap. 4). Seja

c=0+G=xh
Entao
N do
AG = vk + G x h, —Vn:a——n~(VG*h)emFt,
n

Para cada t € [0,7], novamente fixando sy € I'g e escrevendo (3.1) em termos da

variavel y temos

N N
Z(aipj(t>&yi)yj + Zazp<t)&yi =0 em {yn > 0}, (3.4)
ij=1 i=1

N—-1
o= Z bij(t)ppyiyj + b(t)p + G xh em {yN — 0}’
2,j=1

N
0 .
pr = E lf(t)a—y(U—G*h) em {yy = 0}.
i=1 !

onde
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Problemas Auxiliares O Problema de Hele-Shaw

af;(t) = ai;(Dyp), ai(t) = ai(Dyp), U(t) = bi(Dyp),
b7(t) = b(Dyp), 17 (t) = li(Dyp).

Em particular, para p =0,7/ =0e yy =0

aii(t) = 0i,  ai(t) =0, by(t) =dij, b(t) =vk(s0), Li(t) = oni-

Mostremos, por inducao, que

DD}y p € CPHoGrIB®RN=1 5 [0,T]) e D2DJY, 6 € CR** (RN x [0,T]) Vm/ < m.

Para m’ = 0. Seja 8 = (Bo,b1,...,0n) com By = By = 0, |B] = 1. Como p €
C3HaB+af3 ¢ Do € C;‘;’“/3, podemos derivar o sistema (3.4) e concluir que

N

Z [af,(D?5,,)],, = divGy em {yy > 0},

i,j=1
Z bp DB Py, + G2 em {yy = 0}, (3.6)
1,]= 1

7) 4+ Gs em {yy = 0}.

Zl”

onde

él = él(DyO', DZ/p) S Ca’a/g,
Go = G2(Dy(G * h), D}, p) € C'ro(1e)/3,
Gs = G3(D2(G * h), D}p,0) € CMHoUF/3,
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Problemas Auxiliares O Problema de Hele-Shaw

Como I'y € C™*+4+2 o estudo do Problema Modelo na Secao 5.2 do Capitulo 5 implica

que

DPp e C3B+)3 D DPg e Ol

A assergao acima junto com as equagoes de (3.6) implicam que

D,p € CHOBHIBRN-1 0. T)), D25 e C2** (RN x [0, T)).

o que demonstra (3.5) para m’ = 0.

Suponha agora que (3.5) seja valido para 0 < m' — 1 < m, ou seja

Ype c3ta®raBRN-1y 0. 7)),  D2D™ Y5 e Co*3 RN x [0,T]). (3.7)

(m'—
DD (2.0)

(s,t)

mostremos que vale também para m’ < m.

Seja B = (Po, b1, --.,0n) com |G| =m'+ 1, By <m/, By = 0. A reguralidade de p e &

garantida em (3.7) nos permite concluir, através de (3.4), que (D?G, DPp) é solugao de

N
> [a4(D%5,,)),, = divGy em {yy > 0}, (3.8)

i,j=1

Z b(D?p) sy, + G2 em {yy = 0},

1]1

(D?p) t_Zz’J

)+ G3 em {yny = 0}.

onde
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G, = G(D,D™ 0, D% D™ p),
Gy = Go(D,D™ (G = h), D}, D™ p),
Gs = G3(D2D™ (G * h), Dy D™ p, D™ o),

. ~ ’
sendo que usamos as abreviagdes como D™ o = {D*o; |\| < m'} para descrever as formas
de Gl, G2 e G3.

Novamente pelas estimativas de Holder para o Problema Modelo apresentado na Secao
5.2 do Capitulo 5, como I'y € C*+™m+e D2(G x h) € C™+em+e/3 ¢ por hipotese indutiva,

(3.7) é valido, deduzimos que

DPp e C3reGrBRN-1 5 [0.T]),  D,D% e CO**(RYN x [0,T)),

para todo 8 como acima, entao

DDy p € CHCHISRN=L 5 [0,T1), e D2D{ 5 € C®* (RN x [0,T]) m/ < m.

o que demonstra (3.2) e (3.3). O

3.2 O Problema Eliptico

Para cada t € [0, 7] considere o seguinte problema eliptico para ¢
Ac — Aé =0 em €, (3.9)

c=1emI},.

A teoria de equagoes elipticas (Teorema 2.3) garante, para cada t € [0, 7], existéncia
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de solugao tnica ¢(t) = ¢(+,t) para (3.9) com a mesma regularidade de I';. Porém, dado
que o resultado que desejamos demonstrar determina a regularidade no tempo da fungao
¢ = ¢(x,t) & conveniente tomar as cartas locais Z*(t), definidas na se¢do anterior, em

torno de sy € Iy, e reescrever (3.9) na forma

)y (y,t) — Ae(y,t) =0 (3.10)

|Mz

N
E Qi (Y, 1) Cyuy; (Y,

para{yGUyN>O}et€[O 7],
c(y,t) =1para{y e Uyyy =0} et €[0,T].

onde

(1) = g (Dyp),  bi(t) = bi(D3p).
Para formulas especificas de a;;(t) e bi(t) veja Apéndice A.

Note que os coeficientes do operador eliptico L = —A associado ao sistema (3.9) nao
dependem do tempo, mas as equacoes do sistema valem em dominios diferentes. Ja no
sistema (3.10), os coeficientes do operador variam com o tempo mas o dominio em questao

é fixo.

Enunciemos agora um resultado sobre a regularidade da solugao de (3.10).

Lema 3.1. O sistema (3.9) possui solugao unica ¢, esta possu iextensao ao RY que satisfaz

cc Cz+1+a,m+1+a/3(RN > [O,T])

Demonstragao. Pelo Teorema 3.1 temos que DyDJt,p € CHTGHS(RN=1 5 [0, T7). En-
téo os coeficientes ag;(t) = a;;(Dsp) e bi(t) = bi(D?p), i,j = 1,..., N (as formulas especi-
ficas encontram-se no Apéndice A) sao uniformementes limitados no tempo e pertencem
a O2+@+Ha)3(17 % [0, T).
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Por definicao, OU possui a mesma regularidade de I'g, ou seja, pertence & classe
CHmrecomo ag(t), bi(t) € C*e(U), vt e [0,T)], segue do Teorema 2.3 de equacdes

elipticas que para cada t € [0, 7] existe solugao tunica ¢(t) para o problema (3.10) e

&(t) € Co (D).

A desigualdade (2.13) implica, para cada t € [0,T], que

le()llaror < B(Ly) [ max|e(z, £)[+1].

Pelo Principio do Maximo para operadores elipticos (Teorema 2.4, na Se¢ao Prelimi-

nares) temos ||¢(t)|lo.; < 1 e portanto

1E(t) 4w < k(L) VYt €[0,T),

onde k = k(L;) depende apenas da constante de elipticidade v(t) e das normas C*™*
Q5 (8)ty,y; + Zfil Ei(t)uyi — Au. Como

a constante de elipticidade e as normas dos coeficientes operador L; sao uniformemente

dos coeficientes do operador eliptico L,u = Zf.vj:l

limitadas no tempo, segue que

le(t)||arar < KVt € 10,7, (3.11)

onde K é uma constante independente do tempo.

Agora vamos obter estimativas de Holder no tempo para é(y,t) = é(t)(y). Para isso,
tome t; # to, 1,12 € [0,7]. Utilizando o sistema (3.10) e fazendo algumas manipulagoes

algébricas, temos
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L., [C(y,tl) - C(yﬂfz)} _

|t1—t2|a/3
N . . N 2 -
aij(y, t1) — ay(y, t2)> _ (bi(y7t1) — bi(y, t2))_
— c(y,ta) — c(y,t 3.12
Z( o —apn )W = (e )i G
ey, 1) =y t2)

it — s oem {y € Usyn = 0}.

Lembrando que a;;, b; € C2F*2+)/3 ¢ que ||&(t)|l440 < K concluimos
D%z e 03T x [0,T)). (3.13)
Agora mostremos por inducao que

D,D™ D?¢, D,D™ D& € C43(U x [0,T]) param’ =0,...,m. (3.14)

I.1 - Para m’=0: Seja 8 = (By,S1,...,n-1,0). Tomando Sy = 0 e |B| = 1, pelo
sistema (3.10) temos (lembre que ¢(t) € C*T* Vvt € [0,T1])

N
3,j=1

Dfe=0em{yeU;yn =0} et €[0,7].

Uma vez que D;D[},p € C3+eB+a)/3(RN=1 % [0,T]), por (3.13) segue que F €
Co/3(U x [0,T]). Usando procedimento analogo ao usado para obter (3.13) conclui-

oS

D’D,¢, D,;D,c € C*3(U x [0,T)).
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- (3.14) para 0 < (m' — 1) < m = (3.14) para m’ < m: Por hipotese, temos

D, D™ —1)D2 DD(m_l)DceCo‘a/3(Ux[0 T)) param' =0,...,m.

Seja B = (5o, P1,---,0n-1,0), com |B| < m'+ 1 e |Gy < m'. Pela estimativa acima,

podemos derivar o sistema (3.10) e concluir que D’ é solucio de

N
Z #8)yy; = F(D3D™ p, DID™¢) em {y € Us;yn > 0} e t € [0, 7],
Dfe=0em {y € U;yy =0} et €[0,T],

com F € C**/3. De maneira analoga ao caso I.1, obtemos

D2D,D™¢ D, D, D™ e C*3(U x [0,T]).

Portanto, pelos passos indutivos I.1 e I.2, demonstramos que (3.14) é valido. Pelo
Lema 2.1 referente a extensao de funcoes apresentado na Segao 2.2 de Preliminares, segue

que (3.9) possui solugdo tnica ¢ e esta satisfaz

D,D™D?%¢, D,D™ D, € C5**(RN x [0,T)).

pois temos que Q, € K, para todo t € [0, 7.

3.3 O Problema Hiperboélico

m+a,m+ao/3 (RN

Tome c € C x [0,T]) e seja o a solugdo do problema de Hele-Shaw exposto

na Secao 3.1, cuja regularidade garantida pelo Teorema 3.1 é
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D2D o € CR* (RN x [0,T]).

Nesta se¢ao, resolveremos o seguinte sistema hiperbolico para (p, q)

pe—Vo-Vp= f(c,p,q) em RY x [0, 7],
G — Vo -Vi=g(c,p,q) em RY x [0,T], (3.15)

Pli=o= Po, qli=o= qo em R x [0, 7.

com

D0, Go c C;(nJrlJra(RN)_

De fato, o lema abaixo garante existéncia de solu¢ao tnica para o sistema e o lema

seguinte determina a regularidade da mesma.

Lema 3.2. Seja w = (wy,ws). Considere o sistema hiperbdlico de duas equagoes

Wy + (b V)@ = Gz, t, @) em RN x [0, 7). (3.16)

w|t:0: ZUQ em RN,
e assuma que

D,b, D,G € Cov*(RY x [0, 1),
DgG € L=(RY x [0,T]),
Dy € C*1(RY),

com oy, a9 € (0,1) e também que beG possuem suporte compacto.

Entao eziste solugao unica de (3.16) e esta € tal que

Wy, D € C*2 (RN x [0, T1).
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Demonstracdo. E feita utilizando o Método das Caracteristicas.

Seja V tal que supp{g} CcC V x [0,T], onde supp{g} ¢ o suporte de b. Para cada
x €V seja X(z,-) a solugdo de

%X(as,t) = b(X(z,1),1),  X(x,0) =z

O Teorema 2.1 de Picard-Lindelof de existéncia e unicidade para equagoes ordinarias
garante que X esta bem definida para t € [0,T]. Ja o Teorema 2.2 de regularidade de
solugdo de uma EDO em relagao aos dados iniciais garante que a fun¢do X = X (z,t) tem
a mesma regularidade do que bem V, x [0, 7] onde V, é uma vizinhanga de z. Tomando
subcobertura finita {V,,,...,V,, } de V, novamente pelos teoremas de existéncia e regu-
laridade de solugao para uma EDO, segue que X = X(x,t) tem a mesma regularidade

que b em V x [0,7] e

%X(m,t) = b(X (z,1), 1), X(z,0) =z, parax € V,t € [0,T].

Seja & = &(+,t) a inversa de X (-,t), ie, z = X({(z,t),t). (Como X tem a mesma
regularidade de b, DX (z,0) = I e Db € C*2(RN x [0, T]), o teorema da fun¢ao inversa

garante que £ esta bem definida para t € [0, T suficientemente pequeno).

Entao

d 10X _OX
—(—) = - <t < .
dt((%) DFge, 0<t<T, (3.17)
oX
6_5’t20 I
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E também,

|5 . 2 e ol <€

Similarmente, seja Uz, -) a solucdo de

—U(z,t) = G(z,t,U(x,t),  U(x,0) = wy(x).

Entao

o90)

H HLOO

Defina w(z,t) = U({(z,t),t), ou seja, w(X(x,t),t) = U(x,t). Entdo w satisfaz o
sistema (3.16).

Lo

Agora vamos estabelecer as estimativas de Holder para X, U e, portanto, para w.

Primeiro consideremos a variavel espacial. Para & # & temos

(Z(Xﬁ(glv ) X§<€27t)) = D:ch(X(£17t)7t){X§(£17t) - Xﬁ(g%t)}

+Xe(&, ){Db(X (§1,1),1) — Dyb(X (&2, 1), 1)}

Usando o teorema do valor médio para X temos

[ D2b(X (€, 8),) = Dob(X (&1,8), )] < [Dsbllay 0] X (S2,) = X (€1, 6)|
< K| Xel[ree|€ — &[* < Cléo — &

Pelas duas relagoes acima segue que

d

S(Xe61,t) — Xe(62,1) < CLXel61,8) = Xel&a, 1) + Calo — &I
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Utilizando a desigualdade de Gronwall e o fato de que X¢|i—o = I, concluimos que

[(Xe(81,t) — Xe(&a,1)| < K (|6 — &if + |6 — &™)

Como X tem suporte compacto e 0 < a; < 1 segue que

(Xe(&1,t) — Xe(&,1))] < Ko — &)™ (3.18)

Agora tome t,t € [0,T], t; <ty e integre a equagdo (3.17) de t; a t5. Temos

Xe(€ 1) — Xe(€,11)] = / " DLBX(€ 1), ) Xe (€, 1)t (3.19)

< (ta — t1) || Dabllo]| Xl oo < K[ty — ta]*.
Por (3.18) e (3.19) segue que
| Xe(82,t2) = Xe(§r,t1)| < K([60 = & + [t — £2|™).
Usando os fatos de que ||§—§(||Loo <C, ¢ = Xgl e a relagdo matricial

A'—Bl'=AY(B-AB", :

obtemos
a1, t1) = Ealma, ta)| < K(|6 — &f™ + [t — 12| ™). (3.20)

Afirmagao: |§ — &1| = |§(w1,t1) — &(x2, t2)| < C(|z1 — 22| + |t — 12]).
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Segue da equacgao (3.20) e da afirmagao (que esta demonstrada abaixo) que

& (@1, t1) — Eala, t2)| < K(|zg — 22|™ + [t — 22|™).
De maneira analoga, prova-se que

Ue(&1,t1) — Ue(&,12)] < K(|&1 — & + [t — t2]*2).

E portanto

Wy = Uely € C2(RYN % [0,T]), @y =G —(b- V)it € Cor2(RN x [0,T7)).

Demonstragao da afirmagao: Seja & # &, &1 = &(x1,t1) e & = £(xa,12). Integrando

de 0 a t; a equacao

S

= X (&1, 1) = b(X (&1, 1), 1),

dt

temos

%—&:/ﬁ&m@o@ﬁ. (3.21)
0

Integrando de 0 a ¢, a equagao

SX(6,1) = HX(61) 1),
temos
@—@:/W&w&w@m. (3.22)
0
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Subtraindo (3.21) de (3.22) temos

G—&=z -2+ /Ot1 [B(X (&2,1),8) = B(X (&1,1), )]t + /tQ B(X (&, 1), t)dt.  (3.23)

t1

O teorema do valor médio e o fato de que H%—?H L=< C implicam

B(X (&2,1),) — B(X (&1,1),1)||=
(X (G, 1), 1) = B(X (&0, 1), )] X (€2,) = X (&, t)
[ X (&2,1) — X (&1,1)] &2 — &
<1 D2b]lol| Xel 1o |€2 — &1

< Clé =&

e —al

Pela desigualdade acima e a igualdade (3.23) temos

€1 — &< |21 — 2o +TC|E1 — Eol+]ta — t1]]|D]]o-

Tomando T suficientemente pequeno de forma que TC' < 1/2 conclui-se a demonstra-

¢ao da afirmacao. ]

O lema que segue tem o propoésito de determinar a regularidade da solucéo (p,q) do

Problema Hiperbolico (3.15) exposto no inicio desta segao.

Lema 3.3. Seja (p,q) solugcao para o Problema Hiperbdlico (3.15), entao

p,q € Cpttromt a3 RN o [0, 77).

Demonstragio. Usando (2.14) e (3.3), ou seja, que f,g € Cptt e o ¢ tal que D2D™o €

C’;’a/ K (RN x [0,T1]), aplicaremos o resultado do Lema 3.2 indutivamente para mostrar que

D’p,, D’ D,p, D*q,, D’ D,q € C**(RN x [0,T)), (3.24)
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para |5| < m. E, portanto

p,q € Cptirem a3 RN o 1o, 7).

De fato, para |3] = 0 o resultado é aplicacdo imediata do Lema 3.2 para a3 = a e

ay = af3.

Agora suponha que o resultado seja valido para |y| < m — 1, mostremos que vale para

6] = m.

Como, por hipotese, DVp,, DYD,p, Dq,, D"D,q € C’;’(JB(RN x [0,T7), podemos deri-

var as equagoes de (3.15). Obtemos:

(D'p); — Vo -V(D'p) = F; em RY x [0, T],
(D9) — Vo - V(D'g) = Fy em RV x [0, 7],
D7ﬁ|t:0 = 07 D767|t:0 =0em ]RN.

onde

Fi=Df-Y (7) VDo - VDV,

[p|>1 H
p<y
Fy=Dlg—Y" 7) VD!o - VDV Fq.
lu|>1 a
p<y

Pelo Lema 3.2 para a3 = a e as = /3 segue que

(D'p):, D(DB), (D7), D(Dq) € Ci**(RY x [0, T7)).

portanto, (3.24) é valido para || = m, conforme desejado.
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Capitulo 4

Existéncia e Unicidade de Solucoes do

Problema de Fronteira Livre

Conforme discutido na Introdugao, estamos interessados em encontrar dominios {€2;,t €

[0,T]} e fungdes ¢, p, ¢ e o que satisfagam o sistema

Ac— A c=0 em ),

0
_(91759 — Vo -Vp=f(c,p,q) em €,
0
_a(i — Vo -Vg=g(c,p.q) em &,

Ao = —h(c,p,q) em 9,

com as seguintes condicoes de fronteira e iniciais:

c=1 em I,

o=k em I,
do

- = _Vn em Ft,

on
p(x,0) = po(z), q(x,0) = go(x).

onde como antes I'; = 0§}, v é uma constante positiva, k é a curvatura média, — ¢é a

on
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derivada na dire¢ao 7 da normal unitaria exterior e V,, é a velocidade da fronteira livre

['; na direcao m e f, g e h fungoes dadas como no enunciado do Teorema 2.5.

Uma técnica bastante comum para encontrar solugao de um sistema de equagoes dife-
renciais, ¢ dividi-lo em subsistemas, encontrar solugao tinica para cada um desses e depois,
utilizando resultados de ponto fixo, provar que o sistema original possui solugao. De fato,
iremos utilizar essa técnica e definir uma transformagao nao-linear W cujos pontos fixos,

que serao demonstrados tinicos, sao solugao para o problema original.

O primeiro subsistema é o Problema de Hele-Shaw nao-homogéneo que consiste em,

dada uma fungao h, encontrar {o, {2, t € [0, 7]} tais que

Ao = —h(z,t) em €,

o=~k em I},
Oo v r
— =-V, em I',.
671 n t
Nao por coincidéncia, este foi o problema considerado na Secao 3.1. O segundo sub-
sistema, que foi considerado na Segao 3.2, é o problema eliptico que consiste em dado

Q,t € [0,T], encontrar ¢ tal que

Ac— Xc =0 em (,
c=1 em I'; = 0.

Finalmente, o terceiro subsistema é o problema hiperbélico para (p,q), estudado na

Secao 3.3, dado por

0
g—f—vmwz fle,p,q) em Q,
8-? — Vo -Vqg=g(c,p.q) em Q,

p(x,0) = po(z), q(x,0) = go(x).
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4.1 Definicao da transformacao W para a qual pro-

curamos ponto fixo

A fim de definir a transformagcao W, vamos resumir os resultados do Teorema 3.1 e também

dos Lemas 3.1 e 3.2 do Capitulo 3 através do seguinte teorema.

Teorema 4.1. Dados [y € C™H4Fe  py gy € CRTT(RY). Assumindo que Ty, t € [0,T],

pode ser representado como

Iy ={s+ p(s,t)i(s);s € T'p}.

onde 7i(s) denota o vetor unitdrio normal exterior al'g em s e p € C3TB+)/3(T %[0, T).
Entao existe solugao unica {0, o<i<r de

Ao = —h(c,p,q) = —h(x,t) em Q,

o 4.1
o = YK, —g:—VnemFt. (1)

on

Esta solucao satisfaz

D,D™ 0 c C3+a,(3+a)/3(RN—1 % [0, T]),

(st

D2Dp o € CR*(RY x [0,77).

Também eziste solugao unica (¢, p,q) de

Ac— Xc =0 em §,

4.2
c=1emT,. (42)
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pe—Vo-Vp= f(ce,p,q) em RN x [0,T],
Cjt_vo—'qug(capaq> em RN X [OaT]a (43)
Pli=o = Po, qli=o = qo em RY x [0,T.

e esta satisfaz

¢,p,q € Cptiremt e/ RN 10 T]).

Agora, com a mesma notagao do teorema anterior, podemos definir a transformagao
W.

Definicao 2. Para (¢,p,q) € Yy temos
W((e,p.q)) = (&,p,9),
onde (¢,p,q) estao definidas no Teorema 4.1.
Lembrando que Yy, para M > 0 (Definigao 1), é o cunjunto das fungoes (c,p,q) €

[C;<n+a,m+a/3(RN x [0, T])]? tais que

H (Cvpv q>||m+a,m+oc/3 <M

p‘ﬁom{t:()}: Po, Q‘ﬁoﬁ{t:()}: do-

Os lemas que serao apresentados nas secoes a seguir tém como propoésito demonstrar

que a transformacao W possui um tnico ponto fixo em Y},.
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4.2 Propriedades de W

A primeira propriedade da transformacao W que iremos demonstrar é que W mapeia o

conjunto Y}, nele mesmo.

Lema 4.1. W : Yy — Y.

Demonstragio. O Teorema 4.1 garante que (¢, p,q) € [C T B3RN0, T))].

Uma vez que ||(¢, P, ¢)||m+a,mta/s < M, da demonstracao do Lemas 3.1 e 3.2 segue que

”(57137 q_)||m+1+oz,m+1+a/3 S C<M); (44)

onde C'(M) é uma constante dependendo de M.

Escrevendo w(zx,t) = w(x,0) + fot wg(x, s)ds para w = (¢, p, ), temos

|| (E’ D, q_)||m+oc,m+oz/3 < H (E(ZE, O)7p0a q0>||m+a,m+a/3 + T” (_tuﬁtv 6775) ||m+a,m+o¢/3

< H (5(337 O)7p07 %)Hm+a,m+a/3 + TH (57 D, q>|’m+1+a,m+l+a/3

Sendo que a ultima desigualdade usa o que as fungoes ¢, p e ¢ tem suporte compacto
no RY. Segue pelo Principio do Maximo para operadores elipticos (Teorema 2.4, na Secio

Preliminares) que

0<c<1.

Assim, usando a desigualdade (4.4), concluimos que

1@, D, @) lmtamtass < B(A+TC(M)),

onde A =1+ [[(po, @) | cm+a@ny € B € uma constante.

43



Solugao do Problema de Fronteira Livre Propriedades de W

Escolhendo M = BA + 1 e tomando T > 0 suficientemente pequeno de forma que
BTC(M) < 1, temos que W mapeia Yy, em Yj,. O

A proxima propriedade de W que iremos verificar é que W é uma contragao na norma

L. Para isso, vamos introduzir a seguinte notacao:

Dados (c1,p1,q1), (€2, P2, ¢2) € Yar sejam

h; = h(Cz‘,pm%‘) (Z = 172),

h = hy — ha.

Denote por (04,240 <t <T) a solugdo do Problema de Hele-Shaw nao-homogéneo
(4.1) referente a (c;, p;, q;) e por pi(s,t) as fungdes distancia associadas a Q;,7 = 1,2.
Sejam ¢; e(p;, q;) as solugbes correspondentes dos problemas eliptico (4.2) e hiperbélico

(4.3), respectivamente.

A proposi¢ao abaixo estima a norma da diferenga das fungoes distancia py(s,t) e

p2(s,t) em termos de h=hy — ho.

Proposigao 1. Seja p = p1 — p2, entao existe constante C' > 0 tal que

| Dspll2+a,24a)/3 < Cllh]oo-

Demonstracao. Usando as mesmas coordenadas locais, definidas na Secao 3.1 do Capitulo

3, Z*°(t) para i = 1,2 e a mesma notagao da demonstragao do Teorema 3.1, seja

(3':5'1—5'2.

ou seja, para cada ¢ = 1,2 (d;, p;) satisfaz
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N N
Z(aipj(t)&yi)yj + Zaf(t)&yz =0 em {yN > 0}7
3,7=1 1=1

N-1
0= Z bij(t)ppyiyj +0(t)” + G * h em {yy = 0},
1,j=1

N

pt:Zlf(t)a(zi((}—G*h) em {yy = 0}.

i=1

onde

ag;(t) = aij(Dyp), ai(t) = ai(Dyp),  U;(t) = bi(Dyp),
bP(t) = b(Dyp), I7(t) =1L(Dyp).

Subtraindo os sistemas acima para ¢ = 1,2 concluimos

N N
Z(afjla-yi)yj + Zazpl&yi = d“}ﬁ + f2 em {yN > 0},
ij=1 i=1
N-—1
0= Z bfjlléyiyj + f3 e {yN = 0}7
1,7=1

N

J
0
p1
Zl : Ay

i

5’+f4 em {yN = 0}

pr

onde
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N N
o= (Dot = atin Y~ ali)a,, ).
=1 i=1
o = ﬁ:(a?—afl)a}yi,
i
fa = D = W)pagy, + G xht (0 =),
z,jV:l a N a A
fa = izl(lfl - 152)0% (G5 — G * hy) — Zzllfa_yi((; « h).

e portanto

I fillao < 1Dy - Déallao < Cllpllivao; (4.6)

I falloo < (D2 p)o2llo < Cllpll2.0, (4.7)

1 fslli4a0 < 1Dy Allvao + 1G * hllirao < Cllpllarao + Cllallo, (4.8)
I £4llao < Cllplhi+a0 + Cliafloo- (4.9)

Todas essas normas sao tomadas numa vizinhanga Vs, de s = sy € I'y. Utilizando
o Lema 5.4 do proximo capitulo para ¢ = 0, referente ao estudo do Problema Modelo
exposto na Secao 5.2, e também a Observacao 5.2 apresentada no final da mesma segao

temos

[ Dspll2san2+a)/3:v <1071 < CU f1lloo + [ f2lloo + [ f3lli+a0 + [ flla0)
< CO(|[pll24a,0,v x 10,17 + [[Pllo,0:v x[0,77)-

Aplicando argumentos de partigdo da unidade (analogos aos feitos na demonstracao

do Lema 5.7 do proximo capitulo), através das estimativas locais acima concluimos

|Dopllzsazrarss < Cllallarao + illos em ¥V x [0,] (4.10)
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Agora gostariamos de estimar |[p||o4q,0 em termos de || Dypll24a,24+a)/3- Para isso,
lembre que p(x,0) = 0 e também que, uma vez que p possui suporte compacto, ¢ possivel
escolher ), € RNV~ tal que p(xg, zn,t) = 0 para t € [0,T],zx € R. Assim, é possivel

estabelecer a relagao

ﬁ(x,vavt) = ﬁ(x/7IN7t) - ,5(:136,1’1\7,15) =

Dgp(s,zn,t)ds =

/ ~ IG A~

" Dsp(s,xn,t) — Dyp(s, zn, O)t(”“)/?’ds

/ +(2+a)/3 '
Lo

e concluir que [|pllo < KT /3| Dypllata,2+a)/3, onde K é uma constante independente
de T. De maneira andloga temos [D?pl, o < KT /3| Dyplloya 21a)/3. Para 8 tal que
|B| = 2. Portanto

16ll2+a0 < KT(QM)/?’||Ds/5||2+a,(2+a)/3- (4.11)

Tomando 7" > 0 suficientemente pequeno e tendo em vista a desigualdade (4.10),

temos

HDSﬁHZJra,(2+a)/3 < CHiLHO,O em V' x [O>T]'

Ainda com a intencao de demonstrar que a transformacao W é uma contracao na
norma L, a proposicao a seguir estima a norma das fungoes ¢ :=¢; — o, p:=p; — P2 €

q := q1 — (2 em termos de h = hi — ho.
Proposicao 2. FEuxiste constante C' > 0 tal que

||é| a,0/3 + ||]5||a,oz/3 + H‘mea/S < CHiLHO,O'
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Demonstracao. Tomando as mesmas coordenadas locais para ¢ = 1, 2. Por definigao, ¢; é

solucdo de (3.10), ou seja, satisfaz

N
Z azg y? Czyiyj (ya t) + Z bzpz (ya t)c_iyi (ya t) - )‘C_i<y7 t) =0

i,7=1 =1
para {y € U,yy >0} et € (0,71,

Gi(y,t) =1para{y € Uyyy =0} et €[0,T].
com aZi(1) = Zi(Dapy) e B2 (1) = B (D2ps).

Subtraindo os sistemas acima para ¢ = 1 e ¢ = 2 concluimos

N
D Al ()ey,, (D) + Z b (t —\e(t) = (4.12)
i,j=1

divgy(t )+92( ) em {yy > 0},
¢(t) =0 em {yy = 0}.

para cada t € [0,7]. Onde

N N

)= (D@ () = al 0)ea (1), D (@) — k(B2 (1)),

=1 =1

= (02 (t) — D (1)) 2y, (1)

=1

Por estimativas elipticas (Gilbarg-Trudinger [5|, demonstra¢ao do Teorema 8.34, Cap.

8) e a proposi¢ao anterior

lelira0 < Cllgillao + llg2lo0) (4.13)
< C(|Dspllaollcalli+ao + 1D2pll00llc2]l1,0) (4.14)
< Clhloo-
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Seja t1 # ta, t1,t9 € [0,T]. O sistema elipitico (4.12) implica que

¢(ty)c(ta) B (Ly, — Ly,)

Ly, [!tl - t2|(1+a)/3] - It — t2|(1+a)/3c(t2)+
—l—dz’v(gl(tl) - §1(t2)> 92(t1) — ga(t2)
(t) ’tlA(_t 15)2|(1+a)/3 It — t2|(1+a)/3
c(ty) —clta)
[f — fo[a+)/3 —

em {yy > 0},

0 em {yN:O}a

onde o operador L, é dado por L;[v] = S~ a (t)vy,y, + SV B (t)vy, — Mv. Com as

ij=1 %ij i=1"%
mesmas estimativas elipticas usadas para obter (4.13) e também pela proposi¢ao anterior

temos

1éllo,040)/3 < C|D2pll11a,(4a)73 < Cllhlo0-

Portanto

lelli+a0 + lelloarays < Clalloo. (4.15)

Notamos que

|é<{,(], t) — é<y7 T>|
EENEN T

|é(yvt) — é(yv T)| |t . |1/3
[t — 7[o/3+1/3 LA

|é($a t) B é(ya t)|a
|z —yl*

|é<l’, t) - é<y7 t)|1_a +

Pelo teorema do valor médio e as estimativas acima temos

[¢llasazs < C|lR]l0,0- (4.16)
Realizando procedimento andlogo ao utilizado para estabelecer a desigualdade (4.11),

podemos estimar as normas ||p||1+a,0 € ||9]|2,0 em termos de || Dspl|21a,(24a)/3- Tendo em

vista a Proposicao 1, as estimativas (4.6)-(4.9) e as estimativas elipticas para a solug¢ao &

49



Solugao do Problema de Fronteira Livre Propriedades de W

de (4.5), temos

161110 < CllAlloo, 18 lo,(14a)/3 < CllRl00- (4.17)

Estimamos p := p; — ps € ¢ := §1 — @2 usando (4.17), (4.15) e os argumentos do Lema

3.2. Concluimos

wars < CllBllo. (4.18)

||ﬁ”a,a/3 + ||(ﬂ
Esta desigualdade, juntamente com (4.16) finaliza a demonstragao da proposi¢ao. [

Agora estamos aptos a demonstrar que W é uma contragao na norma L°°.

Lema 4.2. W : (Yar, || - llz) = (Yar, || - [|z<) € uma contragao.

Demonstracao. A Proposicao 2 implica que

W (er,p1, 1) — W(c2, P25 @2)llasarz = 1(C1, P15 @1) — (€2, P2, @) || oay3
< C'||ib||0,0 = C“h(Cl,Ph%) - h(027p27Q2)||0,0 < O”(Claplaql) - (CQaPQa%)HO,O-

Dado que ¢;(z,0) — éy(z,0) = 0, temos

[@(2,0) = ()] =~ [1(2,0) = (. 0)] s

El(mvt)_EQ(l‘7t> - ta/3

portanto

1é1 — E2lloo < Ta/g”@ — Colla,a/3-

Como py(x,0) — pa(z,0) =0 e g (x,0) — g2(x,0) = 0, com 0 mesmo argumento acima

concluimos
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||W(01ap176h> - W(C27P27Q2)HO,0 < Ta/3||W(Cl,P17Q1) - W(027p27qQ>||a,oc/3

CTQ/?’H(Claph%) - (Czap2>Q2)||0,0-

IN

Segue que W é uma contracao na norma L para T suficientemente pequeno. O

4.3 Existéncia e unicidade de ponto fixo para W: Exis-
téncia e Unicidade de Solucoes do Problema de

Fronteira Livre

Os Lemas 4.1 e 4.2 provam que W : Yy, — Yy, e também que W é uma contragao na
norma L, mas estes fatos ainda nao sao suficientes para garantir a existéncia de um
ponto fixo de W em Y); pois Y3, nao é um espago de Banach com a norma L*°. Para

garantir a existéncia deste ponto fixo, mostremos agora que W é continuo.
Lema 4.3. W : (Yar, || - lm+amtars) = Yar, || - lm+amtass) € continuo.
Demonstragao. Vamos mostrar que se Yy D {yn}o2, — y entdo W(y,) — W (y), ambas

convergéncias na norma C™T®™+e/3  Para isso, enunciemos o seguinte resultado sobre

convergéncia de sequéncias

N o0 z A . ~ . ) .
Afirmagao: Se {x,};°, ¢ uma sequéncia tal que toda subsequéncia {z,, }32, possui

subsubsequéncia que converge ao mesmo limite L entao x, — L.

A demonstracao desse fato é obtida trivialmente por argumento de contradigao. Por-

tanto, basta mostrar que {W(y,)}>2, satisfaz as hipoteses da afirmagdo acima com

L=W(y).

De fato, seja {W (yn, )}, uma subsequéncia de {W(y,)}>2,. Como W (Yy) C Y e
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Y € compacto segue que {W (y,,, ) }22; possui uma subsequéncia convergente W(ynkj) ey

2k
Por outro lado, pelo lema anterior segue que W : (Yar, || - [[zee) = (Yar, || - [|z) €

continuo e, portanto

j—0o0

Pois vy, — v = vy, \\T) Y = Yn, \J\TI—O>O y. Mas W(ynkj) ‘JHT—O;D 21 (pois W(ynkj) izop
|| oo || oo || oo
21), por unicidade de limites segue que zx = W (y). Concluimos que
| —00
W(ynkj) J—> W(y)
O]

Portanto, temos que W : Yy, — Yjs € continuo, com Y}, espago de Banach convexo
e compacto. O teorema do ponto fixo de Schauder (veja Gilbarg-Trudinger [5], Cap.
11) garante que W possui um ponto fixo em Yy;. O fato de W ser uma contragao na
norma L garante a unicidade do ponto fixo. Seja (¢, p,q) € Y), este ponto fixo, isto é,
W((c,p,q)) = (¢,p,q) = (¢,p,q); entdo pelo Teorema 4.1 temos que o seguinte resultado

é valido.

Teorema 4.2. Seja 0 < a < 1 e m wm inteiro nao-negativo. Se o € um dominio N-
dimensional, com N > 2, cuja fronteira Ty € C™F2; py e qo pertencem a C™H1+2(Q)

e as funcoes f,qg e h sao tais que

f,g e h € C¥ para algum inteiro m > 0,

Assumindo que Ty, t € [0,T), pode ser representado como

Iy ={s+ p(s,t)7i(s);s € T'o}.
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onde 7i(s) denota o vetor unitdrio normal exterior al'g em s e p € C3TB+)/3(T %[0, T)).

Sob essas condicoes, temos que

Ac— X c=0 em Qy,

)
£ — Vo -Vp= flc,p,q) em Q,
B
a_z — Vo -Vq=g(c,pq) em Q,

Ao = —h(c,p.q) em Q,

com as sequintes condi¢coes de fronteira

c = 1 emTY,

o = Kk em Iy,
0o V, emT
— = =V, em I},
on !

p(x,0) = po(), q(x,0) = qo(x),
po(r) >0, qo(w) >0, po(z) + qo(x) < 1.

admite uma unica solugdo, para 0 < t < T, onde T > 0 € suficientemente pequeno. A

reqularidade desta solucao é

DSD?;,t)p c C3+a,(3+a)/3(RN—1 % [0, T]),
D2Dp o € C*(RY x [0,71),
¢,p,q € CEtITemIT/S (RN 10 T]).
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Capitulo 5

Analise do Problema de Hele-Shaw

O objetivo desse capitulo é estudar o problema conhecido como de Hele-Shaw nao-
homogéneo que consiste em, dado um dominio limitado Qo C RY, N > 2, com 9§y = I,
encontrar uma fun¢ao u e uma fronteira livre I' = (J,c(o. (L' x {t}) que satisfacam o

sistema

Au(z,t) = —h(x,t) em Q; x [0,T],
u=—vykem I'; x [0,7T],

Opu ==V, em T'y x [0,T],
r'n{t=0} =T,

(5.1)

onde I'y = 02, v € uma constante positiva, k é a curvatura média, 0,u é a derivada na
dire¢ao 7 da normal unitéaria exterior e V,, é a velocidade da fronteira livre I'; na diregao

i e h € C/3(RN x [0,T]), 0 < a < 1, é uma funcio dada com suporte compacto.

De fato, queremos provar que

Se I'y € C3+ entao existe T' > 0 tal que o problema descrito acima admite solugao tnica,

e T pertence a C3toB+a)/3,

A assercao sobre a regularidade de u é omitida pois estamos apenas interessados na
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fronteira livre. Porém, note que a Teoria de Equagoes Elipticas nos garante que se I'; é

suficientemente suave, entao u também o é.

5.1 Reformulacao do Problema

No que segue, iremos reformular o problema de Hele-Shaw e reduzi-lo a garantir existéncia

e unicidade de ponto fixo para um operador F.

Primeiramente, vamos representar I'; como um grafico sobre a fronteira I'g, que seréd
vista como uma variedade (N — 1)-dimensional mergulhada em R”™. Denote por s € RY

um ponto genérico em I'y e por 7(s) a normal unitaria exterior a ['y.

Seja d = d(x) = d(x,T) a distancia orientada de x a I'y. Entao, para x proximo a Iy,

podemos escrever

r = s+ di(s),

com s € 'y unicamente determinado por z. Ou seja, existe Ly (dependendo apenas de

[y) tal que

X :To x (=Lo, Lo) = To(Lo) = {z € R/d(x,Ty) < Lo}
(s,d) — s+ dii(s)
é um difeomorfismo C*°.
Dado z € T'g(Lg) denotaremos por (P(z),d(x)) ainversade X, ouseja, z = X (P(x),d(x)).
Agora vamos definir os espagos de fungoes nos quais procuraremos solugoes para o
problema em questao.

Definigao 3. Seja T' > 0 uma constante fixa. para todo dominio G e fungao definida em
G x [0,T]. Entdo, o espago de Hélder C?5/3, para 3 € [0,00), € o fécho do espaco das

fungoes C* na norma || - ||g,8/3, onde
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Ifllso = lfllcoqorscscy,
[ fllos = Hf”CB([O,T};CO(G))a
Ifllssis == Iflloo+ D {IDFD; fllo—imi-sno +

0<B—|m|—3n<3
1D D7 fllo,(3—1mi~3m)/3 }

Iflssn = Iflloo+ D {IDFD} flls—jmi-mo +

0<B—|m|—4n<4

D7D} fllo,(5=mi—an) /4 }

onde n € um inteiro nao-negativo e m é um multi-indice tal que |m| > 0. Se ndo especi-
ficado, a norma || f||s,5/3 se refere ao dominio de f. E facil verificar que se f € CPP/3
entdo D™D f € CPImI=3n(B=ImI=3m)/3 yqrq m e n satisfazendo |m| + 3n < S,

Definicdo e observacoes similares também valem para o espago CPP/*,

Nota: As definicoes das normas dos espagos C(3+):3+a)/3 o C2+0),(2+0)/3 apresentadas
aqui sao diferentes das presentes na Secao 2.2 de Preliminares, porém estas normas sao
equivalentes (demonstrac¢do no Apéndice B). Uma vez que os resultados deste capitulo sao

uma adaptacdo de Chen et al. [19] e neste artigo os espagos CG+):(3+0)/3 ¢ C(2+a),(2+0)/3

sao definidos com as normas acima, por conveniéncia, também acataremos esta defini¢ao.

Assuma que I' = (J,c o 1 (I't x {t}) tem a seguinte representacéo

I:={s+p(s,t);s €Tyt €[0,T]},

onde p: [y x [0,T] = [~26, 2], § > 0, pertence a C?T(2+)/3,

Tome sy € [y seja Z = Z*0(y') uma carta local de uma vizinhanga da origem em RY~1
para uma vizinhanca de so em I'y tal que Z*°0(0") = s e %ZSO(O'), t=1,...,N—1, sao

vetores unitarios na dire¢ao da curvatura principal de I'y em sy. Denote por y' = S%(z) a
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inversa de P(z) = Z*(y'). Para f definida em Ty, denote por f*(y') a fungao f(Z*(y)).

Assim

Xy, po(y',t) = Zo(y) + (2 (y')p(Z*(y'), 1)
X0, po(0/, 1)) = so

Afirmacao: Com esta carta local, a velocidade normal V,, e a curvatura média  de I’

em X*(y', p(y',t)) sdo dadas por

N-—1
V(y' ) = =p (' 0L+ | ) ol VasSie )72
N-1 h=t
s / _ P \Sg .S . P\S
Ky, t) = Z(Akl) Opyzylf (B*)*
k=1

onde

(AR)>™ = AL (Y, p™, Dy p™)
(BP)SO = B% (y/7 0807 Dy’pso)

em particular, em 3’ = 0

(Agl)so‘pzoz 5k17 (Bp>50|p50: Rry-

onde kr, € a curvatura média de I'g em sq. Para formulas explicitas de A}, e B? ver Chen
e Retich [18].

Agora, para endireitar a fronteira de 2, x[0, T, ¢ € [0, T] vamos definir a transformagao

de Hanzawa Y,. Para isso, tome ¢ € Cj°(R) fungdo corte tal que

E(ry=1selr| <1/2
E(r)=0se|r|>1
§'1<3
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Definigdo 4. Para p € C***C+a/3)(Ty x [0,T]) satisfazendo ||pllo < 20, definimos a

tranformagao de Hanzawa Y, : RN x [0,T] — RY por

x se d(x) =d(z,To) > Lo,
x —&(d(x)/Lo)p(P(x),t)i(P(x)) caso contrdrio.

Y;;(Zt,t) =

1. Y,(z,t) é continua.
Se x € 9(T'y(Lyp)) temos que |d(x)| = Ly e, portanto, &(x) = 0.
= Y,(z,t) é continua.

2. Y,(-,t) : RY — RY & difeo para cada t € [0, 7] fixo.

Note que em T'g(Lyg)

Yo(z,t) = X(P(x), d(x)§(d/Lo)p(P(x),1)),

uma vez que

ﬁ[d —&(d/Lo)p(P(z),t)] =1 — %3)/%)

5 p(P(z),t) >1—66/Ly > 0,

utilizando a Regra da Cadeia e o teorema da funcéo inversa concluimos que Y, (-, ) :
RY — R¥ ¢ difeo para cada t € [0, T fixo.

3. Y,(-,t): T, — Ty,

De fato, tome = € I'; entdo z = P(x) + p(P(z),t)7i(P(x)),d(z) = p(P(x),t). Por-
tanto, |d(z)/Lo| < 1/8 = £(d(x)/Ly) = 1.

=Y, (z,t) =2 — p(P(x),t)i(P(x)) = P(z) € T.

Seja u a solugao de (5.1). Definimos

v(y,t) = u((Y,) " (y,1),t) (y,t) € Q x [0,T],
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Entao as duas primeiras equagoes de (5.1) serao dadas por

N
LPv(y,t) = Z Wiy, )y; + prvyz = y,t) em o,
ij=1
N-T
- Z ALipyy + B em Ty x [0, 7.
k=1

onde

afj = a;j(y, p, Dp) ==V, Yi Ve Yj

b = bi(y, p, Dp, D*p) va - V,Y)
7j=1

Em termos de cartas locais, temos

N-1

Onu(e,t) = 1+|ZPSOV SitD)Y20u0(Yy (2, 1), 1),

onde 0, no lado esquerdo denota a derivada normal exterior a I'; e n no lado direito a

derivada normal exterior a I'.

Como Vo (y/,t) = —p(Z%(y), t)(1 + | Sop ' pSOV S22 a equagdo dyu = —V,,

em I'; pode ser escrita como

pi(s,t) = 1P(0,v) =0 em I’y x [0, 7.
onde, em coordenadas locais

N—-1

W) t) =1+ VSl

k=1

Definicao 5. Seja T € (0,5 C+)] constante, definimos
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Ar = {p € CHEHIBT, < [0,T]); p(+,0) = 0 € [|pllora,zrarys < 1}

Observagao: Usando o teorema do valor médio e o fato de que p € Ar = p(s,0) =0
segue que
Ipllo < Nlollo,@raysTH? < 26 (5.3)

Note também que Y, e [” estao bem definidos para p € Arp.

Agora, para todo p € Ar, considere o seguinte problema linear para (¢, v)

LPv(y,t) = —h(y,t) em Qq x [0,T],

—1
v(s,t) = Y ARy + B°(s,t) em T x [0, 7], 5.4)
=1 :

¢ — 1P(0pv) =0 em I'y x [0, 7],

=

Assuma que para cada p € Az o problema acima tenha solugao tnica (¢, v). Definimos
F(p) = ¢. Entao o problema de Hele-Shaw tem solugao cléssica tnica se, e somente se,

F tem tunico ponto fixo em Ag.

A solugao para (5.4) é obtida como o limite de solugoes de problemas regularizados
para € € (0, 1], nos quais adicionamos ao lado direito da terceira equacao de (5.4) o termo
e(Ar,)?¢, onde Ar, ¢ operador de Laplace-Beltrami (veja, por exemplo, Gilbarg-Trudinger
[5], Cap. 16) em I'g. A fim de resolver os problemas regularizados, primeiro garantimos
existéncia e unicidade, por meio de Transformadas de Fourier, para o problema modelo
que esta exposto na Secao 5.2. Em seguida, na Segao 5.3, utilizando a caracterizagao da
solucao para o problema modelo e a técnica do congelamento de coeficientes, estabelecemos
existéncia e unicidade de solu¢ao para (5.4) e, portanto, mostramos que o operador F
estd bem definido. Na Secao 5.4, provamos que F mapeia Ay em Ar e que F é uma
contragao, o que ¢ suficiente para determinar existéncia e unicidade de solugao cléssica

para o problema de Hele-Shaw nao-homogéneo, conforme discutido no paragrafo acima.
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5.2 Problema Modelo

Nesta segao, vamos procurar solugdes para o problema (5.4) no caso especial em que
Qy = Rf eIy = RN x {O}

Primeiramente, consideremos o seguinte problema modelo regularizado, para todo

€€ [0,1]

Av(y,yn,t) = dz’vﬁ + fo, Yy €RNTLyn >0,t>0,
v(ylv()?t) - Ay’¢(y/7t) = f37 y, € RN_lat Z 07

(5.5)
Gi(y 1) + Oy v(y, 0,1) + e(Ay )20y, t) = f, ¥y € RN"1 ¢ >0,
o(y',0) =0, ¢ € RN7L
Note que, nesse caso, d,v = —0,,v em Iy, pois J,v é a derivada na direcao 7 da

normal unitéaria exterior a I'.

No lema que segue, tomando Transformadas de Fourier na variavel ¢’ (veja Evans [11],

Cap. 4), vamos obter uma expressao para a soluciao ¢ do sistema acima para o caso em
que f1 =0, fo = f3=0.

Lema 5.1. A solugdo ¢ para (5.5) no caso em que ﬁ =0, fo = f3 =0 € dada por

oy, t) = NfI(V', 1),

onde
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S'lY) = K(t)*g(y) = K (o,t)g(y — o)do, (5.6)
NIt = [ STl =l - (5.7)
- /Ot - K. 7)f(y — 2t —7)ddr,

K.(y',t) := (27T)IN/RN1 e~V o= (EPHele Mt ge (5.8)

Demonstragao. Tomando a transformada de Fourier na variavel 3’ no sistema (5.5) com
JFl =0, fo = f3 =0, obtemos

— Y120y, yn) + Oypyn 0¥ yn,t) =0y € RNTL yy > 0,8 > 0,
oy, 0,t) = —|y/ Py, t) v € RN"Lt >0,

. i . ) (5.9)
Ge(y'st) + 9y 0(y', 0, 8) +ely'|*o(y', 1) = f(y', 1), v €RVL 1 >0,
o(y,0) =0, y eRN"L
onde g%, U e f sao, respectivamente, as transformadas de Fourier de ¢, v e f.
Da primeira equagao de (5.9) concluimos que
oy yn, t) = AelV" + Be W WN para o € RV yy > 0,¢ > 0. (5.10)

Como desejamos © € L%, tomamos A = 0. Utilizamos a segunda equagao de (5.9) para

determinar B e obtemos

oy, yn,t) = — [y 2o, t)e W para y' € RN yy > 0, > 0.
= 9,,0(y,0,t) = |y |Po(¥/, 1).

Substituindo a igualdade acima na terceira equagao de (5.9), temos

(Y 1)+ (ely'|* + [V 1)y 1) = f(,1).
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Como q@(y’ ,0) = 0 concluimos que

t
¢<y/7t):/ WP+l 17 F o b )ar
0

Tomando a Transformada de Fourier inversa na expressao acima, lembrando que (u *

v)(y) = (2m)N=V/2(40)V(y/), onde o simbolo V denota a transformada inversa, temos

oy’ t) = NS 1),

onde

N0 = [ Se-mar= [ [ K@t - =iz

Ky )= ) [ e ot

RN-1

No lema anterior, encontramos uma férmula explicita para ¢ da solugao (v, ¢) de (5.5),
esta expressao depende de K., S e . Com o proposito de estimar a solugao (v, ¢), nos

proximos dois lemas, iremos estudar as funcoes K, e os operadores S e N.

No que segue, nao sera adotada notacao distinta para um inteiro m e um multi-indice

de ordem |m)|.

Lema 5.2. Seja K (y/,t) definido como em (5.7). Entao K. € C*°(RY~! x (0,00)) e para

todo B € [0,1) e inteiros nao-negativos m e n,

/R WPIDPDIE Oldy < Clm,n, )5 + et) T (5.11)
Mais ainda, [on . K (y',t)dy =1 para todo t > 0.
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1/3

Demonstragao. Fazendo a mudanca de variaveis £ — £¢t~1/° na integral de (5.7) que define

K., podemos escrever

Ke(y',t) _ t—(N—l)/3FE(y/t—1/3,6t—1/3) — t—(N—l)/3F€(/\”u)

onde
K.\ p) = (Qﬁ)l—N/ e—ikfe—\&lg—ul&\“dg'
’ RN-1
Seja A = (A1,...,An_1) # 0 um vetor. Sem perda de generalidade, assumimos que
AL > % Para quaisquer inteiros 7,5 > 0 el € [0,7 + 45 + N + 1], usando a férmula de

. ~ ~ ; i1~ IN— . . . .
integracao por partes e a notagao & = &'&y7 ... {y | com iy + iy + - +iy_1 = i, temos

IDADLR.O ] = )N [ e iatag (5.12)
RN-1

—ixg H
= (Qﬂ)lN’/R e_f%{g,ﬂ%mww}df‘
N-1 1 1

!
< C|/\\_l/ €197 (16 + plglty et el e,
RN k=l
ondel=0sel<i+4jel=1sel>i+4j+1.
A afirmagao enunciada abaixo sera provada logo apos a demonstragao deste lema.

Afirmagao: Para todo p € [0,00), i, j inteiros nao-negativos, [ inteiro [ € [0,7 + 45 +
N + 1], temos

IDLDIER.(\ )| < C(1+ )Ny L, (5.13)

Lembrando que A = ¢/t ™13 = et=3 e K (i, t) = tA"N/BK (A, 1), temos
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| Dy DY K ()] = | D {t0 =N =mBDR K (yft=1°, et =12}
=) 1N ABDIDYR(A(®), u(1)))]

B<n
< CHO-N=mIn/s S AR DY DI (A )

k+j<n

Segue de pf < (1+p) e (5.13) comi=m+kel=k+N—1+1(=—1o0ul) que

|DZ}DtnK€(y/’ t)| < C(l + M)(f—m)/4t(1—N—m—3n)/3|)\‘1—N—lA.

1/3

Fazendo novamente a mudanca de variaveis A = y/t=/3 e i = et~'/3, tomando [ = 1

para |\ > (14 p)Y* e | = —1 para |A| < (1 + p)'/4, da desigualdade acima obtemos

[ WP IDpDi oy
< CplB-m—3n)/3 (1-m)/4| (BN
< Ct (14 p) AP~V dA+
IA[>(14p)1/4

+ (1 +,U)(_1_m)/4‘)\|’3_N+2d)\}
NECEE .

_ C«t(ﬁfmfi’m)/i}{(l L u)(1m)/4/ pB-N+N=2, 1

(14p)t/4
(L ) / phoe g, |
0

< CHB=m=Im3(1 4 )B4 = Cpn (413 4 o) (B-m)/4,

(14p)1/4

O que demonstra (5.11). Tomando m = n = [ = 0, segue que K. pertence a
L*((0,00), LYRN7Y)). Uma vez que K(§,t) = e (P+EN temos [y, Ke(y/,t)dy'
= KG(O, t) =1, ¥t > 0. Portanto, so restou provar a afirmagao feita pouco acima. O]

Demonstra¢ao da Afirmagao: O objetivo é provar que para todo p € [0,00), i,

inteiros ndo-negativos, [ inteiro, [ € [0,7 + 45 + N + 1], temos

IDADLEK (A, )| < C (L4 p)t =MD N

66



Analise do Problema de Hele-Shaw Problema Modelo

Tendo em vista a relagao (5.12), é suficiente verificar que

!
/ €179 + el )T g < C(1 4 )T/,
£eRN-L ol

Iremos dividir a integral acima em duas partes, quando £ € RV~ ¢ tal que |£] > 1 e
quando [£] < 1.

Caso I: se [£] > 1 temos

!
LRM €[S (L + el re e g

lg[>1 k=l
l
itdj—l k| ¢4k —|€P—plg
< A 1P D20+ e
¢>1 =
i s _|el13 4
O [ S e g
1€]1>1
i+4j —lg®
< C(l + ,u)l —— ‘f’ +4J+316 €] (l+u)d£
|€1>1
<O e [ e g

|€]>1
<O+ p)le™
< O(1 + p)=i=t=-N+D)/4

sendo que a ultima desigualdade é obtida utilizando o fato de que a fungao f(u) =

e M(1 + p)F+HN=D/1 & limitada para p € [0, 00).

Caso II: se [¢] < 1.

Lembrando que [ =0sel <i-+4jel=1sel>i+4j+1,1€[0,i+4j+N +1];

consideremos separadamente o caso em que [ =1el = 0.

Caso IL.1: se |[{|<1lel=1,ouseja, [ —i—4j > 1.
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l
/5;1&”1 ’£|i+4jil Z(‘f’g + M’§‘4)ke’|§|3*#\€|4df

lgl<1
i l k 4
e €177 Z (1+ p)fef*e I g
lgl<1 l (5.14)
i i1 _(1+H>‘§| k _<1+I—L)\§‘
< éew-l e S W (WAL S
gl<1 k=1
it 4j—ip3—1/2 — Oxmlel®
S C geRN_l |§| / / € 2 dé"
[€1<1
sendo que na tultima desigualdade acima usamos o fato de que, para k =1, ..., [, as fungoes
4
ge(€, ) = €)M (1 + /L)ke_(lwzm , com [£] < 1, € [0,00) sdo limitadas. Continuando as
estimativas

A gia_ _ et
/g\eRN—l ’£‘l+4j ram1/2e E d§

|€1<1 .
< C/ ri+4jfl+1/2+N€7%dr
’ (1+//')1/4 (5 15)
=C(1+ u)(”‘leH?*%)/‘i/ GiHAI—IHN+L/2 ,—51/2 g :
0

< O+ ) NEOA(L 4 py) =308 / T I 25 2
0

< C(l + M)(l—i—4j—N+1)/4’

sendo que na ultima desigualdade acima usamos que [ < ¢+ 45 + N + 1 implica que
Jo o st N L2 e—s'2ds < C. De fato, como N > 2, se | < i+ 4j + N entdo i +
45— 1+ N +1/2 > 0 e portanto [ s"+4-HHN+1/2 e5'2ds < Cisel =i+4j+N+1
fo git4i— I+N+1/2 —54/2d8 _ fo —1/2 —54/2d8 _ fo 8_1/26_5 /st + fl 5—1/26—5 /2d8 <
C+ I e5'2ds < C + I s3e%'12ds < C. Utilizando (5.14) concluimos, para [ = 1, que

/ v 61797 ZZ (€] + e *yre e ag

lgl<1
< C14 )t
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Caso I1.2: se |[(| < 1el =0, ouseja, | —i—4j <0.

l
éeRNl ’£|¢+4j—l Z(|£|3 4 ’u|5|4)k€7|§‘3,u|£|4d£
k=l

|€]<1

l
itdi—l k|e(3k,—(1+p)|Et
SLRN_l D e e (5.16)

1€1<1

!
7 i—1 — 4 i o - A
< /{-:E]RNl €[+l (1+p)l€| d§+£eRNl RS IZ(l‘i‘M)k’f\Ske (el ge.
k=1

l€1<1 l€1<1

Comoi+4j—1+ N —22>0, temos

1
LERN—l [ —te= (4l ge < C’/ it 4N =2 o= ()t g,
0

<1
13 o gl \
< C<1+“)(l—z—4j—N+1)/4/ Sl+4]—l+N—26—s ds (517)
0 o
< C(l + 'u)(l—i—4j—N+1)/4/ Si+4j—l+N—26—s4dS

0
<C(1+ M)(l—i—4j—N+1)/4'

Repetindo as contas feitas em (5.14) e (5.15), mas agora utilizando que i + 45 — [ +
N +1/2 > 0 temos

l
/E‘GRN1 ‘£’i+4jfl Z(l + M)k|€‘3k67(1+u)\§|4d£
k=1

l€1<1 ~
<C(1+ M)(l*i*4ij+1)/4(1 + M)3/8/ Gt —IHN+1/2 —5/2 g

0
< C(l + u)(l—i—4j—N+1)/4'

(5.18)

As relagoes (5.16), (5.17) e (5.18) implicam, para [ = 0, que
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/eRN e ’Z (J€]% + plel*yre =1l g < O(1 4 gy I=—4=N+D/A,

l¢1<1

O que conclui a demonstragao da Afirmacao.

Agora, fagamos as estimativas para o operador N definido em (5.7). Note que a
primeira estimativa do lema a seguir nao depende da continuidade de Holder de f na

direcao do tempo t.

Lema 5.3. Seja N definido como em (5.7). Temos as sequintes estimativas

1Dy N{flll2+az+arss + IDNTF] = fllaasa + el DyNfllaas < Cllfllag-— (5.19)

Além disso, se e =0, para todo inteiro k nao-negativo temos

INT k3 1akr31a)/3 < Cllf lkra(era)/s- (5.20)

Demonstragdo. Primeiro vamos estimar a norma L™ de N[f].

Temos que [y, Dyt DKy, t)dy' = dmino onde § € o delta de Kronecker; por (5.11)
temos para toda g € C*(RV ™)

| D D} S [9)(y') = Omsni09 ()|
DIDIK (o, 69y — o) = g(y))do] (5.21)

‘ RN-1

< gl / 0|1 DI DY K. (0, 1)]do
RN—l

< G et) e gl

N

Dado que N[f fo (v, 7)dr = fOt(ST —id)[f(y/,t —7)]dr, a relagdao acima para
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m = n = 0 implica, para cada t € [0,T]

V1) / flo=© / (7 en) P = T)lladr < CHE + @) oo,

Tomemos agora as normas de Holder na variavel espacial /.

Sejam y,yh € RN7L oyl # yb. Defina d = |y} — 4| e seja § > 0 constante a ser
determinada. Para m = 3 ou m = 4, utilizando (5.21), a formula DJN[f](y',t) =

f(f Dy ST[f(t — 7)]dr e o teorema do valor médio temos

Dy N{f](y1,t) — Dy N1f](ys, 1)l

min(t,0)
<2 / |DIST(F (¢ — )] lodr +d / |DIST(f(t — )] odr
0 min(t,0)
(5.22)

min(¢,6)
=f / [T+ er) Tt = 7)|adT+
0

t
2d/ [74/3 + ET](O‘_l_m)/4||f(t — 7‘)||ad7'}.

min(t,0)

Tomando § = d® e m = 3 nas desigualdades acima temos

e Se min(t,0)=t, ou seja, t < d>.
| DSNf1(yh,t) — DEN[f](h, t)]
min(t,0)
< C’/ [7'4/3 + er] a’3)/4|]f(t — 7)||ladT+
0
t
C2d / 73 4 e @V £t — 1) adr
mln(;f )
B C/ (743 + er) @I f(t — 7)||adr

0

t
< Cllflla,o/ 70374 dr = O fllaot™? < Cllfllapd® = Cll fllaolyr — vl
0
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e Se min(t,0)=4d, ou seja, t > d°.

SN0~ DYN 11 0)

min(¢,0

<C [T e @I (= adrt
0

t
+02d/ [7‘4/3 + ET](O‘_4)/4||f(t — 7)||adT

min(t,d)
d

= / [7'4/3 + ET](O‘_3)/4||f(t — 7)||adT+

0

t
+2d/ [7‘4/3 + 67‘](0‘_4)/4||f(t —7)||adr
5
t

)
< ||f||a,o/ T34y 4 2d||f||a,0/ FO=9/3q;
0 5
< C[| fllaod® + Cll fllao(d* " +73) < O fllapd® = Ol fllaolyi — yal*-

= | Dy N [f1(y1:t) = DyNTf1(w5, )] < Cllfllaolyr — vl (5.23)

De maneira analoga ao caso m = 3, usando que [7%/3 +e7](@=D/* < (e7)*/4~1 tomamos

m=4ed=e'd" em (5.22) e concluimos que

el Dy N1, t) — Dy N[f1(s, )] < Cll fllaolys — wal*. (5.24)

Estimemos agora as normas de Holder de DN f].

Tomando § > 0 tal que 6*/3 4 € = d* = |y} —y4|*, pelo teorema do valor médio, (5.21)
e usando que para 0 < v < 1,a,b >0 (a +b)? < a” + b < 2(a+b)7, temos
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|DtN[_f](§y),17 t) = DN f(y3,1)]
< / B e f(t - 1) adr+
0

+d/t‘ T—1<T4/3 4 67_)(0(—1)/4”]1(2,: — ) ||adr

<C Irlnfril(it; [min(d, £)*/3 + e min(9, £)]*/*+

+d|| flla0 /t . T 4 er) e D/Agr
min(4,t

< CHfHa,0[54/(3 —|)— €8]/

t

tdlflaa [ 7 er)eDiar
min(4,t)

Portanto, no caso em que min(¢,d) = ¢ segue das desigualdades acima que

IDNTf](1,t) = DN [f1(o, )] < Cllfllacolyr — w2l

Agora, se min(t,§) = §, temos (lembrando que 6%/ 4 ¢§ = d*)

¢ ¢ ¢
/ 7'_1(7'4/3 + 67)(0‘_1)/4(17' < min(/ T_lT(a_l)/3dT,/ T_I(GT)(O‘_l)/4dT)
5 5

min(4,t)

< Cmin(§@=173 (e6)@1/4) < Cd~.

= [DINTfI(1,t) = DINTI (2, )] < Ol fllacolyt — val ™ (5.25)

Agora vamos fazer estimativas de Holder para N na variavel temporal t. Sejam t,ty €
[0,T], t; <ty ey € RV=L Defina 6§ =ty —t;. Segue de (5.21), para m = 1,2,3,4, que
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DFNA 1) = DN 1)
2 t;
<3 DS () lodr+

max(0,t1—29)

max(0,t1—26) to ~
+ / / ||D;D;787+t1_7[f(7)] lodTdr
0

t1

2 min(ti,ti—t1+25)
< 0{ > / (743 4 er)mm| £ (t; — 7)||adT+
0

=1
t1

5 U e A f (1 = ) lodr }
min(26,t1)

+

Com argumentos anélogos aos utilizados quando fizemos as estimativas de Holder no

espaco, obtemos

DENAW 1) — DN 2] < Cllflaolts — ]9 m =123 (5.26)

el Dy NI t1) = Dy NfI(Y s t2)] < Ce[| fllaolts — to]*/* (5.27)

Uma vez que DN|[f] = f + fot D, S“ [ f(7)]dr, também verifica-se que

(DNTf] = A 1) = (DNTf] = N t2)] < Cll fllao(ltz — 6] + eltz — t1)** (5.28)

As estimativas (5.23) - (5.28) implicam que (5.19) é valido, ou seja

1Dy N(flllzta 2403 + I DNF] = fllaass + el DyNfllaars < Cllfllao-

Finalmente, considere o caso em que € = 0. Por (5.28) segue que (5.20) ¢ valido para
k = 0. Usando a relagao DPN'[f] = N[D;} f] e o Lema 5.1 verifica-se que (5.20) ¢é vélido
para k > 0.
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]

Agora que ja estabelecemos, pelos Lemas 5.2 e 5.3, estimativas para K, e N/, vamos
demonstrar a existéncia e regularidade de solugao para o Problema Modelo (5.5) consid-

erado no inicio desta secao.

Lema 5.4. Assuma que fi e fy se anulam fora de By(0) x [0,T]. Entio o problema (5.5)

possui uma solugao (v, @) satisfazendo

Dy dll2ta24a)3 + 1 Didllacasa + €l Dy @llaass <
< C([l fillao + 1 f2lloo + I f3ll14a.0 + 11/ lao)

Demonstracao. Seja w a solugao de

Aw = divfi + fo em RY=! x {yy > 0} x [0, 7],
w = f3 em RV~ x {0} x [0, T].

Como ﬁ e fo tem suporte compacto, por estimativas elipticas (Gilbarg-Trudinger [5],

demonstragao do Teorema 8.34, Cap. 8) temos

lwllisao < C( fillao + 1l folloo + I falli+a0) (5.29)

Considere o problema

AB(y',yn,t) = 0, em RY"! x {yy > 0} x {t > 0},
0(y',0,t) = Ayd(y',t), em RY 1 x {t >0},

Gr + Oy + €(Ay)2P = [ — Oyyw, em RN x {t > 0},
o(y',0) =0, em RN,

Ele possui solugao (v, ¢) (encontrada por transformada de Fourier, ﬁ =0,fo=f3=0

e f=f—0,w).
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o(y',t) = Nf — 0yyw](y', 1)

Do Lema 5.3 e , e também do fato que DN[f] = f + fot DS][ f(7))dT segue

Dy @lla+a,2ra)ss + | Dedllajass + €l Dydllaasa <
<Dy NIf = Oynwlllzraiarays + 1 = dyyw) + DNF = Oyplllaasat
+e| Dy NTf = Oy w]llaass
Cllf = dyywllao < CUlfllao + lwlliao0)

<
< C(Ifllao + [ f1llao + 1 f2ll0,0 + 1 f3]l15a0)-

sendo que a ultima desigualdade segue de (5.29).
Considere v = w + v. Entao (v, ¢) ¢ solugao de (5.5) e satisfaz as condigoes do lema.
[

Lema 5.5. Assuma que (v, ¢) € solugao de (5.5) e que v e ¢ possuem suporte compacto.

Entao (v, @) € a dnica solug¢ao para (5.5).

Demonstracao. Dada a linearidade do problema, basta mostrar que se fl =0, fo=f3=

f =0, entao o fato de que v, ¢ possuem suporte compacto implica que v = ¢ = 0.

Por hipotese, seguinte sistema ¢é satisfeito por v e ¢

Av(y, yn,t) =0, 3 € RV yy >0,

v(y,0,t) — Ayd(y,t) =0, ¢y e RNt >0,

¢, + Oy v(y',0,1) +e(Ay)?¢ =0, y € RNt >0,
é(y',0) =0, oy €RNL

(5.30)

Integrando a primeira equagao acima multiplicada por v, utilizando o teorema de

Fubini e integracao por partes temos, para cada t € [0, T]
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V- / / Ayo(y'yn, oy’ yn, t)dy'dyn +
0 RN-1
+ / / ayNyN'U(y/ayN7t)U(yl7yN7t)d?//d3/N
0 RN-1
_ 2 =
- _/]Rﬁ |VU(y,t>| dy—i_/RN—l (ayNU(y/7yN7t)U(y,7yN7t)nN)|{yN:0} dy,

_— / Voly, t)Pdy - / D0y, 0, )04/, 0, )y
RY RN-1

onde iy = —1 é a N-ésima componente da normal 77 exterior a Rf )

Agora, utilizando a segunda e a terceira equagao de (5.30)

LIVt = [ () + a0 018,00

RN-1

= [ TR0 Tyt = [ Vol ) T ()00 )

1d

33t o I DR € [ V0 08 (VB ol )iy
2dt Jgn— RN-1

1d

=—57 \Vy'¢(y’,t)l2dy’+6/ Ay oy, )Vy (Vy Ay oy, 1)) dy
2dt RN-1 RN-1
1d

=35 |Vy/¢(y',t)|2dy/ - E/ |Vy/Ay/¢(y',t)|2dy/
th RN—l RN—l

Integrando de 0 a ¢, e usando que ¢(y’,0) =0

t
o< [ [ IVolyt)Payit -
0 JRY
1

t
5 [ wswopay —c [ [ 9,800 0Py <o
RN—I 0 ]RN—I

O que implica que Vu(y,t) = 0,y € RY, portanto v(y,t) = p(t), ou seja, v s6 depende
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da variavel t. Como, por hipotese, v tem suporte compacto, segue que v = 0. Colocando

v = 0 na segunda e na quarta equagao de (5.30), temos

Ayrgb(y’,t) =0, ¢ € RN_l,t >0,
é(y,0) =0, ¢y eRN7L

como ¢ satisfaz o problema acima e, por hipdtese, tem suporte compacto, segue que
¢ =0. [

Observagao 5.2: Note que (5.21) é o tnico lugar onde precisamos das propriedades
especificas de K, isto ¢, da estimativa (5.11) do Lema 5.2. Se substituirmos na primeira
equagao do Problema Modelo 5.5 Av por Z ;0

YilYj
N t ~ .
Zkl Aklay, y» onde ambas as matrizes (@) nxn € (Ap)(v—1)x(n—1) S0 constantes e posi-

iie1 e na segunda equacao A, por
tivas definidas, argumentos anélogos aos utilizados nessa se¢cao mostram que as afirmacoes
nos Lemas 5.1-5.4 continuam valendo. A tnica diferenca ¢ que |£|® na definigao de K, é

substituido por

( Z Akl§k§l> <2aNN NZ:I ai;&i&j) + NZ:I (a;in + ani)éi) )1/2~
i=1

a
NN * -1 ij—=1

5.3 Problema Linear

Tome p € Ar = {p € C*FC+I)/3(Ty % [0,T)); p(-,0) = 0 € ||pllasa@rayz < 1}. A fim de

caracterizar a solu¢ao do problema (5.4), vamos analisar o seguinte problema regularizado
para (v¢, ¢°)

(5.31)
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onde € € (0,1] é um parametro fixo e Ap, é o operador de Laplace-Beltrami em T'.

Na sequéncia, fungoes de y' sao entendidas tomando as cartas locais Z = Z°0(y/)

introduzidas na Se¢ao 5.1. Por simplicidade, os superindices sg serao omitidos.

Lema 5.6. Se p € Ar entao o problema (5.31) admite solugao iunica (v¢, ¢%), com ¢° €
CAte+a)/4 (T % 0,77).

Demonstragio. Para cada ¢¢ € C3HG+)/4Ty x [0,T]), seja ve(t) a solucdo das duas
primeiras equagoes de (5.31), pela teoria de equagoes elipticas (Gilbarg-Trudinger |[5],
demonstracao do Teorema 8.34, Cap. 8), temos a seguinte estimativa para v¢(t), para
cada t € [0,7

N-1

00 s < CCEPEN (RO + 1| 3 AL (1) + B W) 140 b

k=1

Como p € Ar, temos que L? é uniformemente eliptico com coeficientes Holder con-
tinuos e uniformemente limitados em ¢ (lembre que, por (5.3), p € Ar = ||p|lo < 20 e que
AP = Ay, p*, Dy p™)). Portanto

10 140,070 (20) < CUIB[l150,0 + [[Allo + |#]l310,0) < C(Mo + [[0|l34a0); (5.32)
onde
My := sup ||B?||14a,(14a)/3 + [Plo0- (5.33)
pEAT

Sejam t1,ty € [0,T], t1 # ta. Defina w® = v(t;) — v°(ta), entéo
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j=1 i=1
N
+ 3 B = BN (1) + h(ts) — h(ty) = divF; + Fy em ©,
=1
’ N-1
W — (Aggtﬂ( () = 0% (1)) +

Por estimativas elipticas (Gilbarg-Trudinger [5|, demonstra¢ao do Teorema 8.34, Cap.

8) temos

N

() = v ()l < CLI D (@™ = oy, (t2)

4,j=1

+HZ — 0V (b)) + h(ts) — A(t:) [lo+

+| Z (Ap B Gy (1) — Dy (t2)) + (AP Azgtz)>¢;,kyl,(t2))||1+a+

k=1
|| B — Bp(tz)”H_a},

com C' independente do tempo pois os coeficientes a;;, b; sao uniformemente limitados em
t. Lembrando que p € Ar = [|pllasa,2+a)y3 < 146, que h € O3, ¢¢ € C3TeBtel/d)
da definigao dos coeficientes a;;(y, p, Dp) e b;(y, p, Dp, D*p) apresentadas em (5.2), A}, =
Au(y', p, Dp) especificada em Chen e Retich [18] e da desigualdade (5.32); depois de uma

série de manipulacoes algébricas simples, porém trabalhosas, concluimos

[v(t1) — v*(t2) [l14+a < C{Cﬂ@ — |3 (Mo + 1613100+
+Colty — t1|a/3(M0 + || ¢%|3+4a,0) + Cslta — t1|a/3+
+Calty = ta| TV D26 111 aya + Cslts = 11|16 5100+
+Cs Moty — 751|(1+a)/3} < Clty — 1| (Mo + (|6 [|340,(3+0)/4)
< Clty — 1| (Mo + (|6 [|340,(31+0)/4)
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onde M, ¢ dado por (5.33). Portanto, temos

HDyUE”a,a/‘l;Fo(Lo) < C(MO + H¢EH3+a,(3+a)/4)
(S

1170, | asara < C(Mo + (9|30, (3+a)/4)-

Agora, seja ¢¢ a solucao de

®5(s,t) + €(Ar, )?0(s,t) = 1P(0,v°(s, 1)) em Ty x [0, 7],
¢“(5,0) = 0 em .

Por estimativas parabolicas (veja, por exemplo, A. Solonnikov [2])

10l 44a,44a)/a < CelllP0n0 | aa/airox o)

(5.34)
< Ce(Mo + [|6°]13+a,(3+a)/4)-

Defina L(¢°) = ¢°. Entdo L é linear e por uma estimativa similar a feita para v e ¢
temos

| L#] — Ldsllara,(arayja < Ccl|0] — &5 |3+a,3+a)/4-

Uma vez que, (veja Apéndice C)

| Lo — Lo ||31a,3+a)/4 < || LPT — L || T4,

tomando T, € (0,7 tal que T < /2, concluimos que L é uma contragao e,
portanto, possui um tnico ponto fixo em C3+*GB+a)/4(; x [0,T.]), que é uma solucdo de

(5.31) em [0,T.]. Este ponto fixo satisfaz (5.34) e portanto pertence a C4+o(+a)/4(Ty x
[0, T<])

Podemos estabelecer, passo a passo, existéncia e unicidade de solugao para (5.31) em
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[1T, (7 +1)T.] para todos os inteiros j até que (j+1)7, > T. Entao garantimos que (5.31)

possui solugdo tinica em C4F4+)/4(y x [0, T]), uma vez que

|| ’ ||4+oc,(4+a)/4;U><[a,c] < C(“ : ||4+oz,(4+o¢)/4;U><[a,b] + || : ||4+oc,(4+o¢)/4;U><[b,c})7

onde a < b < ¢ sao nimeros reais.

Agora, vamos estabelecer estimativas uniformes para a solu¢ao de (5.31) a fim de

tomarmos o limite quando € — 0 e obter solucoes de (5.4).

Lema 5.7. Ezistem constantes positivas Ty e Cy tais que para todo € € (0,1] e p € Ar,,
a solugao de (5.31) satisfaz (em [0,Tp])

||Dy’¢€’|2+a,(2+a)/3 + HDtngHa,oz/Zl + €||D3’¢E”a,a/4 S C101\4,
onde My é dado por (5.33).

Demonstracao. Para f € (0,1), por estimativas elipticas e pelos mesmos argumentos

utilizados no inicio da demonstracao do lema anterior temos que

[vl148.0m0(L0) < Cs(Mo + [¢°[|3+5,0), (5.35)

onde ('3 é constante apenas dependendo de /.

Vamos demonstrar este lema usando as estimativas para o problema modelo estudado

na Sec¢ao 5.2, particao da unidade e a técnica do congelamento de coeficientes.

Seja Ry € (0, Ly) uma constante pequena a ser determinada. Seja {B(p;, Ro),p €
[o,l =1,...,L} cobertura finita de Ty e {¢;(+)}L, fungoes em C*(RY) com as seguintes

propriedades
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1. Zle G (y) = 1 para todo y € T'y(Ro/10);

2. Q > 0e Cl =0 em RN \ B(pl,Rg), para [ = 1,...,L. E também HQHC"‘(RN) <
C(m)Ry™ para todo m = 1,2, 3,4, 5.

Para cada | = 1,..., L, seja vf = (u° e ¢f = (¢°. Seja y = Y'(y',yy) uma fungao
C*> que leva B(0, Ry) em B(p;, Ro), B(0, Ry) N (RY~! x {0}) em Ty N B(p;, Ry) e também
satisfaz Dy Y7(0) = &;5, Dy Y7 (v, yn) — 0ijllcoso.re)) < CRo. Uma vez que af;, =
8i; + O(llpllo), A%y = O + O(llpllio) e 1?7 = 1+ O(||pll10), com esta transformagao
(YUY, yn)), o5 (Y(y', yn))) satisfaz o problema modelo (5.5) , ou seja, é solugio do

sistema

Avi (Y yn,t) = divfi + fo, Y €RN L yn > 0,8 >0

Uiy, 0,t) = Aygi(y,t) = fs, ¥ € RNt >0,

(0¥ 1) + Oy v (¥, 0,8) + e(Ay )¢5 (v 1) = f, v e RV >0,
¢i(y,0) =0, y €RV"L

sendo que as funcoes fi, fo, f3 ¢ f possuem suporte em B (0, Ry) x [0,T] e satisfazem a

estimativa

I fillao + [ f2lloo + 13l 100 + 110
< Ci(Ro + [[pll10) (vl +a,0r0 (Royx (0,11 + 1913400 + €l[@lara0)+ (5.36)
+C(Ro)(Mo + [[v°[l1 om0 (Ro)x[o,77 + |6 13,0 + €]|0°][4,0) =2 M,

onde (' é uma constante independente de Ry e p € Ar.

Portanto, pela estimativa do Lema 5.4, para cada [ = 1,..., L, segue que

Dy &5 ||24a,2+0)/3 + 11 Dedf lasasa + €l Dyl asasa <
<O fillao + 1 f2lloo + 1 f3ll14a0 + | fllap) < CM.
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Como ¢ = ¢3S, G = SO, ¢, obtemos

| Dy || 240, (210) /3 + | Dt || a,a/a + €|’D§/¢€Ha,a/4 <

! (5.37)
< C(lf1llao + L folloo + 1 f5ll1+a0 + [ fllap) < CM.

Usando a estimativa (5.35) com = a para substituir ||[v||11a,0 POr ||¢¢]|3+a,0, cOm
B = a/2 para substituir ||v°[|1,0 < [[v]|14a/2,0 POT [|¢°]|3+a/2,0 € lembrando da definicao de
M, dada em (5.36), temos

M < Co(Ro + [[oll10) (|6 I3+a,0 + €l[¢]|4+a,0)
+C(Ro) (Mo + [[¢*[[34a/2.0 + €ll¢[4,0),

onde C5 é uma constante independente de Ry e p € Ar.

Segue da desigualdade acima, da estimativa (5.37) e das duas interpolagoes (veja

Gilbarg-Trudinger [3], p. 130) [[6]ls+a/20 < alléls+a0+Cullélloo e 16140 < pllé [l araot
Cull¢lloo, para >0, que

HDy’¢6H2+a,(2+a)/3 + ||Dt¢EHOé7a/4 + €||D3'¢el|a,a/4 <
C3(Ro + |lpllio + 1) (|0 13100 + €ll6lata0) + C(Ro, 1) (Mo + [[9]l0,0),

onde C3 é uma constante independente de €, p e p € Ar.

Uma vez que p € Ap implica p(-,0) = 0 e [[pllota,21a)y3 < 1 temos [pllio <

Ta/3||p||2+a7(2+a)/3 < T/3. Tomando T, Ry e u suficientemente pequenos de forma que

C3(Ro + |pll1,0 + 1) < 1/2, da expressao acima temos que

| Dy 6| 24a,(240)/3 + | Ded"|

ao/a T €Dy llaasa < Ca(Mo + 1|90,

com C} independente de € € (0,1] e p € Ap. Finalmente, usando que ¢¢(+,0) = 0 implica
que [¢lloo < || Degf|

que

0,01, tomando 7' > 0 suficientemente pequeno se necessario, segue
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| Dy &l 24a,240)/3 + || Di 0|

a,a/4 + E||D;1’¢6||oz,a/4 S COMO-

]

Ao longo desta segao nos estudamos o problema regularizado (5.31) para cada e € (0, 1].
Agora, utilizando os Lemas 5.8 e 5.7, estamos aptos a provar a existéncia e unicidade de
solugao (que sera o limite de solugoes dos problemas regularizados) para o problema (5.4),

ou seja, encontrar unicas fungoes (v, ¢) satisfazendo

LPv(y,t) = —h(y,t) em Qq x [0,T],

v(s,t) = Al @y y + BP(s,t) em Iy x [0, T7,
k=1
¢r — 1P(Opv) =0 em Iy x [0,7],
¢(s,0) =0 em T'y.
Lema 5.8. Seja Ty como no lema anterior. Entao existe uma constante positiva C' tal

que para todo p € Ar,, o problema (5.4) tem solugdo unica e esta satisfaz

]34, (3+a)/3:00x[0,15) < C

Demonstracao. Primeiro vamos estabelecer a existéncia de solucao satisfazendo a estima-

tiva acima e, em seguida, a unicidade.

Existéncia: Para cada € € (0,1] seja (v, ¢°) a solucado de (5.31), pela estimativa
| Dy &°|| 240, (240) /3 + | Ded || a0 /4 +6HD3,¢EHQ7Q/4 < CyMy do Lema 5.7, segue que podemos
extrair uma subsequéncia {e; 72, €, — 0, tal que (v, ¢%*) — (v, ¢), onde (v, @) & solucao
de (5.4) e satisfaz

[ Dy Bllara,2ra)/3 + [[Didllaasa < CoMy < C, (5.38)

sendo que a tltima desigualdade é valida pois a funcdo h em C%®/3 esta fixa, My :=

SUp e 4, [1B?|l14a,(14a)/3 + [P ]lo,0 €, pela observagao da Definicao 5, p € Arp implica que
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||P||2+a,(2+a)/3 <1+d6= SUP,ear ||Bp||1+oc,(1+a)/3 <C.

Fazendo estimativas elipticas como na demonstracao do Lema 5.6 concluimos que
| Dyvl|aa/sroco) <o) < CO+D2dl11a,0+a)/3) = 1DyVllasa/sro(Lo)xi0a) < C (por (5.38)).
Pela terceira equacao de (5.4), ¢, — I?(0,v) = 0, segue que || D;p||q,a/3 < C. Portanto

[9ll34a,31ay3 < Plloo + [[Dydll2ra,2rays + [[1Didlla,ars
| Dy @ll24a,24a)/3 + 2| Didllaass < C.

IN

Unicidade: Seja (v, ¢) uma solugao de (5.4), seguindo os passos da demonstracao da

estimativa do Lema 5.7, mas agora com € = (0, concluimos que

1Dy ¢ll2ta.24a)/3 + [ Didllaass < C. (5.39)

Sejam (v1, ¢1) e (v, P2) solugoes de (5.4). Defina v = vy — vy e ¢ = ¢ — ¢. Como
(5.4) é linear segue que (v, ¢) é solucao do sistema homogéneo associado, ou seja, (v, ¢)

satisfaz

LPu(y,t) =0 em Qp x [0, 7],

N-1

v(s,t) = Z Al ¢y, em Iy x [0, T7,
o (5.40)

(¢)y — 1P(Op(v)) =0 em Ty x [0, 7],
¢(s,0) =0 em I.

Uma vez que €2y é limitado, o problema eliptico dado pelas duas primeiras equacgoes
do sistema acima, garante que se ¢ = 0 entao v = (. Entao para garantirmos a unicidade
de solugao para (5.4), basta provar que ¢ = 0.

Suponha que ¢ # 0. Entao (”;”COO(qb, v)) também é solugao de (5.40). Como ¢, por

definicéo, é solucio do sistema linear nao-homogéneo (5.4) temos que (¢ = (zﬁl—i-ﬁqﬁ, 0=
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vy + %v) também ¢é solucao de (5.4) e

~ 2C
600 > WWHO,O —[[¢1llop >2C -C=C

o que contradiz (5.39).

5.4 Existéncia e unicidade de solugao para o problema

de Hele-Shaw

Nesta se¢ao iremos mostrar unicidade e regularidade de solugao para problema o Problema
de Hele-Shaw nao-homogéneo, ou seja, dado um dominio limitado Qy C RY, N > 2, com
9 = I'y, encontrar uma tnica func¢ao u e uma tnica fronteira livre I' = (¢ o 7y (I'e X {t})

que satisfacam o sistema abaixo e determinar a reguralidade das mesmas.

Au(z,t) = —h(z,t) em Q; x [0,T],
u = —vyKk em I,

Opu = —V, em I'y,
I'n{t=0}=T,.

onde I'; = 02, v é€ uma constante positiva, x é a curvatura média, d,u é a derivada na
direcao 77 da normal unitaria exterior e V,, é a velocidade da fronteira livre I'; na dire¢ao

ii e h € C/3(RN x [0,T]), 0 < a < 1, ¢ uma funcio dada com suporte compacto.

Demonstraremos que

Teorema 5.1. Se 'y € C3** entdo existe T > 0 tal que o problema descrito acima admite

solucdo tnica e T pertence a C3+o(3+a)/3

Assuma que I' = (J,c o 1 (I't x {t}) tem a seguinte representacéo
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= {s+p(s,t);s €Ty, tel0,T]}

onde p: [y x [0,T] = x[—26,25] pertence a C2+*(2+2)/3 ¢ 5 € (0, Ly/8) é uma constante
pequena a ser escolhida.
Para T € (0, 6%+ lembremos da Definicao 5 do conjunto Az, que é dada por

Ar = {p € CPCTIBT, < [0,T); p(-,0) = 0 € ||pllaraizrays < 1}

Agora, para todo p € Ar, considere o seguinte problema linear para (¢, v)

N N
LPv(y,t) = Z(afjvyi)yj + bevyi = —h(y,t) em Qq x [0,T],
irj=1 i=1
N-T
v(s,t) = Z ARybyry + BP(s,1) em Ty x [0, T7, (5.41)
ki=1

¢r — 1P(0pv) =0 em Iy x 0,77,
®(s,0) =0 em I'y.

sendo que L” ¢ um operador uniformemente eliptico cujos coeficientes a;; e b; foram
definidos em (5.2); [?, adotando as coordenadas locais descritas em 5.1, é dado por
(7)o (g, t) = 14| S0 pZZVS,‘ZOP; e os coeficientes (A?;)% = AL (Y, p*°, Dy p™) e (BF)* =
B*(y', p*, Dy p*™) tém suas expressoes explicitadas em Chen e Retich [18].

Pelo Lema 5.8, para cada p € Ay o problema acima tem solugao tnica (¢, v). Defin-
imos F(p) = ¢. Entao, conforme discutido na Se¢ao 5.1, demonstrar o Teorema 5.1
é equivalente a mostrar que o operador F tem um tnico ponto fixo em Az, ou ainda,

provar o teorema

Teorema 5.2. Para T > 0 suficientemente pequeno F : Ar — Ar e F € uma contragao.

Demonstragao. Seja T € (0,Tp] constante a ser determinada. Para cada p € Ar, seja

F(p) = ¢ a solucao de (5.41). Pelo Lema 5.8, ||¢]|31a,3+a)/3 < C. Consequentemente,
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lolo.0 < 16lls1T < CT (basta usar o fato que ¢(y',0) = 0 e o teorema do valor médio).

o s

Pela interpolacao || - [Jo4a,c2+a)3 < 2| - ||((),o segue que [|@]|21a,24a)/3 <

20T1=*)/3 Entdo, se tomarmos 7' suficientemente pequeno, temos ¢ = F(p) € Ar; ou

seja; F mapeia Ar em Arp.
Agora mostremos que F é uma contragao.

Sejam p; e po fungoes em Ap. Seja ¢; = F(pi),i = 1,2, ¢ = ¢po — 1 e v = vy — Vy.

Entao (¢, v) satisfaz o seguinte sistema

Lr2(y,t) = divFy + Fy, em Qg x [0,7],

N—-1
v(s,t) = > ARy, = Fs, em g x [0,T),

k=1
¢t — [P2 (&ﬂ}) = F4, em FO X [O,T],
$(s,0) =0 em I'y.

onde

divFy + Fy = (LP* — L")y,
N-1

Fy= ) (AP = AL)(01)yyy + (B — B, (5.42)
k=1
F4 = (lp2 — lm)an’l]l.

Por definigao, v, satisfaz

Lpl’Ul = h em QO X [O,T]

N-1

vi =Y A% (d1)yy + B em To x [0, 7]
k=1

Por estimativas elipticas iguais as feitas no inicio da demonstracao do Lema 5.6 temos
que ||v1|[i4a,000(L0) < C(Mo + ||¢1]]3+a,0); como o Lema 5.8 implica que |[¢1]/31a0 < C
temos ||v1 ||14a,0,00(Lo) < €. Segue das defini¢oes de ﬁl, Fy, F3 e Fy em (5.42) que
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IFllao + 1 F2lloo + 1 Fsllita0 + | Fillao < Cllos

- p2||2+a,0-

Usando o mesmo procedimento do Lema 5.7, mas agora com ¢ = 0, concluimos que

Dy ¢llo+a,@2ra)/3 + |1 Didllao < Cl[Fillao + [ F2llo0 + [1F5]l14+0.0 + [[Fallao)

< Cp1 = p2ll2+a0-

onde C' ¢é independente de ¢; € Ar.

Como ¢(s,0) = 1; usando
novamente a interpolagio | - s z-ays < 21 - 135 - |45 segue que
| F(p1) —]:(ﬂz)H2+a,(2+a)/3 = QT(P&)/?’H]:(M) — F(p2)ll3.1

= 27079Bg|15,
< CT" (| Dy dllzsa@tays + 1Didllao)
< CTUB||p, — p2ll2+a,0
< CT"p; = pall2sazra)s

Pela desigualdade acima segue que

pequeno.

F é uma contracao para 1T > 0 suficientemente
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Capitulo 6

Conclusoes

Nesta dissertacao analisamos um problema de fronteira livre para um sistema de carater
eliptico-hiperbdlico que modela o crescimento de um tumor conforme o modelo descrito
em X. Chen, A. Friedman, A free boundary problem for an elliptic-hyperbolic system: an
application to tumor growth, STAM J. Math. Anal. 35, 2003, pp. 974-986.

O modelo levava em conta trés estados para suas células: proliferantes, quiescentes e
necréticas. Assim como a quantidadade de nutrientes disponivel no tumor. As equagoes
do sistema valiam em dominios que variavam com o tempo a partir de um dominio inicial

dado.

Para tal modelo, foi demonstrado existéncia e unicidade de solugao classica que € local

no tempo. Também foi caracterizada a regularidade de tal solucao.

O fato da solugao encontrada ser local no tempo esta ligada com a técnica utilizada
para a resolucao do problema. Mas, de maneira natural, ficam as perguntas sobre exis-

téncia de solugao global e regularidade da mesma.
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Apéndice A
Coeficientes

Vamos estabelecer os coeficientes dg;(t) e bi(t) da equagio (3.10). Considere t € [0, 7],
so € Ty e Z*(t) as coordenadas locais de uma vizinhanga U da origem em RY para uma

vizinhanca V de sy em RY.

Para x € V C €); temos:

onde

Portanto, para 1 < k < N
Za (y(@), )0z, yi(x, 1)
Z Z yzy]_ IkyJ (I' t)axkyl(xa t>+

=1 j=1

N
+>0yely(x), )02 iz, t)
=1
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Somando a segunda equagao acima de k = 1 a k = N e usando o fato de que Ac(x,t)—
Ae(z,t) = 0,Vt € [0,T], temos

Z dij(y<m>’ t)ayiyjé(y(x)7 t) + Z l;z<y(x)= t>ayié<y(x)7 t) - /\E<y($), t) =0

com

ai(y(x),t) = O yilw, )0, y;(x, 1) = Vi(x, 1) - V(. 1),

k=1

N
bily(x),t) = Y % wilx,1).
k=1
e y;, parai=1,..., N, é determinado por (A.1).

Portanto, segue das igualdades acima e também da relagao (A.1) que

aij(t) = aij(Dsp), bi(t) = bi(D?p).
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Apéndice B

Equivaléncia entre normas

O objetivo deste Apéndice é demonstrar que as normas dos espagos C?a’(“a)/ 3(]RN X

0,7]) e CErBTI3RN % [0,T]) definidas nas Secdes 2.2 e 5.1 sdo equivalentes, aqui
estas serao denotadas por || - [|21a,2+a)/3: || - ||§+a,(2+a)/3 e[| ls+a,3+ayss Il - ||§+a,(3+a)/3a
respectivamente. Lembrando que o sub-indice K indica que as funcoes dos espagos
O BFS (RN [0, T]) e CE@BT/S(RN « [0,T]) possuem suporte num compacto

K c R dado e que as definicoes normas sio

”f”3+a,(3+a)/3 = HfH0,0 + [Dif]a,a/?) + [Dt.ﬂa,a/Ba
1/ lz+a2+ay/3 = I fllo, 22 + (D7 flaass-

Flares = sup L&D =Sl

ry |7 =yl |t — 7]
ou t#T

1 £1150 = I fllcoqo,rse5(cy), para B € [0, 00),

11156 = Ilfllesqo.ry;c0@y), para B € [0,00),

1 £1134a, 21013 = 1 lloo + 1 f 5400 T 1F16,040)3 + 1P fllira0 + 1D f N6, 14ay 3t
D20 + IDZFIG s

140 3+ayss = o0 + 1Defll51a0 + 1Defll 24ay3 + 1 D2 f a0t
HIDZAG avayss T IDE oo + IDEFNG o3 + 1Def 150 + 1D f 115 o5
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As desigualdades || - [l2+a,240)/3 < ||+ [[310,@4a)3 € ||+ [3+a,G+a)s S 1+ 310,310y 580

6bvias, portanto, para provar a equivaléncia entre as normas basta provar que existem

constantes positivas C e (s tais que

I 1540 2rays < Coll - lovaserarsss 1 5rasrays < Coll - Istastays:

Lema B.1. Ezxiste Cy > 0 tal que para toda fun¢ao f com suporte contido no compacto

K e cujas normas || - ||24a,24a)/3 € || - s3 €stao definidas temos

| | ;+a,(2+a)

1 1540,@40)3 < Cull fllzta,2ra)/3- (B.1)

Demonstragao. Tome zo € RY \ K, tal que dist(xq, K)=d(z, K) = 1 e seja f como nas

hipoteses do lema.

Uma vez que f possui suporte em K e d(zg, K) = 1 temos que f(xg,t) = D, f(xo,t) =
D2 f(z9,t) = 0 para todo t € [0,T]. A fim de estabelecer (B.1), abaixo iremos demonstrar

uma série de estimativas; sendo a primeira a seguinte

IDZflloo = sup sup [D3f(w,t)] = sup sup |D;f(x,t)| = (B.2)
tel0,T] zeRN te[0,T] zeK
_ D3 f(x,t) = D3 f (w0, 1) o
= sup sup |z — 0
te[0,7] K |z — 20|*

S [D;%f]a,o su}g |I - xOla S O[D?cf]a,()‘
FAS

Utilizando a desigualdade acima e o teorema do valor médio temos

Do flloo = sup sup [Dyf(x,t)] = sup sup|Dyf(z,1)] = (B.3)
tel0,T] zeRN te[0,T] zeK
_ |Dwf($at) _Dxf($0>t)|
= sup sup |z — x|
te[0,T) z€K |z — 20

< ||D2fllo0 sup |z — xo| < C[D flap.-
rzeK

E imediato das defini¢oes de || - 1510, 2a)/3 € || - [l24a,@2+a)/3 que
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1 Braerars < C(Ifloo + 1Def oo+ ID2F oo + D2 o + 11
D2 Flls s + 12 N )
< C(Iflogzsarss + [D2laass + 1Dafllo +
1D2flloo + 1 De f 1l 1)

< C<Hf|\2+a,(2+a)/3 + [ Dz flloo + 11D3 flloo + Hle”a(l—i-a)/3>>

0,(2+0)/3 T

Segundo Chen e Friedman [17], p. 977, a norma | f|24a,(24a)/3 domina o termo
[ Da 115 (14030 @ssim, segue da observacao acima e das desigualdades (B.2)-(B.3) que
existe C; > 0 tal que, para toda f € C’?O"(HQ)/P’(RN x [0,T7]) temos

17 112+a,240)/3 < Cill Fllata2rays:

]

Lema B.2. Existe Cy > 0 tal que para toda funcao f com suporte contido no compacto

K e cujas normas || - ||3+a,6+a)/3 € || * [[310,310)/3 €5ta0 definidas temos
1 f131a,3+ay/3 < Coll flla+au3+a)/3- (B.4)

Demonstra¢ao. De maneira andloga & demonstragao do lema anterior (escolhendo zy €
RY\ K, tal que f(zo,t) = Dy f(z0,t) = D3 f(w0,t) = D;f(x0,t) = Dif(20,t) = 0 para

todo t € [0,T] e f nas condigoes deste lema) provamos que existe constante C' > 0 tal que

1Dz flloo < CDzflao,  I1D3flloo < CID3flao: 1 Duflloo < ClD flap-  (B.5)

E imediato das defini¢oes de || - 131030y € || - [I3+a,3+a)s que
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150,63 4ay3 < C(HfHo,o + | Dz flloo + 103 flloo + 193 fllo.o +
ID2f N5 24013 + I D2FIG ez + 1D2f 116 5 +
1Dl + 1D o + 1D I )

< C(Iflloo + D3 flaass + [Diflaass + 1Dafloo + 1D flloo +
102 £lloo + 1Dl vy + D216 )
<

C(HfH3+a,(3+a)/3 + 1Dz flloo + 102 flloo + 11D3 flloo +

1D oy + 1D N6 o)

Segundo Chen e Friedman [17], p. 977, a norma || f||s4a,3+a)/s domina os termos
1Dz 115 (200)/3 © |’D§fHS,(1+a)/3‘ Portanto, segue de (B.5) que existe constante Cy > 0 tal
que para toda f € Ci @ GT/3RN « [0, 7)) temos

1 f131a,4ay3 < Collflla+a,(3+a)/3-

Conforme discutido anteriormente, os Lemas B.1 e B.2 garantem as equivaléncias de

normas desejadas.
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Desigualdade entre normas

Queremos mostrar que se f : U x [0,7] — R, U C R aberto, ¢ uma funcio tal que
f(z,0) =0,Vz € U entao

1/ l34(3+aya < CTE | fllan,

para alguma constante C' > 0, onde as normas || - ||s4a,3+a)4 € || - |l4,1 sdo dadas pela

Definicao 3 da Secao 5.1. De fato, é de verificacao imediata que
I lsasrars < 3( 32 1D + D3 + Z sosays). (CD)
7=0

Se f étal que f(x,0) = 0 para z € U, temos paratodot € [0,7],0< 3; <lej=0,1,2,3

que

Djf(w.t) = Dif(x,0) 4

Dif(x.t) = — ,

donde segue as desigualdades || fllo.0 < [|Defllo.oT, | D flloo < ||Dxf||073/4T3/4, 1 D2 fllo0 <
\|D§f|]072/4T2/4 e também || D32 flloo < HDf;fHo,l/‘lTl/‘l. Portanto, temos

3
> 1D flloo < CTU=4|| 141 para toda f tal que f(-,0) = 0. (C.2)

=0
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Observe que para t,7 € [0, T],t # 7,z € U e j=0,1,2,3 temos

D%f(x,t) — D%f(*T?T) _ D%f(&?,t) — D%f(xﬂ')

]t _ T’(l—a)/4

[t — 7|B—dt+a)/4 [t — 7|(4=9)/4 ’
e, portanto
3
> (D) flos—jrara < 20| Fllas. (C.3)
§=0

Finalmente, note que para todos z,y € U,x #y e t € [0,T]

D} f(x,t) — Dif(y,t) D3 f(x,t) = D3 f(y, )\, 13 3 l—a
e el e L D;f(x,t) — D, f(y,t :
E— (=) (D0 - D)

e também que, para toda f tal que f(-,0) = 0, temos

D3f(xz,t) — D3 f(x,0) 1’“t(1_a)/4_

IDif('r?t”l_a - t1/4

Utilizando as duas igualdades acima, junto ao teorema do valor médio e ao fato de

que (a+0b0) <a”+b",Ya,b >0, 0 <~y < 1; concluimos que

[Dif]a,o < T(l’o‘)/4]\f|]4,1 para toda f tal que f(-,0) = 0. (C4)

Pelas relagoes (C.1)-(C.4) segue que

1 fll3+a,(34a)/a < CTU™/4|| f|l41 para toda f tal que f(-,0) =0,

como queriamos demonstrar.
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