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Capitulo 1

Introducao

Com o desenvolvimento e sofisticagio da automagio, observamos grande interesse na de-
terminagdo do controle 6timo para sistemas dindmicos. Podemos destacar aplicagoes na
eliminacdo de vibragbes em estruturas mecanicas e na realizacio de processos continuos
em tempo minimo ou com menor gasto de energia. Em todos 08 casos necessitamos en-
contrar fungdes de estado x(f) e de controle u(t) que, satisfazendo um sistema de equagoes
diferenciais e restrigbes iniciais, finais e nao diferenciais, minimizem um determinado fun-
cional. Devido ao grande nimero de variiveis e & extrema complexidade das equacdes
apresentadas pelas situagdes reais, existe uma forte tendéncia para a utilizagao de técnicas
numeéricas para solugdo dos problemas em questdo. Basicamente existem trés métodos

numeéricos que sao usados para encontrar o controle dtimo de um sisterna:

s Métodos que utilizam as condicoes necessarias de otimalidade. Direcoes de descida
sd0 geradas resolvendo-se um sistema de equacoes differenciais com valores de con-
torno, onde foram inseridas as variaveis adjuntas. Representantes desta classe de

métodos sao encontrados em (13}, [17], {19], [18] e [25].

o Métodos que convertem o problema de controle 6timo num problema de programacio
nao linear, para os quais existem algoritmos muito eficientes de solugéao. A converséao
¢ feita parametrizando-se as fungdes de estado e controle. Aplicando este método,

véarios trabalhos ja foram realizados e podemos citar [12], {10], [24] e [7].



s Por iltimo temos a programagio dinimica diferencial continua ou discreta, que
aplica a teoria desenvolvida em [1]. Alguns resultados obtidos com esta abordagem

estdo expostos em [14] e [5].

Néio hé estudos conclusivos sobre qual o melhor método, provavelmente devido aos
inimeros tipos de problemas de controle 6timo e a grande variedade de formas de se
implementar uma mesma técnica. Uma comparagio entre os dois tltimos métodos estd
descrita em [14].

Neste trabalho elaboramos ferramentas numericas para determinagdo do controle 6timo
utilizando o algoritmo BOX de programagao nao linear, desenvolvido em [9]. Investiga-
mos € implementamos procedimentos de parametrizagao de fungdes, de modo a transferir
toda a eficiéncia do BOX para a otimizagdo dos controles de um sistema. Nao constara
deste traballio nenhum estudo tedrico sobre controle 6timo nem aproximacio de funcaes.
Quaisquer diividas sobre estes tdpicos deverdo ser esclarecidas em [21] e [4].

O Capitulo 2 contém uma introdugao acs principais conceitos e notagbes da teoria do
controle 6timo. No capitulo seguinte sera formulado o problema de programagao nio linear
e serao apresentadas as técnicas de penalizagdo para tratar os problemas com restrigdes
gerais de igualdade. Este capitulo também conterd um resumo sobre o funcionamento do
algoritmo BOX. Mostraremos no capitulo 4, as parametrizages das fungbes de estado e
controle e as derivagbes das expressbes em relagao a estes parametros. Os resultados do
capitulo 4 serao algoritmos, cujas implementagées vao ser testadas em problemas enun-
ciados no capitulo posterior. Concluimos esta dissertagido discutindo e analisando nossos

procedimentos e apontando direcbes para generalizagdes e desenvolvimentos futuros.



Capitulo 2

O Problema de Controle Otimo

2.1 Introdugao

A seguir iremos expor, através de exemplos, alguns dos principais conceitos da teoria
do controle: equacdes de estado, varidveis de estado e de controle, restrigdes iniciais e
finais e indice de performance de um sistema. Mostraremos também, o enunciado do
problema de controle 6timo em dois formatos, os quais serao usados nos Capitulos 4 e 5
deste trabalho. Para finalizar vamos descrever as condicoes necessarias de otimalidade e

aplicd-las na determinagdo do controle 6timo de um sistema simples.

2.2 Controle de Sistemas Dinamicos

Tomemos o seguinte sistema de equagdes diferenciais:

Ty = g, (2.2.1)
Ty = 2m — T3, {2.2.2)

com as condigbes iniciais,
z1(0) = —4, z2(0) =4. (2.2.3)

Em [6] encontramos a sub-rotina RKF45, para integragdo de sistemas de equagées diferen-
ciais ordinérias com valor inicial. Através desta sub-rotina, cujo algoritmo é baseado no
método de Runge-Kutta de quarta e quinta ordem, integramos o sistema acima a partir

do instante inicial o = 0 até o instante final ¢; = 5, obtendo as curvas da Figura 2.2.1.

4
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Figura 2.2.1: Graficos obtidos da integragio de (2.2.1) - (2.2.3)

Encaremos (2.2.1) - (2.2.2) como as equagdes que modelam um sistema fisico. Moni-
torando as variaveis z,(t) e z,{t) podemos saber, a cada instante {, onde o sistema se
encontra. Por este motivo z € conhecido como o vetor de estado do sistema e as equagdes
diferenciais sao denominadas equagdes de estado.

Vamos supor que as condigoes fisicas permitam uma interferéncia externa no compor-
tamento do sistema, ou seja, existe a possibilidade de variar um paradmetro da dinamica
do sistema de modo a dirigir ou controlar as varidveis de estado. O processo de controle

do sistema sera modelado da seguinte forma:

5.:"1 = I, (224)
Iflg = 2{31 — Xy + u, (2.25)

onde u(t) é o jﬁaré.metro variavel, que chamaremos de varidvel de controle.

Fagamos algumas experiéncias numéricas com o controle do sistema. Tomemos u(t) =
k(1+sen(t)), com k = 1 e integremos {2.2.4) - (2.2.5) considerando {2.2.3) como condigao
inicial. Comparando os grificos da Figura 2.2.2 com os da Figura 2.2.1, notamos que o

controle conduziu as curvas de estado para uma regiao mais préxima do eixo das abscissas.
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Figura 2.2.2: Graficos obtidos com u(t) = 1 + sen(t)

Vamos admitir que temos agora, a tarefa de projetar um controle que conduza o sistema

a um estado final satisfazendo:

:122(5) = 2. (2.2.6)

Variando o valor de k e fazendo algumas interpolagdes descobrimos que o controle
u(t) = 2.7002(1 + sen(t)), (2.2.7)

faz o processo terminar em £1(3) = 1.84 e z,(5) = 2.00.

Geralmente em problemas reals temos as variavels sujeitas a limites fisicos, portanto,
a titulo de exemplo, poderfamos ter que determinar um controle que conduzisse (2.2.4) -
(2.2.5), do estado inicial (2.2.3) até a restrigao final (2.2.6), de modo a satisfazer as

seguintes resirigoes nao diferenciais:
(¥ +ut)-1=0,
<

—1 € moft) € 1,
—2<u(t) <2, Vielo, 5 (2.2.8)



2.3 O Controle Otimo

Vimos anteriormente que o controle (2.2.7), aplicado ao sistema (2.2.4) - (2.2.5), satisfaz a
restrigéo final (2.2.6). Calculemos para este controle o indice de performace I P, escolhido

neste exemplo como:
E
IP = fo (221(6)% + 22(t)* + 0.5u(2)?) dt. (2.3.1)

Utilizando a sub-rotina QUANCS de [6], implementada a partir das férmulas de Newton-
Cotes para quadratura adaptativa, determinamos que /P = 76.24. Fisicamente a quanti-
dade I P representa o custo de implementacio de um determinado controle. Nosso objetivo
agora ¢ determinar entre todos os controles que satisfazem (2.2.6}, aquele que apresenta
o menor custo. |

Aplicando as condigbes necessarias de otimalidade, que serdo enunciadas mais adiante,

determinamos como controle 6timo do problema em questao:

u™(t) = 1.1285 x 1073 exp(1.1994t) + 8.2648 exp(—1.19941) (2.3.2)
+8.3232 exp(~—2.35831) + 2.1785 x 10" exp(2.3583¢).

Calculando o indice de performance para esta situagio 6tima encontramos I P = 43.186,
0 que representa uma economia de 43% em relagao ao IP calculado para (2.2.7). Na
Figura 2.3.1 visualizamos o formato dos dois controles em questdo, e na Figura 2.3.2

podemos analisar o efeito destes controles nas variaveis de estado. O simbolo (*) indica

que a varidvel apresenta valor 6timo.

2.4 Enunciado do Problema de Controle Otimo

Formato 1 - Problema de Meyer [4]

Determinar o controle u{t) de modo a minimizar o funcional:
IP = ¢(z{to), =(ts)), (2.4.1)

sendo que as seguintes restrigdes devem ser satisfeitas:

restrigbes diferenciais,
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Figura 2.3.2: Variaveis de estado para os controles (2.3.2) e (2.2.7)



T — f(ma U’ut) =0, Vie [to,ff], (2.4.2)

restrigbes iniciais,

o(z(to)) = 0, (2.4.3)
restrigdes finais,
Pi(z(ty)) =0, (2.4.4)
e festrit;ﬁes de canalizagao:
xmiﬂ( ) ( ) < mmam( ) (245)
Umin(t) S u(t) € umae(t), Vi€ [to, 1] (2.4.6)

Formato 2 - Problema de Bolza [4]

Determinar u(t) de modo a minimizar:

1P = / oz, u, )dt + $(a(to), 2(21)), (2.4.7)

satisfazendo as restrigdes (2.4.2) - (2.4.6).
Para um t fixo temos: z(t) € R™* , u(t) € R™™ |, f{z(t), u{t),t) € R
g(z(t),u(t),t) € IR, e nos instantes inicial e final: ¢ : R™* x JR™** — R,
o ™t =5 RV |y 0 RS — R
Os valores de nest, neonir, nresi e nresf correspondem respectivamente aos nimeros

de variaveis de estado, variaveis de controle, restri¢ées iniciais e restrigdes finais.

2.5 Problemas Transformados

Muitos dos problemas de controle 6timo néo podem ser colocados diretamente nos forma-
tos descritos anteriormente. Veremos a seguir, através de exemplos, as principals técnicas

de transformacao usadas.



1. Formato 2 para formato 1.

min IP = = f L)t + 22(1)2, (2.5.1)
2 Jo 7
5.a:
2(0) = 1, (2.5.2)
i=z+u (2.5.3)

Inserimos a variavel auxiliar z, cuja finalidade é integrar a fungao u(t)?. Substituindo

a integragao, na expressao de I P, pelo valor de z2{1) obtemos o seguinte problema trans-

formado:
. 1 g 1
min IP = 53‘31(1) + 52’!2(1), (2.5.4)
s.a.
z:{0) = 1, 22(0) =0, (2.5.5)
T =1+ u, (2.5.6)
T = u’. (2.5.7)

2. Tempo minimo para formato 1.

min 1P =1, (2.5.8)
5.4
2(0) =1, 22(0) =1, zs(1) =0, (2.5.9)
1‘71 = I3, (2.510)
g, = 1. (2.5.11)

Mudamos a escala do tempo t — zat, obtendo um problema onde o tempo final é fixo

(t € [0,1] ), e a constante positiva x5 € desconhecida. Para incorporar a funcio constante
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z3 ao sistema de equagoes diferenciais, devemos assumir z3(0) > 0 e 23 = 0. Com estas

alteragoes reescrevemos o problema como:

min 1P = z3(1), . (2.5.12)
§.4.
:(0) =1, z2(0) =1, z3(0) >0, z,{1) =0, (2.5.13)
i} = TaZ3, (25.14)
Ty = UT3, (2.5.15)
&g = 0. (2.5.16)
3. Problema de tempo minimo com restri¢des nao diferenciais para formato 1.

min IP =ty, (2.5.17)

5.a.
£1(0) = 0, z(0) =0, (2.5.18)
zi{t;) =1, za(ty) = -f';l, (2.5.19)
i} =1u, (2520)
tg = u’ ~ 22 — 0.5, (2.5.21)
u? — 23 > 0 (restricio nao diferencial}. (2.5.22)

Considerando u; = u e introduzindo o controle auxiliar u; £ (, podemos dizer que
encontrar u satisfazendo u? — z? > 0 é equivalente a determinar u; e uy, que anulem a
fungio h = u? — 2% + u, para todo t € {0, 1]. Criando a variavel z3 de mode que z3(0) = 0
e £3 = h?, teremos h = 0 em [0, 1] se, e somente se, z3(1) = 0. Com a adigio das varidveis
T3 € up, € designando x4 como variavel para fixar o tempo final, o novo problema serd

escrito como:

11



min [P = z4(1), (2.5.23)

8.4
331(0) - 0, 272(0) = 0, .'.133(0) = 0, 24(0) > 0, (2.524)
n

331(1) =1, .1'2(1) = —:1‘, I:_J,(l) = 0 (2525)
.‘1'3‘1 = U1T4, (2526)
.’i?g = (u% - xf - 0.5)5'34, (2527)
ta = (uf — 2% +uy)?, (2.5.28)
i4 =0, | (2.5.29)
ug < 0 (restricdo de canalizagdo). (2.5.30)

2.6 Condicoes Necessarias de Otimalidade

Enunciaremos as condigdes necessarias de acordo com [19], para informagbes tedricas mais
completas, indicamos as referéncias [21] e [4].
Considerando o problema de controle 6timo no formato 2, sem as restri¢des de cana-

lizagdo {2.4.5) - (2.4.6), montemos o funcional aumentado TP, da seguinte forma:

i

TP = [" (gle,u,0) + " ( — Sz, u.1))) di+ 6(alto), alts))+ 17 bolz(to)) + 1" ¥ (a(t),

(2.6.1)

onde as fungdes p(t) = [;r (1), ..., Prent{t)]’ e as constantes n = [n1,..., Puresi]” € 4t =
{815+« s Bnress)’ 580 0s multiplicadores de Lagrange associados ao problema restrito.

Definindo H = p? f e aplicando as técnicas do calculo variacional, concluimos que o

controle 6timo u(t) e as varidveis (i), p(1), 7 e ¢ devem satisfazer, além das restrigbes

(2.4.2) - (2.4.4), as seguintes condigoes:

OH Og

a" — -“a? =0, (2.6.2)
. 8H &g

= —E; + *é-;, (2.6.3)



o Mo
Plto) + ax((fg) + B:ri(ig)n =

0¢ Oy
P o) Bty

0, (2.6.4)

=0 (2.6.5)

Exemplo de Aplicagio

Vamos reescrever o problema usado como ilustragao dos conceitos das Secdes 2.2 e 2.3:

5
min IP = fo (21(1)* + 22(2)* + 0.5u(t)?) dt, (2.6.6)
5.4
11:1(0) = “—4., IQ(O) = 4, 172(5) = 2, (267)
iy = 12, (2.6.8)
&2 = 20, — T3 + . | (2.6.9)

Determinando H teremos:
H = p1zz + 2pazy — paza + pou. (2.6.10)

Aplicando as condigdes (2.6.2) - (2.6.5), encontramos:

P2 = U, ' (2.6.11)
1= =2py + 4y, (2.6.12)
P2 = —p1 + P2 + 229, (2.6.13)
n(8) =0 (2.6.14)

Substituindo {2.6.11) em (2.6.9) e fazendo a seguinte atribuigdo de varidveis :

th = T1, Y2 = T2, Y3 = P1, Ya = Po, (2.6.15)

13



reescrevemos nosso sistema de equagoes como:

y = Ay, (2.6.16)
onde
0 0 0
2 — 0 1
A= i 0 0 -2 (2.6.17)
0 2 -1 1
com as condigoes de contorno:
y1(0) = —4, yg(O) = 4, y2(5) = 2, y3(5) = (. (2-618)
A solugio para este sistema € da forma:
y(1) = e1v1 exp( M t) + c2vp exp(Agt) 4 cavaexp(Ast) + cavg exp(Agt), (2.6.19)
onde Aq, ..., € ¥1,..., V4 830, respectivamnente os autovalores e os autovetores de A, e,

as constantes ¢, ¢z, €3 e ¢4 sao obtidas ao se impor as condigdes de contorno (2.6.18).
Para maiores detalhes sobre sistemas deste tipo ver referéncias [20] e [23]. Obtemos assim,
o controle étimo mostrado em {2.3.2).

Com excegao do calculo dos autovalores e autovetores de A, o que fizemos acima foi
determinar analiticamente a expressao para o controle étimo de um sistema. E simples
constatar que em problemas que apresentam comportamento ndo linear com restrigdes
nas varidveis de estado e/ou conirole, este tipo de abordagem se torna muito dificil, sendo

preferivel a aplicacao direta de métodos numeéricos.

14



Capitulo 3

Resolucao de Problemas de
Otimizacao com Restricoes

3.1 Introdugao

Neste capitulo apresentamos as principais ferramentas utilizadas na otimizagio em di-
mensao finita. O problema basico serd enunciado e serao expostos os métodos de pena-
lizagdo para resolugao de problemas com restri¢des gerais de igualdade. Mostraremos a
forma de utilizagéo e principios tedricos do algeritmo BOX, proposto e implementado por
[9], para resolugao de problemas de minimiza¢io com restricbes de canalizacho. Final-
mente iremos aplicar os conceitos vistos, na resolugdo numérica de um problema simples

de determinacio da menor distancia entre duas superficies em IR®.

3.2 Maétodos de Penalizagao

Consideremos o seguinte problema:

min f(z), (3.2.1)
sa: h(z) =0, (3.2.2)
<z <u, (3.2.3)

onde, f : R® — IR é diferencidvel, h: JB* - IR™ e l,u € IR".

Os problemas que apresentam restrigées de desigualdades podem ser colocados no formato

15



anterior, para tanto utilizamos o recurso das variaveis de folga. Vamos supor um caso

onde encontramos as restri¢des abaixo:
T4 a—5=0, 22422 <20, z1,72,23 20, (3.2.4)
inserindo a variave] positiva z4, obtemos:
oy +23—-5=0, 23+22+2,=20, z,25,73,24 2 0. (3.2.5)

Para resolver o problema com restrigdes gerais de igualdade, usaremos duas técnicas:

penaliza¢do externa (ou simplesmente penalizacao) e Lagrangiano aumentado.

3.2.1 Penalizacao

A partir de (3.2.1) - (3.2.3) construtmos um novo problema:

min f(z) + o ||h{z)ll3, (3.2.6)

sa: | <z <u (3.2.7)

Podemos observar nesta formulagao que, 4 medida que aumentamios o valor do paradmetro
p, a violagao nas restri¢oes devera se tornar menor no processo de minimizagao da fungao

(3.2.6). O algoritmo a seguir formaliza este processo:

1. py=a>0,8>1, 20 € R" (ponio inicial) , k=1

2. Resolver o problema (3.2.6) - (3.2.7}, com p = p;, tomando z;_; como ponto inicial

e obtendo como solugdo z; ;
3. fazer pyp1 = Bpi , k — k+ 1 e ir para (2).

Os critérios de parada serdo explicitados & medida que formos aplicando este método.

Poderiamos nos contentar somente com este método de penalizagdo, ja que ele parece

16



funcionar bem. O problema é que, enquanto o algoritmo ndo encontra uma solugao sa-

tisfatdria, a variavel p vai sendo incrementada atingindo valores elevados, o que torna o
) P +0q

passo 2 numericamente instavel. O préximo método aparece como uma alternativa para

evitar o crescimento de p e diminuir o nimero de iteragoes do processo de minimizagao.

3.2.2 Lagrangiano Aumentado

Fazendo a uniao das condigbes de Lagrange para o problema (3.2.1) - (3.2.3) com o método
da penalizagdo externa, obtemos o algoritmo do método do Lagrangiano aumentado que

é mostrado a seguir:

l.pp=a>0,8>1, 006 R" ,neR™,k=1;
2. Resolver o problema :
min f(z) +yi h(z) + o | R(D)]]3, (3.2.8)
sa: <z <u, (3.2.9}
tomando z,_, como ponto inicial e obtendo como solucao zj ;

3. Se {h(ze)|l, > 0.1||~(wxk-1)|l, entdo pr — Bpi e ir para o passo {2), caso contririo
fazer yeyr = yr + prh(2x) , Pre1 = pr , &k — k + 1 e ir para (2).

Para p grande, o passo 2 deste algoritmo, assim como no primeiro algoritmo , também
se torna numericamente instdvel. Porém o método do Lagrangiano aumentado chega a
uma solugdo satisfatdria com um nimero menor de iteragoes e sem fazer com que p cresca
muito. Mais detalhes tedricos e praticos sobre este método e o método de penalizacao
podem ser encontrados em [16] e [2]. Citamos o recente trabalho descrito em [15], o qual
apresenta um método para resoluciao de problemas penalizados que contorna a instabili-

dade causada por valores elevados do parametro p.

Notamos que a cada iteragio dos métodos anteriores, temos que resolver um problema
de minimizacao com restri¢des de canalizacao e para esta tarefa empregaremos o algoritmo

BOX, que sera explicado na proxima segio.
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3.3 Algoritmo BOX

Neste algoritmo, proposto em [9], o objetivo é a resolugao do seguinte problema:

min f(z), (3.3.1)

g.ar <z <u, (3.3.2)

onde, f: R* — IR ¢ diferenciavel e [,u € R"* .

A cada iteragdo k, constroi-se a funcao quadratica:

w(z) = g(z) (@ = 22) + 5(2 = 27 Bule — ), (3:33)

onde, g(zy) é o gradiente de f(z) em z; e By é uma aproximagao para a matriz Hesslana
de f(z) calculada em z.

O vetor £ € entao obtido, resolvendo-se aproximadamente o subproblema quadratico:

min qx{z), (3.3.4)
$.a: [<z<u, {3.3.5)
|l — 2|l < A, (3.3.6)

onde (3.3.6) € a restricdo de regido de confianca.
Em BOX, este subproblema ¢ resolvido pelo algoritme QUACAN, proposto e implemen-

tado em {8]. Este algoritmo pode ser aplicado a quadréticas gerais, ndo necessariamente

COnvexas.

Obtido o ponto Z, verifica-se se a condigio de decréscimo suficiente € satisfeita:

f(i) S f(xk) + a‘ﬂc(j)! @£ (01 1)$ (337)
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Se tal condigao se verificar, entdo tomamos 7y, = Z. Caso contririo, reduz-se o raio
da regidao de confianga (por exemplo, A « 0.5A) e resolve-se o subproblema quadratico
novamente. A sequéncia de pontos {zx} é gerada até que um dos seguintes critérios de

parada seja satisfeito:

¢ {g:(2)|l, < EpsG, onde gp{x) é o vetor gradiente projetado na caixa [ < z < u, ou
seja:
Osex;=1e 8£($) <Qouz;=ue ag(x) > 0,
(9p(2)); = 8f(z) T i {3.3.8)
B nos outros casos.
T

¢ k > [tmar - nimero méaximo de iteragdes.

A < FpsD - condicao de ponto estrangulado, ou seja, ndo foi possivel encontrar

A > EpsD, tal que Z solugao de (3.3.4) - (3.3.6) satisfizesse a condigao {3.3.7).
s Progresso irrelevante, ou seja:

f(zr-1} — f(zx) € Bont x (maximo progresso obtido nas iteragdes anteriores).

(3.3.9)

Os valores de EpsG, Itmaz, EpsD e Bont sio parametros de controle do funcionamento

do BOX e devem ser especificados pelo usuario.

Na pratica, dado um vetor z de dimensao n, o usuario devera implementar sub-rotinas
que calculem o valor da fungao f(z), o valor do vetor gradiente g(z) e a matriz { Hessiana
ou aproximagdo ) Bi. No caso de By, é suficiente que se crie uma sub-rotina, tal que
entrando com um vetor v, a saida seja y = Byv . Também deverao ser definidos os valores

dos vetores { e u da restricdo (3.3.2).

Como informagdo de saida, o BOX ird fornecer:
e z - aproximacao final da solugio do problema (3.3.1) - (3.3.2).

19



f - valor da fungdo calculada em X.
o Kont - nimero de iteragdes do BOX.

Naf - nidmero de vezes que a fungao F' fol calculada.

Istop - indica qual foi o critério de parada utilizado.

3.4 Aplicagao

Para tornar claro os métodos de penalizagio e o uso do algoritmo BOX, vamos resolver o

problema de determinar a menor distincia entre um elipséide e um plano.

Problema
min f(z) = (g, — 24)® + (22 — z5)* + (23 — z6)°, (3.4.1)
sujeito a:
23 + 223 + 3z = 20, (3.4.2)
3z + 475 + 376 = B4. (3.4.3)

Temos um problema de dimensdo n = 6 . Determinemos agora, considerando o método
do Lagrangiano aumentado, as expressdes para f, g e B (funcao, gradiente e Hessiana).
Designando :

a = o3 + 223 + 3z — 20, (3.4.4)
b =3z, + 4z5 + 3z — N4, (3.4.5)

teremos :

F(z) = (21 — 24)" + (22 = 75)* + (23 — 26)” + Ma + hab + p(a® + %), (3.4.6)
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((L‘l - $4) + 4:p$1t1 4 2A1.’L'1

2
2(.'1:2 - Is) + 8,05926 + 4/\1.’172

2(z3 — zs) + 12pzsa + 6 23

9(z) = AN (3.4.7)

2(3:5 - .I'-z) + Spb -+ 4/\2

g — T3) + 6b + 3,

Bi{z) 21
B(z) =( ié;) By(x) ) (3.4.8)
2+ 8p22 + d4pa + 2N 16p7122 24pz,13
Bi(z) = 16pz, 2, 2 4 32p22 + Bpa + 40 48pz,13 .
2407, T4 48pz,73 2+ T2pzk + 12pa + 6

(3.4.9)

24+18p  24p 18p
Bs(z) = 24p  2432p 24p , {3.4.10)

18p 24p 24 18p

onde I € matriz identidade. _
Com auxilio das expressées acima foram implementados os algoritmos dos métodos de
penalizagdo e Lagrangiano aumentado. Cabe ressaltar que no caso da penalizagio simples

temos que fazer \; = A, = 0. Estabelecemos como critério de parada:

o k > 8 (limite de iteragdes), ou
o a? + 5% < 1.0 x 107® (violagao aceitdvel).

Embora o problema original ndo exija limitantes para suas variaveis, trabalhamos com
as canalizagées (I < z < u) para mostrar as caracteristicas do algoritmo BOX. Variando-
se o8 limites | e u, geramos dois casos, cujos dados das resolugdes obtidas aplicando-se

penalizagio e Lagrangiano aumentado podem ser vistos nas tabelas a seguir.
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Caso 1:

T = [-20, —20, —20, —20, —20, ~-20]
«7 = (20,20, 20,20, 20, 20] . (3.4.11)

 iteragao | Kont | p [ fle) | 2+ ]
13 |1.0x10%]131.639 | 0.115 x 10
4 11.0x10! |33.751 {0.124 x 1071
4 [ 1.0 x104]33.975(0.124 x 107®
2 | 1.0 x 10° [ 33.997 | 0.125 x 10~°
1

1

1.0 x 10* 133.999 [ 0.130 x 10~°
1.0 x 10° | 33.999 0.00

|| b= | G} ]| —

Tabela 3.4.1: Resolugao do caso 1 - penalizacao simples

| iteragao | Kont p | f=z) at + b
] 11 11.0x10°]31.639 ] 0.115 x 10!
2 3 11.0x10°]33.909 | 0.165 x 107°
3 1 [ 1.0 x10° [ 33.996 | 0.255 x 1073 |
4 1 | 1.0x10%] 33.999 0.00

Tabela 3.4.2: Resolugdo do caso 1 - Lagrangiano aumentado

Resultados obtidos - penalizagio simples:

2y = 3.000, z,=1.999, z3=1.000,
ze=6.000, z5=50998, z¢= 4.001. (3.4.12)

Resultados obtidos - Lagrangiano aumentado:

= 3.000, Ty = 1.999, Tz = 0.998,
£y = 6.000, z5=6.000, z¢=3.999. (3.4.13)
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Caso 2:

1T =[-5.5;—5.5; —5.3; —5.5; ~5.5; —5.5]
ul = [5.5;5.5;5.5; 5.5; 3.5; 5.5] .

| iteracio | Kont | p | flz) | a*+¥
1 10 [1.0 x 10° [ 32.017 | 0.138 x 10"
2 5 {1.0x 10" [34.951 { 0.184 x 10~}
3 5 | 1.0 x10%]35.285 ] 0.187 x 1073
4 3 ]1.0x10°|35319]0.188 x 10~°
5 i }1.0x10*]3532270.190 x 10~7
6 1 | 1.0 x10°% [ 35.322 0.00

Tabela 3.4.3: Resolucao do caso 2 - penalizagao simples

literagdo | Kont |  p | flz) | &+ ¥
] 10 [1.0x10% [ 32.017 | 0.138 x 107
2 5 [1.0x10°]350390.110 x 101
3 3 |1.0x10°]|35.298 | 0.814 x 10~*
4 2 1.0 x10° [35.320 [ 0.848 x 10°°
4 1 1.0 x 10 {35322 [ 0.700 x 10~2

Tabela 3.4.4: Resolugdo do caso 2 - Lagrangiano aumentado

Resultados obtidos - penalizagao simples:

Resultados obtidos - Lagrangiano aumentado:
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zy =2.790, z,=1.869, z;=1.320,
zy = 5.500, =25 =>5.500, z¢=5.166.
I = 2.790, Iq = 1.869, Iz = 1320,
T4 = 5.000, z5=05.500, z5= 5.166,

(3.4.14)

(3.4.15)

(3.4.16)



Analisando os resultados podemos concluir que, somente no caso 1, temos a solugdo
do problema da menor distincia, ja que os valores obtidos se encontram no interior do
conjunto definido pela canalizagio.

Nas tabelas a primeira coluna indica o nimero da iteragao. Kont, como ja foi visto na
Secao 3.3, representa o niimero de iteragdes necessarias para o BOX resolver um problema,
ou seja, ¢ uma medida do esforco computacional desenvolvido na iteragdo correspondente.
A terceira coluna fornece o valor do parimetro de penalizagio, f(z) é o valor da fungio
definida em (3.4.1) e a® + b, com a e b especificados em (3.4.4) - (3.4.5), é a medida da
violacao das restri¢des.

Comparando as tabelas, concluimos que a vantagem do método do Lagrangiano aumen-
tado, em relagao a penalizagao, é chegar a uma mesma solugao comn um niumero reduzido

de iteragdes e com um valor menor de p .
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Capitulo 4

Métodos de Transformacgao do
Problema de Controle Otimo

4.1 Introducao

Apresentamos a seguir dois métodos que tornam possivel resolver aproximadamente o pro-
blema de controle 6timo enunciado no Capitulo 2, utilizando as ferramentas de otimizagio
do capitulo anterior. A idéia basica é tomar as fungdes de controle e/ou de estado como
combinacao linear de uma base convenientemente escolhida. Desta forma, o problema se
resume em determinar os coeficientes da combinagio que minimizardo o indice de perfor-
mance do problema original. As férmulas para calcular [P e suas derivadas em relagio
aos coeficientes foram escritas de modo a facilitar o aspecto computacional. Explicagdes
sobre a notagdo usada sio encontradas no Apéndice A. A seguir listamos as variagoes dos

indices usados nas férmulas, as quais serio as mesmas para todo o capitulo :

Lyt 1,49z, M, M, M = 1,...,ndw

Hp,p,pav,v,vs = 1,... nest

k.ky,ks = 1,...,nconir
r = 1,...,nrest
s = 1,...,nresf
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4.2 Meétodo X,U

Tomemos o problema de controle 6timo com o seguinte formato:

min 1P = f’ g(2,u, £)dt + 8(z(to), 2(25)), (4.2.1)
s.a: 1 — flz,u,t}) =0, VYte [t iy, (4.2.2)
Yo(z(to)) =0, (1.2.3)
e(z(ty)) =0, (4.2.4)
sendo o conjunto de busca das variaveis r,u definido pelas restri¢des de canalizacdo:
Srin(t) < 2(8) < Trmas{t), (4.25)
Umin(t) < u(t) < umaal(t), VYt € [to, t1]. (4.2.6)

As dimenses dos vetores estdo especificadas na Secdo 2.4,
Para transformar (4.2.1) - (4.2.6) em um problema de dimenséo finita, consideraremos
o subespago S"¥Y, gerado pelas fungdes by(t), ba(t), ..., buain(t), para t € [tg,ts], que

satisfazem:

b, (tiz) = '5"1i21 (4.2.7)
onde,
ty —to .
=1t - (1 — 2.
L 0+ndiv— 1(t b, (428)
e
L 0, se 3'1 :,é ?:2’

6“_12 - { 1, se 31 — '?:2, (4.2-9)

Como exemplos deste tipo de base temos: funcbes constante por partes, linear por
partes e as splines cubicas.

A Figura 4.2.1 mostra a fun¢do f{t) = 2b1(t) + 5by(t) + 2b3(¢t) + 3ba(2) + 4bs(t) + 3bs(2)
pertencente a S% juntamente com alguns elementos da base que gera as funcdes linear
por partes: by(t), ba(t) e be(t).

Tomando as fungées T e u como pertencentes a S™", escrevemos:

zi(t) = z;ibi(t), (4.2.10)
ug (1) = uribi(t). {4.2.11)
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Figura 4.2.1: Exemplo de fungdo pertencente a 5° (linear por partes)

Substituindo estas expressoes em (4.2.1) - (4.2.6), obtemos:

ty
min [P = /ﬂ 9z, u, 1)dt + S22, Tindiv ), (4.2.12)
2]

sa:  eph{t) — file,u,t) =0, (

Yo (Tj1) = 0, (
l,l)f,(:cjnd;u) =0, (4.2.15

Timin(ti) € T3 € Timaz(ti), {

(

Ukmin{ti) € Ur € Ukmar(ti).

Lembremos que a expressdo {4.2.13) € vélida para todo ¢ pertencente ao intervalo [ig, 5] € ¢
é determinado por (4.2.8). Futuramente, estas informacdes serdo omitidas para facilitar a
escrita. Chamemos a atengao que as condigdes (4.2.3) - (4.2.6) transformadas em (4.2.16) -
(4.2.17) valerio apenas nos pontos 1;.

Aplicando a estratégia de penalizagio simples descrita na Segéo 3.2.1 obtemos o seguinte

subproblema:

i t '
min IP = / ! glz,u, t)dt + (21, Tindiv) + P'/t. ! (w;.-b,-(t) - fl(m,ust))z dt +
1+

to

P (%P(wﬂ))z + g (d’_fs(xjndiu))z ’ (4218)
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sa:  Ciminlt) € 25 < Times(ts), (4.2.19)
ukmin(ti) g Uki S 'ukmaa:(ti)- (4220)

Derivando a expressao (4.2.18) obtemos as informagdes de primeira e segunda ordem

de IP :

oIP . ag a ) df;
s = | gt (zubi) = filz, u,0) (apbq o, )m
2 a'abfs .
P'l’ﬂf(“’n) - + 2P¢fs($mdw) 5 (4.2.21)
Lpe pq
alP ty g ty ; aof,
Bure = o Bukb m(t)dt + 2p L (a:ub,-(t)"f:(:r,u,t)) (-3—&. ) (4.2.22)

O*IP tr  O% 5%
ik J— —b, ()b, {t)dt + +
a“"’pmazqu ty 0Ty 0T, n()0(1) 0%py4, 0Ty

2 [ (&mbql(t) 20 0)) (B 0) — b)) e+

n P

29 1" (2u80) = o) (= 5o gt (0, (0)) dt 4
(2t 2o
2p Y

52
+ 'ﬁbﬁr(le)g—"&_) +

O p,q, OTpyq Tpygr azqu
Opsy Oy, _ 8% ;s
2 (az,,m 0%y, *"’f’(%dw)m » (4.2.23)
&*IP tr g
3ukm3:cpq '/:o 3ukampbq(t m{(t}dt +

to

2 f’( 31{‘ m(t)) (&;,,b (t) - af‘b()) dt +

% f:' (zubl(t) - f;(x,u,t))( a—f g; (t)bm(t)) dt, (4.2.24)
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orIP IP
= 4.2.

62I_P ty 829
P b, ()b, ()2
8u“‘:l]""ll aukzmg ty 3uk!8uhb 1( ) 3( ) +

2 : (_%b’"‘(t)) (ﬂ 68ulz bm’(t)) o
ty f o
2“’]1;0 (.:r,';gb,»(t) - f:(xaust)) (—ng‘:

bm1 (t)bm'z (t)) dt.
(4.2.26)

4.2.1 Aspectos Computacionais

Introduziremos a notagio computacional para deixar clara a utilizagio do algoritmo BOX.
As varidveis de busca serao designadas por X(.) e N = (ncontr + nest)ndiv sera a di-

mensiac do problema. A atribui¢io dos valores serd feita da seguinte formas:

X((p—=Dndiv + q) = 4, (4.2.27)
X ({nest + k— Lndiv + m) = ugm. | (4.2.28)

De forma semelhante estruturamos os vetores limitantes L(.) e I/{.):

L{(p— Vndiv + ¢) = 2pmin(ty), (4.2.29)
U(p— Dndiv + ¢) = Zpmas(ty)s (4.2.30)
L{(nest + k — L)ndiv + m) = ugmin{tm), (4.2.31)
U ((nest + k — V)ndiv + m) = tgmas(tm). (4.2.32)

Os valores da fungio F, do vetor gradiente G e da matriz hessiana B, explicados na

Se¢ao 3.3, sao calculados com auxilio das férmulas (4.2.18) - (4.2.26), desta maneira temos:

F=1IP, (4.2.33)
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oIP

— indi = 4,2.34
G{(p — l)ndiv + q) 5z, ( )
IP
G ({(nest +k — Lindiv +m) = 0 , (4.2.35)
i aukm
1P
B — Dndiv + g1, {pz — indiv + ¢3) = ———, (4.2.36)
({(;n—1) 1. {p2 — 1) 2) = 3 S .
B((p— Lndiv + q, (nest + k — 1)ndiv + m) = —2LF (4.2.37)
- ) es —~1ndiv + m) = ———co 2.
P " &\ 0% pgOtiim
. . d*IP
B(nest+ k-~ 1)ndiv+m,(p— lindiv +q) = ——, (4.2.38)
6ukm6xm
. . H*IP
B{(nest + ki — l)ndiv + mq,{nest + k; — U)ndiv + m,) = (4.2.39)

3uk1m1 6uk2m2 )

O programa foi implementado tendo como base o algoritmo de penalizacdo da Secdo

3.2.1, que mais detalhadamente pode ser escrito como:

l.p=a>0,8>1, Xy € R (ponto inicial) , I F,n; = —00 , k = 1. Consideremos

X com a estrutura definida em (4.2.27) - (4.2.28);

. Resolver, com use do BOX, o problema {4.2.18) - (4.2.20), considerando p = py,

tomando X;_; como ponto inicial ¢ obtendo como solugio X ;

. Calcular a medida das violagses:
t ‘ 2
viol = L! (Z'ube(f) - fl(mvuat)) dt + (Por (£,1))° + (Vss(Tinain))’;  (4.2:40)

. Calcular a medida do progresso da otimizagao:

[IP ~ 1P|

AIP = 7B

(4.2.41)

. Se solugao X satisfizer algum dos seguintes critérios:
o viol < Tol - violacdo aceitdvel e AIP £ DIP - progresso irrelevante.
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e k 2 kmaz - numero maximo de iteragoes.

entdo parar, caso contrario fazer pyy1 = Bpr » [Py = IP  k — k+ 1 e ir para (2).

Qs parametros de controle do programa: Tol, DIP, kmaz e ndiv devem ser colocados
num arquivo de entrada e as seguintes informacdes deverdo ser especificadas atraves de

sub-rotinas:
¢ dimensao do problema de controle: nest, ncontr, nrest e aresf.
e iy e t; - tempos inicial e final.
e valor de g(z,u,t), f{z,u,t) e de suas derivadas primeiras e segundas.

o valor de ¢(z(t), x(ts)), Yo(z(ta)), ¥s(z(¢s)) e de suas derivadas primeiras e segun-

das.
o valor das fungdes Tmau(t), Zmin(t), Umas(t) € Umin(l).

As integrais que aparecem nas férmulas de I P e de suas derivadas sdo calculadas nu-

mericamente usando a sub-rotina QUANCS de [6].

4.3 Meétodo U

min IP = ¢{z(tp), z(ts)), (4.3.42)
8.4 ’(bg(:r(tg)) = 0, (4343)
¥5(a{ts)) =0, (4.3.44)
onde z(t) é uma fungdo de u(t) e de zo definida implicitamente por:
.’B(to) — Ig = 0._.
{ i — f(z,u 1) =0, (4.3.45)

31



com u(t) e zq satisfazendo as seguintes restrigbes de canalizagao:

wmin{t) € w(t) € Umas(t), (4.3.46)

Tomin < To < -rOmax(t)- E (4347)

Para transformar (4.3.42) - {4.3.46) em um problema de dimensao finita, facamos ug(?) €

S“d‘”, ou seja:

uk(t) = Uk;b"(t]. (4348)

Temos agora o problema dependendo das varidveis zq; e k. Como o problema apre-
senta restri¢cdes gerais de igualdade, usaremos a fécnica do Lagrangiano aumentado pro-

posta na Secdo 3.2.2. Desta forma, montamos o problema:
min IP = §(x(to), 2(ts)) + dortbor + Assthrs + p (3 +¥2,) (4.3.49)

onde z(t) é funcio de (zo;, Ux:), definida implicitamente por (4.3.45), com ux = ugibi(t) e

Ugmin{ti) € Ugi S Ukmaz(ti), (4.3.50)

Tojmin < To; < Zojmas- (4.3.51)

Como foi feito no método anterior, determinemos as derivadas primeiras e segundas de
IP com relagdo as varidveis zo; e ;. Neste trabalho iremos utilizar somente fungoes ¢

que podem ser escritas como ¢(z(tn), z(ts)) = do(z(ta)) + ¢5(x(ts)) € as férmulas abaixo

foram escritas considerando esta separagao.

Derivadas primeiras:

JIP _ 0po . 08, Oeylty)
Bxo; ~ Dmo;  Ozy{t;) Oz

6 o 3 L] BIPt
+ (Aor +29w°")3i0j Qe+ 2085,) (3;:)(1;1') a"’(":)) ,

(4.3.52)
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Ozy(t)

é obtida da integragio do sistemna:
3.1‘0J'

onde a fungao

8z ,(to)

axoj = % (4.3.53)
amp afp aﬂ:
( Do, ) Gz, 3% (4.3.54)
OIP 8¢y Ox(ty) Opss Ozplty)
ukm  Oz,(t7) Oupm + {Azs + 2p%4,) B5,(t;) Busm )’ (4.3.55)
onde :
&Bp(tﬂ) .
Qurm (4.3.56)
d (8z,() _ 0fp 0zu(t)  8fp
dt ( Bukm ) - axu aukm + 3uk(6hb‘(t))' (4.357)
Derivadas segundas:
821 P _ g 6$pl(tf) 62¢f 6$p2(t_f) N dd; 62$p1(tf)
Ozq;02q, d20;020p Bzg; Oz, (t1)02,,(t;) Oy Bz,,(1;) O0;0%0p
Fifor For 1o,
2 6%: aznp +or + 2p¢°’)axgjaxo,,

9 ( 311);, azp-l(tf))( a’)bfa 8zP2(tf))+
Oz, (tg) Ozo; 0z,,(ty) Oxop
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Oz, (2) 6211;;, 0y, (ts) Ohys azwm(tf))
Ais + 2p%+s £1 2 ,
s+ 2001 )( Bo0; Fop(ir)0am(E) G20y | Gopy(ty) Orosdscy
(4.3.58)
2
onde Q%l—(t) ¢ obtido atraves da integragao do sistema:
3:1:03-(:?3:0?
6237?1@0) _ .
Bx_g_jaa:op = {4.3.59)
i 8z, (1) _ 8fp Bu.lt) 8z, (t) 3y Ozu(t) (4.3.60)
3$DJ-33:0P - BIU 5:1:0_?-81:03, 8301 6:1:1,189:,& 83:0,, o
FIP  _ 0Oz,(t) 84, Oz5,(ty) B¢s Bz, (1)
31.&}517;8303' N 8Ukm Ba:pl(tf)axm(tf) onj 6xp1(tf) Bukmamoj
A .
Ozp, (tr) Ourm | \Ozp(ts) Oxo;
Op, (ts) 0% 4 0zp,(ty) | OYys 0% (ff))
)‘ . +2 . 1 Pa " ,
Qe+ 2001 )( Butm D2y ()02p(t)) O2o; | Dy (t7) Ditpmo;
(4.3.61)
onde:
a xm (tﬂ)
3ﬂkm 520 =0, (4.3.62)
(_"‘)2:;:1\,1 Bfm 0%z, (t) 07y, (1) BPfp  Ozy(t) +
6'!.“;,“62703 0z OUgmOTo; Otrm 0Ty, dzy, Oxoj
2
O fn Oxt) (4.3.63)

(8ubi(t)) Oupdz, Oxo;
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Pela simetria da hessiana temos:

D*IP o*IP
= . 4.3.64
E?ukm 61‘03‘ 6x0j8ukm ' ( )
g* 1P _ Oza(ty) ey Jp,(t1) + 8¢;  Bzuf{ty) N
aukﬂm 6uk2mz auh my axm (tf)amm(t.f) 6“"-‘2”‘*2 a‘IPi (tf) au‘klml 8uk2m2
% Ib1a 3%(*:)) Rbpa_Ozm(ty)) |
627;,1 (t.f) auklml aIPﬁ (tf) auhmn
dzp (t4) 1pys Szp,{ts)
,\ s . 7 P2
( ! * 2191/))' ) ( aukzmi axm(tf)axm(tf) auhm: +
Obys By (ty)
azm (tf) Bukl LG auk2m2
(4.3.65)
onde:
o _ 0 Tp ) (tﬂ) '
=0, 4.3.66
3‘uklm1 auhm, ( )

d 82:::,,1 t) c‘i‘f,,,1 ?z,(1) + Oz, () fp, Oz,(t) N
Oigy g Othkymy 0y Fugmy Mkgm,  Cikymy 0T, 0Ty, Ttgam,

2
(B b (0) (BB (6) + (B (1)

Oz, (t) 8 fp
Ok, i, 0Ty, Oy,

62fP1 amm(t)+
Oug, 02y, Qtiiym,

{812ia by (1)) (4.3.67)
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4.3.1 Aspectos Computacionais

Como na Segdo 4.2.1, iremos designar X(.} como variaveis de busca e a dimensao deste

problema serd N = nest + nconir x ndiv, As atribuigOes serio feitas da seguinte maneira;

X(j) = 205,
X (nest 4+ (k — ndiv + m) = ugn,
L(j) = Tojmin,
U(3) = Zojmaa

Linest + (k— L)ndiv + m) = tgmin(tm ),

U (nest + (k — Undiv + m) = tkmar{tm)-

Valor da fungdo:

F=1IP
Vetor gradiente:
. OIP
G(J) - azﬂjs
G{nest + (k — L)ndiv + m) = gip :
km

Matriz hessiana:

(4.3.68)
(4.3.69)
(4.3.70)
(4.3.71)
(4.3.72)

(4.3.73)

(4.3.74)

(4.3.75)

(4.3.76)

(4.3.77)



F*IP

B (},nest + (k - l)ndw + m) = m’ (43?8)
Q*Ip
= ' ) = ——— 4.3.
B(nest + (k = 1)ndiv + m, j) E P (4.3.79)
: , ;1P
B(nest + (ky — l)ndiv + my,nest + (k; — 1)ndiv + m,) = (4.3.80)

auklml 3uk2m2

O algoritmo do Lagrangiano aumentado, visto na Se¢do 3.2.2, adaptado para este caso,

sera escrito como:

Lpw=a>0,8>1, X, € RV (ponto inicial) ,3] € R, A% ¢ R,
1P, = —o0, viol,; = oo, & = 1. Consideremos X com a estrutura definida em

(4.3.68) - (4.3.69);

2. Resolver, com uso do BOX, o problema (4.3.49) - (4.3.51), considerando p = py,

tomando X;_; como ponto inicial e obtendo como solugio Xy ;

3. Calcular a medida das violagGes:
viol = (Yor(211))* + (¥s(zsnai))’; (4.3.81)

4. Se Vviol > 0.1v/viol,,.: entdo fazer pp «— Bp; e ir para (2), caso contrario continuar;

5. Calcular a medida do progresso da otimizagao:

|[IP — 1P, .}

AIP = T

(4.3.82)

6. Se solugdo X; satisfizer algnm dos seguintes critérios:

o viol < Tol - violagio aceitavel e AIP < DIP - progresso irrelevante,

e k 2 kmaz - nimero maximo de iteragdes.
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entdo parar, caso contrario fazer:

A5FE = AF + prbo(z(to));
A =0k 4 o pla(ty));
Pr+1 = Prs

IPant = -[Ps

v10lne = v10L;

k — k+1 eir para {2).

(4.3.83)

Como no método anterior, os parametros de controle do programa: Tol, DIP, kmaz e
ndiv devem ser colocados num arquivo de entrada e as seguintes informacoes deverao ser

especificadas através de sub-rotinas:
¢ dimensio do problema de controle: nest, ncontr, nresi e nresf.
¢ {5 e t; - tempos inicial e final.
e valor de f(z,u,t) e de suas derivadas primeiras e segundas.

» valor de ¢(z(to), z(ts)), Yo(z(to)), ¥y(x(ts)) e de suas derivadas primeiras e segun-
das.

o valor das fun¢des Umar(t) € Umin(t).

Para integragdo das equagdes diferenciais que aparecem na férmulas de /P e de suas

derivadas, utilizamos a sub-rotina RKF45 descrita em [6].
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Capitulo 5

Testes Realizados

5.1 Introducgao

Os testes realizados neste capitulo tém por objetivo validar os programas implementados.
Nao ¢ nossa intencao comparar entre si os métodos do capitulo anterior, nem comparar a
performance de nossas sub-rotinas com a de outras disponiveis na literatura. Construimos
uma ferramenta numeérica para determinac¢io do controle étimo de sistemas dinamicos e
queremos mostrar o quanto esta ferramenta € eficiente.

Alguns dos problemas que enunciaremos a seguir foram resolvidos por algoritmos desen-
volvidos por outros autores, utilizando filosofias distintas, como por exemplo o método do
gradiente com restauracdo (problema 5). Como a solugdo analitica da maioria dos proble-
mas de controle 6timo é extremamente dificil, os dados numéricos provenientes de outras
fontes serao muito utels na avaliagio da qualidade de nossos resultados. Cada teste sera
apresentado de acordo com o seguinte roteiro: descrigio do problema ; referéncia onde
o problema foi encontrado ; transformacdo para os formatos XU e U ; tabelas e graficos
e no final um breve comentario. "A secdo final consta de comentarios gerais para uma
utilizagdo eficiente das sub-rotinas.

Diividas sobre a nomenclatura usada nas tabelas e nos textos que se seguem, devem ser
esclarecidas nas Segdes (3.3), (4.2.1) e (4.3.1).
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5.2 Problemas Resolvidos

Qs algoritmos, inicialmente, foram usados com as seguintes tolerancias para os critérios

de parada:
o Método XU : Tol=2.0x 1073 ; DIP =1.0 x 107% ; kmaz = 8.
® Método U: Tol=1.0x10"% ; DIP =1.0 x 1078 ; kmaz = 8.
e com os seguintes parametros de penalizagio:
o Método XU:a=1;8=10.
e Método U:a=1;8=10;A3=0;X%=0.

Com o objetivo de melhorar os resultados, em cada teste os valores destas tolerancias
foram ligeiramente modificados.
As implementacdes dos algoritmos foram realizadas em linguagem Fortran e executadas

num PC - Pentium 120 MHz.
Problema 1 - Sistema Mola-Massa

Descri¢io: O objetivo é determinar um controle que, num intervalo fixo de tempo,
reduza as oscilagdes e deformagoes de um sistema mola-massa. O sistema que est4 preso no
teto e apresenta somente movimento verticai é perturbado por uma forga p. No modelo, z,
representa a deformacio da mola, z; a sua velocidade e u a atuagao do controle com valor
limitado . Tanto a constante de deformacéo da mola, quanto a massa, foram considerados
com valor unitario.

Referéncia: modificagao de problema proposto em [4].

Formato x,u:

20
min [P = [ 22(t)dt, (5.2.1)
0
S.a.
5(0) =1, 22(0) =0, (5.2.2)
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& = 22, (5.2.3)

Ty =—21 +p+u, (5.2.4)
—1<u(t) <1, (5.2.5)
Formato u:

min {P = z5(20), (5.2.6)
s.a:
(0} =0, {0} =0, z3(0) =09, (5.2.7)
£ = z9, (5.2.8)
Iy =—xy+p+u, (5.2.9)
i3 = 3, (5.2.10)
“1<u(t) <1 (5.2.11)

Os resultados estdo apresentados nas Tabelas 5.2.1 - 5.2.3 e nas Figuras 5.2.1 - 5.2.3.

Comentarios: Analisando as tabelas, que nos informam o esforgo computacional, pode-
mos verificar que os algoritmos se mostraram bem eficientes na solugao deste problema
simples. E interessante notar que, apesar da dimensio do problema e do nimero de
iterages serem maiores no caso XU, os tempos de execugao foram iguais, revelando desta
forma o grande esfor¢o computacional para se calcular a fungdo e derivadas no método U,

As Figuras 5.2.1 - 5.2.2 mostram que os métodos chegaram a solugdes muito préximas.
E pela ultima figura podemos ver a grande melhora que os controles, determinados nu-

mericamente, causaram no nivel de oscilacdes do sistema.
Problema 2 - Movimento de um Ponto numa Reta

Descricao: Seja um ponto material com massa unitiria, movendo-se numa reta, tal
que no instante inicial ¢ = 0 encontramos gsua posi¢do r, = 1 e sua velocidade z3 = 1.
Queremos determinar uma forga limitada u(t), capaz de conduzir o ponto a origem, com

velocidade nula, no menor intervalo de tempo.
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[ Método [ndiv| N] IP | Tempo (s) |
X,U - linear | 30 {90 | 8.502 7
U-linear | 10 {12 8336 7 |

Tabela 5.2.1: Comparacio de resultados para o problema 1

| k [Kont l Nafl I ! IP l viol —|
1 2 3 I 2036 | 1.8068
2 3 10 | 6.645 | 0.0800
3 3 4 100 | 8.165 | 0.0024
4 3 4 1000 | 8.502 | 0.0009

Tlw el -1 — |

Tabela 5.2.2: Resolugio do problema 1 - método XU

[k | Kont| Naf| p| IP | viol |

[i] 5 [ 7 T1718.3360.000 |

Tabela 5.2.3: Resolugao do problema 1 - método U
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Figura 5.2.2: Curvas 6timas para o problema 1 - método U
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5 0 15 %0
tango

Figura 5.2.3: Comparacio das curvas de estado - problema 1

Referéncia: [4].

Aplicando a lei de Newton construimos o seguinte problema:

min IP = t;, (5.2.12)
s.a:
1(0) = 1, 22(0) =1, z1(d5) =0, za(ty) =0, (5.2.13)
T = Tz, (5.2.14)
I3 = U, (5.2.15)
_1<u(t) < 1. (5.2.16)

Como temos um problema de tempo minimo usaremos as técnicas da Secio 2.5, as
quais nos permitirdo escrever os proximos enunciados.

Formato x,u:
min [P = z3(1), (5.2.17)
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1(0) =1, z2(0) =1, z3(0) >0, (5.2.18)
z(1) =0, z(1) =0, (5.2.19)
I = r2T3, (5.2.20)
&, = uzs, (5.2.21)
a3 = 0, C(5.2.22)
~1<u{t)< L (5.2.23)

Formato u: igual ao formato x,u.

Os resultados estdo apresentados nas Tabelas 5.2.4 - 5.2.7 e nas Figuras 5.2.4 - 5.2.6.

Comentdirios: Este problema tem solugdo tnica € o controle étimo é do tipo bang-
bang ou seja, u(t) admite somente o8 valores extremos de suas restri¢des. Apesar da
Tabela 5.2.4 mostrar que os indices de performance obtidos possuem valor préximo do
tedrico, os graficos da Figura 5.2.5 indicam uma certa distancia entre as curvas de controle.
Aumentar o valor de ndiv, para os dois métodos, iria fazer com que os controles obtidos
ficassem mais perto de um bang-bang, entretanto o aumento do custo computacional e a
irrelevante melhora de I P tornam este procedimento pouco recomendavel.

Na Tabela 5.2.5, da mesma maneira como na Segdo 3.4, podemos perceber que o al-
goritmo do Lagrangiano aumentado, no qual foi baseado o método U, alcanca violagdes
aceitdveis sem fazer com que o valor de p cresca demais.

Neste teste, para o método U, realizamos experimentos com trés bases diferentes: cons-
tante por partes, linear por partes e splines cibicas. O resultado para estas aproximacdes
¢ mostrado na Tabela 5.2.7 e na Figura 5.2.6. Pela figura notamos que o controle obtido
com as splines ciibicas, viola as restrigdes —1 < u(t) < 1. Este fato foi discutido na Secédo
4.2 , onde determinamos que as restricdes de canalizacio, apds a parametrizac¢do, iriam

valer somente nos pontos de divisio do intervalo.
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| Método [ndiv| N | IP | Tempo (s)
X,U - linear | 100 | 300 | 3.648 346

U - linear 10 12 | 3.485 187
tedrico — — | 3.449 —

Tabela 5.2.4: Comparagao de resultados para o problema 2

[ k] Kont [ Naf] p | IP | wiol |
| 4 3 L 1.885 | 2.9576
2 4 7 10 1 3.682 | 0.0034
31 13 14 | 100 | 3.507 | 0.0024
41 20 | 21 | 1000 | 3.648 | 0.0019

Elajal -] =] = |

Tabela 5.2.5: Resolugio do problema 2 - método XU

[k Kont|[Naf] p | IP |  wid |

T] 7 [ 20| 1 |28 265x10"
2] 3 | 4 | 1 [3.403 426 x10°
3] 2 | 3 | 10 [3477 3.66 x 105
3] 2 | 3 | 10 |3.483 | 3.83 x 10~
3] 2 | 3 |100|3.485 383 X 10°7
[zl 16 [8[—] — — |

Tabela 5.2.6: Resolu¢do do problema 2 - método U

| Aproximagio | ndiv | TP | viol | Tempo (s) |
constante 10 [3.621 [7.97 x 10°° 121
constante 20 | 3.456 | 3.85 x 10~ 201
linear 10 |3.485 [3.83 x10~° 187
spline 10 | 3.465 | 3.71 x 10~° 97

Tabela 5.2.7: Aproximagdes para o0 método U - problema 2
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Figura 5.2.4: Curvas de fase para o problema 2
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Figura 5.2.5: Controles obtidos para o problema 2
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Figura 5.2.6: AproximacGes para o método U - problema 2

Problema 3 - Controle de Sistema Instavel

Descrigao: O sistema linear deste problema apresenta autovalores reais, sendo um deles
positivo, o que significa que as equagbes do sistema apresentam um termo que cresce
exponencialmente. O controle sera projetado de modo a estabilizar o comportamento das
variaveis.

Referéncia: modificagdo de problema proposto em {7].

Formato x,u:

min IP = / ’ (222 + 23 + 0.54%) dt, (5.2.24)
0
S.a.
21(0) = —4, z3(0) =4, (5.2.25)
z4(5) = 2, (5.2.26)
&) = 13, (5.2.27)
& = 971 — Ta + u. (5.2.28)
(5.2.29)
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Tedrien ——
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Métody XU -=---=--

U

Figura 5.2.7: Controles obtidos para o problema 3

Formato u:

min [P = z3(5),

5.4:

z1(0) = —4, z,(0) = 4,
z2(8) = 2,

Ty = Ty,

Iq =2&1 — 2y + U,

T3 = 227 + £} + 0.5u°.

Os resultados estio apresentados nas Tabelas 5.2.8 - 5.2.10 e na Figura 5.2.7.

(5.2.30)

(5.2.31
(5.2.32
(5.2.33
(5.2.34
(5.2.35

Comeuntarios: As etapas para determinagao analitica do controle 6timo deste problema

foram expostas no Capitulo 2. O objetivo de inclui-lo nesta se¢ao é mostrar a eficiéncia

e simplicidade da resolugao nimerica em relagao is técnicas analiticas.

Observamos valores elevados na coluna Naf da Tabela 5.2.10, causados provavelmente

por problemas na integragiac do sistema de equagdes diferenciais. Apesar do sistema
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| Método |ndiv| N | IP | Tempo (s) |

X,U - linear | 200 { 600 | 43.13 75
U - linear 10 12 | 43.13 40
tedrico — — | 43.16 —

Tabela 5.2.8: Comparagdo de resultados para o problema 3

[k [ Kont [ Naf| p | IP | wiol |
1] 3 4 1 [13.20{6.3314
21 3 4 10 | 30.19 | 0.5591
3] 2 3 | 100 | 41.25]0.0109
4 4 5 | 1000 | 42.95 [ 0.0012
5| 6 7 | 10000 | 43.13 | 0.0009 |
] — [ - — ]

Tabela 5.2.9: Resolugao do problema 3 - método XU

(k| Kont|Naf| p | IP | viol |
1] 7 8 [ 1 [40.71 [8.59 x 1071
2 8 1178 1 [42.61 |2.49 x 10-2
21 6 7 | 10 | 43.07 | 2.87 x 10~%
2( 5 [151 (100 | 43.12 | 2.84 x 10~°
3] 5 1156100 | 43.13 |2.90 x 10-®
s 38 {s0]—] — ] — ]

Tabela 5.2.10: Resolugio do problema 3 - método U
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original ser simples (linear), tivemos que acrescentar a variavel auxiliar z3 para computar
o indice de performance (ndo linear}, o que alterou significativamente a estrutura das
equagoes.

Devemos lembrar que de acordo com os critérios de parada dos algoritmos, as restrigées
podem nao estar sendo totalmente satisfeitas, o que justifica a obtencdo numérica de va-

lores de I P melhores que o tedrico.
Problema 4 - Sistema com Restrigoes Nao Triviais de Estado

Descri¢ao: Sistema linear simples, que tem como objetivo testar o desempenho dos
algoritmos na resolucdo de sistemas cormn restrigées nas varidveis de estado.
Referéncia: [17] e [10].

Formato x,u:

min JP = fo 1 (22 + 22 + 0.0054?) dt, (5.2.36)

§.a:
£1(0) =0, z(0) = -1, (5.2.37)
&y = T3, (5.2.38)
&2 = 23 + u, (5.2.39)
za(t) —8(1 - 0.5)* + 0.5 < 0. (5.2.40)

Formato w:
min IP = z4(1), (5.2.41)
s.4.

£(0) = 0, 2,(0) = —1, z3(D) =0, 4(0) =0, (5.2.42)
z3(1) = 0, (5.2.43)
&1 = 23, (5.2.44)
Ey = T3 + uy, (5.2.45)

x’a = (.‘1?2 — S(t - 05)2 + 0.5+ 'u.g)z, (5.2.46)
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i4 = 22 + z2 4 0.005u3, (5.2.47)
uz(t) > 0. (5.2.48)

Os resultados estao apresentados nas Tabelas 5.2.11 - 5.2.14 e nas Figuras 5.2.8 - 5.2.10.

Comentarios: Pelos graficos e pelas informagdes da Tabela 5.2.11, podemos concluir que
os algoritmos foram bem sucedidos na resolugao deste problema. Entretanto, os dados das
Tabelas 5.2.12 € 5.2.13 apontaram algumas diferengas em relagio aos resultados anteriores.

No método XU tivemos que considerar § = 2 para obter um /P préximo do esperado.
Para B = 10, como nos casos anteriores, o processo finalizava apresentando um valor
de IP cerca de trés vezes mailor que o desejado. Neste caso, como conheciamos o valor
otimo, pudemos alterar os parameiros de modo a obter solugdes favoraveis. Num caso
geral poderemos nao ter dados suficientes para modificar os parametros do processo de
otimizacio e desta forma teremos que nos contentar com um possivel minimo local.

Este problema foi proposto e resolvido numericamente em [17]. Dentre as diversas
solugoes numeéricas apresentadas para este problema, escolhemos, para comparacao, os
resultados mais recentes obtidos em [10]. A medida de violagdo das restrigdes apresen-
tada em [10], ndo € compativel com a usada em nosso trabalho, portanto, somente pela
Tabela 5.2.11, ndo podemos dizer que nossos resultados sdo melhores.

Assim como no problema 2, realizamos neste caso, para o método U, experimentos com
diferentes bases. Os resultados podem ser analisados na Tabela 5.2.14 e na Figura 5.2.10.
Notamos, para o caso das bases constantes por partes, com ndiv = 10, que o resultado
obtido é bem discrepante. Isto ocorre sempre que temos um controle étimo distante do

espago S™HV,
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{ Método [ndiv| N | IP | Tempo (s) |
X,U - linear | 200 | 600 | 0.1878 450 |
U - linear 20 | 120 ) 0.1773 345
ref (10] | 20 | — |0.1816 | —

Tabela 5.2.11: Comparagao de resultados para o problema 4

1 k ‘ Kont f Naf| p [ IP T viol {
1 3 4 1 | 0.5440 | 0.0407
21 33 34 { 2 | 0.1875 | 0.0041
3 9 10 { 4 10.1888 | 0.0620
4 13 14 { 8 | 0.1878 | 0.0013

(zis8l62j—-] - | — |

Tabela 5.2.12: Resolucao do problema 4 - método XU

| k| Kont [ Naf| p | IP viol |
1 5 6 1 ]0.0900 | 1.02 x 102
2 5 6 1 10.0903 {1.11 x 10™°
2 4 5 10 | 0.1447 | 7.95 x 107°
3 4 5 10 10.1622 | 4.54 x 10~°
3 4 5 1100 ]0.1773 | 2.00 x 10~*
xl 2 jao| -] — [ — ]
Tabela 5.2.13: Resolugao do problema 4 - método U
{ Aproximagdo | ndiv | IP | viol | Tempo (s) |
constante 10 | 4.5002 | 4.41 x 10~° 115
constante 20 10.1891 [ 3.21 x 1071 481
linear 10 |0.1858 | 7.64 x 10~2 168
spline 10 | 0.1806 | 3.68 x 10~° 236

Tabela 5.2.14: Aproximagoes para o0 método U - problema 4
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Figura 5.2.8: Variavel de estado z; - problema 4
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Figura 5.2.9: Controles obtidos para o problema 4
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U

Figura 5.2.10: Aproximacées para ¢ método U - problema 4

Problema 5 - Sistema Nao Linear com Restrigao de Estado

Descrigao: Este é outro teste onde a variavel de estado é limitada. A diferenca é que

neste caso, o sistema é nao linear.
Referéncia: [19].

Formato x,u:
1
min IP = ] (3:2 + u2) dt,
1)
5.4
z(0)=1, (1) =1,
&=zt -u,
z(t) > 0.9.
Formato u:

min TP = z4(1),
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(5.2.49)

(5.2.50)
(5.2.51)
(5.2.52)

(5.2.53)



S.4a.

3:1(0).'= 1, 23(0) =0, z3(0) =0,

(5.2.54)
(1) =1, (5.2.55)
i = 2? —u, (5.2.36)
33 = (21 — 0.9 + ug)?, (5.2.57)
T3 =22 +ud, (5.2.58)
u3(t) < 0. (5.2.59)

Os resultados estao apresentados nas Tabelas 5.2.15 - 5.2.17 e nas Figuras 5.2.11 - 5.2.12.

Comentérios: Quanto ao comportamento dos algoritmos, ndc notamos nenhuma anor-
malidade. Podemos observar no grafico da Figura 5.2.11 que mesmo para Tol = 1.0x 107%

a restrigao de z, > 0.9 é ligeiramente violada.

Problema 6 - Transporte de Container

Descrigao: Temos um problema real ¢ bastante complexo que consiste em transferir um
container de um navio para um caminhdo. Fixado um tempo compativel com as outras
tarefas do porto, o objetivo é projetar um controle para os motores, de tal maneira que
a etapa de transporte seja realizada, por motivos de seguranga, com o menor nivel de
oscilagdes. Por se tratar de um problema pritico, iremos observar limites no controle
(velocidade dos motores) e no estado (limites fisicos).

Referéncias: [22] e [10].

Formato x,u:

: 1

min [P = -2—./0 (wlmg(t) + wgazg(t)) dt, (5.2.60)
8.a:
117(0) = [01I21 0: 01 —Z5mazs O]Ts (5.2.61)
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[ Método | ndiv| N | IP ] Tempo (s} ]

X,U - linear ! 50 | 100 | 1.6554 10
U - linear 10 | 23 | 1.6544 44
ref. [19] 11 | — | 1.6564 —

Tabela 5.2.15: Comparagio de resultados para o problema 5

[ k | Kont | Naf| g [ IP | Uioﬂ
1 2 3 1 |1.0479 | 0.2146
2 2 3 10 | 1.5296 | 0.0084
3 6 7 ( 100 | 1.6469 | 0.0046
4 15 16 | 1000 | 1.6554 { 0.0001

(2125 [29] = [ — [ = |
Tabela 5.2.16: Resolugdo do problema 5 - método XU
'k | Kont| Naf| p | IP | viol |
1 3 4 1 }1.5361 | 5.21 x 10~*

2] 3 4 [ 1 [1.5371 | 5.95 x 16—°
2 4 5 | 10 | 1.6064 | 1.51 x 10~°
3 6 7 ] 10 [1.6320 | 6.12 x 107°
3 6 7 1100 [ 1.6523 | 9.00 x 10~19
Z] 2 [21 | —| — [ — |

Tabela 5.2.17: Resolu¢do do problema 5 - método U
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Figura 5.2.12: Controle para o problema 5
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5-"'(tl) = [d1313$ 03 Tamars O:O]Ta (5262)

Iy = Ty, (5.2.63)
&y = zs, (5.2.64)
I3 = Ts, (5.2.65)
4= uy + b1g2s, (5.2.66)
T5 = ug, (5.2.67)
76 = _;1__2_ [163 + (1 + 61)g@s + 2zswe] (5.2.68)
[Z4(t)] < Tamaz,  [#5(E}] < Tsmars (5.2.69)
[ui1(t)] € timaz,  Yomin < 2 < Ugmaz- (5.2.70)
Formato u:

min [P = zg(t1), (5.2.71)

s.a
z(0) = [0,1,0,0, —Tsmaz, 0,0, 0]7, (5.2.72)
z(t1) = [dr, 13,0, Z4mar, 0,0, 0, livre]”, (5.2.73)
&1 = T4, (5.2.74)
T3 = Ts, (5.2.75)
i3 = s, (5.2.76)
T4 = w1 + 61973, (5.2.77)
T5 = ug, (5.2.78)
Tg = —miz [a + (1 + b1)gzs + 2z524] (5.2.79)
b7 = (2 — 2d0p + ua)? + (23 — al0p +ua)’ (5.2.80)

5.2.81)
5.2.82)
5.2.83)

L 2 2
:Bg —_— ‘U.J]Ia + w2$8,
|U1(t)l S Uimaz: Uzmin S Uy < Uamazs

us(t) 20, ugt) 20.

-

onde og valores dos parametros sao:
Uimazr = Vimasr — 61ﬂmax{v‘2ma:n _U‘Emin}a
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Uzmin = Vamin + §2891maz,

Ugmaz = Vimaz = 028V1maz,

wm=wy=1, H, =9,

g=981, ;=22 I3=14, d, =10,

Vimaz = 2.98, Vamin = —0.831, vomez = 0.735,

Tamaz = 2.5, Tsmas = L. (5.2.84)

Os resultados estdo apresentados nas Tabelas 3.2.18 - 5.2.20 e nas Figuras 5.2.13 - 5.2.15.

Comentarios; O grafico da Figura 5.2.13, mostrando o baixo nivel de oscilagdes da
variavel z3 e a coluna [P da Tabela 5.2.18 indicam que obtivemos bons resultados. Em
relagdo aos algoritmos podemos dizer que o método XU apresentou comportamento nor-
mal, entretanto observando a Tabela 5.2.20 notamos que o método U mostrou alguns
pontos a serem comentados. Comegando com um controle qualquer, o algoritmo estava
encontrando dificuldades para diminuir as violagdes. Desta forma, tomamos como con-
trole inicial aquele obtido pelo método XU, acrescentado de uma pequena perturbagio.
Notamos ainda, pela tltima coluna que a violagio aceitdvel nao foi atingida, tendo o
programa terminado por melhora irrelevante. Para conseguir violagdes menores, a idéia
imediata é aumentar o valor de ndiv, contudo a pequena melhora nido compensaria mais
esforgos computacionais.

Como no problema 3, encontramos dificuldades para integrar os sistemas de equagdes

diferenciais, e isto pode ser notado pelos valores elevados de Naf na Tabela 5.2.20.
Problema 7 - Transferéncia de Orbita
Descricio: Seja um satélite em orbita ao redor da terra. Queremos determinar uma
forga propulsora de intensidade limitada, capaz de transferir este satélite para outra érbita,

no menor intervalo de tempo. As orbitas inicial e final serdo consideradas circulares e

coplanares, sendo a primeira localizada a 150 Km da superficie e a segunda a 250 Km.
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[ Método [ndiw| N | [P | Tempo (s) |
X,U - linear | 200 | 1600 | 0.005974 19893

U - linear 20 88 | 0.005794 7580
ref. [10] 20 — 1 0.005399 —

Tabela 5.2.18: Comparagao de resultados para o problema 6

| k| Kont [ Naf| p | IP | wiol |
I 3 4 1 {0.005549 { 0.0243
2 3 4 10 | 0.002355 | 0.0098
3| U 12 | 100 | 0.006604 | 0.0026
4 9 10 | 1000 | 0.005974 | 0.0002
(21 2% [30] —] — | — |

Tabela 5.2.19: Resolugao do problema 6 - método XU

| k| Kont [ Naf| p | IP viol l
1] 11 | 13 1 | 0.004131 | 4.76 x 10~*
21 12 | 13 1 [ 0.005317 | 2.24 x 10~®
2 4 7 10 {0.005705 | 1.66 x 107¢
21 12 [221] 100 | 0.005794 | 5.43 x 107
21 1 [109 | 1000 | 0.005794 | 5.43 x 10~*

(] 40 f363} — | — | — |

Tabela 5.2.20: Resolugio do probiema 6 - método U
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Figura 5.2.14: Controle u; para o problema 6
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Figura 5.2.15: Controle u; para problema 6

Aplicando a lei de Newton da gravitagio escrevemos:

B= ———rg 4 —, (5.2.85)

onde z = [z; z, z3]T é o vetor posicio e u = [u; u; us] é a forga propulsora. Devido a
queima de combustivel, a variagio de massa do satélite serd dada por m = mg — hpqt. A
quantidade G € a constante universal da gravitagio e M é a massa da terra.

Para enunciarmos ¢ problema nos formatos padrao iremos designar z = [z, 25 z¢]T.
Counsideraremos h,, hy, hse hy, constantes para mudanga de escala das quantidades.

Referéncia: problema ORBIT?2 de [3].

Formato x,u:

min 1P = z.(1), (5.2.86)
S.a
z(0) = [0,0,1,1,0,0,z7(0), 0}, (5.2.87)
z7(0) > 0, (5.2.88)
zg(1) = 0.0, (5.2.89)
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z3(1) + z3(1) + 23(1)

I
S Sl

z3(1) + 23(1) + z3(1)
2131(1]274(1) + .1'2(].)1'5(1)

2
r== \j‘r%+x2+$%s

m=1-—- hm;l':?t,

H

i

Z1 = hyT7Z4,
Iy = hyz725,

I3 = h, 277,

) h,z hru
$4=$7(g1- fl)a

rd m

. hIz h'U2
3:5:1:7(:'3 - :n ¥

z7 =1,

(]
-

ra(1)ze(l) =0,

. 2
Ty = (u§+u§+u§+u4—1) ,

1-54“) > 0.

Formato u: igual ao formato x,u.

onde os valores dos parametros sio:

re = 6371.0, ¢, =9.81 x 10737,
vo = :-_f, Cmo = 3000.0,
vy = 3.0, t, = 1.0,
g t.eq
= |3 h, = —2%
v'f Tf ’ g vorg’
+Yo taQt
h, = , hy = .
ro " €mo

ro = 1y + 150,
g = 3.333,

ry = 230 + 4,
=

(5.2.90)

(5.2.91)
(5.2.92)
(5.2.93)

(5.2.94)
(5.2.95)
(5.2.96)
(5.2.97)
(5.2.98)

(5.2.99)

(5.2.100)

(5.2.101)
(5.2.102)
(5.2.103)

(5.2.104)

Os resultados estdo apresentados nas Tabelas 5.2.21 - 5.2.23 e nas Figuras 5.2.16 - 5.2.18.
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{ Método [ndiv{ N| I[P | Tempo(s) ]
X,U - linear | 50 | 600 | 330.69 5580
U - linear 12 | 56 | 317.05 3639
ref. (3] — | — 315 —

Tabela 5.2.21: Comparagao de resultados para o problema 7

| k| Kont [ Naf| p | IP | viol |
11 33 [ 34| 1 {35018 {0.1373
16 | 17 | 10 | 335.36 | 0.0036
3] 21 | 25 ) 100 | 330.69 ; 0.0001

o jw[—=] =1 = ]

Tabela 5.2.22;: Resolucdo do problema 7 - método XU

] k ] Kont j Naf| »p ] IP ] viol ]

1] 4 3 1 ]100.00 ] 3.11 x 10-1
5 8 T [100.00 | 268 x 10~3
13 | 49 1 | 100.00 | 851 x 10™¢
10 | 17 | 10 | 100.00 | 7.85 x 10-%
1 2 | 100 [100.00 | 7.85 x 10~*
10 | 20 | 1000 [ 310.58 | 1.00 x 10~¢
17 | 22 | 1000 | 317.05 [ 9.00 x 102

[60 J123] — | — | — |

LA ] cod | ool 2| b2

Tabela 5.2.23: Resolugdo do problema 7 - método U
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Figura 5.2.16: Curva da transferéncia - método U
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Figura 5.2.17: Controles para o problema 7 - método U
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Figura 5.2.18: Controles para o problema 7 - método XU
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Figura 5.2.19: Comparacio das curvas de transferéncia
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Comentarios: As duas solugoes satisfizeram as restrigoes do problema, porém observa-
mos, comparando os métodos, a diferenca de quase 3% no valor de I P e as diferencas nos
formatos das curvas de controle. E interessante ressaltar que o comportamento de uy na
Figura 5.2.17 mostra que a forga propulsora trabalha quase todo tempo com sua poténcia
MAXima.

Notamos que, para valores pequenos de p, a solucdo obtida era tal que a varidvel z+,

com valores entre 100 e 1000, assumia seu limite inferior.
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5.3 Comentarios Finais

Através dos experimentos realizados foi possivel elaborar procedimentos para utilizagao

eficiente dos algoritmos desenvolvidos neste trabalho.
Escolha dos Parametros de Entrada

Controle de Parada: para Tol, DIP e kmaz recomendamos os valores usados nos testes.
Penalizagiao: «, 3, AJ e /\'f'f com os mesmos valores usados nos testes. Evitar valores
elevados de a, pois verificamos neste caso, grandes esforgos computacionais nas primeiras
iteragoes, fazendo quase sempre, com que o algoritmo terminasse em um ponto indesejavet.
ndiv: para melhoria das solugdes, sugerimos incrementar esta quantidade da seguinte

maneira;
o Método XU : ndiv = {50,100, 200,...}.
e Método U : ndiv = {5,10,20,...}.

parando quando nao houver redugio significativa em { P ou quando for atingido limite de
memdria ou tempo de computagio. '

Praticamente pudemos notar que quando os parametros ndo estio adequados, uma
analise das informagoes de saida fornece dados razodveis para uma corregio dos valores

de entrada.

Escolha dos Pontos Iniciais

A principio, para ambos o8 métodos, o ponto inicial pode admitir qualquer valor. En-
tretanto no método U, devemos evitar fungdes de controle que causem singularidades nas

equagbes diferenciais. As singularidades acabam violando as tolerancias do integrador,

tornando os resultados inexatos, os quais prejudicam o desempenhe do BOX.
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Consideracoes Sobre os Resultados Obtidos

Ao analisarmos teoricamente os dados de saida dos algoritmos, devemos lembrar que
estamos procurando curvas 4timas em espagos S™¥™ (ver Capitulo 4) e ndo no espago de
todas as fungOes possivels, ou seja, determinamos controles subotimos. Devemos também
considerar que nossos algoritmos, dependendo do ponto inicial, poderao convergir para

minimos locais.
Consideragdes Sobre o Desempenho dos Métodos
Método XU :

Apesar das férmulas para a funcgao e derivadas, neste método, serem bastante extensas,
o calculo de seus valores € simples e répido.

Percebemos que existe dificuldade na determinacao de solugées z(t) e u(t) que satisfa-
zem as restrigoes diferenciais. Para resolver este problema aumentamos o valor de ndiv
e evitamos ser exigentes com as restricbes. Em nossos testes, os valores ndiv = 200
e Tol = 2.0 x 1073 foram os que apresentaram melhor equilibrio entre tempo de com-

putagio e qualidade das solugdes.
Método U:

Neste caso nao precisamos nos preocupar com as restrigbes diferenciais e como con-
sequéncia o problema de programagio nao linear se torna conceitualmente simples. En-
tretanto as funcdes e suas derivadas adquirem estruturas complicadas e apresentam alto
custo computacional, pois ficam dependentes da integragio de sistemas de equagdes dife-
Tenciais.

O desempenho do BOX, neste método, esta diretamente relacionado com a sub-rotina
usada para integrar as equacoes diferenciais. Erros provenientes do processo de integragio

numeérica causam degradacdo na performance do BOX (ver tabelas 5.2.10 e 5.2.20).
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A vantagem pratica do método U ¢ que podemos obter um controle “bom” (que reduz
significativamente o valor de IP) com valores reduzidos de ndiv, enquanto que no método
XU, independentemente da qualidade do controle, ndiv deve ser grande para garantir que

as restrigdes diferenciais sejam satisfeitas.
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Capitulo 6

Conclusoes e Trabalhos Futuros

Vamos tentar modelar e generalizar os procedimentos utilizados neste trabatho. Conside-

remos o problema de minimizagio enunciado com a seguinte forma geral:

min [P(z,u), (6.1)

s.a; G{z,u) =0. (6.2)

Sendo H, H, e H, espacos de Hilbert, temos z € HI, u € H:, o funcional IP :
H. x H: — IR e o operador G : H, x H, — H. Tomemos os subespacos 5, C H ¢

S, C H?, gerados respectivamente pelas bases:
y={y--¥ap z={21,...,2m}. (6.3)
Parametrizando as fungdes de estado e controle, obtemos:

z=Y ojyi €S, e u=y3 flzes,, (6.4)
=1 i=1

com o; € IR e f§; € IR*. Substituindo ( 6.4 ) em { 6.1 ) - ( 6.2 ), escrevemos o seguinte

problema de programacio nio linear:

min IP(z(a),u(B)), (6.5)
sa: [|Glz(a),u(B))llz =0, (6.6)
a& R, BeH™. (6.7)
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Aspectos Praticos

Nesta dissertagao admitimos z € u vetores de fungdes [to,tf] — IR e os programas foram
implementados de forma fixa, de maneira que somente bases com o formato (4.2.7) - (4.2.8)
pudessem ser utilizadas. Apesar de nossos métodos funcionarem bem para a maioria dos
testes, encontramos problemas para os quails, usando bases constante por partes, linear
por partes e splines cibicas e atingindo limites de tempo e¢ meméria, ndo foi possivel
reduzir satisfatoriamente o valor de IP ( ver o exemplo ACOSS-1V de [14] ).

Nossa intengao ¢ desenvolver, com base na experiéncia adquirida neste trabalho, um
ambiente capaz de parametrizar problemas de otimiza¢io com estruturas matematicas
quaisquer. Além de podermos ter mais flexibilidade na resoiugao de problemas de controle
6timo, terfamos a capacidade de otimizar sistemas envolvendo: deformagdes volumétricas,
dindmica de fluidos, estruturas mecanicas e distribuigio de campos eletromagnéticos,
Neste ambiente, caberia ao usudrio definir os objetos maternaticos do problema original e
entio criar ou escolher de uma lista, as bases para a aproximacdo. A partir destes dados
o programa devera gerar sub-rotinas, as quais, tendo como entrada os parametros a e 3,
forneceriam os valores das funcées I P e G e suas derivadas.

Devemos ressaltar que na maioria dos casos a parametrizagao, independentemente da
base escolhida e da dimensdo do problema original, gera o e 8 com dimensdes elevadas e
faz com que as fungbes e suas derivadas se tornem extremamente complexas. Durante a
implementacao de nossas sub-rotinas, verificamos a possibilidade de se realizar um estudo
mais detalhado das caracteristicas de diversas bases e das estruturas especiais das fungdes
geradas, de modo a obter procedimentos computacionais mais eficientes.

Estd disponivel a implementacio de uma nova versdo para o algoritmo BOX. Planeja-
mos, em nossos préximos trabalhos, empregar esta ferramenta, na qual ja esta embutido

o método do Lagrangiano Aumentado.
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Aspectos Tedricos

Resolvendo alguns testes notamos que o conhecimento anterior de qual é a base de
fun¢des mais adequada, pode economizar muito trabalho de computagio. De certa forma
a escolha de uma base conveniente esta relacionada com a analise do seguinte problema:

Dadas as bases {6.3) e designando {z", u™) como os valores Stimos de {6.1) - (6.2) e

(T, %) solugao de:

min 1P(z,u), (6.8)

sa: |Gz, u)|l; <&, (6.9)
encontrar uma estimativa para o valor de e definido como:
= ]2 * —n2
e={z* = Z||; + llv* — =3 (6.10)

Este é obviamente um problema de dificil solugio, porém qualquer esfor¢o no sentido de
resolvé-lo, traria grandes beneficios praticos. Um estudo deste tipo envolvendo métodos

de penalizagio foi realizado em [11].
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Apéndice A

Notacao do Capitulo 4

Uma férmula escrita com alto nivel de simbolismo fica com um tamanho reduzido o que
torna simples a sua leitura e entendimento, pelo menos para os iniciados naquela notagéo,
por outro lado esta expressio podera apresentar dificuldades em ser implementada em um
computador. A intengdo da notagdo que iremos expor a seguir € deixar as férmulas visiveis
para o programador e ao mesmo tempo reduzir o namero de simbolos, principalmente os
de somatorio {Z).

Para tornar esta explicagdo mais pritica iremos mostrar o uso da notagio em diversos
exemplos. Com objetivo de evitar escrever, para cada férmula, a variagio dos indices,
criamos uma lista inicial que ficard valendo até que uma nova atribulgao seja feita.

Lista das variacbes dos Indices:

i = 1,...,n (A1)
hinjz = Li...,m (A.2)
kykiyke = 1,...,p (A.3)
Exemplos:
L.
y=a;=a1+ag+---+an=ia;, (A.4)
i=1
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y = ay = Zn: (i %‘) ) (A.5)

=1

y = jai = Y i, {(A.6)

i=1
¥i = 4@ = (A‘?)
1 = @ +ai2++ G, (A.8)
y: = antaypt -+ dm, (A.9)
Ym = @mi T84m2 T+ Gmn, (AIO)

hel "
Yy = 4G = Z ( bjkc,-) . (All)
1

k=1 M=

Vejamos como escrever férmulas que utilizam vetores e matrizes, na notagio sem

somatorio. Para tanto consideremos:

ye € R, z€ R, v € R", (A.12)

o8 nimeros by, sao reais e Ay e H sio matrizes n X m e m X m, respectivamente.

Os elementos de uma matriz serdo representados pela letra minudscula da matriz
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seguido dos indices de posigao, por exemplo: ayi; é o elemento da i-ésima linha e j-

¢sima coluna da matriz A;. De uma maneira semelhante, representamos o elemento

de um vetor, ou seja: yi; € o 1-€simo elemento de vetor y;.

Ok, ks

bg, ks

Ye = Zp + Arvg =

Yei = bk + QkijUsj,

T T
Y %k, + Ve Hvkz ’

= YkiiZkei t Vkisy Py Vke g -
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