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Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar alguns métodos de estimacdo de modelos que
podem ser vistos como um modelo dinimico e na forma de espago de estados. Sdo
consideradas as abordagens cléssica e bayesiana, e aplicado ao modelo de volatilidade
estocéstica.

Os métodos foram aplicados a algumas séries financeiras. Foram consideradas séries
simuladas para verificar o comportamento dos diversos métodos na presenga de ou-
tliers . Na aplicacdo das metodologias ao mercado financeiro brasileiro foi utilizada a
série de observagdes didrias do Indice da Bolsa de Valores de Sao Paulo (IBOVESPA),
no periodo de 02/Janeiro/1995 a 27/Dezembro/2000 (1500 observagoes).



Abstract

The aim of this work is to present some methods of estimation of models that may
be seen either as a dynamic model or a state space model and to apply them to some
stochastic volatility models, considering classical and bayesian approaches.

Those methods were applied to the daily Sdo Paulo Stock Exchange Index (IBOVES-
PA) series and to simmulated series for verify their behaviors in presence of outliers.
The IBOVESPA series was collected between january 27¢, 1995 and december 27",
2000, totaling 1,500 observations.
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CAPITULO 1

Introducao

Nesta tese, serao consideradas as abordagens classicas e bayesianas a modelos de
séries temporais, que podem ser escritos na forma de espaco de estado (FEE) |,
mais especificamente o modelo de volatilidade estocédstica (VE). Muitos modelos,
incluindo os de séries temporais, podem ser representados na forma de espaco de
estado. Este modelo, formulado por Kalman (1960) para problemas de engenharia,
permite considerarmos os vetores de estados ndo observaveis evoluindo de acordo com
um processo linear Markoviano.

Sob suposicdo de que as perturbagdes sdo Gaussianas temos o modelo na forma
de espago de estado Gaussiano (FEEG). Kalman (1960) propds um algoritmo recur-
sivo, conhecido como filtro de Kalman, que nos fornece estimativa da densidade de
filtragem e suavizamento para os modelos na FEEG. Neste caso, é conhecido que
este filtro, através do principio da decomposi¢ao do erro de predigdo, nos produz a
log-verossimilhanga permitindo assim a anélise cldssica (ver Harvey (1989), pag.125).
As integrais consideradas no passo de filtragem podem ser tratadas analiticamente e

métodos eficientes para obter a densidade suavizada, a qual nos fornece a densidade



2 Introducao

de todos estados condicionada a todas as observacdes, sdo encontrados na literatura,

(ver, por exemplo, de Jong, 1989).

Mais recentemente o interesse estd na ampliacdo das técnicas que tratam os mo-
delos na FEEG que ndo possuem perturbacoes com distribuicdoes Gaussianas. Dentre
muitos autores, na area mais especifica de Estatistica, vale ressaltar West, Harrison e
Migon (1985) que colaboraram através da teoria de modelos dindmicos generalizados,
considerando a equacgdo de observacdo com erros pertencentes a familia exponencial
e Harvey e Fernandes (1989) que consideraram dados de contagem. Apesar da re-
levancia dos trabalhos realizados, o enfoque serd dado as técnicas relacionadas mais

diretamente ao modelo de VE.

Devido ao avanco computacional, a representacao na FEE tem recebido a atencéo
de muitos autores. O modelo de volatilidade estocdstica é um dos modelos que apds
a linearizacdo pode ser escrito nessa forma. Este modelo, proposto por Taylor (1986),
é uma alternativa aos modelos da familia ARCH proposto por Engle (1982) e re-
centemente estd sendo amplamente explorado em finangas (Hull e White, 1987). A
facilidade de se trabalhar analiticamente com a verossimilhanca nos modelos ARCH
¢ ainda um dos grandes motivos da preferéncia em trabalhar com esta familia de

modelos.

Os modelos de VE, quando representados na forma de espago de estados, pos-
suem os erros da equacdo de observagdo com distribuicdo log-qui-quadrado. Assim
sua verossilhanca nao pode ser obtida através do filtro de Kalman. Os artigos de
Ruiz (1994) e Harvey et al.(1994) despertaram interesses na andlise desse modelo,
ao sugerirem o estimador de quasi-verossimilhanca , sendo a quasi-verossimilhanca

calculada utilizando a representacao na FEE. Posteriormente varios autores, entre



eles Durbin e Koopman (1997a) consideraram a estimagio da verossimilhanca para

modelos de espaco de estado nao Gaussianos.

Por outro lado, Jacquier et al.(1994) deram inicio a pesquisa deste modelo com
enfoque bayesiano. Shephard e Pitt (1997) propuseram um novo e mais eficiente
algoritmo de maneira a melhorar a abordagem bayesiana dos modelos na FEE. Mas
recentemente, Kim et al.(1998) aprimoraram os métodos de amostragem a fim de
obter melhores resultados. No artigo Kim et al.(1998) fizeram andlise bayesiana

completa dos modelos VE e compararam-no com os modelos ARCH.

Utilizando integracdo numérica, Kitagawa (1987) propds um algoritmo para es-
timar as densidades de filtragem e suavizamento, e consequentemente a verossimi-
lhanca. Esse método tem uma grande desvantagem quando aplicado a problemas
com grande dimensao nos vetores das observacdes, problema este que Kitagawa (1996)
propos uma forma de reduzir este problema. Dentro desta abordagem, um grupo de
pesquisadores ligados a Tanizaki tem contribuido bastante na anélise de modelos re-
presentados na FEE. Tanizaki e Mariano (1994), Tanizaki e Mariano (1998), dentre
outros, vem desenvolvendo diversos algoritmos a fim de estimar as densidades de
filtragem e suavizamento, e assim a verossimilhanca para estimar os pardmetros do
modelo. Dessa forma, pode-se fazer a analise classica dos modelos na forma de espaco

de estados.

A estrutura da tese é dada como segue. No segundo capitulo serao apresentados
os modelos dindmicos e a representacao na forma de espaco de estado, onde serd
apontadas as divergéncias e similaridades entre o enfoque cldssico e o bayesiano no
tratamento dos modelos que podem ser representados na forma de espago de estados.

No capitulo 3 o modelo de VE e suas propriedades sdo apresentadas, assim como
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sua representacao na forma de espaco de estado. No capitulo 4 sdo apresentadas as
metodologias utilizadas na abordagem frequentista do modelo na forma de espago
de estados ndo Gaussianos. O capitulo 5 trata os enfoques bayesianos apresenta-
dos na literatura. No ultimo capitulo as técnicas sdo aplicadas a séries simuladas
e a dados empiricos, onde foi considerada a série do Indice da Bolsa de Valores do
Estado de Sao Paulo (IBOVESPA) no periodo de 02/Jan/1995 a 27/Dez/2000 com
1500 observagdes. Oa apéndices apresentam algumas técnicas de simulacéo, resulta-
dos em inferéncia bayesiana e o método de amostragem das densidades condicionais.
Este tltimo método, embora ndo tenha sido implementado, é apresentado por estar

intimamente relacionado com o tema da tese.



CAPITULO 2

Modelos Dinamicos e Forma de
Espaco de Estado

Neste capitulo serdo apresentados os conceitos de modelos dinamicos e forma de
espago de estados. Serd feita uma revisdo considerando o caso Gaussiano e apresen-
tadas algumas ferramentas que sao utilizadas nesse caso e que sao uteis no caso nao
Gaussiano. A abordagem bayesiana serd apresentada, revisando os modelos lineares
dindmicos Gaussianos e apresentando o caso de maior interesse neste trabalho, o caso

nao Gaussiano.



6 Modelos Dinamicos e Forma de Espago de Estado

2.1 Introducao

Apesar da abordagem através de modelos dindmicos e forma de espago de estados
pertencerem a escolas diferentes, elas tem em comum o fato da representacdo ser
basicamente a mesma, e muitas vezes utilizarem as mesmas técnicas probabilistica e
estatistica.

Neste capitulo serdo apresentadas as duas formulagdes para o problema. Os modelos
dindmicos e a forma de espaco de estado serdo apresentados em uma forma geral com
o propdsito de fornecer uma estrutura teérica para desenvolvimentos abordados nos

capitulos posteriores.

2.2 Modelos Dinamicos

Harrison e Stevens (1976) apresentaram uma classe de modelos com pardmetros va-
riando no tempo, definida como modelos dindmicos. Esses modelos sao claramente
adequados & modelagem de regressdo e séries temporais. Nesta secdo serao apresenta-
dos alguns conceitos bésicos desses modelos de forma a deixar clara a analogia direta

com os modelos na forma de espaco de estados.

2.2.1 Modelos Lineares Dinamicos

Uma das principais vantagens dos modelos lineares dindmicos (MLD) sobre os mode-
los de regressao usuais é que ele permite que os coeficientes de regressao tenha variagao
temporal. Essa caracteristica é explorada por pesquisadores na area de séries tempo-
rais financeiras, pois a flexibilidade dos coeficientes de regressio torna o modelo mais
eficiente para capturar as tendéncias do mercado. A definicdo formal dada por West

e Harrison (1997, pag. 107) é dada como segue
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Definicao 2.2.1. O Modelo Linear Dindmico Geral Normal é caracterizado pela qua-
dra

{F,G,V, W} = {F;, Gy, Vi, Wi}
onde:
(i) F; matriz conhecida (n x r)
(ii) Gy matriz conhecida (n x n)
(iii) V; matriz conhecida (r x r)
(iv) W, matriz conhecida (n x n)

Essas matrizes definem a relagcdo de Y; com o vetor de parametros 0; no tempo t, € o
vetor 6, no tempo da sequinte forma:

(Equacdo de Observagao) Y: = F.0;, + v, v ~ N(0,Vy) (2.2.1)
(Equagéo de Sistema) 9t = Gtgt—-l + Wy, Wi ~ N(O, Wt> (222)
(Priori Inicial) (60| Do) ~ N(my, Co) (2.2.3)

com momento a priori my e Cy. Assume-se que as perturbacées vy e wy sdo inde-
pendentes serialmente, mutuamente independentes e independente de (6p).

A matriz F; desempenha o papel semelhante ao da matriz de desenho no modelo de
regressao da varidvel independente, 6; é o vetor dindmico dos pardmetros de regressao,
conhecido como vetor de estado ou vetor de sistema do modelo e v; é a perturbacdo
das observacgoes no tempo ¢, o qual possui média zero e variancia V.

Na equacao de sistema, G; é chamada de matriz de evolucido de estado, podendo
depender de pardmetros desconhecidos e que variam com o tempo. A perturbacdo da
equagdo (2.2.2), wy, possui média zero e variancia Wy.

A definicdo 2.2.1 considera o caso onde as perturbacoes sdo Gaussianas, pode-se supor
erros com distribuicao de caudas pesadas ou misturas de distribui¢ido (ver Carter e

Kohn, 1994).
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O modelo da definicdo 2.2.1 possui a estrutura padrao de sinal mais ruido. O sinal é
modelado através do vetor de estado que varia no tempo de acordo com a equagao de
sistema. Na pratica o sinal pode ser interpretado como componentes ndo observados

da série, a saber, tendéncias, periodiocidade, dentre outros.
Equacao de Atualizacao:

Serd considerado o caso onde temos o MLD univariado. Dessa forma, dado uma
informagio a priori Dy no tempo ¢t = 0, West e Harrison (1997, pdg. 27) denotaram

a informagdo obtida até o tempo ¢ por:

Dt = {Y;7 Dt—*l}

onde Y; é o valor observado da série no tempo t. Apesar de ji existirem métodos
computacionais para tratar esses modelos na auséncia de normalidade, a veracidade
de tal suposigao facilita o cdlculo das distribuictes condicionadas do vetor de estado.

O teorema a seguir serd apresentado sem demonstracao?.

Teorema 2.2.1. Para o MLD uniwvariado da definicdo 2.2.1, as distribuicées da
previsdo um passo a frente e distribuicdes posterioris sao dadas como segue:

> Posteriori em ¢ — 1: Para alguma média m,_; e matriz de varidncia C;_1,

(0-1Ds-1) ~ N(my_q, C1). (2.2.4)

> Priori em t:

(0¢|Ds-1) ~ N(az, Ry). (2.2.5)

1Ver West e Harrison, 1997, pag. 112-114)
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onde
a; = Gymy_;
R; = G;C,_;G, + W,.
> Previsao um passo a frente:

(Yi|Dso1) ~ N(f, Q1) (2.2.6)
onde

fe= F;at
Qt = F;RtFt -+ Vt.
> Posteriori em t:
(6:|D¢) ~ N(my, Cy). (2.2.7)
com

m; = a; + Atet

Ci=R;—- AtA::Qty

A;=R,F:Q;"

e =Y~ fi.

No modelo dado pela defini¢do 2.2.1 as matrizes de regressao e evolucdo sdo definidas
de acordo com a natureza do problema. Na pratica, a varidncia W; é geralmente
desconhecida e deve ser estimada e West e Harrison (1997) sugerem a sua avaliagao
através do conceito de fator de desconto.
Considere agora o modelo com a varidncia observacional constante e desconhecida.
Para a andlise conjugada, geralmente trabalha-se com VW, no lugar de W;.

Definicao 2.2.2. Para todo t, 0 modelo ¢ definido por:

(Equacdo de Observagao) Y; = Fif; + v, vy ~ N(0,V)
(Equacdo de Sistema) 0, = Giby_| + wy, wy ~ N(0, VW)
(Informagao Inicial) (60| Do, @) ~ N(myg, VC3),
ng d
(¢1Do) ~ G (57, 5),

EAE]
onde ¢ = V1
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As quantidades iniciais my, C§, ng e dy sao dadas. Analogamente, as matrizes W}
também sdo fornecidas. Conforme o modelo anterior ainda temos a suposi¢do de
independéncia, s6 que agora temos a independéncia condicionada a V. Dessa forma
segue o seguinte teorema o qual se encontra demonstrado em West e Harrison (1997,
pag 119-120).

Teorema 2.2.2. Dado o modelo como na definicdo 2.2.2, temos os sequintes resul-
tados distribucionais, para t > 1.

> (Condicionado em V,

(04-1/D¢-1, V) ~ N(m;_1, VC;_}),
(0:|Di—1, V) ~ N(a;, VR]),

N(f:, VQ}),

N(my, VC3).

(KPDt—-la V) ~
(6| Dy, V) ~
onde
fi= F;at
a; = Gym,_,
Q: = F;R:Ft +1
R;‘ = GtC:_lG; + Wj;.

a atualizagdo das componentes é dada por

m; = a, + A;e;
Ci =R - AAQ],
A= R;Ft/QI

e. =Y — fi.

> Para ¢ = V! teremos:

(¢1Dt~1) ~ G(nt—l/Q; dt—1/2)7
(¢1Dt) ~ G(n:/2, di/2).

onde

g = Ny + 1
de = dis + €2/ Q.
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> Nao condicionado em V teremos,

(04-1|Dy—1) ~ Tp,_, (my_1, Cs_1),
(0| Ds—1) ~ Tn,_, (as, Ry),

(}/tlDt—l) ~ Tnt~1<ft7 Qt)7
(6:|D;) ~ Ty, (my, Cy).

onde
Rt = St__lR:

Qt - St~1Q:
Ct~1 = St_lct*_l (& Ct - StC;‘
Si1 = dt—-l/nt—l e Sy = dt/nt

Muitos desses conceitos e teoremas serdo demonstrados durante sua aplicagdo para

modelos de volatilidade estocéastica no capitulo 5 deste trabalho.

2.2.2 Modelos Dinamicos Generalizados

Teorias envolvendo estes modelos dindmicos generalizados foram inicialmente intro-
duzidas por Migon (1984) e West, Harrison e Migon (1985). Essa classe dos modelos
dindmicos visa aperfeicoar a modelagem quando a suposicdo de normalidade nao é
adequada. West, Harrison e Migon consideraram que as observagbes, Y;, possui dis-
tribuicdo amostral pertencente a familia exponencial. Dessa forma, supde-se que o
processo gerador de dados foi obtido de uma distribui¢do com a seguinte caracteri-

zacao,

p(Yilne, Vi) = exp{V,  ye(Yo)m: — a(n)]}0(Y:, V) (2.2.8)

Definigao 2.2.3. O modelo linear dinamico generalizado (DGLM) para uma série
Y, (t=1,2,...,) € definido por

(Modelo Observacional) p(Yime), g(n) = A\ = F|6;,
(Equacdo de Sistema) 0, = Gy + wy, wy ~ (0, W)
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Pode-se verificar que temos nessa definicdo uma generalizacdo do MLD. Aqui, ndo
é suposto linearidade e normalidade na equagdo observacional, mas a equacdo de
sistema continua andloga ao MLD exceto que as perturbacdes dessa equagdo nao sao
consideradas Gaussianas. Considerando-se o modelo definido por 2.2.3 ganha-se em
ajustes e perde-se no fato que ndo se tem mais o tratamento analitico como no caso
onde tem-se a suposicdo de distribuicdo Gaussiana. Assim, para proceder as analises
é necessario o uso de aproximagcoes, seja numericamente, ou como sugerido por West,
Harrison e Migon (1985), considerando aproximagbes Gaussiana para distribuicdo a
priori e distribuicao a posteriori.

Como nao se tem a suposicao de normalidade para DGLM tem-se que a posteriori

para o vetor de estados sera especificada por

(04-1]Dp1) ~ (my-1, Cy-1), (2.2.9)

Assim, segue que os momentos a priori de 8; serdo dados por

(0e| Di-1) ~ (as, Ry), (2.2.10)

onde a; = Gtmt..l e Rt = GtCt__.lG; -+ Wt.

2.3 Forma de Espaco de Estado

O desenvolvimento inicial da metodologia de espaco foi dado em engenharia de con-
trole, e ndo em estatistica, iniciando com o artigo de Kalman (1960) em uma revista
de engenharia. Neste artigo Kalman mostrou dois resultados de maior relevéncia.

Primeiro, ele mostrou que uma extensa classe de problemas pode ser formulada como



2.3 Forma de Espaco de Estado 13

um simples modelo linear, o modelo de espaco de estado. Depois ele mostrou que, de-
vido a natureza Markoviana do modelo, os cdlculos necessarios para aplicagao pratica
do modelo podem ser colocadas de forma recursiva, de maneira bastante conveniente
para uso computacional.

As contribuicoes de estatisticos na metodologia de espaco de estado foi muito timida
até os anos 80. Desde entdao muitos nomes, como Harvey, Kitagawa, Stevens, Harrison,
dentre outros, tem trabalhado intensamente sobre esta metodologia.

A principal vantagem da representacao em FEE é que essa baseia-se na anélise es-
trutural do problema. Isto permite, por exemplo, que varios componentes de uma
série, tais como tendéncia, sazonalidade, ciclos e variagcoes calendéarias, juntamente
com efeitos de varidveis explicativas e intervencoes, sejam modeladas separadamente
no modelo de espago de estado MEE. Trading-day e efeito calendario também podem
ser incorporados facilmente.

Adicionalmente, devido a natureza Markoviana dos MEE, os célculos necessdrios
podem ser colocados de forma recursiva. Esta natureza recursiva do modelo e das
técnicas computacionais utilizadas na sua andlise permite modelar diretamente mu-
dancas na estrutura do sistema ao longo do tempo.

Outra vantagen dos modelos de espaco de estado é que eles sdo muito flexiveis e
muito gerais. Eles cobrem uma grande variedades de modelos, incluindo os modelos
da familia Box-Jenkins (BJ). Além disso, a extensdo para os casos multivariados é

direta a partir da teoria univariada.
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2.4 Forma de Espaco de Estado Linear e Gaussia-
na

Em geral, o modelo representado pelas duas equagoes a seguir é chamado modelo de

espaco de estados.

(Equagdo de Medida) Ye = Zyoy + ¢ + Geey (2.4.1)

(Equagéo de Transico) ap = Tyoy_q + dy + Ry (2.4.2)

()= 5 o))
Uz 0 0 @
yi g x1, Zy:gxk, di:kx1l, Gi:qxgq, & :qgx1,

ap i kx1, Ti:kxk, c¢:qx1, Ri:kxk, mn:kxI,

onde, na literatura é suposto que €; € uma perturbacéo serialmente ndo correlacionada
com E(e;) = 0e Var(e;) = Hy, e a; é um vetor k x 1 ndo observdvel e assume-se
que ele é gerado por um processo de Markov de primeira ordem, como visto na
equagdo (2.4.2). Z; e T, sdo matrizes que relacionam os estados com a série y; e com
estados anterior, respectivamente. A varidvel n; é um vetor aleatério de perturbacoes
serialmente ndo-correlacionadas com E(7;) = 0e Var(n) = Q;. Aos vetores ¢, e d;
pode-se incorporar o efeito de covaridveis na série e estados respectivamente. Temos
que Z;,dy, Gy, Ty, ¢t e Ry podem depender de informagio obtida no tempo ¢t — 1 se
assumimos normalidade para os erros ¢; e n (ver Harvey, 1989, pdg. 100). A equacdo
(2.4.1) é conhecida como equagdo de medida ou de observacdo e a equacdo (2.4.2) é

chamada de equac@o de transicdo.
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Tem-se adicionalmente mais duas suposi¢Ges para os modelos na FEE:
(i) O vetor inicial g tem E(ag) = ag € Var(ag) = Xo. .

(ii) As perturbagdes €, e 7; sdo geralmente ndo-correlacionadas entre eles, para todo
periodo de tempo, e nao-correlacionadas com a varidvel de estado inicial, i.e.,

E(g4n,) = 0 para todo t e todo s, e E(e;0f) = E(mog) =0parat=1,...,T.
Dessas suposi¢coes pode-se verificar alguns pontos como segue:

(1) A suposicdo (ii) assegura ndo correlacdo entre &; e o, e entre n: e 41, i.e.,

E(gi0) =0 e E(nog_y) =0 Vi.

(2) Z:,dt, Gy, Ti, ¢t € Hy podem depender de um vetor de pardmetros desconhecidos

1. Neste caso, deve-se estimar /.

(3) Os erros aqui sdo assumidos normais, mas esta suposicao pode ser relaxada.

2.4.1 Filtro de Kalman

O filtro de Kalman é um procedimento recursivo para encontrar estimadores étimos?
para o vetor de estados no tempo t, baseado em informacbes no tempo ¢. Essas
informacdes consistem de observacgoes v, ..., U;.

Quando a perturbacoes e o vetor de estado inicial sdo normalmente distribuido,
o filtro de Kalman, através da decomposi¢do do erro de predig¢do, permite o calculo

da funcéo de verossimilhanca (ver Schweppe, 1965). Isso possibilita, junto com um

2Estimadores com minimo erro quadratico médio
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algoritmo adequado, encontrar EMV dos parametros do modelo e testar os parametros

e especificacdo do modelo.

Equacgéoes do Filtro de Kalman

As equagdes do algoritmo do Filtro de Kalman sdo dadas por 2 estagios: Predicao e

Atualizagao.

Equacgées de predicao :
Seja a; o estiador 6timo de estdao oy baseado em informacao até o tempo ¢, e seja F;
matriz de covariancia do erro de estimacao. Conhecendo a;—; e P;_j, o preditor de o

é dado por

attt__l = Eat_l + ¢t (243)

enquanto a matriz de covariancia da estimacao do erro é

f)t|t_]_ = j-’tpt_lﬂl + RtQt ;, 1= 1, ey T (244)

Depois de obter a nova informagéo, y;, o estimador de a, ag:—1, pode ser atualizado.

Equacgoes de atualizacao :

B = Pt]t—l - KtFt]t—1K£ (2-4-5)

a; = g1 + Ki(Ye — Yep-1) (2.4.6)

onde
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Yejt-1 = ZpQyp-1 + de (2.4.7)
Elt—l = thtlt_lz£ -+ GthG;, (248)
K = Pt|t~1Z£Ft;i_1 (2.4.9)

onde K; é a matriz de ganho. As equagoes de predi¢ao e de atualizagao, juntas formam
o conjunto recursivo chamado Filtro de Kalman.

Os valores inicais do filtro de Kalman, no caso de modelo de séries temporais es-
taciondrio, podem ser inicializado em termos da média e matriz de varidncia nao-
condicionais de ag € By ou ajp € Pyjo.

Dada as condigoes iniciais o filtro de Kalman fornece o estimador étimo do vetor de
estado conforme cada nova observacao é obtida.

Apés todas as T observacdes tenham sido processada, o filtro retorna o estimador
6timo do vetor de estado corrente, e/ou o vetor de estado no préximo periodo de
tempo, baseado em todo conjunto de informacdo. Este estimador contém todas as
informacoes necessdrias para fazer predicao 6tima de futuros valores de estados e

observacoes.

2.4.2 Filtro de Kalman Estendido

Quando as suposicoes de linearidade e normalidade sdo satisfeitas procede-se conforme
algoritmos que foram dados nas segbes anteriores. Anderson e Moore (1979), Harvey
(1989) dentre outros, propuseram um método para o caso de ndo linearidade das
equacgoes de medida e/ou estado. Esse método é conhecido como filtro de Kalman

estendido . Sua base é aproximar as equacgbes de medida e/ou estado por uma série de
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Taylor de primeira ordem em torno das médias condicionais as;—1 € G¢—1p—1. Assim
pode-se utilizar o filtro de Kalman para obtencao das estimativas.

Em geral essas aproximagdes produzem estimativas tendenciosas. Gelb (1974) propés
utilizar expansdo de ordem mais altas para diminuir este vicio. Essas aproximacoes

néo serao abordadas pois elas nao serdo utilizadas no presente trabalho.
Linearizagao

As equagdes de medida e transicdo sao aproximadas como o seguinte MEE:

Equacao de Medida
Yr = frlau, &) = fe-1 + Zypr (o1 — Goypp-1) + Grje—171, (2.4.10)
Equacao de Transicao
o = he(ae—1, M) = hyje—1 + Typo1 (01 — Gy—1j—1) + Hyem17:, (2.4.11)

onde tem-se,

ft}t—»l = ft(atit—la 0)7

7 _ 8ft(at75t)

tht—-1 = T dal
Q; (et £t)=(asjt~1,0)

Ofi(ay, e

Gy-1 = “ft(at/ 2
€t (atet)=(az:-1,0)

ht|t—1 = ht(a/t-ljt—lv()):

Tyt = aht(atl—l,St)

0oy, (et—1,m)=(as11t-1,0)
Ht|t——1 — aht(at-,b??t)

o (at—1,m¢)=(as1jt~1.0)

Ap6s a linearizacao aplica-se o algoritmo de FK para obter as estimativas desejadas.
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2.4.3 Estimativa Suavizada Através do Filtro de Kalman

Um estimador suavizado é baseado em toda a informagao contida na amostra; ou seja;
toma-se a média condicionada a toda amostra, i.e., E(at|y). Como essa estimativa
é baseada em um nimero maior de informacdo que a estimativa filtrada o (EQM)
da estimativa suavizada vem a ser menor. Em um modelo gaussiano o estimador

suavizado é dado pela equacao:

ayr = E(ox) = E(oxly) (2.4.12)

e a matriz de covaridncia de ap condicional & todas as 1" observagdes é

PtlT = E[(O‘t - at]T)(at - at}T)IJ (2.4.13)

Isto ¢ classicamente chamado de suavizamento do estado. Um método recursivo

utilizado para suavizamento do estado consiste de trés passos:
e OFKobtém F !, v, e K, parat=1,...,n,

e As estimativas suavizadas das perturbagoes sdo obtidas através das equacoes:

€y = Ft“ll/t - Kt,T’t, Tl = ZéFt_th -+ L;’f‘t,
dt _— Ft—l -+ KgNth, Nt = Z;Ft“th -+ L;NtLt, (2414)

L;= Tt - KtZt; Gt = RtQtR;-

tem-se os resultados para os erros tomando
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f:mt = GtGget, PtﬁT = HthI —_ Hth,dth é,

7’7;5 = HthITt, PtT]]T - GtGQ - GtG;NthG;, (2415)

e 0 estimador suavizado para o estado é obtido pela seguinte recursao:

agr1jr = Trayr + dy + 7 (2.4.16)
2.4.4 Suavizador de de Jong e Shephard

O algoritmo do FK fornece estimativas do vetor de estado utilizando as observagdes
passadas. Tradicionalmente a densidade posteriori de «, os estados, dado Y é cha-
mada de densidade suavizada. No caso Gaussiano existem algoritmos que obtém a
média e matriz de covaridncia desta distribuicio .

O algoritmo desenvolvido por de Jong e Shephard (1995), produz amostras ale-
atérias da densidade condicional multivariada de v = (u}, ..., u)) onde u ~ (I'n|Y¥r),
onde I' é uma matriz diagonal de selecdo com valores zero e um. Esta é introduzida
para contornar problemas de amostrar de distribui¢oes degeneradas e, pode-se gerar
subconjuntos de 7;, 0 que é mais eficiente, principalmente quando o vetor de estado
é de alta dimensdo e é necessdrio apenas um subconjunto de amostra. A matriz F' é

escolhida de forma a evitar singularidades ®. O algoritmo é recursivo e requer a saida

3Ver de Jong e Shephard (1995) para maiores detalhes.
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do FK,ie, FJ', ye K;. Seja Ly =T, — K, Zy e J, = H, — K,G, parat =T,..., 1.

Inicializando Ny = 0 e r = 0 tem-se as equagdes como segue:

Ct - Mt<l - G{‘,Ftant — Jt’NtJt)Mt,
W - Mt(G;P}—.th “+ JtINtJt), ft ~ N(O, Ct)
Ti—1 = Z;F;:_ll/t + L;T't - ‘/;ICt_lét

Nt-—l = Zt,Ft-IZt -+ V;,Ntv;g -+ L;NtLt

2.5 Forma de Espaco de Estado Nao-(Gaussiano

Existem nas literaturas véarias propostas para lidar com modelos representados na
forma de espago de estados. Com a evolucdo computacional e a introducdo de novas
técnicas de simulacao, tem-se ampliado os estudos dos modelos na forma de espago de
estado ndo-Gaussiana (FEENG). Esses modelos serdo de maior interesse nesta tese
devido ao enfoque dado a um caso particular de modelos que podem ser representa-
dos na forma de espago de estado ndo-Gaussiano MEENG, os modelos de VE. Nos
capitulos posteriores serao dados maiores explicagées sobre o modelo. Como o interes-
se é na aplicacdo ao modelo de VE serdo consideradas perturbacoes nido-Gaussianas

somente na equacgao de observacao.

2.5.1 Formas de Representacao

Existem muitas formas de representacdo dos modelos na forma de espaco de estados.
Durbin e Koopman (1997a) e Shephard e Pitt (1997) consideraram a equacgdo de

estados da forma linear e gaussiana como dada pela equacdo (2.4.2) e a equacdo de
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medida de uma forma mais geral. Assim o modelo considerado foi escrito da seguinte

forma:

Y ~ f(ytlet) 9t = ZtC\ft + ¢4 (251)

Qp = Eat._l -+ dt -+ Ht’l']t Ny ~ NID(O, I) (252)

onde y; sdo as observacdes, f(y:|6;) é uma densidade conhecida, 6; = Zyoy +¢; é 0
sinal no tempo t, que estd deterministicamente relacionado linearmente com o esta-
do correspondente. Em muitos trabalhos, tais como Durbin e Koopman (1997a) e
Shephard e Pitt (1997), assume-se f(y:|0;) log-concava em 6;. No caso especifico do
modelo de VE enfatizado neste trabalho, a suposicio de log-concavidade é satisfeita.
De maneira mais geral autores do grupo ligado a Mariano que trabalham com de-
senvolvimento de filtros ndo-lineares consideram o modelo representado da seguinte

forma:

Yt = frlou, &) (2.5.3)

= Ry(0u1,m;) (2.5.4)
()-((0) (5 2))

Yyeigx1l, gigx1l, o:kx1, n:kxl1,

Assumindo que as perturbacdes ¢; e 7, sao independentemente distribuidas, e nao
necessariamente Gaussianas. As funcOes f; e h; tem suas formas funcionais suposta-

mente conhecidas e sao inversiveis, i.e.,
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v = felon,e0) =@y, n) = &,

oy = hy(as—1,m¢) =ge(as, ac-1) = M1,
2.5.2 Estimacao, Filtragem e Suavizamento

Como no caso de MEEG o objetivo é estimar os parametros do modelo e as va-
ridveis de estado. No caso dos modelos lineares e Gaussianos foi visto que, dado os
parametros o FK fornece as estimativas dos estados a partir das densidades condici-
onais. A verossimilhanca também é dada pelo filtro e assim, utilizando um algoritmo
para maximizé-la pode-se encontrar as estimativas dos pardmetros desconhecidos no
modelo.

Para o caso nao Gaussiano as densidades condicionais muitas vezes nao tem uma
forma analitica, e quando existe pode nao ser simples trabalhar com elas. Atualmente
muitos pesquisadores se dedicam ao desenvolvimento dos modelos de espaco de estado
nao-Gaussiano MEENG.

Para os MEENG as densidades condicionais sdo dadas da seguinte forma:

Equacgao de Predicao:

p(as]Yi1) = /P(ataat—llytq)datq
= /p(atlat—1, Yio1)p(o-1|Yi-1) do—s
sabendo-se que a densidade conjunta de oy, ..., a1, ¥i-1,..., %1 € dada por:
plag, .00, Y1) = plaw]as—1) -+ - plaa]oo)p(Ye-r]aw-1) - - - p(¥1]ea), (2.5.5)

onde
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p(ah Qi-1, }/Z—l) - p(aty Q-1 Y1, Y;-—Z)
= plog—1, Yie2)p(Ye—1|ou—1, Yico)p(a|ou—1, Y41, Yie2)

= p(oy-1, Yio2)p(ys—1|oe—1)p(o]ce-1),
onde a densidade conjunta p(cy-1,Y;—2) é dada por:

at 1,Yt 2

/ / (atlog-1) - - - plon|on)p(ye-1]oe-1) - - p(yi]an) dow—s, - - -, dos.

Agora, para encontrar a densidade marginal conjunta de Y;_; tem-se,

p(Yt—l) = //P(atl&t—l)p(yt—llat—1)p(at—1,Y;t—z) dog doy—y

= /P(yt-1 [C¥t~1)p(at~1, Yt~2) doy_.

Portanto a densidade condicional serd dada como segue,

plag, ap1|Yi—1) = plou—1|Yi-1)p(as|oy—1, Vi)
p(atlat-1)p(yt—1 ]at~—1)p(at——17 Yt—?)
fp(yt—l ]%-1)]’(%-1, Y;:—z) dog—q

= p(atl&t-l)p(at—l IYt-l)

Assim, a equacao de predigao é dada por:

p(oy|Yio1) = /p(atfat«l)p(at-llyt~1) dog_y
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Equacao de Atualizacao:

p(Yi_1)p(0u|Yeo1)p(welow, Yioq)

Pl = = oY)
_ p(ytlat)p(atli/%q)
p(ytIYt—l) ’
p(wlYir) = / p(vela)p 0| Yi1) dev (2.5.6)

2.5.3 Filtro de Particulas

Tanto na equacao de predicao quanto na de atualizacdo é necessdrio calcular uma
integral, que pode ser vista como a esperanca de uma densidade. Por exemplo, no
caso de atualizacdo, deseja-se calcular a esperanca de p(y:|a;) na populagdo com
densidade p(oy|Y;—1). Esta integral pode ser calculada através de simulacdo Monte
Carlo como pode ser visto no apéndice A. Um método de simulagdo que pode ser
utilizado é o chamado filtro de particulas.

O nome filtro de particulas foi proposto por Carpenter et al.(1998) apesar de Kita-
gawa (1996) j4 ter utilizado o termo particulas. Filtro de particulas é uma classe
de filtros de simulagao que recursivamente aproxima a distribuicdo da varidvel ale-
atéria pela distribui¢ao de ”particulas”af, . .., oM, com distribui¢do de probabilidade
discreta 7}, ..., 7M. Assim, a varidvel continua é aproximada por uma discreta com
suporte aleatério. Os pontos discretos sdo considerados como sendo uma amostra da
populacdo. A maioria dos pesquisadores envolvidos com esse tema consideram que os
'rr{ sao todos iguais a 1/M, onde considera-se M suficientemente grande.

Os filtros de particulas consideram o suporte discreto gerado por particulas, como a
densidade verdadeira. Isso nos permite produzir uma aproximacgdo para esta densi-

dade. Por exemplo, no caso de densidade de predicao, utilizando o suporte discreto
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de particulas, obtém-se

M
ﬁ(atht—l)=Z pleslad_y)ml_y, (2.5.7)

uma ” densidade de predi¢do empirica” como uma estimativa da densidade procurada.
Analogamente a estimativa da densidade de filtragem da equagdo (2.5.6), é obtida da

seguinte maneira

M
Plou|Yy) o pyelo) Zp (aulod_)ml_, (2.5.8)
=1

a ”densidade de filtragem empirica”. Assim, o filtro de particulas amostra desta
densidade para obter novas particulas iy, ..., e, com pesos 7}, ..., T4,

Uma forma de amostrar da densidade filtragem é considerar a funcao dada por
Zﬁi f (as|od_,)wl_, como uma densidade a priori (2.5.7) que combinada com a veros-
similhanca p(y:|c:) fornece a posteriori (2.5.8). Pode-se amostrar de (2.5.7) tomando
of_, com probabilidade 7/_; e amostrando de p(az|od_,). Consegue-se obter p(y;|ay)
a menos de uma constante, e pode-se utilizar métodos tradicionais, tais como MCMC,
amostragem/reamostragem importante, para amostragem de tal distribuigéo.

A fim de tornar o filtro de particulas mais robusto, Pitt e Shephard (1999a) pro-
puseram um filtro de particulas com varidvel auxiliar. A idéia foi amostrar de uma
densidade conjunta p(oy, k|Y:) onde k é o indice da mistura em (2.5.7). Assim, eles

definiram

plaw, kY1) = p(yt{at)p(atiaf,l)wfnl, k=1,..., M. (2.5.9)
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Amostrando-se dessa densidade conjunta e descartando o indice, obtém-se amostras
da densidade empirica de filtragem (2.5.8). Como anteriormente usa-se os métodos
tradicionais para amostrar da densidade conjunta *. Kim et al.(1998) utilizaram desta

técnica para filtragem na andlise dos modelos VE.

2.6 Conclusoes

Resumidamente, pode-se dizer que o objetivo principal é encontrar a estimativa con-
dicional do vetor de estado, i.e., E(c4]Y;) onde a estimativa é chamada de suavizada
quando s >t (geralmente s = T'), filtrada quando s = ¢ e de predi¢io quando s < t.

O algoritmo para a densidade de predigdo L passos a frente é dado por:

plowt+r|Ys) = /p(&t+L]at+L-1)P(at+L—1lYt) A1 (2.6.1)

onde p(asyr|asir-1) pode ser obtida da equacdo (2.5.4). Ou seja, dada a fungdo
densidade p(oyir|osir—1), a densidade de predicdo, p(asyr|Y:), para L =1,..., pode
ser obtida e recursivamente obtém-se p(oy.r+1]Y7)-

Para filtragem o algoritmo para densidade recursiva é dado por:

ploy|Yio1) = /p<atiat~l)p(at~l’}/t—l)dat——l (2.6.2)

4Para maiores detalhes ver Pitt e Shephard (1999a)
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(yt]at) (oe|Yi—1)
fp (yt] o) (at]Yt—l) day_;

p(o|Y:) = (2.6.3)

onde as densidades p(y:|o:) e p(os|ay—;) sdo obtidas através da equagdo de obser-
vacao e equacao de transicao respectivamente. Baseado em duas densidades, Equacao
(2.6.2) produz p(oy|Yi-1) dado p(oy—1]Yi—1) e Equacdo (2.6.3) produz p(c4]Y;) dado
ploa|Ye1).

O algoritmo de suavizagao é dado da seguinte forma

plarl¥e) = plarl¥y) [ p("‘”;'(zzfl(g;l‘aﬂ donn, (2.6.4)

onde p(a:|Y;) e p(au+1]Y:) sdo obtidas do algoritmo de filtragem em (2.6.2) e (2.6.3),
enquanto p(as+1]a:) € obtida da equacdo de transicdo (2.5.4).
Obtidas as densidades, o interesse estd em estimar algumas quantidades, como a

esperanca condicional e varidncia de certas funcdes de a,:

e = Blo(0,)¥) = [ alaplas Vo) dav, (265)

Como pode-se verificar existem pardmetros desconhecidos no modelos, e para obter-

mos estimativas desses parametros, calcula-se a verossimilhanca por:

(YT =H yt]Y; 1

T
H/ (yilaw)p(eu|Yi-1) dow). (2.6.6)

Note que p(y:|Yi—1) é dado pelo denominador da Eq. (2.6.3).



CAPITULO 3
Modelo de Volatilidade Estocastica

O modelo de volatilidade estocastica foi proposto por Taylor (1986, pig. 30) para
modelar retornos de ativos, onde a volatilidade aparece como um processo latente
a ser estimado. Uma estimativa da volatilidade é de vital importidncia no mercado
financeiro, pois a partir dessa pode-se, por exemplo, precificar op¢des e medir o risco
de um ativo. Nesse capitulo serd apresentado inicialmente alguns conceitos e carac-
teristicas de retornos financeiros, apresentado o modelo de VE e mostrado como este
modelo pode gerar séries com algumas das caracteristicas encontradas nas séries de

retornos.
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3.1 Retornos Diarios das Séries Financeiras

Geralmente os investidores ndo estdo interessados no preco de um ativo, e sim no
retorno que eles irdo obter pelo investimento. Se o preco de fechamento (abertura) de
um ativo é definido como p; entdo o retorno, ao qual chamamos de retorno simples,

é definido como

ylgs) _ Pt — Pt—1
Pr—-1

Um dos primeiros beneficios verificados é a perda das unidades de medida. Ele é
invariante por escala, o que facilita a comparacao da performance de vérios ativos.
Essa néo é a tnica forma de definicdo de retorno. Uma outra forma de definigdo que

é chamada de retorno composto é dada por

Dt
Yy = log —
' gpt—l

Enquanto o retorno simples também é conhecido como retorno discreto, o composto

é continuo em sua natureza. Esses retornos estao relacionados da seguinte maneira:

D Dt — Dt—1
lIo (——-—) = ]o <1+ —-—-——————-)
8 Dt & D1

= log (1 + yt(s)> ~ yl) para 4" pequeno.
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3.2 Séries Financeiras

A sequéncia de valores de pregos de ativos tais como, agoes, taxas de cdmbio, etc.,
formam uma série temporal financeira. Pesquisas nessa drea tiveram um grande im-
pulso apés o artigo de Mandlebrot (1963). Neste trabalho ele fixou suas atencoes
nos fatos estilizados da distribuicao nao condicional dos retornos das séries tempo-
rais financeiras. Ele constatou caracteristicas como, caudas pesadas, a mudanca de
varidncia com o tempo, i.e., os retornos sao heterosceddstico e que altos (baixos)
retornos (em mddulo) sdo geralmente seguidos por altos (baixos) retornos. Essas
caracteristicas peculiares conhecidas como fatos estilizados da varidncia, motivaram
muitos pesquisadores para trabalhos tedricos e aplicados, dado que, os primeiros mo-
delos tedricos assumiam que os retornos das séries temporais financeiras seguiam um
processo Gaussiano nao correlacionados com média zero, ou seja, ndo poderiam exi-
bir caudas pesadas e eram homoscedéstico. A seguir sdo apresentados resumidamente

alguns fatos estilizados.

Fatos Estilizados

(a) Caudas Pesadas

Mandelbrot (1963) e Fama (1963, 1965), dentre outros, observaram que os retor-
nos tem distribui¢ao leptocirtica. Como resultado varios pesquisadores propuseram
modelar os retornos de acdes com amostras 7.:.d de distribuicdes com caudas pesadas,
tais como mistura de normais, Lévy e Pareto.

(b) Conglomerados de Volatilidade

As séries financeiras apresentam periodos de alta e baixa variabilidade. Assim,

pode-se observar que periodos de baixa (alta) volatilidade tende a ser seguido por
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periodo de baixa (alta) volatilidade. Vale ressaltar que os modelos lineares tradi-
cionais de séries temporais ndo sdo capazes de reproduzir tais caracteristicas. Os
fenémenos de conglomerados de volatilidade e caudas pesadas dos retornos das acoes
estdo intimamente relacionados.

(c) Efeito Alavanca (Leverage Effect)

O efeito alavanca citado por Black (1976), sugere que o movimento dos pregos
das a¢des estdo negativamente correlacionados com a volatilidade. O motivo é que
retornos negativos (precos em baixa) implicam em maior incerteza, i.e., maior vola-
tilidade.

(d) Memdria Longa e Persisténcia

Observa-se que a volatilidade em um certo instante de tempo ¢ geralmente é
préxima a volatilidade no tempo ¢ — 1, principalmente em dados de altas frequéncias.
Esta alta persisténcia, também chamada de memdria longa, implicard em raizes
préximas a unitdria no ajuste de modelos do tipo ARCH e VE.

(e) Efeito Calenddrio

A volatilidade em séries financeiras pode ser influenciada pelo calendario. Por
exemplo, espera-se que na segunda-feira a volatilidade seja maior, devido ao fato
dos mercados terem permanecido fechados durante o fim de semana. Nos finais de
semana e feriados, quando os mercados se encontram fechados, muitas informagoes
que afetam o mercado sao obtidas e influenciardo o mercado na sua abertura.

O periodo do més ou do ano, quando o0 governo anuncia os dados macroeconémicos
mensals ou anuais, ou mesmo os anuncios de novas politicas econémicas, também

tendem a afetar a volatilidade.
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(f) Volatilidade com Movimentos Semelhantes

Existe uma extensa literatura sobre movimentos comuns em mercados internaci-
onais especulativos. As correlagoes entre os retornos de ativos e de suas volatilidades
tem sido objeto de recentes estudos. Geralmente usam-se modelos fatoriais para
modelar a comunalidade das volatilidades iﬁternacionais e explorar os padroes e as

tendéncias comuns das volatilidades.

3.2.1 Modelo Basico para Retornos de Séries Financeiras

Na especificagdo inicial geralmente considera-se que o retorno é composto de um nivel

mais uma perturbacdo na forma:

*
Ty = Mt + Ot€y

O termo p; descreve o nivel médio esperado do retorno r; no tempo ¢. Efeitos ca-
lenddrios e outras varidveis explicativas podem ser incorporados na modelagem de
s, por exemplo efeito autoregressivo e dummies para dias da semana. Por outro
lado, o6 governa a perturbagdo em torno da média no tempo . &; é uma varidvel
aleatéria estaciondria independente e identicamente distribuida com média zero e o;
é chamada volatilidade dos retornos. Dada a formulagdo do modelo, resta modelar y,
e o; e escolher a distribuicdo de ;. A suposi¢do usualmente adotada para o processo
{e:} é que sdo i.i.d. Agumas distribui¢des sugeridas na literatura sdo distribuigéo

normal padrao , distribui¢@o ¢-student ou distribuicdo de erro generalizado (GED).
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3.2.2 Volatilidade Estocastica

Existem diferentes modelos propostos para estimar a volatilidade. Engle (1982)
propds os modelos ARCH, os quais foram modificados por varios autores dando ori-
gem a uma familia de modelos denotados por XARCH. A segunda maneira é modelar
através do modelo de volatilidade estocastica, proposto por Taylor (1986), que serd

apresentado a seguir.

3.3 O Modelo de Volatilidade Estocastica

O modelo de volatilidade estocéstica é uma alternativa aos modelos ARCH propostos
por Engle (1982) e suas vdrias extensdes. A diferenca bésica entre esses modelos
e o modelo de volatilidade estocdstiva VE é que os modelos ARCH consideram a
volatilidade como uma varidvel observavel pois ela é conhecida quando os parametros
do modelo sdo conhecidos.

O modelo geral de volatilidade estocéastica formulado inicialmente por Taylor (1980)
considera, y = %1, ..., ¥, como um vetor gerado por um modelo de probabilidade,
p(y|h), onde h é um vetor de volatilidades, sendo que a varidncia h;, evolui temporal-
mente, independente dos valores passados de 3;. As volatilidades sdo nao observaveis
e assume-se que sdo geradas por um mecanismo de probabilidade, p(h|f). A defini¢do
do modelo ¢ dada a seguir.

Definicao 3.3.1. Um processo y; € chamado processo de volatilidade estocdstica se

Y = Tl (331)

onde g; € um processo estaciondrio com média zero e variancia um, € oy € a volatili-
dade de y; no tempo t o qual € descrito pela sequinte relagdo.

oy = ez (3.3.2)
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onde h; seque um processo que pode ou ndo ser estaciondriot. O termo h, é dito ser
a equacdo de volatilidade de y; e independe dos valores passados de y;.

Na formulacao mais simples h; é modelado como um processo autoregressivo de pri-

meira ordem

hy = o+ @hs_1 +n (3.3.3)
onde « e ¢ sdo parametros invariantes no tempo e 7; € um processo estacionario
Gaussiano com média zero e varidncia o2

n°

1. Assume-se que as perturbacoes ¢; e 7; sdo ruidos branco Gaussianos independentes

com varidncias 1 e af, respectivamente.

2. O termo h; é estaciondrio, entdo devemos impor que |¢| < 1.

Na literatura pode-se encontrar o modelo de VE representado de muitas maneira, no
artigo de Kim et al.(1998) os pesquisadores consideraram o modelo da forma canénica,

ou seja, o modelo das equagdes (3.3.1), (3.3.2) e (3.3.3) é dado por

Yt = /Behé/QEh 3 :>: 17

i1 = p+ 0(hy — p) + o7y, (3.3.4)

LEm nosso caso trabalharemos com processo estaciondrio
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Onde ¢; e n; tem distribuicdo normal padrao e fixa-se § = 1 ou u = 0 por problemas
de identificabilidade, as outras suposi¢oes seguem como anteriormente. Outra forma
de representacao é a que foi considerada por Jacquier et al.(1994), Sandmann e Koop-
man (1998), Fridman e Harris (1998), dentre outros, que consideram que a variancia

condicional segue um processo log- AR(1). Assim temos

y=h'"e,  t21

2

(3.3.5)
loghy = a+ ¢log hy_1 + opny,

Transformacao Logaritmo do Quadrado

Para obtermos linearidade na equagéo (3.3.1), tomamos uma transformagio. Assim,

elevando-se ao quadrado e tomando o logaritmo neperiano temos:

log(y;) = log(c7) + log(e?) (3.3.6)

e modelamos log(c?) como o processo autoregressivo em (3.3.3), onde h; = log(c?).
Dado que &; é normalmente distribuido com Elg;] = 0 e Var[e;] = 1 entdo log(e?)

segue a distribuicdo log-qui-quadrado com:

FEllog(ed)] = —1.27,

2 3.3.7
VUOg(ﬁf)} = DR ( )

e fazendo a transformacao tal que:

& = log(e?) — Ellog(e?)] = log(e?) + 1.27, (3.3.8)
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as equagoes (3.3.6) e (3.3.3) serdo modificadas para:

2

log(y7) = —1.27 + by + & & N]D((),r_lz_)7
he = a + ¢hy1 + 7, n: ~ NID(0,02), (3.3.9)
hy = log(o7) & L.

Pela definic@o de & temos que F[&] =0e Var[&) = 1“23 e 0s & sao independentes.
Outra vantagem desta transformacdo é que, em geral, para as séries financeiras
empiricas da distribuicdo de log(y?) ¢ mais simétrica do que a distribuigao de y;.

Porém o coeficiente de simetria ¢ ligeiramente negativo.

3.3.1 Propriedades do Modelo de Volatilidade Estocastica

Esta secao é destinada as propriedades basicas do modelo de VE definido na se¢do
anterior. Aqui assume-se que o processo estocastico h; é um processo AR(1) e todas
as suposicoes consideradas anteriormente.

Média

Como ¢; e 1, sao independentes, o; e €; também o sao. E a média do processo é igual

a zero pois

E(y:) = E(ove;) = E(01)E(e) = 0 (3.3.10)

Muitos pesquisadores assumem que a média da série dos retornos, r;, € zero ou des-

prezivel.
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Variancia

A variancia nao condicional do modelo VEé dada por

Var(y:) = E(y, — E(yt))isiﬁ(yf)

= BE(0})E(e}) = BE(0})

pois E(¢?) = 1. Como o7 é dada por um termo estocdstico h;, sabendo-se a dis-

tribuicdo de h; temos a distribuigdo de o2. Como a perturbacdo 7; é normalmente
distribuida, o processo autoregressivo, h;, tem distribuicdo ndo condicional normal

com os parametros dados por

2
(6% a,
hi~N| —— U
i (1—¢’1—¢2>

onde «, @, o, sdo os parametros dados em (3.3.3). Desde que 07 = e®, o7 tem distri-
.~ . , . , 1.2

buicdo lognormal. Assim o k — ésimo momento central de o7 é dado por elF#r+39),

onde yuy e U,?L sdo a média e varidncia de h; respectivamente. Logo a varidncia condi-

cional do modelo VE é como segue

E(y;) = E(c7)

1
= exp(up + 50}%)

o o
=exp(1_¢+2<lj¢2)) (3.3.11)

a variancia sera sempre positiva, devido os valores possiveis dos parametros presentes

na equacao (3.3.3). As tnicas restri¢Ges necessdrias para esses pardmetros no momen-
to da estimacdo é que |¢| < 1, porque o processo, h; serd ndo estaciondrio quando

|¢| = 1 ou explosivo quando |@| > 1.
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Momentos de Ordem Superior

Considerando &; uma varidvel aleatéria simétrica temos que os momentos de ordem
impar, serao todos iguais a zero, dado que a distribuicao de y; é simétrica em torno

de zero. O quarto momento do modelo serd dado por

E(yt) = B(0})E(e})
= E(e})B(e™)

= 3p(2un+20%)

Portanto a estatistica de curtose serd dada por

E (?/f ) 3e(26n+207)
E(?)? ~ (exp(un + 302))?
= 3exp(07)

Como a varidncia de h; é estritamente positiva, temos que s > 1 e a curtose para
o modelo sempre é maior que 3 (estatistica de curtose da normal), que é uma carac-
teristica desejada, j& que esse é um dos fatos estilizados das séries financeiras (caudas
pesadas).

Autocorrelacao

A estrutura de correlacao de um processo estocdstico é de importancia fundamental,
pois o conhecimento da estrutura da correlacio de tais processos auxilia no entendi-
mento do processo subjacente. No modelo proposto as duas varidveis aleatérias €; e
7; s@o serialmente na@o correlacionadas. Assim, combinando esta propriedade com o
fato de que a média do processo VE é zero, a estrutura de auto-covariancia é dada

por



40 Modelo de Volatilidade Estocéastica

E(yyrr) = E((0161) (0t4rEt2r))
= E((010t4r)(€tEt4r))

=0

onde assume-se que as perturbacoes ¢; e 7; sdo serialmente nao correlacionadas. Entao
para todo 7 > 0 o processo VE é serialmente néo correlacionado.

O processo VE ¢é serialmente ndo correlacionado, mas nao independente, pois existe
correlacdo, por exemplo, nas transformacoes log(y?) do processo como visto em segio

anterior. Das equagdes em (3.3.9) a fungéo de autocorrelagdo para logy? é dada por

v(7) = E(logy; — Elogy;)(logy?.. — logyz.,)

Dado que E(logy?) = —1.27+E(h;), entao log y2—E(logy?) = hy— Eh;+&;. Portanto,

usando o fato de que h; é independente de &; tem-se,

(1) = E(ht — Ehy + &) (ht1r — Ehyyr + &tir)
(3.3.12)
= E(hi = Eh)(hisr — Ehyir) + E(&e4r)

Além disso tem-se que:

V() = (T) + 7¢(7)

utilizando-se do fato que h; é um processo autoregressivo de ordem 1, a funcgao de

auto-covariancia de h; serd dada por
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0,2

f)/h(’r) = ¢T1 _n¢2
Para 7 > 0 e v(7) = 0. E temos v,(7) = () para 7 diferente de zero. Assim, a

func@o de autocorrelacao é dada como segue

7%
)

T 70)  7(0) + 7%(0)
¢'r

= -2 72

ou seja, a ACF decai exponencialmente a partir do segundo lag; que é uma carac-
teristica de um processo ARMA(1,1). Nos ajustes de séries financeiras, em geral,
sao encontradas estimativas de p; baixa (dependendo de agz%z-) e de ¢ préximo de
1. Esta alta correlagdo da volatilidade é que gerard séries com caracteristicas de

conglomerados de volatilidade.

3.3.2 Formulacao na Forma de Espaco de Estado

Apés a transformacio do modelo na forma da equagdo (3.3.9), pode-se facilmente
representéd-lo na forma de espago de estados descrita no capitulo 2, onde as equacoes

de medida e transicdo serdo dadas, respectivamente, por
oY
Yy = [ 1 1 } +€t
hy

NRIEN

= +

hy 0 ¢ Rty Ui

onde as matrizes do sistema representado pelas equagdes (2.4.1) e (2.4.2) sdo dadas

por
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10
th{ll} E=[0¢] H =493 Qi =o;

Algumas representagoes das extensoes do modelo, incluindo efeitos calendérios e ou-
tliers podem ser encontrados em Motta (1998) e Fukui (2000) respectivamente. Como
serdo feitas algumas andlises considerando outliers do tipo AO (aditive outlier) e 10

(innovation outlier) ? serdo dadas as representagdes desses casos.

A ocorréncia de um AO na ts0-ésima observagdo e de um IO na t;o-ésima observagéo,

sao incorporadas ao modelo da seguinte forma

log(y;) = —1.27+ hy + & + A (3.3.13)
onde Ay = 0 p/t#tao e Ny #0p/t=rtao

ht = o+ ¢he_y + ne + Ay (3.3.14)
onde Ay = 0p/t#tioe A #0p/t=to

(3.3.15)

2Para maiores detalhes ver Fukui (2000)
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(07
hy
yt*"[l 1 Iso 0} A, + & (3.3.16)
Ay
(o] 100 0] «a ] [o]
h 0 0 I Ry
t {2020 ko L I L (3.3.17)
Ay 0 01 O JAVER) 0
At‘ _OOO 1 At_l_ O_
0set#tio Oset#tao
IIOZ eIAo=
1set=to 1set=tao

Pode-se notar que essa representacdo, como foi dito, é similar a representacdo dos
modelos dindmicos apresentados por West e Harrison (1997). Entretanto, no enfo-
que bayesiano do modelo como um modelo hierdrquico, teria que ser considerado as
distribuicdes a prioris. No capitulo 5 serdo apresentadas algumas prioris adotadas no

modelo de VE.

3.4 Conclusoes

Apesar de parsimonioso, o modelo de VE é capaz de reproduzir os fatos estilizados
das séries temporais financeiras. Assim como os modelos ARCH/GARCH, o modelo
de VE reproduz os conglomerados de volatilidade e é uma familia de modelos muito
flexivel e que podem ser facilmente generalizados sob vérios aspectos, incluindo casos

multivariados.



CAPITULO 4

Analise Classica do Modelo de
Volatilidade Estocastica

O capitulo a seguir é destinado a abordagem classica dos modelos que podem ser
representados na forma de espaco de estado, em particular o modelo de volatildade
estocdstica que € objeto em estudo neste trabalho. Serdo apresentados os métodos
propostos por Durbin e Koopman, Shephard e Pitt, Tanizaki, Mariano e Geweke. Os
quatro primeiros pesquisadores dedicaram a atencdo em estimar os parametros do
modelo através da estimativa direta da verossimilhanca. Os trés tltimos propuseram
algoritmos para estimar as densidades condicionais de filtragem e suavizacdo, que
podem ser utilizadas para estimar a verossimilhanca e consequentemente estimar os

pardmetros do modelo e também os estados.
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4.1 Introducao

Nesta secao serao apresentados alguns métodos numéricos desenvolvidas para o tra-
tamento de modelos de espago de estados sob a abordagem frequentista. Na secdo 4.2
sera desenvolvido a metodologia proposta por Durbin e Koopman (1997a, 2000), on-
de eles utilizaram um modelo aproximado que torna possivel a utilizacdo do filtro de
Kalman. O FK ¢ utilizado para calcular uma verossimilhanca aproximada e também
para gerar amostras dos estados de uma densidade importante, que permite corrigir
a funcdo de verossimilhanca aproximada. Depois de obtida amostras da densidade
importante Durbin e Koopman utilizaram duas varidveis antitéticas e uma variavel
controle para tornar mais eficiente a simulacio.

Na secdo 4.3 serd apresentado o método proposto por Shephard e Pitt (1997). Ape-
sar desse trabalho ter um enfoque voltado para a andlise bayesiana, eles consideram
também a estimagao da verossimilhanca e dos pardmetros do modelo através da maxi-
mizacdo da verossimilhanca. A secdo 4.4 apresenta os resultados do modelo aproxima-
do utilizados por Durbin e Koopman e também por Shephard e Pitt. O apéndice B
apresenta a andlise frequentista proposta por Tanizaki, Mariano e Geweke, onde a
idéia principal ndo estd em estimar a verossimilhanca apenas, e sim metodologias
mais eficazes para amostrar os estados a fim de estimar as densidades condicionais de

filtragem e suavizagao.
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4.2 Correcao da quasi-Verossimilhanca Através da
Amostragem dos Estados

Nesta sec@o serd apresentada a abordagem proposta por Durbin e Koopman (1992,
1997a, 1997b, 2000) DK que é estimar a verossimilhanca através da correcao da quasi-
verossimilhancga. Tanto a verossimilhanca quanto a correcdo sdo obtidas utilizando o
FK. Nos dois trabalhos iniciais eles calcularam a verossimilhanc¢a com o objetivo de
estimar os parametros, ja no quarto trabalho foram apresentados resultados também
sob a abordagem bayesiana. Na apresentacdo da abordagem nem sempre serd desta-
cado a origem do resultado. Considere o modelo na forma de espago de estados da

forma dada pelas equagdes (2.5.1) e (2.5.2), i.e., por

Yyt ~ p(y:10:) 0r = Zyay + ¢
a; = Tyop_y + dy + Hyn, ne ~ NID(0,I)
Sejay = (¥'1,.--,¥,), a = (¢/1,...,&,) e denote o sinal por ;. Assim pode-se

denotar as densidades como segue:

p(y)- Densidade marginal de y.

p(#)- Densidade marginal de 6.

(
(
p(y, 9)- Densidade conjunta de y e 6.
p(y|0)- Densidade de y dado .

onde todas essas densidades sdo para um dado conjunto de pardmetros ¥. Assim a

funcdo de verossimilhanca é dada da seguinte forma,
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L(¥) = p(y)
= / p(y,0)do
= [ s 18)o(6) a0 (421)
L(¥) pode ser estimada através de simulagao, escolhedo N retiradas independentes
de 60, ..., 0% da distribuicio com densidade p(f) e tomando-se a média dos valores
de p(y|0®) para ¢ = 1,...,N. A eficiéncia deste procedimento pode ser melhorada

através de técnicas tals como amostragem por importancia, varidvel antitética e va-
ridvel controle (ver apéndice A). Entretanto, este método esbarra na dificuldade de
se amostrar da densidade p(6)

DK propuseram o método de amostragem por importancia considerando uma den-
sidade, a qual serd chamada de densidade importante, p(f]y) uma densidade condi-
cional, de 6 dado y e para um certo ¥, da qual podem ser retiradas amostras mais

facilmente. Assim

= [ nwlo) P0) 501y) as (422)

Fazendo-se N retiradas de 8%) da densidade p(f]y) pode-se estimar L(¥) por :

o= LSy p(09)
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Para aumentar a eficiéncia do método é necessério escolher p(f|y) préximo de p(fy)
dentro da classe de densidades que seja possivel amostrar facilmente. Assim, DK sugeriram
como densidade importante um modelo aproximado onde considera-se que as obser-
vagOes sdo geradas por uma equagcao linear, com maior flexibilidade para a distribuicéo
dos erros ¢; da equagio (2.4.1), i.e., & ~ N(uy, A;) para facilitar a amostragem.
Desta forma, lembrando que a perturbacio da equacgdo de transicdo é Gaussiana, o
modelo aproximado passa a estar na FEEG e a verossimilhanca associada a esse
modelo, L,(¥) pode ser calculada utilizando o filtro de Kalman. Apds obtermos
L,(¥) pode-se mostrar que a verdadeira verossimilhanga pode ser obtida através de
uma correcao, usando amostragem por importancia.

Considere p(-) e g(-) as densidades para o modelo original e modelo Gaussiano apro-
ximado respectivamente. A verossimilhanca verdadeira para o modelo ndo Gaussiano

¢ dada por

L(¥) = / ply,6) d6 = [ p(y10)p(6) do (4.2.4)

A verossimilhanca para o modelo Gaussiano aproximado serd considerada como

_ 9,9 _ 9(v|9)p(6) 5
L) =@y = o) (4:29)
logo temos que
_ 9(0]y)
p(0) = Lg(¥) e (4.2.6)

entdo fazendo-se as devidas substituicdes e sabendo-se que p() é o mesmo para ambos

os modelos, a verossimilhanca é apresentada como segue
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_ Ly(¥)g(6ly)
1w = [ plyle) =21 ap

= 1,(0) [ ’g%—{%gwlw o

= Lg(\II)Eg{ %{%} (4.2.7)

E facil observar a simplicidade da fungio em relagdo a dada pela equagdo (4.2.2). A
vantagem essencial é que nao é necessario simular para estimar toda a verossimilhanca
e sim apenas o desvio da verossimilhanca verdadeira em relagdo a verossimilhanca
considerando densidades Gaussianas.

Durbin e Koopman (1992, 1997a, 1997b) e Shephard e Pitt (1997) sugerem que g(6|y)
seja a densidade importante para a simulacdo. Assim amostra-se desta densidade
utilizando-se o algoritmo de suavizagdo proposto por de Jong e Shephard (1995).
Como comentado anteriormente a eficiéncia do método depende da escolha do modelo
linear Gaussiano apropriado e a forma eficiente de estimar a correcdo. O primeiro
problema serd destacado na subsegdo 4.2.1 enquanto na subsecao 4.2.2 serao discutidas
formas eficientes de estimar a correcdo por simulagdo através de varidveis antitéticas
e variaveis controle. Finalmente a subsecdo 4.2.3 apresenta resumidamente os passos

necessarios para estimar a verossimilhanca através deste método.

4.2.1 A Selecao do Modelo Aproximado

A escolha de um modelo aproximado estd intimamente relacionado a escolha da média
w: e do fator de escala A; dos distirbios ;. Como a densidade importante deve ser
escolhida tao préximo quanto possivel & densidade p(f]y), DK propuseram escolher

uma densidade tal que a moda e a curvatura fossem aproximadamente iguais.
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A partir dessa idéia DK tomaram § = E4(0), o valor de ¢ obtido quando aplica-
se o filtro de Kalman e o algoritmo de suavizacdo de de Jong e Shephard (1995),
considerando o modelo Gaussiano correto. Assim, eles verificaram que como os 6,
gerado pelo algoritmo de suavizagdo, sao normalmente distribuidos em torno de ét,
tomaram a escolha de u; e A; de forma que as densidades dos modelos fossem bem
préximas em torno de 6. DK sugeriram a nulidade da primeira e segunda derivadas
do log-quociente entre a densidade verdadeira e o0 modelo aproximado de maneira que

tem-se,

p(0ly) p(yl0)p(y)
1(0) = log ——== = log —>——"~ x lo f) — lo ) 4.2.8
(6) = log a0l = B et gp(ylf) —logg(y|o) (4.2.8)
a sugestdao de DK é escolher u; e A; tal que 3_gg_)_ =0e %Z—,) =0em @ = . Dado que
1(0) = Z{IOgP(?th)ﬁ) —log g(:10:)}, (42.9)

t=1

e sabendo-se que ¢g(y:|6:) ~ N(us + 6;, A¢), tem-se

1 o
log g(y:|6;) = cte — -2-(yt — 0y — pe) A7 Ny — O — pae)

entdo as seguintes condicdes sdo suficientes para que as duas primeiras derivadas de

1(6) seja igual a zero em 6.

0log p(y:/6:) — ANy — 6, — ) =0 (4.2.10)
89t 9t=ét
9% log p(y:|6:) -1
000 |ps 4 =0 -
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Essas equagOes sao resolvidas iterativamente iniciando-se com p; = 0 e A; qualquer.
Para cada novo par u; e A; obtém-se um novo vetor de 9} utilizando-se o algoritmo
de filtro de Kalman e suavizador de de Jong e Shephard (1995). Este novo valor é
utilizado nas equacdes (4.2.10) e (4.2.11) para se obter novos valores de A; e ;.

A restricdo necessdria para que (4.2.10) e (4.2.11) tenham solugdo é que A; seja

positiva definida, o que é verdadeiro para o caso do modelo de VE.

4.2.2 Estimacao da Logverossimilhanca e Correcao de Vicio

Considere uma amostra #® obtido pelo algoritmo de suavizamento, e seja w; =

w(@W), para ¢ = 1,..., N onde temos

w() = p(ylo) (4.2.12)

9(yl6)

A estimativa de L(¢) por Monte Carlo baseada em amostragem por importancia sera

dada como segue,

Lo(W) = L,(0)w (4.2.13)

_ _1 N . . -
onde W = N~-'3 ", w;. Portanto, pode-se verificar facilmente que Lo(¥) é uma
estimativa ndo viciada para L(¥). Como é mais conveniente trabalhar com log L(¥)

temos o seguinte resultado:

log L, () = log Ly(¥) +logw (4.2.14)

mas, pela desigualdade de Jensen, Flog® < log p,, onde u, = E4(w;). Logo, (4.2.13)

é viciada para log L(¥). A fim de corrigir o vicio tem-se que:



4.2 Correcao da quasi-Verossimilhanca Através da Amostragem dos
Estados 53

w - w W — Ly lfw-— 2
logw — log py, = log(l y ok > =2 e -—(w Mw) +Op(N“§‘) (4.2.15)
w Huw 2 M

entao

2

_ o 2
E,(log®W) = log pay + N2 +O(N72) (4.2.16)

.. — N . —T7)2
onde o2 = var(w;). Substituindo p, por W e o2 por s2 onde sZ = -Z-——Elz—v(—lf-_’-l——@— temos

que um estimador nao viciado aproximado para log L(¥) é dado por

2

N i sz
log L3(¥) = log Ly(¥) + logw + SN2 (4.2.17)

Variaveis Antitéticas

Uma breve explicacdo sobre varidveis antitéticas é dado no apéndice A. Para um
estudo mais detalhado ver Ripley (1987, p.122-123). Suponha o sinal # amostrado
da densidade ¢g(f|y), usando o algoritmo de suavizacdo com u; e A; escolhidos como
na secdo anterior. A primeira varidvel antitética, denominada por DK de varidvel

antitética balanceada por locagéo, é dada por

@:29\13“"9,4,, t=1,...,n

Portanto, o ganho de eficiéncia do uso desta varidvel antitética é a obtencdo de 2
amostras ) e 8 negativamente correlacionadas, o que induz uma correlacio nega-

tiva entre w; e w;.
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Para a segunda varidvel antitética assuma y; e 6; univariado. Seja 6 retirado da
densidade g(f|y) obtido pelo algoritmo de suavizagéo, entdo 6 é dada como uma
transformacao linear ndo singular de u da forma 6 = 6 + Bu, onde a suavizagao é
derivada do vetor u que é retirado de uma N(0,1,) e var(f) =V = BB'.

Defina

~ ~

c=0-0)VI0-0) =vu~x (4.2.18)

Para um dado ¢, seja ¢ = Pr(x2 < ¢) = F(c), e seja ¢ = F~}(1 — q), portanto como
¢ varia, € ~ X%n)' Segue que se definirmos 8 = 6 + (E) 5(9 — ) entdo B tem a mesma
distribui¢do que 6. Além disso, quando |6; — ét[ é grande , |6; — ét| é pequeno e vice
versa. Os pares de amostras e § com essa propriedade sdo chamados de balanceado
por escala.

DK verificaram que a reducdo da varidncia da estimativa de log L(¢)) com o uso de
varidveis antitéticas balanceadas por escala é sempre maior que aquelas com o uso
de varidvel antitética balanceada por locacdo. As varidveis serdo utilizadas conjunta-
mente, portanto teremos 4 valores para w(f) para cada valor obtido pelo algoritmo
de suavizag@o. Seja 5(,-) a variavel balanceada por escala a qual é antitética para )

e seja W) = w(d®) entdo

1 ~
w: = Z(wz + w; + W; + ’lZ)Z) (4219)

e estima-se log L(¥) por Ls(¥) a qual é dada por

2.

log L(w) = log L, (%) + log T + ——¥"
og L(y) = log Ly(v) + log@ +2N(zz7*)2

(4.2.20)
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Variaveis Controle Baseadas em Série de Taylor

Durbin e Koopman (1997a) propuseram também a utilizacdo de varidveis controle
para melhorar a eficiéncia nas simulacées. Uma explicacido suscinta da teoria de
varidveis controle encontra-se no apéndice A. Como varidvel controle, DK utilizaram

a expansdo de Taylor do quociente w(#) em torno de 8. Considerando a notagéo:

o), %)

=10 = = 4.2.2
l( )7 lt 80t 3 lt agtz ? ( 1)
ow(8) 0?w(h)
- g Fe 2N — . 4.2.
w 'LU( )7 Wy aat ’ Wy 89,:2 ( 22)
As derivadas de w serdo dadas por:
wi=ul, wf = w{ll+ @R} wl = wll 3+ ()
w" = w{l]" + 41" + 3(1))* + 61 (1))* + (l;)‘l} (4.2.23)

Como u; e A; foram tomados de forma que a primeira e segunda derivadadas fossem
zero, I} e [} sdo iguais a zeroem § =@ parat=1,...,n.
Para a facilidade de notacdo, denote as funcdes definidas em 6 por, w|; = W, I"|; = [}"

e ly"|, =1{". Assim a expanséo em série de Taylor é da seguinte forma:

7 2

- 1 7 A 1 Tm A
w(f) = w{l + 5D 0 =07+ D 10— 0 - } (4.2.24)

t=1 t=1
DK consideraram wa como a varidvel controle utilizada para estimar log L(¥), onde

TN
= === e q; dado como segue.

sl
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1 = 11 ¢ (% 2] 1 5 % %)
a =g D00 0+ 57 DB (69~ 8y (4.2:25)
t=1 =1

O primeiro termo some por causa do resultado da varidvel antitética balanceada por
locacdo. Seja vy = var(ely:) para t =1,...,n que pode ser obtido pelo algoritmo de

suavizacao. Dado que 0; = y; — €, var(b¢|y;) = v, tem-se:

1<,
Ey(a;) = §Zl;”’u§ | (4.2.26)
=1

O valor de a; é obtido calculando-se a média dos 4 valores de 5, > 7 (6% — ) com

o0 =6,8,9, 60

w: =w; — W (ai — %Z i;"'yt2> (4.2.27)
t=1

Portanto a estimativa de log L(¥) usando a varidvel controle a; é log Ls(¥) dada por

(4.2.17), com w) no lugar de w;. De (4.2.24) e (4.2.25) tem-se que

E{w(@)} = w{l + Ey(a;) } (4.2.28)

Portanto obtém-se a log-verossimilhanca aproximada dada por:

. 1 < &
log Lo = log Ly + logw + log(l +3 E l;”’z/f) (4.2.29)
t=1
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4.2.3 Algoritmo de Estimacao da Verossimilhanca

O algoritmo para estimacao, que utiliza as varidveis controle e antitéticas para estimar

a verossimilhanca pode ser implementado através dos seguintes passos.

@ Identifique a densidade gaussiana g(y|f), para aproximar p(y|6) baseada no fato
de que y; ~ N(6; + us, A¢), onde u; e A; sdo solugdes iterativas das equacdes

(4.2.10) e (4.2.11).
@ Calcule log Ly(v) usando o filtro de Kalman.

® Tome g(y|d) como a densidade importante e amostre #® de g(f|y) usando o

algoritmo de suavizagio de de Jong e Shephard (1995) parai=1,...,N.

@ Para cada i calcule w] por (4.2.27) e calcule log Ls(¥) pela equacio (4.2.17)
i

com w; no lugar de w;.

4.3 Correcao da Quasi-Verossimilhanca Através da
Amostragem das Perturbacoes

Shephard e Pitt (1997) (SP) utilizaram a abordagem bayesiana para os modelos de
séries temporais nao Gaussianos. Apesar do trabalho ser quase totalmente voltado
para a estimacao bayesiana das distribuicdes a posterioris, SP propuseram o uso de
amostragem por importancia para estimar a funcdo de verossimilhanca.

A proposta de SP estd estritamente ligada a proposta de Durbin e Koopman
(1997a). Assim como Durbin e Koopman (2000), SP amostram dos distirbios 7 a
fim de contornar o problema de amostrar uma densidade degenerada e minimizar
problemas de grandes dimensoes do vetor de observacdo. Portanto, além de nao utili-

zarem varidvel controle, eles utilizaram apenas uma varidvel antitética e sugeriram um
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distribuicdo diferente na amostragem por importancia. O método proposto também
é eficiente e utiliza o fato de existir uma rela¢io deterministica entre os sinais 6 e 7.

Considerando-se a densidade importante por p(n|y, ¥) tem-se

L(¥) = p(y)

- [ P20

Logo, pode-se estimar essa integral através da esperanca em relacdo a densidade

importante e obtendo-se

L(0) = p(y)u = szyw (4.3.1)

Assim, como na secdo 4.2, este estimador é ndo viciado para a verossimilhanca. No
entanto, como o estimador da log-verossimilhanca é viciado, SP fazem a correcao do

vicio de forma andloga a DK e obtém o seguinte estimador para a log-verossimilhanca

log 5(u)as + 51777 z_j 7= py)u)? (432)

Qutra divergéncia entre os métodos que vale ser ressaltada é a utilizagao de apenas

uma varidvel antitética balanceada por locacdo para a reducdo de variancia.

4.4 Modelo Aproximado para o Modelo de Volati-
lidade Estocastica

Os trabalhos de Durbin e Koopman (1997a, 2000), Shephard e Pitt (1997) consideram

a mesma forma de aproximacao para o modelo. Como nesta dissertacdo o enfoque é
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dado ao caso particular do modelo de volatilidade estocéastica esta se¢@o apresenta a
forma de se retirar amostra da densidade importante. No modelo de VE a densidade

das observacoes é dada por:

1 1 2
log f(y:l0:) = —5 log 2mo® — —2~9t - —2%-2— exp(—6;). (4.4.1)

Assim, a linearizacao para o modelo aproximado segue como na secao 4.2.1 com

Olog f(y:|6:)

p— -1 — 7] —_— s
aet 6,0, At (yt Ht /~Lt) O: (442)
0 log f (y:]6%) 1
26,00, i +A; =0, (4.4.3)
De (4.2.10) e (4.2.11) obtém-se
4, = 202520 (4.4.4)
Yi

- ~ 1

G = 0; — ‘iAt +1 (4.4.5)

para o qual A, é sempre positiva. A solucdo iterativa pode ser obtida, aplicando-se o

filtro de Kalman suavizado considerando:

Gt = 0y + &4 g~ N(0,4) G =y — it (4.4.6)

oy = Trou—1 + By e ~ N(O; Qt) 0 = Zioy (4-4-7)
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onde o algoritmo de suavizamento nos produz um novo valor para §. O processo
repete-se até a convergéncia de 6. Apés a verossimilhanca estimada pode-se encontrar
os estimadores de maxima verossimilhanca do modelo utilizando-se um algoritmo de

otimizac¢do apropriado.



CAPITULO 5

Analise Bayesiana do Modelo de
Volatilidade Estocastica

Neste capitulo serd apresentada a analise do modelo de volatilidade estocéstica sob a
abordagem bayesiana sdo considerados os trabalhos de Jacquier et al.(1994), Shephard
e Pitt (1997) e Kim et al.(1998), sendo o artigo de Jacquier et al.(1994) responsével

pela difusao dessa abordagem ao modelo de VE.
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5.1 Introducao

Considere o modelo de VEdado como na equagdo (3.3.5), i.e., da forma

y=h'" t21,
(5.1.1)
loghy = a + ¢log hy_1 + oy,
e com distribuicao a priori para os parametros (a, ¢, 0,2)), esejay =1vy,...,Yyr o vetor
t-dimensional de retornos, h = (hy, ..., hr) vetor de volatilidades e 6 = (a, ¢,07) o

vetor de parametros da volatilidade. Como pode ser observado, o modelo de VE ¢é
um exemplo de modelo hierdrquico. Os retornos sdo determinados pelas volatilidades
que sdo determinadas pelos pardmetros da volatilidade.

Jacquier et al.(1994) propuseram a andlise do modelo de VE com enfoque baye-
siano, explorando esta estrutura hierdrquica do modelo. A partir deste trabalho,
muitas modificacoes foram propostas, dentre essas Shephard e Pitt (1997) conside-
raram amostragem por blocos na tentativa de diminuir os efeitos de dependéncia.
Esses pesquisadores também estimaram os pardmetros considerando um conjunto de
distribuicGes a priori diferente do proposto por Jacquier et al.

Kim et al.(1998) utilizaram mistura de distribui¢des normais e, condicionada a
distribuicao da mistura, utilizaram o FK para amostrar todo o vetor de volatilidades
de uma tnica vez. Além desse aperfeicoamento eles propuseram o uso de amostragem
conjunta dos parametros para reduzir problemas de dependéncia.

Na secdo 5.2 serao desenvolvidas as diversas densidades condicionais que serao
utilizadas nas demais secoes. Na subsegdo 5.2.1 serd apresentado o algoritmo inicial
utilizando amostragem simples. Na subsecao 5.2.2 serd feito o desenvolvimento da

aproximagao necessaria para a amostragem da densidade multivariada e apresentado
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o algoritmo de amostragem por blocos. Finalizando a se¢do de amostragem das
volatilidades, é apresentada a metodologia utilizada por Kim et al.onde é utilizada
a amostragem conjunta. Na secdo 5.3 serdo apresentadas as distribuigdes a prioris e

posterioris para os parametros do modelo de volatilidade estocéstica.

5.2 Amostragem da Variavel Latente

Jacquier et al.(1994) propuseram um método para estimar a densidade conjunta de
h, 8 dado y. Uma vez obtida essa densidade pode-se encontrar as densidades margi-

nais de h e # dado y. A densidade conjunta de h, 8|y é dada da seguinte forma:

p(y|h, 8)p(h|0)p(6)

p(b, fly) = o)

(5.2.1)

onde p(#) é uma densidade a priori para o vetor de pardmetros, e a densidade

conjunta p(h,fly) a densidade & posteriori. A densidade p(y) é dada como segue.

ot
[\
[\
N

p(y) = / / p(y[h, 0)p(h/6)p(6) df dh (5.2

A marginal de h|y é obtida integrando a conjunta em relacdo a . Por outro lado, a
marginal de 0|y pode ser encontrada integrando a posteriori conjunta em relacao a h

da seguinte forma

p(61y) = [ p(t,8ly) dt (5.23)

Como ndo existe uma forma fechada para p(h, f|y) Jacquier et al.(1994) utilizaram o

método de aumentar os dados observados y pelas varidveis latentes h, como proposto
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anteriormente por Carlin et al.(1992) para o caso geral de modelos FEENG. A relagdo

entre a densidade aumentada p(f|h,y) e a conjunta p(h, 8|y) é dada por

p(h,fdly) = p(f|h,y)p(hly) (5.2.4)

como o interesse ndo € a densidade aumentada e sim em p(f|y). Utiliza-se a identidade

acima, e encontra-se a densidade de § condicionado a y como segue

p(0ly) = [ p(h, 8ly) dh = [ p(8lh, y)p(hly) dh (5.2.5)

Agora, conhecendo-se p(h|y) esta integral pode ser calculada usando técnicas de si-

mulacdo de Monte Carlo (ver apéndice A). Analogamente, tomando-se

p(h,0ly) = p(h|8,y)p(8]y) (5.2.6)

A distribuicio marginal de h|y pode ser obtida através de

p(hly) = ] p(h, Bly) df = / p(b]6, y)p(6ly) df (5.2.7)

Portanto, ¢ necessdrio saber amostrar de @]y para estimar p(hly). Logo tem-se um
problema recursivo como mostrado na Figura 5.1, onde é necessério a densidade de

h|y para estimar p(f|y) e vice-versa.

{p(hly) p(fly)

b |
Figura 5.1: Diagrama de Recursdo para Estimar p(h|y)
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5.2.1 Amostragem Simples da Variavel Latente

O problema do modelo de volatilidade estocéstica é que nao conseguimos obter a for-
ma analitica da densidade p(y|0) = [ p(y|h,8)p(h|@)dh, isso impede a anilise direta
da posteriori p(fly) através de métodos de MCMC. Pode-se contornar esse proble-
ma, trabalhando-se com a densidade p(, h|y) e através dos métodos tradicionais de
MCMC pode-se amostrar da posteriori conjunta e calcular quantidades de interesse
sem obter a verossimilhanca.

O algoritmo inicial pode ser implementado utilizando os seguintes passos no procedi-

mento recursivo.
® Dado o vetor inicial h® e ) amostre h(+!) da densidade p(h|6®,y).
® Dado h(*Y amostre 601 de p(6|h¢+1) y)

Para amostrar das densidades acima, é necessario ter a forma analitica de p(h|8® ) y)
e p(8/h*1) y) e que seja ficil amostrar dessas densidades. Em principio, considere

p(8/h+Y | y) representada como

__p6hy)
p(flh,y) = W (5.2.8)

onde

p(0,h,y) = p(y|6,h)p(h|0)p(6) (5.2.9)

A densidade de y|h pode ser encontrada diretamente, pois dado que £, ~ N(0,1) e

Ny ~ N(0,0’%), segue que y;|h; ~ N(0, hy). Portanto,
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T

p(yh) =[] p(vlh)

t=1

=11 = ex( yg) (5.2.10)
\% 2Tht P 2hi o

t=1

Dado que 7; ~ N(0,02) entdo, E(log |6, ¥;) = o+ ¢loghs_1 e V(log he|d, ¥y) = o

Suponha ¥, = (ht—1, h4—1,...), entdo

log htle, \Ilt ~ N(Oé -+ ¢10g ht—~17 O',g)

Entao

(logh: — a — ¢ log hy—1)?

log h:|0, ¥ - .2.11
p(logh:|0, ¥,) = \/———Gn exp( 272 ) (5 )
Assim, a densidade p(h:|6, ¥;) é dada por,
dlogh 1
p(ht]97 \Ift) = ( a}% t)p(log htw, \I’t) = -h—p(log ht167 ‘Pt) (5212)
t t

logo, h; tem densidade lognormal e a conjunta é dada como segue

(loght —a— ¢loghs_y)?
V2 ‘717 2‘7727

) (5.2.13)

p(h6) = p(hy|6) H

como hg nao é conhecido e log hi|f ~ N (2, I'E%)v a densidade de h;|0 serd a distri-

buic¢do nao condicional dada por
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1 1+/1-¢? 1—¢? ?
p(h]0) = Ep(log h1]0) = EIT/-_.Q—;;— exp{— U¢ (log hy — ___‘?‘__) } (5.2.14)
n

1
p(he6, ;) = -}-—L-p(IOg h:|0)
t

Deve-se agora obter uma forma de amostrar de p(h|f,y), pois ndo é possivel amostrar
diretamente, dado que é uma densidade multivariada. Portanto, utiliza-se o amostra-
dor de Gibbs (ver apéndice A) para obter amostras da densidade conjunta a partir de

suas condicionais univariadas. Isto pode ser conseguido através do seguinte algoritmo:

® Dado 8@, h+D ¢ amostrado como segue:
@ Amostre A"V de hy|h") yo®
Amostre STV de hy/h'), yo@

Amostre A" de he[bY, yo®

Nt

® Dado h(i'}'l), amostre A(+1) de glh(i+1)’y

Para utilizar o algoritmo de amostrador de Gibbs, é necessaria a forma analitica de

p(h:/hs,8,y). Portanto, considere a densidade condicional representada como.

ht, s, 0,
p(hihe, 0,y) = plhe by 6,y) (5.2.15)

- fp(ht]h\u@;}") dhy
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A integral em relagdo a h; torna o denominador constante relativo a varidvel hy. O
denominador é conhecido na literatura como constante normalisadora, nao sendo ne-
cessaria para determinar a densidade, podendo ser desconsiderada. A forma funcional

da densidade é obtida da seguinte maneira,

p(h,0,
P(htlh\n@, Y) = fp(il 9 y};)dht

_ __Ply)p(h|0)p(f)
[ p(y/h)p(h|0)p(6) dh,
o p(y|h)p(h|0)p(8)

o p(y|h)p(h6)

A priori para os parametros também pode ser omitida por motivo andlogo & omissao
da integral. De p(y|h) e p(h|f), é necessdrio somente os termos onde existe de-

pendéncia em h;. Assim, pode-se simplificar a equacdo da maneira como segue

p(hifhes,8,y) < p(yh)p(hl6)

o p(yz|he)p(he|ht—1,0)p(hts1 |y, 0)

1 yZ . 1 (loghs — a — ¢log hy—1)? (loghir1 — @ — ¢log hy)?
X \/’h‘; exp( th ) ht exp( 20_% )eXp( 20,%

)

1 y? 1
x e exp _Q—IZ) exp (-—-2—0-%-(log hi —a — ¢loghs—1)* + (log htr1 — o — ¢log hy)?)

S

@

Temos que,
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1
@ = ——2—(-7—5(10g hy — o — ¢loghs_1)? + (log hyyy —  — dlog hy)?
n

1
= —ﬁ((log he)? + (a+ ¢log ht_l)z —2(loght)(a + ¢loghy—1) + <752(10g Rt )?

n

+ (log huy1 — @) — 2(log hy) (log hes1 — @)

1
= —~§;2-((1 4 ¢2)(log ht)2 — 2(log hs) (o log hyy1 + ¢log hyry + @ — ag) + cte)
n
~1+¢2

((log hs)? — 2(log hy )y + cte)

207
_.}.
= 2% (logh, — 3 + cte —12)

2
20,7

X ""““"‘(IOg ht ")/t)z

onde

= a(l — ¢) + ¢(log hyrq + log hy_q) 52 = o,
i 1+ ¢2 1+ ¢2

Portanto, a forma analitica de p(h:/h.+,6,y) é dada por:

1 y? (log hy — 71)?
p(ht‘h\ta 97 y) hl 5 exp( 2ht> eXp( 20,2 ) (5216)
Parat=1et =T teremos:
1 ¥ (log hi — 125)° (log hy — a — ¢ploghy)?
1 v (loghr — a — ¢log hy_1)?
hrlhr,8, =T —
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Obtida a forma analitica da densidade condicional a menos de uma constante, deve-
se amostrar de tal distribuicdo. Em principio uma forma de se obter amostra dessa
funcéo, seria utilizar o algoritmo de aceitacdo-rejeicdo (ver apéndice A). Nesse caso,
é necessario uma densidade ¢(z), da qual sabe-se amostrar, tal que cg(z) envelope
p(h:/h;,0,y) para todo hs. Dois motivos bésicos fazem com que ndo seja indicado
tal procedimento. Primeiro, seria necessario um processo de otimizacgdo a cada passo
para encontrar uma nova constante ¢; e por outro lado, caso tivéssemos facilmente
essa constante, mesmo que ela fosse encontrada existe o problema da probabilidade
de aceitacao, que pode ser muito baixa.

A proposta de Jacquier et al.(1994) foi utilizar o algoritmo de Metropolis-Hastings
(ver apéndice A) para amostrar da densidade desejada. O diagrama do algoritmo é

apresentado na Figura 5.2

Figura 5.2: Diagrama do Algoritmo de Amostragem dos Estados
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O algoritmo proposto para amostragem de p(fly) e p(h|y) é dado como segue: Seja
X; = hﬁi), ondet=1,...,7T.

@ Dado h® 0% gere candidatos para A" amostrando de ¢(h{"" ™V |h.,,0,y))

@ (i) O candidato X;.; = hf“) gerado € aceito com probabilidade

mind P0G, 09,5)
1n D6 20 o)
Cq(ht Ih\t) 9 7')7 y)

e va para @.

(ii) Caso contrério rejeite hg”l), faca X;1, = hgi) e pare.

® (i) Aceite o candidato X;;1 = hff“) com probabilidade

] ; h(’H‘l) : h(i) 1
a(hgz)’ hg +1)) — mll’l{ ’/T( Ez) )‘Inln{ﬂ'((i;l)a )}7 1}
m(hy’) min{x(h; ", 1)}

e pare.

(ii) Caso contrério rejeita hgi“), faca X;11 = hgi) e pare.
@ Dado p(h|y), amostre 8 de 6|h,y

® Volte a @.

Para implementagdo do algoritmo é necessario saber a forma funcional das densi-
dades g(h:/h.+,0,y) e p(f|h,y). A forma analitica de p(8]h,y) ja foi discutida. Seja

a forma funcional de p(h;/h.s,8,y) dada como na equacdo (5.2.16).

1 ; log hy — v;)?
p(hefhes,0,y) o —5 exp(— ) exp<__(___§_2_t?;q_:ﬁ)m

htl.t') 2ht )
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Pode-se ver que o segundo termo em p(h¢/h 4, 6,y) é uma densidade log-Normal. Tal
densidade foi aproximada por Jacquier et al.por uma varidvel aleatdria inversa de
Gama. Essa aproximacao foi efetuada igualando os dois primeiros momentos da log-

Normal e Inversa de Gama. Para a densidade log-Normal os dois primeiros momentos

sdo dados por exp(v; + 307) e exp(2y; + 202), e para a Inversa de Gama sdo 2 e

}\2

(=S =)k ASSlm,

exp(: +30%) = 52y,

eXp(Q'}’t -+ 20'2) = (—1/—:12)\_(2_1;-——2)

Dessas Equacdes tem-se
L,
A= (v—1)exp(y+ 57 )s

L1 1 — 2exp(o?)
1 —exp(o?)

Desta forma pode-se aproximar o termo log-Normal por uma Inversa de Gamma

(1—exp a2)

mopo?) € M1 = (v — 1) exp(y: + 50°). Portanto, aproxima-se

com parametros v; =

q(hi|hs,8,y) pela seguinte densidade

1 vz .1 A

t
Esses termos podem ser combinados para obter uma densidade Inversa de Gamma

com pardmetros v = v; + 3 e A = A; + 547, Assim, a densidade é dada como segue
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A

1
q(hslhis,0,y) ox P GXP(‘“E‘)

onde

_1—2exp(c?) 1

i—ee&xplot) 1 2
1 — exp(o?) N 2

1 1
A= (v—1)exp(y+ 50'2) + §yt

onde 7; e o2 sdo dados na equacéo (5.2.16).

5.2.2 Amostragem da Variavel Latente por Blocos

Como o algoritmo de simulacao via cadeia de Markov atualiza uma varidvel por vez,
tem-se a vantagem de que densidade condicional sdo geralmente simples, mas por
outro lado a correlacao entre as varidveis entre os sucessivos ”sweeps”do Metropolis
é uma desvantagem, particularmente para problemas de modelos de séries temporais
com altas correlagdes. Shephard e Pitt (1997) utilizaram o método de amostragem
por blocos sugerido por Liu et al.(1994) extendendo esse método para os modelos
que podem ser representados como nas equagdes (2.5.1) e (2.5.3), assumindo que
log f(y:|6:) é concava em 6;.

Esse método tem a mesma funcao que o filtro de Kalman e o algoritmo de suavi-
zag¢ao nos modelos em FEEG, que estimam os estados h condicionada as observagoes
y. Considerando o modelo de VE como na equacio (3.3.4) a menos de reparametri-

zacao, tem-se

Ye = ﬂeht/Qst, t21,
(5.2.18)

hir1 = ohy + oy,
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onde &; e 1; sdo processos independentes Gaussianos com varidncia 1 e 072] respectiva-
mente.

Como Shephard e Pitt utilizaram uma outra parametrizacio, diferente de Jacquier
et al., para o modelo VE, serao apresentados apenas os métodos para a parametri-
zacao utilizada. Andlogo a secdo 5.2.1 e beneficiando-se da relacdo direta entre as

densidades log-Normal e Normal tem-se

1 ?Jt2 & log f (ytlht) th
log f(yelhe) = 5~ 5@‘ exp(—hy) = —-—~———(,9-};?—~—— = -~2—ﬁ—2 exp(—h:) < 0.
Como hs/h s ~ N(us,0?), onde p; = ﬂh—z‘%%*—’l—) e ol = (—1%;—2—), tem-se

log f(helys, hy) = log f(hs|hs—1, hei1) + log f(ys|he)
(he — pe)® By yi

=T T3 g e
(= )y y? 1

T30z 2 '2“5?‘5 exp(—pe)q 1 — (B — pz) + E(ht - )?
=logyg (5.2.19)

O termo quadratico em log g implica que nao é possivel utilizar ¢ como uma funcéao

envelope a fim de obter amostras de f através do algoritmo de aceitacdo/rejeicdo. A

partir das seguintes notagoes I'(h:) = @956%‘1’—”—@ e l"(hy) = @%%'—ﬂh—‘) , a densidade

sugerida para amostragem é dada, sem demonstragio, pelo seguinte teorema:

82 log f(yt|he)
Bh?

Teorema 5.2.1. Suponha oy ndo singular e que € negativa semi-definida

para todos valores de hy. Entdo os sequintes resultados sdo vdlidos.

> Pode-se amostrar de hy|hy—1, he1,y: propondo h; de

N(lu’t + Ufl/(mt)7 03)7
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a qual € aceita com probabilidade
exp{l(he) — U(my) — I'(me) (R — m4) },

> A probabilidade de se rejeitar a sugestdo € minimizada tomando-se m; como
a moda de f(h|hi—1, hei1,9s).

A sugestdo dada para uma proposta pseudo-dominada h; para h:|y:, h.; é retirada de

032 UZQ th 2
N[ o pet = {,_63 exp(—pe) (1 + ) — 1},@ }, (5.2.20)
onde
2 2 th
e e 5.2.21
t t 2,66Xp(ut) ( )

Na aceitagdo/rejeicdo, essas propostas sdo feitas até a aceitacdo, que é dada com
probabilidade min(f/g, 1), enquanto a probabilidade do Metropolis aceitar a proposta

é

min [f (zlys, b)) min{ £ (A" lye, bE), g (A} (5.2.22)

F (P 1y, b)) min{ f (z]y., %), 9(2)}

SP generalizaram esses resultados a fim de amostrar de uma densidade g, multivaria-
da. Nao é razodvel amostrar todos os estados de uma tnica vez, pois a probabilidade
de aceitacdo no passo de M-H seria muito baixa. A amostragem por blocos diminui
o problema de dependéncia e contorna o problema de alto indice de rejeicao. Seja,
heg = (b1, s Pirk-1)s Mg = (=1, ..., M+k—1) blocos de estados e perturbacdes,
SP utilizaram uma expansao de Taylor da densidade f para obter uma funcao que

pudesse ser amostrada. Considerando a relagdo direta entre h e 7 tem-se que
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log f =log f(htklhi—1,.. s Pepks1,Yes- - Yetk)
ek

= —'2]:771,5,k77t,k + Zl(ﬁz)
"
nt ek + > 16:) + (0; = 6)TI(G:) + = (9 —8)T1"(6;) + (6; — 6;) (5.2.23)
1 , = t—Hc
= cte ~ ek — 3 Z(yz — 870 (§i - 6:) (5.2.24)

z*t

=logyg

onde [(6;) = log f(y:|0;) e

@i = éz -+ Uzl’(éz) (4 ’U-_l = —-l”( z)
Agora a funcdo g pode ser considerada Gaussiana com observagoes § e pode-se utilizar
o filtro de Kalman e suavizador de de Jong ao modelo dado por
;;71391—%—51 SiNN(O,’Ui) izt,...,t-‘}"k

oiv1 = Tioy + Him; 1 ~ N[D(O,])

Como pode ser visto o procedimento é andlogo ao que foi visto na secdo 4.2. Os

valores obtidos pelo suavizador de de Jong serdo o bloco de varidveis proposto. Assim



5.2 Amostragem da Variavel Latente 7

a probabilidade ' de aceitagdo, i.e., passar de um estado o, para o sera

9n
P(agk - ofy) = min{l, %(—ﬂ}

onde

t+k

o(01) = expl(B) = 6,2} = exp| Y 1(8) = 160s)}

i=t
Para utilizar o algoritmo A-R conjuntamente com M-H deve-se amostrar blocos
propostos utilizando o suavizador e aceitar esse bloco, como proposta para o M-H,
com probabilidade igual a min[w(6; ), 1]. No passo M-H a probabilidade de aceitacio

da proposta af), € dada por

War (Onk)
Pal, — o :min{l,———t—’-—-—}
t.k t,k) War (ggk)

onde

War(Btx) = exp[l(0;x) — min{{(6:x), 1(6: 1) }] = max{l,w(b:x)}

Apbs amostrado os estados, procede-se a amostragem dos parametros de acordo com

a secao 5.3.

! Para maiores detalhes ver Shephard e Pitt (1997)
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5.2.3 Amostragem Conjunta da Variavel Latente

Nesta subsecdo a representacao do modelo de volatilidade estocastica considerada

serd a apresentada na equacdo (3.3.4), i.e., da forma .

Y = ﬁe%ft t>1
he = p+ ¢lheey — p) + opme (5.2.25)

(5.2.26)

O pardmetro 8 = e? é chamado o fator de escala constante, ¢ é a persisténcia na
volatilidade e o, é a volatilidade da logvolatilidade. Por questao de identificabilidade

toma-se § = 1 ou p = 0, mas para facilidade de interpretacdo tomou-se 8 = 1.
Melhorando o Algoritmo MCMC

Kim et al.(1998) utilizaram uma mistura de distribui¢des normais para aproximar a
verossimilhanca exata. Tal aproximacdo possibilita a implementacdo do que é cha-
mado na literatura de amostrador de Gibbs adaptado, o qual permite amostrar todas
as log volatilidades de uma vez. Objetivando-se melhorar o erro de aproximacao Kim
et al.(1998) propuseram a reponderacdo das amostras dos pardmetros e volatilidades

obtidas.
Aproximagao por Mistura

O modelo de volatilidade estocdstica linearizado como em (3.3.9), é aproximado

através de misturas de densidades normais considerando a seguinte transformacao

Yr = hy + 2 (5.2.27)
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onde y; = log(y? +¢) e

K
Flz) = aifw(zem; — 1.2704,03), (5.2.28)

=1
onde fn(z|m; — 1.2704,v?) é a suposicio de normalidade para a varidvel z, com

2
i

média m; —1.2704 e variancia v; e as constantes {g;, m;, v?} sdo escolhidas de forma a
aproximar bem a densidade exata de loge?. Fuller (1996) propds o compensador ¢ na
literatura dos modelos de VE. Ele tinha como objetivo tornar o estimador de quasi
méxima verossimilhan¢a do modelo de VE mais robusto quando y? fosse préximo a
zero. O valor de c pode ser obtido através dos valores de y?.

Deve-se notar que a mistura de densidade pode ser representada em termos de uma

variavel indicadora s; tal que

z|8; =1 ~ N(m; — 1.2704,v2),
(5.2.29)

Pr(s; =1) = ¢

Para a escolha de K e {g;,m;,v?} (i £ K), Kim et al.(1998) utilizaram a sugestio
de Titterington et al.(1985, p. 133), onde utilizou-se minimos quadrados nao li-
near a fim de se obter valores tais que os primeiros quatro momentos da densidade
Jexp(z) (1) € f(2¢) fossem o mais préximo possivel dos momentos das varidveis aleatérias
x2 e logx?. Eles encontraram que K = 7 produz uma aproximacio satisfatéria. Os

pesos, médias e varidncias desta aproximacao sdo dados na tabela 5.1
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s Pr(s=1) m; v?
1 0.00730 -10.12999 5.79596
2 0.10556  -3.97281 2.61369
3 0.00002 -8.56686 5.17950
4 0.04395 2.77786  0.16735
)
6
7

0.34001 0.61942  0.64009
0.24566 = 1.79518 0.34023
0.25750  -1.08819 1.26261

Tabela 5.1: Selegdo das misturas de normais para aproximar a distribuicdo log x?

Simulando da Mistura

Na abordagem de MCMC, os modelos de misturas sdo melhor estimados explorando a
representagdo em (5.2.29). A densidade & posteriori de interesse é (s, h, @, 02, uly*),
onde s = (S1,...,8,). Neste caso, h e s podem ser amostrados separadamente em

um bloco.
@ Inicialize s, ¢, 072 € p.
@ Amostre h de hly*,s,¢,02, u.
® Amostre s de s|y*, h.
@ Atualize ¢, 0,2,, w1 conforme a secdo de amostragem de parametros

® Volte a 2.

Agora pode-se amostrar da distribuicdo Gaussiana multivariada h|y*, s, ¢, o,, 4, pois
v*|s, ¢, 0y, 1 é uma série Gaussiana, que pode ser colocada na FEEG, possibilitando

a utilizagdo do filtro de Kalman para amostrar de h|y*, s, o,.u através do algoritmo
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de suavizagao de de Jong e Shephard (1995). A amostragem de s de s|y*, h é feita

amostrando independentemente cada s; da seguinte funcdo de probabilidade

f(selyp, he) oc f(s0) F(yilss 6,00, 1)

Pr(s; = ily;, he) o< ¢ fn (yf|he +my — 1.2704,07) i £ K. (5.2.30)

como y; = h: + 2z e z é mistura de normais entdo, y;|ss, by, M, v; ~ N(hy + my; —

1.2704,v?) 1<K
Integrando as log-volatilidades

Com o algoritmo anterior obtém-se uma significativa melhora no comportamento da
correlagdo das simulactes. Kim et al.(1998) sugeriram amostrar da densidade conjun-
ta 7(¢, 00, h, uly*,s) amostrando-se (¢,02) de 7(¢,02|y*,s) «x f(y*|s, ¢,02)n(¢,02)
e depois amostrar (h, u) de w(h, u|y*,s, ¢, a,";) utilizando o filtro de Kalman. Entao,

escrevendo uly”*,s, ¢,07 ~ N(ii,0?) tem-se

f(*ls, 6,02, u=0)m(u = 0)
m(p = 0ly*, s, ¢,032)

T 1< 1
x 71’((}5)71‘(0’2) HFt 2 exp (—5 va/ﬂ) exp (Wuz) g, (5.2.31)
t=1 t=1 7

(¢, 0aly*,s) < w(¢)m(07) f(y*|s, ¢, 02) = m(¢)7(0?)

onde v; é 0 erro de previsdo um passo-a-frente e F; é seu erro quadratico médio. As
quantidades vy, F, [},,02 sdo obtidas pelo filtro de Kalman, condicionados em s. Isto
implica que dado o valor atual {¢(—2, 620"V}, pode-se amostrar de ¢, olly*, s dire-
tamente propondo-se {¢®), o2 através da amostragem de uma densidade g(g, o2),

com probabilidade de aceitagado
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i 2(2 % - ol
min{l 7r(¢(2), Un(.)ly ,S) 9(¢(l 1), an(. 1)) }
’ 7T(¢(i-1), 0'72](7—1) ’y*7 S) Q(QS(Z), Ug(z))

O algoritmo para integracao é dado da seguinte forma

(5.2.32)

® Inicializa (s, ¢, 0y, i).

@ Amostra (¢,0,) de 7(¢,02[y*,s) usando uma sugestio de M-H baseada em

g9(c2, ¢), aceitando com probabilidade (5.2.32).
® Amostra h, uly*,s, @, Uf, usando o algoritmo de suavizagdo aumentado.

@ Amostra s|y*, h como no algoritmo anterior.

® Volte a 2.

Uma vantagem desse amostrador é que pode-se amostrar de (h, u) a partir do algo-
ritmo de suavizagdo. A amostragem de 7(¢, o2|y) é feita utilizando-se o algoritmo de

Metropolis-Hastings de Gilks et al.(1995).
Reponderagao

Apés obtidas amostras das distribuicdes posterioris dos pardmetros Kim et al.(1998)
propuseram fazer uma reponderacdo das amostras para melhorar as estimativas ob-
tidas. Supondo que as amostras sdo retiradas de k(6,h|y*), onde 6 = (¢, 0q, 1),

defina

f(8,hly)

w(f,h) =log #(0.hly)

= cte + log f(y|h) — log k(y"|h),

onde temos,
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n

flyh) = HfN (4]0, )

=1
n k

k(y*Ih) =[] D qifw(yelhe + ms — 1.2704,07).

t=1 =1

dessa forma temos para qualquer funcao de # a seguinte expressao

E(g(0)ly) = / (0)f(6ly)df = -/ gfew(“‘)k(@ i]?[}; d)gdjhdh (5.2.33)

e fazemos as estimativas por reponderacido como segue

RACRS)

E(g(@)ly) =>_g(6 ')W (5.2.34)

5.3 Amostragem dos Coeficientes do Modelo

Jacquier et al., Shephard e Pitt e Kim et al. para facilitar os célculos e aumentar a
eficiéncia nos resultados propuseram prioris conjugadas para todos os coeficientes do

modelo.
Jacquier et al.(1994) consideraram um vetor § dado como 6 = (A, 0,), onde A =
(o, ¢), entdo p(0) = p(A,0,) = p(Aloy,)p(o,). Eles sugeriram modelar Alo, como

uma normal multivariada e o, como uma inversa de gama. Assim tem-se,
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Aloy ~ NM(A, 0247

Alz A-BTAA-B
e e
o NIG(I/,%—\-)
pY A

p(——)

ploy) = T)oT exp(= -
onde a, ¢, o, A, v, A sdo parametros a priori. Com as prioris conjugadas escolhidas por
Jacquier et al.(1994) a posteriori resultante é um produto de uma normal multivariada
e uma inversa de gama. Assim, é necessdrio amostrar de uma normal multivariada e
uma inversa de gama apropriadas para amostrar de p(f|h,y).

Amostrando 02, ¢. A amostragem de o7 e ¢ feita por Kim et al.(1998) é direta.

Eles assumem, assim como Shephard e Pitt (1997), uma priori conjugada af){gb, o~

IG(o,/2,85,/2), Assim, amostra-se de uma Gama-inversa:

n+or Se+(h1— M)z(l - ¢2) -+ Z?;II((ht+l - /J) — ¢(hy — .U))2 }

Uf;jy,h,qﬁ,uNIG{ 5 5 ;o (8.3.0)

Kim et al.(1998) fixaram o, = 5 e S, = 0.01 x 0,. A partir da relagdo entre a distri-
bui¢do gama e x?, Shephard e Pitt, partindo de uma priori o2|¢ ~ x2S, encontraram

a posteriorl

n-—1

aaly, e, ¢ ~ x;;?,,,{so +0oi(1—¢%) + Y (e — m)z}, (5.3.2)

t=1

onde a parametrizacao de SP considera oy = h; — p relativo a parametrizagao do

modelo que foi utilizada por Kim et al.
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O parametro ¢ é amostrado da densidade condicional completa através do método
A-R. Assim, considerando a reparametrizacao, ¢ = 2¢* — 1, onde a distribuigdo de ¢

é uma beta com parametros (¢(1), ), a priori de ¢ é dada por

()1 (D1
w(as)oc{ﬁ—}@} {9-12‘-—@} e > (5.3.3)

através dessa priori Kim et al.obtiveram suporte em (—1,1). Foi fixado no artigo
deles ¢ = 20 e ¢® = 1.5 obtendo-se uma média a priori de 0.86.

Dado a priori (5.3.3), a densidade condicional completa de ¢ é proporcional a

m(9)f(hlu, 6, 07),

onde

- (he —p)*(1~¢)

" D (T R “)}2, (5.3.4)

2
2017

log f (bl 8,02) o« + 3 log(1 — )

Esta funcio é concava em ¢ para quaisquer valores de ¢(1) e ¢(@. Isto nos fornece que
pode-se amostrar ¢ usando um algoritmo A-R. Kim et al.(1998) tomaram a expansio

por série de Taylor da priori em torno de

o (hass = p)(he — )
o (he = pr)?
Logo, dado um valor proposto ¢* de N(@,V,) onde Vy = o2 {307 (he — p)?} " este

¢ = : (5.3.5)

valor é aceito com probabilidade exp{g(¢*) — g(¢~V)}, onde

o0 Lot gy s

9(¢) = logm(¢) —
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Se o valor proposto é rejeitado, tomamos ¢ = ¢l=1.
Amostrando u. Supondo uma priori difusa® para pu, ele é amostrado de uma

distribuicao condicional completa dada por

ph, ¢, 02 ~ N(f, 03), (5.3.7)
onde
42 _ n-1
o= o—i{ (1 O; )h1 + u o ?) Z(ht“ - ¢ht)}, (5.3.8)
t=1
e
o =0{(n-1)1—-¢") +(1-¢%)} " (5.3.9)

Como existe uma relacao direta entre p e 8 foi amostrado o pardmetro u e feita a
transformagdo § = exp(u/2). Shephard e Pitt ndo usaram essa parametrizagio, eles

amostraram de 82|y, a ~ x,;2 > Y7 exp(—ay)

2No trabalho foi usada N(0, 10) por exemplo
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5.4 Conclusoes

As diversas formas de amostrar as volatilidades tem aumentado a eficiéncia e dimi-
nuindo os problemas de dependéncia no passo de M-H. A amostragem das posterioris
dos parametros consideradas pelos autores sdo analogas, podem ser feitas, fora amos-
tragem de ¢, diretamente. Vale ressaltar a melhora ao amostrarmos os parametros

conjuntamente, coonforme o artigo de Pitt e Shephard (1999b).



CAPITULO 6

Aplicacao dos Métodos

6.1 Introducao

Neste capitulo serao aplicadas as metodologias apresentadas anteriormente a séries
financeiras simuladas e a série de retornos compostos do IBOVESPA. Nas séries simu-
ladas utilizou-se amostra de tamanho 1000 e também foi feita andlise considerando a
presenca de outliers do tipo AO e IO, verificando seus efeitos nas estimativas de varios
valores de interesse, como verossimilhanca, estimativas dos parametros e estados. A
série de retornos IBOVESPA é considerada no periodo de 02/jan/1995 a 27/dez/2000
totalizando 1500 observacdes, sendo que as principais crises nesse periodo foram: fe-
vereiro/marco de 1995 (México), outubro de 1997 (Asia), agosto de 1998 (Rissia),
janeiro 1999 (Brasil) e abril de 2000 (Nasdaq).
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6.2 Analise das Séries Simuladas

Esta secdo é dedicada a aplicacdo dos métodos estudados as séries simuladas. O ob-
jetivo é verificar o comportamento dos métodos nas estimativas dos parametros do
modelo VE. Foram simuladas diversas séries de tamanho 1000, considerando diver-
sos conjuntos de pardmetros. Todas as séries foram analisadas em quatro situagoes
diferentes. Na primeira, as séries foram geradas sem a presenca de valores aberrantes,
no segundo caso foi inserido no processo gerador dos dados, um AO na posi¢ao 250
e um IO na posicao 600. Nos dois tltimos casos considerou-se a presenca de apenas
um AO e um IO respectivamente. O tamanho do AO foi tomado como sendo igual a
A desvios padrdes da série de retornos simulada sem outlier e o IO como sendo igual
a A vezes o desvio padrédo do processo autoregressivo, i.e., AloZ(1 — ¢?)7!]%5. Em
todas as séries foram mantidos os mesmos conjuntos de perturbacgoes nas equacoes de
observacdo e estado. As séries analisadas foram geradas com os seguintes conjuntos

de pardmetros.

Parametros
Casos ® On B Asso  Aeoo
I 098 0.12 1.0 4 4
II 095 010 1.0 4 4
III 0.90 0.50 1.0 4 4
v 0.98 0.12 1.0 7 9

Tabela 6.1: Valores para o conjunto de pardmetros para o processo gerador das séries,
com A =tamanho do AO e A = tamanho do IO

Os valores dos parametros foram escolhidos baseados nos valores presentes na lite-
ratura dos modelos de VE. Para cada caso foi considerada a presenca conjunta dos

outliers do tipo AO e IO e a presenc¢a marginal dos valores espirios.



A Tabela 6.2 e 6.3 apresentam algumas estatisticas descritivas do caso I e IV res-
pectivamente. Pode-se notar que a presenca de um outlier do tipo AO na série tem
influéncia maior na média dos retornos, enquanto que a presenca de um IO aumenta

sensivelmente o desvio padréo da série e altera o sinal do coeficiente de assimetria.

[l Tipo Outlier || Média | D. Padrdo | Assimetria | E. Curtose | Minimo | Mdximo ||

Sem Qutlier || 0.002340 | 1.052716 0.024955 1.124290 | -4.252678 | 4.068046
A0 e IO 0.006303 | 1.203698 0.027712 1.858323 | -3.846982 | 5.017068
AO 0.006340 | 1.0628534 0.098231 1.344327 | -4.252678 | 4.685400

10 0.002303 | 1.194756 | -0.021303 1.769920 | -5.846982 | 5.017068

Tabela 6.2: Estatisticas descritivas das Séries Simuladas para o Caso [

|| Tipo Outlier || Média | D. Padrdo | Assimetria | E. Curtose | Minimo | Maéximo
Sem Cutlier || 0.002340 | 1.052716 $.024955 1.124290 | -4.252678 | 4.068046
AO e IO 0.007969 | 1.445329 -0.02493 10.39526 | -11.60306 | 8.599363
AQO 0.008890 | 1.082088 0.394731 3.540255 | -4.252678 | 7.908236

10 0.007350 | 1.423694 -0.41662 10.27050 | -11.60306 | 8.599363

Tabela 6.3: Estatisticas descritivas das Séries Simuladas para o Caso IV

Através das estatisticas descritivas, a primeira diferenca que pode ser destacada é a
maior influéncia dos outliers na série do Caso IV em relacdo a série do Caso I, o que
era esperado devido a magnitude dos valores inseridos no processo gerador de dados.
Os gréficos das figuras 6.1 e 6.2 apresentados de forma ilustrativa, sdo das séries
simuladas para o Caso [ e Caso IV respectivamente, como as estatisticas descritivas

e graficos dos casos Il e III sdo similares eles ndo serdo apresentados.
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Figura 6.1: Graficos das séries simuladas com o conjunto de pardmetro para modelo para
Caso L.
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Figura 6.2: Graficos das séries simuladas com o conjunto de pardmetro para modelo para
Caso IV.
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6.2.1 Calculo da Verossimilhanca Corrigida

Nesta subsecao sdo apresentados os valores das log-verossimilhancas corrigidas, que fo-
ram calculadas utilizando-se os algoritmos de Durbin e Koopman (1997a) e Shephard

e Pitt (1997). Os valores foram obtidos considerando os quatro casos da tabela 6.1.

Tipo Log-Verossimilhanga : Tipo : Log-Verossimithanga !
Qutlier Durbin e Koopman | Shephard e Pitt Qutlier Durbin e Koopman = Shephard e Pitt
Sern Outlier -1.410778597 -1.-410696019 Sem Qutlier -1.450987713 -1.450216403 |
AQe IO -1.533930887 -1.532933350 | A0elO -1.628560530 -1.625334055 |
AO -1.420669052 -1.420407375 AO -1.470792787 -1.464106513
10 -1.525432642 -1.524605183 | 10 -1.620536332 -1.620386259

(b) Valores da log-verossimilhanca
para série simuladas com o conjunto
de pardametros do Caso II

{a) Valores da log-verossimilhanga
para série simuladas com o conjunto
de pardmetros do Caso I

Tabela 6.4: Valores das Log-verossimilhancas corrigidas para os Casos I e Il

Tipo Log-Verossimilhanga Tipo Log-Verossimilhanga
Qutlier Durbin e Koopman | Shephard e Pitt Outlier Durbin e Koopman | Shephard e Pitt
Sem Outlier ~1.549062804 ~1.548716542 Sem Outlier 1410778597 “1.410696019
ACe IO -1.588619407 -1.587920780 AQeIO -1.533335657 -1.532768688
AO -1.554558655 -1.554037803 AQ -1.420767139 -1.420747324
10 -1.583365717 -1.582837744 10 -1.525393043 -1.525386254

(b) Valores da log-verossimilhanca
para série simuladas com o conjunto
de par8metros do Caso IV

(a) Valores da log-verossimilhanga
para série simuladas com o conjunto
de parametros do Caso III

Tabela 6.5: Valores das Log-verossimilhancas corrigidas para os Casos III e IV

Nota-se pelas tabelas 6.4 e 6.5 que os métodos propostos produzem valores da veros-
similhanca préximos, sendo que a técnica proposta por Durbin e Koopman produz
valores menores para todos os casos. O comportamento dos métodos na presenca
de outliers sdo semelhantes, havendo decréscimo mais acentuado quando da presenca
dos dois tipos de valores aberrantes. No entanto, vale ressaltar que o IO tem maior

contribuicdo no decrescimento da log-verossimilhanca.
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6.2.2 Estudo da Convergéncia na Andlise Bayesiana

O algoritmo de MCMC foi inicializado tomando-se as volatilidades h; = 0, o pardmetro
de persisténcia ¢ = 0, a varidncia da volatilidade o, = 0.02 e u = 0. Esses valores
foram tomados de acordo com os resultados fornecidos por Kim et al.(1998). Eles
também verificaram que ndo se consegue estimativas diferentes ao rodar multiplas
cadeias com valores iniciais diferentes.

Foram feitas 1000 iteracgoes do algoritmo de estimacdo da volatilidade e depois 50000
iteracoes de amostragem dos pardmetros e volatilidades. Apds o durn-in foram com-
putadas 150000 amostras das densidades posterioris que se encontram no grafico da
figura 6.3. O numero de iteragles para o burn-in foi sugerido no artigo de Kim et
al.(1998) onde, com esse numero de iteracdes eles asseguram que o efeito do valor
inicial é insignificante.

Pode-se notar pelo grafico 6.3 que a func¢do de autocorrelagio, i.e., o correlograma para
amostragem simples indica uma grande correlacdo nas amostras para os parametros ¢
e oy, portanto necessita-se de um nimero bastante grande de simulacdes para perder
a influéncia do ponto inicial.

A comparacdo entre os graficos das figuras 6.3 da amostragem simples e 6.4 da
amostragem por mistura deixa claro a reducgdo da correlacdo para os trés pardmetros.
Dessa forma, pode-se fazer inferéncia para os parametros a partir de um nimero

menor de iteracdes e obter bons resultados.
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Figura 6.3: Gréaficos dos valores dos pardmetros, histogramas das densidades posteri-
oris e correlograma para amostragem simples com a presenga de outliers do tipo AO
e 10. Tempo para estimativa dos pardmetros em um Pentium III 550 foi de 399.42

segundos

Verifica-se pela ﬁguréi 6.3 que o tempo necessario para as estimativas é de 399.42 se-

gundos (aproximadamente 7 minutos) utilizando amostragem simples. Por outro lado,

através da figura 6.4 verifica-se que 2176.4 segundos (36 minutos aproximadamente)

é o tempo necessario para obter as estimativas através do método de integragfo, mas

vale ressaltar que esse tempo foi obtido utilizando-se 0 mesmo ndmero de iteragdes

que na amostragem simples, o que pode-se verificar através do correlograma que néo

é necessario.



6.2 Analise das Séries Simuladas : 97

~ @lv

:
[

95

N
O S

v
-

0 30000 100000 130000 ¢] 30000 100000 150000 o] 50000 100000 150000

[SRE

835

.85 -
. Comrelo g;rgm
L

i ¢

: : : : : .
\ O 650 1300 1950 (o] 650 1300 18950 [¢] 30 100/

Figura 6.4: Graficos dos valores dos parametros, histogramas das densidades posterio-
ris e correlograma para amostragem utilizando o algoritmo de mistura com a presenga
de outliers do tipo AO e IO. Tempo para estimativa dos pardmetros em um Pentium
IIT 550 foi de 2176.4 segundos
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Figura 6.5: Gréificos dos valores dos parimetros, histogramas das densidades poste-
rioris e correlograma para amostragem utilizando o algoritmo de integracao com a
presenca de outliers do tipo AO e IO. Tempo para estimativa dos pardmetros em um
Pentium III 550 foi de 38.840 segundos
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A figura 6.5 mostra que com apenas 2000 iteragdes do algoritmo de integracao, atingiu-
se rapidamente uma baixa correlacdo entre as iteracOes para os pardmetros. Assim,
pode-se diminuir o tempo consideravelmente (aproximadamente 39 segundos) para

obter estimativas razodveis para os parametros do modelo.
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6.2.3 Estimativas dos Parametros

As séries foram simuladas para os conjuntos de parametros dados na tabela 6.1 e fo-
ram obtidas estimativas para os parametros do modelo de VEutilizando-se os métodos
discutidos. As estimativas foram calculadas considerando o enfoque cléssico e o en-
foque bayesiano. Para a andlise frequentista foi calculada a logverossimilhanca pelos
métodos de Durbin e Koopman (1997a) e Shephard e Pitt (1997) e esta foi maximiza-
da utilizando o algoritmo de otimizacdo BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno),
que € uma das rotinas da linguagem OX, para se obter as estimativas dos parametros
que se encontram nas tabelas 6.6, 6.7, 6.8 e 6.9. O erro padrao para as metodologias
classicas foi calculado pela segunda derivada numérica da logverossimilhanca.

As estimativas bayesianas dos pardmetros do modelo encontradas nas tabelas 6.6, 6.7,
6.8 e 6.9, foram obtidas calculando-se a média amostral dos valores amostrados da
distribuic@o posteriori, pois Durbin e Koopman (1992) mostraram que as estimativas
obtidas pela média e mediana sdo analogas. O erro padrao foi calculado através da
raiz quadrada da varidncia amostral dos valores para cada um dos coeficientes. As

principais conclusoes sio:
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Classica Bayesiana
© Tipo Durbin Shephard Amostragem Mistura | Integracao | Reponderagio
OQutlier Koopman Pitt Simples
- 0.98161 0.98176 dly = 0.98061 0.98506 0.98048 0.98056
Sem Outlier ¢ = (0.00814) (0.00823) (0.00859) (0.01286) (0.00892) (0.00892)
¢ = 0.98 . __ 0.11062 0.11073 oqly = 0.11525 0.10719 0.11402 0.11426
7T ™ (0.02605) (0.02389) (0.02194) (0.01253) (0.02271) (0.02253)
5 0.95679 0.95690 Bly = 0.98133 1.13367 0.98348 0.98328
B= (0.08943) (0.09154) (0.11067) (0.08090) (0.11341) (0.11417)
- 0.96242 0.96156 ¢ly = 0.96219 0.97833 0.96475 0.96458
AO IO ¢= (0.00493) (0.00487) (0.01094) (0.00779) (0.01023) (0.01028)
oy = 0.12 . 0.23177 0.23744 oqly = 0.233779 | 0.15868 0.22138 0.22587
7™ (0.01025) (0.02032) (0.04791) (0.02633) (0.04252) (0.04229)
5 113324 1.13291 Bly = 1.08018 1.28382 1.08332 1.08203
b= (0.22398) (0.23106) (0.28080) (0.123689) (0.30331) (0.29738)
- 097174 0.97132 oly = 0.93981 0.97340 0.94421 0.94121
AO 6= (0.00573) (0.00539) (0.01759) (0.01118) (0.01676) (0.01675)
B8=1.0 _ 0.15580 0.15830 ogly = 0.12227 0.10422 0.109045 0.118556
7™ (0.01533) (0.01665) (0.04752) (0.02071) (0.04725) (0.04561)
s 0.91707 0.91718 Bly = 0.98213 1.16155 0.984865 0.98395
b= (0.20026) (0.20160) (0.10011) (0.12018) (0.10397) (0.10198)
- 0.96853 0.96808 oly = 0.97092 0.98187 0.97107 0.97077
10 ¢= (0.00578) (0.00533) (0.00901) (0.00667) (0.00917) (0.00935)
. _ 0.18680 0.18967 oqly = 0.17845 0.14805 0.15658 0.17748
T 7 (0.01684) (0.01699) (0.03923) (0.02269) (0.04073) (0.04128)
5 1.12290 1.12257 Bly = 1.07745 1.27843 1.08392 1.08416
b= (0.24432) (0.23783) (0.32515) (0.37520) (0.32388) (0.32811)

Tabela 6.6: Estimativas dos pardmetros para as séries simuladas e abaixo seus res-
pectivos erros padrao Caso I.

e Pode-se observar através das tabelas 6.6, 6.7, 6.8 ¢ 6.9 que as técnicas utilizadas

para estimacdo da logverossimilhanca e consequentemente as estimativas dos

parametros do modelo, produzem resultados semelhantes. Embora nao sabendo

o valor verdadeiro para a EMV, nota-se que as estimativas para o pardmetro de

persisténcia ¢ foi estimado préximo ao valor do coeficiente do processo gerador

de dados, quando nfo existe a influéncia de valores aberrantes.
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e A presenca de outliers do tipo AO e do tipo IO na série tende a subestimacgao

do paradmetro de persisténcia, por outro lado as estimativas de o, aumentam.

Essa influéncia parece ser causada principalmente pela presencga do 10, porque

pode-se observar que na presencga apenas do AO sdo obtidas estimativas mais

préoximas aquelas obtidas sem presenca de valores espurios.

e Através dos resultados pode-se notar que o fator de escala constante 5 é pouco

influenciado pela presenca de outliers do tipo AQO, por outro lado valores aber-

rantes com essa caracteristica tendem a aumentar as estimativas obtidas para

Oy
Classica Bayesiana
[E) Tipo Durbin Shephard Amostragem Mistura | Integragdo | Reponderacdo
Outlier Koopman Pitt Simples
. 095170 0.95189 Ply = 0.94416 0.96725 0.94400 0.94383
Sem Outlier ¢= (0.01678) (0.01714) (0.01621) (0.01231) (0.01627) (0.01652)
¢ =0.95 5 = 0.085612 0.08513 oqly = 0.13176 | 0.12612 0.12937 0.13241
77 (0.01341) (0.01532) (0.04563) (0.02420) (0.04472) (0.04611)
5 0.908878 0.90895 Bly = 1.02835 1.20656 1.02747 1.02766
b= (0.08882) (0.09002) (0.12296) (0.14036) (0.11879) (6.11799)
- 0.92839 0.92386 ély = 0.93760 0.95804 0.93699 0.93771
AO IO ¢ = (0.01522) (0.01544) (0.01668) (0.01337) (0.01648) (0.01646)
oq =01 _ 0.15692 0.16083 oqly = 0.17849 | 0.14556 0.17669 0.17774
77 (0.01617) (0.01800) (0.04807) (0.02687) (0.04633) (0.04665)
5 1.00069 0.99890 Bly = 1.05252 1.23012 1.05209 1.05199
A= (0.08629) (0.08518) (0.13199) (0.14250) (0.12854) (0.12865)
- 0.94003 0.93943 ¢ly = 0.93824 0.96432 0.93812 0.93857
AO 6= (0.01505) (0.01545) (0.01761) (0.01337) (0.01722) (0.017186)
B=1.0 . _ 0.11574 0.11714 oqnly = 0.15141 | 0.12955 0.14852 0.15055
77 (0.01363) (0.01485) (0.04920) (0.02648) (0.04699) (0.04698)
5 0.91080 0.91013 Bly = 1.02951 1.21012 1.02854 1.02859
B= (0.08235) (0.08399) (0.11935) (0.13770) (0.11687) (0.11627)
- 0.93502 0.93441 oy = 0.9417 0.96144 0.94144 0.94336
10 ¢ = (0.01438) (0.01472) (0.01559) (0.01259) (0.01573) (0.01586)
. _ 0.12869 0.13018 only = 0.15756 | 0.14106 0.15836 0.15634
77 (0.01385) (0.01483) (0.04554) (0.02549) (0.04473) (0.04497)
5 0.995245 0.99453 Bly = 0.97117 1.22731 1.05238 1.05281
b= (0.08737) (0.08769) (0.13595) (0.14689) (0.13267) (0.13282)

Tabela 6.7: Estimativas dos pardmetros para as séries simuladas e seus respectivos

erros padrao Caso II.




102

Aplicagao dos Métodos

e O outlier do tipo 10, quando inserido no processo gerador de dados, tende a

diminuir as estimativas do pardmetro de persisténcia ¢ e como pode-se notar,

contribui com um aumento significativo nas estimativas de o, e 3.

Classica Bayesiana
(C] Tipo Durbin Shephard Amostragem Mistura | Integracdo | Reponderacao
Outlier Koopman Pitt Simples
- 0.90750 0.90407 oly = 0.89896 0.93734 0.90913 0.90861
Sem Outlier ¢ = (0.01686) (0.01699) (0.02673) (0.01601) (0.01817) (0.01923)
¢=10.9 . 0.37808 0.39686 oqly = 0.65953 | 0.38028 0.61444 0.62028
77 (0.03187) (0.03373) (0.08952) (0.03843) (0.05572) (0.05609)
s 0.925072 0.91940 Bly = 0.97191 1.17370 0.97592 0.97389
b= (0.09913) (0.09725) (0.10984) (0.12538) (0.11256) (0.11234)
- 0.89520 0.89260 oly = 0.88991 0.92333 0.89672 0.89681
AO IO ¢ = (0.01763) (0.01642) (0.03043) (0.01765) (0.02054) (0.02062)
op = 0.5 . _ 045141 0.46801 only = 0.70829 | 0.43415 0.67932 0.68276
7T 7 (0.04413) (0.03779) (0.10536) (0.03964) (0.05745) (0.05775)
s _ 097178 0.96641 Bly = 1.00010 1.20270 0.99705 0.99608
b= (0.10200) (0.10068) (0.11201) (0.11819) (0.11206) ( 0.11112)
- 0.90369 0.89996 oly = 0.89433 0.93273 0.90498 0.90418
AO ¢ = (0.01749) (0.01667) (0.03012) (0.01660) (0.01955) (0.01966)
B=1.0 6o = 0.40152 0.42225 oply = 0.68352 | 0.39984 0.63773 0.64353
T (0.03379) (0.03481) (0.09590) (0.03892) (0.05630) (0.05672)
5 0.92579 0.91982 Bly = 0.97232 1.17550 0.97564 0.97435
p= (0.09893) (0.09655) (0.10931) (0.12229) (0.11233) (0.11203)
- 0.89994 0.89652 oly = 0.89217 0.92771 0.90083 0.90032
10 ¢= (0.01929) (0.01594) (0.017101) (0.01714) (0.01981) (0.01981)
P 0.42285 0.44287 oply = 0.69419 | 0.41600 0.65664 0.66242
7 ™ (0.03708) (0.03583) (0.099368) (0.03933) (0.05742) (0.05812)
5 097175 0.96571 Bly = 0.99798 1.20040 0.99999 0.99768
B = (0.10297) (0.10134) (0.11154) (0.12023) (0.11363) (0.11365)

Tabela 6.8: Estimativas dos pardmetros para as séries simuladas e seus respectivos

erros padrao Caso III.
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e Como na anélise cldssica do modelo, as estimativas bayesiana também produzi-
ram estimativas pontuais préximas aos valores teéricos. Pode-se verificar pelas
tabelas 6.6, 6.7, 6.8 ¢ 6.9 que a técnica de mistura, teve tendéncia de produzir
estimativas para a persisténcia e para [ um pouco maior relativamente aos ou-
tros métodos. Por outro lado, as estimativas para o, foram menores para esta

técnica.

e Ao inserir os valores aberrantes no processo gerador de dados pode-se verificar
que as estimativas bayesianas tiveram comportamento analogo aos valores ob-
tidos através da andlise frequentista, mas nota-se que as estimativas de o, pela
amostragem simples foram mais préximas aos valores da anélise frequentista.
No entanto, para os outros métodos as estimativas foram maiores que as obtidas

pelo método de DK e SP.

e Pode-se verificar que a presenca de um IO na série influencia o erro padrao do
pardmetro 5, aumentando-o em uma propor¢ao considerdvel. Por outro lado,
apenas dois tipos de outliers influenciam nas estimativas do erro padrao para a

volatilidade da log-volatilidade o,
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Classica Bayesiana
€] Tipo Durbin Shephard Amostragem Mistura | Integragdo | Reponderagao
Outlier Koopman Pitt Simples
- 0.98161 0.98176 dly = 0.98061 0.98506 0.98048 0.98056
Sem Outlier ¢ = (0.00814) (0.00823) (0.00859) (0.01286) (0.00892) (0.00892)
¢ = 0.98 6 = 0.11062 0.11073 oqly = 0.11525 | 0.10719 0.11402 0.11426
77 (0.02605) (0.02389) (0.02194) (0.01253) (0.02271) (0.02253)
5 0.95679 0.95690 Bly = 0.98133 1.13367 0.98348 0.98328
b= (0.08943) (0.09154) (0.11067) (0.08090) (0.11341) (0.11417)
; _ 0.94845 0.94923 ¢ly = 0.95286 0.97340 0.95251 0.95259
AO IO ¢= (0.00683) (0.00681) (0.01549) (0.01086) (0.01583) (0.01541)
on =0.12 6 = 0.21263 0.21296 oyly = 0.25415 | 0.12224 0.25310 0.25553
T (0.03923) (0.03778) (0.03756) (0.01974) (0.03981) (0.03776)
5 105762 1.05737 Bly = 1.04986 1.19499 1.05166 1.05152
B= (0.07235) (0.07273) (0.10855) (0.12887) (0.10931) (0.11018)
s 0.97803 0.97819 ¢ly = 0.97089 0.97320 0.97560 0.97129
AO ¢ = (0.00657) (0.00832) (0.01352) (0.01429) (0.01177) (0.01349)
B8 =1.0 . _ 012454 0.12376 oqly = 0.15132 | 0.10755 0.13224 0.14991
T ™ (0.02338) (0.02468) (0.03332) (0.14524) (0.03098) (0.03626)
5 0.96283 0.96320 Bly = 0.98649 1.13903 0.98756 0.98701
p= (0.08611) (0.08687) (0.20081) (0.08075) (0.10575) (0.10176)
+ _ 0.95568 0.95559 ¢ly = 0.96311 0.97690 0.96289 0.96317
10 ¢ = (0.00715) (0.00692) (0.01289) (0.00957) (0.01319) (0.01204)
_0.19342 0.19300 only = 0.21838 | 0.13000 0.21660 0.21807
7 7 (0.03563) (0.03628) (0.03338) (0.01782) (0.08512) (0.03426)
a2 1.05196 1.05214 Bly = 1.04551 1.13910 1.04838 1.04914
b= (0.07569) (0.07677) (0.12069) (0.13619) (6.12077) (0.12167)

Tabela 6.9: Estimativas dos parimetros para as séries simuladas e seus respectivos
erros padrao Caso IV.

6.2.4 Estimativas da Volatilidade

Nesta seg@o serd realizada a andlise das estimativas da volatilidade de duas séries
propostas, a série do Caso I e Caso IV. O objetivo é verificar o comportamento
das estimativas com a presenca de valores aberrantes bem distantes da média dos
retornos. As estimativa suavizadas s@o obtidas através do algoritmo proposto por
de Jong e Shephard (1995), que encontra-se implementado no pacote SsfPack 2.2
de Koopman et al.(1999) que é utilizado através da linguagem OX. As estimativas
filtradas foram obtidas utilizando-se o algoritmo do filtro de particulas utilizado por
Kim et al.. (1998), onde é feita a amostragem da densidade de filtragem condicionado
aos paradmetros, i.e., assume-se que os pardmetros sejam conhecidos; nesse caso é

tomado como estimador de maxima verossimilhanca o estimador da média posteriori.
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Figura 6.6: Grafico do valor absoluto dos retornos e da estimativa suavizada da sem
outliers para o caso I utilizando a metodologia de Durbin e Koopman.

A figura 6.6 apresenta a volatilidade verdadeira e estimativa suavizada pelo método
proposto por Durbin e Koopman (1997a) para as séries sem a presenca de outliers. As

estimativas pelo método proposto por Shephard e Pitt (1997) foram omitidas porque

os métodos de estimativas da volatilidade sdo andlogos.
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Figura 6.7: Grafico do valor absoluto dos retornos e da volatilidade verdadeira e es-
timativa, filtrada e suavizada sem outliers para o caso I utilizando a metodologia de
Kim et al..

O gréfico da figura 6.7 apresenta as estimativas da volatilidade através dos métodos
propostos por Kim et al.. Na figura 6.8 temos a presenca de um AO e um IO. Como
o comportamento das séries na presenca de apenas um AO ou um IO foram iguais

quando temos a presenca dos dois outliers, os graficos para os casos da ocorréncia de

um IO e um AO separados foram omitidos.
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Figura 6.8: Gréfico do valor absoluto dos retornos, da volatilidade verdadeira e sua-
vizada considerando AQO na posigdo £ = 250 e IO em ¢ = 600 para o caso I utilizando
o método de Durbin e Koopman.

6
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Figura 6.9: Grafico dos retornos e volatilidades verdadeira e estimativa suavizada
préximo ao AO em ¢ = 250 para o caso I utilizando o método de Durbin e Koopman.
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Pode-se notar através das figuras 6.8, 6.9 e 6.10 que mesmo com a presenca dos dois
tipos de outliers as estimativas da volatilidade acompanham o processo de ascencio e
decrescimento do valor absoluto dos retornos. Na figura 6.10 verifica-se que o compor-
tamento da volatilidade estimada permanece quase o mesmo de antes da inclusdo do
outlier do tipo IO. Entretanto, a volatilidade estimada préximo ao IO na figura 6.10
fica abaixo da volatilidade real apds a ocorréncia do IO e acima da volatilidade real

depois da ocorréncia do outlier.

-~ ~

&
I —— Valor Absoluto dos Retornos

Suavizada
vol Real

Figura 6.10: Gréifico dos retornos e volatilidades verdadeira e estimativa suavizada
préoximo ao 10 em ¢ = 600 para o caso I utilizando o método de Durbin e Koopman.



6.2 Anélise das Séries Simuladas \ 109

-~ ™

—— Filtrada

i Suavizada
4= Vol Verdadeira \

100 200 300 400 300 600 700 800 200 1000

i

O
&~

r — Filtrada

e Retornos .

" Suavizada I %
al Vol Verdadeira i s ! i

! H : : !

2

N

Figura 6.11: Volatilidade verdadeirae e estimativas, filtrada e suavizada com outliers
do tipo AO e IO utilizando o método de Kim et al..
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Figura 6.12: Grafico dos retornos e volatilidades verdadeira e estimativas, filtrada e
suavizada préximo ao AO em ¢ = 250 utilizando o método de Kim et al..
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Figura 6.13: Grafico dos retornos e volatilidades verdadeira e estimativas, filtrada e
suavizada préximo ao IO em ¢ = 600 para o caso I utilizando o método de Kim et al..

Os graficos da figura 6.11 apresentam as volatilidades filtrada, suavizada e a volatili-
dade verdadeira para o Caso I utilizando os métodos propostos por Kim et al., onde

pode-se verificar o comportamento das estimativas obtidas.
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Figura 6.14: Volatilidade verdadeira e estimativa suavizada com outliers do tipo AO
e IO para o caso IV utilizando método proposto por Durbin e Koopman.
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Figura 6.15: Gréfico dos retornos e volatilidades verdadeira e estimativa suavizada

préximo ao AO em £ = 250 para o caso IV utilizando método proposto por Durbin e
Koopman.
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Figura 6.16: Grafico dos retornos e volatilidades verdadeira e estimativa suavizada
préximo ao IO em ¢ = 600 para o caso IV utilizando método proposto por Durbin e

Koopman.

A série da figura 6.14 foi simulada com o conjunto de pardmetros do Caso IV, com
objetivo de verificar o comportamento dos métodos quando tem-se valores espurios

bastante distante da média.
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Figura 6.17: Volatilidade verdadeira e estimativas, filtrada e suavizada com outliers
do tipo AO e IO para o caso IV utilizando método proposto por Kim ef al..
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Figura 6.18: Grafico dos retornos e volatilidades verdadeira e estimativas, filtrada e

suavizada préximo ao AO em ¢t = 250 para o caso IV utilizando método proposto por
Kim et al..
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Figura 6.19: Gréfico dos retornos e volatilidades verdadeira e estimativas, filtrada e
suavizada préximo ao IO em £ = 600 para o caso I'V utilizando método preposto por
Kim et al..

Pode-se observar que as estimativas suavizadas conseguem acompanhar o movimneto
da volatilidade verdadeira, mesmo préximo dos valores aberrantes. No entanto, quan-
do na presenga do IO a volatilidade estimada é superestimada antes da ocorréncia do

IO e subestimada apds a ocorréncia.
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6.3 Analise da Série IBOVESPA

Nesta secao € apresentada a analise da série do Indice da Bolsa de Valores do Estado
de S3o Paulo (IBOVESPA). Os retornos sdo do perfodo de 03 de Janeiro de 1995 a 27
de Dezembro de 2000, num total de 1500 observagbes. Durante este periodo ocorreram
vérias crises em outros pafses que influenciaram o mercado financeiro brasileiro. As
principais crises foram: crise do México em Fevereiro e Marco de 1995, crise na
Asia em Outubro de 1997, moratéria da Rissia em Agosto de 1998, crise do Brasil
(desvalorizagdo do real) em Janeiro de 1999 e Nasdaq em Abril de 2000. Os retornos

corrigidos da série foram calculados da seguinte forma'.

n

y: = 100 x {(logr; — logri_;) — n~* Z(logri —logri-1)}

i=1
onde n é o nimero de observagbes. A tabela 6.10 apresenta os valores das estatisticas

descritivas dos retornos e pelo gréfico da figura 6.20 pode-se observar alguns dos fatos

estilizados citados no capitulo 3. A série corrigida tem média igual a zero.

[ Série | IBOVESPA ||

D. Padrio 2.859335

Assimetria 0.743485

E. Curtose 12.944355
Minimo -17.316949
Miéximo 28.729927

Tabela 6.10: Estatisticas descritivas dos retornos do IBOVESPA

Através do histograma da figura 6.20 pode-se verificar que a distibuicio dos retorno

possuem caudas mais pesadas que a da distribuicdo normal e alguns valores que se

1Seguindo sugestdo dada por Kim et al.(1998)



116

Aplicacdo dos Métodos

30

| Retornos |

rise do México

Crise da Asia II

Moratéria
Rudssia

Crise Brasil

10 Crise da A.sia7 I
oo 4 ' N 1
Q _] ; (“ "".i'f‘{"“ 7 "id' 18
Ll i1
~10~ ‘ i
1995 | 1996 1997 1998
_ Density
histograma | -
2F e N(s=2.86) | RN
15+ L]
3 o’
A
.05 |~
: . W= H ; . . .
-15 -10 -5 o] 5 10 15 20 25

30/

Figura 6.20: Grafico dos retornos e histograma do IBOVESPA

encontram distantes da média. Os conglomerados de volatilidade podem ser verifica-

dos através do gréfico de retornos, onde os periodos de alta volatilidade coincide com

os periodos onde ocorreram as crises citadas no inicio da secao.

Classica Bayesiana
Série Durbin Shephard Amostragem Mistura | Integracdo | Reponderagic

Koopman Pitt Simples

- 0.97329 0.97357 ¢ly = 0.97539 0.97856 0.97515 0.97539

IBOVESPA ¢ = (0.00754) (0.00758) (0.00812) (0.00745) (0.00802) (0.00885)

_ 0.052320 0.05179 crn{y = 0.04923 0.03846 0.04931 0.048325

T (0.02631) (0.02624) (0.02647) (0.02432) (0.02567) (0.02521)

5 212143 | 2.12132 Bly =2.15320 | 2.23360 | 2.14450 2.16880

B= (0.23446) (0.23587) (0.29552) (0.31471) (0.27148) (0.25195)

Tabela 6.11: Estimativas dos parametros para a série IBOVESPA e seus respectivos

erros padrao

As estimativas dos pardmetros dadas na tabela 6.11 fornece resultados andlogos, com

a persisténcia do modelo proposto em torno de 0.975.
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Figura 6.21: Gréfico do valor absoluto dos retornos e da estimativa Suavizada pelo
método de Durbin e Koopman.

~

\\\7 1995

Crise da Asia I i !

15~ .
- Vol Filuada
r z Vol Suavizada
10+~
5 |
1995 1996 1997
30
b Vol Filrrada Retomos
r Vol Suavizada
20 L Crise do México
Lo
1
’}‘ Ny kil g
& e i DU LT e s O
1996 1997

Moaratéria
Crise da Asia 1 Ussia

3
-

1998

1999

Crise Brasil

T ‘ 3 "" &‘ B . g
oo Allwkl et ki Tl e L bos

1999

Nasdag

2000

200 L/

Figura 6.22: Grafico dos retornos e das estimativas filtradas e suavizadas da volati-
lidade sobreposto ao do valor abscluto dos retornos utilizando o método de Kim et

al.
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Pode-se verificar pelas figuras 6.21 e 6.22 que boas estimativas da volatilidade foram
obtidas pelo método de Durbin e Koopman e Kim et al. respectivamente, sendo que
essas conseguem captar os periodos de alta e baixa volatilidade nos retornos da série
analisada. Os métodos se mostraram equivalentes a respeito das estimativas dos

parametros e volatilidade.
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Figura 6.23: Graficos resultante das simulagoes usando amostragem simples. Na pri-
meira linha as iteragdes, na segunda os histogramas das distribuicdes a posterioris e
por tltimo o correlograma da amostra.

Nota-se pelos graficos das figuras 6.23, 6.24 e 6.25 que o comportamento das estimati-
vas dos pardmetos foi o mesmo observado nas séries simuladas, ou seja, a amostragem
simples possui a desvantagem de taxa de convergéncia baixa, necessitando-se assim
um ntmero de iteracoes muito grande para obter estimativas razodveis. Por outro
lado, utilizando-se o algoritmo de integracdo consegue-se bons resultados e baixa

correlagdo das iteragdes com apenas 2000 iteracdes.
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Figura 6.24: Gréficos resultante das simulactes usando algoritmo de mistura. Na
primeira linha as iteracfes, na segunda os histogramas das distribuicdes a posterioris
e por ultimo o correlograma da amostra.
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Figura 6.25: Graficos resultante das simulagGes usando algoritmo de integragdo. Na
primeira linha as iteracdes, na segunda os histogramas das distribuigGes a posterioris
e por ultimo o correlograma da amostra.



6.4 Conclusao

Neste trabalho foi analisado o modelo na forma de espago de estado ndo Gaussiano,
em particular o modelo de volatilidade estocdstica, com enfoque bayesiano e classico.
Dentro da abordagem frequentista foram implementados os métodos propostos por
Durbin e Koopman (1997a, 2000) e Shephard e Pitt (1997), entre esses métodos
ndo houve divergéncia na estimacio de pardmetros, como pode ser observado nas
tabelas 6.6, 6.7, 6.8 e 6.9 a diferenca foi por volta da terceira casa decimal. O
comportamento na presenca de outliers foi analogo considerando os dois métodos de
estimacdo. A diferenca entre os métodos se deu no tempo computacional onde o
método de Durbin e Koopman exigiu maior tempo computacional nas simulacdes, 4
minutos aproximadamente para estimativas e o método proposto por Shephard e Pitt
obteve as estimativas em aproximadamente 3 minutos.

A abordagem bayesiana foi apresentada através dos métodos proposto por Jacquier ef
al.(1994), Shephard e Pitt (1997) e Kim et al.(1998). dentre esses métodos, o artigo
de Kim et al., onde temos trés métodos para tornar mais eficiente a amostragem,
melhora significantemente os resultados obtidos pelos métodos até entado propostos
no sentido de tempo de convergéncia e correlacdo das amostras.

O método proposto por Jacquier et al., apesar de eficiente, tem convergéncia lenta,
Kim et alatravés da utilizagd@o de mistura, integracdo e amostragem conjunta dos
pardmetros, diminuiram a correlagdo entre as iteragdes na amostragem dos parametros
e assim pode-se diminuir o nimero de amostras necesséarias para fazermos inferéncias.
As duas abordagens produzem boas estimativas dos pardmetros e volatilidades para
o modelo de volatilidade estocéstica. Computacionalmete a abordagem cldssica é de

menor custo e de maior facilidade para implementacdo, pois utiliza-se de técnicas
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tradicionais de simulagdo. Sendo o custo computacional crucial na escolha de uma
técnica a ser utilizada em problemas praticos, principalmente tratando-se de mercado
financeiro, onde muitas vezes é necessario respostas rapidas e precisas, a abordagem
classica seria preferivel a abordagem bayesiana.

O tempo necessario para as estimativas torna muito caro computacionalmente a apli-
cacao de algumas metodologias encontradas na literatura que melhoram as estimativas
obtidas, por exemplo, o método de deteccdo de outlier através de varredura discutido
em Fukui (2000). Neste método é necessirio a estimacao dos parametros do modelo
de VE a cada outlier detectado.

As técnicas que utilizam MCMC para estimacao dos pardmetros tem evoluido rapi-
damente, tornando o enfoque bayesiano cada vez mais ”competitivo” para aplicacao
em problemas onde existe a necessidade de respostas rapidas. Junto com o desen-
volvimento das técnicas existentes, o avango tecnolégico com computadores cada vez

mais velozes torna promissor a utilizacio de tais técnicas.



APENDICE A

Métodos de Simulacao

Neste apéndice serdo apresentadas algumas técnicas de simulagao utilizadas neste
trabalho. Nas secoes A.1e A.2 serdo apresentados alguns métodos para gerar amostras
de uma distribuicdo 7(z), quando ndo existe método eficiente para amostrar destas
distribuicoes diretamente. Na se¢do A.3 sdo apresentadas algumas técnicas de reducao
de varidncia presentes na literatura, que tem com objetivo tornar os métodos de

simulac¢do mais eficientes.
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A.1 Meétodo de Aceitacao-Rejeicao

O objetivo é gerar amostras de uma densidade continua 7(z) = f(z)/K, onde z € R?,
f(z) é uma densidade na@o normalizada, e K é uma constante normalizadora. Seja
h(z) uma densidade da qual pode-se amostrar mais facilmente, e suponha que exista

algum c tal que f(z) < ch(z) para todo z. Entdo, para obter uma amostra de = (-),

(i) Fagca:
Gere um candidato y de h()
Gere um valor v de 2/(0, 1)

(ii) Seu < TR

= ch(y)

Devolve z = y.

(iii) Caso contrario

Volte a (i)

O valor retornado z é da densidade 7(z) = f(z)/K. Essa proposi¢io assegurada

¢ pelo seguinte teorema.

Teorema A.l.1. Seja X uma varidvel aleatdria distribuida com densidade 7(x),
z € I, a qual € representada como

7(z) = ch(z) (A.1.1)

) r(v) . PUS<ZBIY =2)h(z)
7(y < z|Y Aceito) = P(Y < z|U < ch(Y)) = PU < 67;(();)) (A.1.2)
U< X 1y =gy = pr < T8y - T) (A.1.3)
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1
P(U < / PU < )h(:v)d:c - -i- / r(z)dz = - (A1.4)
Substituindo ( ) e (A.1.4) ( .1.2) temos o resultado desejado. O

Para tornar o método mais eficaz, toma-se a constante ¢ = sup, % Uma técnica
onde, ndo é necessario encontrar um valor para ¢ e uma escolha eficiente para h(:)

serd visto mais adiante.

A.2 Método Monte Carlo via Cadeia de Markov

Monte Carlo via Cadeia de Markov é, genericamente, integracdo de Monte Carlo
usando cadeis de Markov. A necessidade de integrar densidades de alta dimens&o,
tanto na abordagem bayesiana como frequentista a necessidade existe, de um lado
integrando densidades posterioris dos pardmetros do modelo codicionados aos da-
dos e na anélise cléssica integrando a distribuicdo das observagbes condicionadas aos
pardmetros. Integracao por Monte Carlo retira amostras de uma distribuicdo e estima
a esperanca através da média amostral. MCMC retira tais amostras iterando uma
cadeia de Markov por um tamanho de iteracdes suficientemente grande. Nesta se¢ao

serdo apresentadas alguns métodos de se construir as cadeias de Markov'.

A.2.1 O Algoritmo de Metropolis-Hastings

O algoritmo proposto por Metropolis et al.(1953), e generalizado mais tarde por
Hastings (1970), é um poderoso método de cadeia de Markov para simular distri-

buicGes multivariadas. Para o algoritmo de Metropolis-Hastings, em cada tempo ¢,

1Para maiores detalhes ver (Geman e Geman, 1984) e (Hastings, 1970)
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o préximo estado z;.; é escolhido amostrando um candidato y de uma densidade
proposta ¢(-|z:), i.e., a densidade proposta pode depender do valor de ;. Assim, o

candidato y é aceito com probabilidade

oo =i

se o candidato € aceito, o proximo estado serd z;.; = y, caso contririo z;.1 = ;.

Assim o algoritmo é dado como seque

(i) Inicialize xy.

REPITA {

(ii) Gere um candidato y usando a densidade de transigdo ¢(-,z;) e faga 2441 = y

com probabilidade

] TWall)
o(z:y) = {Tr(:ct)q(yixt)’l} ' (4-2.1)

(iii) Incremente t.

}

Para o algoritmo ser funcional temos de sugerir uma densidade proposta de transi¢do

g(z,y). Chib e Greenberg (1995) resumiram cinco propostas.

1. Metropolis et al.(1953) sugeriram a familia de densidades chamada random walk,
que é dada por ¢(z,y) = ¢;(y — z). Note que quando ¢; é simétrica g;(2) = q;(—2)

e a probabilidade de mover é dada por

oz, y) = mm{;g;1}
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2. Uma segunda familia introduzida por Hastings (1970), chamada de cadeia inde-

pendente é dada por ¢(z,y) = ¢2(y)-

3. A terceira densidade proposta por Chib e Greenberg (1995) é obtida explorando
explorar a forma, se conhecida, de 7(+). Por exemplo, se 7(z) pode ser escrita como
7(z) o g(z)h(z), onde h(z) é uma densidade da qual pode-se amostrar e g(z) é
uniformemente limitada, entdo faca ¢(z,vy) = h(y) (como em 2), como densidade
proposta. Assim a probabilidade de mover serd dada por

a(z,y) = min{—g——(-y—z, 1} (A.2.2)
q(z)
4. O quarto método desenvolvido por Tierney (1994) utiliza o método A-R com uma

densidade pseudo-dominada?.

5. A tltima familia de densidades, que também foi sugerida por Tierney (1994) é a
cadeia autoregressiva. Essa é formada fazendo ¢(z,y) = gs{y — a — B(z — a)},
onde a é um vetor e B é uma matriz. Assim tem-se que y = a + B(z — a) + ¢,

onde ¢ tem g3 como densidade.

O quarto método foi utilizado por Jacquier et al.(1994) em sua andlise do modelo
de volatilidade estocéastica VE. Uma razdo para o uso de tal procedimento, no lugar de
utilizar Metropolis, é para a reducdo da autocorrelagdo integrada (ineficiéncia devido

as amostras dependentes).

2N3o consegue-se fung¢do que a domine por completo
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A.2.2 O Amostrador de Gibbs

O amostrador de Gibbs sugerido por Geman e Geman (1984), é uma algoritmo que
gera uma cadeia de Markov tal que a distribuicdo estaciondria é a distribuigéo con-
junta 7(z1,...,zn5). Para aplicar o algoritmo, supde-se que consiga gerar amostras
das condicionais 7(z;|z;), i.e, onde z.; = (z1,...,Zi—1,Tis---, TN)-

Por exemplo, considere o caso bivariado com densidade conjunta 7(z,y). Suponha
as condicionais 7(z|y) e 7(y|z) sejam conhecidas e se possa gerar amostras aleatérias

de tais distribuicbes. O algoritmo é dado com segue
(i) Inicialize z = z(©,
(ii) Dado z(~Y, gere y® de 7(y|z®Y)

(iii) Dado y@, gere z( de 7 (z|y®)

(iv) Repita o procedimento para:=1,...,N

Pode-se provar que sob certas condicdes de regularidades, quando N — oo, (z(V), y(V)
é uma amostra aleatéria da densidade conjunta 7(z,y).

O amostrador de Gibbs pode convergir muito vagarosamente caso exista alta
correlacdo entre as varidveis. Isto ocorre, por exemplo, no modelo de volatilida-
de estocastica quando exite alta persisténcia, o que ocorre normalmente em séries

empiricas.

A.2.3 Amostragem por Rejeicao Adaptativa com Metropolis
Hastings Amostrador de Gibbs

A amostragem por rejeicdo adaptativa é implementada construindo uma funcgio enve-

lope do log da densidade alvo, o qual ¢ entdo usada no algoritmo A-R Ripley (1987).
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Sempre que um ponto é rejeitado, o envelope é atualizado para ficar mais préximo da
verdadeira log-densidade reduzindo-se a chance de rejeitar pontos subsequentes. Na
formulagdo original deste método, o envelope é construido a partir de um conjunto
de retas tangentes a log-densidade, Gilks e Wild (1992).

Como esses métodos estavam retritos a log concavidade da densidade, Gilks et
al.(1995) propuseram um novo algoritmo denominado ARMS . O ARMS lida com
a ndo log concavidade fazendo um passo do algoritmo de M-H em cada ponto aceito
no passo de rejeicio ARS. No passo de M-H, o novo ponto pesa novamente os pontos
amostrados anteriormente. Se o novo ponto é rejeitado, o ponto anterior é o novo
ponto. O procedimento é exato, de modo que retorna valores da densidade exata,
independendo do grau de convexidade da log densidade. Quando a densidade é log-

cbncava o passo de M-H nunca é rejeitado. O algoritmo é dado como segue:

(i) Inicialize n e X, independentemente de X,
(ii) Amostre X de g,(z),
(iii) Amostre U da U ~ (0,1),

(iv) Se U > &g—%%a entdo { Passo de rejeigdo ARS:
Faga X, = X, U{X};
n=n+1evoltea (i) }

caso contrario { Passo de aceitacdo de ARS:

Faga X4 = X };

(v) Amostre U ~ U(0,1);

F(Xa) min{ f(Xcur) . exp hn{Xeour)} 1

FE o e e+ 1| entdo { Passo de rejeigao do M-H:

(vi) Se U > min
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Faca Xpr = Xeur }
caso contrério { Passo de aceitagdo do M-H:

Faga Xpr = X4 };

(vii) Devolve Xy

A.3 Integracao por Monte Carlo

Muitas técnicas eficientes de integracao sao utilizadas atualmente. Um dos métodos
inicialmente representam integrais que sdo intratdveis analiticamente por meio de
valores esperados. Assim, o problema de integracdo passa a ser um problema de
estimacdo de um pardmetro desconhecido por simulagdo de Monte Carlo.

Considere o cédlculo da seguinte integral

6= /bg(:c)d:z: (A.3.1)

Assumindo uma densidade 7(z), tem-se

b

9(z) 9(X)

g = — A LO.
/(; 7r(:E)?r(:z:)d:zt EI:W(X) (A.3.2)
Assim podemos estimar a integral, amostrando z1,...,zy de m(z) e calculando
N
5 1 g(z;)

b=5 ; o) (A.3.3)

Observe que céalculos de distribui¢des marginais também podem ser considerados como
célculo de esperancas. Algumas técnicas para reduzir a varidncia desse estimador

serdo apresentadas a seguir.
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A.3.1 Amostragem por Importancia

Consideramos aqui o problema de estimar uma integral.

0= /g(a:)dm, z€DcCR (A.3.4)

A idéia basica de Amostragem por Importéncia consiste de concentrar a distri-
buicao dos pontos amostrais nas partes da regido D que sao as dreas de mais im-
portancia.

Dessa forma evitamos amostrar pontos com probabilidade baixa de ocorréncia,

diminuindo assim a variabilidade da amostra. Assim, pode-se representar a integral

como
9:/ 9(z) pr(z) dz (A.3.5)
p1(z)
9(X) }
=F . A.3.6
{pI(X ) ( )
a fun¢do ps(-) é a densidade importante, da qual retiramos amostras zi,..., Ty €

estimamos a integral pela média amostral dada por

i 9(”””{) (A.3.7)

A.3.2 Variaveis Antitéticas

Nesta técnica utiliza-se dois estimadores nao viciados € e  com correlagdao negativa
para um pardmetro desconhecido. Note que (6 + 6) serd um estimador néo viciado

para a integral 6 com varancia dada por,
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’var{—;—(é + 5)} = %var{é} + i—var{é} + %cov{é, é}, (A.3.8)

Assim, se a covaridncia for negativa temos reducdo na variincia do estimador obtido.
Uma forma padrao de se obter a reducdo de varidncia, é gerar fed por inversao, i.e.,
6 =F'(U)ef=F11-U)onde U~ U(0,1). Pode-se provar que corr(4,8) < 0
(ver Ripley,1987 p.122-123).

A.3.3 Variaveis Controle

- ~

Uma varidvel 6§ é uma varidvel controle para o estimador néo viciado € se ela é
correlacionada com 6 e sua esperanga é conhecida. A varidvel controle é usada para
encontrar um estimador para # que tenha varidncia menor que o estimador dado por

6. Entao para algum 3

6(6) =6 - Bl6 — E(6)]

¢ um estimador nao viciado para 6, tal que

var[f(B)] = var[d] — 28cov[d, 8] + BPvar[f)

desta forma a varidncia podera ser reduzida se cov[d, 6] > 0.

Qutro tipo de varidvel controle é uma tal que, sua média é desconhecida mas igual
ao parametro, i.e., E(§) = E(§) = 0.

Para aplicacdo pratica de varidveis controle existe o problema de encontrar tais va-

ridveis altamente correlacionadas com os estimadores de interesse.



APENDICE B

Amostragem das Densidades
Condicionais

B.1 Introducao

Um grupo de pesquisadores ligados a Tanizaki tem contribuido bastante na drea de
filtragem, suavizamento e estimacdo de pardmetros em modelos de espaco de estados
nao linear e ndo Gaussiano. Como visto na secdo 2.5 o interesse estd em estimar
esperancas condicionais (ver equacgao (2.6.5)).

Em particular, existe interesse em obter boas estimativas para as densidades de fil-
tragem e suavizamento e para a verossimilhanca, de forma que possibilite obter boas
estimativas dos pardmetros do modelo e da volatilidade.

Os algoritmos propostos proporciona a flexibilidade de trabalhar com as duas formas
do modelo de volatilidade estocdstica encontradas na literatura: forma ndo linear
como na equagdo (3.3.4) e a forma ndo Gaussiana como na equagio (3.3.6). Como
visto anteriormente no modelo de volatilidade estocéstica as perturbacgdes possuem

distribuicdo log — qui — quadrado.
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Tanizaki e Mariano (1998) propuseram dois novos algoritmos baseados em técnicas
de simulacdo de Monte Carlo com o objetivo de diminuir as dificuldades de simulagao
e problemas de tempo computacional. O primeiro método proposto, apresentado com
o nome de aproximacao de Monte Carlo tipo 1 (MA1), tem como base a amostragem
direta de distribuigdes condicionais apropriadas. No segundo método, aproximagao

de Monte Carlo tipo 2 (MA2), usa-se amostragem por rejeicao.

B.1.1 Aproximacao Monte Carlo: Tipo 1 (MA1)

Predicdo MA1l (MA1P): O algoritmo de predigio (MA1P) é obtido da seguin-
te forma. Suponha o;syz-1, 7 = 1,...,n. ie., a 1-ésima amostra da densidade
plagsr-1|Y:), disponivel. O algoritmo de predigdo L passos & frente é dado pela

equacao (2.6.1) aproximada por:

1 n
plawrVy) = ;Zp(at—{—Liai,t—i-L—-l!t): (B.1.1)

i=1
ou seja, p(oy.1|Y:) é aproximada por uma mistura de distribuicio.

Logo, o algoritmo para gerar nimeros aleatérios de a4,z dado Y; é dado como segue:

® Escolha o q1-1): aleatoriamente (i.e., escolha ¢ com probabilidade 1/n).

@ Dado a;s4r-1)¢, gere amostras aleatérias de ayp (i-e., ojir) da equagdo de
transicado ;i = ft+L(ai,t+L]t,77j,t+L) apés ter gerado um ndmero aleatdrio

para 7yir, i.e., Nt para j =1,...,n.

Assim, dado o 4¢, @;¢+1)s € Tecursivamente obtido para L = 1,2,... e o,y é gerado

pelo algoritmo de filtragem representado a seguir.
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Filtragem MA1 (MAI1F) : Suponha que seja possivel retirar amostra aleatéria
de @;t-1jt-1- No algoritmo de (MA1F) a equagéo de filtragem dada por (2.6.3) é

aproximada por

p(ee]Yy) p(ytlo)p(s|Y;)

B fp(ytlat)p(ozt]Yt_l) doyy
x fP(ytlat)P(at[at—l)P(Oét—llYt—1)d@t—l

1 n
~ o zp(yt]Qt)p(atlaz’,t—ut—l)

=1

1 n
x = Z wy (o Yy )plon| i g—1je-1) (B.1.2)

i=1
onde wi(as; ¥s) < p(yelow), 0 < wilow; ) < 1

Quando néo se tem a forma funcional para p(a:|Y;), utiliza-se amostragem por re-
jeicdo para obter amostras aleatérias de P(o4]Y;), sabendo-se que esta é dominada
pela densidade p(oy|ojs-10-1). Portanto, para t = 1,...,T, escolha aj;—1.—1 com
probabilidade -3;—, amostre da distribuicdo p(a¢|os—1j.—1) € aceite com probabilidade
wl(at; ?/t)-

O algoritmo para obter estimativa de (MA1F) serd dado como segue:
@ Escolha ;1141 para j =1,...,n, com probabilidade 2.

@ Dado j, gere a;; = fi(@jt—1t—1, M), onde 7;; é o i-ésimo nimero aleatério de

M-

@ (i) Se a4y, é aceito com probabilidade wi(a;s;y:), ele é tomado como uma

retirada aleatéria para a densidade de filtragem no tempo ¢, i.e., 0.

(ii) Se a;; néo é aceito com probabilidade wy (e +; yt), volte para @.
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@ Repita @ a @ parai=1,...,n

Se a probabilidade de aceitagao for baixa, deve-se voltar a @, tomar outro «; e repetir

o procedimento, caso contrério os passos 2 e 3(z) se repetirdo indefinidamente.

Suavizamento MA1 (MA1S) : Seja a;¢—1;—1 retirada de P(oy-1]Y;-1) € ojsrar

de P(cu+1]y). Suponha oy parat=1,...,T ei=1,...,n obtida de (MA1F) .

A fim de obter a estimativa (MLA1S) da equacdo (2.6.3) tem-se

1
plau|V;) = m/P(ytlat)P(atiat~1)P(0¢t—1IYt—l)dat—l
1
~ m ZP (yelo)p( o otip—11e-1) (B.1.3)
pos41|Ye)p(asr|on) ~ L ~ p(eypearlos)
/ p(as41]Y3) darets i1 P(%,t-}-l]T}Yt) (BL4)

o denominador em (2.6.3) pode ser escrito como

plas+1]Y2) =/p(at+1|at) (o|Y:) day = Zp Q1| ge) (B.1.5)

Portanto a densidade de suavizamento (2.6.3) é aproximada por
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x {-71; Zn:p(yt!at)p(atlai,t—llt—l) }{'71; sz; W}
X = ZZ “;P (yelow)p(ajperyr| o) p(os| 0t g—1j0-1)
gt 3-1 ;
X = lel 5;“’1 o Yr)wa( s o pprr) P00 -1 j—1) (B.1.6)
=1 j=
Parat=T-1,T-2,...,1, e g;; satisfaz as seguintes condigdes

1.
1 n
g5t X . Zp(aj,t+1|T[am,t|t) ~ [ plojesir|os)p(on|Ys) doy
m==1
= p(ay+1r|Y2)
2.

Z.__—_

1 Gt

e w(ay; ¥s) e waloy; ajepryr) satisfazem

wy (s ¥s) X P(yelw),
wo(ay; OZj,t+11T) o p(ye|ow),

0 < wi(oy; yr)wa(oy; ajpeyr) < 1.

Como no algoritmo de filtragem, a forma funcional da densidade a posteriori (su-

avizada) muitas vezes ndo é obtida analiticamente e pode-se utilizar amostragem
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por rejeicdo para gerar amostras de p(ay|Yr) parat = T — 1,7 — 2,...,1. Para
isto escolhe-se a;;_ 1;—; com probabilidade 1/n e ajs1r com probabilidade 1/g;,
(i.e., escolha i e j aleatoriamente), amostre de p(c;:—1jt—1) € aceite com probabili-
dade wy(ou; ye)wala; 0jz41i7), onde oy pr € retirada aleatoriamente da densidade de
ﬁltragem.

Com objetivo de diminuir o tempo computacional, Tanizaki e Mariano aproximaram

g;t = n, Vj. Portanto, a densidade & posteriori é dada por

1 n n
poy|Yr) o - > > " wi (0w y)wa(ow; o earr)p(0s 0 em1je-1)- (B.1.7)

i=1 j=1
Tal procedimento fornece as amostras aleatérias de a; dado ;11— € 0117, Onde
i e 7 sdo ambos escolhidos com probabilidade 1/n.
Resumindo-se, as fungbes densidades requeridas serdo obtidas numericamente

através das seguintes estimativas:
= Densidade de predigao,
1 n
p(O‘H—L'Y;) ~ n le(at+L|ai,t+L~1}t): L=12,...,
=
= Densidade de filtragem,

1« .
p(o]Y;) x ‘T“LZwl(at;yt)p(atlaz‘,t-uz—l), i=1,2,...,T.

i=1

1 Densidade de suavizamento,

1 n n
planly) n Z; ;wl(aﬁ Ye)wa(ou; aj,t+l|T)p(atlaz‘,t——l[t—1)> t=1T,...,1
f Aond J:
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Apés conseguir amostrar das densidades de ;s para (r,s) = (t+L,t), (£,t), (¢, T),
predicdo, filtragem e suavizamento respectivamente; pode-se calcular o estimador

MA1 de g, dado por

L _1¢
gr}s = ;,; Z g(ai,ris>
=1

A funcdo de verossimilhanga estimada serd obtida da seguinte forma:

p(y)=]] ( / p(yelow)p(oe] Y1) dat) ~ IT] (% i (v yaz-,m_l)> . (B.1.8)

t=1 i=1

B.1.2 Aproximacao Monte Carlo: Tipo 2 (MA2)

O segundo algoritmo proposto por Tanizaki e Mariano (1998), segundo os experi-
mentos de Monte Carlo feitos pelos pesquisadores, mostrou-se menos eficiente que o
algoritmo (MA1) na maioria dos casos, principalmente quando o niimero de obser-
vacOes é grande e quando a equacgdo de estado (2.5.4) evolui segundo um processo
nao estaciondrio. Dessa forma, serd elaborada apenas uma breve apresentacdo do
algoritmo proposto pelos autores. Pode-se escrever a funcdo de densidade conjunta

de (y,a) como

p(y, @) = p(yla)p(a) (B.1.9)

onde
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p(yla) = Hp (yelcs) (B.1.10)
p(a) thl plaslas-1), se g € estocéstico,

ple) = (B.1.11)
H;r:l p(atlos-1), caso contrario,

A distribuicdo condicional de a, dada a informacdo Y;, é dada por:

fp(yslas)p(a) daT T
plarlys) = : B.1.12
(arlys) [ p(yslos)p(e) da ( )
onde ar ., = {ar,..., Q41,0 _1,...,q}, um subconjunto de « excluindo ;. Pode-

se calcular a esperanca de (g(a,)|ys) por:

fg ar)p(ysla’s)p(a) da
9ris = Elglan)l¥; B.1.13
o= Bl = [ p(ysles)p(e) do ( )
Definindo A;7 = {our,...,a},4 = 1,...,n retiradas aleatérias de p(a). Entdo

temos que A, é um conjunto de amostras aleatdrias da equacdo de transicdo da
forma o;; = ft(ait~1777it)a t=1,...,s.

Portanto, dada n amostras de o o estimador (MA2) de g,, serd dado por

=1 az r)p(ys[Ai s)
Zz—l p(Ys|Aj,s)

Com objetivo de simplificar as notages pode-se escrever:

Er{s =

D
1
n

:jr[s = Zg(ai,'r)wi,s (B.1.14)
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onde os pesos w; s s&o da seguinte forma

o = liipllose)  _ _ plysloss)wiss (B.1.15)
1,8 — - h
D i=1 Iim P(yeloe) 305 p(Ysloys)wiss—1
com condicional inicial w; ¢ = -};paraz' =1,...,n e temos que » i w;, = 1.

As caracteristicas principais do (MA2) é a necessidade da forma funcional das
densidades p(y:|a:) e os oy sdo gerados da equagdo de transigdo para suavizagio,
filtragem e predicao.

O Algoritmo é dado da seguinte forma:

@ Gere ;o para i =1,...,n de p(ay),

@ Dado a;p, faca a;; = fe(aii—1,me) com i =1,...,net=1,...,7 onde n; é

retirada de sua distribui¢ao base.

® Dado peso inicial, w; o = %, use a equacdo (B.1.15)para obter fungdes pesos para

t1=1,...,net=1,...,T,

® G,, obtida de (B.1.14)

Assim como os métodos propostos por DKe SP, os pardmetros do modelo sdo estima-
dos por procedimentos numéricos, onde a verossimilhanca maximizada é aproximada

por

p(y) = / plyla)p(e) do~ 3 p(ylAir) (B.1.16)

gm=1
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B.1.3 Suavizamento Intervalo-Fixo

Geweke e Tanizaki (1999) propuseram um algoritmo de suavizamento, baseado em
MCMC, para modelos de espaco de estados ndo linear e ndo Gaussiano. Eles utiliza-
ram Metropolis-Hastings e amostrador de Gibbs (ver apéndice A) para gerar amostras
aleatérias da densidade de interesse.

As densidades p(y:|o:) e p(at|ow—1) s8o obtidas das equagdes (2.5.3) e (2.5.4). Para
obter a média suavizada, i.e., E(a|y) = oyr é necessario obter a densidade condicio-
nal p(aly), onde a = (a,...,ar) ey = (y1,...,yr). Pode-se escrever essa densidade
como equacdo (B.1.9) e assim encontrar a densidade posteriori p(a]y) pelo teorema

de Bayes, da seguinte forma

p(a,y)
[ plo,y) de
pla ) (y]a)
fp p(y|a) da

plaly) =

(B.1.17)

p(adly) = / p(aly) des

_ fp(a[Y) da
R y, ) dex
_ [p(o) yla da
[ p(a)p(yle) da

(B.1.18)

Como é necessario amostrar da densidade 7' dimensional p(a|y), pode-se utilizar o
amostrador de Gibbs . Mas para utilizar-se tal técnica sdo necessirias as densidades

condicionais. Entao tem-se



B.1 Introdugao 143

plaslass,y)
_ plaly)
plasly)
_ __ plop(y|a)
[ p(a)p(yla) das

plas|os—1)plas+1as)p(yslas) —
Th(slar )p(orerlanptulosda € 5= 12, T =1,

plos|as—1)p(ys|as)
Jplas|as—1)p(ys|as) das *

se s=T,

plas|as—1)plassr | o), ses=1,2,...,T—1,
(as]as—1)p(osr1os)p(ys|os) (B.1.19)

p(asias—l)p(yslas) se s=1T,

Assim, pode-se utilizar a densidade em (B.1.19) para a implementagéo do algoritmo.
Segue agora um novo problema, ja que muitas vezes ndo se tem a forma analitica para
a densidade marginal. Nesse passo Geweke e Tanizaki (1999) propuseram o algoritmo

de Metropolis-Hastings a fim de obter amostras da densidade condicional necessaria.

Como pode-se verificar no apéndice A, para implementar o algoritmo de M-H ¢
necessario uma densidade da qual pode-se amostrar, a densidade proposta. Através
dos estudos de simulagdo Monte Carlo eles concluiram que a densidade proposta mais
eficiente no caso de modelos de espaco de estado nao linear e ndo Gaussiano é a
obtida através da equagdo de transi¢do (2.5.4). Considerando A;; = (ay0,..., Q) €

Afs= (ais,.-.,a;), a probabilidade de aceitagdo é dada por
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,
min p(ziAi,s—lyA;..Ls.}.l )y)p* (QIZ) 1
p(alAi,s-l:A;_1’5+1aY)p*(z'a)’ ’

w(a, z) = se P(aiAi,.s-l,Ai-l,s+1a§’)p*(z]a) > 0,

1, caso contrario

\

Assim o algoritmo para obtenc¢do de amostras o de p(a]y) é dado como segue

@ Tome valores apropriados para og e ags, s = 1,2,...,T. Geralmente, as esti-
mativas suavizadas baseadas no filtro de Kalman extendido (KFE) s&o tomados
para a5, s = 1,...,T. O estado oy dependerd da suposi¢do inicial da densi-

dade P(w).

@ Dado A;s-1 € A]_; 11, utiliza-se o algoritmo de Metropolis-Hastings para gerar
uma amostra de o, da densidade condicional p(c|4;s-147_; 511,¥), denotada
por o; s, com o seguinte procedimento

(i) Gere z de p.(-|oi-15) e u de uma densidade uniforme (0,1).
(ii) Calcule w(oy-1.)

(1) Se u £ w(w;-1,%), faca a; s = 2.

(2) caso contrério, faca a;; = ay—1.

® Repita @ paras=1,...,T.

@ Repita @e @ paraz=1,...,N.
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B.1.4 Amostragem por Importancia para Filtro Nao Linear

Tanizaki (1999a) propds um algoritmo de filtragem para modelos na forma de espaco
de estado FEEn#o linear e ndo Gaussiano onde utilizou amostragem por importéncia,
e o conceito de antiteticidade. O método é um aperfeicoamento de um algoritmo
que usa amostragem por importancia utilizado anteriormente por Tanizaki e Mariano
(1994), Mariano e Tanizaki (1995) e Tanizaki (1996).

O algoritmo de densidade recursiva de filtragem é dado pelas equagdes (2.6.2) e (2.6.3)

onde a condicdo inicial é dada por:

[ p(a1]an)p(ap)dag, se o é estocdstico,

p(aq]Yp) = (B.1.20)

p(a1|a)), se ap ndo é estocdstico

as densidades p(at|oy—1) e p(y:|on) sdo obtidas das equagdes de observacao e de tran-
sicdo respectivamente.

Mariano e Tanizaki (1995), Tanizaki (1996) e Tanizaki e Mariano (1994) propuseram
algoritmos de filtragem usando amostragem por importéncia onde as funcoes densi-

dades sao convertidas por pesos, por exemplo, para calcular ay, = E(o4|Y;) tem-se

ayjs = / op(e|Ys) dey

=/atngj¥g(£}:;)p](at) dOét (B121)

- / oo (] Ya)pr (o) da

onde p;(-) é uma densidade importante. Dessa forma as fungdes pesos sdo represen-

tadas por:



146 Amostragem das Densidades Condicionais

p(a]Y5)

w(oy|Ys) = pr(c)

2

para s =t — 1,t.
Usando as funcoes pesos as densidades de filtragem podem ser estimadas da seguinte

forma.:

w(onlYiy) = / plodlons) o v, pr (o) doss

pf(at)
Z at]?”-l) jp-1/Ye-1) (B.1.22)
= Pr o)
w(en|V;) = P(yslos)w(os|Ys-1)

f P(ylor)w (oY1) pr(oy)doy
Pyt o )w (o] Yi1)

71{ Z?;l p(yt{aj,t)w(aj,tm_l) (B.l.23)

Vale ressaltar que os valores de a;; para as equagbes (B.1.22) e (B.1.23), sdo obtidos
através da mesma densidade importante p;(c;). Deve-se também encontrar as funcdes
pesos através de um algoritmo recursivo, dado que nfo se consegue obter a forma
analitica de p(a:|Y:) e P(oy]Y;—1). Outro fato importante é a utilizagdo da mesma

retirada aleatéria para estimar os pesos.

Q¢

w(og|Yio1) u pft([a]: 2 (@ e|Yie), (B.1.24)
J =1 *

w(ai|Vy) ~ Bl i) (B.1.25)

T I p(wlegw(agYier)’
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w(ay1|Yo) = — Zp % 1]%0 w(a;olYs), se oy € estocastico (B.1.26)
pI O, 1
_7 =1
w(@i1|Yo) = M, se o é ndo estocdstico (B.1.27)
pr(ci)

A média, varidncia condicional e densidade de filtragem sdo estimadas como segue

1 n
Qy| n;a,tw(a 4 Ys) ( )
1 T
Tys ~ - ;(ai,t — ays) (g — ays) w(ou|Ys), (B.1.29)
Pl |Ys) = w(ous|Ys)pr(ou:), paras=t—1,t. (B.1.30)

Meétodo de Reducao de Variincia em Integragdao por Monte Carlo

Da mesma forma que foi descrito na secdo 4.2 tem-se o problema da escolha da
densidade importante, p;(-), que produza estimativas precisas para as quantidades de
interesse. Portanto, é desejado que essa seja o mais préximo possivel de p(a:|Y;—;) e
p(ox|Y).

Mariano e Tanizaki (1995), Tanizaki (1996) e Tanizaki e Mariano (1994) sugeriram

como densidade importante uma distribuicdo bimodal dada por:

1 % * 1 * *
pr(oy) = §N(at}t-—1a Czt{t—l) + "Q‘N(at]ta CEt;t) (B.1.31)

onde a;‘I s € E;*[ s bara s =t — 1,% sdo, respectivamente, a média e varidncia obtidas do
filtro de Kalman extendido e ¢ é uma constante maior ou igual a 1.
A densidade importante deve ser tomada de modo que seu dominio e imagem conte-

nham os mesmos das densidades de predi¢do e de atualizacdo. Portanto, como essas
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densidades possuem diferentes dominios e modas, Tanizaki tomou uma densidade bi-
modal com objetivo de solucionar esse problema. Baseado na distribuicdo bimodal

acima, as retiradas aleatdrias de a; de Pr(ay) sdo geradas por:

iy = a+ S22, (B.1.32)

onde z;; ~ N(0,1) parai=1,...,T. (a,X) é dada pela seguinte varidvel discreta:

(af-1,¢X3;_,), com probabilidade 1/2
(a,X) = (B.1.33)
(a5, €Zfy), com probabilidade 1/2
Na pratica para escolher uma das distribuigdes acima, gera-se um nimero aleatério
uniforme u € (0,1). Assim, escolha (aj, ;,cZ;, ;) quando u < 0.5 e (ay, cXy,)
quando u > 0.5.
Para melhorar as estimativas Tanizaki propds o uso do conceito de antiteticidade,
onde considerou dois métodos para amostrar «. O primeiro método considera «;; da

seguinte forma

iy = a+ Sz, Qivme = @ + SV (=2iy), (B.1.34)

onde z;; ~ N(0,1) parai=1,...,m, n=2met=1,...,T. Note que (a,X) é dada
por (B.1.33).

De maneira andloga o segundo procedimento é dado por:

Q= a+ El/zzi,t, Qjpmt = a—+ 21/2(—Zi,¢), (B135)
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onde (@, %) é obtido da seguinte forma:

(a1, €Zh,1)s  se (a,Z) = (ag, cZyy)
(&v 5:) =

(a:It,cE;]t), se (a,%) = (a’:{t—l’ cE;]t_l)
e (a,X) é dado por (B.1.33).
A escolha por um dos métodos dependerd do problema tratado. Por exemplo, no
caso onde P(o4|Y;—1) e P(c|Y;) so distantes, i.e., N(aj,_;,cZ},_,) estd distante de
N (a’{lt, c2:|t) escolhe-se (B.1.35), pois ;s € (+m, 530 mais negativamente correlacio-
nadas. Por outro lado, quando P(0;|Y;-1) e P(a4|Y;) estdo préximas, (B.1.34) pode

ser preferivel no lugar de (B.1.35).



APENDICE C

Resultados em Inferéncia
Bayesiana

C.1 Distribuicoes Conjugadas

Definicao C.1.1. Seja F a classe de f.d.p f(z|0) (indexada por 8). A classe Il de
distribuicdes a priori € uma familia conjugada para F se a distribuicdo a posteriori
estd na classe Il para todo f € F, toda priori em II e para todo valor amostral x.

Exemplo C.1.1. Seja X ~ N(u,8) onde p € pardmetro conhecido, e seja a priori
7(8) ~ZG(r,A). Assim teremos

1 1 _ 1
W(g)zwgme 5o >0

que € ZG (o + n/2; (3 (z: — p)?/2+1/8)71).
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C.1.1 Familias Conjugadas para Familias Exponenciais

Teorema C.1.1. Considere um amostra cuja distribuicdo pertence & familia ezpo-
nencial, i.e., sua f.d.p. conjunta é dada por:

k
f(x]6) = h*(x) exp{ ij(g)t; (x) + nd(é‘)} (C.1.1)

onde 0 tem dimensdo k. Entdo uma familia conjugada para esta familia é dada pela
familia ezponencial com hiper parametro § de dimensdo k -+ 1 dada por:

k
W(Q‘/Bl: sy /6k+1) = b(IBla cee 7ﬁk+1) exp{z 5]20](9) + /6k+1d(9)} (C12)

j=1
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