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Summary

Sequential quadratic programming (SQP) methods are extensions of Newton’s method
for constrained nonlinear programming problems. In this work, an SQP-based algorithm
is analysed for the general minimization problem in standard form. The merit function is
of the augmented Lagrangian type, with a non-monotone updating scheme for the penalty
parameter. Proofs that the algorithm is well defined and globally convergent are included.
A strategy for dealing with the quadratic subproblems is introduced, based on bound-
constrained minimization. Two approaches for choosing the Hessian of the quadratic
model are suggested. Up-to-date bibliographical notes are included in the introduction.

o Key words: SQP Algorithms; global convergence; quadratic subproblems; augmented
Lagrangian; bound-constrained minimization.
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Introducao e notas bibliograficas

Dentre as estratégias para a minimizagao de problemas com restri¢coes nao-lineares
gerais, podemos destacar trés filosofias bésicas: preservar a factibilidade, procurando lidar
com a nao linearidade das restriges (métodos de eliminagao e dire¢des factiveis), incor-
porar as restri¢des na funcdo objetivo (métodos de penalizagdo) ou linearizar o conjunto
factivel e simultaneamente construir um modelo quadratico para a funcdo objetivo. E
nesta tltima classe que se enquadram os algoritmos de programacio quadrética sequen-
cial (PQS).

O método PQS foi proposto pela primeira vez em 1963 por Wilson [69] em sua tese de
doutorado e posteriormente desenvolvido por Garcia-Palomares e Mangasarian [30], Han
40, 41] e Powell [58, 59, 60] na década de 70. Para uma reviséo bibliogréfica, ver Boggs
e Tolle [5]. O método de programacdo linear sequencial é descrito por Fletcher e Sainz
de la Maza [22], e também pode ser encontrado resumidamente no final da segao 18.1 de
[536]. A relacdo entre o método PQS e métodos de Lagrangeano aumentado é explorada
por Tapia [65]. Procedimentos distintos para lidar com restrigdes lineares inconsistentes
sdo descritos por Powell [58] e por Nocedal e Wright [56, secaol8.3].

Os métodos PQS com Hessianas reduzidas foram possivelmente propostos pela pri-
meira vez por Murray e Wright e Coleman e Conn (ver [5]). Desde entdo, vérias publi-
cacOes nesse contexto tém surgido, e os algoritmos propostos tém se mostrado utéis em
aplicacdes, tal como controle de processos quimicos e otimizacdo de trajetéria.

Algumas analises mostram que varias, mas nao todas, das boas propriedades de atu-
alizacdo BFGS sao preservadas por atualizagbes BFGS com salvaguardas e controle do
passo. Experimentos numeéricos revelando as desvantagens das aproximacoes sdo relata-
dos por Powell [61].

A maioria dos métodos PQS sao infactiveis, significando que nem o ponto inicial
nem qualquer outro ponto das iteragdes subsequentes precisam ser factiveis. Isso pode
ser vantajoso quando o problema contém, de maneira significativa, restricdes ndo-lineares,
pois pode ser computacionalmente caro manter-se dentro da regiao factivel. Entretanto,
em algumas aplicacgoes, as fungbes objetivo nem sempre estdo definidas fora da regido de
factibilidade. Para lidar com essa situagao, métodos PQS factiveis foram desenvolvidos;
ver, por exemplo, Panier e Tits [57].

Varios programas PQS tratam as restrigoes lineares de maneira diferente das res-
trigoes ndo-lineares. Ha um primeiro estagio onde os iterandos se tornam factiveis com
relacdo a todas as restrigoes lineares, e todos iterandos subsequentes permanecem factiveis
com relagéo a essas restrigoes. Esse é o caso de NPSOL [35] e SNOPT [33]. Para tratar de
restricoes inconsistentes ou quase dependentes, esses programas trabalham as restricoes



do problema relaxadas.

O método de ponto interior para programagcdo néo-linear descrito por Byrd, Hribar
e Nocedal [9] usa um algoritmo PQS com busca linear para resolver os subproblemas com
restrices de igualdade que surgem nos métodos de barreira. Estratégias de correcdo de
segunda ordem foram propostas por Coleman e Conn [13], Fletcher [20], Gabay [29] e
Mayne e Polak [54]. A técnica watchdog foi proposta por Chamberlain et al. [11]. Proce-
dimentos para calcular uma sequéncia de matrizes do espago nulo, suavemente modificada,
sao descritos por Coleman e Sorensen [14] e Gill et al. [34]. Resultados de convergéncia
mais realistas vem sendo provados para métodos quase-Newton com Hessiana reduzida;
ver Byrd e Nocedal [10].

Trabalhos recentes apontam para um interesse especial para métodos PQS no con-
texto tedrico [18, 28, 48, 49, 51, 55, 62, 70], computacional de grande porte [6, 7, 32, 39,
46, 64, 67 e aplicacoes em problemas de controle, otimizagéo de sistemas dinamicos, entre
outras [19, 31, 42, 44, 47, 63, 68].

Nosso trabalho estd fundamentado no desenvolvimento de [37], onde os autores apre-
sentam um algoritmo baseado em programacdo quadritica sequencial para resolver o
problema geral de otimizacdo em sua forma padrdo. Em [37], os autores estabelecem
propriedades de convergéncia do algoritmo, que foram reproduzidas neste trabalho com
pequenas modifica¢des para tornar esta obra tdo didética quanto possivel. Também es-
tamos nos apoiando fortemente no capitulo 12 de [52], que nos ajudou a fundamentar a
motivacgdo feita no capitulo 1. Neste capitulo, algumas defini¢Ges necessdrias sdo apresen-
tadas. Outras referéncias utilizadas pontualmente sdo mencionadas ao longo do texto. No
capitulo 2 estd descrito com detalhes o algoritmo de programagado quadrdtica sequencial
proposto em [37], assim como a sua prova de boa definicdo. O capitulo 3 apresenta as
propriedades de convergéncia global do algoritmo. A medida que se fazem necessarias, al-
gumas hipéteses sao adicionadas. No capitulo 4 é discutida a resolugao dos subproblemas
presentes no algoritmo com base na estratégia apresentada em [24], assim como possiveis
escolhas para a matriz que compoe o modelo quadratico. Concluimos o trabalho com
comentdrios finais e as referéncias mencionadas ao longo do texto.



Capitulo 1

Motivacao e elementos para a
construcao do algoritmo

Um principio basico em métodos numéricos é a conversdo de problemas complexos
numa sequéncia de subproblemas mais simples. O objetivo principal deste trabalho estd
em resolver o problema geral de programacao nédo-linear em sua forma padrao:

minimizar flz
sujeito a h(z) =
1<z

| &

0, (1.1)
U,

IA

onde f : R® — IR e h : R* — IR™ sdo fungbes suaves (C' ou C?) e m < n. Os
vetores | e u podem ter componentes —oo ou +o¢, respectivamente. Nesses casos, o
simbolo < deve ser interpretado como <. Sabemos que, de fato, qualquer problema de
otimizacdo com igualdades ou desigualdades pode ser levado a forma (1.1) pela introducao
de varidveis de folga. Por exemplo, toda restricao do tipo g(z) < 0, onde g : R* — IR
pode ser transformada em g(z)+z = 0, com z > 0. E claro que acrescentar uma varigvel
z ao problema pode criar desvantagens. Por outro lado, o tratamento de restrigdes na
forma padréo é geralmente mais simples e muitos algoritmos eficientes, com software bem
desenvolvido, se beseiam na forma padrao (ver, por exemplo, [16]).

1.1 Definigoes e condigoes de otimalidade

Faremos a seguir algumas consideragoes teéricas importantes relativas ao problema
geral de otimizagdo (1.1) que queremos resolver.

Denotando o conjunto factivel de (1.1) por S = {z € R"* | h(z) =0, | < z < u},
dizemos que z € S é um ponto factivel. Para z € S definimos um conjunto de indices das
canalizagoes ativas em = por

Tz} = {i1582) <1 bnifz) }

ZH(I) - {ilzi?: Had :znu{z)}



de tal forma que j € Z;(z) & z;=1; e j € T,(2) & z; =u;.

Para o estabelecimento das condicbes necessarias de otimalidade do problema (1.1)
precisamos da hipdtese de regularidade, que definimos a seguir. A regularidade é uma ca-
racterizacdo do conjunto de restri¢oes de forma a excluir a possibilidade de degeneragdes

nos pontos de interesse. Utilizamos a notacéo e; para o i-ésimo vetor elementar de R",
com 1 na :-ésima componente e 0 nas demais.

Definigao (Ponto regular): O ponto z € S € regular se o conjunto

¢ linearmente independente (LI), ou, equivalentemente, se as colunas da matriz

Mz)=(K@)T Efx) Euz)) (1.2)
sdo LI, onde 1'(z)T = [Vhy(z) -+ Vhm(z)] € R™™ € a transposta da matriz Jacobia-
na,

Eg(l‘} = [—31; e — eim‘{,)] = Rnxnf(:r) e Eu(f.ﬁ) = [_3121 e — eiﬂu(,):’ = annu(z)_

Pelas caracteristicas das restrices de canalizagdo, para z € S, os conjuntos Z;(z) e
Z,(z) sao tais que Z;(z) NZ,(z) =0, Zi(z) Cc {1,...,n} e Z,(z) C {1,...,n}. Chamando
de a(z) o nimero total de restrigdes ativas em z temos m < a(z) = m + nl(z) + nu(z) <
m + n. Naturalmente, se z € S é regular, entdo a(z) < n.

As condiges de otimalidade para o problema (1.1) séo estabelecidas a seguir, e serdo
especialmente dteis no desenvolvimento deste trabalho.

Teorema 1 [CondigGes necessarias de primeira ordem (CN1)]

Consideramos o problema (1.1) com f, h € C'. Seja z, € S um ponto regular. Se
z. € um minimizador local de (1.1), entdo existem A, € R™, u, € R™) ¢ y, € R™ (=)
tais que

m nl(z.) nu(z.)
Vi@) + > (AiVhi(z) — D (m)eei, + Y (v)kes, =0 (1.3)
=1 k=1 k=1
onde i € {1,2,...,n} e
>0, e v, >0. (1.4)

Dem. Ver [23] ou [50].




eObs.: 1) No caso de Z;(z,) ou Z,(z,) ser um conjunto vazio, o multiplicador asso-
ciado w. ou v, deixa de existir, bem como o termo correspondente na
equacao (1.3). Esta observagao também se aplica aos préximos teoremas.

2) Um ponto que verifica CN1 é denominado estaciondrio ou KKT (Karush-
Kuhn - Tucker).

Teorema 2 [Condigbes necessarias de segunda ordem (CN2)]

Consideramos o problema (1.1) com f, h € C?. Seja z. um minimizador local
de (1.1) e um ponto regular. Entdo eristem A, € R™, u, € RY3) ¢ y, € R(z)
tais que (1.3) e (1.4) se verificam. Além disso, definindo-se a matriz E, € IR™" para
p€{l,...,n} tal que (E,)ij =1sei=j=pe(E,); =0 caso contrdrio, entdo a matriz

nl(z.) nu(z.)

V2T($-1 ’\h Hxs y*) = sz(l‘,) + Z(’\-)ivzh:(-ro) i Z (:u'-)kEzk * Z (Vx)kEip (15)

=1 =1 k=1
onde i € {1,2,...,n} , verifica
yTva(‘r*: ’\*1 P'-n V‘)y 2 0

para todoy € T = {y € R* | M(z.,)Ty =0}, com M(-) definida em (1.2).

Dem. Ver [23] ou [50].

Teorema 3 [Condigdes suficientes de segunda ordem (CS2)]

Consideramos o problema (1.1) com f, h € C?. Seja z, € S e tal que eristem
A € R™ u, € RV e vy, € R™=) com (1.3) e (1.4) vdlidas. Suponhamos ainda
que a matriz V2Y(z., M\, tia, V) definida em (1.5) verifigue yTV2Y(z., A, tta, )y > 0
para todoy € T = {y € R" | K(z,)y =0e y; =0, j € I¢(z.) U Z3(z.)}, onde
To(z.) = {7 € Ti(z.) | (ua); > 0} e To(@) = {j € Zu(z.) | (w); > O}. Entdo z. € um
minimizador local estrito de (1.1).

Dem. Ver [50].

Uma tultima definicdo antes de comentarmos os elementos basicos do algoritmo a
ser analisado neste trabalho: seja Q = {z € R" | | < z < u}. Dizemos que z € Q é




p-estaciondrio se satisfaz as condigoes de otimalidade de primeira ordem para o problema

minimizar ¢(z)
sujeito a =z € ,

onde ¢(z) = 3||h(z)]|3.

1.2 Ingredientes basicos do algoritmo

No préximo capitulo sera apresentado um algoritmo para resolver o problema (1.1)
baseado no método de Programacdo Quadratica Sequencial (PQS).

Este algoritmo foi proposto em [37], onde os autores estabelecem propriedades de
convergéncia. Nosso trabalho estd fundamentado no desenvolvimento de [37]. Estudamos
com detalhes o algoritmo proposto e os resultados de convergéncia obtidos, reproduzindos-
os com pequenas modificagdes nos proximos dois capitulos. Nossa contribuicdo nesses
capitulos é apresentar o algoritmo e as propriedades tedricas de [37] da forma mais didética
que conseguimos. Também estamos nos apoiando fortemente no capitulo 12 de [52], que
nos ajudou a fundamentar a motivagao feita a seguir. Outras referéncias utilizadas pon-
tualmente sao mencionadas ao longo do texto.

Os métodos PQS sao as generalizacoes do método de Newton para o problema ge-
ral de otimizacdo. A idéia consiste em substituir, em cada passo, a funcdo objetivo por
uma aproximagao quadratica e as restricOes por equagdes ou inequagdes lineares. Dessa
maneira, o subproblema a ser resolvido em cada iteragdo do algoritmo é um problema de
programacao quadratica que, em comparacao com o problema original, pode ser conside-
rado stmples.

As propriedades de convergéncia do algoritmo tornam-se mais faceis de serem ob-
tidas quando lidamos com Lagrangeanos aumentados, onde o parametro de penalidade ¢
pretence ao intervalo [0,1]. O Lagrangeano aumentado clédssico é dado por

-~

®(z, A, p) = £(z, A) + po(z),
onde A € R™, p> 0, ¢(z,)) é a fungdo Lagrangeana dada por
Uz, ) = f(z)+ h(z)TX

o(z) = @)

Neste trabalho, seguindo o que foi feito em [37], também usaremos a fungéo de mérito
obtida pela combinacdo convexa de £ e w. Dado € € [0, 1], definimos

&(z, ), 0) = 64(z, \) + (1 — ) (). (1.6)

A confianca que depositamos em ® como funcdo de mérito se baseia no fato de que
quando @ estd perto de zero, a fungao ¢ se torna dominante na combinacéo (1.6). Assim, as
componentes de h(z) serdo obrigatoriamente empurradas para valores pequenos. Agora,



para valores pequenos de ||h(z)||2, se a aproximagdo dos multiplicadores de Lagrange é
mantida limitada, o efeito redutor devido a variagdo destes serd desprezivel. Logo, a
diminuigao do primeiro termo da combinagdo (1.6) serd devido & diminuigao de f, como
veremos adiante.

E claro que podemos relacionar o Lagrangeano aumentado ¢ com a fun¢éo de mérito
®, através da relacao p = I—EQ. Esta relagao é bastante coerente, pois quando p tende
ao infinito, temos ¢ tendendo para zero. Por outro lado, quando p tende a zero, temos @
tendendo para um. Por esses motivos, nos sentimos a vontade para, como em [37], chamar
a funcdo de mérito ® de Lagrangeano aumentado.

Seja zx € R", | < x4 < u, uma aproximacdo da solu¢dao do problema (1.1) e seja
Ar € IR™ o multiplicador de Lagrange associado. Definimos a fungdo Q(Bg, Tk, Ak, S)
como a aproximagdo quadratica de £(zy + s, Ax), ou seja,

; 1
Qk(s) = Q(Bk, T, Ax, 8) = §STBkS + Vlzk, Me)T's + LTk, M), (1.7)

onde B, € IR™*" é uma matriz simétrica. E comum pensar, de inicio, que B é a matriz
Hessiana V2 f(zy, A\x). Veremos mais adiante que, contrariamente a intuicao, esta escolha
ingénua nao é a mais adequada. Por ora, consideraremos B; como uma aproximacao de
sz(l‘k, )\k)-

O principio dos algoritmos PQS é a resolucdo do problema (1.1) por meio de uma
sequéncia de problemas quadréticos do tipo

minimizar Qi(s)
sujeito a h'(zx)s + h(zx) =0, (1.8)
l < zp+ s < u,

onde h'(z;) € IR™ " é a matriz Jacobiana calculada em zy, definida anteriormente. Re-
solvendo (1.8), esperamos encontrar uma melhor aproximacao zx + S, para a solucao do
problema (1.1), onde s, é solugao de (1.8). Infelizmente, o problema quadrético (1.8) pode
nao ter solugdo. Isto acontece em duas situagoes:

(1) Quando a regido factivel de (1.8) é vazia. Com efeito, a variedade afim h'(zy)s+h(zx) =
0 pode ndo interceptar a caixa ! < z < u. Além disso, quando o posto de A’(zx) € menor
que m e h(z;) ndo estd no espago coluna de h'(z;), a propria variedade afim € vazia;

(#7) Quando a fungdo objetivo de (1.8) nao é limitada inferiormente na regido factivel.
Neste caso, pela continuidade da func¢do quadratica, a regido factivel nao pode ser com-
pacta; em particular, alguma componente de [ ou u deve ser infinita.

Um problema menor é que, mesmo quando (1.8) tem solucéo, ela pode nao ser unica.

A maioria dos métodos PQS para resolver o problema (1.1) sdo baseados em mo-
dificacGes de (1.8). Para solucionar o problema da nao-limitagdo, apresentado em (it),
introduz-se em (1.8) a regido de confianca

sl < A, (1.9)

onde A > 0 é o raio da regiao de confianga. Cabe observar que, se || - || = || - |0, © Pro-
blema (1.8) com a restrigao adicional (1.9) continua sendo um problema de programagao

L4
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quadratica.

Ja o problema da infactibilidade, apresentado em (z), ¢ mais complicado de se contor-
nar. A idéia apresentada em [37] consiste em dividir a iteracdo em duas fases. Primeiro,
considera-se o problema

minimizar ||R'(z¢)s + h(zg) |2
sujeito a <z +s<u, (1.10)
Is|| < 0.8A.

Depois, se Spor € uma solugao de (1.10), o incremento s. é obtido resolvendo o problema
quadratico factivel

minimizar Qk(s)
sujeito a A'(zx)s = A'(Zk) Snor,
[ <zp+s<u, (1.11)
llsll < A.

Claramente, a abordagem via (1.10)-(1.11) é consistente com (1.8)-(1.9), no sentido
de que a solucdo de ambos coincide quando (1.8)-(1.9) tem solucdo, A é suficientemente
grande e h(z;) estd no espago coluna de A'(z).

A restricdo ||s|| < 0.8A em (1.10) obriga a regiao factivel de (1.11) a ser nao-vazia.
Isto também seria conseguido se, em vez dessa restricdo tivesse sido colocado |[|s|| < rA
para qualquer 7 € [0, 1]. A escolha r = 0.8 parece satisfazer simultaneamente os requisitos
de que ||A/(zx)s + h(zx)||2 seja suficientemente pequeno, e que a regido factivel de (1.11)
seja suficientemente ampla para permitir um decréscimo em sua funcao objetivo.

Todo esse processo de minimizacgao desenvolvido em (1.10) e (1.11) pode ser compu-
tacionalmente muito caro, principalmente quando se trata de problemas de grande porte.
Isto se deve ao fato desses problemas estarem sendo resolvidos de maneira ezata. Por-
tanto, no intuito de evitar esse incémodo, sdo desenvolvidos procedimentos capazes de
resolver (1.10)-(1.11) de maneira aproximada. No préximo capitulo, onde apresentaremos
o algoritmo, serd dado o significado preciso de resolver (1.10)-(1.11) trocando a pala-
vra minimizar por minimizar aprozimadamente. A idéia é que um incremento S,,, Serd
considerado como uma aproximacdo da solugdo de (1.10) se ele causar um decréscimo
na funcdo objetivo de (1.10) de mesma ordem do decréscimo produzido por um passo de
Cauchy generalizado relacionado com tal fung@o objetivo. Chamamos de passo de Cauchy
generalizado a um passo no sentido oposto do gradiente projetado na caixa.

De maneira andloga, um incremento s, sera considerado uma solugdo aproximada
de (1.11) se o decréscimo Q(s;) — Qk(Snor) é da mesma ordem do decréscimo produzido
por um passo de Cauchy generalizado na regiao factivel desse problema de programacao
quadratica.

Apés calcularmos o incremento tentativo s, e, consequentemente, o ponto tentativo
T1+5,, precisaremos decidir se este ponto serd aceito como uma nova estimativa da solucao
do problema (1.1). E nesse momento que faremos uso da funcéo de mérito ® definida em
(1.6). O primeiro termo de (1.6) esta relacionado com a otimalidade, enquanto o segundo
termo estd relacionado com a factibilidade. A funcdo de mérito nio envolve apenas o
ponto tentativo zx + s, e o parametro de penalidade ¢, mas também um nova estimativa
A+ A\ dos multiplicadores de Lagrange. Neste trabalho, essa nova estimativa poderd ser



completamente arbitrdria, sujeita apenas a restricao de ser limitada. Existem, no entanto,
escolhas mais eficientes que outras. Por exemplo, uma boa idéia é escolher esse vetor de
multiplicadores como o préprio vetor de multiplicadores associado & condigdo de otimali-
dade de (1.11). Para uma primeira leitura, e aproveitando-se dessa liberdade de escolha
da nova estimativa dos multiplicadores de Lagrange, pode se pensar que A + AX = 0. De
fato, essa é uma escolha admissivel e a maior parte da teoria funciona com ela.

O nosso objetivo agora é mostrar que a funcao de mérito ® se aproxima bem por
uma quadratica nas varidveis z e A. Da mesma forma que em [37], vamos supor que tanto
f como h tém derivadas primeiras continuas para todo z € IR". Precisaremos escolher um
parametro de penalidade adequado e que se relacione com zj, s., Ax € AA. Para tomar
essa decisdo, observamos que, se ||s|| é suficientemente pequeno, entdo

h(zi + s) = h'(zx)s + h(zg), (1.12)
plak +3) = 3lIh(ze + o) ~ 3K (r)s + h(z) B (113)
) Uz + 5, \e) = Q(Bx, Tk, Mk, 8)- (1.14)

Por definigao, sabemos que 4(z,A) = f(z) + h(z)TA. Logo
Uz + 8, M + AX) = f(zk + 8) + h(zi + )T (A + AN),

isto é,
Uzx + 8, M + AN) = L(zx, + 8, M) + h(zk + )T AN

Portanto, usando (1.12) e (1.14), temos que

Uzx + 5, M + AN) = Q(Bk, Tk, Ak, ) + [F'(zx)s + h(zi)]FAN, (1.15)

para ||s|| pequeno e ||AA|| limitado.
Iremos definir a reduc¢do verdadeira da funcao de mérito @ de (zx, \x) até (zx+s, Ap+
A)), como

Ared(zg, M, 8, AN, 0) = B(zk, M, 8) — D(zk + 5, Ak + AN, ), (1.16)

onde a notagdo Ared vem do inglés actual reduction. Se usarmos em (1.16) a definigao
para & dada por (1.6), entao teremos que

Ared(zi, M, 8, AN, 0) = O[L(zi, M) — £(Tk + 8, A + AN)] + (1 — 6)[0(zk) — o(zk + 8)].
Logo, de (1.13) e (1.15), temos
Ared(zi, M, 5, AN, 0) =~ 8 [Qk(0) — Qx(s) — [A'(zk)s + h(zx)[TAN] + 4.0
+ (1-06) [3lIa(zx)l3 = 311K (zk)s + h(ze)l3] .

onde Qy(s) representa Q(Bg,Zk, Ax,s). Observamos que o membro do lado direito da
expressdo (1.17) pode ser considerado como uma boa aproximagao da redugao verdadeira
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Ared dada por (1.16). Isto nos leva a definir a redugdo prevista da funcio @ de (zx, \¢)
até (zx + s, \r + A)), como

P'."Ed(.'lik, /\k; S, &A, B;,;, 6) = [Qk(O) = Qk(.ﬁ‘) = [h"(:ck)s + h(xk)]TA)\] -

(1.18)
+ (1=6) [31h(ze)lZ = 31IR'(ze)s + h(zi)I3]

onde a notagao Pred vem do inglés predicted reduction. Consequentemente, de (1.17) e
(1.18), podemos escrever que

Ared(zi, Ak, s, AN, 0) = Pred(zk, Ak, s, AN, By, 0). (1.19)
Baseados em (1.12),(1.13) e (1.14), reescrevemos (1.19) como
Ared(zk, Ak, s, AN, 0) = Pred(zk, A, s, A, By, 8) + O(||s||?), (1.20)

o que sera util na demonstracao de alguns resultados. A notagao a = O(b) significa que
existe uma constante M > 0 tal que a < Mb. Mais adiante, na se¢ao 3.1, veremos que a
relac@o (1.20) é valida com a introduc@o de uma hipétese adequada.

Agora, queremos que a fungao de mérito calculada no novo ponto zx + s, seja menor
do que a calculada no ponto z; da iteracdo em questdo. De acordo com (1.16), isto
significa que a redugdo verdadeira Ared(zi, Ak, Sc, AA, @) deve ser suficientemente maior
que zero. Portanto, por (1.19), é bastante natural escolher o parametro de penalizacao 6
de modo que a redugdo prevista Pred(zk, Ak, S¢, AA, B, 8) também seja suficientemente
maior que zero. No entanto, quando calculamos s., apenas o segundo termo de Pred é
maior ou igual a zero, isto é,

SIR(@R)IE = 51K (@)se + h(zr) 3 2 0.

Em outras palavras, Pred é uma combinacao convexa do tipo fa+(1—86)b, onde, necessari-
amente, b > 0. No entanto, o elemento a dessa combinagao convexa nao é necessariamente
positivo. Sabemos apenas que se o segundo termo b se anula, entdo o primeiro termo a é
ndo-negativo. Portanto, é possivel escolher um pardmetro de penalizagao # > 0 pequeno
o bastante para garantir que

(ze) 113 — 117 (zx)sc + h(zi)l3
5 ;

A
PTBd(Ik, Ak, Se, .ﬁA Bk, 9) > 2 ”
ou seja,
1
Pred(zk, Ak, Se; AN, Bi,0) > Z[Hh(n)”% — ||k (zx)se + h(zx)||3] > 0. (1.21)

Por (1.19) e (1.21), Ared sera suficientemente positivo para A suficientemente pequeno.
De fato, o ponto tentativo zx + s. serd aceito quando

Ared(zx, Ak, Se, AN, 0) > 0.1Pred(zk, Ak, Se; AN, B, 6). (1.22)
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Alem disso, a exigéncia (1.21) se verifica para # = 0. Isto nos leva a definir #**# > 0 como
. 1 1
o = sup {0 € [0.1] | Pred(as, e, ses A, B 6) 2 {l(a0) 1§ - 2K av)sc + AT

Para obter uma férmula explicita para #°“? usaremos a definicio de Pred. Com efeito,
temos que

Predl i, Ak, 5,80 Biy8) = 0 [Qk(U) — Qx(sc) — [A'(zk)sc + h(:ck)]TA/\} -+

(1= 06) [3llr(zi)lI3 — 311K (zk)sc + h(zx)II3] |

entao temos que #°*? deve satisfazer a desigualdade
6 [Qk((}) — Qrlse) — [A (zk)se + h(:ck)]TA,\] +
+ (1= 0) [2l1R(2)l3 — 3K (ce)se + h(@e) 8] = HlAlan) I — HIA (@e)se + h(zy)B.
Colocando o pardmetro € em evidéncia, teremos
8 [Qk(0) — Qi(sc) — [W'(zk)sc + h(ze)]T AN = llA(ze) I3 + F1IA’ (z&) s + hz)[[3] 2
> ;I (ze)se + h(ze)ll3 — FliR(zi)ll3-
Isolando #, obtemos

6> lh(ze)lI3 = 311h' (zk)se + R(zx)I3
= 2[Qk(sc) — Qk(0) + [A'(zk)sc + Alzk)|TAX + 1| A(zx) |2 — 3||H (k) sc + h(zk)|3]

Logo, a férmula explicita para 6°“? é dada por

. L1Ia(z) I3 — 11K (z)se+h(ze)]13
sup _ 2 2 2
0 mm{l’ 2[Qk(sc)—Qk(0)+[h'f_xk)sc+h(xknfm+énhm)||§-%z|h'(zk)sc+n(m1|§]}' (1.23)

Se sempre escolhermos § < #°“?, entdo, por (1.21), a condigdo (1.22) implicard descida
simples da fun¢io de mérito P, isto é, ®(zx + sc, Ak + AN, 0) < @z, Ak, 6). Como valores
maiores que §°“P nio satisfazem (1.21), parece bastante sensato impor a condicdo

g < g (1.24)

para a escolha do pardmetro de penalizacao #. No entanto, esta condicao ainda deixa
bastante liberdade, quando #**? > 0. Outras consideracbes serao necessarias para fazer
uma eleicdo adequada, dentro das possiveis.

Um algoritmo baseado na funcao de mérito @ poderia ser interpretado como um
método destinado a minimizar ® sujeita apenas as restricoes de canalizacdo ! < z < u.
Esta interpretacdo seria compativel com o conceito genérico do significado de uma fungao
de mérito. No entanto, neste caso, tal interpretacdo ndo parece totalmente adequada,
devido ao fato da funcdo ® mudar de uma iteracdo para outra, de acordo com a escolha
de . Com efeito, # estabelece pesos relativos para a factibilidade e a otimalidade no
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algoritmo (com 6 perto de 0 o método privilegia a factibilidade e com 6 perto de 1 privilegia
a otimalidade). Grandes variagdes de  de uma iteragdo para outra pareceriam indicar
que o método néo consegue decidir qual é o peso adequado para cada um dos objetivos
que sdo visados. Essa é uma motivacdo para limitar, pelo menos assintoticamente, as
variacoes de #. A maneira mais 6bvia de forgar uma variacéo limitada de 6 consiste em
impor, além da condigéo (1.24), que

§<,_1, VkeD, (1.25)

onde 6; é o valor de # escolhido na k-ésima iteracdo do algoritmo. Juntando as con-
digoes (1.24) e (1.25), teremos que a sequéncia {6} é monétona nao-crescente e positiva,
portanto convergente. Isso implicaria que, a longo prazo, a funcdo de mérito seria, essen-
cialmente, a mesma, e a interpretagio criticada acima passaria a ser valida.

No entanto, a escolha mondétona de # também nao é plenamente satisfatdria. Lem-
brando que @ estabelece uma ponderacdo entre factibilidade e otimalidade, seria possivel
que, sobretudo nas primeiras iteracdes, valores muito pequenos de # fossem impostos
por (1.24) devido & necessidade de reforcar a factibilidade, e que esses valores muito pe-
quenos fossem herdados por todas as iteracoes posteriores, onde valores maiores seriam
tolerdveis. Em outras palavras, a condicdo (1.25) carrega demasiadamente a histdria de
dificuldades passadas do algoritmo, que podem néo existir mais na iteracéo atual. Essas
consideragoes levaram os autores de [37] & definigdo da seguinte estratégia ndo-mondtona
para f: escolhe-se, independentemente de k£, um nimero N > 0 que representard o grau
de ndo-monotonicidade de {6;}. A situagdo N = 0 correspondera & escolha mondétona,
baseada em (1.25), e valores grandes de N aproximardo # de §°“P. Definimos

g7 = min{1, 6, - ,6k_1}, (1.26)
N .
ggrande = |1 min 1.27
o= [ ] o
e
G=min{8""%*, 7). (1.28)

Apesar de (1.26), (1.27) e (1.28) ndo implicarem na monotonia de {6}, essas escolhas
implicam na convergéncia da sequéncia {6}, o que, do ponto de vista da interpretagao
da funcdo de mérito, é igualmente satisfatorio.

No proximo capitulo iremos descrever rigorosamente o algoritmo que acabou de ser
esquematizado. Além disso, serd provado que este algoritmo estd bem definido. Comple-
taremos os detalhes que até entdo foram omitidos nesta primeira apresentacao.
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Capitulo 2

O Algoritmo PQS e a boa definicao

Neste capitulo serd descrito em detalhes o algoritmo de programacdo quadritica
sequencial proposto em [37]. A seguir, sera provado que este algoritmo estd bem definido.
Assim como em [37], com o objetivo de facilitar a leitura do algoritmo, varios parametros
foram trocados por nimeros entre 0 e 1. O leitor deve ter em mente que, sempre que
aparecer um numero decimal, ele pode ser trocado por outro nimero no intervalo (0, 1).

Antes de apresentarmos o algoritmo propriamente dito, comentaremos alguns de seus
parametros. No comeco de cada iteragdo sera usado um limitante inferior A,,;, > 0 para o
raio da regido de confianga. Portanto, a k-ésima iteracdo comegard com um raio A > A, n.
Para a estimativa dos multiplicadores de Lagrange e para as normas das matrizes que
aproximam a Hessiana serdo definidos limitantes superiores L, e L,, respectivamente.
Finalmente, serd definido um ndmero N > 0 que reflete o grau de ndo-monotonicidade
desejado para o parametro de penalidade.

Entdo, dadas a estimativa z; para a solu¢do do problema (1.1), a estimativa A para
o vetor dos multiplicadores de Lagrange e uma matriz simétrica By (que, geralmente, é
uma aproximacdo para V2¢(zx, Ar)), o Algoritmo PQS a seguir descreve os passos para a
obtencdo de .41 € Ak41.

2.1 O Algoritmo PQS

Sejam zx € Q, Ay € R™, || Ml € Ly, A > Apin, Bk = Bf € R ||Bi|| < Ly e
N 2 0.

Se z; € um ponto estaciondrio de (1.1),
1z é p-estaciondrio, mas nao é factivel, ou
zx é factivel, mas nao é regular,

entdo o algoritmo para.

Senao, z;.; € obtido da seguinte maneira:

Passo 0: Cdlculo de uma direcdo de descida factivel para as restrigcoes, ou, se 0 pon-
to € factivel, para o Lagrangeano.
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Se z; nao é p-estacionario, entéo calcule d,,, € R™ tal que:
| <z +duor(zr) S u (2.1)

dror (zx)TVo(zx) < 0. (2.2)

Se zy, ¢ factivel, regular e nao-estaciondrio para o problema (1.1), entdo faga dpor(zx) = 0,
Snor = Snor(Zk, A) = 0 e calcule dion(z) € IR™ tal que:

! < zp + dian(zk) < (2.3)
R (zx)dian(zk) =0 (2.4)
dtﬂn(zk)TVE(:ck, /\k) = dum (Ik)TfoJ}k) < 0. (2.5)

Passo 1: Cdlculo do decréscimo nas restrigées.

Se z; nao é factivel, calcule sd¢ = s%¢(z;, A) € IR" resolvendo:
minimizar %”h"(zk)s + h(zy)|[2
sujeito a [Is]] < 0.8A

[<zp+s<u
s ={dne({Zx), t20.

Passo 2: Cdleulo do passo normal.

Se z; nao é factivel, calcule Spor = Spor(Zk, A) € IR™ tal que | < Tk + Spor < U,
|8nor]| < 0.8A e
[311R(ze) I3 — I (k) $nor + h(zk)I3] 2

2.6
0.9(3llh(ze)l13 — 3lI7'(zx)s5er + hlzk)|I3]- e
Passo 3: Cdlculo do decréscimo do Lagrangiano no espago tangente.
Se z; é factivel, faga din = dion(Bk, Tk, Aks A) = dian(zk) (definido no Passo 0).
Caso contrario, calcule din = dian (B, Tk, Ak, A) € IR™ tal que:
! < T + Snor + dran(Tk) < u (2.7)
K (zk)dian = 0 (2.8)
tan V @(Bk; Tk, Aky Snor) < 0, (2.9)

onde Qx(s) = Q(Bxk, Tk, Ak, $) = 35T Bys + Ve(zk, Me)Ts + E(xx, Ax)-
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Se nao existe dyq, satisfazendo as trés condigdes acima, entdo faca dyn = 0.
Calcule s@¢ = s&<(By, zx, Ak, A) resolvendo:

minimizar Qk(Snor + 8)
Sujeito & [|snor + || < A
[ <Zr+Spor+5<u
&= tdta.m t .>_ 0:

onde Qx(8nor + 8) = 3(Snor + )T B (Snor + 8) + VE(k, M) (Snor + 8) + (zk, Ak).
Passo 4: Cdlculo do passo tangente.

Calcule 8tan = Stan (B, Tk, Ak, A) € R™ tal que:

hr(mk)stan =0; | < Tk + Snor + Stan < Y; Hsuor ¥ sta.n“ <A (210)
e
[Qk(Snor) — Qi(Snor + Stan)] 2 0.9[Qx(Snor) — Qk(Snor + 3?::)]- (2.11)

Passo 5: Cadlculo da atualizagdo dos multiplicadores e composicdo dos passos.

Calcule AX € R™ tal que [|[Ax + AM|| < L; e defina s, = s.(Bk, Tk, Aky A) = Snor + Stan-
Passo 6: Cdlculo do pardémetro de penalizagdo 8 € [0,1].

Calcule g, 677", 9P de tal maneira que:

Se k=0, entdo " =1, sendo 6" = min{l,6p, - ,0c_1};

gﬁrande - [1 o (k.ﬂr)l-l] e;cnm;

Slazi)l3— 3 1R (zk)se+h(zw)|I3 }
2[Qk(sc)—Quk (0)+[N (zk)sc+h(zk)]T AM+ 3 ||h(zk)|3— 310 (zi)se+h(zi)IIF] |

g% = min {1
Se A é o primeiro raio de confianca testado nesta iteragdo, entdao defina
0 = & (zx,A) = A",

Caso contrario.
¢ = 9’(1‘1;, A) = 9(3,{;, ﬂ’),

onde A’ é o raio de confianca testado antes de ser atualizado para A.
Faca § = min{6;", ¢'}.

Passo 7: Aceitag¢do do passo s, .
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Se ATCd(.‘Ek, /\k, Se, Az\, 9) > O.IPred(:ck, Ak, Se, A)L, Bk, 8)
Ti41 = Tk + 8¢

entao defina { Aryp = A + A
6y =0.

Sendo escolha novo A € [0.1A,0.9A] e volte para o Passo 1.

Isto completa a descri¢ao do algoritmo. O

Cabe observar que a equagdo (2.4) do Algoritmo PQS nos permite concluir que
(Vl(zx, M) — V()] € Im(R (z)7). (2.12)
Com efeito, a equagao (2.4) é dada por h'(zx)dsen(zx) = 0. Logo,
dran(zk) € N (K (zx)) = Im(h'(zx)T)*.
Temos que VE(zk, Ax) = V f(zx) + h'(zx)T Ak, pois £(z, A) = f(z) + ATh(z). Assim,
dran (2k)T VE(Zk, M) = dian(zk)T [V f(zk) + B (zk) T Me] =

= dran(z)TV £ (2k) + (B (2k) dran (26)]7 Mk = dian (@) V f ().
Portanto, dian(zx)T [VE(zk, Ax) — Vf(zx)] = 0. Logo, podemos concluir que

[Ve(zi, M) = VF(zi)] L dran(zi) = [VE(zk, M) — V()] € Im(R' (zx)7).

Este fato sera ttil nas provas dos resultados de convergéncia do Algoritmo PQS.

2.2 O algoritmo esta bem definido

Visando aplicacao a problemas de grande porte, os subproblemas dos Passos 2 e 4
sao resolvidos aprozimadamente, com critérios convenientes para a precisao da resolugao.
Provaremos agora que o Algoritmo PQS estd bem definido, isto é, que sob hipdteses ade-
quadas, que incluem a possibilidade de z; ainda nao ser uma solugéo, pode-se encontrar
Zx+1 em tempo finito. Em outras palavras, mostraremos que o algoritmo esta bem defi-
nido em duas situagoes:

(1) zx ndo é um ponto y-estacionario;
(#4) zx é um ponto factivel, regular e nao-estaciondrio para o problema (1.1).

Observe que nos casos restantes, isto é, quando z; é @-estacionario, mas nao é
factivel; quando z; é factivel e nao-regular ou quando z; é estacionario para o problema
(1.1), o algoritmo termina. O caso (z) serd tratado no Teorema 4, e o caso (i) serd abor-
dado no Teorema 5.

E interessante observar que as condigdes suficientes que garantem o fato de z;,, ser
encontrado em tempo finito sao bastante fracas. Em particular, as dire¢oes dnp,r € dian
precisam apenas satisfazer (2.2), (2.5), (2.6) e (2.9). Mais adiante, veremos que para obter
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a convergéncia do Algoritmo PQS, precisaremos de condigdes mais fortes sobre dpor € dian.

Teorema 4 (Boa definicdo em pontos nao factiveis) Seja z, um ponto que ndo é
p-estaciondrio. Entdo, o Algoritmo PQS calcula um novo ponto zy.; por meio de uma
quantidade finita de passagens pelos Passos 1-7.

Dem. Como zi nao é p-estaciondrio, segue que existe uma dire¢do dn,r # 0 calculada pelo
Passo 0 do Algoritmo PQS. Considere 3(t) = 3||h'(zk)tdnor + h(zk)[|3. Observe que 5(t)
é uma funcdo quadrética convexa e, por (2.2), 8'(0) = dZ,_Vy(zi) < 0. Se a quadrética
é estritamente convexa (coeficiente de segunda ordem estritamente positivo), entdo 3(t)
admite um minimizador irrestrito £ > 0. Propriedades elementares das quadraticas ga-
rantem, nesse caso, que

5(1) < B(0) + 380) (2.13)

para todo t € [0,%]. Se B(t) ndo é estritamente convexa, entdo seu grafico é uma reta, e
(2.13) se satisfaz trivialmente para todo t > 0.
Definimos, para todo A > 0,

t=max{t >0 | [z, 2k + tdnor] T Q, € ||tdnor|| < 0.8A}

e t(A) = min{f,t}. Como zx + dnor € Q, temos que |[idqor|| = 0.8A se A < |[|dnor||-
Naturalmente, (2.13) vale para todo ¢ € [0,¢(A)]. Como

B(0) = 3llh(zw)l3 e B'(0) = dio Vip(zk),
segue que existe A € (0, ||dnor||] tal que, de (2.13), vale a relagao
Lh(ze)l|3 = SIW (@)t (A)dnor + R(zp)l5 > —3d5, Vo(zi)t(A)

(2.14)
= ¢||dnor||t(A) = 0.8cA,

paratodo A € (0,A), ondec = —%‘ﬁﬁ’ﬁl > 0. Portanto, pelos Passos 1 e 2 do Algoritmo

PQS e por (2.14), temos que
()l — 317 (z)s:(A) + Aze) |3 = 511A(z6) |13 — FIIR (k) snor (A) + hlzk)lI3 =
> 0.9(31h(zk) I3 — 3|7 (@k)t(A)dnor + h(zx)||5] > 0.9[0.8cA] = 0.72¢A.
Como na escolha do pardmetro de penalizagdo € exigimos que (1.21) ocorra, temos que,

para A € (0,A),
Pred(zk, Ak, Scs AA, Bg, 0) > 0.36cA. (2.15)

Agora, pela diferenciabilidade de f e &, pela limitacao de ||A)|| e pelas definigoes de Q) e
Pred, temos que
1 |Ared(zi, Ak, Scy AN, 0) — Pred(zi, Ak, S¢, A, By, )]
im

A0 A =0
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Entdo, de (2.15), temos

Vi ATed(JJk, Ak, Se, A/\ 6)

A-0 | Pred(zg, Ak, Sey AN, By, 6) =Lzl

Isto significa que para A suficientemente pequeno, a desigualdade (1.22), dada por
Ared(zg, Ak, 8¢, AX, 0) > 0.1Pred(z, Ak, 5S¢, A), By, 8),

valerd, completando nossa demonstracao. O

Teorema 5 (Boa definigao em pontos factiveis) Seja z; um ponto factivel, reqular e
néo-estaciondrio para o problema (1.1). Entdo, o Algoritmo PQS calcula um novo ponto
Zrs1 por meio de uma quantidade finita de passagens pelos Passos 1-7.

Dem. Neste caso, temos Spor = Spor(A) = 0, para todo A > 0. Como z; é um ponto
factivel, regular e ndo-estaciondrio para o problema (1.1), existe uma dire¢ao dy,,(zx) # 0,
calculada no Passo 0 do Algoritmo PQS. Tomamos 3(t) = Qk(tdin), onde a fungéo Q foi
definida em (1.7). Usando o mesmo raciocinio do Teorema 4, temos que

_B(t)gﬁ(())-;—%ﬁ’( t, Vie (0,4, (2.16)

onde £ > 0 é o minimizador irrestrito da funcio quadrética 3(¢). Assim como no Teorema

4, definimos
t=max{t >0 | [k, Zx + tdian] T Q, e ||tdian|| < A}

e t(A) = min{{,t}. Como zj + dian € Q, temos que ||t(A)din|| = A, sempre que
A < ||dwn||. Naturalmente, (2.16) vale para todo ¢t € [0,¢(A)]. Logo, como Qk(s¥¢) <
Qi (t(A)dan), existe A € (0, ||dienl|] tal que, de (2.16), vale a relagao

Qu(0) — Qe(65) > Qu(0) ~ Qu(t(A)dh) > — 35, VQUOH(A) = ch, (217
VQ,(0)

para todo A € (0,A), onde ¢ = —f%imT”. Dai, pelos Passos 3 e 4 do Algoritmo PQS e
por (2.17), temos que

Qk(0) — Qi(sc(A)) > 0.9]Qx(0) — Qx(sc)] > 0.9¢A,

para todo A € (0,A). Além disso, como, neste caso, h(zx) = 0 e h'(zx)s. = 0, segue da
definicao de Pred que

Pred(zy, Ak, Se; AA, Bi, ) = 0]Q4(0) — Qi(s.(A))] > 0.96cA > 0. (2.18)

Fica assim, evidente que a exigéncia (1.21) é valida para todo A € (0,A) e § € [0,1]. Isto
significa que o parametro de penalizacao # nao é diminuido através de qualquer sequéncia
de possiveis decréscimos de A no loop do algoritmo. Portanto, de (2.18), temos

Pred(zk, Ak, Sc, A), B, 6) > 0.96'cA, (2.19)
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para todo A € (0,A), onde & é o valor de # que satisfaz a exigéncia (1.21), no comeco do
loop. Dai, como no Teorema 4, temos que

iy [AT€d(Zk, Ak, 52 AN, 6) — Pred(ai, A, se, AX, By, 0)|

A—0 A = 0,

e portanto, de (2.19), vale

) Ared(zy, Ak, e, AN, 0)
lim

A2 | Prediz, da,te AR Be, @ ]

0 que completa a demonstracao. O
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Capitulo 3

Propriedades de convergéncia global

Na secao 2.2, fol demonstrado que o Algoritmo PQS termina na k-ésima iteragdo
apenas nas situagoes em que:

(a) 1z € p-estaciondrio, mas nao é factivel;
(b) =z é factivel e ndo-regular;
(c) zx € factivel e estaciondrio para o problema (1.1).

Neste capitulo, serd investigado o comportamento das sequéncias infinitas geradas
pelo Algoritmo PQS. E comum que a prova da convergéncia global de um algoritmo
esteja muito relacionada com a prova de boa definicao. Isto é bastante natural jd que,
na boa defini¢do, provamos que os pontos onde o algoritmo deve parar tém determinadas
caracteristicas, e nos teoremas de convergéncia, geralmente, provamos que os pontos limite
da sequéncia gerada tém essas mesmas caracteristicas. Logo, os teoremas de convergéncia
dizem sobre o limite 0 mesmo que os resultados de boa defini¢do dizem sobre os iterandos.
Muitas vezes, as provas de convergéncia global reproduzem, com variadas complicages
analiticas, as idéias usadas para provar a boa defini¢do.

A prova que apresentaremos esta dividida em duas partes, que correspondem aos
Teoremas 6 e 7. Nos dois casos usa-se como hipdtese que a sequéncia gerada pelo Algoritmo
PQS esta totalmente contida em um compacto de /R". Evidentemente, quando as cotas
! e u sao finitas, esta é uma hipdtese perfeitamente razoavel. Na primeira parte prova-se
que todos os pontos limites de uma sequéncia gerada pelo Algoritmo PQS s@o pontos
p-estaciondrios. J4 na segunda parte demonstra-se a existéncia de pelo menos um ponto
limite que é estaciondrio para o problema (1.1).

Conforme a necessidade, algumas hipéteses adicionais serao introduzidas. A primeira
hipétese a ser considerada retrata a direcdo d,,r do Passo 0 do Algoritmo PQS. Uma
escolha razodvel para d,,, seria

—Vo(zir),  se zi estd no interior de §2

d'ncrr (Ik) = {

Po(—V(zk)), se zy estd na fronteira de Q,
onde P, é a projecao ortogonal em 2. Infelizmente, definida desta forma, a direcdo

20



dnor(Tk) N80 é continua no ponto zj da iteracdo em questdo. Faremos, portanto, a se-
guinte hipdtese:

(h.1) Hipétese da continuidade de d,, : Para todo z; € €, a aplicacdo dp,r, do
Passo 0 do Algoritmo PQS, é continua em zy.

Uma possivel escolha que satisfaz a hipétese (h.1) é dada por
Anor(Zk) = Palzr — aVip(zg)) — ok, (3.1)

onde Py € a projecao ortogonal em €2 e o é um parametro fixo. Nesse caso, a continuidade
de dp,r deve-se ao fato de P e Vi serem aplicagoes continuas. Cabe observar que, por
(3.1), podemos interpretar a direcdo d,,, como sendo y* — zj, onde y* é o minimizador
de um modelo quadratico simples numa caixa, mais especificamente, do problema

minimizar ||zx — aV(zk) — yl[? (3.2)
sujeito a [<y<u. :

E interessante observar que a hipétese (h.1) é bastante fraca e que junto com a
condigdo angular (2.2) (e, mais adiante, as hipéteses (h.2) e (h.3)), sdo suficientes para
garantir a convergencia para pontos g-estaciondrios. Na secao 3.2, veremos que, para obter
a convergéncia para pontos criticos do problema (1.1), sero necessdrias mais hipGteses
sobre dpor € dign.

3.1 Todo ponto limite é y-estacionario

Nesta secao, serd feita a primeira parte da prova de convergéncia do Algoritmo PQ)S.
Provaremos, no Teorema 6, que todos os pontos limites de uma sequéncia gerada pelo o
Algoritmo PQS sao yp-estacionarios. Para isso, precisaremos fazer uso dos quatro lemas
seguintes.

No Lema 3.1, serd provado que, na vizinhanca de um ponto que nao é y-estaciondrio,
a reducdo prevista Pred da fungdo de mérito é proporcional ao raio A da regido de con-
fianca.

Lema 3.1 Seja z. € Q um ponto que ndo € p-estaciondrio e considere vdlida a hipdtese
(h.1). Se o Algoritmo PQS € aplicado a zx €

1 '
Pred(zg, Mk, S¢, A, B, 6) > ; [IA(ze) |3 — |7 (zk)sc + B(zx)]|3] »

entdo ezistem €, A', ¢ > 0 tais que para todo z} € Q, ||zx — z.|| < €, temos

Pred(zg, Ak, Se; A, By, 8) > ¢ min{A, A'}.
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Dem. Como z, € Q2 nao é y-estaciondrio, entdo existe uma direcao de descida continua

dnor tal que
dus ) Viplz) < 0. (3.3)

Pela continuidade de dpo(zi) € Vip(zi), existe € > 0 tal que para todo z, € Q e
|zx — z.]| < € temos

2|[dnor (22) | 2 [|dnor (zk)|| > Lnezfz=lll > (3.4)
e
dnor(Zk)TVo(zk) < Ldnor(z.)TVip(2.) < 0. (3.5)
De (3.4), obtemos
0 < ool S T Gl < Mool (3.6)

Pela continuidade de A'(zx), temos que |h'(zx)Th(z)| é limitado em |jzx — z.| < e
Analogamente ao Teorema 4, temos que existe t; € (0,1) tal que

B(t) < B(0) + 38'(0)t, (3.7)
para todo t € (0,t,], onde 3(t) = ||k (zx)tdnor (zx) + h(zk)||3. Observamos que
B(0) = 3llh(zk)l3 e B'(0) = dnor(zk)” Vio(ak).
Entéo, de (3.5) e (3.7), temos que
slR(@)lf — 3lIR (i) tdnor () + R(2k)IF 2 —3dnor(z4)T Vip(a) 2

> —idpr(z)TVe(z,) > 0.

Portanto, obtemos:
@)1 — 3117 (zx)tdnor (24) + R(zi)ll3 = ertdnor(2.)T Vio(2.) > 0, (3.8)
para todo ¢ € (0,%1] e [|zx — z.|| < ¢ com ¢; = —3 < 0.

Considere A’ = J%z‘—ﬂ[tl.

Se0<A<Ae|zy—z.| <e
Af

! 1 2 = AN _
Como A < A'e, de (3.6), [~y < Tamm @ €880 0 < 55="mT = T Gl =

4 <1y, o que significa que m € (0,1]. Logo (3.8) vale para t = z—=—, ou seja,

HIa(z)l13 — 31K (@) sra=amyydner (26) + R(@k)l[3 2 C1dnor(24)T V() gzt

1 1 #
Mas, de (3.6), temos que —rn 2 s—ry Segue daf que

YAz 1 — LA (2e) g A + B(zi) 1§ 2= S dnor(#2)T V(%) s
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Entéao

dnar T )
HA(e) 1 — IR (@) gm=Zn A + hlzi) 1§ 2 codnor (2)T V() iy, (3.9)
ot
onde ;=% =t =—% <0
Como “mdﬂw Tk H < 0.8A, entdo segue pela definicdo de s (Passo 1 do

Algoritmo PQS) que
sIR(ze)ll3 = 311K (zk)se + A(ze) I3 > 0.9 [FlIA(ze)ll5 — SIIM (zx)saes + h(z)13] >

> 0.9 [41h(z) 3 - 31K (@8) 5120 A + Alae)B] > 0.962dner (2) V() iy

Observamos que pela hipdtese

1
PTEd(xks Ah Se, A’\? Bk? 9) Z[”h’(‘rk)[b - ”h’(“rk)sc = h’(zk)” ]
1sto é,
Pred(zk, Ak, Sc, AX, Bi, 8) > cA, (3.10)
_ 0.9¢2dnor(2:)TV0(2s) _ 0.9dnor(z)T Vo(zs)
onde ¢ = == 21;::“(:»():.)”‘0( L= — 32Hd:‘,.—(anﬁlm > 0.

Se A > A,

Pela definicao de s%¢ (Passo 1 do Algoritmo PQS), temos que
3 |1B (zk) sher (zk, A) + hl(zi) 3 < 517 (zi)sner (2, A) + hlzk) 13- (3.11)

Grosseiramente falando, a desigualdade (3.11) nos diz que quando se aumenta A, é possivel
obter um minimizador melhor. Agora, multiplicando (3.11) por (—1) e somando com
5/lA(z)|3, obtemos

sIR(@olE = 311K (zi) 505 (2r, A) + Alze) 7 2
sllA(@e)l13 = 3117 (ze) saer (@, A) + hlzi) 13-
Como (3.10) vale para A = A/, segue pelo Passo 2 do Algoritmo PQS que
IRl = 3117 (ze)se(zr, A) + h(zi)|13 2
0.9[3[1h(ze)lI3 — 5lIF (ze)sner (zk, A) + h(zk) 2] 2
0.9[3/11(zk) 18 — 311 (z&) smer (@x, A') + R{zi) 3] >

> O.QCQdRW(I,) VQ(x,)m = QCAJ,
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onde ¢ ¢ o mesmo do Caso 1. Analogamente ao desenvolvimento para a obtencdo de
(3.10), concluimos que

Pred(zk, Ak, Se; AN, Bg,0) > cA'. (3.12)
Finalmente, de (3.10) e de (3.12), temos o resultado desejado, isto é,
Pred(zg, Ak, $¢, AX, By, 0) > ¢ min{A, A'}.
O

A proxima hipétese ird substituir as hipéteses sobre derivadas de segunda ordem
que geralmente sdo usadas em regides de confianga para algoritmos de programacio qua-
dratica sequencial. Esta serd usada para garantir que a reducéo prevista Pred da funcio
de meérito é uma aproximacao de segunda ordem para a redugdo verdadeira Ared.

(h.2) Hipétese da variagao limitada: Para todo z, y € Q, temos

IVf(z) = Vi)l < Olz - yl)) (3.13)

18 () = K@)l < O]z - yl))- (3.14)

Observe que as condigdes de Lipschitz dadas em (3.13) e (3.14) implicam que, para
todo z, y € Q,
|f(y) = f(z) = V()" (y — )| < Olly — z||*) (3.15)

1A (y) — h(z) = K'(2)(y — 2)|| < O(lly — =|1*). (3.16)
Para uma demonstracdo de (3.15) e (3.16) indicamos [17, p.22 e 75]. A hipétese (h.2)
serve para garantir a veracidade do fato mencionado em (1.20), isto é,
Ared(zi, M, s, AN, 8) = Pred(zi, Mg, s, AX, By, 8) + O(||s|[?),

o que serd bastante 1til nas demonstracoes dos préximos resultados.

O Lema 3.2 a seguir afirma que, numa vizinhanga de um ponto que nao é ¢-
estaciondrio, o passo tentativo s, serd aceito se o raio da regidao de confianca for menor
do que uma quantidade fixa A".

Lema 3.2 Sejaz. € Q) um ponto que ndo € w-estaciondrio e considere vdlidas as hipdteses
(h.1) e (h.2). Se o Algoritmo PQS € aplicado a zy €

Pred(zk, Ak, s AN, B, 0) 2 7 [[Ih(z)lI3 — 1B (zk)sc + hlze)3]

|

entdo ezistem €, A" >0 tais que para todo zx € Q e ||zp — z,|| < €, A < A" temos

Ared(zi, Ag, S¢, AN, 0) > 0.1Pred(zk, Ak, Sc; AN, By, 0).
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Dem. Da definicao de Pred, temos de (1.20) que
Ared(zk, Ak, 8¢, AN, 0) = Pred(z, Ak, sc, AN, B, 0) + O(||s]|?) =
= |Ared(zk, Ak, Sc, A, 0) — Pred(zi, Ak, S, AN, Bi, 0)| = O(||s||?),
ou seja, existe a > 0 tal que
|Ared(zx, Ak, Sc, A, 0) — Pred(zg, A, 8¢, AX, B, 8)| < al|s||>.
Como |[s¢|| < A, segue que
|Ared(zk, Ak, Ses AN, 8) — Pred(zk, Ak, ¢, AN, B, 0)| < aA?. (3.17)

Pelo Caso 1 do Lema 3.1, temos que se A < A", entdo Pred(zi, Ak, S¢, AN, Bi,0) > cA,
onde ¢ > 0. Dai, obtemos que
1 - 1
|Pred(zg, Mk, Sey AN, B, 6)| — cA”

(3.18)
Portanto, de (3.17) e (3.18), obtemos:

Ared(zi, Ak, S¢, AN, 6)
Pred(zi, Ak, Sey AA, Bi, 0)

Ared(mk, Ak, Se, A/\, 9) = P-red(:ck, /\k: Se, ﬂ/\, Bk, 9)
Pred(zg, Ax, 8¢, AN, By, 0)

|Ared(zx, Ak, S, AN, 8) — Pred(zi, Ak, e, AN, Bi, 0)| _ aA? a
< = ( ) A,
|Pred(zk, Ak, Se, AA, B, 0)| cA

Ared(Ti A Se,A08)
Pred(zg. M 5c,A0 By 0) 1‘ < O(A). Logo

o que significa que

Ared(Zi, Ak, Sc, A, 0)
PTBd(SL‘k, /\k: Se, AA, Bk, 9)

;. ATGd(.’L‘k, )tk, Se, AA, 9)
—1| = 1 = 1.
‘ O = A Predlzy, avie A Beb)

lim
A=0

Entao, para A suficientemente pequeno temos que Ared e Pred ficam da mesma ordem e
satisfazem o teste

Ared(Ti, Ak, Se, AN, 0) > 0.1Pred(zk, Ak, Sc, AN, B, 9).

O
No Lema 3.3 abaixo serd provado que, se a sequéncia gerada pelo Algoritmo PQS ad-
mite um ponto limite que nao é g-estacionario, entdo a redugao verdadeira Ared da fungao

de mérito é suficientemente positiva. Este fato esta relacionado com a nao-limitagdo da
funcdo de mérito, essencial na argumentacao por absurdo que estd sendo construida.
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Lema 3.3 Seja z, € 2 um ponto que ndo € p-estaciondrio e considere vdlidas as hipdteses
(h.1) e (h.2). Seja K, um conjunto infinito de indices tal que

lim z, = z..
keK,

Entdo a subsequéncia A,k € K € limitada inferiormente por um nimero estritamente
positivo. Além disso, existe ¢ > 0 tal que para k € K, suficientemente grande, temos que

Ared(zg, Ak, sc, AN, 6) > c.

Dem. Se k € K, é suficientemente grande, entdo temos que ||z — z.|| < ¢, onde € é o
mesmo do Lema 3.2. Pelo critério de aceitacdo de A no Passo 7 do Algoritmo PQS e pelo
Lema 3.2, temos que se A,y < A”, entdo Ay serd aceito, sempre que ||z — z.|| < €. Isso
significa que Ay nao precisa ser exageradamente reduzido. Ou seja, existe 7 > 0 tal que
A 2 1 > 0, para todo £ € K suficientemente grande. Logo, pelo Lema 3.2, temos que

Ared(zi, Ak, Sc, AN, 0x) > 0.1Pred(zk, Ak, Sc, A, By, ;). (3.19)
Mas pelo Lema 3.1, temos que existe ¢; > 0 tal que
Pred(zy, Ak, ¢, AX, By, 6) > ¢ min{ A, A’} (3.20)
Portanto, de (3.19) e (3.20), obtemos:
Ared(zi, Ak, Se, AN, 0) > c,

onde ¢ = 0.1¢; min{A;, A’} > 0, pois A’ >0e Ay > 7> 0. O

A estabilidade assintética de 6 sera provada no préximo lema, que garantird a es-
tabilidade da fungdo de mérito para k suficientemente grande.

Lema 3.4 Seja {zr} uma sequéncia infinita gerada pelo Algoritmo PQS. Entdo a
sequéncia {0} € convergente.

Dem. Temos que a sequéncia {#7""} é ndo-crescente, pois

‘ 1 se k=0
TTLETL T ¥ ;
W= { min{1,6q,...,6k—1}, se k> 1. (3.21)

Além disso, {#"} é limitada inferiormente, pois §7*" > 0, para todo k£ € IN. Portanto,
temos que a sequéncia {07""} é convergente. Pelo Passo 6 do Algoritmo PQS, temos que

Bgrande = ]:1 + {k_:;_r)l.l] e?iﬂ' (322)
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Fazendo k£ — oo em (3.22), vemos que a sequéncia {é‘fm”de} converge para 0 mesmo
limite da sequéncia {6""}. Da definicao de 6 no Passo 6 do Algoritmo PQS, temos que
B < 677°"%. De (3.21), é facil ver que 6747 < 6;. Entdo

; grande
9?;? < O < 6 :

Portanto, pelo teorema do confronto, a sequéncia {6} é convergente, e converge para o
mesmo limite das sequéncias {#7"} e {ggm“de}. e

A préxima hipétese faz com que a ndo limitacdo da fungdo de mérito seja algo im-
possivel.

(h.3) Hipétese de compacidade: A sequéncia {z;} gerada pelo Algoritmo PQS é
limitada.

A hipétese (h.3) é bastante natural quando lidamos com problemas de canalizagao,
pois a sequéncia {zx} serd limitada, se os limites [ e u sdo finitos (2 é compacto). Pela
limitacdo de || Bx|| e Ak, temos que £(zk, Ak), (k) € D(zk, Ak, #) sdo limitadas, uma vez
que £, ¢ e ® sdo fungbes continuas.

O teorema a seguir estabelece o primeiro resultado de convergéncia global do Algo-
ritmo PQS: todo ponto limite é y-estaciondrio.

Teorema 6 Seja {z:} uma sequéncia infinita gerada pelo Algoritmo PQS e conside
re vdlidas as hipdteses (h.1), (h.2) e (h.3). Entdo todo ponto limite de {zx} € ©-
estaciondrio.

Dem. Suponha que z. € Q é um ponto limite de {zx} que ndo é p-estacionério. Para
simplificar a notagdo usaremos, para todo k € IV,

gk = E(Ik, Ak)

Pre = '»0(331:)
(I’k — @(xk,kk,ﬂk).

Entao, para todo &£ € IN, temos que

Bri1 = Okrlesr + (1 — Oktr1)Prin
= Oer1lesr + (1= Oep1) @1 — [Brlisr + (1 — Ok)rs] + [Bless + (1 — Ok) k]
= (Brs1 — Ok) 1 + Ok — Orsr) 0k + [Okliss + (1 — 6k) 0p41]
= (O — Oks1) (@rs1 — Lis1) + [Orlicsr + (1 — Or)orsa]-
Como Ared(zk, Ak, Sky Ak, Ok) = D(Zk, Ak, Ok) — (Ths1, Akt1, Ok ), €ntdo
O(Zks1, Aes1, Ox) = ©(Tk, Ak, Ok) — Ared(Te, Ak, Sk, Adi, Ok).
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Portanto,
[kl + (1 = Ok)@ks1]) = Bk — B,
onde S = Ared(zk, Ak, Sk, A, 0;). Segue dai que
i1 = (O — Oks1)(@rs1 — brs1) + B — Br- (3.23)

Pelo Passo 6 do Algoritmo PQS, temos que

Tand N mi N
o 857 = |1+ ] 988 < [+ ] o

(k+]éj1-1 < {k+]ijl'1 , para todo k € IV. LOgO

pois 077 < 6 e

N
b1 £ |1+ 7| O =
k+1_[+(k+1)1_1] k

Gk N
(k+1)2 =
Como a sequéncia {z;} é limitada e £(z, A), ©(z) e ®(z, A, ) sdo funcdes continuas, entdo
as sequéncias {fx}, {¢r} e {®«} sdo limitadas, uma vez que {||B|[} e {A¢} também o
sao. Isso significa que existem my, mg, ms > 0 tais que [€| < my, |@x] < ma e |D| < ma,
para todo k € IN. Entdo podemos concluir que existe m > 0 tal que

= O — Opsq + >0, YkelN. (3.24)

or—l<m, VkeN,

pois, or — & < |0k — b| < |ook| + €| < M+ mg =m.
Analogamente, temos que ¢ — ¢ < m, para todo kK € IN. Portanto, de (3.23) e
(3.24), temos

Sri1 = [0k — Ok + (—gﬁj‘ﬁ (k41 — es1) + P — Br — k+1J FanrT (Pr+1 — L)
< ok i gk-i—l il e o (k+1)1.1 m+ (bk 51: k-]-l}l 1 (gk—i—l ‘fgk—i-l)
< gk—9k+1+@%gﬁ m+ @ — !31:'1'7_6;_%17?”

(Ok — Oks1)m + Bk — B + 2Nz,

Il

de onde podemos concluir que

20, Nm

G+ Bk. (3.25)

Qi1 — Bk < (Ok — Ok1)m +

Escrevendo (3.25) para k =0,1,2, ..., obtemos

¢ @1—(13'0 (90—91)m+'%%%§?‘1‘_6

<
P - < (6 —b)m +E:;—e4fﬂ—m—r51

293, 1hm

L (bk - @k—l (9;‘;_1 = gk)m + W ﬁk 1-

IA
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Somando essas desigualdades, segue que

k=1 k-1
0
& — By < (6 — 6)m + 2Nm ; I ;0 B;. (3.26)
k=1 6.
Agora, 0y — 6 < 2, pois 6y <1 e —6 < 6 < 1. Além disso, JZ:[;(}TJI)TT <

k-1
1 . .

Z W, pois #; < 1, para todo j € INV. Portanto, de (3.26), obtemos

=0

k-1 k-1
1
By <2m+2NmYy ———— =Y B+ &y, Yke . (3.27)
3=0 (J oa 1) . j=0
oo 1 o]
Séo as séries Z W e ZSJ em (3.27) que irdo determinar o comportamento de
=0 3=0

oo
p 1
®,, uma vez que N, m e $y sdo numeros fixos. E facil ver que a série _
converge, pois 1.1 > 1. Pelo Lema 3.3, temos que

Bi = Ared(zk, Ak, Sk, Ade.6k) > ¢ >0, Yk € Ky,

onde K, é um conjunto infinito de indices. Dai, temos que ’clll}{I Bx # 0, o que implica que
ER)

[ o] o0
a série Z B; diverge, ou seja, Z B; = oo, pois fx > 0, para todo k € IN.
J=0 =0
Portanto, de (3.27), concluimos que ®; é ilimitado inferiormente. Isso é uma con-
tradicdo, pois vimos que |®x| < mj, para todo k € IN. Esse absurdo vem da hipétese de
Z, nao ser (p-estaciondrio. O

3.2 O algoritmo encontra um ponto critico

Como foi mencionado anteriormente, a prova da convergéncia estd dividida em duas
partes. Acabamos de estabelecer a primeira, no Teorema 6, onde concluiu-se que todo
ponto limite da sequéncia {z} gerada pelo Algoritmo PQS é y-estacionério.

Agora nesta secdo trataremos da segunda parte da prova da convergéncia. Prova-
remos que, sob certas condigdes, existe pelo menos um ponto limite que é estacionario
para o problema (1.1). Ndo existe ainda uma prova de que todos os pontos limites sao
estaciondrios.

Ao longo de toda a demonstracdo desta segunda parte usaremos como hipétese de
absurdo que nenhum ponto limite da sequéncia {z;} ¢ estaciondrio para o problema (1.1).

29



Outras hipdteses necessarias sao:
(1) Todos os pontos y-estaciondrios sao factiveis;
(¢2) Todos os pontos factiveis para o problema (1.1) sdo regulares.
Pela hipétese (i) podemos supor, ao longo da demonstragdo, que J’clim [|R(zk)|| = 0. Isto
—+00

significa que o ponto limite da sequéncia serd factivel para o problema (1.1).
Na primeira parte desta prova por absurdo, mostraremos que o modelo quadritico
do Lagrangeano, dado por

1
Qi(s) = -ésTBks + Ve, \e)T's + L2k, Me),
tem um bom decréscimo (proporcional a A) desde s, até s.. Chamaremos esta variacio
que vai de sp,r até s, de decréscimo tangencial.
Na segunda parte da prova por absurdo, examinaremos a combinacdo convexa

Pred(zg, Ak, s, AX, B, 0) = 0 [Qx(0) — Qx(s) — [I'(zk)s + hze)|TAN] +

(1= 0) [5lIA(ze)lI3 — 3117 (z&)s + A(ze) 3] ,

Assim como na prova da g-estacionaridade dos pontos limites (Teorema 6), necessitaremos
que Pred seja positivo e proporcional a A.

Em outras palavras, precisamos mostrar inicialmente que o decréscimo tangencial de
Qi (s) proporcional a A é um bom passo. A seguir, analisaremos a composicdo de Pred.
O termo [Qx(0) — Qk(s) — [/ (zk)s+h(zx)]T A)N] de Pred que multiplica # é composto, além
do decréscimo tangencial, pela variacao entre 0 e s,,, € pelo termo que envolve a variacdao
dos multiplicadores de Lagrange. Esses dois termos atrapalhardo o fato de Pred ter que
ser suficientemente positivo. Por outro lado, o termo [1||h(zk)[[3 — 3[R/ (zk)s + h(zk)|[3]
de Pred que multiplica (1 — @) é proporcional a ||A(zk)||, que tende a zero (lembramos
que klingo |[h(zx)|| = 0). Dali, para conseguirmos que Pred seja positivo e proporcional a

A, precisaremos que f ndo tenda para valores muito préximos de zero.

Uma escolha especifica para a dire¢do tangente di, serd necessdria. Assim como
foi feito com dy,-, tomaremos d¢;, como uma funcdo continua em z; € . Para isso, a
escolha de d;,, nos Passos 0 e 3 do Algoritmo PQS sera dada por

dmn — Prk(_ank(snm‘)): (328)
onde n > 0 é um parametro fixo e P, (z) é a projecao ortogonal de z no conjunto
T = {y € N’(hr(zk)) | L S Zk + Snor +y S u}

Assim como a escolha feita para dy,- em (3.1), a direcdo (3.28) pode ser interpretada como
o minimizador de um modelo quadrético simples para o Lagrangeano no espago tangente
T. Além disso, a escolha de s,,, no Passo 2 do Algoritmo PQS deve ser feita de modo
que o seu comprimento seja da mesma ordem que ||A(z)||.

(h.4) Primeira hipGtese algoritmica: A escolha de sp,, no Passo 2 do Algoritmo PQS
¢ feita de tal maneira que

[[$nor(zk, )| < O([|A(z)]])- (3.29)
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Mais adiante veremos que essa condi¢do para a escolha de s, é bastante natural.
Nos Lemas 3.5 e 3.6 veremos que a continuidade de d;,, € 0 tamanho controlado de
Snor NOs fazem ganhar propriedades de decréscimo no modelo quadratico do Lagrangeano
no espago tangente, mas isso apenas para pontos que estao perto de se tornarem factiveis.
Para provar o Lema 3.5 necessitaremos das duas proposigdes seguintes.

Proposigao 1 Considere o conjunto S = {r € R* | Az = b, | < 2z < u}, onde A €
R™ ™, Seja P(z) a projegao ortogonal de z € IR™ em S. Se z; — 2o € Im(AT), entdo
P(z) = P(z).

Dem. Considere o problema

minimizar %[z — z||3
sujeito a z € S.

Se S # 0, entdo existem uma tnica projegdo P(z;) de z; em S e A € R™, u,v € R" tais
que

(( P(z1)) — 21+ ATA— p+v=0,
AP(z) = b,

(P(z1) = )T =0,

(u — P(2,))Ty =0,

| < P(z) < u,

\ t,y 2 0.

i

(3.30)

Agora dado que z; — 23 € Im(_flT), entéo existe X € R™ tal que z; — 2, = AT, ou seja,
z; = 2o + ATA. Se chamarmos A = X — ), temos que (3.30) fica

[ P(z) — 2p4+ATX = p+79=0,
AP(z1) = b,
(P(z21) =) =0,
(u— P(21))"y =0,
| < P(z) <,
w7y 2 0.

(3.31)

Temos de (3.31) que P(z;) é a unica solu¢do do problema
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minimizar 3|z — 7|3
sujeito a reS.

o que resulta em P(z;) = P(z3).

Proposigao 2 Para todo A € R™", b€ R™ ey € IR", seja Yv(A,b,y) a projecdo
ortogonal de y no conjunto definido por x € IR"™ tal que

(G.i,.'L') Sbi; i=1,...,m,

onde af,...,al, sdo as linhas de A e b = (by,...,bm)". Sejam A = (a7,...,a%)7,
b= (b1,...,bm)T €7 € R" tais que T = (A, b, 7),
<ai:f> = Bh 1€ {19 .- -ap}:
(@,‘,f) < Ei, i E {p+l,...,m}.
Suponha que 0s vetores {G;, i = 1,...,p} sdo linearmente independentes. Entdo, ¢ €

continua em (A, b, 7).

Dem. Seja S = {z € R" | (@, x) <b;, i=1,...,m}. Sabemos que a proje(;i:-io ortogonal

z =1(A4,b,7) do vetor 7 em S é o vetor de S mais préximo de g, isto €,
lg—2zll <g-=l, Vz €S
Portanto, uma maneira de encontrar a projecao Z é resolver o problema

minimizar 3|7 — z|[3

sujeito a z € S (3.32)

Escrevendo as condicdes KKT (ver, por exemplo, [50]) para o problema (3.32), temos que
existem A, Ag, ..., A, > 0 tais que

J—=Z = M8+ ...+ Ay ;
(8:;3) =b; i =1,00::0%
(@;,Z) < b;, i=p+1,...,m. (3.33)
Segue dai que a solugdo z de (3.32) é também solucao do problema

minimizar ;|7 — z||3

sujeito a z €S, (3.34)

onde S = {z € R"*| (@;,z) <b;, 1=1,...,p}.
Em outras pala\,ras estamos afirmando que ¥ também é a projecdo ortogonal de ¥
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em S.

O nosso ob;etwo € mostrar que a projecdo ¥ € continua. Para isso, tomamos uma
sequéncia (AF, b*, y*) que converge para (A, b, §) e, o nosso trabalho consistira em provar
que a sequéncia w(A"‘ b, y¥) converge para ¥(A,b,7). Com efeito, para todo k € IV,
definimos os conjuntos

Se={zeR"|(a}z) <}, i=1,...,m}

= {ze R (aha) <t i=1,....p).

Seja % = ¥(AF, b*, y*) a projecdo de y* em S; e seja =¥ a projecdo de y* em S;. Queremos
verificar que Z¥ — Z.Temos que para todo k € IV, existem conjuntos I* C {1,...,p} e
nimeros Af, ..., Ak > 0 tais que

k_ ok — 2k k k k
Yy —z"=Aje; +...+ A6, ,

(af,a:k)Sbf, $= 1000505
(af =*) =1}, se i€ I*,
A =0, se iglIk

Como I* C {1,...,p}, entdo existe apenas um nimero finito de conjuntos distintos
I* (no méximo 27), para os infinitos indices k € IN. Isto significa que existem infinitos
conjuntos I* que sdo iguais.

Sem perda de generalidade, consideraremos que I, ..., I9 sdo os diferentes possiveis
subconjuntos de {1,...,p}. Seja {y",A‘E,1!7",.:5"};;6KJ a subsequéncia correspondente ao
subconjunto /7, onde K; é um conjunto infinito de indices, para todo j = 1,...,q. Se
Fe{l....IY e K, € {K,...,K,}, entdo para todo k € K; temos

y"—mk=2)af t, (o, 2y =¥, ie P, (3.35)
i€l

>0 YieF, (3.36)
(af. 2"} <&, i=1,....8 (3.37)
Novamente sem perda de generalidade, podemos reordenar os indices ¢« € I de tal maneira
que I’ = {1,...,r}. Seja AF a matriz cujas linhas sdo as r primeiras linhas de A* e seja
bk = (bF,...,b5)T. Por (3.35), temos que (z*, A¥) resolve o sistema linear (n+r1) x (n+7)

dado por

(4 “5) ()= ()

Pela independéncia linear das p primeiras linhas de A e pela convergéncia de A, segue
que, para k suficientemente grande, a matriz do sistema linear € nao-singular e converge
para uma matriz inversivel. Portanto, existe (z, A) tal que

limzf¥=2z e lim A*= ).
keK, keK
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Tomando o limite em (3.35), (3.36) e (3.37), vemos que z satisfaz as condi¢des KKT para
a projecao de y em S; logo z = Z. Usando o mesmo raciocinio para cada subsequéncia
definida por K7, ..., K,, temos que

lim 2*
k—oc

=z (3.38)

Para k suficientemente grande, temos de (3.33) que
(ak,z*) < b, se i>p. (3.39)

De (3.35), (3.36), (3.37) e (3.39), temos que z* é a projecdo de y* em S;, isto é, ¥ = F*.
Portanto, de (3.38), temos que Z* — Z, o que completa a demonstracio. O

O nosso préximo resultado é o Lema 3.5, onde provaremos que em uma vizinhanca
de um ponto z, factivel, regular e nao-estaciondrio para o problema (1.1), a derivada
direcional do modelo quadrético do Lagrangeano na dire¢do de dy,, estd suficientemente
longe de zero. Em outras palavras, se o ponto nao é estaciondrio, entdo é possivel sair
dele com uma direc¢ao de descida.

Lema 3.5 Seja {zx} a sequéncia infinita gerada pelo Algoritmo PQS. Considere a
hipdtese (h.4). Suponha que a subsequéncia {zi}rek, converge para o ponto . € Q
que € factivel e regular, mas ndo € um ponto estaciondrio para o problema (1.1). Entdo
ertstem ky,c > 0 tais que para todo zx, com k € K, e k > k; temos

—VQx(Snor (Zk, A)) T dean (B, Tk, Ax, A) > c.

Além disso, ||dson (B, Tk, Ak, A)|| € limitada e é suficientemente maior que z2ero para zi,
ke Ky, k> k.

Dem. De acordo com a escolha para dy., feita em (3.28), temos que
dt:m = dtan(BbIka Ak! A) = -Pﬂ.‘k (_ank(SﬂOf(zk! A)))
Substituimos VQ(Snor(Zk, A)) por [Bisnor(Ti, A) + VE(zx, A¢)], pois

Dt %STB;CS + Ve(zk, M)Ts + €z, M),

e obtemos
dtun(Bks Ly Ak: A) = sz (‘-n[Bksnor(mks A) . V"E(":‘":-‘N ’\k)]) (340)
Pela propriedade contrativa de projegao ortogonal (ver, por exemplo, [12, p.269]), temos

que
|| Pz, (—1[BiSnor (Tks A) + VE(Z, MAk)]) — Pr (—VE(zk, Mr))|l2 <
(3.41)

< 7l Bkll2l[snor (zk, A)|l2-
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Da hipétese de (h.4), da limitacdo de || B||, e usando (3.40), a desigualdade (3.41) pode
ser reescrita como

\|dtan (Bks Tk, ks A) = Po, (=0VE(k, M) 2 < O([R(z4)])- (3.42)

Da Proposicao 1, temos Py, (—nV&(zk, A\i)) = Py, (—nV f(zk)), pois de (2.12) temos que
[VEé(zk, Ax) — Vf(zx)] € Zm(h'(zx)T). Portanto, de (3.42) temos

\|dtan (B, Tk, Ak, A) = Po, (—=0V f(zk)) ]2 < O((|A(z) ) (3.43)
Pela continuidade de V f(z) e pela convergéncia de {zj }xek,, segue de (3.43) que
|V £ (zk)T Pa (—0V £ (zx)) = Vf (@k) " dtan(Br, Tk, Ak, A)| < O([|A(z) ), (3.44)

para todo k € K;. Observe que, para todo k € K, P, (—nV f(zx)) é a solucao do
problema
minimizar || — nV f(zx) — 2||3
sujeito a h(zi)z=0 (3.45)
| <2+ Spor +2< 1.

Definimos P,,(—nV f(z.)) como a solugdo do problema
minimizar || — 7V f(z.) — z||3

sujeito a Flzulz=10 (3.46)
| <z, + 8por + 2 < u.

Como z, é regular e ndo é um ponto estaciondrio para o problema (1.1), segue que z =0
nao é uma solucdo para o problema (3.46). Portanto, temos P; (—nV f(z.)) # 0. Além
disso. como z = 0 é um ponto factivel do problema (3.46), entao temos que

| =2V f(z.) = Pe. (=nV £ (@)z < | = 0V £(z.)I2,

o que implica que V f(z.)? P, (—nV f(z,)) < 0.

Da Proposicao 2, temos que P, (—nV f(zx)) é uma funcdo continua em zj, para
todo z; regular. Portanto, existem ¢;,c,¢c3 > 0 e k' € IN tais que, para todo zj,
k€ K;, k> k', temos

& <P (-0l < e e Vi(ze) Po(-1Vf(zk) < —cs. (3.47)

Pela factibilidade do ponto z, e pela continuidade de h(zy), temos de (3.43), (3.44) e
(3.47) que existe k" > k' tal que

¢
% < ||dian (Bis ks Mk A)|| € 2¢2 e Vf(2k) dean(Bi, Ty My A) < _53‘

sempre que k € K, k > k". Temos portanto a limitacao de ||dian(Bx, Tk, Ak, A)||, e que
este valor ¢ suficientemente maior que zero. Além disso, como dygn, € N (h'(z1)), ||dian]| €
|| Bk||2 s@o limitados € ||Snor(Zk. A)|| < O(||h(zk)||), segue que

VQk(snor)Tdtan(Bks Tk, Ak, A) = (Bksnor + Vf(xk: /\k))Tdtan(Bks Ly Ak A) —
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= ve(mk: A.fx:)Tdttm i (Bksnor)Tdtan = vf(xk)szrm ¥ dg;anSnor < _% + O(Hh{xk)”):

de onde obtemos
“va(Sﬂor(zka A))Tdtan(Bk: Tk, )\k; A) 2 C,

apenas fazendo ¢ = ¢ e k; > k" tal que O(|h(zx)]|) < £, sempre que k € Ky, k > k.
O

O Lema 3.6 complementa o Lema 3.5, mostrando que numa vizinhanga de um ponto
factivel, regular e ndo-estaciondrio para o problema (1.1), o decréscimo do modelo qua-
drético do Lagrangeano (de s,,- até s;) é proporcional ao raio A da regido de confianca.

Lema 3.6 Seja {zx} uma sequéncia infinita gerada pelo Algoritmo PQS. Considere a
hipdtese (h.4). Suponha que a subsequéncia {zy}rck, converge para o ponto z, € Q que é
factivel e regular, mas ndo € um ponto estaciondrio para o problema (1.1). Entdo ezistem
ko,c >0, com ky > ki, A" € (0, Apin) tais que

Qi (Snor(zi, A)) — Qr(sc(zk, A)) > ¢ min{A, A'},

sempre que k € Ky, k > ko.

Dem. Pelo Passo 4 do Algoritmo PQS, temos que

Qk(snor) = Qk(sc) = Qk(snm‘) — Qk (_Snor =+ Sttm) 2> O-Q[Qk(snm) - Qk('snor + S;d:;)] (348)

dec

Escrevendo s%¢ = td,, e usando que Qx(s) = 357 Bys+ VE(zk, \e)T s+ £(2k, Ax), obtemos

Q (Sna‘r) Qk(snar T S:ec) = —_thg;andmn - thk(snor)Tdtan- (349)

Analisaremos o sinal de dg;andmn em dois casos. Primeiramente iremos supor que

dZ, Bidwn < 0, 0 que implica que —3t?d],, Bydn > 0. Entdo, de (3.49) temos

Qk(Snor) — Qk(Snor + 5%a5) = ~tVQk(Snor) " dian- (3.50)
Pelo Lema 3.5, temos que existem k;, ¢ > 0 tais que quando k € Ky, k > ki,
Qi (8nor) — Qi(Snor + S25) > toup(—VQk(Snor) " dran) = tsup €1, (3.51)
onde
tsup=sup{T > 0 | I < Zk+ Snor + Tltan < u, € |Snor + Tdtan|| < A} (3.52)

Pela defini¢io de dy, no Algoritmo PQS, temos que | < Zg + Spor + dian < u. Entdo
podemos definir
t = Sllp{T € [0; 1] | ||5nor =+ Tdtan” < A}"-'




de onde teremos ts, 2> t;. Portanto t; = 1 ou |[Sper + t1dsan|| = A. No caso em que
[Snor + t1dtan|| = A, teremos t||din|| > 0.2A, pois do algoritmo sabemos que ||Sper <
0.8A. Segue dai que typ > 1 0U gy, > fgfﬁng ou seja,

0.2A
toup > mMingl, —— 5.
w { ||dtan“ }

Pelo Lema 3.5, temos que existe ¢; > 0 tal que ||din|| < co, sempre que k¥ € K; com
k > k,. Consequentemente, temos

‘ 0.2A , 0.2A 0.2 C2
toup > min<l, —— » > min< 1, = —Inin {—, A,
e { “dtan” } { Co } (o) 0.2 }

Entdo, da desigualdade (3.51), escrevemos

- 0.261 . Ca
Qk(snm’) - Qk(sno'r + sfan) > zsup €1 _,>, e min {'[-)--—é‘, A} 7 (353)

sempre que k € Ky, k > ky.

Suponhamos agora que dg;andm > 0. Se escrevermos s¥¢ = t,,,dy,,, onde tsup
é dado por (3.52), entdo, usando a mesma idéia utilizada nos Teoremas 4 e 5, e uma
propriedade trivial de fungdes do segundo grau, obtemos

Lsu
2? VQk (Snor)Tdtan .

Usando os mesmos artificios do caso em que d%,, Bydin < 0, obtemos que

Quloner) = Qulonn + 585 2 3 ("ot min { 22, A}, (354

Qk(sno'r) - Qk(snm— + sg:::.) B

- 2 Co 0.2

sempre que k£ € K, k > k;.

Finalmente, se escrevermos Sf‘fg = tdien cOm ¢t < 14, entdo ¢ é o minimizador

irrestrito de Q(Snor + tdian). Logo,

_ VQJ: (Snor)Tdtan

=
dﬂn Bk dtan

i
Qk(snor) N Qk(snm' —+ S;i:;) = _Eva(snm’)Tdtan‘
Como, pelo Lema 3.5, ||dwn]| € || Bk|| sdo limitados para k € K, k > ki, segue que

_-VQk('g-nor)Tdtan > c_l
C{T Bkdtrm - 031

tan

=

onde ¢z é um limitante uniforme para d’._Bidy,,. Portanto, teremos dai que
Qk (Snor] - Qk(snor + Sf:ﬁ) = —%VQ}; (snor)Tdtan
T . 2 (3.55)
> 1(2) (-VQk(snor)Tdian) > 5L,
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sempre que k € Ky, k > k;. Entao de (3.53), (3.54) e (3.55), temos

Qul5nr) = Qasnr + 5%52) > 01 2 { 100% 4w
02 263

=0.1%min {min{ 2, 29 , As.
Co 02 C3

De (3.48), obtemos que
Qx(Snor) — Qk(sc) 2 c min{A’, A},

sempre que k € Ky, k > ko, onde kg > ky, ¢ = °°9" 209 ¢ A’ = min {Amm, &, 5—‘;152} O

O Lema 3.7 a seguir preocupa-se com o decréscimo do modelo quadratico do Lagran-
geano de 0 até s., e nao de s,,, até s., como ocorre no Lema 3.6. De fato, no Lema 3.6 foi
provado que o decréscimo de s,,- até s. € proporcional ao raio A. Agora, deve ser levado
em consideracdo que pode acontecer um acréscimo no modelo quadratico do Lagrangeano
quando se toma um passo de 0 até sn.r. A idéia é provar que, quando ||h(z;)|| é menor
do que um miiltiplo de A, tal acréscimo ¢ insignificante e, entdo, o decréscimo no modelo
quadratico do Lagrangeano é proporcional a A, mesmo considerando os termos que depen-
dem da corregdo feita na aproximacdo para os multiplicadores AA. Como consequéncia,
desde que o primeiro termo da combinagao convexa que define Pred seja suficientemen-
te positivo, nao sera necessario diminuir o parametro de penalizacao # dentro dessa regiao.

Lema 3.7 Considere as hipéteses dos Lemas 3.5 e 3.6. Entdo, existem v, ¢, k3 > 0
tais que, quando k € K, k > k3 e ||h(zk)|| € YA, temos

Qx(0) — Qk(sc(zk, A)) — [R'(zk)sc(Tk, A) + h(z)]TAX > c min{A, A}

7P (zp, A) = 1,
onde A’ estd definido no Lema 3.6.

Dem. Temos que
Pred(zx, Ak, Sc; AX, Bi, 1) = Qi (0) — Qi (se) — [A' (zx)sc + h(zx)]TAN =
= Qk(Snor) — Qk(5c) — [Qx(Snor) — Qk(0)] — [A'(Zk)Snor + h(zk)]TAN >
> Qk(8nor) = Qr(8c) = |Qx(Snor) — Qk(0)| — [|A'(zx)Snor + h(zk)|| ||AA]|-

Pela convegéncia de {zx }iek,, pela continuidade de A'(zx) e V f(z, A), pela limitacdo
de Ak, A); e By e por |[spor(zi, A)[| < O(||A(zk)|]), temos que

Pred(zx, Ak, 8¢, AX, Bi, 1) 2 Qi(Snor) — Qr(sc) — O([h(zx)]])-
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Entao, pelo Lema 3.6, existem c’, ks > 0, com ky > k1, A’ € (0, Apin), tais que

Pred(zx, Mk, s¢; AX, B, 1) 2 ¢'min{A, A’} — O(||h(zi)|]), (3.56)
sempre que k € K,k > ky. Ou seja, de (3.56), temos que existe 8 > 0 tal que
Pred(zi, Ak, Se, AN, Bg, 1) > ¢'min{A, A’} — B||h(zi)]|, (3.57)
sempre que k € K1,k > ky. E como por hipétese vale ||h(z)|| < 7A, segue de (3.57) que
Pred(zi, Ak, S¢; AA, By, 1) > ¢'min{A, A’} - y8A. (3.58)
Tomando ¢ = %, = @;_éi-_é'l e k3 > kj, obtemos de (3.58) que
Pred(zs, M, 56, A\, By, 1) > ¢min{A, A}~ —C'““’;ﬁ SN

= (c’ - %) min{A, A’} = g-min{A, A’} = emin{A, A'},

sempre que k € K1,k > kj.
Além disso, temos pela definicao de #**7 que

02 = sup {0 € [0.1) | Pred(an, s A%, Bes) 2 5101 - FIK @)+ @B}
Como ||snor(zk, A)|| < O(||h(z)|]), temos que

()18~ 311K (2r)se + (ze) I = 5Ih@IE = 51K (@)sner + h@e)IE < ORI,
Logo, temos

Pred(zi, Mo 5es AX, B, 1)~ 5 [1a(20) 3= (zi)se+h(z4) 8] < cmingA, A'}-O(|a@)IP)

Portanto, de maneira andloga ao desenvolvimento acima, basta escolher v conveniente
que obteremos

1 :
Pred(zi, Ak, Se: A, Br, 1) 2 Z{[h(z)l3 — 17 (ze)sc + h(z)l2]

ou seja,
"% (5. Q) = 1.

O
No Lema 3.8 é deduzida mais uma consequéncia da existéncia de um ponto limite
da sequéncia {z\}, que é factivel, regular e nao-estaciondrio para o problema (1.1). Basi-

camente, se f; é suficientemente maior que zero, entao é possivel construir uma sequéncia
{Ared(s;)} de redugdes verdadeiras que seja suficientemente maior que zero (ver Lema
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3.7). Isso contradiz a hipdtese de que {z;} é limitada. Com efeito, pelo Teorema de
Bolzano - Weiertrass, temos que {zx} possui uma subsequéncia convergente. Suponha
que

i &= &5

keK,

Como a func@o de mérito ® é continua, segue que

klé]}f]l @(Ik) = @(I,).

Se 0y, é suficientemente maior que zero, entao é possivel construir uma sequéncia Ared(s;) >
B > 0. Como Ared(sy) = ®(zx) — ®(z+1), entdo temos que {®(zx)}rex, diverge, pois
nestas condigoes temos

lim Ared(s g

Jim (sk) # 0

Logo, a subsequéncia {zj}rex, diverge, o que implica que a sequéncia {z;} é ilimitada.
Portanto, sob as hipéteses dos Lemas 3.5, 3.6 e 3.7, pode ser concluido que 6; — 0.

Vale a pena observar que ja haviamos provado no Lema 3.4 que a sequéncia {6}
¢ convergente. Agora, no Lema 3.8, considerando algumas hipéteses adicionais, veremos
que tal sequéncia converge para zero.

Lema 3.8 Considere as hipdteses dos Lemas 3.5, 3.6 e 3.7. Considere também as
hipéteses (h.1), (h.2) e (h.3). Entdo

o fe=g

Dem. Suponha, por absurdo, que a sequéncia dos parametros penalizadores {6} nao
converge para zero. Pelo Lema 3.4, temos que {6} é convergente. Logo, {f;} é limitada.
Como 8 € [0,1] e 6 - 0, entdo existem kq > k3 e § > 0 tais que

026, Yk > kg
Pela definicao de Pred, temos que
PTEd(Ik, Ali,‘l Ses AA! Bk: 9’:) 2 ek[Qk(O) = Qk(sc) = [h’(rk)sc + h(Ik)]TAA], (359)

pois 3(||h(zx)|3 — |4 (zk)sc + h(zx)|[3] > 0. Pelo Lema 3.7 temos a existéncia de ¢ > 0 tal
que de (3.59) temos

Pred(zg, Ak, 8¢, A, B, 0k) = 6re min{A, A'}, (3.60)
sempre que k € K,k > k3. Segue de (3.60) que
Pred(z, Ak, Se, A), By, 0;) > fc min{A, A}, (3.61)
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sempre q_ue k € Ky, k > ks Agora, existe N B (0,A") C (0,Anmin) tal que quando
A€ [w. A) ek € Ky, k > ky, teremos de (3.61) que

Pred(zk, Ak, e, AN, B, 6;) > fcA > 916—0& (3.62)
Assim como foi feito no Lema 3.2, temos por (3.17) que
|Ared(zk, Ak, Sc, AN, Ok) — Pred(zk, Ak, Se, AN, By, 0)| < aA? < aA?, (3.63)

onde a > 0. Logo de (3.62) e (3.63), temos

A‘red(:z:k, Ak, Ses A/\, 9;:) = ,PTGd(:L‘k, /\k, Se, A,\, Bk, 9*)

Pred(z, Ak, S¢, AN, By, 6%) < 0(A).

Isto significa que quando A € [w, ) for suficientemente pequeno, teremos Ared e Pred
satisfazendo o teste (1.22) dado por

Ared(Zi, Ak, Scs A, 0k) > 0.1Pred(zy, Ak, Sc; AN, By, 9;;).
Entdo, pelo teste (1.22) e por (3.62), temos que
Ared(zi, Ak, 8¢, AN, B:) 2 B> 0,

sempre que k € K, k > k4, onde f = 0.018cA. Isto significa que a subsequéncia
{®(zk) }rex, diverge, o que implica que a subsequéncia {z }rek, também diverge. Logo,
a sequéncia {z} € ilimitada, o que contraria a hipétese de compacidade. O

Pensaremos agora no “plano”(||h(z)||, A) separado pela “reta”||h(z)|| = yA. Nossos
argumentos nos levam a considerar uma zona boa do plano, como o conjunto de pontos
(IIk(z)|], A) tais que ||h(z)|| < 7¥A. Consequentemente, chamaremos de zona ruim a regiao
na qual ||k(z)|| > ~A.

No Lema 3.7 foi mostrado que dentro dessa zona boa, o fator que multiplica o
parametro  em Pred, isto é, [Qx(0) — Qk(s.) — [A'(zk)sc + h(zx)]TA)], é suficientemente
grande e o fator que multiplica (1—6) em Pred, ou seja, [3||h(z)|13— 3|2 (zx)sc+h(zx)|[3],
é suficientemente pequeno de tal forma que a condigao (1.21), dada por

1 :
Pred(zi, Ak, 5e; AA, By, 0) 2 Z[I]h(Ik)llg = [|W'(zk)se + h(zx) 3],

se satisfaz com valores grandes de 6. Portanto, sempre que o par (||h(zx)||,A) estd na
zona boa, o parametro de penalizacdo 6 ndo precisard ser diminuido.

Agora, no Lema 3.9, provaremos que embora possa ser necessario diminuir ¢ na zona
ruim, isto sera feito de maneira controlada, isto é, o parametro de penalizacdo continuara
maior que um miiltiplo de A. Para provarmos esta propriedade, serd necessario fazermos
uma hipétese adicional sobre o decréscimo de [3||A(zx)||3 — 3| (zk) Snor + R(zk)|13]-
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(h.5) Segunda hipétese algoritmica: Para cada ponto z. € () factivel e regular,
existem numeros c, € > 0 tais que, quando ||A(zx)| > YA,

SIR@RIE = 51K (@k)sner + hlz) 3] 2 cAllh(ze) (3.64)

sempre que ||zx — .|| <L e

Veremos agora que é possivel escolher s,,, satisfazendo tanto a hipétese (h.4) da-
da por |[|Snor(zk, A)|| < O(||h(zk)||) como a hipétese (h.5) acima dada por (3.64). Com
efeito, numa vizinhanca de um ponto z. € Q factivel e regular, existe vno-(zx) € IR" tal
que

l[vnor (@) ]| < O(|[R(z)]),

| <z + Unor(zk) S u

R (k) Unor (zx) + h(zx) = 0. (3.65)

(Uma escolha possivel para v(zx) pode ser obtida se selecionarmos m varidveis bdsicas
[zx); tais que l; < [zf]: < u; e as colunas correspondentes de A'(zi) formam uma matriz
nao-singular B(zx) € IR™*™. Essa escolha é possivel em z, pela hipétese de regularidade,
e numa vizinhanca de z, pela continuidade. O vetor v(zy) é formado pelas componentes de
—B(zi)"'h(z)) nas m primeiras coordenadas e por zeros nas n—m coordenadas restantes.
E claro que outras escolhas podem ser consideradas.)

Entao, podemos dividir nossa andlise em duas possibilidades:

(a) Se ||unor(zk)|| < 0.8A, entdo fazemos Spor(Tk, A) = Unor(zk). Logo, de (3.65),
teremos (3.64) com ¢ = %;

(b) Se ||vnor(zk)|| > 0.8A, entdo definimos

- - 0.8A
Unor = vnar(:rk: A) — )” vﬂor(xk)

”Unor(xk

e fazemos Snor = Snor(Zk, A) tal que

{ Tnor (2, ), se [|W(zk)Tnor + h(zi)lI3 < |1 (zk)s05; + hlze) 13,

SﬂD‘!‘ -

(3.66)

sdc (z,A), caso contrario.

Escolhendo dnpor(zx) = Pa(zk — aVp(zi)) — 2k, onde Pq é a projecdo ortogonal em (2 e
a > 0 é um nimero fixo, entdo teremos ||Spor (T, A)|| < O(||A(zx)||). Observamos que
0.8A 1

';'llh(ka)”% = %”h'(ﬂ-'k)ﬁnor(xk, A) + h(zx)|l3 2 m§||h($k)||3s

—

e como ||vner(Zk)|| < O(]|R(zk)]|), entdo segue que

A2l ~ 311K () oner e, &) + hz0) [} 2 0.480( ()]

B =
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Logo, de (3.66), teremos a validade da condigéo (3.64) da hipétese (h.5).

Lema 3.9 Considere as hipdteses dos Lemas 3.5, 3.6 e 8.7. Considere também a hipdtese

(h.5). Se ||h{zk)|| 2 A,k € K,k > k3, entdo am(Aw € uniformemente limitado.

Dem. Pela definigdo de 6°*7, se §°“F = §°“P(z, A) # 1, entédo

g5 — %”h(iEk)H%— %|lhf($k)sc+h(mk)||§
2[Qk(sc) — Q«(0) + [P (zk)sc + hlzi)]"AX + 3l|A(zk) 13 — 31K (zk)sc + Rz |I3]’

o que implica que

1 = Qx(se) — Qr(0) + [A'(zk)sc + h(zr)]TAN
2054 (zy, A) sllh(@e) 13 — ZlIR (k) Snor + R(zi)lF

Pelas hip6teses, temos que se k € K1,k > k; e ||h(zi)|| > vA, entdo

1 Qk(Sc) - Qk(O) + [h’(xk)sc + h(xk)]TAA
2Bz, ) = INICA] ’

pois ||zr — z.|| < e. Além disso, pelo Lema 3.6, temos que Qx(s:) — Qk(Snor) < 0. Logo,
Qk(Sc) — Qk(O) + [hr(Ik)Sc + h(ﬁ,”k)]TA/\ =

= [Qk(se) — Qk(8nor)] + [Qk(Snor) — Qk(0)] + [A' (k) Snor + h-(-'rk)]TA)\ <
< |Qk(snor) — Qk(0)| + [[A(zk) Snor + Alzk)[[[| AA]l.

Pela convergéncia de {zx}rek,, pela continuidade de A'(z) e V f(zk, Ak), pela limitagdo
de [|Acll, [[AA]| € || Bkl € por |snor(zk, A)[| < O(|[A(zx)]]), temos que

|Qk(nor) — Qi(0)] + IR (zk)$nor + R(zi)I[[| AN < O(||A(zi)I]),

ou seja,
Qk(sc) = Qk(0) + [A'(zk)sc + h(zk)]"AX < O(||A(z)l))-

Segue dai que

1 Qx(se) = Qk(0) + [ (zk)sc + h(zk)]"AX O([|A(zk)l1) 1
e ¥ 51 <l+————=<14+0(—).
20sup — cAllh(ze)]| cAl|h(z)|| (A)

Portanto, m ¢ uniformemente limitado. O

O Lema 3.10 é crucial. No Lema 3.7, provamos que o parametro de penalizagao 6
nao precisa ser diminuido na zona boa. Entretanto, através de sucessivos decréscimos de
A, é possivel entrarmos na indesejavel zona ruim. E apenas nesta ultima situacdo que
pode ser necessario diminuir o pardmetro . No Lema 3.10, prova-se que entraremos na
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zona ruim nao mais que uma vez em cada iteragdo. Isto significa que, para k suficien-
temente grande, o primeiro raio da regido de confianca A serd necessariamente aceito.
Em outras palavras, para cada iteragao k, pode haver apenas uma tentativa A dentro da
zona ruim. Por essa razao, o parametro # nao sera excessivamente diminuido. A prova
do Lema 3.10 requer uma analise cuidadosa das aproximagoes de primeira ordem de f e h.

Lema 3.10 Considere as hipdteses dos Lemas 3.5, 3.6 e 3.7. Considere também a
hipdtese da variagdo limitada (h.2) e a hipdtese (h.5). Ezistem k¢ > k3, 6 € (0,1]
tais que, quando k € Ky, k > ks, ||h(z)|| = YA e 6 < 8 satisfaz a condigdo (1.21) dada
por

1
Pred(z, Ak, S¢, AX, By, 0) 2 5[l|h(~‘rk)|1§ — [IW'(zx)sc + h(zi)l[3),

entao teremos

Ared(Zi, Ak, Se, AN, 6) 2 0.1Pred(zi, Ak, Se, A, B, 0).

Dem. Utilizando a hipétese da variagao limitada (h.2), concluimos que
1B(zk + sc) — h(zk) = B (zk)scl| < O(llsell®)- (3.67)
Além disso, podemos escrever que
h(zx + s.) = h(zx) + B (zg)s: + E(sc), (3.68)
onde a funcdo vetorial £(s.) denota o erro. Como ||s || < A, segue de (3.67) e (3.68) que
Ak + se) — h(zx) — k' (zi)scll = I€(se) | < Ollsell?) < O(A?),
ou seja,
IE(se)ll < O(A?). (3.69)
Pela definicdo da redugdo verdadeira Ared em (1.16), temos que
Ared(zi, Me, Sc, AN, 0) = ®(zk, Ak, 0) — ®(zk + Sc, A + AN, 0)
= B[(zk, Ae) — LTk + S Ak + AN)] + (1 = 0)[p(zx) — o(zk + 5¢)]-
Novamente pela hipétese da variagao limitada (h.2), temos que
Ared(zi, M, S, AN, 0) = 0[Qx(0) — Qx(se) — [R'(zx)sc + h(zk)|TAX + O(A?)] +

+ (1= 0)3(lIA(zi)lI3 — 1Az + sc)l[3]-
(3.70)
Por (3.68), temos que

Ih(zk +s)lF = [l (zk)se + hlz)] + E(sc)lI3
= IR (zk)se + h(ze) |13 + 2[h'(zx)sc + h(ze)]TE(sc) + [|€(sc) 13
= [|B(zk)se + h(zi)lI3 + 1€ (sc) I3 + 25T A (zk)TE(sc) + 2h (k)T E(se)-
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Logo,

1A (zi)l3 = B(zk + sZ = [hlze)ll3 — 1K' (zk)se + h(ze)[13 — 1€ (se) 13

—25TH (zx)TE(sc) — 2h(z)TE (s¢). (3-71)

Como z, € regular e ||zx — z.|| < €, entdo temos que ||A'(zx)|| € limitado, sempre que
k € K,k > ke. Segue de (3.69) que
—2s7 W' (2x)TE(se) < 2llsell 1B ()l IE (s < O(A%),

~2h(zx)" £(sc) < 2[|h(ze)]| [1€(se)ll < [|A(zx)[O(A%)

~[E(so)lz < O(AY).
Entdo, temos de (3.71) que
IA(z) |3~ 1R(zs+sc) I3 < h(ze) 3= IR (k) sc+h(zi) 3+ (zk) [O(A%) +O(A®). (3.72)
Substituindo (3.72) em (3.70), obtemos
Ared(zi, Mk, S, AN, 8) < 0]Qx(0) — Qi(se) — [K(zk)se + A(z)|TAXN + O(A?)] +
+(1 = 0)[511~(zx) I3 — 31IB (zk)sc + h(zi) |13 + [|h(zx) | O(A%) + O(A?)],
ou seja,
Ared(zi, Mk, 86, AN, 0) < Pred(zr, M, Se; AN, By, 8) + 00(A?)+
+(1 = O)[Ia(ze)|O(A%) + O(A%)].

Assim, quando ||h(zx)|| = YA, isto é, A < M:—")H, usando propriedades de O(-) (ver, por
exemplo, [45, pp.104-107]) temos

0(8%) = A0(A) < [[Aze)[OA) (3.73)

0(A%) = AO(A?) < ||h(zi)|O(A?). (3.74)
Como (1 — 6) < 1, segue de (3.73) e (3.74) que

| Ared(zi, M, Ses AN, 8) — Pred(z, i, 5e, AN, By, 8)] < 6||R(zx)||O(A)

(3.75)
+||R(zk)|O(A?).

Além disso, para 8 < 6 e pela hipétese (h.5), temos

PT&d(.‘.ﬁk, Ak: Se, A/\, Bk! 9) 2 %[Hh(xk)”g . ”h‘,(l’k)sc + h(xk) ”g] > EA“h(zk)”: (3T6)
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sempre que k¥ € K,k > ke. Entdo de (3.75) e (3.76), temos

Ared(zk, Ak, sc, AX, 0) — Pred(zy, Mk, ¢, AN, B, 9)‘ P Ol|h(z)||O(A) + ||h(zk)||O(A2)

Pred(zi, A, Sc, AX, By, 6) SA|h(ze)]| ’
ou seja,
Ared(zg, Ak, Se; AN, 0) — Pred(zy, Ak, S¢, AN, By, 6)
Pred(zs, %, 50, AN, By, 0) ’ L o T

sempre que k € K1,k > ke, ||R(zi)|| > vA e 8 < 6. Logo, da desigualdade (3.77), teremos
a validade do teste (1.22) dado por

AT&G:(.’.C;:, /\h Sey A)\, 9) 2 O.lPT&d(l’k, /\ks 8¢, A/\, Bk, 9)
g

Finalmente, chegamos ao Lema 3.11 que ¢ a segunda parte da prova da convergéncia
do Algoritmo PQS. Nesse lema é provado que se todos os pontos limites da sequéncia gera-
da pelo algoritmo sao factiveis e regulares, entdo um deles é necessariamente estacionario.
Observe que os resultados anteriores dessa segdo foram obtidos sob a hipétese de que
existe uma subsequéncia que convege para um ponto factivel, regular e nao-estaciondrio
para o problema (1.1). A técnica usada no Lema 3.11 consiste em mostrar que, quando
as hipdteses sdo vélidas, uma sequéncia adicional que necessariamente converge para um
ponto estaciondrio pode ser construida.

Lema 3.11 Seja {z:} uma sequéncia infinita gerada pelo Algoritmo PQS. Considere que
todos os pontos limites de {z;} sdo factiveis e regulares. Considere também as hipdteses
(h.1), (h.2), (h.3), (h.4) e (h.5). Entdo, existe um ponto limite da sequéncia {x\} que
€ estaciondrio para o problema (1.1).

Dem. Pela hipGtese de compacidade (h.3), existe uma subsequéncia {zx}rex, conver-
gente, onde Ky é um conjunto infinito de indices. Suponha que o ponto limite dessa
subsequéncia ndo seja estaciondrio para o problema (1.1). Entdo, vale o Lema 3.8 para
Ky = K, e portanto, klingo fr = 0. Dai, novamente pela hipétese de compacidade (h.3),

temos a existéncia de um numero k; € IN tal que [1 + ﬁ?ﬁ“)_l_f:l < 2 e K, um subconjunto

infinito de {k7, kr+ 1,k +2,...} tal que {4 }xek, converge para um ponto z, € Q. Além

disso, teremos que B
: sup _
klslzr)’[{ll ] (33;;, Ak] ={) (378)
e, pelo Passo 6 do Algoritmo PQS,

07 (zx, Ay) < O (zk, Ax) < 67, (3.79)
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para todo k € K;, onde A; é um dos raios da regido de confianca testados na iterago
k. Temos, pelo Passo 6 do Algoritmo PQS, que a segunda desigualdade de (3.79) sempre
vale, enquanto que a primeira desigualdade deve acontecer para um conjunto infinito de
indices (caso contrério, #**F ndo tenderia para zero).

Por hipodtese, temos a regularidade de z.. Se z. for estaciondrio para o problema
(1.1), entdo o resultado estd provado. Se ndo for estaciondrio, entdo valem as hipdteses
dos Lemas 3.5 - 3.10 para {Zx}rek,. Sem perda de generalidade, podemos assumir que
k> ke > ks, , _

Bsup(xk!ik) < g <1 e 9;; < %, (380]

para todo k € K, onde k3 é dado pelo Lema 3.7 e kg é dado pelo Lema 3.10. Pelo Lema
3.7, temos que 8°“P(z;, A) = 1, sempre que k € K, e ||h(zs)|| £ 7A. Entdo, de (3.78) e
(3.80), temos que

[~(ze) [l > vAk, (3.81)
para todo k € K. Portanto, como ||h(zs)|| — 0, segue que
klérfx{ll A, =0. (3.82)

Novamente sem perda de generalidade, assumiremos que
A € 0.1A" < 0.1A in, (3.83)

para todo k € K, onde A’ foi definido no Lema 3.6 e usado no Lema 3.7. Por (3.83),
temos que o raio Ay ndo pode ser o primeiro raio da regido de confianga testado na iteragao
k. Seja Ay, entdo, o raio da regiao de confianca testado na iteracao k imediatamente antes
de A. Seja 6, o parametro de penalidade associado com o passo em que o raio Ay foi
rejeitado. Como k7 > N, segue por (3.80) e pela escolha do parametro de penalizagdo no

Passo 6 do Algoritmo PQS que 6, < 0, para todo k € K;. Portanto, podemos aplicar o
Lema 3.10, de onde teremos

Ia(ze)l] < YAk, ¥ k€ K. (3.84)

Além disso, pelo Passo 7 do Algoritmo PQS, sabemos que Ay € [0.1A, 0.9A;]. Entio,
por (3.83), temos que

Ar <10A, S A < Apin, Yk € K. (3.85)

Agora, pelo Passo 6 do Algoritmo PQS, por (3.78) e pelo Lema 3.7, temos

0 = min{6(z¢, Ax), 0 (zk, Ar)} = O (21, As)

] _ ! (3.86)
2 min{@’(zk, Ak), HSUP(QI;C, Ak)} = BS“P(Q:;C, &k),

para todo k € K;. Pelo Lema 3.7, por (3.85) e pela definicdo de Pred, temos que existe
¢ > 0 tal que

PTBd(Ik, ék, Ak) = gk c -’lk- (38?)
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Além disso, repetindo os mesmos argumentos do Lema 3.10, teremos que

]Ared(xk, ék! ﬁk) = PTGd(G&'k_, ék, Ak” S

. . R A . (3.88)
< 6:0(AF) + (1= 6k)[[|h(zx) |O(AR) + O(AY)],
para todo k € K;. Logo, de (3.87) e (3.88), temos
Ared(zy By Ax)—Pred(zy fx.A) | o BOAD+(1-00)(IA(ze)IIO(AF)+O(AD)]
Pred(mk,ék,i\k) S gk c Ak (3 89)

= O(‘ﬁk) e (1 — ék) [|Fh($k)||0(g:k)+o(éi)],
para todo k € Kj. |
Agora, pelo Lema 3.9 e por (3.81), temos que ﬁhﬁ é limitado para k € K.

Logo, de (3.85) e (3.86), temos que O—;‘:—“ também é limitado para k£ € K;. Finalmente,
por (3.82), por (3.85) e pela factibilidade de z,, temos que o termo do lado direito de
(3.89) tende para zero, para k € K;. Isto implica que para k suficientemente grande, o
critério de aceitacdo (1.22) ird valer com o raio de confianga Ay. Isto é uma contradicso,

pois assumimos que o raio A, foi rejeitado. O

O Teorema 7 reune os resultados provados nas se¢oes 3.1 e 3.2, sistematizando a
convergéncia global do Algoritmo PQS.

Teorema 7 Seja {zx} a sequéncia infinita gerada pelo Algoritmo PQS. Considere as
hipéteses (h.1), (h.2), (h.3), (h.4) e (h.5). Entdo, todos os pontos limites de {zx} sdo
w-estactondrios. Além disso, se todos os pontos limites de {zx} sdo factiveis e regulares,
entdo eziste um ponto limite z. que é estaciondrio para o problema (1.1). Em particular,
se todos 0s pontos p-estaciondrios sao factiveis e regulares, entdo ezxiste uma subsequéncia
de {zx} que converge para um ponto factivel, reqular e estaciondrio para o problema (1.1).

Dem. O resultado segue diretamente do Teorema 6 e do Lema 3.11. O
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Capitulo 4

Uma abordagem para os
subproblemas

Conforme foi mencionado anteriormente, o objetivo principal deste trabalho esta em
resolver o problema geral de programacgdo ndo-linear em sua forma padréo, apresentado
m (1.1). No entanto, vimos que é possivel gerar uma sequéncia de subproblemas qua-
draticos, dados em (1.10) e (1.11), para resolver (1.1) através de métodos de programacao
quadrética sequencial. Com base nestes subproblemas, neste capitulo discutiremos possi-
bilidades de implementacéo dos Passos 0, 2, 3, e 4 do Algoritmo PQS, bem como escolhas
convenientes para a matriz By, Hessiana do modelo quadratico.

4.1 Resultado de equivaléncia

Em [24], os autores propdem uma estratégia para minimizar uma fun¢do convexa
num politopo' limitado, baseada na minimizagao de fungdes néo-lineares em caixas. Tendo
em vista a disponibilidade de algoritmos eficientes para a minimizacao de funcées gerais
em caixas (por exemplo, métodos de regido de confianca [15, 27] ou métodos de gradiente
espectral projetado [3]), analisaremos como explorar o resultado de equivaléncia de [24] na
resolucdo dos nossos subproblemas. Apresentaremos a seguir o resultado de equivaléncia
de [24] que apoiard nossas escolhas. A demonstracdo foi ligeiramente adaptada para
permitir variadveis canalizadas no problema e serd apresentada para deixar nosso trabalho
completo.

Consideremos o problema

minimizar g(z)
sujeitoa  Ar=1b (4.1)
c<z<d,

! Um politopo é a intersecao de um nimero finito de semi-espagos fechados [50, p 468].
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onde g € C*(IR") é uma fungdo convexa. Seja W= {z € R* | Az =b, c<z <d}.
As condicdes (KKT) de otimalidade de primeira ordem de (4.1) sdo

( Vo(z)+ ATy —z4+w = 0
Az —-b = 0
(z—c)Tz = 0

1 d—2)Tw = 0 (4.2)
z 2 0, w 2 0
c < z < d

Seja
Az,,50) = 5 [IV9(@) + ATy — 2+ wlf + |4z = B3 + (2 = )72 + ((d - =) w)?],

e consideremos o problema

minimizar A(z,y, z,w)
sujeitoa  c¢<z <d, (4.3)
220, w>0.

Como a fungao objetivo A néo é convexa, ao resolvermos (4.3) esperariamos apenas
encontrar pontos estacionarios, nao necessariamente minimizadores globais. O resultado
a seguir, no entanto, garante que todo ponto estaciondrio de (4.3) é um minimizador glo-
bal deste problema que satisfaz as condi¢bes dadas em (4.2). Portanto, resolver (4.3) é
equivalente a resolver (4.1). Para extensGes e variagGes deste teorema veja, por exemplo,
(1, 24, 25, 26].

Teorema 8 Se g € C*(IR") é uma func¢do conveza e o politopo W € nao-vazio e limitado,
entdo o problema (4.3) admite pelo menos um ponto estaciondrio (KKT) e todo ponto
estaciondrio (z*,y*, 2*,w*) de (4.8) é um minimizador global com A(z*,y*, 2*,w*) = 0.

Dem. A primeira parte é imediata. Como W é limitado e g é continua, existe um
minimizador global para o problema (4.1). Este minimizador tem que satisfazer (4.2) e,

portanto, é um minimizador global de (4.3).
Vamos supor que (z,v, z, w) seja um ponto estaciondrio do problema (4.3). Entéo

existem v, p, v, £ € IR™ tais que

V2g(z)(Vg(z) + ATy — 2 +w) + AT (Az — b)+

(4.4)

H(z —c)T2le —v - [(d - z)Twlw+£=0,
A(Vg(z)+ ATy —2+w) =0, (4.5)
—(Vgz)+ ATy —z+w)+[(z—)Tz)(z—¢c) —p=0, (4.6)
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(Vg(z)+ ATy — 2+ w) + [(d — z)Tw](d—z) —y =0, (4.7)
vi(z—¢c)=0, &(d-2z)=0, (4.8)
ulz=0, "Tw=0, (4.9)
c<z<d,z20,w>0,y20,u>20,v>0,£>0. (4.10)

Por (4.5), (4.6) e (4.7) temos que
(z —)Tz)(z —c) — p e N(A) (4.11)
~[(d — z)Tw)(d — z) + v € N(A) (4.12)

onde N'(A) é o nicleo da matriz A.
Assim, pré-multiplicando (4.4) por [(z—c)Tz](z—c) — p e usando (4.5), (4.6) e (4.11)
vem
([(z = &)72)(z = &) — 1] V2g(a) [[(x - )7 2)(z — ©) — ] + o584
+[l(z = )72z - ¢) = u]" [[(z — &)T2]z = v = [(d — 2)Tw]w +£] = 0.

Como VZg é semi-definida positiva, segue de (4.13) que

([(z—)7z)(z—¢) - ,u]T [z =e)T2)z —v—[(d—z)Tw]w+ g g0, (4.14)
Desenvolvendo (4.14) temos

o= = el 0= (o= ld = s w8+
+(z-0)Tz(z =) 7€ - (z—)TzuT2+ pTv+ (d— 2)TwpTw — pT€ <0,
e usando (4.8) e (4.9) nesta ultima desigualdade resulta em
[(z = )72 + (z — ¢)T2(z — )€
- @ Fsld- 2 ez - Ou+ @D wilu+ - FE <0

Analogamente, pré-multiplicando (4.4) por —[(d — z)Tw](d — z) + 7 e usando (4.5),
(4.7) e (4.12) vem

[~[(d - z)Tw](d - z) + 2] V?g(z)[~[(d — z)Tw](d - z) + ] +

(4.16)
[—[(d —2)Tw](d — z) +7]T ([(z — ©)T2]z — v — [(d — z)Tw]w + &) =0,
e entdo, como VZg(z) > 0, segue que
[—[(d=z)Tw](d - z) + 9T ([(z — ¢)T2]z —v = [(d — 2)Tw]w + §) < 0. (4.17)
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Desenvolvendo (4.17) temos
—(d—z)Tw(d - z)T2(z — )Tz + (d — 2)Tw(d — z)Tv + [(d — z)Tw]?
—(d—2)Tw(d - 2)Té+ (2 — )Tz 4Tz — /Tv — (d — z)Tw yTw + €77 < 0,
e usando (4.8) e (4.9) nesta dltima desigualdade implica em

[((d - z)Tw]® + (d — z)Tw(d — z)Tv

—(d-2)Tw(d—2)Tz(z = )Tz =Y v +4T€6+ (z — )Tz 972 < 0. (4.18)
Agora, somando (4.6) com (4.7) obtemos
[(z—0)T2)(z — ¢) — p+[(d — 2)Tw](d ~ z) =y = 0. (4.19)
Entéo, pré-multiplicando (4.19) por v7, e utilizando (4.8) temos
(@ — T2 (z = &) — T+ [(d - 2) P (d—2)] = Ty = 0 =
= [(d—2)Tw][(d-2)Tv]=vTu+vTy. (4.20)

Pré-multiplicando (4.19) por &7, e utilizando (4.8) vem
[(z - )Tz (z — ¢)] — €T p+ [(d — 2)Tw][§T(d~ 2)] - "y =0 =
= [(e— T4z - )¢ =€ u+E". (4.21)
Pré-multiplicando (4.19) por 27, segue de (4.8) que
(z=0)T2? -T2+ (d—-2)Tw(d-2)Tz-7"2=0 =
= Yz=[(z=c)T2f + (d-2)Tw(d-2)"z (4.22)
Finalmente, pré-multiplicando (4.19) por w”, e usando (4.8) fica
(z—e)T2(z — )Tw— pTw+[(d—z2)Twf? - 7y"w=0 =
= pTw=[(d-2)Tw]?+ (z - )Tz(z — ¢)Tw. (4.23)
Agora, substituindo (4.21) e (4.23) em (4.15) vem
(@ — )2 + T p+€Ty - (2 - o) 2(d — z)Tw(z - )Tw +

+ 4Ty — pTe + [(d = 2)Tw]® + [(d - 2)Tw](z — c)Tz(z —c)Tw <0 =

= [(z-)TzP +[(d—2z)TwP +uTv+ €Ty <. (4.24)
Logo, de (4.10) e (4.24), temos
(z-¢)Tz=0, (d—z)Tw=0, vTp=0, Ty=0. (4.25)

52



Analogamente, substituindo (4.20) e (4.22) em (4.18) obtemos
[(d—2)TwP + v u+ 1Ty - (d-2)Tw(d - 2)Tz2(z — )Tz +
+ 7€ —YTv + [(x — ¢)T2]* + (z — ¢)72](d — z)Tw(d — )Tz < 0,

que é a desigualdade (4.24).
Por (4.6) e (4.25),

—(Vg(z) + ATy —24+w)=pu>0. (4.26)

Mas, por (4.5), —(Vg(z) + ATy — 2 + w) € N(A). Portanto, como W é limitado, a
equacdo (4.26) implica necessariamente em

—(Vg(z)+ ATy —z+w) =0. (4.27)
Entdo, por (4.4), (4.25) e (4.27) temos
AT(Az —b)=v—¢. (4.28)

Agora, (4.8), (4.10) e (4.28) sao as condigdes de otimalidade (necessarias e suficientes)
do problema quadratico convexo

Minimizar 3||Az — b||?
sujeitaa c<z<d.

Como W é nao vazio, temos que Az = b. Esta igualdade, juntamente com (4.25) e
(4.27) completam a prova. a

4.2 Os subproblemas do Algoritmo PQS

Com base na idéia desenvolvida na segdo 4.1 discutiremos a resolucao aproximada
de subproblemas em alguns dos passos que compoem o Algoritmo PQS.

No Passo 0 do Algoritmo PQS precisamos obter d,,, satisfazendo (2.1)-(2.2). Para
isso, basta fazer d,o,r = y* — zk, onde y* é a solugao do problema

minimizar |lzx — aVe(zk) — yll3

sujeito a [<y<Lu, (4.29)

onde @ > 0 é um pardametro fixo. O problema (4.29) consiste em minimizar uma funcgio
quadrética simples numa caixa e, portanto, basta projetar o ponto z; — aVy(z) sobre a
caixa.

Ainda no Passo 0 queremos encontrar dy,, satisfazendo (2.3)-(2.5). Assim sendo,
fazemos di., = z*, onde z* é a solucao do problema
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minimizar || — 7V f(zs) — 2|3
sujeito a W(zg)z=0 (4.30)
[ <z +2<u,

onde n > 0 é um parametro fixo. Observamos que a fun¢do objetivo do problema (4.30)
€ uma quadrética cuja Hessiana é a matriz identidade e, portanto, uma funcdo convexa.
Além disso, a regido de factibilidade do problema (4.30), formada por restricdes lineares
de igualdade e uma caixa, é um politopo ndo-vazio, pois 0 € IR™ é factivel. Esse politopo
sera limitado sempre que a caixa original o for. Nesse caso, para encontrarmos a solucao
z* de (4.30), aplicamos a estratégia apresentada no Teorema 8.

No Passo 2 precisamos calcular s,,, satisfazendo (2.6). Desta forma, fazemos s,,, =
§, onde § é uma solucdo aproximada do problema

minimizar ||k’ (zc)s + h(zk)]|3

sujeito a l|sllec < 0.8A (4.31)
<z +s<u

que satisfaz a desigualdade (2.6). Assim como no problema (4.29), temos em (4.31) um
problema de minimizacdo de uma quadrética canalizada e, podemos utilizar a mesma
estratégia empregada em (4.29) na resolugio de (4.31).

No Passo 3 queremos encontrar a direcdo di., que satisfaca (2.7)-(2.9). Assim sendo,
fazemos d;,, = Z, onde Z é a solugao do problema

minimizar 3| = nVQk(snor) — 2|3
sujeito a lz)z=0 (4.32)
I <z + Spor + 2 < u,

com 1 > 0 fixo. Assim como em (4.30), temos em (4.32) um problema de minimizar uma

funcao convexa numa caixa e com restricbes lineares de igualdade. Entao, de maneira

analoga, encontramos a solugdo z de (4.32) aplicando 0os mesmos argumentos apresentados

para o problema (4.30). Na pratica, nunca calculamos d,, € esse vetor sé é usado para

obtermos resultados tedricos. Para efeito de implementacao, costuma-se utilizar d;., = 0.
Finalmente, iremos analisar o Passo 4. Consideremos o problema

minimizar Qx(s)
sujeito a h(zp)s=0
[5n0r + les < A (4:53)
£S$k+snor+5 S’Uﬂ

onde z é nao-factivel e Qi(s) = 35T Bxs+ V&(zk, A)Ts+£(zx, Ax). Podemos calcular s¢gn
quando z; é nao-factivel, apenas batizando s;;, = §, onde § é uma solugdo aproximada
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de (4.33) que verifica (2.11). Podemos dessa maneira identificar o problema (4.1) com o
problema (4.33), apenas trocando a matriz A por h'(z;), z por s e b por 0. Observamos
que a regido factivel do problema (4.33) é ndo-vazia (0 € IR™ é factivel) e limitada (A
¢ um numero real). Além disso, essa mesma regido é composta pela intersecdo de duas
caixas, que é ainda uma caixa, e pode ser escrita como ¢ < s < d, onde as componentes
de ¢ e d sdo respectivamente ¢; = max{—A — (Snor)i, ki — (Zk)i — (Snor)i} € d; = min{A —
(Snor)ir ui—(Zk)i—(Snor)i}, Parai =1,...,n. Portanto, para podermos aplicar o Teorema
8, precisaremos apenas que a funcdo objetivo de (4.33) seja convexa. Para que isso
aconteca, a matriz By, deve ser semi-definida positiva, isto é, s7Bxs > 0, para todo
s € IR". Encontramos assim, a primeira pista para escolher a matriz B do modelo
quadrético, o que serd discutido na proxima segao.

4.3 Escolhas para a matriz do modelo quadratico

Lembramos que até o presente momento, pensavamos na matriz B; do modelo qua-
dréatico apenas como uma aproximacdo para a matriz Hessiana V2¢(zy, \¢). Cabe men-
cionar que, quando a matriz By é a préopria Hessiana da func¢do objetivo do problema
(1.1), perdemos informagdes sobre a curvatura das restrigdes. Vejamos isso graficamente
na Figura 4.1. Imaginemos que a fung¢do objetivo f seja quadratica. Logo, a aproximagao
quadrética é ela proépria.

flz)=2 flz)=1flz)=0f(z)=-1 f(z)=-2

Figura 4.1: Ilustracao para justificar a escolha da Hessiana no modelo quadratico

Observamos que “caminhando-se” por h(z) = 0 a partir de z, a fungdo objetivo decresce,
enquanto que “caminhando-se”por A'(zi)s + h(zx) = 0, a fungdo objetivo cresce. Este
incémodo pode ser contornado se incorporarmos em B; informagdes sobre a segunda
derivada de h. Estamos nos referindo a uma escolha para matriz By que geralmente
est4 relacionada com o método de Newton. Para desenvolver esta idéia analiticamente,
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consideremos o problema (1.1) sem a caixa, ou seja,

minimizar = f(z)

sujeitoa h(z) =0. (4.34)

Se z, é um ponto regular minimizador local do problema (4.34), entdo pelo Teorema 1
existe A, € JR™ tal que

(4.35)

i
=

{ Vi(z.)+ R (z.)TA
h(z.)

Olhando (4.35) como um sistema nao-linear F'(z, A) = 0, o seu Jacobiano é dado por

v? 3 A V2h; h(z)T
rane | VIO LAVRE K@

h'(z) 0
e, portanto, aplicando o método de Newton a F(z, A) = 0 temos

V2 f(zk) + ZIA;‘],-Vzhi(zk)] (@ — zk) + B (26)" (A = M) = =(V f(zx) + 1 (26)"25)

=1

h’(xk](z = .’L'k) = —h(&:k),

ou seja,

{ [V2f(zk) + 7, )i V2hi(zh)] s + VE(zK, A) = 0
(4.36)

W(zx)s+ h(zx) = 0,
onde s = z — 7. Métodos baseados na iteragdo de Newton (4.36) para o problema (4.34)
visando estabilidade e boas propriedades de convergéncia local foram propostos em [38] e

[53].
Agora, as condigdes de otimalidade do problema quadrético (1.8), sem a caixa, sdo

Bis+ Ve(zg,A) = 0
{ (4.37)

k' (zx)s+ h(zx) = 0,
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onde A € IR". Se compararmos (4.36) com (4.37), o método de Newton nos sugere que

m

By = V2 f(zx) + Y _[M)iV2hi(ze), (4.38)

1=1

onde A; é uma estimativa para os multiplicadores de Lagrange. Observamos que a esco-
lha (4.38) para a matriz B, engloba informacdes sobre a derivada segunda da restricdo
h(z) = 0, evitando, assim, o incémodo apresentado no exemplo gréfico anterior. Portanto,
uma escolha possivel para a matriz By, seria a Hessiana do Lagrangeano, para a qual as
propriedades de convergéncia local do método de Newton definido pelo subproblema (1.8)
seriam as mesmas que as do método de Newton aplicado ao sistema nao-linear dado em
(4.35). Para outras aproximagdes secantes para By, a convergéncia local seria a mesma
que a de um método quase-Newton. Boggs, Tolle e Wang [8] deram uma condigéo anéloga
a condicado Dennis-Moré para a convergéncia superlinear de métodos quase-Newton apli-
cados a (4.35). Uma consequéncia dessa condigdo é que, supondo que a matriz Jacobiana
do sistema (4.35) é ndo-singular, se as matrizes By convergem para a Hessiana do La-
grangeano na solucdo, entdo a convergéncia do par (zg, Ax) para (z.,A.) é superlinear.
Condicbes que garantem a convergéncia superlinear de zx, Ax e (zk, Ax) para métodos
PQS podem ser encontradas em [66].

Embora o Algoritmo PQS utilize regidoes de confianca para assegurar solubilidade
dos subproblemas e garantir a convergéncia global, e em consequéncia seja capaz de lidar
com Hessianas indefinidas, para empregarmos o resultado do Teorema 8 na solucao dos
subproblemas, ¢ preciso que o modelo quadratico seja convexo. Neste sentido, cabe obser-
var que a hipétese de modelo quadrético convexo, especialmente no caso de se trabalhar
com uma aproximacao para a matriz Hessiana do Lagrangeano, pode néao ser realista.
Combinando-se as condigbes de otimalidade de segunda ordem com a continuidade das
funcoes envolvidas, 0 méximo que podemos esperar € que a matriz Hessiana do Lagran-
geano seja semi-definida positiva no espago tangente as restrigoes ativas para pontos nas
vizinhancas de um minimizador local. Este fato nos motiva a considerar duas possiveis
escolhas para as Hessianas e analisar as especificidades de cada uma: (a) aproximagao
quase-Newton para a Hessiana do Lagrangeano aumentado e (b) Hessiana reduzida.

(a) Aproximacdo quase-Newton para a Hessiana do Lagrangeano aumentado

Apesar do modelo (1.7) ser uma aproximagao quadratica para o Lagrangeano e o
desenvolvimento anterior ter sugerido qua a aproximagdo By &~ V2_{(zk, Ax) pudesse ser
uma alternativa, ja que contempla informacoes sobre a curvatura das restricoes, é possivel
que a Hessiana do Lagrangeano possua autovalores negativos, fazendo com que o modelo
(1.7) ndo seja convexo. Uma alternativa que contorna esta dificuldade, ao mesmo tempo
que respeita e tira proveito das condigdes de otimalidade de segunda ordem, é considerar
a matriz Hessiana da funcdo de mérito (1.6), utilizada pelo Algoritmo PQS:
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V2 ®(z, )\ 0) = OV, L(z, \) + (1 — 6) (i hi(2) V2, hi(z) + h'(x)Th’(:r.)) . (4.39)

No desenvolvimento do capitulo 1, mostramos qua a funcéo de mérito (1.6) pode ser vista
como o Lagrangeano aumentado tradicional, bastando definir o parametro de penalizagido
usual de Lagrangeano aumentado como p = 1‘0%@ Neste sentido, a teoria classica do
Lagrangeano aumentado nos diz que em um minimizador (z., A.) de (1.1) satisfazendo as

condigoes suficientes de segunda ordem, a matriz (4.39), que fica

V2 &(z,, A\, 0) = OV2 L(z., M) + (1 — O (z.) TR (z.), (4.40)

é definida positiva para todo 6 € (0,6,) (ver, por exemplo, [56, cap.17] ou [50, cap.13]).
Cabe observar que o tltimo termo A'(z)Th'(z) de (4.39) acrescenta curvatura positiva ao
Lagrangeano no espaco gerado pelas colunas de A'(z)?, sem alterar a curvatura no espago
nulo de A/(z). Podemos, portanto, trabalhar com By = V2, ®(zx, M, 0) ou alguma
aproximagao quase-Newton para esta matriz.

Uma abordagem quase-newtoniana bastante empregada é atualizar a matriz By com
algo anélogo a popular férmula secante BFGS (Broyden, Fletcher, Goldfarb e Shanno) de
minimizagdo sem restri¢des dada por

B T T
kSkSt Br | Ukl (4.41)

Bk+1 = Bk - 1
SEBkSk Sgyk

onde g = ZTpy1 — Tk € Yr = Ve®(zhi1, Met1) — Ve ®@(2k, Ak41), conforme sugerido no
capitulo 18 de [56]. Se By é definida positiva, como no caso de minimizagao sem restrigoes,
a condicdo sTyx > 0 garante que By, € definida positiva. No entanto, pode ser que si e
yx ndo satisfacam essa desigualdade. Powell [60] propGe que yx seja substituido por

gk = 9% s o (1 - G)Bksk’
onde
1, Sk Yk 2> 0.25{ Bisi
f =
i STy < 0257 Bisi.

L Bksk»sk Yi !
No entanto, o mesmo autor [61] observa qua a substituicdo de yx por #x pode ser
instavel. Boggs e Tolle [4], por sua vez, propdem que Biy; = By quando sfy < 0.

Nesta estratégia, no entanto, podem surgir algumas dificuldades. O limiar #, para
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0 qual (4.40) é definida positiva depende de limitantes para as segundas derivadas das
fungbes envolvidas, em geral desconhecidos, de tal forma que pode ser dificil escolher
valores apropriados para §. Em geral, escolhas muito pequenas fazem com que o 1ltimo
termo de (4.39) domine, deteriorando o desempenho do algoritmo. Por outro lado, para
escolhas muito grandes, a Hessiana (4.39) pode nao ser definida positiva e a condicdo de
curvatura yj s, nao seria satisfeita, sendo necessario ativar alguma salvaguarda, como as
ja mencionadas.

(b) Hessiana reduzida

Contrariamente a abordagem anterior, que lida com matrizes completas B, € IR™*",
consideraremos agora aproximacdes para a Hessiana reduzida do Lagrangeano,

ZEV2 Uz, M) 2k, (4.42)

onde a matriz Z; é tal que suas colunas geram o espago nulo de A'(zx). A Hessiana
(4.42) tem dimensao inferior & de (4.39) e sob hipéteses cldssicas é definida positiva
numa vizinhanca da solugao. Para utilizarmos a matriz (4.42) no subproblema (4.33)
podemos proceder da seguinte maneira: supondo que k'(z;) tem posto completo m, uma
vez determinada a matriz Z; € IR™ (™ ™) a mudanca de varidveis s = Zyv, com v €
R(»=m) absorve a restricao de igualdade e (4.33) fica

minimizar %Ungvng(xk, Ak)Zk‘U + UTZ{VxE(Ik, ’\k) = f[.’ﬁk, ’\k)
sujeito a |Snor + Zkv||oc £ A (4.43)
l < zp + Spor + Zxv < .

O conjunto factivel de (4.43) pode ser reescrito na forma

a < Zyv < b, (4.44)

onde as componentes de a e b sdo respectivamente a; = max{—A — (Spor)s, li — (Tk)i —
(Snor)i} € b; = min{A — (Snor)i, ©i — (Zk)i — (Snor)i}, Para i = 1,...,7n, ou seja, temos um
problema com restrigdes lineares de desigualdade. Completando-se com folgas, (4.44) fica

Zyv<b Zyv+p=b
Ziv 2 a 0<p<Lb—a,

onde p € IR™, e entdo, reescrevemos (4.43) como
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minimizar 3v7 ZT V2 0(zk, \e) Ziv + vT ZEV 20 (zk, M) + £k, k)
sujeit Ze 1)(Y)=b
ujeito a (2 1) (p) (4.45)

0<p<b—-a.

O problema (4.45) possui 2n — m varidveis, n restrigdes lineares de igualdade e n
canalizagoes. Além disso, (4.45) é um problema convexo na vizinhanga de um minimiza-
dor e seu conjunto factivel é um politopo nédo-vazio, pela maneira com que foi construido,
jé que Zxv = 0 é um ponto vidvel do problema (4.43). Pela equivaléncia entre (4.43) e
(4.45), este politopo também é limitado. Portanto, o resultado do Teorema 8 pode ser
aplicado a (4.45), uma formulacao equivalente a (4.33).

Assim como fizemos na abordagem anterior, vamos apresentar as expressoes que
permitem aproximar a Hessiana (4.42) no contexto quase-Newton. Para tanto, consi-
deremos o sistema (4.37) que estabelece as condicoes de otimalidade de primeira ordem
(Teorema 1) para o problema

minimizar Qk(s)
sujeito a h'(zx)s = —h(zx),

reescrito sob a forma

Bis+ MTh'(z) = —Vf(zx) = By h’(xk)T) (s) - (_Vf(x“)). (4.46)
K(zk)s = —h(zx) W(ze) 0 A —h(z)

Com as hipéteses de que h'(zx) tem posto completo m e By é tal que y? Byy > 0 para
todo y # 0 tal que h'(zx)y = 0, entdo o sistema (4.46) tem solugao tnica, que no contexto
de programacao quadratica sequencial pode ser tomada como s = sy € A = Agy,.

Suponhamos agora conhecidas as matrizes Yy e Zj, cujas colunas geram o espago
coluna de h'(z;)T e o espago nulo de A'(zy), respectivamente (ver, por exemplo, [56,
cap.15]). Tomar Y; = h'(zx)” é uma escolha possivel sempre que h'(zx) tenha posto
completo m. Escrevendo

sk = YiSy + Zi$:, (4.47)

podemos substituir (4.47) em (4.46) e obter o sistema desacoplado, a ser resolvido para
Sy € 8,
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(R (2e)Ye) sy = —h(zx)
- (4.48)
(ZIBiZx) 5. = —ZI BiYesy — ZEV f (1)
Os multiplicadores de Lagrange A;+; podem entéo ser obtidos resolvendo-se:
(W(ze)Ye)" A1 = YT (Vf(zk) + Bisy) - (4.49)

A tunica hipétese a ser feita sobre By é que a Hessiana reduzida Z7 BiZ; seja definida
positiva. Chamando de M, a aproximagao quase-Newton para a matriz (4.42), e supondo
que 0 passo s, foi tomado de (zx, Ax) para (Ze+1, Ak+1), pelo Teorema de Taylor temos

sze(xk-kl: Mk+1)arsk X Vo l(zk + arsi, Aks1) — V2 l(zk, A1), (4.50)

onde Sg = Tgy1 — Tk = ZixS; + Yisy. Pré-multiplicando (4.50) por Z[ e usando (4.47),
vem

ngize($k+ls )\A:+1)Zk0tk5z ~ —vaize(xkﬂ, /\k+1)YkakSy +

(4.51)
+ ZF [V l(zk + axSky Aks1) — V2 l(Zk, Aks1)] -

A equagdo secante para M ¢ obtida eliminando-se o termo Z7 V2 _£(Zk+1, Aks1) Yi0xsy
em (4.51). Esta simplificacdo é inspirada na eliminacao andloga do termo em s; no lado
direito de (4.49), motivada pelo desacoplamento na computacao de si e Ag41, € justificada
pelo fato de que s; vai para zero a medida que a sequéncia se aproxima da solu¢ao, mas
Vf(zx) em geral ndo converge para zero. Completando o raciocinio, de (4.49) vemos
que os novos multiplicadores serdo boas estimativas para os multiplicadores do problema
quadratico na vizinhanca da solugao.

Assim, a equagao secante é

Mi+15k = Ui,

onde

EL = S,
_ (4.52)
U = ZF[Vl(Zrsr, Aes1) — Val(Tk, k1))
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A mesma formula de correcdo (4.41) da abordagem anterior se aplica para obter
M.+, a partir de My e (4.52), bem como as salvaguardas mencionadas para a manutencao
de matrizes definidas positivas.

Cabe observar que os passos tangencial e normal do desenvolvimento acima, na
nomenclatura do Algoritmo PQS, ficam Zis, = Stan © YiSy = Snor, de tal forma que
Sk = Trs1 — Tk = S.. Em termos préticos, se Z; foi obtida pela fatoragdo QR de A'(z)7
(ver algoritmo em [14] e [36] para implementacdo que preserva continuidade), entdo s, =
ZT S4an, ou seja, em (4.52) temos 5z = o4 Z¥ s1an. Uma outra alternativa seria buscar uma
“base”de h'(z;)7, de modo que se

h'(zx) = [B | N]

-1

L ] g = [ _B_INJ (ver [9, 21]).

temos Y = [

62



Comentarios finais

O objetivo principal deste trabalho é a resolugao do problema geral de programagéo
nao-linear na forma padrao. Para tanto optamos pelo Algoritmo PQS proposto em [37].
Estudamos e reproduzimos aqui as provas de boa defini¢do e convergéncia global deste
algoritmo, que utiliza como funcdo de mérito o Lagrangeano aumentado (diferencidvel,
simples e estdvel) e uma estratégia ndo-monétona para atualizar o parametro de pena-
lizagdo. Cabe destacar que a abordagem PQS considerada utiliza regides de confianga
para assegurar solubilidade dos subproblemas, o que por sua vez aumenta a estabilidade
destes quando se precisa reduzir o raio. Além disso, os subproblemas nao precisam ser
resolvidos exatamente, o que é relevante para problemas de grande porte.

Embora tenhamos interagido bastante com o Algoritmo PQS de [37] e suas pro-
priedades tedricas, o elemento original deste trabalho concentra-se no capitulo 4, onde
reduzimos os subproblemas do algoritmo PQS ao contexto de otimizagao em caixas, quer
pela prépria caracteristica do subproblema em questdo (originalmente quadréticas canali-
zadas), quer pelo intermédio de um resultado de equivaléncia. Tal resultado permite que a
minimizac¢do de uma func¢do convexa num politopo ndo-vazio e limitado seja equivalente-
mente formulada como minimiza¢do numa caixa. Visando a manutengao da convexidade
do modelo quadritico, propomos duas escolhas para a sua matriz Hessiana, uma aproxi-
macao quase-Newton para a Hessiana do Lagrangeano aumentado, e a outra baseada na
formulagao via Hessiana reduzida.

Por tratar-se de um trabalho essencialmente tedrico, os aspectos praticos permane-
cem abertos e sugerem interessantes questoes a serem investigadas. Por exemplo:

e Em que medida a hipétese de limitagao do politopo no Teorema 8 é importante na
pratica? O que ocorre se a caixa do problema (1.1) é ilimitada?

e Como se comparam as escolhas propostas para as matrizes hessianas do modelo
quadratico? Como se comporta o compromisso custo versus desempenho em cada escolha?

Com relacdo a primeira questdo, na defesa desta dissertacdo o professor R. Andre-
ani mencionou um resultado tedrico mais geral, no contexto de problemas nao- lineares
com restrigoes de equilibrio (Teorema 2, [2]), que assegura a validade do Teorema 8 sem
precisarmos da limitagdo para o politopo W. As unicas hipéteses necessdrias sao que W
seja ndo-vazio e que a fungdo g seja quadrética, que se enquadram perfeitamente ao nosso
caso.

Como o Algoritmo PQS ja foi testado computacionalmente em [37], para investi-
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garmos a validade e eficiéncia de nossa abordagem para os subproblemas, gostariamos
de desenvolver uma implementag@o computacional utilizando o algoritmo Box-Quacan
[27] para a minimizacdo em caixas, ja que todos os subproblemas podem ser colocados
neste contexto. Nossa idéia é fazer os primeiros ajustes com problemas-teste de [43] e
posteriormente comparar com o desempenho do algoritmo originalmente implementado

em [37].
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