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“O Maceié

E trés mulé prum homem sé

O Maceis

E trés mulé prum homem sé

Eu fui batizado na capela do farol

Matriz de Santa Rita,

Maceié

Eu fui batizado na capela do farol

Matriz de santa Rita,

Maceié

Mas foi beirando estrada abaixo que eu piquei a mula
Disposto a colar grau na escola da natura

Se alguém me perguntar

Nao tenho nada a dizer

Pois eu, pra me realizar

Preciso morrer

Mas foi beirando estrada abaixo que eu piquei a mula
Disposto a colar um grau na escola da natura
Se alguém me perguntar

Nao tenho nada a dizer

Pois eu, pra me realizar preciso morrer

Vocé me deu liberdade

Pra meu destino escolher

E quando sentir saudades

Poder chorar por vocé

Nao vé, minha terra mae

Que estou a me lamentar

E que eu fui condenado a viver do que cantar
A-la, a—la, ala, Alagoas

A-la, a—la, ala, Alagoas

Eu fui batizado na capela do farol...”

Djavan
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RESUMO

Nesta dissertacao fizemos um estudo da teoria de difusao em variedades Finsler, onde abor-
damos o transporte paralelo estocéstico, desenvolvimento estocéstico de Cartan e Movimento
Browniano. O objetivo principal é obter uma descrigao mais geométrica dos objetos citados
acima ainda que por enquanto em coordenadas locais e assim termos um paralelo entre o

calculo estocéstico em variedades Riemannianas e variedades Finsler.

vil



ABSTRACT

In this work we study diffusion theory in Finsler manifolds. It includes the stochastic par-
allel transport, stochastic Cartan development and Brownian motion. The main objective
is to provide a geometric description of the objects mentioned and so to draw a compari-
son between stochastic calculus in Riemannian manifolds and stochastic calculus in Finsler

manifolds.

viii



Introducao

A teoria de célculo estocastico foi consolidada ao longo dos anos em decorréncia dos trabal-
hos de It6, Kunita, Watanabe, Mallivan da escola francesa de Meyer e muitos outros. Hoje
é um dos ramos de pesquisa com caracteristicas proprias. Geometria diferencial estocastica
é um ramo que surgiu unindo os objetos do cdlculo estocastico com a geometria diferencial
classica. Durante este trabalho, abordamos um tipo de geometria que generaliza a geome-
tria Riemanniana, a qual é chamada geometria Finsler, nome que surge devido a tese de
doutorado de Paul Finsler em 1918. Esse tipo de geometria também é motivada pelo calculo

das variagoes.

Esta dissertacao esta dividida em trés capitulos e esta organizada da seguinte forma:

O Capitulo 1 ¢é dedicado aos conceitos do calculo estocéstico, onde apresentamos alguns
resultados classicos desta teoria. A ultima secao deste capitulo trata de equagoes diferen-
ciais estocasticas, as quais aparecerao novamente no capitulo 3. Muitos resultados nao sao

demonstrados pois nosso interesse é fazer com que o texto nao fique muito prolixo.

No Capitulo 2 estudamos como construir o Movimento Browniano numa variedade
Riemanniana M, onde a primeira construgao é intrinseca enquanto que a segunda depende
do mergulho que fazemos na variedade no espacgo euclidiano R". Trazemos alguns conceitos
da geometria Riemanniana, como conexao, transporte paralelo e derivada covariante sem se
preocupar com as demonstracoes. Fazemos também uma abordagem de conexao utilizando

fibrados principais. O principal interesse é o Movimento Browniano, o qual surge como um

1X



INTRODUCAO X

processo estocéastico com gerador infinitesimal %A, onde A é o operador de Laplace-Beltrami

de M.

No Capitulo 3 trataremos da geometria Finsler que surge como generalizacao da ge-
ometria Riemanniana. Trazemos alguns exemplos de variedades Finsler e temos algumas
nogoes de conexoes para este tipo de variedade. O nosso principal interesse é o Movimento
Browniano Finsleriano. Também trabalhamos com o transporte paralelo finsleriano e desen-

volvimento estocéstico finsleriano.



CAPITULO 1

CALCULO ESTOCASTICO

No decorrer deste capitulo abordaremos algumas ferramentas do calculo estocastico em R™.
Apresentamos os resultados, muitos sem demonstrar, pois nao é nosso objetivo neste tra-
balho. Destacamos a férmula de Ito, a férmula de [to para integral de Stratonovich e as
equacoes diferenciais estocédsticas. Boas referéncias para este capitulo, principalmente para

as demonstragoes que omitimos, sao Hsu [14], Ikeda [15], Revuz [19], San Martin [21].

1.1 Definicoes Basicas

Escolhemos alguns tépicos sobre cédlculo estocastico para compor este capitulo. Lembramos
ao leitor que omitimos muitos resultados e algumas demonstragoes para que o texto fique

com a leitura agradavel.

Definicao 1.1.1. Seja (Q, F) um espago mensurdvel. Uma medida de probabilidade em
(Q,F) € uma aplicagao P : F — [0, 1] tal que:

(i) B(0) = 0;
(i) B(Q) = 1;

(iii) Se (An)n>1 € uma seqiéncia disjunta em F entdo IP’(U Ap) = ZP(An)~
n=1

n=1



SECAO 1.1 DEFINICOES BASICAS 2

Chamamos a tripla (€2, F,P) de espago de probabilidade. Os conjuntos F' € F sao chama-
dos eventos. Dizemos que P(F) é a probabilidade do evento F' acontecer. Em particular,

quando P(F') = 1, dizemos que F' ocorre com probabilidade 1 ou quase certamente.

Definigao 1.1.2. Seja E um espag¢o métrico completo munido com a o—dlgebra de Borel B
e seja (Q, F,P) um espago de probabilidade. Uma varidvel aleatoria no espago (E,B) é uma

funcao mensurdvel X : Q) — E.

Dada uma variavel aleatoria X, denotamos por ox a sub-célgebra gerada por X, isto é,

ox = {X~\(B); B € B}.

Definicao 1.1.3. Seja X : Q — FE wuma varidvel aleatoria. X induz uma medida
X,P(B) = P(X~Y(B)), para todo B € B. Dizemos que X,P é a distribuicio de X, ou
lei de X.

Definicao 1.1.4. Definimos a esperanca(ou média) de X pela integral

Mmzémwww.

Definigao 1.1.5. Dizemos que uma seqiiéncia (X, )n>1 de varidveis aleatorias converge quase
certamente se

limsup X,, = liminf X,,P — q.c.

n
Definigao 1.1.6. Uma seqiéncia de varidveis aleatdrias (X, )n>1 converge em probabilidade

para uma varidvel aleatoria X se, dado € > 0,
P(|X,, — X| > €) — 0 quando n — oo.

Definigao 1.1.7. Dizemos que uma seqiiéncia de varidveis aleatorias (X,)n>1 converge em
L? para X se
lim, o E[| X, — X['] = 0.

Definicao 1.1.8. Uma seqiéncia (f,) de fung¢oes mensurdveis é dita convergente quase
uniformemente a uma func¢ao f se para cada & > 0 existir um conjunto Es em X com

P(Es) < 0 tal que (f,) converge uniformemente a f em X\Es.
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1.2 Esperanca Condicional

Definigao 1.2.1. Sejam (2, F,P) espago de probabilidade, X varidvel aleatoria integrdvel
e A € F sub-o-dlgebra. Definimos a esperanca condicional E[X|A] de X em relagio a A

como a varidvel aleatoria (unica P|4-quase certamente) que satisfaz:

(i) E[X|A] € A-mensurdvel;

(ii) / E[X|A]dP| 4 = / XdP, para todo A € A.
A A
Proposicao 1.2.2. A esperanca condicional satisfaz as sequintes propriedades:

1. ElaX +bY|A] = aE[X|A] + bE[Y | A];

N

- E[E[X]A]] = E[X];

w

. E[X|A] = X se X for A-mensurdvel;

N

. E[X|A] = E[X] se X € independente de A;

ot

. EYX|A] =Y -E[X|A| se Y for A-mensurdvel, onde - denota o produto interno usual

em R™.

Definicao 1.2.3. Uma funcao continua f : R — R € dita convera se, para todo x € R,

eriste a tal que f(y) > f(x) + aly — x).

Proposigao 1.2.4 (Desigualdade de Jensen). Seja X uma varidvel aleatdria real, in-

tegravel e seja f : R — R uma funcao convexa. Entao

1. E[f(X)] > f(E[X]);

2. E[f(X)|A] > f(E[X]A).
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1.3 Processos Estocasticos

Definicao 1.3.1. Seja T' um conjunto qualquer (em geral, R>o,N, um espaco de Hilbert)
e seja (2, F,P) um espago de probabilidade. Um processo estocdstico indexado em T com

valores no espago de estados (E,E) é uma aplicagao

X:TxQ — F
(t,w) — Xi(w)

tal que X; : Q — E € varidvel aleatdria mensurdvel para todot € T, e X.(w) : T — E é

chamada de trajetoria de w € ).

Definigdo 1.3.2. Sejam (Q,F,P) e (', F P dois espacos de probabilidade. Entdo, os
processos estocdsticos X : T x Q— E e X :T x Q — E sdo equivalentes (ou versao um

do outro) se para todo tq,...,t, € T e para todo Ay, ..., A, € E, tem-se
P({X;, € Aiyi=1,..,n}) =P ({X,, € Ai,i=1,...n}).

Definicao 1.3.3. Seja (2, F,P) um espago de probabilidade. Dizemos que os processos
estocdsticos X, X' : T x Q — E sdao modificacoes um do outro se P({X, = X;}) = 1 para
cada t € T. Dizemos que X e X sdo indistinguiveis se P({X, = X,, para todot € T}) = 1.

Definigao 1.3.4. Sejam T e E espacos topologicos. Dizemos que X : T x Q — E ¢é continua

P-quase certamente se P({w : t — Xy (w) € continua }) = 1.

Proposigao 1.3.5 (Desigualdade de Chebichev). Seja X : Q@ — R"™ uma varidvel
aleatoria tal que E[|X|P] < oo para algum p, 0 < p < oco. Entao P{|X| > a} < a PE[|X|?],

para todo a > 0 e para todo p > 0.

1.3.1 Movimento Browniano em R"

O movimento browniano é o processo estocastico que mais nos interessa neste trabalho.

Aqui, estamos apresentando-o como um processo continuo P—q.c. em R™, e no capitulo
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seguinte trabalharemos em variedades Riemannianas, e no tltimo capitulo apresentamos
o movimento browniano Finsleriano. O movimento browniano também é conhecido como

Processo de Wiener.

Teorema 1.3.6. Ezxiste um processo estocdstico continuo P-q.c. com incrementos indepen-
dentes tal que, para cada t, a variavel aleatoria By € centrada, gaussiana e tem variancia

t.

O leitor interessado na demonstragao e em mais detalhes desta secao pode consultar

Revuz em [19].

Definicao 1.3.7. O processo estocdstico cuja existéncia é garantida pelo teorema acima €

chamado de Movimento Browniano.

Para qualquer x € R, o processo estocastico Bf = x+ B, 4 chamado de movimento brow-
niano inicializado em z. E claro que P[By € Al = / g+(y — x)dy, onde A é um subconjunto
de Borel da reta real e g,(z) = (2mt) "2 exp(—z—j). !

Se B}, B, ..., B sdo d cépias independentes de By, definimos um processo estocdstico X
no espaco de estados R?, estipulando que a i-ésima componente de X; é Bf. Este processo
estocéstico é chamado de movimento browniano d-dimensional., ele é um processo estocastico

gaussiano continuo P-q.c. tal que P[X, = 0] = 1.

1.4 Filtracoes e Martingales

Definicao 1.4.1. Uma filtragdo no espago mensurdvel (Q, F) € uma familia crescente (F)i>o,
de sub-o-dlgebras Fy de F. Um espag¢o mensurdvel (Q, F) munido de uma filtra¢io (Fi)i>o
€ chamado de espaco filtrado.

Definicao 1.4.2. Dizemos que um processo estocdstico X em (2, F) € adaptado a filtragdo

(F)e>0 se X; € Fi-mensurdvel para cada t.

Qualquer processo X ¢ adaptado & sua filtragdo natural FY = o(X,,s < t). A fil-
tragao (F?) é a filtragao minima para a qual X ¢ adaptado. Dizer que X é adaptado

a (F}) significa que (F?) C (F;) para cada t.



SECAO 1.4 FILTRACOES E MARTINGALES 6

Definicao 1.4.3. Um espaco filtrado sobre (Q, F,P) € dito satisfazer as condi¢oes usuais se
(1) Fo contém os conjuntos P-nulos;

(i) 7= ﬂfs, para todo t, 0 <t < 0o € continua d direita.
s>t

Definicao 1.4.4. Um tempo de parada relativo a filtra¢io (Fy)i>o € uma varidvel aleatoria
T:Q— [0, 00]
tal que, para todo t, o conjunto {w : T'(w) < t} € F;.

Definigao 1.4.5. Seja 7 um conjunto qualquer (em geral Ry, N, espaco de Hilbert). Um

processo (Xy)ier, (Fi)-adaptado é chamado de martingale com respeito a (F;) se
1. E[X; ] = E[X,"] < oo para todo t € T;
2. E[X}|Fs] = X quase sempre, para todo s,t tais que s < t.

Um processo (X;) € um submartingale se E[X;|Fy] > X, para todo s < t, e (X;) € um

supermartingale se B[ X;|Fs| < X, para todo s < t.

Em outras palavras, um martingale é uma familia adaptada de variaveis aleatérias in-

tegraveis tal que / X dP = / XdP, para todo s <t e A € Fi.
A A

Observagao 1.4.1. Se X; € martingale e E[|X;|P] < oo com p > 1, entdo | X,|P € submartin-

gale, pela desigualdade de Jensen.

Proposicao 1.4.6. Seja B o movimento browniano canonico linear BM; entao os sequintes

o ~ ' _a%t
processos estocdsticos sao ff—martmgales: By; B2 —t; e*P=% o e R.

Proposigao 1.4.7. Seja (X,,)° um submartingale com respeito a filtragao discreta (F,) e

n

(H,)22 ,n=1,2,..., um processo limitado positivo tal que H, € F,_1 para n > 1. Entdo
YE) = X(]a Yn = Yn—l + Hn(Xn - Xn—l)

¢ um submartingale. Em particular, se T é um tempo de parada(discreto), entdo o processo

estocdstico XT = X,ar € um submartingale.
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Observagao 1.4.2. (Y,,)32, € submartingale se (X)), € submartingale.
Proposigao 1.4.8 (1 versao do Teorema do tempo de parada opcional).

1. Sejam S, T tempos de parada discretos, S < T e limitados (isto é, existe M tal que

S(w) < T(w) < M < o0) e X um martingale integravel. Entao,
Xs =E[X7 | Fg
quase sempre.

2. Um processo estocéstico (X,,) adaptado e integravel é martingale se e somente se E[X7)] =

E[X;)] para todo par de tempos de parada S, T limitados, S < T.

Teorema 1.4.9 (Desigualdade L* de Doob). Se X é um martingale continuo a direita
ou um submartingale positivo indexado pelo intervalo T de R, entao se X* = sup, | X;|, para
p=1,

ATPIXT 2 A < sup B[|.XG[7]

e para p > 1,

: p
Xl < o sup [ Xl

1.5 Integracao Estocastica

Nesta secao abordaremos alguns topicos sobre integracao estocastica. Nosso objetivo prin-

cipal é a formula de It6 e a formula de 1t6 para integral de Stratonovich.

1.5.1 Variacao Finita e Variagcao Quadratica

Seja (A¢)i>o : t — R uma funcdo continua a direita, e A = {0 =ty < t; < ... < t, =t}
uma subdivisdo de R™ com médulo |A| = sup; |t;11 — t;|. Dizemos que (A;);>¢ tem variacao

finita se para todo t,

< 0.

= ‘ii'IEO Z |Ati+1 — A

%

Si = sup > A, — A
7
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e t — Si(crescente) é a variagao total de A. Se lim; .., S; < oo entdo A tem variagao

limitada.
t ’
Exemplo 1.5.1. Se A; for deridvel, S, :/ |A,|ds
0

Proposigao 1.5.1. Se A tem variagdo limitada, entio A; = A — A, com A e Ay fungoes

crescentes.

Teorema 1.5.2. Euxiste bijecao entre medidas com sinal de Radon em [0,00) (boreliano,

localmente limitado e regular interior) e funcoes de variagdo finita A; continuas a direita:

Ay = M([Ovt])’ isto ¢, :u([av b]) = Ay — Aa.

Definicao 1.5.3 (Integral de Stieltjes). Seja f uma fungdo mensurdvel e localmente

himitada, entao

n

/0 F9aA) = [ Shan) = fim S (A~ )

0.4 |A]—0 —

t
Note que t — / fdA também tem variacao finita.
0

Definicao 1.5.4. Um processo A € crescente se este é adaptado e suas trajetorias t — Ay(w)
sao finitas, continuas a direita e ndo-decrescentes. Também denominamos o processo A como
de variagao finita se suas trajetorias t — Ay(w) sao finitas, continuas a direita e de variagao

finita. Ambas as defini¢oes sao para quase todo w.

Denotaremos por A1 o espaco dos processos crescentes e A os processos de variacao
finita. Claramente, A" C A, onde A; € A" entao A; é crescente e limitado implicando
em A; é de variacao finita. Por outro lado, dado A € A, entdo para todo ¢t > 0, podemos
escrever A, = A — A, com A, A; € AT. Além disso, podemos escolher A" e A~ tal que
para quase todo W, AT (w) — A~ (w) é a decomposi¢ao minimal de A;(w).

O processo / |dA|s = Af — A; estd em AT e para quase todo w a medida associada
com tal processooé a variagao total da medida associada com A(w), tal processo é chamado
variacao de A. Agora vamos definir a “integral estocdstica”. Seja X um processo progressi-

vamente mensuravel, por exemplo, limitado em todo intervalo [0, ] para quase todo w, assim
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para quase todo w, podemos definir a integral de Stieltjes

(X - A)y(w) = / X, (w)dAy(w).

Caso w esteja no conjunto onde A.(w) ndo tem variagao finita ou X.(w) nao é localmente
integravel com respeito a dA.(w), tomamos (X - A) = 0. Tal defini¢ao é possivel pois para

cada w, temos definida uma medida, a qual estd associada a A.(w).

Teorema 1.5.5. Um martingale continuo X nao pode estar em A a menos que ele seja

constante.

O leitor interessado na demonstragao pode consultar Revuz em [19].
Deste teorema vemos a impossibilidade de definir uma integral estocastica para martin-
gale via caminhos ou caminhos por partes. Por isso, faremos tal construcao globalmente.

Para tal, facamos as seguintes definigoes:

Definigao 1.5.6. Se A = {tx =0 < t; < ...} € uma particao de Rt com somente um nimero
finito de pontos em cada intervalo [0,t], nds definimos para um processo X,

k-1
TtA = Z(XtH—l - Xti)2 + (Xt - th)2

=0

com k tal que ty <t <tpiq.

Definigao 1.5.7. Um processo estocdstico X de valores reais € de variacao quadrdtica finita
se existe um processo finito (X, X) tal que para todo t e toda seqiéncia {A,} de particoes
de [0,t] tal que |A,| — 0,

lim T/ = (X, X),

em probabilidade. O processo (X, X) é chamado variagao quadrdtica de X.
Proposicao 1.5.8. Se (By);>0 € 0o movimento browniano, entio (B, B); = t.

Teorema 1.5.9 (Decomposicao de Doob). Se (X;);>¢ € um submartingale, entio X =

M + A onde M € martingale e A € um processo adaptado crescente.
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Definigao 1.5.10. Um processo adaptado continuo a direita (X;)i>o0 € um martingale local

se eziste uma seqiéncia de tempos de parada (T),)n>1 tal que

(1) T, € crescente e lim,,_ T, = 00 quase sempre;

(ii) Para todo n, X™ ¢ martingale uniformemente integrdvel.

Observagao 1.5.1. Martingale uniformemente integravel implica em martingale local, e

(X1)e>0 uniformemente integrdvel e martingale local implica em martingale.

Teorema 1.5.11. Se M é um martingale local continuo, existe um tunico (M, M) processo

adaptado crescente, (M, M)i—oy = 0 tal que M?* — (M, M) é martingale local continuo.

Teorema 1.5.12. Sejam M, N martingales local continuos, existe um unico processo

(M,N)e A, (M,N)—o =0 tal que MN — (M, N) é martingale local.

Definicao 1.5.13. Um processo X : Ry x @ — R é um processo mensurdvel se X ¢é

B(R,) ® Foo— mensurdvel.

Defini¢ao 1.5.14. Um processo (Xi)i>o € Fi—semimartingale se X = M + A, onde M ¢
um Fy—martingale local e A € A adaptado.

Proposicao 1.5.15. Se X = M + A ¢é um semi-martingale continuo, entao

(X, X) = (M, M).

Definicao 1.5.16. Se X = M + A eY = N + B sdao dois semi-martingales continuos,
definimos o colchete de X e'Y por

unxzunngu+xx+yywx_xx_yn

Estamos interessados nas classes de martingales limitados, e daremos destaque na con-
fusao usual entre processos e classes de processos indistingiveis para obter normas e nao

apenas semi-normas na discussao abaixo.
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Definicao 1.5.17. Denotamos por H? o espaco dos L? martingales limitados, isto é, o espaco

dos (Fi,P)-martingales M tais que
sup E[M?] < +o0.
t

Denotaremos por H* o subconjunto de L*-martingales continuos limitados, e Hi o subcon-

gunto de elementos de H? que desaparecem no zero.

Proposicao 1.5.18. O espaco H? é um espaco de Hilbert com a norma

|M||i2 = E[M2]7 = lim E[M?],

t—o0

e o conjunto H* € fechado em H?2.

DEMONSTRAGAO: Temos que H? é um espago vetorial e com o produto interno (M, N)g2 =
E[MOONOO]% concluimos que H? é um espaco de Hilbert e a primeira parte da proposicao fica
demonstrada. Agora, seja {M,} uma seqiiéncia em H? convergindo para M em H?2. Pela

desigualdade de Doob,
E[(sup | M — My|)?] < 4supE[(M]* — M,)?] = 4||M™ — M|z — 0
t t

quando n T 0, e portanto M™ —— M uniformemente em t. Logo, M é continuo e dai

concluimos que M € H?. n
Proposigao 1.5.19. Se M € H? entio (M, M), é integrdvel, isto €, E[{M, M) < co. Em
particular, se M € H§ entao | Mux|/Z: = E[(M, M)s].

Definigao 1.5.20 (Classe de Integrandos). Dado M € H? seja L*(M) o espaco dos

processos progressivamente mensurdveis tais que || K ||3,= E [/ KZ2d(M, M}s} < 0.
0
Observagao 1.5.2. Se (K)s>o € continua (a direita) e limitado => K € L*(M).

Teorema 1.5.21 (Integragao Estocdstica). Seja M € H? Se K € L*(M), existe um

tnico elemento K - M em HE tal que
(K-M,N)=K-{(M,N),VYN € H*

Além disso, a aplicagio K — K - M ¢é isometria de L*(M) em HZ.
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A préxima proposicao sera util para demonstrarmos a férmula de [t6 na segao seguinte.

Proposigao 1.5.22. Se K € um processo continuo a esquerda e (A") é uma seqiiéncia de

subdivisoes de [0,t] tal que |A™| — 0, entdo

1.5.2 Formula de Ito

Iniciamos agora um dos tépicos mais importantes do nosso trabalho. No Capitulo 2 rela-
cionaremos a formula de It6 com o nosso principal objeto da analise estocastica: o movimento
browniano. A férmula de It6 tem revolucionado o estudo do movimento browniano e outras
classes importantes de processos podem ser pensadas como a regra da cadeia para o calculo
estocastico. Apresentaremos as férmulas de Ito e de Stratonovich, pois a geometria so pre-
cisa dos termos de segunda ordem e neste sentido usaremos a formula de It6 para integral

de Stratonovich.

Definicao 1.5.23. Um martingale vetorial local d dimensional (respectivamente: semi-
martingale vetorial local) é um processo com valores em R* X = (X1, ..., X?) tal que cada
X7, 5 =1,...,d é um martingale local (respectivamente: semimartingale continuo). Um mar-
tingale local (respectivamente: semimartingale continuo complexo) é um processo com valores
em C cujas partes real e imagindria sao martingales local (respectivamente: semimartingales

continuos).
Agora apresentaremos a férmula de It0, seguindo Revuz em [19].

Teorema 1.5.24 (Férmula de It6). Seja FF € C*(RY,R) e X = (X!, ..., X?) um semi-

martingale vetorial continuo; entao F(X) é um semimartingale continuo e

F(X)) :F(X0)+Z;/O 0 L )dX+ ZZ ax 8% V(X XDy, (1.1)



CAPITULO 1 CALCULO ESTOCASTICO 13

DEMONSTRAGAO: Seja A = {0 =ty < t; < ... < t, =t} uma partigdo do intervalo [0, ].
Assim, como F' € C?(R% R), pela férmula de Taylor

n—1 n—1

Z F(th+1) Z F th + Z th tk+1 — sz)
k=0 k=0
1~ O°F |
5 81:835] (ék)(XtZkH sz)(thlﬁ»l - ng)
i,j=1 v

onde & = Xy, + 0(Xy,,, — Xy, ), com 0 € [0, 1]. Entdo, por cancelamento telescépico,

i
-1 P -
F(X0) = FOX0) + 303 (X, ) (X, — X4 +
i=1 k=0 v
d n-—1
1 2 F l. Z, |
+§ Z 0z,;0x; (gk)(th“ th)(Xt]kH - Xt]k)
4,j=1 k=0
~

Pela proposigao anterior, P — lim,,_, ]1(n) = / (X,)dX!. Para garantir a convergéncia
o Oz

O*F
O0x;0x;

t
de ]2( ), considere a fungao h(x) = (x) e ky = / h(X,)dX!. Seja h(XA2") = h(X,,) se

tet1

t
ty <8 < tpq edefina K" = / h(XEmM)dX! = Z h(X:, (X} —ka). Observe que K;' con-
0

verge em probabilidade para K;. Assurn fazendo n — oo, temos que
t t

<K”,Xj)t:/ h(X2m)d(X", X7) 45 converge para/ h(X)d(X", X7),.
0 0

Por outro lado,

(K" X0) = 3 hE)(XL,, — X3 (X, X)|=
ST R (X, XY, — (X X0) — h(E)(XT, XY, — (X, XY,)

FA(E) (X, X )y, — (X X)) = h(&)(XG,,, — X)X, — X))

i
X

tht1

< Sl;p’h(th) - h(ék) <Xi7Xj>t + M ((Xi’Xj> - (XZ - sz)(ngH - ng)>
0

i
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onde os dois ultimos termos vao para zero quando quando n tende ao inﬁnito sendo que o

£ (X)X, )

tiltimo termo vai a zero em probabilidade. Logo, 15" (n) converge para /

Oz;

e o teorema fica demonstrado. ]

Como caso particular deste teorema, temos a seguinte proposicao:

Proposigao 1.5.25 (Férmula de Integracao por partes). Se X e Y sdo dois semi-

martingales continuos, entao
t t
XYi= XY+ [ XodVor [ VX4 (xY).
0 0

Em particular,

t
X} = X3+ 2/ X dX, + (X, Y ).
0

Se X e Y sao de variagao finita, esta formula encurta a integracao pela formula por partes

para integrais de Stieltjes. Se M é um martingale local, pela proposicao anterior, temos que
t
MZ — (M, M), = Mg + 2/ M,dMs;
0

j& conhecemos que M?— (M, M) é um martingale local mas a férmula acima d4 uma expressao

explicita deste martingale local.
t
Exemplo 1.5.2. Calcula,r/ B.dBs, onde By € o Movimento Browniano. Pela formula da
0
t
proposi¢do anterior temos que Bf = B§+2/ BydBs+ (B, B), mas como By = 0 concluimos
t 1 0
que / BydBs = E(Bf —t).
0

Se X' tem variacao finita, isto é, (X*, X7) = 0, para todo j, podemos enfraquecer a

hipotese da diferenciabilidade de f.

2
Exemplo 1.5.3. Seja F: R? — R, com 8— e — continuas, entdo
ox? Oy
LO’F
F(X,A) = F(Xy, Ag) + —dX + _dA —d(X, X),
0 2 g Ox?

onde X € um semimartingale e A € um processo de variagao finita.
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Podemos escrever a formula de [t6 na forma diferencial, a saber

dF(Xt)_ aFdXZ Z d(Xt, X7),.

6113181’]

Mais geralmente, se X é um semimartingale vetorial, dY; = Z H}dX] teremos
i=1

d t
Yt:Y()JrZ/ HldX!.
i=1 70

A férmula de Ito mostra que a classe dos semimartingales é invariante por composicao com

funcoes C?, a qual d4 outra razao a introducao de semimartingales.

2
Proposicao 1.5.26. Se f é uma funcao com valores em C, definida em RxR, | e tal que —=

dr2?
of | 10°f i .
e 0 existem, sdo continuas e satisfazem 8_ + = 2922 = 0, entao para qualquer martingale
Y

local continuo M, o processo f(My, (M, M), ) ¢ um martingale local. Em particular para

qualquer A € C, o processo

2

EMNM), = exp{A\M, — %<M> M)}

¢ um martingale local. Para X = 1, escrevemos simplesmente E(M) e chamamos de a

exponencial de M.

Proposigao 1.5.27. Se B ¢ um movimento browniano d dimensional e f € C?(R, x R?),

entao

r_ [ of
M} = f(t, By) /0 < Af + at)<5’33)d5

¢ um martingale local. Em particular, se [ é harmonica em R? entio f(B) é um martingale

local.

Teorema 1.5.28 (Caracterizagao de Levy). Para um processo X, continuo, de dimensdio

d, (F;)— adaptado e desaparecendo no zero, as trés sequintes condigées sao equivalentes:
(i) X € um F,—movimento browniano;

(ii) X € um martingale local continuo e (X', X7}, = 0,5t para todo 1 < i,j < d;
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(iii) X € um martingale continuo local e para toda d—upla f = (f1,..., fa) de funcdes em

L*(R,), o processo

d t d t
. ‘ 1
&Y = exp {12/ fk(s)de+§Z/ f,?(s)ds}
k=10 k=10
€ um martingale complezo.

Corolario 1.5.29. O movimento browniano é o unico martingale local continuo (a menos

de versoes desse processo) com variagdo quadrdtica t.

1.6 Integral de Stratonovich

Esta secao foi colocada para destacar a formula de Ito para integral de Stratonovich, a qual

[Pl

sera definida a seguir. Lembramos ao leitor que no restante do texto, o simbolo “o”sempre

representara a integral estocastica no sentido de Stratonovich.

Definicao 1.6.1 (Integral de Stratonovich). Seja X; um semimartingale continuo, e f;
um processo o(X;)—adaptado. Seja A ={0 =1y <ty < ... <t, =t} uma particio de [0,t].

Definimos

¢ n—1
4
/0 fsodX, =P~ lim (M> (th-+1 - th),

|A|—0 2
k=0

quando existe.

Teorema 1.6.2. Se (f;)i>0 € um semimartingale, entao a integral acima existe e temos

[ o= [ rax.s 3.0

1.6.1 Formula de It6 para Integral de Stratonovich

Esta formula sera ttil na proxima secao quando trataremos de equagoes diferenciais es-

tocasticas, mais precisamente equagoes diferenciais estocasticas em variedades.
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Teorema 1.6.3. Seja F : R? — R uma funcdo de classe C® e X = (X',...,X?%) um

semimartingale de dimensdao d. Entao,

F(X) = F(Xo) +Z/ 5 (X 0 dX,.

DEMONSTRAGAO: Usando a definigdo de Integral de Stratonovich, temos

Z/ o (X ) odX! = Z/ o (X S)dX! + Z<§FZ(Xt),X§’>t.

-~

(*)

Mas pela féormula de 1to,

OF o Lo
@(XQ 8 g XO z::/ xl({)xf X) Z/ aazfaxlﬁx’ Xo) (X, X>

Agora,

<SF’ > Z/ Friges (Xe)AXLAX X ) o (44)

O resultado segue substituindo (xx) em (x) e aplicando a férmula de It6. Dai, obtemos

Z/ P YodX! = F(X)— F(Xy) o que conclui a demonstracio. |
xl

1.7 Equacoes Diferenciais Estocasticas

Nesta secao trabalharemos com equagoes diferenciais estocasticas onde estaremos interessa-
dos nestas equacgoes em variedades. Trazemos alguns resultados, muitos sem demonstrar. No
restante do nosso trabalho sempre nos referirmos a uma EDE sendo uma equagao diferencial

estocdstica. Seguimos bem de perto a boa referéncia de Hsu em [14].

1.7.1 EDE em R"

Aqui trabalharemos EDE do tipo It6 no espaco euclidiano com coeficientes localmente Lips-
chitz dirigido por semimartingales continuos. O principal resultado desta segao é a existéncia

e unicidade da solucao de tal equacao até seu tempo de explosao. Primeiro, formularemos
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o tipo das equacoes que queremos resolver em R"™ o espago euclidiano de dimensao n. Tal
equacao é dada pela matriz dos coeficientes da difusao e dirigida pelo semimartingale Z.
Assumimos que a matriz dos coeficientes da difusao o = {0’} : R* — M(N, 1) (o espago
das matrizes N x [) é localmente Lipschitz, isto é, para todo z € R", existem constantes

R >0e C(R), onde C(R) depende de R, tal que
o(z) —o(y)l < C(R)|z -y,

para todo x,y € Bgr(z), onde Br(z) = {w € R" : |[w — z| < R}. Dizemos que o ¢é global-
mente Lipschitz se C(R) pode ser escolhido independente de R. Assumimos que o processo
7 = {Z;t > 0} é um F,—semimartingale com valores em R! (adaptado pela filtragao
F.) definido num espaco de probabilidade filtrado (92, F,,P). Ele é visto como uma coluna
dos |—semimartingales reais Z; = (Z}, ..., Z!). Por definicio, Z = M + A, aqui M é um
F.—martingale e A um F,processo adaptado de variacao finita tal que Ay = 0.

Seja Xy € Fp uma variavel aleatéria mensuravel em R™ com respeito a Fy. Seja 7 um
F.—tempo de parada e considere a seguinte equacao diferencial estocastica para um semi-

martingale X = {X;;0 <t < 7} em R" definido até 7 :
t
X, =X, +/ o(Xg)dZ;, 0<t<T. (1.2)
0

Aqui a integral estocéstica é no sentido de It6. Numa situagao tipica onde Z; = (W;,t) com
W um Movimento Browniano euclidiano de dimensdo [ — 1 e o0 = (01,b) com

o1 :R" — M(N,l—1) eb: R" — R", a equagao toma uma forma mais familiar:
dXt —= 01 (Xt)th + b(Xt)dt

Note que permitindo que uma solucao exista somente até um tempo de parada, estamos
incorporando a possibilidade que uma solucao pode explodir num tempo finito. Nosso obje-
tivo nesta secao é provar a existéncia e unicidade de uma solugao até seu tempo de explosao
para o tipo de equagoes diferenciais estocasticas devidamente formuladas. Para esta finali-
dade precisamos estimar no que se refere a integrais de It6 com respeito a semimartingales.

Seja Z = M + A a decomposicao canonica do semimartingale Z num martingale local e um
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processo de variacao localmente limitada. Defina

l l

Qe= Y (M, MY+ (JAT + A7)+, (1.3)

i=1 i=1
onde |A’|; representa a variagao total de A* em [0,¢]. Adicionando ¢ na definigao deixa Q
estritamente crescente, assim que ele possui uma inversa estritamente crescente, continua

n = {ns, t > 0}. Portanto {ns <t} = {s < @}, cada 1, é um F,—tempo de parada.

Lema 1.7.1. Ezxiste uma constante C' dependendo somente de m e | tal que para qualquer

M(m,l)—processo continuo F,—adaptado F e um F,.—tempo de parada T,

t
/ FodZ,
0

Agora retornando a equagao diferencial estocastica (1.2), vamos considerar primeiramente

2
E

max
0<t<r

<CE [/OT |Fs|2dQs.] . (1.4)

um caso sem explosao.

Teorema 1.7.2. Suponha que o € globalmente Lipschitz e Xo quadrado integravel. Entao a

equagao diferencial estocdstica (1.2) possui uma unica solugio X = {X;,t > 0}.

No teorema acima, a solucao X ocorre para todo tempo porque assumimos que a matriz
dos coeficientes o é globalmente Lipschitz, o qual implica que ela pode crescer no méaximo
linearmente. Quando a matriz ¢ é somente localmente Lipschitz, admitimos a possibilidade
de explosao. Para aplicacoes futuras, tomaremos um ponto de vista mais geral e definimos o
tempo de explosao de uma trajetéria num espaco métrico localmente compacto M. Usamos

M = M J{8y} para denotar a compactificacdo de um ponto de M.

Definicao 1.7.3. Uma trajetoria x com valores em M com tempo de explosio e = e(x) > 0
¢ uma aplicagao continua x : [0,00) — M tal que £y € M para 0 < t < e e x; = Oy para
todot > e se e < o00. O espaco das trajetorias com valores em M com tempo de explosao €

chamado o espago trajetorias de M e é denotado por W (M).

Estabelecemos alguns fatos bésicos sobre tempos de explosao. Lembrando que uma
exaustao de um espaco métrico localmente compacto é uma seqiiéncia de conjuntos abertos

relativamente compactos {On} tais que Oy € Oyi1 e M = Jy_, On.
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Proposicao 1.7.4. (1) Se {On} € uma ezaustao e 70, o primeiro tempo de sdida de Oy.

Entao 10, 1 e quando N T oc;

uponha que d : X — ¢ uma métrica em com a propriedade que todo
2) § h d: Mx M R, é tri M edad tod
conjunto fechado e limitado é compacto. Fixe um ponto o € M. Seja Tr o primeiro

tempo de saida da bola B(R) = {x € M : d(z,0) < R}. Entao T T e quando R T cc.

Usaremos a parte (2) da proposicao acima em duas situagoes tipicas:(i) M é uma var-
iedade Riemanniana completa e d é a funcao distancia Riemanniana; (77) M é mergulhada
como uma subvariedade fechada em outra variedade Riemanniana e d é a métrica Rie-
manniana do espago ambiente. Seja B; = B;(W(M)) a o—algebra gerada pelas aplicagoes
coordenadas até o tempo t. Entdo temos um espago mensurével filtrado (W (M), B,), e o
tempo de vida e : W(M) — (0,00] é um B,—tempo de parada. Para uma matriz dos
coeficientes localmente Lipschitz o, uma solugao de (1.2) é naturalmente um semimartingale

definido até um tempo de parada.

Definicao 1.7.5. Seja (2, Fi,P) um espago de probabilidade filtrado e T um F,.—tempo
de parada. Um processo continuo X definido num intervalo de tempo estocdstico [0,7) é
chamado um F,—semimartingale até T se existe uma sequéncia de F.—tempos de parada
T, T 7 tal que para cada n os processos parados X™ = {Xin.,,t > 0} € um semimartingale

no sentido usual.

Definicao 1.7.6. Um semimartingale X até um tempo de parada T é uma solucao da EDE
(1.2) se existe uma seqiiéncia de tempos de parada T, T T tal que para cada n o processo

parado X™ € um semimartingale e
tATh
Xing, = Xo —|—/ o(Xs)dZs, t>0.
0

O teorema abaixo mostra que existe uma unica solugdo X para a EDE (1.2) até seu

tempo de explosao e(X).

Teorema 1.7.7. Suponha que sio dados (i) uma matriz de coeficientes localmente Lipschitz

o R" — M(n,l); (it) um F.—semimartingale Z = {Z;,t > 0} com valores em R! num
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espago de probabilidade filtrado (Q, F,,P); (iii) uma varidvel aleatéria Xo Fo—mensurdvel
com valores em R™. Entao existe uma tnica varidvel aletoria X com valores em W(R™) a

qual € uma solu¢ao da EDE (1.2) até o seu tempo de explosao e(X).

A demonstragao deste teorema sera omitida, o leitor interessado pode vé-la em Hsu [14].
Para futuras referéncias precisamos da seguinte forma de unicidade um pouco mais geral. A

unicidade ocorre a menos de indistinguibilidade.

Proposicao 1.7.8. Suponha que o € localmente Lipschitz. Seja X eY duas solugoes da EDE
(1.2) até seus tempos de paradas T e 1 respectivamente. Entio X; =Y; para 0 <t <71 An.
Em particular, se X € uma solugao até seu tempo de explosao e(X), entao n < e(X) e

Xe =Y para 0 <t <.

Diferentemente da unicidade trajetoria a trajetéria P—q.c. mostrada nos resultados an-
teriores, a unicidade fraca (também chamada unicidade em lei) afirma que se (Z,X,) e
(Z, XO)(possivelmente em espagos de probabilidade filtrados diferentes) tem a mesma lei,
entao as solugoes X e X da EDE (1.2) e da sua correspondente também tem a mesma lei.
Para simplificar, nos restringimos a nossa situacao tipica onde o semimartingale dirigivel
possui a forma especial Z; = (W;,t) com um F,—movimento browniano euclidiano W de
dimensao [, e correspondentemente a matriz dos coeficientes possui a forma (o, b). Neste caso

a equacao transforma-se em
t t
X = X +/ o(Xs)dW, +/ b(Xs)ds. (1.5)
0 0

A unicidade fraca para este tipo de equagoes é usada quando discutimos a unicidade de
medidas de difusao geradas por um operador eliptico de segunda ordem. Note que W é
um F,—movimento browniano se ele ¢ um movimento browniano adaptado a F, tal que F;
¢ independente de {W,; — Wy, t > 0}; ou equivalentemente, W possui a propriedade de

Markov com respeito a filtragao F.

Teorema 1.7.9. Suponha que o e b sao localmente Lipschitz. Entao a unicidade fraca €

verificada pela equacdo(1.5). Mais precisamente, suponha que X ¢ a solucdo de

t t
X, = X+ / o (X )dW, + / b(X.)ds, (1.6)
0 0
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onde W € um movimento browniano definido em outro espaco de probabilidade filtrado

(Q,]:"*,]f”) e X'O € .7:"0 possui a mesma lei que Xo. Entao X e X tem a mesma lei.
O seguinte critério da nao-explosao é bastante conhecido.

Proposigao 1.7.10. Suponha que Z ¢é definido em [0,00). Se o € localmente Lipschitz e
existe uma constante C' tal que |o(z)| < C(1 + |z|), entdo a solugdo da EDE (1.2) nao

explode.

Se o semimartingale dirigivel Z é definido somente até um tempo de parada 7, pode-
mos considerar a equagao diferencial estocdstica (1.2) com o semimartingale Z™ para uma

seqiiéncia de tempos de parada 7,, 1T 7. Entao temos o seguinte teorema:

Teorema 1.7.11. Seja Z um semimartingale definido até um tempo de parada 7. Entao
existe uma unica solu¢io X para a equagdo diferencial estocdstica (1.2) até o tempo de
parada e(X) A 7. Se Y € outra solugdo até um tempo de paradan < 1, ention < e(X)AT e
Xe =Yy para 0 <t <e(X)An.

Retomando a formulacao da integral de Stratonovich das equagcoes diferenciais estocasticas.
A vantagem desta formulagao é que a férmula de It6 aparece na mesma forma como o teo-
rema fundamental do célculo; portanto calculo estocastico nesta formulagao toma uma forma
muito familiar, basta comparar (1.1) com (1.8) abaixo. Isto é uma caracteristica muito con-
veniente quando estudamos equagoes diferenciais estocdsticas em variedades, a qual sera
abordada na préxima secao. Entretanto, acontece frequentemente que as informacgoes prob-
abilisticas e geométricas se mostram tuteis apds a separacao em martingale e componentes de
variacao limitada. Suponha que V,,a = 1,...,1, sao campos vetoriais diferenciaveis em R".
Cada V,, pode ser considerado como uma funcao V,, : R — R™ assim que V = (V3,...,V}) é
um funcio com valores em M(n,l) em R Sejam Z e X, como antes e considere a equacio

diferencial estocastica de Stratonovich

t
Xt:X0+/ V(X,) o dZ,,
0



CAPITULO 1 CALCULO ESTOCASTICO 23

onde a integral estocastica é no sentido de Stratonovich. Para enfatizar o fato que V' é um

conjunto de [ campos vetoriais, reescrevemos as equagoes como
t
X =X +/ Vo(Xs) 0 dZ¢. (1.7)
0

Convertendo a integral de Stratonovich para a integral de It6 equivalente, obtemos a for-

mulacao de It6 equivalente da equacao:

t 1 t
Xy =Xo+ /0\ Va(Xs)ng + 5/0 VVB‘/&()(S)CKZO‘7 Zﬁ>s.

Aqui Vy,V, ¢ a derivada de V,, sobre Vj. Para referéncias futuras recordamos aqui a férmula

de It6 neste ambiente na seguinte proposicao.
Proposigao 1.7.12. Seja X uma solucdo da equacdio (1.7) e f € C*(R?). Entdo

FX) = f(Xo) + /Ot Vaf(X,) 0dZs, 0 < s < e(X). (1.8)

1.7.2 EDE em Variedades

A discussao na secao anterior deixa claro que solucoes de equagoes diferenciais estocasticas

em variedades devem estar no espago dos semimartingales com valores na variedade.

Definigao 1.7.13. Seja M uma variedade diferencidvel e (0, F.,P) um espaco de probabil-
idade filtrado. Seja T um F.—tempo de parada. Um processo X continuo, com valores em
M definido em [0,7) € chamado um M—semimartingale se f(X) € um semimartingale em

[0,7) para toda f € C®(M).

Pela formula de It6 é facil ver que quando M = R™ d4 o semimartingale usual em R".
Pode-se mostrar que se f(X) é um martingale real para toda f € C¥ (M), isto é, fungoes
diferenciaveis em M com suporte compacto, entao X é um M —semimartingale; ou seja,
o conjunto das fungoes teste pode ser reduzido para CF(M). Por outro lado, se X ¢ um
M —semimartingale, entdo pela férmula de 1t6, f(X) é um semimartingale real para toda

f € C*(M), veremos isto na proposicao 1.7.18 a seguir.
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Uma equacao diferencial estocastica numa variedade M é definida pelos [ campos vetoriais
Vi,...,Vi em M, e um semimartingale Z em R/, e uma M —varidvel aleatéria X, € Fy,

funcionando como o valor inicial da solucao. Escrevemos a equacao como
«
dXt = Va(Xt) o dZS

e nos referirmos a ela como EDE(V}, ..., V}; Z, X;). Temos a seguinte definigao, em vista da

proposicao 1.7.12.

Definigao 1.7.14. Um M —semimartingale X definido até um tempo de parada T € uma

solugao da EDE(Vy, ..., V}; Z, Xy) até T se para toda f € C°(M),
t
F00) = F00) + [ V(X edzz 0 <t < (19)
0

Ela é uma conseqiiéncia da férmula de It6 (1.8) que se (1.9) é verificada para fi, ..., fx,
entao ela automaticamente é verificada para qualquer fungao diferenciavel delas. Vemos de-
pois que se M é mergulhada num espaco euclidiano R", entao é necessério verificar (1.9) pelas
fungoes coordenadas. A vantagem da formulagao via Stratonovich é que equagoes diferenciais
estocdsticas em variedades nesta formulacao transforma consistentemente sobre difeomorfis-
mos entre variedades. Se I'(T'M') denota o espago dos campos vetoriais diferencidveis numa
variedade M (o espago das se¢oes do fibrado tangente 7'M ). Um difeomorfismo ¢ : M — N
entre duas variedades induz uma aplicagao ¢, : I'(T'M) — I'(T'N) entre campos vetoriais

nas variedades respectivas pela prescricao

(@:.V)f(y) =V(fed)(x), y =¢(x), f € CF(N).

Equivalentemente, se V' é o vetor tangente da curva C' em M, entao ¢,V é o vetor tangente

da curva ¢ o C' em N.

Proposicao 1.7.15. Suponha que ¢ : M — N é um difeomorfismo e X uma solucao da

EDE (Vi,..,Vi; Z, Xo). Entao ¢(X) é uma solu¢io da EDE(¢.Vy,...,0.Vi; Z, $(Xyp)) em N.

DEMONSTRAGAO: Seja Y = ¢(X) e f € C(N). Aplicando (1.9) para fo¢p € C®°(M) e
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usando V,,(f 0 ¢)(Xs) = (¢.Va) f(Ys), obtemos

f) = %)+ / Val(f 0 6)(X.) o dZe
— )+ / (6.Va) f(Y:) 0 dZ°.

Portanto Y = ¢(X) é uma solugdo da EDE (¢, V4, ..., 0.Vi; Z, 9(X0)). [ |

Mostraremos que a EDE (V4,...,V}; Z, X)) possui uma unica solugao até seu tempo de
explosao. Usando o teorema do mergulho de Whitney, reduziremos a nossa equagao para o

espaco euclidiano.

Teorema 1.7.16 (Teorema do mergulho de Whitney). Suponha que M é uma variedade
diferencidvel. Entdao existe um merqulho i : M — R™ para algum n tal que a imagem i(M)

€ um subconjunto fechado de R™.

E bastante conhecido da topologia diferencial que n > 2(dim M)+ 1. Geralmente identifi-
camos M com a imagem (M) e assumimos que M é uma subvariedade fechada de R™. Note
que assumimos que M nao tem bordo. O fato que M é uma subvariedade fechada de R",
isto é, M é um subconjunto fechado de R™ é muito importante, para isto vamos identificar

o ponto no infinito de M como que de R".

Proposicao 1.7.17. Seja M wuma subvariedade fechada (ndo-compacta) de R™ e
M= MU {Om} sua compactificagao de um ponto. Uma seqiiéncia de pontos {z"} em

M converge para Oy em M se e somente se |z"| — oo em R™.

Suponha que M é uma subvariedade fechada de R™. Um ponto x € M possui n coor-
denadas {x!,...,2"} como um ponto de R™. A proposicio seguinte mostra que as n funcoes
coordenadas fi(z) = z' podem servir como um conjunto natural de funcoes teste para a

formula de Itd6 em M.

Proposigao 1.7.18. Suponha que M é uma subvariedade fechada de R™. Sejam f*, ..., f*

funcoes coordenadas. Seja X um processo continuo tomando valores em M.
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(1) X € um semimartingale em M se e somente se ele é um semimartingale em R", ou
equivalentemente, se e somente se f'(X) é um semimartingale real para cada i =

1,...,n.

(ii) X € uma solugao da EDE(Vy,...,Vi; Z, Xo) até um tempo de parada o se e somente se

para cada i =1, ...,n,
t
FUX)) = Fi(Xo) +/ Vof' (X,)odZ® 0<t<o. (1.10)
0

DEMONSTRACAO:

(i) Suponha que X é um semimartingale em M. Cada f* é uma funcao diferencidvel em
M, assim por defini¢io f{(X) = X' é um semimartingale real. Isto significa que X
é um semimartingale em R™. Reciprocamente, suponha que X esta em M e é um
semimartingale em R". Como M ¢é fechada em R"™, uma fungao f € C*°(M) pode ser
estendida para uma funcéo f € C=(R"). Portanto f(X) = f(X) é um semimartingale

real, e por definicao X é um semimartingale em M.

(ii) Se X é uma solugao, entdo (1.10) é verificada porque cada f* € C*°(M). Agora suponha
que (1.10) é verificada e f € C°(M). Tome uma extensio f € C=(R") de f. Entdo
F(X) = F(fYXD), ..., fA(Xy)). Pela formula de Tto,

df(X0)} = fo(f1(X0), . f1(X0) 0 d{f'(X0)}
= o (F1(X0), o, [P (X)) 0 Vo '(Xe) 0 dZ7
= {fo (X0, XP)Va ' (X0} o dZy
= Vo f(Xy)odZe.

Na tultima passagem acima usamos a regra da cadeia para diferenciacao de fungoes

compostas.

Retornando a EDE (V4 ..., Vj; Z, Xj), fixamos um mergulho de M em R™ e consideramos

M como uma subvariedade fechada de R™. Cada campo vetorial V, é ao mesmo tempo, uma
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funcao diferenciavel em M com valores em R" e pode ser estendida para um campo vetorial

V, em R"™. Da discussao na ultima secao a equagao
t ~
X :X0+/ Vo (Xs) 0dZ2 (1.11)
0

em R" possui uma tnica solugdo X até seu tempo de explosao e(X). Como X comega de
M a os campos vetoriais V,, sao tangentes de M em M, ele é esperado, como em equagoes
diferenciais ordindrias, que X nunca estd M. Uma vez que este fato é estabelecido, e(X) é

também o tempo de explosao de X como um semimartingale em M pela proposicao 1.7.17.

Proposigao 1.7.19. Seja X a solugdo da equagao estendida (1.11) até seu tempo de explosdao
e(X) e Xo € M. Entio Xy € M para 0 <t < e(X).

A prova deste teorema serd omitida, o leitor poderd consultar Hsu em [14] para maiores

detalhes. Desta forma enunciamos o resultado principal desta secao.

Teorema 1.7.20. Eziste uma tnica solugio da EDE (Vi,..,Vi; Z, X)) até seu tempo de

explosao.

DEMONSTRAGAO: Pela proposicio 1.7.19 a solucdo X da EDE (Vi, ..., V; Z, X,) fica em M
até seu tempo de explosao e satisfaz (1.11). Mas (1.11) é nada mais que uma versiao de
(1.10); portanto X é uma solugao da EDE (V4, ..., V}; Z, X,) pela proposicao 1.7.18(ii). Se Y
é outra solugao até um tempo de parada 7, entao, considerada como um semimartingale em
R”, ela é também uma solucio da EDE (Vi, ..., Vi; Z, X,) até 7. Pela unicidade estabelecida

na proposicao 1.7.8, Y deve coincidir com X em [0, 7). [ ]

Finalmente, no caso em que o semimartingale que dirige a equacao percorre até um tempo

de parada pode ser discutido como no caso euclidiano, como no teorema 1.7.11.

1.8 O gerador de uma difusao de Ito

Apresentamos nesta se¢ao o gerador infinitesimal de uma difusao o qual é fundamental para

muitas aplicagoes. Primeiro definimos o que se entende por uma difusao de It6. Trazemos
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algumas defini¢oes e nao demonstraremos os resultados aqui. O leitor interessado poderd

consultar a boa referéncia Oksendal em [18].

Definicao 1.8.1. Um processo estocdstico {Xi}i>0 em R™ € uma difusio de Ito se satisfaz

uma equacgao diferencial estocastica homogénea no tempo
dX; =b(Xy)dt +o(Xy)dBy, t>s; Xg=u (1.12)

onde By € o movimento browniano de dimensio m e b : R* — R", ¢ : R®* — R™™

satisfazem as condicoes do teorema 1.7.7 da secao anterior, o qual neste caso simplifica por:
b(z) —b(y)| +|o(x) —oW)| < Dlz—yl; z,y€eR", onde|o[’=3 |0y

Podemos associar um operador diferencial parcial de segunda ordem 4 a uma difusao de

It6 X;. A conexao entre A e X; é que A é o gerador do processo X;.

Definicao 1.8.2. Seja {X;} uma difusao de Ité6 em R™. O gerador (infinitesimal) A de X;
€ definido por

AF(z) = tim (X)) = f(@).

t10 t ’

x € R™ O conjunto das funcgoes f : R" — R tal que o limite existe em x € denotado por
Da(z), enquanto Dy denota o conjunto das fungoes para as quais o limite eziste para todo

r € R™

Para encontrar a relacao entre A e os coeficientes b, 0 na EDE definindo X; precisamos

do seguinte resultado, o qual € 1til em muitas conexoes:

Lema 1.8.3. Seja Y; um processo de Ito em R™ da forma

Yi(w) =z + /Otu(s,w)ds + /Otv(s,w)st

onde B é m—dimensional. Seja f € CZ(R™), isto é f € C*(R") e f possui suporte compacto,
e seja T um tempo de parada com respeito a {E(m)}, e assumimos que E*[1] < co. Assumimos
que u(t,w) e v(t,w) sao limitados no conjunto dos (t,w) tais que Y (t,w) pertence ao suporte

de f. Entao

E*[f(Y;)] = f(2) + E°
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onde E* € a esperanca com respeito a lei de probabilidade natural R* para Y; comecando em

z, R*[Y,, € Fy,...Y,, € F] =P°[Y}" € F, ., Y@ € Fy), onde F; sdo os conjuntos borelianos.

A demonstracao deste lema serd omitida. O leitor pode consultar ksendal em [18].

Agora temos condigoes de expressar o gerador infinitesimal A de uma difusao de Ito.

Teorema 1.8.4. Seja X; a difusao de Ito
dXt = b(Xt)dt + O'(Xt)dBt.

Se f € CZ(R") entio f € Dy e
0 1 0?

DEMONSTRACAO: A demonstracao deste teorema segue do lema anterior com t = 7 e a

definicao de A. [ ]

Como exemplo importante, mostraremos o gerador infinitesimal do movimento browniano

n—dimensional.

Exemplo 1.8.1 (Movimento Browniano). O movimento browniano n— dimensional pode

ser considerado como a solucao da equacgao diferencial estocdstica
dXt - dBt,

ou seja, comparando com a difusao de Ito do teorema anterior temos que b=0 e o =1,, a
matriz identidade n—dimensional. Assim o gerador de B; é
1~ 0
Af = / (1.14)

2 i=1 8_1312
1
onde f = f(x1,...,x,) € CZ, isto é, A= §A, onde A ¢ o operador de Laplace.

Finalizamos este capitulo lembrando que a equagao (1.14) serd usada no capitulo 2 quando
estivermos tratando de conexao afim. Nosso objetivo sera escrever uma nova forma para
féormula de It6 e assim escrever uma equacao analoga a (1.14) para o gerador infinitesimal
A.

Agora daremos um exemplo de um processo de difusao que vamos precisar no capitulo 3

quando estivermos tratando de geometria estocastica Finsler.
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Exemplo 1.8.2 (Difusoes de Bessel). Seja B = (B4, ..., B,) o movimento browniano em

R™ n > 2, e considere
R(t,w) = |B(t,w)| = (B} (t,w) + ... + B(t,w))?,

ou seja, a distancia da origem a B(t,w). Pela formula de Ito, obtemos

" BidB;, n-—1
dR = dt.
=1 R + 2R

O processo R € chamado o processo de Bessel n—dimensional pois seu gerador € o operador

diferencial de Bessel
n—1
2x

Af(@) = 31" (@) + " f ).

Para mais detalhes sobre processos de Bessel o leitor pode consultar Ikeda em [15] e

Oksendal em [18].



CAPITULO 2

GEOMETRIA ESTOCASTICA
RIEMANNIANA

Neste capitulo trataremos de calculo estocastico em variedades Riemannianas, trazendo al-
guns resultados de geometria Riemanniana classica. Lembramos ao leitor que muitos resulta-
dos nao estao demonstrados. Nas primeiras secoes fazemos os preliminares geométricos onde
trazemos duas abordagens sobre conexoes. No final do capitulo trazemos duas construgoes do
movimento browniano, onde somente a primeira é intrinseca. Ao leitor interessado em mais
detalhes e nas demonstragoes omitidas indicamos as referéncias do Carmo [8], Kobayashi &

Nomizu [16] e Elworthy [11].

2.1 Preliminares Geométricos

Nesta se¢ao apresentamos alguns conceitos basicos sobre variedades, os quais serao utilizados
no decorrer deste capitulo. A estrutura diferenciavel da variedade é determinada por algum
atlas {(Us; o) : @ € A}, onde A é algum conjunto de indices, {U, : @ € A} é uma cobertura
aberta, e cada ¢, ¢ um homeomorfismo de U, sobre algum subconjunto aberto de R", tal
que no dominio de definicao em R" cada mudanga de coordenada ¢, ogogl é de classe C'°. Os

pares {U,, pa} sdo cartas de classe C°°, como sao qualquer outra tal que quando adicionada

31
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pelo atlas original ela serd uma atlas de classe C*°. Um vetor tangente em x € M pode
ser considerado com uma classe de equivaléncia de curvas diferenciaveis o : (—¢,e) — M
para algum € > 0 com 0(0) = x onde g1 « 09 se %cpa(gl(t)) e %cpa(ag(t)) coincidem em
t = 0 para algum (e portanto todas) cartas (U,, ¢o) com x € U,. O conjunto de tais vetores
formam o espaco tangente T, M a M em z. Qualquer carta sobre z d4 uma bijecao a qual é

usada para dar a T, M uma estrutura de espaco vetorial, independente da escolha da carta.

Definicao 2.1.1. Um grupo de Lie G é uma variedade diferencidvel com uma estrutura de
grupo tal que as aplicagoes

GxG — G

(91,92) +—— 9192

G — G
g — g
sao de classe C.

Exemplos canonicos incluem o circulo S', a esfera tridimensional S* (o grupo multi-
plicativo dos quatérnios com norma 1), o grupo ortogonal O(n) o qual tem SO(n) como
componente conexa da identidade, e os grupos nao compactos (R™, +) e GL(n).

Uma agao a direita de G numa variedade M ¢é uma aplicagao diferencidvel M x G — M

usualmente escrita (z,g) — xg tal que z - 1 = = (para 1 o elemento identidade), e

(-g1)-g2=2- (91" ga)-

Exemplos sao a acao de G em si mesmo pela multiplicacao a direita. A acao natural
de GL(n) em R™ é a agdo a esquerda, definida similarmente. Note que z — x - ¢ é um
difeomorfismo de M, o qual escrevemos como R, : M — M, com L, : M — M para uma
acao a esquerda.

Seja g a algebra de Lie, isto é, o espaco tangente de G em 1. Entao a agao a esquerda

dd um difeomorfismo (trivializacdo de T'G)

Y:Gxg — G
Y(g)(v) — TiLy4(v).
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Assim um semimartingale z em g da uma EDE em G.
A aplicagao v — Y, := Y (-)v d& uma bijegao entre g e o espago dos campos vetoriais
invariantes & esquerda em G. Para qualquer dois campos vetoriais X', X? numa variedade

M existe outro campo vetorial [X!, X?], o colchete de Lie, determinado por
XX f = X'X2f - XPXf

para f : M — R uma funcao de classe C?%. Isto d4 uma estrutura de dlgebra de Lie.
Para um grupo de Lie o colchete de dois vetores invariantes a esquerda ainda ¢ invariante a

esquerda, assim existe um colchete de Lie induzido em g tal que

Y[Uhﬂz] = [le, sz]

d
Seja {o(t) : t € R} uma curva em G com o(0) =1 e - Y, (ot). Isto é um subgrupo a

dt

um parametro e usualmente escrevemos ot = exp(tv). Isto determina
exp:g — G
v exp(v),

nao fazer confusao com outra aplicacao exponencial dada por geodésicas, a qual veremos a

seguir.

2.2 Conexoes no fibrado principal

Um G-fibrado principal sobre M é uma aplicacao m : B — M entre variedades diferenciaveis
a qual é sobrejetiva, onde B possui uma G-acao tal que w(b- g) = 7w(b), para todo b € B,

g € G, e tal que existe difeomorfismos de classe C* (trivializagoes locais)

0, : W_l(Ua) — U, x G
b +— 9a<b) = (W(b>7 ea,w(b))a

x=m(b) com Oy 4 (b-g) = 0,.(b) - g.

Exemplo 2.2.1. Um exemplo importante € o fibrado linear das bases de M, 7 : GLM — M,

onde GLM consiste de todos isomorfismos lineares u : R™ — T, M para algum x € M, com
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7 aplicando u sobre x. A acao a direita é a composi¢ao u - g(e) = u(ge) para e € R™. Cada
elemento u € chamado uma base desde que possa ser identificada com a base {uy,...,u,} de

T, M onde u, = u(ey,) para {ei,...,e,} a base canonica de R™.

Para um G-fibrado principal 7 : B — M o espac¢o tangente 7'B possui um subconjunto

definido naturalmente: o fibrado tangente vertical, ou fibrado sobre as fibras,
TBOVTB={veTB:dr(v)=0}.

Uma conexao em B é uma escolha de um fibrado tangente “horizontal” complementar,
HTB, invariante sobre a acao de G. Uma maneira para fazer isto é tomar uma 1-forma w
com valores em g, isto é, w : T'B — g é diferenciavel, e cada restricao wy, : T,B — g, b € B

é linear, com

(i) @ o dR, = ad(g™') ow, g € G onde ad(g") : g — g é a acdo adjunta, a saber a

derivada em 1 da aplicacao
G — G
a — g '-a-g

(i) w(A*(b)) = A, be B, A€ gonde A* ¢ o campo vetorial (vertical) em B definido por

d
A*(b) = %(b -exptA) o

Tal w é chamada uma forma conexdao. Dada tal forma, pode-se definir um fibrado tan-
gente horizontal por

HTB ={veTB:w(v) = 0}.
Entao,
(a) T,B=HT,B®VT,B paracadabec Be
(b) dR,(HT,B) = HT,,B, b€ B, g € G.

Reciprocamente dado HT B satisfazendo (a) e (b) existe uma forma conexao diferenciavel
induzida. Deve-se construir conexoes por particoes da unidade, mas sem estrutura adicional

nao existe escolha canonica.



CAPITULO 2 GEOMETRIA ESTOCASTICA RIEMANNIANA

35

Para cada trivializagao (U,, 0,) existe uma secao local

So:Us — 7' (Us) CB

r o sale) = 6;1(1)

Isto pode ser usado para puxar de volta uma forma conexao @ para uma 1-forma w0, = s ()

com valores em g dada pela composicao

Wo =wWods, : TU, — g.

Para uma conexao em GL(M) as componentes desta dao os simbolos de Christoffel. De

fato, uma carta (U,,ps) para M determina uma trivializagdo a qual aplicam u a

(Typo) ou : R" — R™ de uma base u em z. Entao s,(z) = (dppa)™t : R* — T, M.

Defina
' pa(Uy) — L(R", g) = L(R™"; L(R"; R"™))

por
[ (pa(z))v = s5(@0)(datpy ' (v)),

v € R”™ obtendo os sfmbolos de Christoffel I,

L) = (DY) (es)(en), e

onde {ey,...,e,} é a base canonica de R"™. A conexao é sem torsao se

['(y)(v1)(v2) = T'(y)(v2)(v1)

ou equivalentemente se T, =T’ ..

2.3 Levantamento Horizontal

Uma conexao para 7 : B — M determina uma aplicacao levantamento horizontal

Hb : Tﬂ-(b)M — TbB

a qual é a inversa da restrigao de dym a HT,B, é um isomorfismo linear.
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Também temos uma maneira de levantar horizontalmente curvas diferencidveis em M

para curvas em B.

Definigao 2.3.1. Uma curva diferencidvel o em B € horizontal se 6(t) € HT B, para todo

t ou equivalentemente se w(a(t)) = 0, para todo t.

Para uma curva C' por partes o : [0,T) — M e by € 7 '(c(0)) existe uma tnica curva
horizontal 6 em B com (0) = by e m(6(t)) = o(t), para todo t (isto é & ¢é o levantamento
de 0.)

De fato dada uma trivializagao (U,, 0, ), cuja o(t) estd em U,,, para & ser um levantamento

0,(c(t)) = (0(t),g(t)) € Uy x G e entao serd horizontal se e somente se

d N .
29(t) = —dRy) (0a(0(1))(5(2))) (2.1)
assim que a existéncia e unicidade local seguem imediatamente da teoria classica de EDO em

G. Para mostrar (2.1) note que os axiomas para @ implicam que para (v, A) em T{, 4y (Ua X Q)

wo (T0,) " (v, 4) = ad(a™ ) Wa(zyv + dL,1 A (2.2)

Note que pela unicidade e invariancia, se g € G o levantamento horizontal de ¢ comecando
em byg é justamente t — G (t)g.

A tnica dificuldade real é estender esta construcao para levantamentos de semimartin-
gales y; (tratando (2.1) como uma EDE de Stratonovich quando o(t) é trocado por y;) ¢
para assegurar que o processo levantado nao explode. Por simplicidade restringimos atengao

agora para uma conexao afim em M, isto é uma conexao em GLM.

Definigao 2.3.2. Dada uma curva C* por partes o : [0,T) — M e um vetor vy € To0)M

definimos o transporte paralelo
//t(vo) S Ta(t)M, 0<tLT

de vy sobre o por
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// vy = &(t)by *(vo) (2.3)

onde 5(t) € o levantamento horizontal de o por by € 71 (c(0)), o resultado sendo indepen-

dente da escolha de by.

Temos agora um campo vetorial W sobre o, isto é W : [0,T] — T'M com W (t) € T, M

para cada t, e assim definimos:

Definigao 2.3.3. A derivada covariante de W sobre o € definida por
DW d 1
VW(X)=—-=//7 (//t W(t)) (2.4)

= 0. Sobre uma

Assim W é paralelo sobre o, isto é W (t / / W(0) se e somente se

ot

carta (Uy,, @) para M, com trivializagao induzida de 7=*(U,), usando a mesma notacio de

(2.1) D .
draoen (T ) = 910) a0 o0

t
: . DWY
onde v(t) = T,u)pa(W(t)), e assim por (2.1) a representacio local T ;) @q - )¢ dada
por
dv .
= T F(0a(t))(0a(t)(v(1)) (2.5)
para 04(t) = ¢o(c(t)) ou, se 9l B denota o campo vetorial sobre U, dado por
0
Tz al 3 ) = %>
¢<W)€
o i-ésimo elemento da base canonica de R"™ e se W (z Z Wz
(3&01
DW\' dw’ e
(&)zd,wﬂm»wwm%» (26)

onde temos somatério nos indices repetidos.
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Definigao 2.3.4. Por defini¢ao uma curva o em M € uma geodésica se seu campo velocidade

o € paralelo sobre o, isto €,

0.

Do
ot
A substitui¢ao disto em (2.3) dd a equagao cléssica local.

Exemplo 2.3.1. Seja L(TM;TM) = U,cp L(ToM; T, M), um fibrado que chamaremos
de fibrado das transformagoes lineares. Esse fibrado tem naturalmente uma estrutura de
variedade diferencidvel com cartas induzidas pelas cartas de M, e uma projecao diferencidvel

sobre M, como outros fibrados tensoriais e.g. o fibrado cotangente
T*M = | J{L(T.M;R)},
0s fibrados exteriores \' T M, e os fibrados das aplicagoes p—lineares
p
L(TM,..,TM;R) ~ Q)T M.

Note que uma base u em x determina um isomorfismo

oL(u) : LR R™) — L(T,M;T,M)
T — pL(u)(T)=uTu™!

e similarmente para os outros fibrados mencionados:

pr(u) :RY — T*M
I — pr(u)()=lou",

e tambéem

pA () (vr Ao Avp) = (uvr) A LA (uvy)

pe(W)T =T(u™' (=), ..,u""(-)).

Estas equagoes também determinam representagoes de GL(n) em L(R™; R"™), A T M, etc.

os quais também sao denotadas por pr, pn, etc.
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Um campo vetorial A em M determina uma aplicacao
A~ :GLM — R"
u — A~(u) =utA(7(u)).
Similarmente uma se¢ao B de L(T'M; T M), isto é uma aplicagao B : M — L(T'M; T M)
tal que B(z) € L(T,M;T,M) para cada = da

B~ :GLM — L(R"R")
u +—— B~(u)=pLu'B.

A derivada covariante VA de A é a se¢ao de L(T'M; T M) definida por
VA(x)(v) = udA™(v™) (2.7)

onde v~ é o levantamento horizontal H,v de v para HT,GLM, para v € T,M. Isto é
frequentemente escrito VA(v) ou V,A.
Derivadas covariantes de outros campos tensoriais e.g. segoes B de L(T'M;TM) sao

definidas similarmente: VB é a secao de L(T'M;L(TM;TM)) dada por
VB(z)(v) = pp(u)dB~(v™) € L(T,M; T, M) (2.8)

para v~ como acima. Em particular as derivadas covariantes de ordem maior sao definidas

desta maneira, e.g.

V?A = V(VA)

é a segao de

L(TM;L(TM; TM)) = L(TM,TM:TM).

Para uma carta (U,, ¢,) para M perto de z, usando a trivializagao induzida de 7=1(U,)
nosso campo tensorial C, dizemos, quando levantado dda uma aplicacao C" em U, x GL(n)
dado por C'(z,g) = p(g)~'C’(z) onde C" é C no nosso sistema de coordenadas, e p é a rep-
resentagao relevante, e.g. p(g) = g para campos vetoriais, p = pr, etc. Nestas coordenadas

v~ = (v, —I'(z)(v)) assim VC(z)(v) é dado por

/

dC’ (v) + dip(T () (v))C' () (2.9)
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onde djp significa a diferencial de p na identidade e.g.

dip*(T(2)(v)) = =(T'(z)v)".

Em particular se o nosso campo vetorial A é dado sobre U, por

AZEA&T"’

etc. entdo somando repetidamente, se z, = @, ()

[VA@W)]" = dA (v) + F§k($a)(vj)(Ak($)) = <§)A(Z> v+ Fék(wa)(vj)(Ak(x)), (2.10)

0X7

——. Na prética tudo é transportado para o conjunto aberto ¢,(U,) de R™ para os célculos

oxd’

assim que

onde formalmente : U, — R significa o resultado da acao em A’ pelo campo vetorial

i 9
é calculado como — A" (¢4 (2", ..., 2™)) no sentido do célculo elementar.

0XJ Oz’

Comparando (2.6) com (2.10) vemos que se V' é um campo vetorial tomando valores v

no ponto z, e se o ¢ uma curva integral de V, assim (t) = V(o(t)), com o(0) = x entéo

DA
EL:O: VA(v) = V,A. (2.11)
Note que se V' é um campo vetorial podemos formar um novo campo vetorial Vi, A ou VA(V)
por

Vv A(X) = VA(V(X))

vimos de (2.8), ou trabalhando no centro das coordenadas normais que para uma conexao

sem torsao
VyA—-V,V =[V, A (2.12)

Como 1ltimo comentario, a diferenciacao covariante comporta-se similarmente a diferen-
ciacao ordindria. Por exemplo se a é uma 1-forma (i.e. uma segao de T*M) e A é um campo

vetorial entao para v € T, M
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d(a(A()))(v) = Vva(A(z)) + (Vv A(z)) (2.13)

Uma maneira para ver isto é escrever a(A(m(u))) = (axou)ou ' A(r(u)) parau € GLM,

x = m(u), e assim derivamos ambos os lados na direcao H,(v).

2.4 Geometria Riemanniana

Apresentamos nesta se¢do alguns conceitos de Geometria Riemanniana, dos quais alguns
serao utilizados no decorrer do texto e quando estivermos definindo os conceitos de geometria
estocastica. Aqui, trazemos outra abordagem sobre conexoes como na se¢ao 2.2, onde uma
conexao no fibrado OM & chamada uma conexao Riemanniana no sentido que foi visto na

segao 2.2 deste capitulo. Seguimos de perto a boa referéncia de Carmo [§].

2.4.1 Meétrica Riemanniana

Definicao 2.4.1. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferencidvel M de di-
mensao n € uma correspondéncia diferencidvel g que associa a cada ponto p € M um produto

interno (.,.) (isto é, uma forma bilinear simétrica, positiva definida) no espago tangente de
M em p, T,M. Ou seja,
g: M — ((p:T,M xT,M — R)
p — gp)(u,v) = (u,v),
onde u,v € T, M.

A propriedade positiva definida garante que g é nao degenerada. Uma métrica que
seja simétrica e nao degenerada (nao necessariamente positiva definida) é dita uma métrica
pseudo-Riemanniana.

Uma variedade munida de uma métrica Riemanniana é dita uma variedade Riemanniana.

Seja uma carta (U, ¢) em M, U C M, com fungoes coordenadas ¢(u) = (x',...,2"),u € U.
Se {X; = %} ¢ a base natural de TU entao as componentes da métrica Riemanniana ¢ sao

as fungoes g;; = g(X;, X;). Denotamos os elementos da matriz inversa de [g;;] por g".
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Podemos induzir uma métrica Riemanniana em uma subvariedade M de R restringindo
o produto interno de R* ao espaco tangente TM. O famoso teorema de J. Nash afirma que
toda variedade Riemanniana pode ser obtida dessa forma.

Com uma métrica Riemanniana podemos calcular comprimentos de curvas. Seja M
uma variedade Riemanniana com métrica (-,-) e ¢ : I — M, com I = [0, 1], uma curva

diferencidvel, entao definimos o comprimento dessa curva por

Y /de de B
l(c :/ <—,—> dt
(c) o \dt dt

Uma métrica Riemanniana determina uma medida em M, que denotaremos por u, tal
que se (U, @) é uma carta para M entao o pull-back p de u‘ por ¢ ¢é equivalente a medida
U

de Lebesgue no conjunto aberto ¢(U) de R"™ com

u(dz) = /det Gl (2))A(dx)

onde X é a medida de Lebesgue e G é a representacao local da métrica. Usualmente escreve-
mos dx por p(dz) ou A(dx) e escrevemos g(x) para det G(z). Note que v/g(z) = | det d, "

para y = (), onde det refere-se ao determinante obtido usando (-, ), e (-, -)gn.

Proposigao 2.4.2. Toda variedade diferencidvel M (de Hausdorff e com base enumerdvel)

possui uma métrica Riemanniana.

2.4.2 Conexao Afim e Derivada Covariante

Seja ¢ : I — M uma curva diferenciavel, com I = [0, 1] em uma variedade M mergulhada
em R*. Seja também V (t) € T.()M um campo de vetores ao longo da curva c(t). A derivada
av

%7 (t) ¢ um vetor que em geral nao pertence ao espago tangente T, M. Portanto a derivada

av

o (t) ndo é uma nogao da geometria intrinseca da variedade. Com a estrutura de uma

conexao afim é possivel definir a derivada covariante % que pertence ao espago tangente T'M

e portanto é consistente. Com a derivada covariante poderemos definir campos de vetores

paralelos ao longo de uma curva c¢: [ — M, a aceleragao de uma curva e geodésicas.
Lembramos que X (M) denota o espaco vetorial dos campos de vetores de classe C™ em

M, e F(M) denota o anel das fungoes de classe C*° em M.
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Definicao 2.4.3. Uma conezxao afim V em uma variedade diferencidvel M € uma aplicagcao

Vi X(M)x X(M) — X(M)
(X,Y) — VyY

satisfazendo as sequintes propriedades:

(i) VixigvZ = fVxZ +gVvZ;

(ii) Vx(Y +2) =VxY +VxZ;

(iil) Vx(fY)=fVxY + X(f)Y onde X,Y,Z € X(M)e f,g € F(M).

Isto é equivalente a definir TOM = HTOM & VTOM, no sentido que fizemos para
conexdes no fibrado principal na se¢ao 2.2. Lembrando que se X € X(M), f € F(M) e
p € M entao X (f) é definido da seguinte forma

X(f)(p) = df,(X(p))-

Seja uma carta (U, ) em M, U C M, com fungoes coordenadas p(u) = (z,...,2"),u € U.
Se {X; = %} é a base natural de TU entao podemos escrever dois campos de vetores X,Y

como combinacao linear dos elementos da base natural, ou seja,
X = viXi, Y = w'X;
assim obtemos
VxY = Vyxw'X; = v'Vyx,w X; = v'w/'Vx, X; + v X; (w!) X

k

Definimos as fungoes diferencidveis I'j;, associados a carta (U, ¢), da seguinte forma

kX

v

VyX; =T

As fungoes acima definidas sdo chamadas de simbolos de Christoffel de uma conexao associ-

ados a uma carta. Com os simbolos de Christoffel podemos escrever

VxY = viijijk + 0 X (w’) X = (injrfj + X (w*)) X
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Proposicao 2.4.4. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao afim V e uma

curva diferencidvel ¢ : I — M. Entao existe uma unica correspondéncia % que associa a

uma campo vetorial diferencidvel V (t) € T, M ao longo da curva diferencidvel c(t) outro
campo vetorial diferencidvel ZX(t) € ToyyM ao longo de c(t), denominada derivada covari-

ante de V' ao longo de c, tal que
(i) Z(v+w)=2LY 4 DWW,
(i) 2(/V) =%V + %5

(iii) Se V' € induzido por um campo de vetores Y € X(M),isto €, V(t) = Y (c(t)), entao

DV

= = V%Y, onde V.W sdao campos de vetores ao longo de c, e f é uma func¢ao

diferencidvel ao longo de c.

Seja novamente uma carta (U, @) em M, U C M, com funcoes coordendas (z?,...,2") =
¢(u),u € U. Seja também {X; = 52} a base natural de TU. Seja ¢ : I — M uma curva
diferenciavel e V (t) € T, M um campo vetorial diferencidvel ao longo da curva diferenciavel

c¢(t). Podemos escrever
V(t) = o' Xi(e(t)) e 292 = i (1) X;(c(t))

e portanto %(t) € T.(y M pode ser escrito dessa forma

DV D, . (1) ...D
—L(0) = ZEOXi(e) = FPX(el) + (1) 2 (Xiel)

= O X (e(t) + 0 gy Xielt)

- %X"(C(t)) + 0" (6) Vs 1), et Xi (1))
= P (ot + o (O O(Tx, X))

- dv;t(t)Xi@(t»+vi<t>o'ﬂ'<t>rfj<c<t>>xk<c<t>>

que numa notacao mais enxuta fica

DV dv dxd
T (T i) X,
dt <dt+”vdt> g
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Definicao 2.4.5. Seja M uma variedade Riemanniana com uma conexao afim V. Um campo
vetorial V (t) ao longo de uma curva diferencidvel ¢ : I — M € dito paralelo se — = 0

dt
para todo t € 1.

A definicao de campo paralelo é equivalente a um sistema de n equagoes diferenciais de

primeira ordem em v*(t),

dvk AT

Como o sistema de equagoes ¢ linear em v¥(t) entao existe uma tinica solugao satisfazendo
a condigao inicial v*(0) = vf definida em todo ¢ € I. Portanto dado um vetor Vi € T M

existe um unico vetor paralelo V(¢) ao longo de ¢: I — M.

Definicao 2.4.6. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao afim V e uma
métrica Riemanniana (-,-). A conexdo € dita compativel com a métrica (-,-), quando para
toda curva diferencidvel ¢ : I — M e quaisquer pares de campos paralelos P e () ao longo

de ¢, tivermos (P, Q) constante, ou seja,

d
—(P(t), Q(t))eqr) = O.

(P, Q)

Proposicao 2.4.7. Seja M uma variedade Riemanniana. Uma conexao V em M e com-
pativel com a métrica se, e somente se, para todo par de campos de vetores P e () ao longo

de uma curva diferencidavel ¢ : I — M temos

d
dt

DP D

Corolario 2.4.8. Uma conexdo V em uma variedade Riemanniana M € compativel com a
métrica se, e somente se XY, Z) = (VxY,Z)+ (Y,VxZ), para todo X,Y,Z € X(M).
Definicao 2.4.9. Seja uma conexao afim V em uma variedade Riemanniana M. Definamos
a aplicacao torsao

Tor: X(M)x X(M) — X(M)

(X)Y) — VxY —-VyX —[X)Y]

A conexdo afim V € dita simétrica se Tor = 0, ou seja, Tor(X,Y) = 0, para todo X,Y €
X(M).
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Teorema 2.4.10. Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma unica conexdo afim V

em M satisfazendo as condigoes
(i) V € simétrica;
(ii) V € compativel com a métrica Riemanniana.

Esta conexao é chamada de conexao Riemanniana, ou conexao de Levi-Civita de M.

Na conexao Riemanniana, os stimbolos de Christoffel sao dados em funcao da métrica g,;,

1 g, Ogri  09i;

2 oxt oxi — Oxk

2.4.3 Geodésicas

Em R", dados dois pontos p e ¢, existe uma unica curva ¢ : I — R" que minimiza a

distancia entre os eles. Essa curva é uma reta a qual tem a seguinte propriedade

d (dc
a(a)—o

Uma abordagem natural seria definir as geodésicas como as curvas que minimizam o
comprimento entre dois pontos. Porém, ao trabalhar em variedades diferentes de R", a

nossa abordagem para geodésicas é de defini-las através de uma generalizagao da equacao

D [dc
a(a>—0

D ,
onde — ¢ a derivada covariante. E possivel entao mostrar que as geodésicas definidas dessa

dt

forma minimizam, localmente, o comprimento entre dois pontos da variedade.

acima

E evidente que as duas equacoes anteriores sao equivalentes em R”.

Definicao 2.4.11. Uma curva parametrizada v : I — M em uma variedade diferencidvel

com uma conexao afim ¥V € uma geodésica em ty € I se

D (dv
a(a)—o
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no ponto tg. Se v é geodésica em t, para todo t € I dizemos que v é uma geodésica. Se
[a,b] C I e~y : 1 — M, a restricao de vy a [a,b] € chamada (segmento de) geodésica ligando
v(a) e(b).

dry . - .
Portanto o campo de vetores tangentes I a geodésica vy é um campo de vetores paralelos
ao longo de 7.

Se v: 1 — M é uma geodésica e (-, -) uma métrica Riemanniana entao

d jdy dyN _,/Ddy dy\
dt \dt’ dt/ T~ \dtdt’dt/

|dfy%_ dy dvy %_
at” " N\ata) "

¢ constante ao longo de . Portanto o comprimento de arco s da curva v ¢ dado por

s(t) = s(to) + /t: <CCZZ_Z’ Z—Z>% dt = c(t — to)

e portanto o parametro de uma geodésica «y é proporcional ao comprimento de arco. Quando

Logo

o parametro é o préprio comprimento de arco, ou seja, ¢ = 1, dizemos que a geodésica esta
normalizada.

Seja uma carta (U, ) na variedade M, dando origem a um sistema de coordenadas
(x',...,2") = ¢(u). Suponha que y(ty) € U C M e portanto nesta carta temos a repre-

sentacao local de ~

e portanto

dx » .
x<t><$(t)> = dp™ |a (@'(t)e:)

= #(tde™| () = DX ()

Nesta carta podemos entao escrever a geodésica como
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d . . 4
@ <l> = (@0)X) = @X+i'VaX,
dt dt
= B'X; 4+ @'V, X
= #'X;+i'i'Vx,X;

= (&" + &' Th) X

e portanto a condigao geodésica, em coordenadas locais, é equivalente ao sistema de n
equacoes diferenciais

P+’ =0, k=1,...,n

chamadas de equagoes geodésicas.
Considere o espago tangente T'M da variedade M em questao. Entao dada uma carta

(U, ) na variedade M com fungdes coordenadas (z',...,2") induzimos de forma natural

uma carta (TU,T¢) em TM com fungoes coordenadas (z',...,2", y',...,y™). Nesse sistema

de coordenadas locais de T'M definimos o sistema dinamico
k
dz® _ y
dt
dy*
dt

que é equivalente as equagoes geodésicas. O sistema dinamico acima nos define um campo

= —Fijiyj, k=1,..n

de vetores X em T(TM) que é uma equagao de segunda ordem no sentido definido anteri-

ormente, isto é, em coordenadas locais

X(l’,y) = (xaan1($>y)7X2(xay>)

com
_ — Lk i
Xi(z,y) =y e Xo (z,y) = —Thy'y’.

E possivel mostrar que o campo vetorial G em T'M definido acima é o Unico cujas
trajetérias (solugoes c(t) = (x(t),y(t))) do sistema dindmico
dc

%:X(C)
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sao da forma t — (y(t),7'(t)), ou seja, o campo é uma equacio de segunda ordem e (t) é

uma geodésica em M.

Definicao 2.4.12. O campo vetorial G definido a partir das equacgoes geodésicas é chamado

de campo geodésico em T M e seu fluxo € o fluxo geodésico em T M.

Estamos indo em diregao para definir a aplicagao exponencial, exp : TM — M a qual
tem relacao direta com geodésica da variedade M.

O campo vetorial G é de classe C* e portanto existem solugoes locais tinicas garantidas
pelo teorema acima. De fato, dado o sistema dinamico % = G(c(t)), entdo para cada
p € M, e dado um aberto B C T'M, existe um aberto A, com 0, € A C B C TM (onde
0, € T,M ¢ o vetor nulo do espaco tangente T, M), um nimero § > 0, e uma aplicacdo C*,
0 :(—0,0) x A— B tal que a curva t — @(t,v,), t € (=6,0), v, € A, é a tinica trajetéria
de G que satisfaz a condigao inicial ¢(0,v,) = v,.

E possivel escolher A da forma
A={v, €eTU;peUecely| <c}

ondepe UCV C M, comV =n(B),onden: TM — M é a projegao candnica. Podemos

entao reescrever esse resultado da seguinte forma:

Proposicao 2.4.13. Dado p € M, existem um aberto U C M, p € U, nimeros § > 0 e

e >0 e uma aplicagao C'*
v:(=6,0) x A— M onde A={v, e TM;peU elv,| <e

tal que a curva t — y(t,v,), t € (—0,9), € a unica geodésica de M que no instante t = 0

passa por p com velocidade vy, para cada p € U e cada v, € T,M com |v,| < .

Proposicao 2.4.14. Se a geodésica (t,v,) estd definida no intervalo (—6,0), entdo a

geodésica y(t,avy), a € R,a > 0, estd definida no intervalo (—g, g) e

/Y(at7 Up) - 7(757 pr)'
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A igualdade apresentada na 1ltima proposicao é chamada de propriedade de homogenei-
dade das geodésicas. Com essa propriedade e o teorema de existéncia e unicidade das

geodésicas temos a seguinte proposicao.

Proposicao 2.4.15. Dado p € M, existem uma vizinhanca V' de p em M, um niumero e > 0

e uma aplicagio C*°, v : (=2,2) x U — M,
U=A{w, € TM;q e V,w, € T,M, |w,| < e}

tal que t — y(t,wy), t € (—2,2), € a Unica geodésica de M que no instante t = 0 passa por

q com velocidade wy, para cada ¢ € V' e cada wy € TyM, com |wy| < €.
Com essa proposicao podemos definir a aplicagao exponencial.

Definigao 2.4.16. Sejap € M e U C TM um aberto garantido pela proposi¢cao anterior.
Entao definimos a aplicagao

exp: U — M

v
exp(vg) = (1, vq) = y(|vgl, ﬁ),
q

onde vy € U que é chamada de aplicagao exponencial em U.

A aplicagao exponencial é claramente diferenciavel. Definimos a restricao da aplicagao

exponencial a um aberto do espaco tangente T, M da seguinte forma

exp, vci,M — M
vy exp,(vy) = exp(v,)
Definida a restricao da aplicagao exponencial ao espaco tangente, temos os seguintes

resultados.
Lema 2.4.17. d(exp,)o = Identidade.

Proposicao 2.4.18. Dado q € M, existem um € > 0 e um aberto V. C T,M tal que a

aplicagao exp, : V. C TyM — M ¢é um difeomorfismo entre V' e o aberto U = equ(V).
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O aberto U = exp,(V) é chamado de vizinhanga normal de ¢. Se B.(0) C V, entao
B.(q) = exp,(B:(0)) é chamada de bola normal, ou bola geodésica.

Definicao 2.4.19. Uma curva diferenciavel por partes € uma aplicacdo continua
c:la,b] — M de um intervalo fechado [a,b] C R em M satisfazendo a sequinte condi¢do:
existe uma particio a =ty < t; < ... < ty_1 < tp = b de [a,b] tal que as restrigoes ¢ titian]’
1=0,....,k — 1 sao diferencidveis.

Definigao 2.4.20. Um segmento de geodésica 7y : [a,b] — M ¢é chamado minimizante se

l(y) <l(c), onde l(-) indica o comprimento de uma curva e ¢ € qualquer curva diferencidvel

por partes ligando y(a) e y(b).

Lema 2.4.21. Seja p € M e seja v € T,M tal que exp,v esteja definida.
Seja w € T,M ~ T,(T,M). Entao

((dexp,)v(v), (dexp,)y(w)) = (v,w)
Tendo em maos estas defini¢oes, obtemos a seguinte propriedade minimizante das geodésicas.

Proposigao 2.4.22. Sejam p € M, U uma vizinhang¢a normal de p,e B C U uma bola normal
de centro p. Seja vy : [0,1] — B um segmento de geodésica com v(0) = p. Sec:[0,1] — M
¢ qualquer outra curva diferencidvel por partes ligando v(0) a v(1) entdao temos a sequinte

relagio entre os comprimentos das curvas v e c: I(y) < l(c) e se a igualdade vale, entao

(10, 1)) = ([0, 1]).

Teorema 2.4.23. Para cada p € M existe uma vizinhanca W de p e um nimero § > 0, tal
que, para cada g € W, exp, € um difeomorfismo entre B5(0) C T,M e exp,(B;(0)) 2 W, isto

é, W ¢ vizinhanca normal de cada um de seus pontos.
Chamamos W de vizinhanca totalmente normal de p € M.

Coroldrio 2.4.24. Se uma curva diferencidvel por partes v : [a,b] — M, com parametro
proporcional ao comprimento de arco, tem comprimento menor ou igual ao comprimento de

qualquer outra curva diferencidvel por partes ligando ~y(a) a ~(b) entdo v é uma geodésica.
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2.5 Movimento Browniano

Agora vamos em diregao ao principal objetivo deste capitulo: apresentar as duas construcoes
do movimento browniano numa variedade Riemanninana. Mostraremos dois teoremas, onde
o primeiro teorema devido a Eells-Elworthy-Malliavin, é uma construcao intrinseca. A se-
gunda construcao nao ¢é intrinseca pois depende do mergulho da variedade. Colocamos
apenas a demonstragao da segunda construgao usando o chamado sistema browniano gradi-

ente.

2.5.1 Preliminares

Dada uma métrica numa variedade M podemos considerar bases ortonormais, onde

u : R" — T, M sao isomorfismos e preservam produtos internos, isto é,

(ule),u(€))e = (e, € rn.
O espaco OM de tais bases é um subconjunto de GLM, e conservando 7 : OM — M para
denotar a projecao ela forma um fibrado principal com grupo O(n).

Uma conexao em OM & chamada uma conexao Riemanniana no sentido que foi visto na
segao anterior. A 1-forma @ toma valores na dlgebra de Lie o(n) de O(n) a qual pode ser
identificada com o espaco das matrizes anti-simétricas n x n, pode ser estendida sobre todo
GLM pela agao de GL(n) em GLM, insistindo na condigao: (i) para uma forma conexao
(ou (b) para os subespacos horizontais correspondentes). Assim se determina uma conexao
em GLM e assim estao associadas coordenadas locais aos simbolos de Christoffel, os quais
podem ser usados para calcular derivadas covariantes como vimos anteriormente.

Um ponto importante é que para esta conexao induzida em GLM, dada uma curva o
em M, o levantamento horizontal ¢~ de ¢ para GLM iniciando da base ortonormal que esta
em OM e é o mesmo que o levantamento horizontal para a conexao original em OM. Uma
consequéncia imediata das defini¢oes, e das equagoes (2.3) e (2.4) é que o transporte paralelo

preserva produto interno,
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<//tv’ //tv/>g(t) = <U7 U/>U(0) (2.14)

para v,v € T50)M, e para campos vetoriais W, W' sobre o

G(vowe)  =(5F W/<t>>a(t) + (W), EV—;% (2.15)

Consequentemente, por (2.11), se Wy, W5 sdo campos vetoriais e v € T, M entao
d(Wi(=), Wa(=)) ) (v) = (VWi (v), Wa(x)), + (Wi(z), VIVa(v)), (2.16)

Agora fagamos os tltimos detalhes antes de iniciarmos com a parte estocastica deste

capitulo. Uma métrica em M dé uma identificagao de T, M com o seu dual 7y M por

“.T.M — M
v — v T,M — R
w — vﬁ(w) = (v, W),.

Em coordenadas locais (Ua,pa), s€ja va(y) = (2'(y),...,2"(y)) para y € U, entao

1 m o) o) _ i 0
{d,, ...,d;} forma uma base dual para {7, ..., 507}, calculado em y. Se v = v'z% em y

entdo v? = v;d,z" onde v; = g;;(y)v’.
Escrevemos [ — [* para a inversa deste isomorfismo também. Escolhendo o campo
vetorial A tal que paraxz € M ev € T,M, A(x) =v e VA(z) = 0, a equacao (2.11) mostra

que para uma l-forma «
(V,a) = Vv,al

Similarmente V, comuta com o “sobe”e “desce”dos indices em outros campos tensoriais.
O gradiente, gradf, ou V f, de uma funcao f : M — R de classe C!, é o campo vetorial
(df ) que
(Vf(x),v), =df(v),para todox € T, M.
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Em coordenadas locais

Vi) = Vi) o (2.17)
onde
Vg (x)% (2.18)

com [¢(z)];; é a matriz inversa G(z)~* de [g;;(x)].
Para um campo vetorial A de classe C*!, em M, o divergente, divA : M — R, é dado

por

div A(x) = %det d, F; o (2.19)

onde (t,z) — Fy(z) € M é o fluxo solugao de A, no dominio da definigdo em R x M. Ele

representa a taxa de mudanca de volume pelo fluxo. Ele é dado por
divA(z) = tracoVA(z). (2.20)

De (2.22), usando a férmula de mudanca de varidveis para medida de Lebesgue obtém-se o

teorema da divergéncia
/ divA(z)dz =0
M

para M compacta e sem bordo. Portanto, por (2.8), se f: M — R,
divfA(z) = (VF(), A@)). + f(2)divA(z)

vimos disto que div e —V sao adjuntas.

O operador de Laplace-Beltrami A em funcoes de classe C?, f : M — R é definido por
Af =divVf,
ou equivalentemente,

Af = tracoVdf = Z V(df)(e:)(e;)
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onde ey, ..., e, sdo ortonormais. Ele determina um operador auto-adjunto A em L?(M;R).
Em coordendas locais possui a formula

0*f of

Af(z) = g7 (x) 55— = g7 () 03(2) 57 (2.21)
Af) = g(o) o {0t 055 ) (222

as quais sao vistas usando (2.7) e (2.18) para (2.19), e (2.21) e (2.17) para (2.20).

2.5.2 Primeira construcao do Movimento Browniano

Fazemos aqui a construgao intrinseca do movimento browniano numa variedade Rieman-
niana. Trazemos algumas defini¢coes e o teorema principal, o qual omitimos a demon-
stracao. Esta construcao corresponde ao que se conhece por “desenvolvimento de Cartan”ou
“rolling” estocatico em variedades Riemannianas. O leitor interessado em mais detalhes pode

consultar a referéncia Elworthy [11].

Definigao 2.5.1. Seja M uma variedade Riemanniana com sua conexao de Levi-Civita. Por

um movimento browniano em M entendemos um processo estocdstico continuo {:ct 0<t<
1

¢}, definido até um tempo de parada, o qual é Markov com gerador infinitesinal A = EA’

no sentido da equagdo (1.14) do capitulo 1.

Agora passemos a lembrar da férmula de It6 e da equacao do gerador infinitesimal vistas
no capitulo anterior. Aqui, apresentamos outra versao para as duas, preparando o leitor para
os proximos resultados. Tendo em maos uma conexao afim qualquer, via definigao 2.4.3,

podemos escrever uma segunda versao para férmula de It6 (1.1). Assim temos

fla) = fa)+ [ X)) + 5 [ (VAN )2V ()dz) +
+df (VY (Y (x)dz,)dz)} (2.23)
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a qual d4 outra forma para o gerador infinitesimal A,
A= % > AV (XP(2)(XP(x)) + df (VXP(XP(2)))} + df (A(x)). (2.24)
p=1

Portanto, da férmula (2.24) temos a seguinte proposigao:

Proposicao 2.5.2. Uma solugao de
dl‘t = X(.I‘t) o) dBt + A(l’t)dt
¢ um Movimento Browniano se, e somente se,

(i) X(z):R™ — T, M € a projecao sobre T, M para cada x em M, isto é, X (x)o X (x)* =
1d;

(i) A(z) = —% S VXX ().

p=1
Definic¢ao 2.5.3. Seja dz; = X (x;) o dB; + A(x)dt uma EDE no sentido de Stratonovich.

O drift (ou coeficiente drift) é o campo vetorial

x — A(x) + % D VXP(XP(x)).

p=1

Na proposicao acima quando (i) é verificada mas (i) nao, dizemos que {z; : 0 <t < ¢}
é um movimento browniano com drift.

Também de (2.24), para uma conexao afim arbitraria, que em geral o gerador A para
nossa solugao é eliptico se, e somente se, X (x) é sobrejetivo (neste caso a EDE ¢é dita ser
nao-degenerada). Neste caso cada X(x) induz um produto interno em T, M, o produto
interno quociente, e assim determina uma métrica Riemanniana em M. Assim as solucoes
para uma EDE nao-degenerada sao movimentos brownianos com drift para alguma métrica
(unicamente definida) em M, e equivalentemente qualquer operador eliptico A pode ser
escrito como % A+ B para algum operador de primeira ordem, isto é, um campo vetorial B.
Ainda trabalhando em R", deseja-se tratar com geradores elipticos A, a geometria diferencial

da métrica associada nao sera em geral trivial e pode iniciar uma regra importante.
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Embora sempre existem coeficientes X e A satisfazendo (i) e (i7) ndo existe escolha
natural a qual pode ser aplicada para variedades Riemannianas gerais. Além disso existe
uma EDE canodnica no fibrado das bases ortonormais OM de M, e resulta que as solugoes
desta construgao projetadas em M sdo movimentos brownianos. A construgao devido a Eells-
Elworthy-Malliavin corresponde ao “desenvolvimento”ou “rolling” estocastico em variedades
Riemannianas e é encontrada nas referéncias Hsu [14] e Elworthy [11]. Utilizando os campos

standard H,, definimos

X:0MxR* — TOM
(u,e) — X(u)e = H,(u(e))

Para ug € OM seja {u; : 0 <t < £} a solugao maxima para
dUt = X(Ut) (@) dBt (225)
onde {B; : 0 <t < &} é movimento browniano em R” (m = n).

Teorema 2.5.4. Seja x; = w(uy), temos que {x; : 0 <t < £} € um movimento browniano

em M definido até o seu tempo de explosao.

A demonstracao deste teorema sera omitida, o leitor pode consultar as referéncias Hsu
[14] ou Elworthy [11].

O cléssico desenvolvimento de Cartan aplica uma curva diferenciavel
{o+:0 <t <oo}emR" (ouT,,M), comecando na origem, para uma curva em M comegando
em xo. Matematicamente ele é justamente como descrito acima com B, trocado por o(t) em

(2.25) para produzir a equagao deterministica

% = X (u(t)) (Cé—(z) (2.26)
com u(0) = 0 uma base dada em zy. A curva resultante x(t) em M, é definida para todo
tempo se M é completa, é que a qual é obtida pelo procedimento mecéanico classico de
“colocando M numa cépia de R (por ug), entao rolando M ao longo de {0y : 0 <t < oo}
sem deslizar e tomando x(t) sendo o ponto de contato de M com R” no tempo t 7. A base

u(t) : R® — T,y M representa a maneira que M é tocada em R™ no tempo t. Quando
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tentamos visualizar, ou esbogar, a situagao torna-se claro que os objetos naturais usados sao
bases afim, como faz Kobayashi & Nomizu em [16], antes mesmo que as bases lineraes as
quais temos usado.

Destacamos que a construgao dada no teorema acima € intrinseca, nao depende do mer-
gulho.

Como cada X (u)e € T,0M, as consideragoes feitas na segao 2.3 sugerem chamar a solucao
{us : 0 <t <&} o levantamento horizontal do movimento browniano {z; : 0 <t < £} de wy.
De fato, é facil ver que ele satisfaz localmente a equagao local (2.1) considerada como uma
equagao de Stratonovich com z; trocada por oy.

Podemos entao definir o transporte paralelo ao longo das trajetérias do nosso movimento

browniano:

Definigao 2.5.5. O transporte paralelo sobre as trajetorias do movimento browniano é dado
por
//t: TooM — T, M

vo — [/, (whe = w(w)ug ' (vo), w € Q.

Também se {W; : 0 <t < £} é um campo vetorial sobre {z; : 0 <t < £}, isto é,
Wt(w) S Txt(w)M, w € €.

Definicao 2.5.6. A derivada covariante de W ao longo das trajetorias brownianas é o campo

vetorial sobre {x; : 0 <t < &} dado por

DaI:/t - //t% (//t_th) (2.27)

Podemos pensar que qualquer movimento browniano em M num ponto xg pode ser consider-
ado como obtido do desenvolvimento estocastico de um movimento browniano em R". Para
fazer isto temos o anti-desenvolvimento o nosso Movimento Browniano dado em M, o leitor
interessado em ver mais detalhes sobre o anti-desenvolvimento pode consultar a referéncia

Elworthy em [11].
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2.5.3 Segunda Construcao do Movimento Browniano

Suponhamos agora que M possa ser mergulhada em R"™?, onde M terd a métrica Rieman-
niana induzida. Ent@o existe um Sistema Dinamico Estocéstico natural (X, B) em M onde
{B; : t > 0} é um movimento browniano em R"*? e X ¢ justamente a aplicacdo projecao

ortogonal
X:MxRv? — T M

(x,v) — X,(v) €T, M.
Assim P(z) : R® — T,M é a projecao ortogonal, pois tendo um processo estocéstico
{y; : 0 <t < s} em M e tomando algum mergulho ¢ : M — R"P para algum p e fazendo
2z = o(y;) teremos que z é semimartingale, e se X : M x R""? — TM é a aplicagao

projecao ortogonal, como acima, entao y ¢ uma solugao para
de't = X({L't) e} dZt (228)

Suponha que f: M — R é de classe C*'. Seja fy : R® — R alguma extensao diferencidvel

de f. Usando V para o operador gradiente de fun¢oes em R” temos

df (v) = dfo(v)

para v € T, M e assim
Vf(z) = X(2)V fo(x),

para x € M. Assim se ¢ : M — R" é o mergulho de M em R", escrevemos

vemos que
XP(x) =V¢P(x), xeM, p=1,..,m. (2.29)

Esse sistema dinamico estocastico serd chamado Sistema Browniano Gradiente pelo mer-
gulho ¢. Nosso objetivo é mostrar que as suas solugoes sao movimentos brownianos em M.
Para isto pela proposi¢ao 2.5.2 temos que verificar que:

ZVXP(XP(.I‘)) =0, para todo x € M.

p=1
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Antes de provar o teorema que queremos, passamos por algumas consideracoes da ge-
ometria diferencial. Suponha que Z é um campo vetorial em M. Tome alguma extensao
diferencidvel a qual escrevemos Zy : R™ — R™. Para v,M = (T,M)* em R", como est4

em [11], existe uma aplicacao bilinear simétrica
oy T,Mx T,M — v, M
chamada segunda forma fundamental de M em z, tal que a féormula de Gauss é verificada:
DZy(x)(v) = VZ(v) + . (Z(z),v). (2.30)

Uma maneira para provar isto é definir VZ(v) sendo a componente tangencial de DZy(z)(v) e
escrevemos U,(Zp,v) para a sua componente normal. Entdo pode-se verificar que
(Z,v) — VZ(v) satisfaz as condigoes que asseguram que ela é o operador derivada co-
variante para a conexao de Levi-Civita em M e além disso mostrar que v,(Zy,v) possui
a forma dada para a, simétrica. Assim existe a aplicacao bilinear para cada x € M,

A, T, M x v,M — T, M definida por

(Az(u,€),v) = (a(u,v),€). (2.31)

Se £ : M — R™ é de classe C! com &(x) € v, M para todo x € M e & ¢é uma extensao de

classe O entao a férmula de Weingarten d4
Dé&y(z)(v) = —A,(v,€(z)) + componente normal. (2.32)

De fato, para z € M,
(Zo(z),&o(2)) =0
para Z e Zy acima. Portanto se v € T, M
(DZy(x)v,&(x)) + (Zo(x), DE(x)v) = 0,
isto é,

(0 (Zo(x),v),&(x)) + (Zo(x), componente tangente de Déy(x)v) = 0
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provando (2.30).
Agora enunciaremos o teorema que caracteriza o movimento browniano em M. Esse

resultado é devido a K. Itdé em 1950.

Teorema 2.5.7. As solugoes do sistema browniano gradiente para uma subvariedade M de

R™ sao movimentos brownianos em M.

DEMONSTRAGAO: Pela proposi¢ao 2.5.2 a condi¢ao (i) do movimento browniano j& estéd

verificada. Estamos interessados em mostrar que

> VXP(XP(x)) = 0.

p=1
Devemos recordar a formula do gerador infinitesimal (2.24) e concluir a igualdade vista na
definicao 2.5.1 de movimento browniano.

Sejam E' = (1,0,...,0),E* = (0,1,0,...,0),..., E™ = (0,0,...,0,1) campos vetoriais con-
stantes em R™. Entao

Fi(z) = X(2)E? + Q(x)E?

para Q(z) = Id— X (), onde Q(x) é a projecao em v, M = (T,,M)*. Dai, diferenciando esta

igualdade e tomando a componente tangencial, para v € T, M, temos
0=dE'(z)(v) = —A.(v, Q(z)E) + VX (v).

Agora escolhemos uma base ortonormal {ey, ..., e,,} de R™ tal que {ey,...,e,} é tangente a

M em z. Entao, Q(x)e; =0 para j = 1,...,n o que implica em
0=—A,(v,0) + VX’ (v) = VXI(X7)

e pela definigdo da aplicagao bilinear A, concluimos que VX7(X7) = 0, para j = 1,....n
Por outro lado, VXJ(XJ) = 0, para j =n+1,...,mporque X’ =0, paraj=n-+1,...me
assim obtemos Z VX7 (X7) Z VX7(0) = 0. Logo, ZVXj(Xj(x)) = 0.

Jj=n-+1 Jj=n-+1 j=1

1
Portanto, o gerador infinitesimal definido por (2.24) A = 5 A, o que mostra que as solugoes

do nosso sistema browniano gradiente sao movimentos brownianos em M. [ ]



CAPITULO 3

GEOMETRIA ESTOCASTICA FINSLER

Chegamos no ultimo capitulo deste trabalho. Como citamos anteriormente, o nome “geome-
tria Finsler”surgiu da tese de doutorado de Paul Finsler em 1918. Segundo Chern em [9],
geometria Riemanniana sem a restri¢ao quadrética L? = g;;da’dz? tem sido conhecida como
geometria Finsler, isto é, geometria Finsler seria a generalizagao da geometria Riemanniana.

Geometria Finsler também pode ser considerada como a geometria da simples integral

b ; d:L’Z
5= [ o5 (3.1)

com1l < i < neos 2 sao as coordenadas do espaco. Considerando Q@ C R” um con-
junto aberto e L : 2 x R" — R” uma funcao continua. O problema bésico do calculo das
variagoes é estudar as curvas v : [a,b] C R — ), ligando dois pontos fixados, tal que a
integral acima é minima. Curvas que minimizam esta integral, para pontos proximos, sao
chamadas geodésicas no sentido do que foi exposto no capitulo anterior. Historicamente, a
integral (3.1) é o objeto primdrio do calculo das variagdes, cujo estudo comegou no século
XVII com grandes nomes tais como Newton, Leibniz, os irmaos Bernoulli, Euler, Lagrange.
O principal problema é a geometria da integral (3.1) e o problema fundamental é o problema
da equivaléncia: decidir quando duas integrais diferem por uma mudanga de coordenadas.
Isto é uma generalizacao do problema forma em geometria Riemanniana, a qual foi resolvida

por Christoffel e Lipschitz em 1870 e conduziu Christoffel para os seus simbolos e a derivagao

62
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covariante. Nosso principal objetivo neste capitulo é obter o movimento browniano finsler,
mas antes passamos por algumas definicoes importantes na apresentagao deste tipo de ge-
ometria que colocamos no trabalho. Destacamos o transporte paralelo e “rolling”os quais
fizemos no capitulo anterior em variedades Riemannianas. E importante ressaltar que os ar-
tigos encontrados em Antonelli [2] trazem expressoes em coordenadas locais, mas com uma
notagao muito carregada e de dificil compreensao. Falta na literatura nocoes intrinsecas
adaptadas ao cédlculo estocéastico. Esperamos ter editado um texto que ajude em trabalhos
futuros na tentativa de obter expressoes intrinsecas, o que tornaria o trabalho mais agradéavel.
Temos também algumas nocoes sobre o laplaciano Finsler as quais sao feitas por Antonelli
em [2]. Como textos introdutérios para geometria Finsler, indicamos Alvarez em [1] e Rund

em [20].

3.1 Variedades Finsler

Seja M uma variedade diferenciavel de dimensao n. Denotamos por T, M o espago tangente e
x € M,epor TM =], ., T M o fibrado tangente de M. Cada elemento de T'M é da forma,
(r,y),ondex € M ey € T, M. A projecao natural = : TM — M é dada por 7(z,y) := x. O
espaco dual de T, M ¢é T} M, chamado o espaco cotangente em x. A unido 7™ := | J, ., Tu M

é o fibrado cotangente de M.

Definicao 3.1.1. Uma estrutura Finsler de M, globalmente definida, estrutura Finsler
€ uma funcao

L:TM — [0,00)
com as sequintes propriedades:

(1) Regularidade: L ¢ de classe C* no fibrado tangente furado TM \ 0O;
(ii) Positivamente Homogénea: L(x,\y) = A\L(x,y) para todo X > 0;

(iii) Convexidade Forte: A matriz Hessiana n X n

@)= (327,
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¢ positiva definida em todo ponto de TM \ 0.

Em algumas situagoes, a estrutura Finsler L satisfaz o critério L(z, —y) = L(x,y). Neste
caso temos homogenidade absoluta: L(x,\y) = |A|L(z,y) para todo A € R. Em geral,
descobriremos que esta propriedade também é restritiva, porque excluiria imediatamente

alguns exemplos interessantes tais como Espacos de Randers.

Definicao 3.1.2. Dada uma variedade diferenciavel M e uma estrutura Finsler L em T'M,

o par (M, L) é conhecido como uma variedade Finsler.

A restricao da estrutura Finsler L a qualquer espaco tangente especifico T, M da o que
é conhecido como uma norma de Minkowski em T, M. Assim uma estrutura Finsler de
M pode ser vista como uma familia de varias normas de Minkowski, onde esta familia é
bastante limitada, ndo mais que de classe C'. Nao existe perda de generalidade em limitar
nossa discussao para normas de Minkowski em R”", pois todo espaco vetorial n—dimensional
é linearmente isomorfo a R™. O préximo teorema nos diz que a positividade e a desigualdade

triangular sao de fato consequéncias da definicao das propriedades das normas de Minkowski.
Teorema 3.1.3. Seja L uma funcgao real nao-negativa em R™ com as propriedades:

(1) L € de classe C* no espago furado R™\0;

(2) L(A\y) = AL(y) para todo \ > 0

(3) A matrizn x n (g:;), onde gy := [5L?],. . (y), € positiva definida em todo y # 0.

yiyl
Entao temos as sequintes conclusoes:

(i) (Positividade) L(y) > 0 quando y # 0;

(ii) (Desigualdade Triangular) L(y; + y2) < L(y1) + L(y2), onde a igualdade ocorre se e

somente se Yo = Qi ou Y1 = Ay para algum o > 0;

(iii) (Desigualdade Fundamental) w'L,i(y) < L(w) para todo y # 0, e a igualdade ocorre se

e somente se w = ay para algum o > 0.
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DEMONSTRACAO: Omitimos a demonstracao, o leitor pode consultar em Bao-Chern-Shen

em [6]. ]

As hipdteses do teorema acima definem o que significa por uma norma de Minkowski

em R". Como consequéncia deste teorema temos o seguinte exemplo:

Exemplo 3.1.1 (Norma Euclidiana). Com a homogenidade absoluta em mdaos, temos um

exemplo de uma norma de Minkowski absolutamente homogénea em R™,

L(y) == v {y,v),

onde (-,-) € o produto interno canonico. Esta L é chamada a norma Euclidiana de R™.

Lembramos que toda norma de Minkowski absolutamente homogénea é uma norma no
sentido da andlise funcional.
Antes de iniciarmos com os exemplos, passemos a uma importante definigao em geometria

Finsler.

Definigao 3.1.4 (Indicatriz). Seja M uma variedade e x € M um ponto fixado. Considere
a superficie L(x,y) = 1 em T, M e denotamos por ~(x). Entio v(x) é uma subvariedade
diferencidvel de codimensdo 1 de T,M difeomorfa a S*, chamada a indicatriz de L em

x.
Vejamos agora alguns exemplos de variedades Finsler:

Exemplo 3.1.2 (Espagos localmente de Minkowski). Uma variedade Finsler (M, L) é
dita ser localmente Minkowski se, em todo ponto x € M, existe um sistema de coordenadas
locais (%), com coordenadas do espago tangente induzidas y*, tal que L nao depende de z'.

Em termos da formula, temos

) )
Ly,v)=L(yv——) =L [vi—"0).
v.0) (y ! ay’|y> (v ay’|o)

Nao daremos mais detalhes, mas exemplos de espacos localmente de Minkowski sao, de

fato, normas de Minkowski disfarcadas. Na préatica, isto nao diminui o fato que tais exemplos
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estao entre os mais importantes. Para efeito de célculo, apresentamos uma familia de normas

de Minkowski particularmente instrutiva, onde A pode ser qualquer constante nao negativa

L(z,y) = V@ + @) + Al@)? + ()7

Isto pode ser visto como uma pertubacao de métrica quarta. Sem aprofundar muito, a

pertubacao serve para regularizar a singularidade na métrica quarta.

Exemplo 3.1.3 (Variedades Riemannianas). Seja M uma variedade diferencidvel de
dimensao n. Uma métrica Riemanniana diferencidvel g em M € uma familia {g,}ren de
produtos internos, um para cada espago tangente T, M, tal que as funcoes gij.) = gx(%, %)
sdo de classe C*. Como cada g, € um produto interno, a matriz (g;;) € positiva definida em
todo x € M. Podemos escrever

g= gij(w)d:ci ® da’.

Este g define uma estrutura Finsler simétrica L em T M pelo mecanismo

L(:’Uay) =V gw(yvy)'

Toda variedade Riemanniana (M, g) é portanto uma variedade Finsler. Uma estrutura
Finsler L é dita ser Riemanniana se ela provém de uma métrica Riemanniana ¢ justamente
da maneira que descrevemos. Na pratica verifica-se isto mostrando que o tensor fundamental

calculado de L nao depende de y. Na verdade,

1
Gij = —L? = Yij(z)-
2 yiyl

Isto apenas refor¢a o que encontramos no artigo de Chern em [10]. Como consequéncia
do teorema de Kakutani, uma métrica Finsler regular é Riemanniana se, e somente se, as

indicatrizes sao todas elipséides.

Exemplo 3.1.4 (Espaco de Randers). Seja M uma variedade n—dimensional. Uma

métrica Randers ¢ uma estrutura Finsler L em T M que possui a forma

L(‘T’y) = Oz(.%‘,y) + ﬂ(iﬂ,y),
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onde afz,y) = \/W, e B(z,y) = biwy'. Os a; sio as componentes da métrica
Riemanniana e os b; sdo aqueles da 1-forma. Ambos objetos estao em M, e estao fizados.
Observamos também que devido a presenca do termo (3, métricas de Randers nao satisfazem
L(x,—y) = L(z,y) quando b # 0. De fato, a funcio Finsler de uwm espaco de Randers é

absolutamente homogénea se e somente se ela é Riemanniana.
Como um exemplo explicito, sem entrar em detalhes, temos:

Exemplo 3.1.5. Seja M := R? . 0. Em cada ponto x € M, a indicatriz tem as sequintes

propriedades:

(1) Ela é uma elipse com excentricidade e, possivelmente dependendo de x, no plano tangente

1, M;
(ii) Um de seus focos estd localizado na origem y = 0 de T, M,

(iii) A diretriz, correspondente ao foco acima, passa sobre o ponto retirado 0 de M, e é

perpendicular ao segmento de reta de O a x.

Usando a técnica de Okubo, como estd em [6], pode-se mostrar que a férmula para L é

L [y zey
Lzt 22 ot o?) = — .
onde |yl = \/(y')* + (¥*)* e v oy = 'y’ + 2%y

Para finalizar esta secao, destacamos um resultado interessante sobre espagos normados.
Se um espaco normado [E é estritamente convexo temos que a geodésica é unica. Podemos
assim tomar como um exemplo uma variedade Finsler sendo E = R" e tomando como norma,
a norma do espaco [;. Neste caso tomando duas esferas tangentes, vemos que a geodésica
nao é unica. O leitor interessado em mais detalhes pode consultar Mercuri em [3]. Como
ultimo comentario, destacamos que essa norma faz com que a variedade citada acima nao

seja Riemanniana, pois essa norma nao satisfaz a lei do paralelogramo.
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3.2 Conexoes Finsler

Nesta secao apresentamos algumas nocoes sobre conexoes em variedades Finsler, utilizando os
fibrados Finsler. No capitulo anterior fizemos duas abordagens sobre conexoes em variedades
Riemannianas, e aqui pretendemos apresentar de uma maneira clara as nogoes sobre conexoes
Finsler. Conexoes em geometria Finsler foram introduzidas por J.L. Synge, J.H. Taylor, L.
Berwald e, o mais importante, Elie Cartan. Ele deu interpretacoes geométricas para os
desenvolvimentos analiticos. A conexao que estamos interessados é a conexao de Chern, a
qual daremos a defini¢ao e mais alguns exemplos de conexoes Finsler. Essa conexao provém
da derivada exterior da forma conexao, a forma de Hilbert. Sua diferenciacao exterior da
imediatamente uma conexao, que se reduz a conexao de Levi-Civita no caso Riemanniano.
A conexao de Chern que apresentamos aqui é uma conexao linear que age no fibrado
vetorial distinguido 7*1'M, situado sobre a variedade 7'M ~\. 0 ou no fibrado esférico projetivo
SM. Ela nao é uma conexao no fibrado T'M sobre M. No entanto, ela tem utilidade de uma
maneira equivalente que a conexao de Levi-Civita em geometria Riemanniana. A conexao
de Chern serve para induzir derivadas covariantes nao-lineares em M. Nossas derivacoes
covariantes sao nao-lineares no ambiente Finsler geral porque os ditos coeficientes da conexao
tem uma dependéncia ou do sentido da derivacao ou no vetor que estd sendo diferenciado.
Tais coeficientes reduzem-se aos simbolos de Christoffel usuais quando a estrutura Finsler
¢ Riemanniana. Neste caso, a derivada covariante correspondente em M torna-se familiar

devido a Levi-Civita.

3.2.1 O fibrado vetorial 7*T'M e os objetos relacionados

Lembrando que o tensor métrico g;; como estd na definicao 3.1.1 estd definido para todo
(x,y) € TM ~ 0 e é invariante sobre miltiplo positivo em y. Isso comporta-se como um
produto interno no espaco tangente T, M, se nao fosse pela dependéncia em y # 0. Vamos
considerar o fibrado tangente furado 7'M ~ 0 como um espaco de parametros, e sobre cada

ponto (x,y) neste espago de parametros erguemos uma cépia de T,,M. Entao formamos

Gij(xy) dz' @ da’
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e o declaramos o seu produto interno em 7T, M. Destacamos que o espago vetorial T, M ¢é
determinado unicamente pelos parametros da posi¢do = em (z,y), enquanto os parametros
direcionais y nao dizem nada sobre isto. E é assim que trabalha a geometria Finsler, sempre
tendo em maos a posicao e a velocidade. Alertamos o leitor sobre alguma redudancia que
possa existir no esquema acima. Considerando todos os pontos em T'M ~\ 0 da forma (z, \y),
com x, e y fixados e A um niimero positivo arbitrario. Sobre cada ponto, erguemos o mesmo
espaco vetorial T, M. Como gjj,) ¢ invariante sobre a homotetia y +— Ay, os produtos

internos indicados para estas cépias de T, M sao também idénticos.

O fibrado tangente pull-back 7*T'M ¢é um fibrado vetorial sobre o fibrado tangente
TM ~ 0. A fibra sobre um ponto tipico (z,y) é uma cépia de T, M. A parte pontilhada
representa a retirada da secao nula. Existe uma maneira simples tratar com isso. Podemos,
primeiro, tratar o raio {(z, A\y) : A > 0} como um tnico ponto no fibrado esférico projetivo
SM. Entao, sobre tal ponto, erguemos uma tnica cépia de T, M e dotamos ele com o produto
interno gij(myy)dxi ®dx’. O fibrado vetorial resultante possui fibra de dimensao n como antes,
mas agora ele esta sobre o fibrado esférico SM de dimensao 2n — 1. No caso a estrutura
Finsler é absolutamente homogénea mais que positivamente homogénea, podemos econo-
mizar mais trocando SM pelo fibrado tangente projetivo PT M. O ultimo trata cada reta
{(z, A\y) : A € R} como um tnico ponto. Agora apresentamos uma técnica equivalente de que
destacamos. Seguimos de perto Chern em [6]. Sobre M, temos o fibrado tangente 7'M e o fi-
brado cotangente T M. Muitos calculos de tensores em geometria Finsler podem ser tratados
em qualquer um dos dois seguintes ambientes: Por motivos analiticos e globais, é vanta-
josa para trabalhar com um espago dos parametros compacto. Neste caso, a variedade base da
escolha ¢é o fibrado esférico SM, ou PT'M quando L ¢ absolutamente homogénea (de grau 1).
Seja p : SM — M a aplicagao projecao candnica. Um bom nimero dos nossos objetos
geométricos sao segoes do fibrado pull-back p*T'M ou seu dual p*T™* M, ou os produtos deles.
Estes fibrados estao sobre SM e nao sobre M.

Pela facilidade dos calculos locais, tem a vantagem para trabalhar num espago dos
parametros afim, onde as coordenadas naturais sao facilmente calculadas. Neste caso, a

variedade base preferida ¢ o fibrado tangente furado 7'M ~ 0. Um bom nimero dos nossos
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objetos geométricos sao secoes do fibrado tangente pull-back 7*T'M ou do seu dual 77T M,
ou dos produtos deles. Estes estao sobre T'M ~\ 0 e nao sobre M. Concentramos o trabalho
em T'M ~ 0, sempre interessados nos objetos que sao invariantes sob multiplos positivos. A
abordagem feita por Antonelli em [2], onde os coeficientes da conexao estao expressos em

coordenadas locais. Coordenadas locais (2') em M produzem as se¢oes bases {75} e {dz'},

respectivamente, para T'M e T M*. Assim, sobre cada ponto (x,y) na variedade TM \ 0, a

fibra de 7*T'M é o espago vetorial T, M enquanto que de 7*T*M é o espago vetorial 17 M.

o)

Assim, os 37 e os dx' dao ascensao para as secoes dos fibrados pull-back, de uma maneira

bastante simples. Estas segoes transplantadas sao definidas localmente em z e global-
mente em y. Esta natureza global em y 4 automatica porque uma vez que z é fixado, as
segoes transplantadas nao mudam quando variamos y. Alertamos o leitor que no sentido de

fixar uma notacao, também usamos os simbolos 8‘21- e dz' para denotar as secoes transplan-

tadas. Estamos indo em direcao a definir a forma de Hilbert como citamos no inicio desta

se¢ao. Existe uma segao distinguida [ de 7*T'M. Ela é definida por

Definicao 3.2.1. A secao distinguida | de 7T M € a se¢ao

— _y 0 _yo _ 0
=lew = T0750 = Lo = Lo (3.2)

onde L € a estrutura Finsler.

l

Sua se¢ao dual natural é a forma de Hilbert w, a qual é uma secao de #*T™*M. Assim

definimos,

Definigao 3.2.2 (forma de Hilbert). A forma de Hilbert é a 1-forma
W= Wy = Lyi(x,y)de’ = Lda’. (3.3)

Ambas segoes [ e w sao globalmente definidas na variedade T'M ~\. 0. A dualidade afirmada
acima significa que '
yi

l)==L
wit) =%

y=1

a qual é uma consequéncia do teorema de Euler. Para mais detalhes o leitor pode consultar
[6]. Antes de definirmos o tensor fundamental e o tensor de Cartan, colocamos duas definigoes

sobre suas componentes. Desta forma, temos a seguinte definigao:
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Definicao 3.2.3.

1

gij = <§L2)  =LLyy + LyLy. (3.4)
y'y?

Esta funcao é uma componente do tensor fundamental que definiremos em breve. E da

mesma forma temos a seguinte definigao:

Definicao 3.2.4.

A’L” = — =
T gy 4

(3.5)

yiyiyk-
Esta funcao é uma componente do tensor de Cartan que definiremos a seguir. Ambas

sao simétricas nos trés indices i, j, k. Todas essas fungoes sao homogéneas de grau zero, ou

seja, elas sao invariantes sob muiltiplo escalar y — Ay.
Definigao 3.2.5. O fibrado pull-back 7*T'M admite uma métrica Riemanniana natural
g = gij da' ® da?,
este € o que denominamos o tensor fundamental que temos citado acima.
Ele é uma secao simétrica de 7*T'M ® ©*T*M. Da mesma forma, definimos:
Definicao 3.2.6. O tensor de Cartan ¢ definido como
A= Aijkdwi ® dr’ ® da*,
o qual é uma secao simétrica de ™T*M @ 7*T*M & 7 T*M.

Lembramos que temos suprimido o ponto (x,y) dos célculos para evitar confusao. Como
mencionamos antes, o objeto
Cijk = %Aijlc
é chamado o tensor de Cartan na literatura em geral. Trabalhamos com quantidades que
sao homogéneas de grau 0 porque elas fazem sentido no fibrado esférico (projetivo) SM. Um
outra consequéncia do teorema de Euler, encontrada em Chern [6] é que a segao distinta [

possui norma 1 com respeito a métrica Riemanniana, ou seja,

y'y’
g(l,1) = giTT =1
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3.2.2 A conexao nao-linear em TM ~ 0

Aqui apresentamos, brevemente, algumas equagoes que aparecem em conexoes Finsler. Es-
tamos interessados em descrever a conexao nao-linear em 7'M \ 0. As componentes g;; do
tensor fundamental sao fungoes em TM \ 0 e sao invariantes sob miiltiplo escalar em y.

Usamos elas para definir:

Definicao 3.2.7. Os simbolos de Christoffel formais do sequndo tipo sao definidos por

i 1;51 893' ag' ag s
Vik =9 5( - (3.6)

oxk oxs oxJ

Definimos também as quantidades:

Definigao 3.2.8. A conexao nao-linear N; em T'M ~\. 0 ¢ definida por

N; = vy = Ciny (3.7)
A preferéncia pelos objetos invariantes sobre y — Ay direciona que trabalhemos com

[
_J

A0 Tk i ok ogrys
I = ijl - Ajkf)/rsl l
em vez do outro. Aqui enfatizamos que em Antonelli [2] a conexao Finsler é tratada como
uma tripla de coeficientes (N}, FJ;, C%,), onde N} é o coeficiente nao-linear, F}, é o coefi-
ciente horizontal e C%; ¢é o coeficiente vertical da conexao. Mais adiante mostraremos suas

expressoes em coordenadas no caso da conexao de Cartan. O fibrado tangente da variedade

TM possui uma base de coordenadas locais que consiste dos 5= e W Destacamos que
na transformacao em T'M induzida pela mudanca de coordenadas em M, os vetores a?;i

transformam-se de uma maneira um tanto complicada, como esta em [6]. Por outro lado os
a - nao tem este problema. O fibrado cotangente de 7'M possui uma base coordenada local
{dz", dy'}. Novamente, os dx’ comportam-se simplesmente, enquanto dy’ nao. A solucao estd

trocando 577 por

_ _ )

ox7 T Oxi Iyt

60

e dy® por
8y’ = dy' + Nida’.
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Como antes, prefere-se trabalhar com

5yi 1 i i7..9
-+ = pldy' + Njdr?),
o qual é invariante sob multiplo em y. Notemos que S0 tem seu dual dz? e L 0?;1‘ tem seu dual
x

i
%. Estes objetos somente tém sentido em T'M ~ 0. Apresenta-se que a variedade T'M ~ 0

possui uma métrica Riemanniana natural

4 , oyt oy’
gijdxz®dxj+gij%®%,

conhecida como uma métrica (tipo) Sasaki. Com respeito a esta métrica, o subespago

)

s A variedade

horizontal gerado por % é ortogonal ao subespago vertical gerado por L
TM ~ 0 admite portanto uma conexao de Ehresmann sobre T'M ~ 0, e esta ultima
deve sua existéncia diretamente as quantidades Nij . Isto é porque os Nij sao coletivamente
conhecidos como a conexao nao-linear. Agora, introduzimos duas novas bases (locais) que

yi
- 7} para o

sdo duais uma da outra: {52, L-%} para o fibrado tangente de TM ~ 0 e {dz’, &
fibrado cotangente de T'M ~ 0. Como T'M ~ 0 é uma variedade Riemanniana com a métrica
(tipo) Sasaki, as bases acima possuem ortonormalidade andloga. O leitor interessado em

mais detalhes pode consultar a referéncia [6].

3.2.3 A conexao de Chern em 7*T'M

Trazemos aqui uma abordagem sobre a conexao de Chern onde pretendemos esclarecer alguns

resultados. Lembramos que a segao distinta

e o tensor fundamental
g:=(LLyiy + LyiLy,)ds' @ da? = g;; da* ® da?

sao ambos segoes dos fibrados tensoriais que estao sobre a variedade T'M ~ 0. Como um

move-se em T'M, fazem com que nao somente os componentes I’ e g;; variar, mas segoes base
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aJ
ozt

e dr' também. Assim, quando calculamos a taxa de variacio V,E de qualquer campo
tensorial E sobre uma direcao dada v no ponto p, devemos invocar a regra do produto. Como
por exemplo,

0 0

U (79 __ N
Vo = (dP)(0) 5 + F Vo

V., g = (dg;;)(v)dz' @ da’ + g;;(V, dr") @ da’ + g;;dz’ @ (V, dx?).

Os termos do lado direito destas féormulas dividem-se em dois grupos: o primeiro, consiste
dos (dl’ )(v)% e (dgi;)(v)dz' @ dz?. Eles vém da derivada direcional ordindria das compo-
nentes, as quais sao escalares, mas deixando as secoes bases sozinhas. No segundo grupo,
as componentes da esquerda sao invariantes, mas temos que fazer sentido das quantidades
Vvi e V,dz'. Intuitivamente, isto é feito calculando os valores das secoes bases — ou
oxJ OxJ

dx' como movemos sempre de p na direcao de v. Estes sao entdo comparados pelo seu valor
em p no sentido de produzir a taxa de variacao requisitada. Entretanto, antes que uma com-
paragao possa ser realizada, os valores calculados devem primeiramente ser transportados
de volta a p. Em geral, numa variedade nao existe uma maneira canonica para cumprir o
nosso transporte. O melhor que podemos fazer é especificar um que nao age sem estrago de
qualquer restrigao geométrica ou topoldgica. Estas especificagoes sao usualmente explicadas
na forma das assim chamadas equagoes estruturais. Entao resolve-se estas equagoes para

obter as 1-formas conexao w;'-, usando as derivadas covariantes V, e V,dz' podem ser

D

explicitamente escritas como:

0 ;.0
Vv% = wj(v)%, (38)
Vyda' = —w}(v)da’ (3.9)

Para detalhes sobre o aparecimento do sinal negativo na equagao (3.9) ver Chern em
[6]. Finalmente, vamos supor que as equagoes estruturais estao bem propostas, e as formas
conexao estao bem resolvidas. Vamos substituir (3.8) e (3.9) nas nossas férmulas para V,l

e V,g, remarcando alguns indices somatoérios, e suprimindo v. O resultado é:
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Vi=(dl'+Puw)) ® (3.10)

ozt’

Vg = (dgij — gryw; — giswj) © da’ @ da’. (3.11)

O operador V, ou o w;- coletivamente, define o que é chamada uma conexao linear em
7T M e seus produtos tensoriais associados. Cada conexao linear, por exemplo, a conexao
de Chern que introduzimos, é completamente caracterizada pelas suas equagoes estruturais.
No entanto, existe um conjunto geral de axiomas que todas conexoes linear devem satisfazer.

Elas sao:

(i) Vu(fE) = (df)(v)E + fV.E;

(i) Vo(E1 + Ey) =V, By + V, Ey;

(iii) V,,FE = AV, E para todas constantes \;

(iv) Voo E =V, E+V,,E.

Agora enunciamos o teorema sobre a conexao de Chern:

Teorema 3.2.9 (Chern). Seja (M, L) uma variedade Finsler. O fibrado pull-back 7T M
admite uma unica conexao linear, chamada conexao de Chern. Suas formas conexdo sao

caracterizadas pelas equacgoes estruturais:
* Sem torsao: d(dz') — da? Aw} = —da? Nw) = 0;
oy®

* Quase g—compativel: dg;; — grwl — gipw} = 2Aijsf.

De fato, sem torsao é equivalente a auséncia dos termos dy* em w;'-; a saber,
wh =T, da* (3.12)
= Lk AT, :
junto com a simetria

b =Tl (3.13)
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Quase compativel com a métrica entao implica que

: N Ny N?
Tl =Y — g" <Aijsfk — A+ Akisfj) (3.14)
Equivalentemente,
I 9_25 09s; _ 0gjk | OGks
Vo = 2 (5$k oz M oxd ) (3.15)

Observamos que g ¢é a fibra métrica Riemanniana de 7*7T M. Ela nao é para ser confudida com
a métrica (tipo) Sasaki. Os simbolos vék, definidos em (3.6), sdo os simbolos de Christoffel
do segundo tipo, associados com o tensor fundamental. Os N? estdao definidos em (3.7).
Eles representam a conexao nao-linear de Ehresmann no fibrado tangente de T'M ~ 0. A
férmula (3.15) é a razao de ser da conexao de Chern. Note sua similaridade estrutural com
os simbolos de Christoffel em (3.6). Entretanto, existem trés conexoes famosas na literatura,

cada qual com seu mérito. Expressamos-as em termos da conexao de Chern.

Exemplo 3.2.1 (Conexao de Cartan). A conezao de Cartan é dada por

‘ Syt
T K3
wj + A%y 7
Ela é compativel com a métrica mas possui torsao.

Agora trazemos uma abordagem feita por Antonelli em [2]. A conexao de Cartan acima

sem deflexdao, h—métrica e v— métrica é dada pelos coeficientes definidos por

]\f]Z = a(j)(’ylil?/kyl)y
i 1 il
ij - ig ((5jglk + 5kgﬂ — 5lgjk)7
i L L
ik = 39 () gm + 0wy gt — Dy gin) = 29 045\ g

onde ¢ é a matriz inversa de g;;, e

i L
Vit = 59 l(ajglk: + Orgj1 — Ouguk,)-
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. . 0 0 ,
Lembramos que na notagao acima temos que 0 = 6_y’ e 0; = Er Note que a férmula
acima para F; e C parece com a expressao conhecida para os coeficientes da conexao de
Levi-Civita em geometria Riemanniana. Além disso, os coeficientes da conexao horizontal
F;k sdo simétricos em 7, k. A conexdo de Cartan pode, de fato, ser considerada como uma

generalizacao da conexao de Levi-Civita.

Exemplo 3.2.2 (Conexao de Hashiguchi). A conexdo de Hashiguchi é dada por

i i 53/k i

Aqui, A= V;A € a derivada covariante horizontal do tensor de Cartan sobre a dire¢ao

“ )
horizontal) distinta | = *—.
(horizontal) distinta 50

Exemplo 3.2.3 (Conexao de Berwald). A conexao de Berwald é dada por

S
w; + Ajdz”.

Como a conexdo de Chern, ela ndo possui torsao. FEla relaciona-se mais diretamente com a

conexdao nao-linear N]Zf, e mais adequada com o estudo da geometria das curvas.

O leitor interessado em ver um tratamento mais sistematico destas conexoes pode con-
sultar a referéncia [6]. Especialistas em geometria Finsler podem se questionar porque a
conexao de Rund ¢ visivelmente ausente no que foi visto antes. A razao é que ela coincide
com a conexao de Chern, como apontado por Anastasiei.

Vamos descrever a conexao de Chern para duas importantes familias de espagos Finsler:
as variedades Riemannianas sdo caracterizadas pelo L? tendo somente uma dependéncia
quadratica explicita em y. Como um resultado, dependéncia y serd ausente do tensor fun-
damental, o qual entao coincide com a métrica Riemanniana sobre a variedade M. Como
o tensor de Cartan A se anula neste caso, a formula (3.14) reduz-se a I'}, = %,. Assim,
i

. sao simplesmente os

em variedades Riemannianas, os coeficientes da conexao de Chern I'

simbolos de Christoffel da métrica Riemanniana do segundo tipo. Os espacos localmente
de Minkowski sao caracterizados pelo L nao tendo dependéncia em x em algumas cartas

coordenadas privilegiadas. Consequentemente o tensor fundamental se anula e assim seus
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simbolos de Christoffel formais. Olhando para (3.7) vemos que a conexao nao-linear N}
também é zero. Isto reduz a férmula (3.14) para I' ;k = (0. Assim, para espacos localmente de
Minkowski, os coeficientes da conexao de Chern completamente se anulam em certas coor-
denadas naturais. Em coordenadas naturais arbitrarias, asseguramos que estes coeficientes
da conexao podem nao ter em sua maioria dependéncia em x (mas nenhuma em y).

Depois dessas consideracoes sobre conexoes Finsler, direcionamos o trabalho para o que

Antonelli faz em [2]. Seja M equipada com uma conexao Finsler (N}, F},,C% ), Nj sendo

nao-linear, F7, o horizontal, e C%; o vertical coeficientes da conexao. Estabelecemos

0
Ot

i

Assumimos que a conexao Finsler é h—métrico e v—métrico, isto é,
Sigi = Fligw+ Fhgi,
gt = Chigw+ Cirgi,

sem deflexao, isto é,

i ik
Nj = Ly
e v—simétrica, isto é,
i i
= Chy-

Segue, em particular, que C}; = % g’la(j) i sao os coeficientes da conexao vertical canonicos.

Neste trabalho descrevemos nossa generalizacao da teoria de difusoes em variedades Rie-
mannianas para o caso de variedades Finsler segundo Antonelli em [2]. A teoria de processos
de difusdo em variedades Riemannianas estd nos artigos pioneiros de Elworthy em [11],
Emery em [12] por It6 e possui agora uma expansao cldssica de célculo estocdstico com
vérias aplicagdes na matematica e fisica (veja, por exemplo, Emery em [12]). Encerramos
esta se¢ao destacando que nos textos de Chern em [6] entre outros autores, a estrutura Finsler
é denotada por F' em vez de L. Nossa preocupacao ¢é de evitar confusao com os coeficientes

da conexao Finsler.
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3.3 Transporte Paralelo Estocastico

Numa variedade Finsler a nocao de paralelismo ao longo de uma curva dada dividi-se em
dois conceitos alternativos, os quais serao referidos como h—paralelismo e hv—paralelismo.
Comecamos introduzindo estas duas nogoes de paralelismo sobre uma curva diferenciavel no
caso deterministico. O caso deterministico entao usara um processo de aproximagao indo
para a definicao de h e hv—paralelismo sobre um semimartingale.

Nesta secao, M denotara uma variedade Finsler de dimensao n com fungao métrica
fundamental L, tensor métrico g,;, e a conexao de Cartan (N]Zf, F ]?k, C;k) Qualquer conexao

Finsler sem deflexao h e v—métrico pode ser usada em vez da conexao de Cartan.

3.3.1 h-transporte paralelo deterministico

Seja x(t) € M, onde t € [0,T], uma curva diferencidvel em M.

Definigao 3.3.1. Dizemos que um campo vetorial y(t) € T My é h—paralelo sobre x(t) se

dy’ , dx’
— _Ni 4
dt J <x7 y) dt bl

(3.16)

Ni(z,y) sendo os coeficientes da conexdo ndo-linear em M.

Em particular, se M é uma variedade Riemanniana com a conexao de Levi-Civita vjk,
entdao Nj(x,y) = vi(x)y* é funcdo linear de y e (3.16) é justamente a equagao diferencial
linear padrao para um campo vetorial sobre z(t). Mas no caso geral (3.16) é uma equagao
diferencial nao-linear em y. Por isto, o h—transporte paralelo regido por (3.16) também sera
referido como o transporte paralelo nao-linear.

E fécil verificar que se (3.16) é satisfeita, entdo L(z(t), y(t)) = k, onde k é uma constante.
Segue-se que se y(0) # 0, entao y(t) # 0 para todo t. Esta simples propriedade é essencial,
porque a maioria dos objetos em geometria Finsler ndo sdo definidos (ou pelo menos nao
sao diferencidveis) em y = 0 devido a homogeinidade em y. Como L(z(t), y(t)) = k, segue-se
também que a solucao y(t) para (3.16) com condigdo inicial arbitraria y(0) = yo # 0 néo

pode explodir no tempo finito (i.e. para todo intervalo de tempo finito, a trajetéria da
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solugao esta contida num subconjunto compacto de T(}W), o qual significa que isto pode ser
estendido para todo t € [0, 7.

No caso 0 # y(t) € TM,ys é h—paralelo sobre x(t) dizemos também que a curva
(z(t),y(t)) é um h—levantamento da curva x(t) de M para o fibrado tangente furado TM .0

h—levantamento ¢ definido unicamente, se a condigao inicial 0 # yo € T'M, () ¢ especificada.

3.3.2 hv-transporte paralelo deterministico

Ao contrario do caso anterior, consideremos uma curva diferenciavel arbitraria (z(t), y(t))
no fibrado tangente furado T'M ao invés de em M. Aqui z(t) € M e 0 # y € T M,y para
todo t € [0, 7.

Definicao 3.3.2. Um campo vetorial u(t) € TMyy € dito ser hv—paralelo ao longo de

(x(t), y(t)) se

du’ i pdz? i kY
onde
oy dy? , dx’
W _ WL N ) 2
o~ o TN

Uma consequéncia simples do fato que a conexao é h e v—métrica e sem deflexao é que

se u(t) e v(t) sao duas solugoes para (3.17), entao

9i3 (), y(t))u' (v (t) = k, (3.18)

onde k é constante. Segue-se que uma solugao u(t) para (3.17) nao pode explodir num tempo
finito, i.e., pode ser estendida para todo ¢t € [0,T], e se u(0) # 0, entao u(t) # 0 para todo
te[0,T].

Comparando (3.16) com (3.17) e considerando que Fy (z, y)y* = Nj(z,y) e Cly(x,y)y* =
0, pode-se facilmente ver uma relagao entre os dois tipos de paralelismo: numa variedade
Finsler M um campo vetorial 0 # y(t) € T' My é h—paralelo sobre x(t) € M se e somente
se y(t) é hv—paralelo sobre (z(t), y(t)).

Suponha que para todo ¢t € [0,77], z(t) = (21(t), ..., 2,(t)) é uma base linear em 7'M,

tal que cada elemento das bases vetoriais z;(t) € T'M,) é hv—paralelo sobre (x(t),y(t)),
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i.e., satisfaz (3.17). Por (3.18), se a base z(t) é ortonormal relativa a forma quadrética
g(z(t),y(t)) € Ty M,y para qualquer ¢ € [0,7] fixado, entdo isto ¢ assim para todo ¢ €
[0,T]. Dizemos que a curva (z(t),y(t), z(t)) é um hv—levantamento de (z(t),y(t)) de ™
para o assim chamado fibrado Finsler ortonormal OT M. Este ultimo é definido como um
fibrado principal sobre T(}W cujo espago total consiste dos elementos (z,y, z), onde z € M,
0#yeTM,, ez=/(z,.., 2, é uma base ortonormal em 7'M, relativa a forma quadratica
g(z,y) € TYM,, i.e.,
gij(l’,y)zizf = Ok1;

com projecao m: OTM > (x,y, z) — (x,y) ET?\/[ . A estrutura diferencidavel de OT' M pode
ser obtida de M. A saber, se () sao coordenadas locais num conjunto aberto U C M, entao
podemos escrever y = y'0; para qualquer y € TM, e z; = z]i& para cada vetor z; de qualquer
base linear z = (21, ..., 2,) em TM,, onde z € U, e usando (z',y,2}) como coordenadas
locais em 71 (U) € OTM. O grupo estrutural de OT M é o grupo O(n) das transformagoes
ortogonais de R™ com a agao a esquerda Rp(x,y,z) = (x,y,zh), onde (zh); = hfzj, para

qualquer h € O(n) e (z,y,2) € OTM.

3.3.3 h-transporte paralelo estocastico

Seja x(t) um semimartingale em M definido para todo ¢t € [0,7], onde T" > 0 é um tempo
de parada. Aproximaremos z(t) por processos com trajetérias aleatérias diferencidveis por
partes, para as quais o h—transporte paralelo é definido pela equagao diferencial ordinaria
(3.16). Tomando o limite quando a aproximagao tende a x(t) no sentido descrito acima
obteremos uma EDE estendendo (3.16) para o caso dos semimartingales. Fazendo assim
devemos contar com os resultados bem conhecidos de aproximacgoes de EDE’s em variedades

pelas equagoes diferenciais ordindrias (ver, por exemplo, Emery em [12]).

Definigcao 3.3.3. Uma regra de interpolacio em M ¢é uma aplicacio mensurdvel I de
M x M x [0,1] em M tal que I(x,z,t) = x, que t — I(x,y,t) é uma curva diferencidvel

ligando x (para t = 0) a y (para t = 1) e que, uniformemente em cada compacto de M,
8m
at—m](x,y,t) € O(J|lx — y||™) param =1,2 e 3.
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A 1ltima condicao acima significa que se d é uma distancia Riemanniana em M, ou a
distancia induzida por qualquer mergulho préprio em R™(em conjuntos compactos, todas
estas distancias sao equivalentes, no sentido que raios sdo limitados por cima e por baixo),
e se || - || é qualquer norma no espacgo vetorial T, M (ou 7,M, ou o espago dos operadores

diferenciais de terceira ordem em ) que dependem diferencidvelmente sobre z (se x varia num
11 (1)

dm(z,y)
(z,y) varia sobre uma vizinhan¢a de um subconjunto compacto da diagonal em M x M

compacto, elas sdo equivalentes também), quando continua limitado quando
e t em [0,1]. Claramente, as equivaléncias acima mencionadas implicam que esta definigdo
¢é intrinseca: regras de interpolacao continuam sendo tais quando transferidas através de
difeomorfismos.

Integrais de Stratonovich e integrais deterministicas tem um comportamento muito sim-
ilar; isto explica o fato que Malliavin chama principio de transferéncia. Muitas construcoes
geométricas classicas envolvendo curvas diferencidveis estendem para semimartingales via
integrais de Stratonovich. Mais detalhes sao estao feitos por Emery em [13].

O que vamos descrever agora é um exemplo do principio de transferéncia (usado em
vérias outras situagoes). Uma aproximagao diferenciavel por partes de um semimartigale
x(t) em M pode ser obtida tomando uma divisdo w : 0 = ¢ty < t; < ... < t, = T do
intervalo de tempo e juntando os pontos z(ty), z(t1), ..., z(t,) por curvas diferencidveis por
partes convenientes. Isto pode ser realizado por meio de uma regra de interpolacdo segundo
a definicao 3.3.3 acima.

Dada uma regra de interpolacao I e uma divisao m do intervalo de tempo, definimos a
aproximagao x,(t) do processo xz(t) por

t—1;1
Tt —tia

re(t) =1 (m(tz —1),z(t;) ) para t € [ti—1,t;], i =1,2,...,n. (3.19)

Se z(t; — 1) e z(t;) também sao distantes um do outro, assim que (z(t; — 1),z(t;)) ¢ V,
entao podemos, por exemplo, estender I para uma fun¢ao mensuravel em M x M x [0, 1], ou
deixando z,(t) indefinida para t > t;_;. Isto é, de qualquer maneira, apenas o comportamento

de I nas proximidades da diagonal que interessa no limite quando

’T(’ = miax ’tl — ti_1|
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tende a zero.

Cada trajetoria aleatéria da aproximagao x.(t) é uma curva diferencidvel por partes em
M e pode ser h—levantada para T?W assim produzindo um processo y.(t) € TM,_ (), do qual
as trajetorias aleatorias satisfazem a equagao diferencial ordindria (3.16) para o h—transporte
paralelo, o qual agora tem a forma

dx?.
dt

dy
dt

= _N;(xﬂa yﬂ')

Fazemos z(0) = z( e fixando a mesma condic@o inicial y.(0) = y, para toda particao m,
onde 0 # yy € TM,, ¢ um Fy—vetor aleatério mensuravel (note que x,(0) = x( para toda

partigao 7). Anuciamos agora dois teoremas retirados de Emery em [12].

Teorema 3.3.4. Em M, seja I uma regra de interpolacio e X um semimartingale. Se
o=(0=T <T... <T < ..) € uma subdivisio do tempo [0,00), defina o processo
interpolado X7 por

o t—1
X; :I(XTZ,XTHNm)

para Ty <t < T4y (ele nao é adaptado, mas continuo e diferencidvel por partes). Para toda

forma (primeira ordem) o em M, quando |o| = sup(T;41 —T}) vai a zero, a integral calculada

/ (o, dX7) = / (o, X7t

converge em probabilidade para a integral de Stratonovich /(a, 0X) uniformemente em con-

caminho a caminho

Juntos compactos em probabilidade.

Este teorema pode ser considerado como um caso particular de solucoes aproximadas

para EDE de Stratonovich como esta em Emery [12].

Teorema 3.3.5. Seja X um M—semimartingale, Yy uma N—varidvel aleatoria Fo men-
surdvel e uma EDE de Stratonovich como em (1.7); seja além disso I uma regra de inter-
polagdo em M, e para toda subdivisio o = (0 = Ty < ... < T; < ...) de [0,00), defina o
processo interpolado X como estd no teorema acima. Denote por'Y (respectivamente Y7)

a solugdo de (1.7) (respectivamente 0Y° = e(X7,Y?)d7) com valor inicial YV, definida no
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intervalo mazximal [0,() (respectivamente [0,(7). Quando |o| = sup, |11 — Tj| vai a zero,
C? NC converge em probabilidade a ¢ e, em [0,(), Y7 tende a Y uniformemente em conjuntos

compactos em probabilidade.

Estamos agora em condigoes de aplicar o Teorema 3.3.5 acima como estd em Emery
[12]. Segue-se que y.(t) converge em uniformemente em probabilidade com respeito a ¢ em
qualquer conjunto compacto quando || converge para 0 para a solugao y(t) € T'M, ) para
a EDE de Stratonovich

dy' = —Nj(z,y) o da’ (3.20)

com condigao inicial y(0) = yo.

Definicao 3.3.6. O processo limitante y(t) serd chamado o h—transporte paralelo estocdstico
de yo sobre x(t) e o semimartingale (x(t),y(t)) em TM serd chamado o h—levantamento do

semimartingale x(t) € M.

3.3.4 hv-transporte paralelo estocastico

A construcao é similar ao caso do h—transporte paralelo, exceto que agora comegamos com
um semimartingale arbitrario (z(t),y(t)) em T'M e usamos a regra de interpolacdo I em
T M, antes que em M. Uma interpolacao natural pode ser escolhida usando o levantamento

diagonal G' do tensor métrica Finsler g para o fibrado cortado T' (}\4 definido por
G(z,y) = gij(z, y)da' ® da’ + gij(2,y)dy' @ oy’ (3.21)

para qualquer z € M e 0 # y € TM,, onde §y* = dyi+N}(:C, y)dz?. O levantamento diagonal
G é uma métrica Riemanniana em T?W e podemos tomar a regra de interpolacao geodésica
correspondente I. Entao, para qualquer particao 7, tomamos a aproximacao diferencidavel
por partes (z,(t),y,(t)) de (x(t),y(t)) definida pela férmula andloga a (3.19). Seja u,(t) €
T M, um processo cujas trajetorias aleatérias satisfazem a equagao diferencial (3.17) para,

o hv—transporte paralelo, i.e.,

dul, i kdxir i k5y7];
a jk(%ayw)uwg— jk(%»yw)uﬂ%:
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onde

Syl dyi da]

_:_+NZ Ty Y _71"

i~ a TN
Também assumimos que u,(t) satisfaz a condigao inicial u.(0) = wy € TM,, para toda
particao m, onde ug é um Fy—vetor aleatorio mensuravel. Entao, pelo Teorema 3.3.5 acima,

ur(t) converge uniformemente em probabilidade com respeito a ¢ em qualquer conjunto

compacto quando |7| — 0 para a solugao u(t) € T' M, da EDE de Stratonovich
du' = —F}(x, y)uF o da? — Cli(w, y)uF o by, (3.22)

onde
Syt = dy' + N;(x, y) o da?,
com condi¢ao inicial u(0) = uo.

Definigao 3.3.7. Dizemos entao que u(t) é o hv—transporte paralelo estocdstico de ug sobre

o semimartingale (z(t),y(t)).

3.4 Rolling Finsler sobre curvas diferenciaveis

Consideremos duas variedades de Finsler M e M com tensores métricos gij € gi; e coeficientes
da conexao de Cartan (N, F’]?k, C’Jlk) e (N s ]}/jk, é’;k), respectivamente. Vamos imaginar que
as variedades rolam, sem deslizar, ao longo de uma curva diferenciavel tracada em cada
um delas. Para construir este conceito precisamos especificar um sistema de equagoes difer-
enciais apropriado. Estas equacoes diferenciais serao estendidas para equagoes diferenciais
estocasticas para cobrir o caso do “rolling”sobre um semimartingale. O fato que o tensor
métrico e os coeficientes da conexao nao dependem somente de um ponto na variedade, mas
também de um vetor tangente num ponto que sugere que o processo de “rolling”é determi-
nado nao somente pela curva de contato x(t) em M (ou Z(t) em M ), mas também por um
campo tangente y(t) € (ou y(t) € Tﬂg(t)) sobre a curva. Os vetores y(t) podem ser obtidos
levantando a curva x(t) de M para T?W, ou definidos arbitrariamente, os quais conduzem a

dois conceitos de rolling, o h e o hv—rolling. Para este momento do trabalho, seguimos de

perto Antonelli em [2].
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3.4.1 h—Rolando sobre uma curva diferenciavel em M

Assumimos que z(t), onde ¢t € [0,7], é uma curva diferencidvel em M. Similarmente, z(t)

serd uma curva diferenciavel em M. Usando as conexoes nao-lineares Nj e N;, podemos

[e]

levantar as curvas de M e M paraTMeT M , respectivamente. Como um resultado, obtemos
campos vetoriais 0 # y(t) € TM,u) e 0 # y(t) € TME@ satisfazendo as equacgoes diferenciais

nao-lineares
dzr’
dt

dy’ , do’  dyt

i~ - -Nj@7)

:—Nj(x,y)ﬁ e — (3.23)

Depois, levantamos as curvas (z(t),y(t)) €TM e (Z(t),5(t)) €TM para OTM e OTM,
respectivamente. Assim obtemos bases ortonormais z(t) = (21(t), ..., 2n(t)) em T My e

Z(t) = (Z1(t), ..., Zu(t)) em T Mz satisfazendo (3.17), i.e.,

dt -

i
dzj

dt

: dzxF dz
:_sz(%y)zég € dtj

= _ﬁlil(?iay 5? (3.24)

Os termos envolvendo C, e Ci(cf. (3.17)) desaparecem, pois % =0e % = 0 por (3.23).

Seja C(t) = (C1(t), ..., (1)) e C(t) = (CL(£), ..., C"(t)) as bases duais de z(t) = (21(t), ..., za(t))

e z(t) = (z1(t), ..., zn (1)), respectivamente.

Definicao 3.4.1. Entao dizemos que as variedades M e M h—rolam sobre a curva x(t) em

M (ou, equivalentemente, T(t) em ]\7) se
ide'j ,\,deﬁ
o = CJ‘E' (3.25)
As equagoes diferenciais (3.24) e (3.25) estendem o conceito de “rolling”do caso de var-

iedades Riemannianas como descrito por Ikeda em [15] para variedades Finsler.

3.4.2 hv—Rolando sobre uma curva diferenciavel em T M

Assumimos agora que z(t), onde ¢t € [0,T], é uma curva diferencidvel em M e 0 # y(t) €
T M) ¢ um campo vetorial diferencidvel arbitrario sobre z(t). Similarmente, z(¢) denotara

uma curva diferencidvel em M e 0 # y(t) € T]/\\jgg(t) denotard um campo vetorial diferencidvel

arbitrério sobre Z(t). Levantando as curvas (z(t), y(t)) e (z(t),y(t)) de TM e TM para OT M
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e OTM, respectivamente. Como um resultado, obtemos bases z(t) = (21(t), ..., z(t)) em

TMyy e z2(t) = (21(1), ., Za(t)) em Tﬂg(t) tais que

dzt ; dx* : oy*
dt] = _Fkl(‘r) y)z‘éﬁ - Ckl(xa y)zéga (326>
dz; ~ gddt
dt] —Fu(z, ZD%E — Cul(z, @%E, (3.27)
onde
Syt dy” & dz™ Syt dyt ~,  _ da™
— =4+ N — —— =4+ N —_—
dt dt N, 9) a C dt dt + Ny dt

Definigao 3.4.2. Dizemos que as variedades M e M hv—rolam sobre a curva (z(t), y(t))(ou
equivalentemente, sobre (Z(t),y(t))) se
jda? o~ di T
igr gy ¢ Sgr T S g
onde C(t) = (C1(t), ..., (1)) e C(t) = (CL(D), .., C"(t)) sdo as bases duais de 2(t) = (z1(t), ..., 2a(t))

e z(t) = (z1(t), ..., 2n(t)), respectivamente.

(3.28)

3.5 Rolling Finsler sobre semimartingales

Nesta secao trazemos duas defini¢oes de “rolling” Finsler sobre semimartingales. O h—rolling
sera realizado por um semimartingale que esta em M, enquanto o hv—rolling por um semi-

martingale no fibrado tangente furado T'M ~ 0. Novamente seguimos de perto Antonelli em

2].

3.5.1 h-Rolando sobre um semimartingale em M

Suponha que z(t) é um semimartingale em M e Z(t) é um semimartingale em M para
t €0,7], onde T' > 0 é um tempo de parada. Podemos usar a EDE (3.20) para levantar

x(t) de M para TM e z(t) de M para TM . As EDEs resultantes, as quais generalizam

(3.23), escrevem-se

dy' = —Ni(z,y) oda’ e dj = —Ni(7,7) o di’. (3.29)
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Os semimartingales (z(t),y(t)) e (z(t),y(t)) podem, por sua vez, ser levantados de TM e

TM para OTM e OTM, respectivamente, os semimartingales levantados (z (), y(t), z(t)) e
(z(t),y(t),z(t)) sendo definidos pelas EDEs

dzi = —Fjy(x,y)7 oda® e dZi = —F,(7,5)Z o di", (3.30)
as quais generalizam (3.24).

Definigao 3.5.1. Entao, em analogia com (3.25) dizemos que as variedades M e M h—rolam

sobre o semimartingale x(t) em M (ou, equivalentemente, sobre Z(t) em M) se
(jodr! = (jodi, (3.31)

C(t) = (CHt), ..., C"() e C(t) = (CL(b), ..., C™(t)) sendo as bases duais de z(t) = (21(t), ..., 2, (t))

e z(t) = (Z1(t), ..., 2a(t)), respectivamente.

3.5.2 hv—Rolando sobre um semimartingale em 7'M

Tomamos um semimartingale arbitrario (z(t),y(t)) em TM, onde xz(t) € M e

0 # y(t) € TMyy para t € [0,7],T > 0 sendo um tempo de parada. Similarmente,

(e}

(Z(t),75(t)) serd um semimartingale em TM . Levantamos os semimartingales de TM e
TM para OTM e OT M, respectivamente. Os semimartingales levantados (2(t), y(t), z(t)) e
(z(t),y(t),z(t)) sao definidos pelas EDEs

dzy = —Fy(x,y)2; 0 da® — Cy(z,y)z) o oy, (3.32)
A7 = —Fy(F§)% o di* — Cly(F, §)7, o 07, (3.33)

obtido de (3.22), o qual generaliza (3.26) e (3.27). Aqui
§y* = dy* + N (z,y) o da™ e 67" = dy* + NE(Z,7) o di™.

Seja C(t) = (C1(t), ..., ¢"(1)) e C(t) = (CL(), ..., C"(t)) as bases duais de z(t) = (21(t), ..., z(t))

e z(t) = (z1(t), ..., 2n(t)), respectivamente.
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Definicao 3.5.2. Este sendo o caso, dizemos que as variedades hv—rolam sobre o semi-

martingale (x(t),y(t)) em T™ (ou, equivalentemente, (Z(t),§(t)) em TM) se
(odl =(lodi e (lody =C ody, (3.34)

as duas ultimas EDEs sendo generalizagoes de (3.28).

3.6 Desenvolvimento Estocastico Finsleriano

Devemos aplicar os conceitos introduzidos na segao anterior para o caso de “rolling”de uma
variedade Finsler ao longo de um movimento browniano canonico no espaco euclidiano R".
Seja M uma variedade Finsler de dimensao n. Entao R™ com a métrica euclidiana usual pode
desempenhar o papel de outra variedade Finsler. Denotamos por v(t) e w(t) dois movimentos
brownianos canonicos independentes em R™. De acordo com a discussao na secao anterior,
M pode ou ser h—rolada sobre w(t), o qual é um semimartingale em R" ou hv—rolada
sobre (w(t),v(t)), o ultimo sendo um semimartingale em R™ x R™. Isto conduz para as duas

seguintes aproximacoes alternativas para o desenvolvimento estocdstico Finsleriano.

3.6.1 h-desenvolvimento estocastico Finsleriano

Adaptamos as equagoes (3.29), (3.30), e (3.31) para o caso do h—rolling M sobre o semi-

martingale w(t) em R™.

Definigao 3.6.1. O semimartingale resultante (x(t),y(t), z(t)) em OTM definido pelo sis-
tema de EDEs
dx' = zj o duw,
dy® = —N;(x, y) o da’ (3.35)
dz} = —Fj(x,y)2 o da*

é chamado um h—desenvolvimento estocdstico Finsleriano sobre M.



SECAO 3.6 DESENVOLVIMENTO ESTOCASTICO FINSLERIANO 90

3.6.2 hv—desenvolvimento estocastico Finsleriano

No caso quando a variedade M hv—rola sobre o semimartingale (w(t),v(¢)) em R™ x R" as

EDEs correspondentes (3.32)-(3.34) reduzem-se ao sistema

dz' = z; o duw,
oy’ = 2 o du, (3.36)
dzl = —Fj(x,y)2% o da® — Cyy(x,y) 2} 0 5y".

Assim temos a seguinte definicao:

Definicao 3.6.2. Um semimartingale (x(t),y(t), z(t)) em OT M definido pelo sistema acima

é chamado um hv—desenvolvimento estocdstico Finsleriano.

Teorema 3.6.3. Se (z(t),y(t),z(t)) é uma solugao de (3.35) ou (3.36) comecando em
(0, Y0,20) € OTM, entio a lei de probabilidade de (x(t),y(t)) € independente da escolha
da base ortonormal inicial zo. Além disso, se (x(t),y(t), z(t)) € uma solu¢ao de (3.35), entao

(x(t),y(t)) € uma difusao de Markov em TM com gerador
271 gV = 271 g"(6,6; — FL6), (3.37)

e se (x(t),y(t), z(t)) € uma solugao de (3.36), entao (z(t),y(t)) é uma difusio de Markov em
T?M com gerador

27 Lg IV 4 27 GUIVY = 27 Y (6,8, — FL8) + 27 g (90, ~CE o). (3.38)

DEMONSTRAGAO: Trataremos com o caso quando (x(t),y(t), z(t)) é uma solugao de (3.35).
No caso de uma solugao de (3.36) a prova é similar. Seja Z; uma outra base ortonormal
qualquer em TM,,. E facil ver que (z(t),y(t),2(t)) é uma solucao de (3.35) com w' trocado
por @' tal que w’ = h!w' e com condicdes iniciais (2o, Yo, Zo). Mas @ é também um movimento
browniano em R", assim ele tem a mesma lei de probabilidade como w. Segue-se que a lei de
probabilidade de (x(t),y(t)) é independente de zy. Por isto, segue-se que (z(t),y(t)) possui
a propriedade de Markov, desde que (x(t),y(t), 2(t)) possui a propriedade de Markov como

uma solugao para (3.35).
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Para calcular o gerador de (z(t),y(t)) expressamos a diferencial estocdstica daz® de (3.16)

e o produto dz'dxz’ como

dx' = z;:dwj—2_1gjk($,y)F;k($vy>dt7

de'dx! = g"(z,y)dt.

Em seguida, calculamos a diferencial estocéstica df (x,y) de qualquer fungao diferenciavel f

em TM com a ajuda da férmula de Ito:
df (x,y) = (8 f)da’ +271(6,0; f)da'da? = (8;f)zjdw’ + 271 g7 (6,0, f — Fl;on fldt.

O gerador é dado pela expressao que multiplica dt acima. [

As expressoes (3.37) e (3.38) podem ser consideradas como generalizagoes do operador
de Laplace-Beltrami para o caso Finsler. Assim, em vista do Teorema 3.6.3, a projecao
(z(t),y(t)) de um h ou hv—desenvolvimento estocdstico Finsleriano (x(t), y(t), z(t)) de OT M

(o]
para T'M sera chamado um h ou hv—movimento browniano, respectivamente.

3.7 Movimento Browniano Finsleriano

Antes de apresentarmos dois teoremas sobre o movimento browniano Finsler, mostramos as
duas defini¢oes de movimento browniano, o h e hv—movimento browniano Finsler. Assim,
em vista do Teorema 3.6.3, para o h—rolling M sobre o movimento browniano w(t) em R",

temos:

Definicao 3.7.1 (h—Movimento Browniano). A projecio (z(t),y(t)) de um
h—desenvolvimento estocdstico Finsler (x(t),y(t),z(t)) de OT'M para TM ¢ chamado um

h—movimento browniano Finsler.
E para o hv—rolling M sobre o movimento browniano (w(t),v(t)) em R™ x R™ temos:

Definicao 3.7.2 (hv—Movimento Browniano). A projecao (z(t),y(t)) de um
hv—desenvolvimento estocdstico Finsler (x(t),y(t), z2(t)) de OTM para TM ¢é chamado um

hv—movimento browniano Finsler.
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O hv—movimento browniano definido por (3.36) pode também ser descrito como um
movimento browniano com drift no fibrado tangente furado T(}W com o tensor métrica Rie-
manniana levantado diagonalmente G definido por (3.21), e o drift sendo expressado em
termos dos tensores torsao da conexao Finsler (N}, Fj,, Chp).

Os Teoremas abaixo estao relacionados com o comportamento da funcao métrica fun-

damental L de uma variedade Finsler M sobre um h ou hv—movimento browniano sobre

M.

Teorema 3.7.3. Se (z(t),y(t)) é wm h—movimento browniano sobre M, entdo

L(z(t),y(t)) = k quase certamente, onde k é uma constante.

DEMONSTRAGAO:  Seja (x(t),y(t), z(t)) um processo em OT'M que satisfaz o sistema (3.35)
de EDEs para o h—desenvolvimento estocastico Finsleriano. Da férmula de It6 encontramos

que
dL2(z,y) = 6;L%(x,y) o dz'+ 9; L*(z,y) o 6y/'. (3.39)

Mas 6y’ = 0 pela segunda equagao em (3.35). Calculamos §;L? usando o fato que a conexao

¢ sem deflexao e h—métrica, i.e., Nj(z,y) = Fj(x, Y)Y* e digik = Flgin + Fhgs -
L7 = &ily'y gl = vy oigim — NIy g — v N
= vy"(bigjx — F 9 — Fjrgs1) = 0.

Segue-se que dL?*(z,y) = 0, e assim também L*(z,y) = k, quase certamente o que prova o

teorema. m

Observagao 3.7.1. Uma consequéncia interessante do Teorema 3.7.3 € que um h—movimento
browniano Finsleriano que come¢a no fibrado indicatriz IM = {(z,y) € TM : F(z,y) = 1}

estard em IM para todo t € [0,T] quase certamente.

Teorema 3.7.4. Se (x(t),y(t)) € um hv—movimento browniano Finsleriano sobre M, entdo

L(x(t),y(t)) é um processo de Bessel, exemplo 1.8.2 com indice n = dim M.



DEMONSTRAGAO:  Agora assumimos que (z(t),y(t),z(t)) € OTM satisfaz o sistema
(3.36) de EDEs para o hv—desenvolvimento estocéstico. Expressamos a derivada estocastica

dL?(x,y) usando (3.39) e aplicamos a identidade §;L? = 0 provado acima. Portanto

dL? =9; F? o 8y =8; F20y" + 27" 9,0; F20y'8y’ = 20" + ;0409 (3.40)
Segue-se de (3.36) que

Syt = z; odv’ = z]i»dvj — 2*1gjkC’;kdt,
Sy'oy’ = gYdt.
Como y'Cly.(z,y) = 0 e gi;9 = n = dim M, encontramos de (3.40) que
dL? = 2y;zidv’ + ndt.
Fazendo n; =d; Lz e du = n; = dv’. Desde que Ln; = L B; Lz = y;2}, podemos escrever
dL? = 2Ldu + ndt. (3.41)

Exigimos que u(t) seja um movimento browniano canonico em R. Se isto é assim, entdo a
prova esta completa, porque L(z,y) é um processo de Bessel com indice n como uma solugao
da EDE (3.41).

Podemos usar o Teorema de Lévy 1.5.28 para provar que u(t) é um movimento browniano.
Assim ¢ suficiente verificar que u(t) e u*(t) — ¢ sao martingales. Primeiro notemos que
L*nimnid" = yeyizf 256" = yeyg® = L?, o qual implica que n;n;6Y = 1. Segue-se que
U = / nidv® é um martingale quadrado integravel. Pela férmula de It6, encontramos que
du® = 2un;dv’ + n;n;09dt = 2un;dv® + dt. Assim u?(t) — ¢t é um martingale, o que prova que

u(t) é um movimento browniano canénico em R. n

Observagao 3.7.2. O Teorema 3.7.4 quer dizer que o comportamento da fun¢ao fundamen-
tal L sobre um hv—movimento browniano Finsler é o mesmo que o comportamento radial

do movimento browniano canonico em R"™.
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