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-I N T R O D U C A O 
' 

Estaremos enfocando nes·ta t.ese quatro tópicos int.§. 

ressantes. No primeiro capítulo, mostraremos como o teorema da 

função inversa pode ser usado para provar um fato não conhecido 

de todos; que o espaço euclideano de dimensão N, IEn não pode ser 

dotado com uina ·estrutura de álgebra, não associativa, cancelati-

va e comutativa; Estareillos interessados em defi-

nir 

bre 

operaçao 

quando N ) 3. 

multiplicação tal que x, y X * y SO 

satisfazendo os quatro axiomas abaixo: 

(l) X * (À * y) (À * x) *- y = À * X * y 

( 2) X * (y * z) = X * y + X * z 

(3) X * y o implica X = o ou y = o 
( 4) X * y = y * X 

Quant"o ao capí·tulo 2, veremos fatos que sao devi

dos a FROBENl'US. Es·te matemático, em 1887, classificou todos os 

anésis com divis3.o, que têm o corpo dos números r0ais c:!m seu cen 

tro e são de dimensão finita sobre os reais. 

No cup1·tulo 3, daremos uma outra demonstração mais 

sofisticada, devido a R.S. PALA18, sobre os fatos descritos aci-

ma. 

Em ambos os casos, most:t·a.remos que. as Únicas 5lge 

bras de divisão, finitas sobre os reais 1 

--
S<'l.O os reais, os num2--

ros complexos e a álgebra dos quatérnios de l/lll'd.TL.'I'ON. 

Ve.ú-i..n-i..ç.ã.o 

Co-extensão de um corpo F e nm corpo E c F" 

De6-i.n;.ç.ão 2 

Co-dimensão de uma co-extensão E S F e [F:EJ. 

Já no Capit:ulo 4, veremos que os coroos co-exten ·

soes de co-di.mensão fini t.a sobre os números complexos são de co-· 
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-dimensão dois. Quer dizer, para qualquer corpo contido nos com 

plexos tal que os complexos são 1.una extensão de dimensão finita, 

tem-se que esta dimensão é dois. Portanto, provaremos que os 

reais não têm um corpo co-extensão de co-dimensão próprio. 

No capitulo 5 daremos uma caracterização dos corpos 

realmen-te fechados devidos a Artin-Scheier. 
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-C A P I T U L O l 

-UMA APLICACAO DO TEOREMA DA FUNCJ\0 INVERSft. 
' DE HADAMARD PARA - ' A ALGEBRA 

Vejamos algumus noçoes preliminares sobre aplica-
-çoes bilineares." 

Ve6..ê~t-i.ç.ão 1. 1 - Sejam E, F 1 G espaços ve-toriais no~ 

ma dos. Uma aplicação B_-: E x F >- G diz-se bilinear quando 

é linear separadamente em cada uma das suas variáveis, ou seja: 

( l) B (x + y, z) ~ B (x, z) + B (y' z) 

(2) B (X' z + w) ~ B (X' z) + 
. 

B (x, w) 

(3) B { Àx, z) ~ B (X' ÀZ) + À B (X' z) 

quaisquer que sejam x, y " E 

z, w s F 

À E R 

Temos então um t.eorema bas-tante simples de ser pr2 

vado pelo leitor, que é o teorema 1.2. 

Teotuz_ma 1. 2 -- Sejam E, F espaços vetoriais normtl

dos de dimensão finita. Tml.a aplicação bilin(:;a.-r B~ Ex F ------r G 

é contínuu. Veja [13] .. 

Retornando ao nosso p:coblcrna, definamos uma opcr~ 

çao multiplicação (*) x, y x * y ~ob1:e lEn que, para todos 

os escolares "À" e vetores x, .y e z, satisfaz os sequintes axio--

mas: 
( l) X * (À * y) ~ (À * x) * y ~ À * X * y 

(2) X * (y + z) X * y + X * 2 

( 3) X * y ~ o implica X ~ o ou y - o 
( 4) X * y -- y * X 
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Provaremos o teorema crucial deste capí·tulo que e 

o teorema 1.3. 

Te.one.ma 1.3- Para N ~ 3, nao existe uma operaçao 

multiplicação sobrelEn que satisfaz (1) - (4). 

O que temos de novidade em nossa prova é que, emb~ 

ra assumimos a comutatividade, nao assumimos a lei associativa, 

ou seja ( x * y) * z = x * ( y * :.(:) . 

s·enão vejamos: se a lei associativa estivesse jun

to com ( 1) - ( 4 ). , então provuríamos a 8xistência do elemen·to "e." 

satisfazendo x * e= e* x = x para todo x E ~n. 

Vemo vtt. ,tfla.-ç.ão 

Seja 11 a" um elemento não nulo e fixo de !En. Decor 

re do axioma (3) que a aplicação linear x --~ a * x é não siE: 

gular e tal que a* e.= a para algum vetor: "e.". Portanto, para 

qualquer vetor "b!l, temos: d * b ~ (a * e) * b ~ a * (e * b) • Se 

temos b * e = gue-se que b ~ e * b. Também, desde que ,2 - e, 
~ b * ,z 

~ (b * e.) * e, port.anto b - b * e. 

Então IEn strá_ corpo ele extensão finita de R (iden

tificado com um conjunto de todos os múltiplos escalares a * e,. 

a c 
que IEn 

tR). Do TeoJtern"ct Fundrtme.n;ta.t- da Alge.btr.a, segue-se então 

é IR ou a:. Considerando ma.i..s geralmente, o problema unãlo 

go é da existência de álgcb_t;-as, com divisão, algébricas sobre os 

reais. Veja [l], [2], (5] e [6). 

Aliás, estes dois Ült.imos serao mostrados nos cap_! 

tulos seguintes. 

Ve.n1on~.>.tJwç_ão do ~te.oJu?..n:a 1. 3 

Nossa provi.l consiste em mostrar que os axiomas (1) 

- (4) implicam que a aplica<;ãó x ----vr• x 2 é um homeomorfismo -

quando N :;:. 3, o que é obviamen-te um absurdo, po.is o axioma (l) 
2 2 requer que (-x) = x • A. prova des-ta asserç5o depende do fato de 

que o espaço mn - {p} (espaço euclideano sem um ponto) e s:Lmple~ 

mente conexo quando N :} 3. 
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-Usaremos a seguinte versao global do teorema da 

função inversa, que é devido a Hadamard (para detalhes e referên 

cia veja [3] e [4]. 

T e.OJte.rna 1 . 4 ( Hadama!'d) 

Seja f: M1 l . - l M2 uma ap 1caçao c entre duas 

variedades conexas N - dimensionais, cujo jacobiano nunca se anu 
-1 

la e que é própria no sentido de que f (K) é compacto quando I< 

e um subconjunto compacto de M2 . Suponha-se ainda que M2 é sim

plesmente conexa. Então f é um homeomorfismo. 

l.e.rna 1. 5 

Qualquer que seja a aplicação bilinear B: IEn xiEn -Y!Bn, 

em que B (x, x) = O impli.ca x = O, existe um a > O tal que 

'ix, lxl ~ l. 

I B (x, x) I > a 

Vemo nh .tJt.aç_ão 

Se· tal não acontece 1 devemos ·ter j B (xn, xn) j < ~ 

para uma sequência xn, tal que- I xn) = 1 e li.m xn = x f O, logo 

lim )B (x11 , xn)) =)$ (lim xn, lim xn)) = )B (x, x) I := O, contra

di.ção. 

Usamos o fato de que B e con·tínuaf pois e unw apl! 

caçao bilinear. 

Portanto, qualquer que seja y t: IE11 

(I)I B (y, Yll ~ iB (~~~ 

Continuação da prova do teorema 1.3. 

Provaremos que F (x) = B (x, x) 

mesmo e própria. 

Vemos que pela próp.t·ia definição e pelo 

1.2, F é contínua. 

nele 

teorema 

Seja S um subconjunto compact.o de lt: 11
, ent.do S é f e 

-1 
chado e limi·tado, Pelo visto uciw.a, F (S) é fechado. Falta de 
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monstrar que F1 
{S) é limitado, para concluirmos que F é própria.· 

Como S e limitado, ls) < N, IV s E S. 

Ora >' 1 
(S) ~ (t I t

2 
E s} ~ ( t c IEn I B (t, t) E S}. 

Nas B (t 1 t) E S implica que] B (t, t) j < N. 

Por (I) B ( t' t) I > a 
2 I t I , portanto 

N > a I t I 2 , donde I t I < IN/a 

Logo i ( t E IEn I B (t, t) E s} I < IN/a. Segue-se que F1 
(S) 

limitado. 

e 

usaremos a seguir o teorema 1.6, bem conhecido em 

topologia. 

r eo!{.e.ma.- 1 • 6 

Sejam X, Y espaços _topológicos e X Ç Y. Se S S X, 

então S é compacto em X ::.~e, c somente se,-- S é compacto em Y. 

No nosso caso, consideremos S compacto em IEn - {o}. 

Aplicando o teorema 1.6, 
-1 ... n 
F (S) e compacto emiE . 

- n vemos que S e cowp.:1cto em lE • Port.ant.o, 
-1 

Usando novamente o teorema 1.6, F (S) 

é compacto em JEn- {o}. 

Para aplicar o teorema de Haâamard, seja H = 
12 

a aplicaç~o.g (x) = x n \E -{O}. O axioma (J) impLica que 

ser restringida a uma ,-::tplicação "f" 
n 

de !E - {O} nele mesmo. 

H = 
2 

pode 

Co-

mo sabemos f é. contínua e, t.ambém, pelo visto ncim.::t e desde que 

f 1 (S) = F1 (S), f é própria. 

Usando o axioma ( 4) pura computar df (v) (a d L .f e 
X 

rencial de f em 11
X

11 operando na direção "v") 

~ 

lim 
h -)o- o 

li Til 

h~ o 

f(x + hv) - f (x) 
-----~------

(x 
2 2 + h v) - X 
--~--

~ 

h 

2 
xhv hvx h X + + + 

~ 

2 2 2 v -· X 
~ lira ---- --------

]1 ~ o h 
-· 
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lim 
h (xv + vx) + h (hv2J = ---- = h 

h+ O 

+ + h v 
2 

lim xv vx = = XV + vx 
h+ o " 

Logo df (v) = Zxv e consequentemente df e contínua em x. Por-
X 

cl 
X 

tanto, f pelo axioma ( S) 1 df (v) - - singular E e e na o para ' X 

todo X E En - { o} ' isto e, o jacobiano de f nunca se anula. Pro 

vamos, entã'o, que f é homeomorfismo. 

P~ova do ~eo4ema 1.4 

O fato de que f é sobre, é bem conhecido e f5.cil) 

de ser provado, urna vez que tenhQm sido estabelecidas as propri~ 

dades básicas de grau topológico de aplicações. Beja [7], [s], 
[il] e [10]. 

Provaremos, agora, que f é um a wn. A varJ.edade, 

sendo simplesmente conexa, admite uma cobertura universal pura 

espaço. Portanto, _é .suficiente mostrar que f é um;_:;. cobertu.ra,i~ 

to é, mostraremos que cada "q" e.m 1-12 tem uma vizinhança abert.a V, 
-1 . 

tal que f (V) comns·ta de conjun·tos abertos, disjuntos, aplica-

dos homeomorficamente pela f sobre V. I.sto é 1 mostrado mediante 

urna construção dada por Mi lnor ern [11 1 pa.g. 8] . 
-·1 

Desde que f é um homeomorfismo local próprio, f (q) 

consiste de some.nte um número :finito de pon·tos, 

pl' P2' · •• , Pn· 

digamos 

·-' Seja K uma vizinhança compucta de q. Então r~ (K) 

contém vizinhanças abertas disjun·tas V i dos pontos pi, que 

aplicadas homeomorficamente pela f sobre vizinhançç>.::: aberta~; 

q. 

[
-1 

f ~f (I\) 

-sao 

de 

Deixaremos para o lei·tor ve.rificar que V sat .. isfaz as condições d~ 

seja das. Com isto concll,J..i.mos nossa prova. 
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C A P I T U L O 2 

TEOREf·1A DE FROBEN IUS 

Usaremos dois lemas importantes sobre o corpo ê.o.S 

números complexos. 

Le.ma -2.1 

':l'odo polinômio de grau 11 n 11 sobre o corpo dos nume

ras complexos tem todas as suas n - raizes no corpo dos numeras 

complexos. 

Le.ma 2.2 

Os únicos polinômios irredutíveis sobre o corpo dos 

números reais são de grau 1 ou 2. 

corpo K se: 

Uma álgebra com divisão D é dit.a algéb.rica sobre o 

(a) K está. con-tido no centro de D 

z I D) = ( x s D I xy - yx, Vy E o} . 

(b) Todo a s D satisfaz um _polinômio não t.ri.vial 

com coeftciente Gm K 

Se D, como um espaço vetoi·ia.l é de düner~_são finita 

sobre um corpo K que está çontido em seu cent.·co, vem r)s facilmcn 

te que D e algébrico sobre K. 

Contudo, pode ser que D seja algébrico sobre K,sem 

ser de dimensão finita sobre K. 

Exemplo: Seja a c: K\.Kp~ isto implica que xp- a e irredutivelso 
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i 
bre K. Portanto xP - a e irredutivel sobre K. 

i 
Seja ai raiz de 

xp - a. 

Como K (ai} S K (ai + 1 ) S: K ( ai + 2 ) .:; . . . temos o que quer ia -
mos demons·trar. Mais clara..'Uente: sejam Ro os números racionais 

e consideremos Ro (fecho algébrico dos racionais) . Pelo visto 

acima, tomemos a = 2 e p = 2. 

2 4 
X - 2, X 

8 
2, X - 2, , .. 

um anel associativo A é denominado uma álgebra so

bre um corpo K, se A é um espaço vetorial sobre K, tal que: 

k (a b) = (k a)b = a (k b), ~ a, b E A e k E K 

Costuma-se denotar Hom (V, V) por A (V). 

Sempre que quisermos enfu.tizar o papel do corpo K, 

a notação e AK (V) • 

Ve.6-LnJ.ç_ão 2. 5 

Uma transformação linear de V sob1:e K, e um elemen 

to de AK (V) • 

As vezes pode ser feita referência a A (V) como o 

anel, ou álgebra, das transformações lineares de V. 

Para álgebras arbi-trári.as A, com elemento unidade 

sobre um corpo K, t.emos o análogo do teorema de Cayley para gr..1_-! 

pos, a saber: 

T e.oJte.ma 2. 6 

Se A e uma álgehra sobre K, com elemc,;nto unidade 1 

então A e isomorfa a uma sub-·álgebra de A (V) , para algum espaço 

vetorial V sobre K. 

O teorema· ressalta o papel un:lversul desempenhado 
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pelas álgebras particulares A (V) , pois nestas podemos encontrar 

cópias isomorfas de qualquer álgebra. 

Iniciaremos nossa investigação de anéis algébri-

cos com divisão sobre o corpo real !R, determinando em primeirol~ 

gar os que são algébricos sobre o corpo complexo. 

Te.oiLe.ma 2. 7 

Seja ~ o corpo dos números complexos e suponhamos 

que o anel com divisão D seja algébrico sobre 1!. Então D = <C. 

d an + d 
n n -

Suponhamos que a s o. CQmo D é algébrico sobre ct. 1 

n -1 
1 

a + •...•. + d
1 

a+ d
0 

O para Certos 

d 0 , d 1 ······ dn c C e dn tO. 

Ora o polinômio p (x) = d
0 

+ d 1 x + •. -. + d- xn em IT C,x] 1 pelo le n • -
ma 2.1 pode ser decomposto em í!:[x] num produto de fatores linea 

res, isto é, p{x) =, (x - b 1 ) (x - b 2 ) (x - bn), onde 

. . . ' b estão todos em ~ • 
n 

Como ct está no centro de D, todo elemento de <t comuta com 11 a 11
• 

Mas por hipótese p(a) O e 1 então, ·temos 

{a - Dn) """' O. Como um produto num anel 

com divisão e nulo, somente se um dos fatores do produto e nulo, 

conclu].mos que a -· bk = O para algum k, logo a = bk, do que ded_~ 

zimos que a c U:. Portanto D C a::, como Cl: c D1 concluimos que 

D = 0::. 

Teonema de Fnoben~u~ 

Seja D um anel algébrico com divisão sobre o corpo 

IR, o corpo dos números reais. Então D é isomorfo a um dos três, 

o co:r·po dos números reai·s, o corpo dos números complexos ou o 

anel com divisão dos quatérnios reais. 
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Ve.mon.t.tl1..aç_ão 

Suponhamos que D ~ ffi e que a E D, tal que a E JR. 

Pór hipótese "a" satisfaz algum polinômio sobre ·IR, logo algum P2. 

linômio irredutivel sobre IR, pois IR está no centro. Em cçmsequê~ 

Cia do lema 2.2, "a" satisfaz uma equação linear ou quadráticas~ 

bre IR. Se esta equação é linear, "a" está em /R, contrariando nos 

sa hipótese. 

O onde 

a, 0 E R. 

Portanto, podemos supor que a 2 

Assim (a- a)
2 

= a
2

- S. Afirmamos 

2 ~a + S 
2 

que a < o' 
pois, no caso contrário, teria uma raiz quadrada real "6 11 e obte 

riamos a - a =. ± ô. Portanto, a = a ± ó e consequentemente a E R 
2 contrariando nossa hipótese. Segue-se que a - S < O, logo 

pode ser escrj_to sob a forma ~y 2 n onde y c iR. De {a - a}' 2 
= -y 2 

resulta que ((a~ d) }2 = =1. Assim se a E IR, podemos determinar 

a, y reais, tais que ( a Y a) 
2 

=; _ -1: __ 

i = 
a -a 

y 

Se D é comutativo, tomemos a E Dea~/Re seja 

onde y, a E- IR são escolhidos de d .2 mo o que l = -l. 

Portanto, D contém R (i), um corpo isomorfo ao cor 

po dos números complexos. Como D é comutativo e algébrico sobre 

IR é, com mais razão, algébrico sobre IR (i). Pelo -teorema 2. 7, -

concluimos que D = m. (i). Assim se D é comutativo, ele e IR ou 

IR (i) . Admitamos que D não seja comutativo. Afirmamos que o ce!} 

tro de D é exatamente lR. Se nao o fosse, haveria um 11 a 11 no cen-
- (a-a2 t:co mas nao em lR. Portanto, para certos ct, "( 2 lR, ) = -1, 

y 
de modo que o centro contém um corpo dos números complexos. Con 

tudo, pelo teorema 2.7, se os nUmeras complexos (ou um isomorfo 

dele) es-tivessem no centro de D, então D ;;;: tt, forçando D a ser 

comutativo. 

Logo ffi é o centro de D. 

Seja a E D e a ~ iR, para certos a, y E IR 

I 
a 

~ 

tro de 

- i b oj 

a 
y 
D. 

o. 

satisfaz 1
2 = -1. Como .i 4 IR, "i" nã.o esi:.á no cen-

Portanto, existe um elemento b s o 2 , tal que c :-:: b i

Então i c + c i = 
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= i b i - .2 
l b + b 

.2 
i b i l - = 

= i b i + b - b - i b i = o 

Assim i c = - c i, como consequência 

i c 
2 

= (i c) c = (-c i) c = -c (i c) = -c (-c i) 2 = c i, 
2 

e, então, c comutu com i. Ora nc" sa-tisfaz alguma equaçao qua-

drática sobre IR 
2 o • 2 c + a c + ~ = Como c e ~ comutam com 

a c comuta com i, conseqnentemente temos: 

logo 2 
2 

(tt c) i = i (a c) = a i c = a (-c i) = -a c i 

a c i = Di cOmo 2 c i = O, temos que a = O. Assim 
2 

i, 

c + ~ = O, logo c = -11. Como c~ R, visto que c i = -c i, po-

demos 

então 

dizer, como o fizemos anteriormente, que 
2 

1l = v , v t: IR. 

2 . . 2 
Portanto c - -v , seJa J = 

Então j satisfaz 

c 
v 

c 2 
v 2 

= -1 

"Jl" é positivo e 

o 
( l) 

( 2) j i + i J - c 
v 

. ~ . c 
l-rl-

V 

c i + i c 
=-~-

v 
~--=O 

v 

Seja k = i j. Os (,:>lementos i, j ~ tR que construimos cornportam 

-se como os quatc.rnio.s, logo: 

T = {dO + dl i + d 2 j + dJ k .j dO, dl 1 ct 2 1 d 3 s IR} 

T é um subanel _com divisão tsomorfa aos quatérmi.os reais. 

Provaremos que~ l, i 1 j 1 k, definidos acima, 

nearmente independentes. 

Sup~:mhamos que (II) a + a i 1· y j + 6 k = o 

-sao li 

onde a, S, y, 6 ~-= lR. Mult:LpU_cando (II) por i, j, k, re>;pectiv~ 

mente, obteremos 

a + s i + y j + à k o 
-s + a i 6 j + y K - o 
-y + ,s i + a J - s k ~ o 
-o y i + s j + a k = o 
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Se o sis·tema acima só tem a solução trivial nas va 

riáveis a., t3, y, O, ótimo, ·temos o que queríamos. 

Suponhamos, portanto 1 que o sistema tenha solução 

nao trivial. Ora, isto significa que: 

a B y 6! 

--s a -8 y. 
= o -y 8 a -s 

-8 -y s a 

Desenvolvendo o determinante pela primeira linha ob 

teremos: 

a -8 y -s -8 y 
I 

8 a -B -s -y a -s + 

-y s a -8 s a 

-s a y -s a -8 

+y -y 8 -:, -o -y ô a = o 
-6 -y -6 -y s 

Ou seja: 

(a 3 2 2 S2l a + s y 6 - s y 6 + a y + a 8 + a -

8 (-a 82 8 
2 

B 62 8 6 B 3) - - "{ - + a y - a y -

- y (-a s 6 + 
3 

ó y + a s + y 6 
2 

+ y 82 2 
+ '( a ) -

8 ( -6 82 8 2 8 
2 03 s 6) o -- - y - a - + a '( - a y -

Logo: 
2" 2 82 2 62) s2 (a 

2 02 2 8 2) a (a + + y + + + + y + + 

2 2 82 + y (a + 
2 

+ y + 6 2) + 82 (a 
2 B2 2 õ 2) o + + '( + -

POrtanto: 

(a 2 sz 2 6 2) 2 o resul t.ando + + y + = 

0.2 s2 2 62 o consequentemcnte, + + y + - e, 

a = s = y = 6 -- o e chegamos ao que quer L-unos . 
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Portanto; 1, -i, j, k sao linearmente independentes:. 

Produzimos uma répica T do anel com divisão dos qu~ 

té.rnios reais em D. 

Nosso Último objetivo é demons·trar que T = o. 

2 
Se r s D satisfaz r = -1. 

Seja N (r) ~ {x E D I x r ~ r xl 

Vemos facilmente que N (r) é um subanel com divi -

sao; além disso, "r" e, portanto, todos os d
0 

+ ct
1 

r, ct
0

, "d
1 

E IR, 

estão no centro de N (r) , 

Pelo ·teorema 2. 7 segue-s~ que 

pois 

Assim, se r x = x r 1 então x = ct
0 

+ d 1 r para certos d 01 ct
1 

s IR. 

Suponh-1mos que \l E D e Jl 
lJ - a 2 w = satisfaz w = -1. --e--

rnuta com "w" e com "i". De fato: 

(w i + i w) w ~ w. i + i 
2 

i w w ~ w 

i + 
2 

i i ~ w w w ~ w 

w (i w + w i) 

(,; i + i w) ·i .2 
+ i i ~ w l w - -w 

~ I.R. Para certos ct, S 2 R 

Afirmamos que w i + i VJ co 

w - i 

w + w w i 

+ i w i ~ 

.2 
+ i i ~ l w w ~ i (i w) + i ~~ i 

~ i (w i + i w) 

Pela observação do parágrafo ante:r:ior, 

w i + i w 

se w T, es·ta última relação implica que ct 1 "" O, pos caso con 

trário w = (dQ - d 0 ) /d1 + di;d J e, portanto, poderíamos resol 

d - d . 1 ver w em unçao e l. 

Assim: w i + i w Analogamente 



w j"+ j w ~ Bo 
w k + k w ~ Yo 

Seja + 
do 

i + 
So 

j 
Yo 

z - w -2- 2- + -2-

i + i i + 
do .2 so 

j z z ~ w -2- l + -2-

+ i + 
do .2 Bo 

i w -;r- l + 2 

~ w i + i w + 
do 

-2- (i 2 + 

+ 
Yo _2_._ (k i + i k) ··-

do do + 
Yo 

(i j i + ~ -2-

Yo 
~ -2-

Analogamen·te: 

( . 2 j 
.2 

j ) -l + l 

z j + j z = o 
z-k+kz =O 

-· o 

s IR, 

€ IR. 

k, então 

i 
Yo 

+ -2-

j + 
Yo 
-~ 

i 2) 
Bo 

+ -2-

i i j) ~ 

Destas relações~ ob·temos z = O. De fato: 

o ~ z k + k z - z i J + i j z 

~ z i j + i z j - i z j + i j 

~ (z i + i z) j + i (-z j + j 
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k i + 

i k 

(i j + j i) ·+ 

~ 

z = 
z) . 

Contudo, i 'I O e, como es-tamos num anel com divisão, segue-se que 

z j_- j z =o, Mas z j + j z = O. 

Logo 2zj = O, como 2j :f 0 1 pelo mesmo raciocinio acima, temos ne 

cessarirrmente z = O. 
do so '( 

i j + o 
K --2- + -2- 2-Portanto: O = z = w + 

donde w = (-
-B ··Y 
(-0-) j 

o - (-2-) k 
2 i + 

e w t: T, contradizendo w t 'f. Assim temos Vl E: T. Como 
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J.1 = S w + a e, então, J.1 E T. 

Demonstramos que todo elemen-to em D está em T. Como T C D, con 

cl~·~mos que D = T. Desde que T é isomorfo aos quatérn:Los -reais, 

obc· .;nos agora que D é isomorfo ao anel com d1visão dos quatérnios 

rea_i_s. 
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C A P I T U L O 3 

-
CLASSIFICACAO DAS ÁLGEBRAS COM DIVISAO 

' 
SOBRE OS REAIS SEGUNDO R,S, PALAIS 

Seja D uma álgebra com divisão de dimensão finita 

sobre o corpo dos numeres reais /R. 

Uma maneira de estabelecer o teorema fundamental da 

álgebra, é dizer que se O e comutativo· (isto é, um ~orpo), então 

D é isomorfo sobre os reais ou a IR ou ao corpo dos numeras com

plexos <r. Um famoso teorema de F'robewius (dernonstrado.no capit~ 

lo 2) asse~ura que se O é não comutab.vo, então existe uma Ünica 

possibilidade, ou seja, D é isomorfo sobre IR, a álgebra dos qua

térnios de Hamilton. Esta é uma álgebra Q, de dimensão quatro, 

gerada como um es_pdço vetorial pela base de elementos 1, i, j, k 

que satisfazem a seguinte tábua de mul tiplica(;iio: 

.2 .2 k2 -l l -· J ~ ~ 

j_j ·-ji k 

jk ~ -kj ~ i 

ki -· -ik j 

A provu é conceitual e elementar simul tan(~arnente. 

' 

Ao lado do inevitável uso do teorema fundument~al da álgcbJ:.:t, us~ 

remos somente fatos simples sobre os au·to valores de -transforma-:-· 
-çoes lineares. 

Notemos, primeiramente, que o subespaço de Q de dJ:: 

mensao dois, gerado por "1" e "i", e isomorfo aos nümero3 compl.§:_ 

xos. Q é um espaço vetorial sob~ce <r {usando a multiplicação a 

esquerda por uma operaç~o escalar) . 

Além disSo, tt é claramente {x E D xi = ix}, en-
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quanto que o espaço complementar bi-dimensional, gerado por "j" 

e "k", e justamente {x s D I x.i = -ix}. 

Estas observações e que vao motivar nossa prova. 

Seja "1" denotando o elemento unidade de D. Pode-

mos pensar em ~ embebido em D pela aplicação x -----7 

Podemos assumir D ~ m. 
X • 1 

Seja "d" U.'ll elemento de D, mas que nao esteja em lR e seja !R< d >, 

denotando o subespaço vetorial bi-dimensional gerado por 11 1" e 

''d'', ~ < d > = m +.m. d. 

Lema 3.1 

~ < d > é um stillconjunto maximal comutativo de D, 

consistindo de todos os elementos de D que comutam com "d". Além 

disso é um corpo isomorfo a C. 

Existênc.:La de uma sub álgebra li. de D da dimensão ma 

ximal, que inclui IR < d > e e corr,ui.:.ativa. 

Le.ma 3.2 

'roda cadeia estritamente crescente de subespaços v~ 

t.oriais em D é de comprimento finito. 

V r_mo nh ;tJwção 

. Q4 c,, ... cv SeJa r v1 .,.. 2 ':t ... 'j• n 

com v
1 

subespaços vetoriais de D, i= 1, 2, ... n 

vamos provar que {d1 1 ct
2

1 • < • ; 

... , d. c v.-...._ v. 
1 l. ~ J..-

d 1 sao linearmen-te independentes. n· 



e 11 t" o primeiro índicé, tal que ct i O. 

-c 
dt (-_!) d ~ + 

ct 1 

Como para i ~ 1, 2, • • • I 

-c 
2 

( ct)d2t 

t-1 

c vi_vt-1 

... 

temos que di E Vt-l' Vi = l, 2, • • • I 

t-1 
~ E 

i-1 

-c. 
l 

(-·)d. 
t l 

o que e absurdo. 

E v 
t-1 

-

+ 

t-1 

-c 
( t-1) d 

ct t-1 

Portanto, ci = 01 

n ~ di~R D 

e os d. sao linearmente independen-tes 
l 

CokoléiJtÁ..o 3.3 

Seja IR <d> ÇA1 ';jA 2 ···'i An C D 

onde A i são IR - subálgebras de D, então n ~ diiljR D 
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e 

Como sabemos, se A é IR -· subálgebra de D 1 então A 

é IR - subespaço vetorial de D. 

Port.anto, A1 ':t A2 't A3 fi; · · · :'$ 
te de IR - subespaços vetoriais 

A 
n 

é cadeia estLitumen·tc crescem-

de D. Pelo lema 3.2 

Daremos a segui.r o lema. que usaremos e que é de ff 
cil demonstração, sendo portanto deixado ao leitor mais interes

sado demonstrá-lo. 

Lema 3.4 

Seja B ffi - álgebra e A Ç B, A iR - s ubálgebra de B. 
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i + 
ai x I n s z V {O}, ai E: A} 

Se x s B comuta com A, então: 

{1) A [x] e fechado em relação a soma e multiplic~ 

ção de D. Logo A [x] é IR ·· subálgebra de D. 

(x + y E A [ xJ, X - y E A [x], xy E A (x). 

qualquer que seja x, y E A [xJ ) . 

(2) Se x comuta com A, então A e comu·tativo; assim 

sendo, A [x] também é comutativo. 

Concluimos que A [x] e uma JR - subálgebra de B co-

mutativa. 

Existe uma IR- subálgebra de O maximal. 

Demonstração por construção. 

!R < d > Ç IR [ d]. 

Se lR (' d > não é maximal, existe A
1 

-t D, tal que !R < d > çt /\1 f_J !:4 

A1 ffi - subálgebra de D. 

Se A
1 

não é maximal, existe A2 r_..J D tal que iR < d > Si: A 4 A C. D. 
' l··· 2''' 

Assim pode-se constru_ir A1 $ A2 "$ ••. fj: Ai· 

Pelo corolário 3. 3, corno temos uma cadeia es t~ci tamr:mte crcscen·t~e 

de IR - subálgebras de D, existe um índice "·t", ·tul que o proces

so pare em t. 

Po.rtanto, JR < d > C Al '* A2 ~~ ... 'j At '* D 

e At é maximal. 
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Vemon~t~aç~o do lema 3.1 

Escolhendo uma subálgebra A de D de dimensão maxi

mál, que inclui ffi < d > e é comutativa. 

Se x E D comuta com todos elementos de A, então A [X] é comutati 

vo e A [ xJ deve ser igual a A, pois temos: 

A Ç A [xJ Ç D, A [ x] IR - subálgebra comutativa de 

D. Como A é maximal entre as R - subálgebras comutativas de o, 

segue-se que 

A ~ A [xJ ou A [xJ ~ D. 

Ora, A [x] = D e absurdo, pois D nao e comutativo; 

x c. A. Em particular, se x f O, "x" comuta com A, 

muta com -todos os elementos de li. {pois xy = yx se, 
-1 -1 -l 

yx = x y) e portanto x E A. 

logo A ~A [x] e 
- -1 entao x co-, 

e somente se, 

Concluímos que 

Então A é corpo. 

-1 
X E A, X ~ Ü implica que X E A. 

Pelo Te.o/Le.ma Fundamental da Ãlg~b!La, A é isomorfo a q: sobre ffi. 

Em particular, como dill)R A = d_ 1 diitJJR < d > = d e \R < d > S. .A, 

segue-se que IR < d > = A. 

Finalrnente 1 se x E D comuta com "d", ele comuta com todos os ele 

men·tos de IR < d > = .A, portanto pertence a IR < d >, 

De acordo com o lema 3.1, podemos escolher um ele 

menta "i" E 
. 2 

D, tal que i = -1 e podemos identificar iR < i > com 

<r. 
-Olhamos, agora 1 D na o meramente c c mo um espaço ve--

torial sobre IR, mas também cor,Lo um espaço vetorj_al sobre rt, bem 

como uma operação escalar de a:: em D, como uma mult.ip15.co.ção u es 

querda. Por outro lado, a multiplicação à direita po.r "i", pode 

ser interpretada como uma transformação l-inear (complexa) T, so

bre o espaço ve·torial (complexa) T, sobre o espaço vetorial (co~ 

plexo) D, isto é, defj_n~mos. 
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Vefi.énição 3.6 

'l'x ::. xi 

2 
Desde que T x = TTx- Txi::: (xi)i = -x, segue-se que 

'l'
2 

= -(Identidade) e os únicos auto valores de T são +i e -i. 

+ Denotando por D e D os correspondentes auto-espaços, temos: 

Ve.6iniç.ão 3. 7 

é ~ {x E D xi ~ ix) ~.IR < i > 

D ~ {x E D xi ~ -ix} 

Naturalmente D+ (') D =.{O}. + Seja x e: D , x E D ; como xi = -xi, 

temos qüe 2xi = O. Desde que 21 i O e estamos numa álgebra com 

divisão, concluimos que x = O. 

onde X -

Também 

Le.ma 3. 8 

n~o+$o 

Vemo n.ó .tnaç.ão 

Segue-se imediatamente da decomposição: 

ixi 

l 
--- (x -

2 

E D+ e 

(x - ixi)i ~ 

i(x - ixi) 

(x + ixi)i ~ 

i(x + ixi) 

Le.ma. 3,9 

. . ) l ( J_Xl + - 2 X + ixi) , rvx c D 

X + 

xi -
ix 

xi + 

ix + 

ixi E D ' 
pois, 

.2 
iXl xi + ix 
.2 

xi xi + ix " ~ 

.2 
xi j_x i.Xl -

.2 xi ix xi " -

+ 
impJ~ca xy c D • 

e 

e 

·- (xi - i2d 
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Vemon,5-thaç.ão 

D+ = <E, segue-se imediatamente do lema 3.1 

com d = i 

Da definição 3.7, x, y c D + implica xy E D , pois 

x(y i) = x(-i y) = -(x i)y =i x y 

De D = {O}, então, pelos lemas 3a8 e 3.9, 

temos D = a:. 

Portanto, podemOs assumir que D 'j. {0}'" e mostraremos que D deve 

ser isomorfo a Q. Primeiro, mostraremos que sobre os reais a di 

mensão de D é _quat.ro 1 isto é, sobre D+ (corpo isomorfo a a:), D é 

de dimensão dois, como -veremos a seguir: 

üma 3. 1 O 

dim
0
+ D = 1 e dillJR D = .4 

D e D + - espaço vetorial (x c: D + = te·, y c D implica x y s D ) 

Vem o n,5 -tJtaç.ão 

Escolheremos qualquer elemento "a" -) O, a c: D . 

Então a multiplicação à direita por "21." dá urna transform<:-tção li

near sobre D+, que é não singular (sua inversa é uma multiplica

ção à esquerda por a- 1 ). Podemos construir um isomorfismo entre 

D e D+, assim definido; 

D 
D+ . + 

- lSO D __ T __ _ 

'r aplicação linear definida por 1'x = X a 

pois T (x + cy) (x + cy)a -· xa + cya = 

T (x) + c'l' (y) 

Então + - - D+ D = D sobre 

dim0 + D dim - + l Logo = D 
D + d.im0+ D l 1 2 dim0+ D + -- + dim0+ D = 
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Portanto di"\R D ~ {dim
0

+ D) [di"Jr{ D+) ~ 2 . 2 ~ 4 

Le..ma 3. 11 

Seja "a" do lema 3.10. Então 

V e..m o nó -thaç.ã.o 

Pelo lema 3.1 IR < a > e 

[l) 2 
a s R 

(2) 
2 o a < 

2 corpo contendo a ,mas 

também 
2 

to, a 

pelo lema 3.9, desde que a E D ' 

um 
2 

a + =a. a. E D. Portan 
+ cDt1ffi<a>e veremos facilmen-te 

+ . 
que D + () tR < a > = lR. 

Sen~o vejamos .. + r 1 a E D {) IR< a>, tal que 

ro, rl E IR e aED". Então 

i (r0 + r 1 a) ::=:: (r
0 

+ r
1 

a)i, logo 

ir0 + ir1 a = r 0 i_ + ~ 1 ai. Portanto 

Segue-se que 2ir1 a_ .= O e portanto r
1 

= O. 

duas raizes quadradas em !R, port.anto três 

= -ir
1

a 

2 
Se a > O, ele tem 

raizes quadradas no cor 

po IR<a> 

é impossível 

r E !R tal que 

2 
a 

(existe ''d'' raiz tal que d E ~ < 

pela teoria dos corpos. Portanto 

2 
-r 

a 2 
logo (---) 

r 

2 
a 

~ --2 
r 

= -1. 

a > , d t IH.) , que 
2 

a < O e existe um 

seja j = a 
r 

PEüo lema 3 .11, um possível múltiplo real posl ti vo 

de "a" é um elemento j c D- sa-tisfazendo j
2 

= -1. 

Definindo k ij c D , temos {ij)i =' -i(ij). 

Desde q1.1e "a", "j" e "k" E D e como {j, k} 
j 

--+ {-1, -i) base de D+ sobre IR, vemos que "j" G "k 11 fo.rmamuma 

base de D sobre IR. Portanto, pelo lema 3. 8, os eJ.omerYto.s 1, i, 

i ' k formam uma base de D sobre IR. 

Desde que j 1 k s D 1 eles não comut.am com i. Jun·tamentc com 



i2 ~ j2 ~ -1 

k 2 ~ (ij) (ij) ~ ij (-ji) ~ 

= -ij 2 i = i
2 ~ -1 

' 
ij ~ -ji ~ k 

jk jij -jji . 2. 
i ~ ~ - -] l ~ 

Kj ij j 
.2 -i ~ i] ·-

ki iji i (-·ij) -i 2 
~ ~ ~ ~ 

ik iij i 
2 

j -j ~ ~ ~ 
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J 

Vemos que 1, i, j 1 k satisfazem a tabela multiplicativa dada pa

ra os quatérnios reais. 



C A P Í T U L O 4 

CO-EXTENSOES DE CO-DH~ENSAO FINITA 

SOBRE OS NÚMEROS COMPLEXOS 

Ve6-i.n-i.ção 4.1 

Co-extensão de um corpo K e um corpo E S K. 

26 

Co-dimensãq de uma co-extensão E c K e [K :FJ . 

T e..oll-e.ma 4. 3 

Seja F um corpo algebricamente fechado e M um sub
corpo que e de co-dimensão finita em F. En·tão F ::.: M (,í-T). 

V e.m o n.óll!.a.ç.ão 

Seja L ~ M (1-J:} <;: P, temos [F ; L] < + m 

Devemos mostrar que L =F. Portanto, podemos supor, sem 

de generalidade, que L 1 F. 

perda 

zero ou 

Um corpo K é pcrfei t.o .se a caract"er!stica de K 

é p 7' O e Kp ~ K. 

Le.ma 4.5 

L é perfeito. 

Podemos supor sem perda de generalidade que 

Car (L) ~ p 7' o. 

e 
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Suponhamos que existe um elemento b s L que nao 

e uma p-ésima potência de um elemento de L. Então, para cada 
n 

n > O xP - b é irredu-tível em L [x] pelo teorema 4. 5. 2. Is-

to mostra a exis·tência de uma extensão algébrica de L de dirnen -
n sao p sobre L. Desde que "n" é arbitrário, isto contradiz o que 

nos admitimos. Pois sendo F algebricamente fechado, exis·tirá um 

"a " n 
T tal que an é raiz de 

n 
xp - b c F (x] 

Ora L ~ L (an) C F,_ então 

: L] \ ~ (an) < + 00 

Portanto, 

[L (an) 

~ (an) L] é limita da 1rJ ~;, 

: L] ~ Mas 
n p , que tende para o infinito, o que e absur 

do. 

Portanto nao existe "b" 1 que nao e uma p-ésima po·tência em li. Se 

gue-se que L é perfeito. 

Ve.6iniç.ão 4. 6 

P é separável sobre K se qualquer que seja 

g(x) E K[x] irredutível 1 ·t.:tl que ng" tem raiz em P, temos que 

g 1 f O, onde P e K são corpos. 

Le.ma4,7 

F/L é separ.S.vel. 

Vemo n.ó -ttr.aç.ão 

De fato, F/L perfeit.o implicará F/L sepc.u<ivel. Su 

por sem perda de generalidilde que car (L) = p i O. 

Seja g (x) <:: L [.x] irreduti vel sobre L. 

se g' ~ o, então ''p" divide os expoentes de g{x) que tenham coe

ficientes não nulos. 

e f(x) E L[xJ. 
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Mas f (xl ~ hp (x} onde h (x} s L (x) e como Lp ~ L. 

Portanto, g (x} ~ hp (xp l ~ (h (x}} p, h (x} s L [x] , o que e absurdo. 

Ve6in.éção 4.8 

P/K é normal se f(x) E. K[~ irredu-tível e "a" E P, 

tal que f{a) = O, implica que todas as raizes de f(x) E P. 

Ce.ma 4. 9 

T é normal sobre L. 

Trivialmente, pois F e algebricamente fechado. 

Lema 4,10 

T/L é Galois, quer dizer F/L e finito, normal e se 

Vemonl..dll.açãa 

Segue-se dos lemas 4.7 e 4.9. 

Continuação da prova do teorema 4.3" Seja G o gr~ 

po de Galois de F sobre L. 

IG I ~ [F : L] ;' l pois L t F. 

Segue-se que G e diferente de um. 

G contém um subgrupo H cíclico de ordem prima "q". 

Pela teoria de Galois 

!.E• ' E] ~ q. 

~ a, 
~.:-·';Fj= IH '1 - q, logo 

Claramente as únicas extenSões algébricas de E sao E e F. 

Como "q" é primo, segue-se que a característico_ de N ndo é q. 

Pois, se assim acontecer, F será uma q·-·EJxtensão cicU.ca de E de 

característica g. A exis·tência de tal extensão do E implicará na 

existência de ex:t.en4Õe.J.:, de Galois c.Zc.R.-tc.aô de E, c1e grau 
n 

q ' ~ > 1 , pelo Teorema 4.5.3. 
n ' 
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Seja En extensão de Galois cíclica de E, de grau qn Como En/E 

é Galois, isto implica que En = E(_a). Então "a" é algébrico so

bre E de grau qn, O poli~Ôrnio mlnimal, fn (x) , de "a" sobre E pe!_ 

tence a E x e tem grau q , e ·também é irreduti vel. 

Seja bn raiz de fn(x) em F. Segue-·se que n 
q ' 

vai para o infinito com n, o que é absurdo, pois como 

E E (bn) F, 

vn > 1' E(bn) 

E (bn) : E F 

: E é limitada. 

Porta~to, car(M) f q 

L < + 00 Concluímos que 

que 

Isto implica que F,· algebricamen·te fechado, contém "q" distintas 

raizeS de 1, pOiS (Xq - 1) I = g Xq-l f Üo 

Seja a E .F com ag ~· l = O 

Desde aq 1 (a 1) 
q-1 + q-2 

+ que - = - (a a + a + 1) = O 

a = 1 ou a 
q-1 + a 

q+2 
+ + a + l = o 

Portan·to E (a) : E < q - 1. 

Como E (a) E F : E -= q, 

temos E (a) E 1 e a E E. 

Segue-se que todas as q-ésimas raizes de 1, estão contidas em E. 

Como F é cíclico sobre E de dimensão q, pelo teorema 4.5 .4 exis

te a E E tal que F ~ E /1'<ll 
Cj2 

Consideremos o polinômio g (x) -- II 
i= 1 

uma 

2 
2 

q - raiz primi·tiva de 1 e ''b 11 é um elemento de F, tal que b q = u .. 

Como a inclusão a
1

b s E implica que E contém um elemento 

(aib)q 
. 2 

(ahq 
2 2 2 

) i = ~' tal que ~q = (a'b)q .. bq - (aq a = a, v e 
·-

mos que nenhum aib t E (1 < i < q
2

) pois teriamos uma 

q-ésima raiz de 1. 
2 

Desde que g(x) = xq 

é irredutivel em E x 

qra
Portanto - 8-- s E e entãoC:Vã- s E 1 absurdo. 

-_a pertence a Ex, segue-se que g(x) na o 

gt' g 1 irredutíveis em E x • 
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Seja r~ F tal que gi (r) O. 

ComoECE(r)~F e E] = q, segue-se que E(r) =E ou 
E(r) =F. Ora E(r} E implica que r f: E. Isto é, um absurdo, 

pois nenhuma raiz de g(x) estR em E. 

Logo E(r) =F e como consequência grau g
1

(x) = q. 

Portanto gl ~ rr (x - aib) onde 
i E S 

s c {1, ... , q2} e js I ~ q. 

Se S é o termo constante de g
1 

(x), então. S ::::: bqc, onde 11 c". é uma 

pot~ncia de 11 a 11
• Como (bq)q =a, temos bq == e~'a onde "e" e 

urna q-ésirna raiz éie l. Porta:::.to F' = E (rU) = E (bq). 

Segue-se que F~ E (bq) ~E (S b-ql pois S E. 

Desde que 13-q = C 1 concluimos que F = E (c) 

Como E contém ·todas as q-ésimas raizes de 1, vemos que "c" é uma 
2 q - raiz primitiva de 1. 

Seja M
0 

um corpo primo de F e consideremos o sub -

corpo M (c) de F. 
o 

Se M
0 

é o corpo R dos números racionais, sabemos que a dimensio 
0 m m 

nalidade do corpo das q -raizes de 1 é ~(q ) teorema 4.5.5 e 

isto vai pura o infinito com "m". 

Se M
0 

tem característica p, 

raizes ele 1 ·sobre M0 contém 

então p ~ q e o corpo das 
m pelo menos q -elementos. 

m - . q -eslmas 

Novamente 

a dimensionalidade deste corpo sobre M
0 

aproxima-se do infini·to 

com "m". Em qualquer caso, segue-se que exist.e um inteiro posi

tivo "m 11
, tal que N (c) contém umd. qm-ésima raiz primit.iva, mas 

o 
não a qm+l_ésima primeira raiz prim:Ltiva de 1. 

Como "c" é uma Q
2-raiz primit.iva de 1, m) 2. O corpo F contém 

uma qm~~e.Sima primeira raiz primitivu. de l, digamos "d" (dq é uma 

qm raiz primit.iva de 1). 

Seja h (x) o polinômio minimal de "cl" sobre E. Desde que "cn ~ E 

e existe "i", tal que di ::-~ c, d 4 E. Ademais o grau de h (x) é 



igual a "g". 
m+l 

Também h (x) é um fato.r de xq - 1 

m+l 
q 

= ]] 
i= 1 

Além disso, os coeficiente de h (x) estão contid.os em H
0 

(d) 

tar.to, eles estão contidos no corpo N = M
0 

( d) () E. 

Segue-se que h (x) é irredutivel sobre N ~ E e [M
0 

(d) : N] 

M
0

(t), 
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Por 

q. 

onde A seguir consideremos o subcorpo N
1 

= 

t = dq, de M (d). Evidenternen·te "t" é uma qm-ésima 
o raiz primitA 

va de 1. Adem~is, N
1 

contém "q" distintas q-ésimas raizes de l. 

Pois se z é uma.q
1
-ésima raiz de 

existe 11 j 11 tal que ·tj = z. 

1 CO!l1 i $ IU 1 então z E: < t > e 

Vemos facilmente que M0 (d) ~ N1 = M0 (t). Pois co

mo M
0 

(t} C M
0 

(d) e desde ·que M
0 

(c) con-tém todas as q:tU-ésimas r ai 

zes de 1 por definição, M
0

(c) então conteria "d" uma qm+l_ésima 

primeira raiz primitiva de 1, contrariandO nossa hipótese. 

Demonstraremos que N (d) é clclico de dimensão nqn 
o 

sobre N1 • 

Seja fi (x - vid) = Xq - t E: N1 [xJ, onde "v" 
i·= 1 

uma q-êsima raiz primitiva de 1. 

M
0 

(d) / N
1 

é Galois. Calculemos 

Isto é separável, então 

Seja f(x) o polinÔmio minimal de "d" sobre N1 . Temos 

q q i 
f(x) x - t = IT (x- v d), "v" é uma q-&sima ru.iz primitiva 

i= 1 · R 
de 1. o termo constante de f é igual a ± vJ d- c N1 com grau 

f(x) =.e 

Como t E N1 , 

tão o (dl) = 

de l. 

d
.c 

E Nl e consequentemente ~~ N1 • 

() f- m+l-·. o d • Portunto d e_ uma q -eslm.J. 

Em vis·ta disto, existe "i" tal que d 

do, pois N
1 
~ M

0 
(c) ~ M

0 
{d). 

Logo .e= q e [M0 (d) : N;] = q. 

Se -f < q, en

raiz primit.iva 
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Então M
0

(d} I' Ni é Galois cíclico. 

Agora N
1 

IN. 
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Pois se N1 = N. Então t e:: N S E e t E E 1 mas existe "i 11 tal 

que c = t
2 e como "t" é uma qm-ésirna raiz primitiva de 1 e m ~ 2, 

e "c 11 é uma q 2-ésima raiz primitiva de 1, segue-se que c E E, ab 

surdo. 

Provamos que o corpo M0 (d) das q-ésirnas primeira raiz de 1 sobre 

o corpo primo, con-tém dois distintos subcorpos N e N1 , sobre os 

quais sua dimensão é q. 

Segue-se que o grupo de Galois l'-1
0 

(d) sobre M
0 

nao é cíclico. 

Pelo teorema 4.5.6 e 4.5.7,· o único caso possível e ter caracte

risticas zero e q = 2. 

Então o elemento "c 11 antes considerado é uma 4-ésirna 
2 ·(q com q = 2) raiz primitiva de 1. 

Por outro lado, E contém L, que contém r-T e como r-I é uma 

4-ésima raiz primit-iva de 1, segue-se que c E E, absurdo. Isto 

mostra que L = 14(r=J") = F. 

Te.o!Lema 4.5. 1 

Se "p" é um número primo e "a" um elemento de K que 

nao é uma p-ésima raiz em K, então xp - a é irredutivel sobre 1'\. 

Vemo nl:dJr.aç.ão 

Suponhamos que nao seja, e conside:r·emos f um fa·tor 

irredutivel de xp - a de g;rau k (o < k < p). Seja "c" o t.ermo 

constante de f. As raizes de xp - a (em um co.rpo de ra.i.?.es), to 

das têm a forma ru, onde u e uma raiz fixu. e rp eco l. Deó:;dc que 

±· c = s uk, sp = l c existem inteiros m e n tal que mk + np = 1, 
mk n-p (uk)m(up)n (+--c-)man. temos que u = u u = - - -s 

Portan·to u pertence a K. Desde que sua p-ésima potência o a,ch~ 

gamos a uma contradição. 



e uma p-ésima 

e irredutível 

TeMema 4.5.2 

Seja "p" um primo e "a" um elemento em K, 

potência em K 

sobre K, ,. 
" n 

Vemon.ó-t!La.ç.ão 

Seja 11 V 11 uma 

com c ar (K) 

l' 

n 
raiz de xP 

= p " o • Então 

- a e escrevamos 
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-que na o 
n 

xP - a 

n-1 
u = vp 

Temos up = a, logo [K(u) 

bre K teorema 4~5.1). 

K] = p (pois xp - a é irredutível so 

Se mostrarmos "v" tem 
n-1 sobre K ( u) ' que 11

V
11 que grau p segue-se 

n 
tem n sobre K xP é irredutível sobre K. grau p e - a 

Que "v"-·tem n-1 sobre K ( u) verdade indução sobre grau p e por n, 

desde que u nao e uma p-ésirna potência em K (u).. Se tal aconte-

c e p··l p •.• +c 1 u ) = u-

= (c p + c p up + 
.o l 

tradição. 

TeoJte.ma 4.5.3 

+c P u(p-l)p = 
u-1 

p-1 
a • Logo u E K,CÓ!]_ 

SejaS um corpo de característica p f O. Então 

existem extensões cíclicas de pm- dimensão, m = 1, 2 ... ,sobre 

S se 1 e somente se, existem tais extensões de d.imensÊÍ.o 11 p 11
, 

Veja (14, pag. 139]. 

Te.olt.e.ma 4.5.4 

Assuma que S t_ern "n 11 raizes dis·tintas de 1 e seja 

P/S corpo de extensão, ciclico de dimensão "n". 

Então P = S(d), onde d0 =a E S. 
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V em O Vth :tiL a ç. à O 

As hipóteses sobre P sao que P/S é Galois com gru

po de galo.is G, que é cíclico de ordem 11 n". Como P e separável 

sobre s, ele tem um elemento primitivo, desta forma P = s(e) .. 

Seja 11 5 11 um gerador de G e 11 dn o resolvente de 

Lagrange. 

+ . • • + 

onde "6" e uma ''n"-ésima raiz primitiva de 1. 

2 -1 3 -2 n - (n-1) 
Então ds es es es es ~ 

~ + o + o + ... + 8 

-1 2 
(8 es es 

~ 8 + 8 + 8-2 + .... + ~ 
s n-1 

8 
-(n-1) 

~ 

= 8d 

k 
Então d 6 == Õk dk = Ok d, desta forma "d"tern "n" distintas con 

jugadas e, portanto; seu polinômio minirnal é de grau "n". Canse 

quentemente P = S (dJ 

:racionais R • 
o 

s 
Cl. 1 logo a 

Te_ofLeJna 4.5.5 

n-
portanto a E S e d = Va 

Seja P(m) corpo ciclotônico de ordem "rn" sobre os 

Então o grupo de Galois de P(m) /R 
o 

é isomorfo a 

U (m) o grupo multipLicativo das u.r.üdades do anel I/ (m). 

Ve.mo VL-6-i!Laç.ão 

Veja [14, pag. 113] . 

OBSERVAÇAO 

( l) Io'oi definido corpo ciclo·tônico de ordem "rn" s~ 

bre o corpo S, como sendo o corpo das raizes sobre S de um poli-
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nômio xm - 1. 

(2} Se a característica de S nao é um divisor de 

"rn", então o grupo de Galois do corpo ciclotônico, é isomorfo a 

um subgrupo do grupo multiplicativo. U(m) das unidades do anel 

I/ (m) • 

Aqui assumimos que o corpo baseS= R
0

, o corpo dos 

números racionais, e seja p(m} o corpo ciclotônico das m-ésimas 

raizes de 1 sobre R0 (I anel dos inteiros). 

TeoJtema 4.5.6 

Qualquer ·subgrupo finito H de um grupo multiplica

tivo K* de um corpo K, é um grupo cíclico. 

De. mo n~ :tJL.aç.ão 

Indiquemos por "n 11 a ordem de H e seja a E H um 

elemento de ordem máxima "s". Decorre do teorema de Lagrange que 

s I n, logo s ~ n. 

Consideremos o polinômio f (x) - s l K [x] . X s 

vemos facilmente que Í (y) ~ o, 'f y s H, logo s grau f " n e 

então s ~ n. Portanto, o elemento "a" tem ordem n ~ \HI, logo H 

é cíclico. 

corno decorrência t.emos: 

* Se K e um corpo finito, então o grupo mult.iplica·tivo K do corpo 

K é cíclico. 

Te.one.ma 4.5. 7 

S . n ( . . ) P (m) · d - · eJa m = p , p prlmo e o corpo as m-eslrnas 

raizes de 1 sobre R
0

, o corpo dos números raclona.i.s. 

Então o grupo de Galois G de P (m) /R é ciclico, exce·to quando 
o 

p = 2 e n ~ 3, neste caso G é produto direto de grupos cíclicos 

d d 2 d Ordem 2n-2. e or em ou e 
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Vem o n/.:. :t11.aç.âo 

Veja [14, pag. 115] • 
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C A P I T U L O 5 

-CARACTERIZACAO DOS CORPOS REALMENTE 
' 

FECHADOS - ARTIN - SCHEIER 

Inicialmente dar:emos algumas definições. 

Um corpo ordenado K é um corpo K junto com um sub

conjunto P (o conjun-l:o dos elementos positivos) de K, tul que: 

relações da 

(l) o ~ p 

(2) Se l E K, então ou l E if, l = O, ou -f E P. 

(3) P é fechado sob a adição e multiplicação. 

Um corpo K e chamado fJoJLmalme..n:te. Jt.eal se as únicas 
n 2 

formai g 
1 

li ~ O em K são aquelas para as quais 

f. ~ o 
l 

Ãfoi=l, 2, ••• , n. 

É imediato que K é formumente real se, e somente -

se, -1 nao e uma soma de quadrados 

racteristica de K é p ::j O, eni:ão O 

de c lemen ·tos em 
2 2 =1+1+ ••• 

K. Se a ca -
2 + 1 ( p termo c) 

portanto é ~laro que corpos forrnalmente :ceais são nece3sariamen·te 

de característica zero. 

Ve6-üt-i.ç.ão 5. 3 

Um corpo K é chamado .!l.\!_afme.11.te. 6 e.C.:tado, se K é for 

malmente real e nenhuma extensão a.lgébrica própria de K é formal 

mente real. 

Como consequência da definição 5.3, vemos facilmen 
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te que se K é corpo realmente fechado, então qualquer elemento 

de K ou é um quadrado ou o negativo de um quadrado. 

T eoJLema 5. 4 

Se K é um corpo tal que !=I i K e K(i=I) e alge

bricarnente fechado, então K e realmente fechado. 

Vemo n<>.tJr.ação 

Suponhamos que K satisfaz as condições acima. No

temos que os polinômios irredutíve.i.s de grau positivo em K[x] têm 

graus 1 

tida em 

[K (r) 

ou 2 .. Seja f(x) tal polinômio e r uma raiz de f(x) 

M ~ K (/-1) • Desde que j!: (r) : K] ~ grau. f (x) e 

K] I [M : K] ~ 2 segue-se que ~(r) : K] ~ 1 ou 2 e, 

tanto, grau f(x) = 1 ou 2 como asseguramos. 

con-

Sejam "a" e "b" s K, 

linômio g{x) 1 g(x) = 
a f O, b ~ O, e consideremos o 

2 2 2 2 (x - ~) + b ~ (x - a - bi) 

seguinte po

(x2 - a+ bi) 

Desde que 

(x 
2 

(a + bi)) (x - (a + bi) l/2) (x (a + bi) l/2) ~ + e 

(x 2 (a bi) ) (x - (a - bi)l/2) (x + (a bi) 1/2) ' ~ 

segue-se que 

g(x) ~ (x - (a + bJ) l./2) (X + (a + bi)l/2). 

(x - (a - bi)l/2) (x + (a "" bi) 1/2) onde i ~ r-T. 

Este polinômio pertence a K [x] e nao tem fatores lineares om 

K[x], visto que a + bi, -a - bi, a ·- bi e -a + bi não pertence· 

a K. Portanto, g (x) é produt.o de doi.s polinômios qu<:tdráticos ir 

redutiveis. 

Um possível divisível por (x- (a+ bil
112

) -nu.o pode ser 

(x- (a+ bil 1 / 2 ) (a+bi), pois 

isto implicará que a + hi s K, o que é absurdo. 

Portanto o polinômio em questão é 



ou (x - (a + bi) 112 ) (x - (a - bi) 
11 2 ) ~ 

~ x
2 - ((a + bi) l/2 + (a - bi) l/2 ) X + 

ou (x -

2 
~ X 

(a + bi) l/2 ) (x + (a - bi) 112 ) ~ 

+ ((a- bi) 1 / 2 - (a+ bi)l/2 ) x-
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2 2 l/2 
As duas possibilidades implicam que (a + b ) pertence a K. 

Desde que "a 11 e "b 11 são elementos arbitrários e não nulos de K, 

provamos que a soma de dois quadrados de elementos de K é um qu~ 

drado em K. A indução mostra que cada soma de quadrados e um qu~ 

drado em K. 

Desde qlJe - 1 nao é um ·quadrado, is·to implica 

de quadrados em K e, ademais 1 K é formalmente 

que - 1 

real. 

não é soma 

extensão algébrica própria de K, então P e isomorfo 

Se P e uma 

a M ~ K (H) . 

Então P não é formalmente real e ademais K é realmente fechado. 

Isto completa nossa prova. 

TeolLe.ma 5.5 

se K é um corpo realmente fechado, então FI ~ K e 

K (/=I) e algebricamente fechado. 

V em o n.-6 ,tJr.aç. ão 

Veja [14, pag. 275]. 

Portanto 1 temos uma caracterização de corpos K re~ 

mente fechados pela propriedade básica, que !=I~ K c K(!=T) e 

algebricamente fechado. 

T e.oJLe.ma 5. 6 

seja F um corpo algebricamente fechado e K um sub

corpo próprio, que é de co-dimensão finita em P. Então K é real 

mente fechado e F == K{!=I). 
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v e_m o nó .tll..a.ç. a o 

Tomemos r, = K (I=I) S F. Devemos mostrar que L = F 

e a demonstração é a mesma feita no teorema 4.3. Como conclui -

mos em tal demonstração que K(!=I) =F que é algebricamen~e fe

chado e !=I não pertence a K, usando c teorema 5.4, concluimos 

que K é realmente fechado. Portanto, K é realmente fechado e 

F ~ K(k). 

---,_ 

( 
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