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INTRODUCAO

Estaremos enfocando nesta tese quatro tdpicos inte
ressantes., No primeirxg capltulo, mostraremos como © teorema da
fungao inversa pode ser usado para provar um fato nao conhecido
de todos; gue o espago euclideano de dimensao N,¥En nac pode ser
dotado com uma estrutura de algebra, nac associativa, cancelati-
va e comutativa, guando N » 3. Estaremos interessados em defi-
nir uma operagac multiplicacao k*), tal que X, y ——— X % y SO

breiEn, satisfazendo os quatro axiomas abaixo:

(1) x
(2) %
(3) x * y =0 implica x = 0 ouy = 0
(4) X * y =y % X

* (A * y) (A % %) *y =X % X xvy

* (y * z) = X % Yy +*txX*az

Quanto ao capitulo 2, veremos fatos que sdo devi-
dos a FROBEWIUS. Este matemitico, em 1887, classificou todos os
anésis com divisao, que tém o corpo dos nlmeros realis em S8u cen

tro e san de dimensdo finita sobre . os reais.

No capitulo 3, daremos uma outra demonstragao mais
sofisticada, devido a R.S5. PALAIS, sobre os fatos descritos aci-

ma.

Em ambos oS casos, mostraremos gque as Gnicas dlge
bras de divisao, finitas schbre 0$ reals, sao os reals, os nume-

ros complexos e a algebra dos quatérnios de FTAMILTON.

Defindcac 1

™
il

Co—extensao de um corpo F & um coxrpo E

Defindigao 2
Co-dimensio de uma co-extensao E € ¢ & [F:E].

Ja no Capitulo 4, veremos que 0s corpos co-exten -

soes de co-dimensao finita gobre os nlmeros complexos sao de co-



~dimensao dois. Quer dizer, para qualquer corpo contido nos com
plexos tal gue os complexos sac uma extensao de dimensao finita,
tem-se que esta dimensao & dois. Portanto, provaremos gue os

reais ndao tém um corpo co-extensao de co-dimensac proprio.

Mo capitulo 5 daremos uma caracterizacgao dos corpos

realmente fechados devidos a Artin-Scheier.



CAPITULO 1

UMA APLICAgEo DO TEOREMA DA FUNCAO INVERSA
DE HADAMARD PARA A ALGFBRA

Vejamos algumas nogoes preliminares sobre aplica-

¢oes bilineares.’

Definigao 1.1 - Sejam B, ¥, G espagos vetoriais nor
mados. Uma aplicagao B: E X P ———= G diz-se bilinear quando

é linear separadamente em cada uma das suas variaveis, ou seja:

(1) B (x+y, 2) =B (x, 2 +B (y, 2)
(2) B (x, z + w) B (x, z) + B {x, w)
{3) B {ix, z2) =18 (x, xz}) + X B (x, z)

L]

quaisquer que sejam x, y € B
2, Ww e F
A e R

Temos entao um teorema bastante simples de ser pro

vado pelo leitor, gque & o teorema 1.2.

Tecrema 1.2 - Sejem E, F espagos vetoriais norma-
dos de dimensao finita. Toda aplicacao bilinear By E X F ~——= G

& continua. veja [137..

Retornando ao nosso problema, definamos uma opera
— . . . — ‘n L .
cao multiplicagao (#) X, y —~——=> X » y soObre R que, para todos
os escolares "“A" e vetores x,.y e 2z, satisfaz os seguintes axio-

mass .
(1) x % (A * v)

{(2) % (y +2) =X %y + x * 2

{;\*X)*y:A*X*y.

{3) x * y = 0 implica x = 0 ony = 0

(4)}{*1}::\‘;*}(



Provaremos © teorema crucial deste capitulo que &

0o teorema 1.3.

Teorema 1.3 - Para N » 3, nao existe uma operacgao

multiplicagao sobreIEn gque satisfaz (1) - {4).

O gque temos de novidade em nossa prova & gque, embo
ra assumimos a comutatividade, nao assumimos a lei associativa,

ou seja (x %« y) *# 2 = x x (y % 2),

Senac vejamos: se a lel associativa estivesse jun-~
to com (1) - (4), entac provariamos a existéncia do elemento "e"

satisfazendo x * ¢ = ¢ * X = ¥X para todo x e E",

'Demoné£&¢gﬁo

Seja "a" um elemento ndo nulo e fixo de . Decor

re do axioma (3) que a aplicagéo linear x —= & % X & naosin

gular e tal que a » ¢ = a para aléum vetor "e”. Portanto, para

qualquer vetor "b", temos: a x* b = (a » ¢) * b = a x (¢ *» b). Se
gue~se que b = ¢ % b. Também, desde que e? = e, temos b * 2 =
=1 #* g2 = (b % @) * e, portantoe b = h % ¢.

Entdo E® serd corpo de extensio finita de R {iden-
tificado com um conjunto de todos os miltiplos escalares a * e,
a £ IR). Do Teorema Fundamental da Algebra, segue-se entao
queiEn & IR ou €. Considerando mais geralmente, © problema analo
go & da existdncia de &lgebras, com divisao, algébricas sobre os

reais. Veja [l]ﬁ 21, 151 e {&].

Alids, estes dois iltimos serazo mostrados nos capl

tulos seqguintes,

Demons tracao do feorema 1.3

Nosga prova consiste em mostrar gue os axiomas (1)
. . . . e oo .
- (4) implicam que a aplicagac X —————p x° & um homeomorfismo -
uando N 2z 3, ¢ gue & obviamente um absurdo, pois o axioma (1)
r q I
2

requer que (-x}° = x2, A prova desta assergao depende do fatode

gue o espagQiEn - {P} (espago euclideano sem um ponto) & simples

mente conexo quando N » 3.



Usaremos a seguinte versao global do teorema da

fungdo inversa, gque & devido a Hadamard {(para detalhes e referén

cia veja [3] e [4].

Teorema 1.4 (Hadamardil

Seja f: M; ——— M, uma aplicagao cl entre duas
variedades conexas N - dimensionais, cujo jacobianoc nunca se anu
la e que & propria no sentido de que gt (K} & compacto quando K
& um subconjunto compacto de M, . Supgpha—se ainda que M2 g sim-~

plesmente conexa. Entao £ & um homeomorfismo.

lLema 1.5

_ QualquerQuesejaaexﬂicagaobilinearB:}Enxﬁfy—eﬁﬁ
em que B (x, x) =0 implica x = 0, existe um a > 0 tal que
¥x, |x] = 1. ‘

I B (x, x){w> & oL

Demons tragdo

Se-tal nio acontece, devemos ter B (xn, xn)lacwéf
para uma sequéncia X tal qué_]xn] =1e lim X, =X # 0, logo
lim |B {xn, xn)[ =B (lim X, lim xn)l = |B (%, x}| = 0, contra-

dicao.

Usamos o fato de gque B & continua, pois & uma apli

_cagao bilinear.

Portanto, qualguer que seja y ¢ o

| 2 2
I B = |B bl ...,_.y J < > a |
(M By, V] =18 Gy o]y Iy |
Continuagao da prova do teorema 1.3.
Provaremos que ¥ (x} = B (%, X} = x2 &eéEn nele
mesmo € propria. )
i Vemos que pela prdopria definicao e pelo  teorema

1.2, F & continua.

. . . o -
Seja 8 um subconjunto compacto de B, entac S e fe

-1 -
chado e limitado. Pelo visto aciwa, F~ (8) e fechado. Falta de



monstrar que fl {8) é& limitado, para concluirmos que ¥ &€ propria

Como S €& limitado,

2

S| <N, ¥s e 8.
ora Fl (s) = {t | t7e 8} = {¢ e B | B (t, t) ¢ S}.

Mas B (t, t) € S implica gue| B {(t, t)] < N,
Por (I) | B (t, ¥) | » a | t |2,_portanto
N>al t] 2, donde | £ | < /N/a

Logo | {t e EY | B (£, t) £ S} | < /i/a. Segue-se que 7l (8) &

limitado.

Usaremos a seguir o tecorema 1.6, bem conhecido em

topologia.

Teohema- 1,6

Sejam X, Y espag¢os. topoldgicos e X&€ Y. Se S€ X,

entdo S5 & compacto em X se, e somente se, S & compacto em Y.

No nosso caso, consideremos S compacto emIEn - {oh
Aplicando © teorema 1.6, vemos que S & compAacto emiEn. portanto,
jond - ¥ -
Fl {3} & compacto emiE”. Usando novamente o teorema 1.6, Fl (S)

& compacto em Y - {0}.

Para aplicar o teorema de Hadamard, seja My = My =

" - {0}. © axioma (3) implica gue a aplicacgao.g (x} = xz vode
ser restringida a uma aplicagao "f£" de E” - {0} nele mesmo. Co-

- o sabemos f & continua e, também, pelo visto acilma e desde que

oy = #t ($)y, £ & propria.

Usando o axioma (4} para computar 4df (v) (a dife -

rencial de £ em "x" operando na diregdo "v")

af, {v) = lim ~£{.§_&i_~§v) -~ £ (x)  _
h—-+0
2 2
= l1lim (¢ + hv)™ - x _
h>0 h
= lim voo- _

h~40 h



. : 2
= 1im h (xv + vx}) + h (hv") _

h
h-=0
xv + v + hv>
= 1lim : i Voo = xv + vx
h- 0
Logo df_ (v) = 2xv e consequentemente dfx_é continua em x. Poxr-

tanto, f ¢ Cl, e pelo axioma (s), af, (v) ‘@ nao singular para
todo x ¢ 5" - {0}, isto &, o jacobianc de f nunca se anula. Pro

vamos, entao, que f &€ homeomorfismo.

Prova do teorema 1.4

0 fato de gque f & sobre, & bem conhecido e fécil,
de ser provado, uma vezZ que tenham sido estabelecidas as Droprie
dades bésicas de grau topoldgico de aplicagdes. Beja Ei] raj
B e Dd.

Provaremos, agora, Jgue f“é um a um., A variedade,

endo simplesmente conexa, admite uma cobertura universal  para
espago. Portanto,“é suficiente mostrar que £ & uma cobertura,is
to &, mostraremos gue cada "g" em M2 tem uma vizinhanga aberta V,
tal que fl (V) consista de conjuntos abertes, disjuntes, aplica-
dcs homeomorficamente pela f sobre V. Isto &, mostrado mediante

uma censtrucao dada por Milnor em Sil, pag. é].

Desde gue f @ um homeomorfismo local prdprio, %lup

consiste de somente um numero finito de pontos, digamos
Pir Por woer Pye

Seja K uma vizinhanga compacta de g. Entac fL {(K)
contém vizinhangas abertas disjuntas v; dos pontos p., que 5a0
aplicadas homeomorficamente pela € sobrc vizinhangas abertas de

q.
. ~ ':‘—1 L ™ ’
seja v = [svpn. nee ) - f[E oo - (vlg...wnﬂ

Deixaremos para © leitor verificar que V satisfaz as condigoes de

sejadas., Cown isto concluimos nessa prova.



CAPITULO 2

TEOREMA DE FROBENIUS

Usaremos doisg lemas importantes sobre o cOrpo dos

numeres complexos.

Lema 2.1

Todo polindmio de grau "n" scbre o corpo dos nlme-

ros complexos tem todas as suas n - ralzes no corpo dos numeros
complexos.

tema 2.2 -

Os unicos polindmios irredutivels sobre o corpo dos
nimeros reais sao de grau 1 ou 2.

Definicac 2.3

Uma algebra com divisao D & dita algébrica sobre o

corpo K sea:

{a) K estd contido no centro de D
z(h) = {x ¢ D

Xy = yX, ¥y £ D},

{(b) Todo a ¢ D satisfaz um polindmio nac trivial

com coeficlente em K

Se D, como um espago vetorial & de dimensao finita
sobre um corpo K gue estd gontido em geu centro, vem os facilmen

te que D & algé&brico sobre K.

Contudo, pode ser gque D seja algébrico sobre K,sem

ser de dimensao finita scbre XK.

Exemplo: Seja'a £ K\,Kp; isto implica que x° ~ a @ irredutivel so



i

bre K. Portanto x - a & irredutivel sobre K. Seja oy raiz de
i
Xp-—a.
' o c & : sria —
Como K (ui)_, X (ai + l)ﬂ K (ai + 2)H ... temos o gque queria

mos demonstrar. Mais claramente:; sejam Ro ©0s numeros racionais
e consideremos Ro (fecho algébrico dos racionais). Pelo  visto

acima, tomemos . a = 2 e p = 2,

Definicdo 2.4

Um anel associativo A & denominado uma algebra so-
bre um corpo K, se A & um espago vetorial sobre X, tal gue:

- k {(a b) = (k a})b = a (k b}, ¥*a, be Aekc¢tKXK

Costuma-se denotar #om (V, V) por A (V).
Sempre que.quisermos enfatizar o papel do corpo K,

a notagao & Ay (Vi .

Deginicae 2.5

Uma transformag¢ao linear de V sobre K, & um elemen
to de A, (V).

As vezes pode ser feita refer@ncia a A (V) como o

anel, cu algebra, das transformagaes lineares de V.

rPara &lgebras arbitrdrias A, com elemento unidade
sobre um corpo K, temos o andlogo do teorema de Cagyley para gru

pos, a saber:

Teorema 7.6

Se A & uma algebra sobre X, com elemento unidade,
entao A & lsomorfa a uma suk~algebra de A (V), para algum espago

vetorial V sobre K, -

‘0 teorema ressalta o papel universal desempenhado
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pelas dlgebras particulares A (V), pois nestas podemos encontrar

cOpias isomorfas de gqualquer algebra.

Iniciaremos nossa investigagao de anéis.- algébri-
cos com divisao scbre o corpo real IR, determinando em primeiro lu

gar os que sao algébricos sobre o corpo complexo.

Teoiema 2.7

Seja ¢ o corpo dos nimeros complexos e suponhamos

que o anel com divisao D seja algébrico sobre €. Entao D = C.

Demonsthaqao

Suponhamos que a ¢ D, Como D & algébrico sobre ¢.°
n n -1

da, a + dn -1 @ + sl.... dl a+d, = 0 para certos
dof dl * a % s v dn = C e dn%Oo .
. fuined s s ‘n ]
Ora © polinomic p(x) = do + dl X+ ..+ dh X em & [xX], pelo le

ma 2.1 pode ser decomposto em Cfx} num produtoc de fatores linea
res, isto e, p(x)} =,(x'~ bl) (x - bz) e (- bn), onde

by b2’ .oy bn estao todos em €.
Como € estd no centro de D, todo elemento de ¢ comuta com "a®™.

Logo pla) = (a ~ bl) (a - by) ... (& - b ).

Mas por hipdtese p(a) = 0 e, entao, temos

(a - bl) (a ~ b2) ae. fa - bn) = (., Como um produkbo num anel
com divisae & nulo, somente se um dos fatores do produto & nuleo,
concluimos que a - bk = 0 para algum k, logo a = bk’ do que dedu

zimos gque a & €. Portanto D € €, como € € D, concluimos gue -
D = C. '

Teonrema de Frobendius

. Seja D um anel algébrico com divisao sobre o corpo
R, o corpo dos nimeros reais. Entdo D & isomorfo a um dos trés,
o corpo dos nlmeros reais, o corpo dos nimeros complexos ou O

anel com divisao dos gquatérnios reais.



Demons tragdo

‘ Suponhamos que D # IR @ que a ¢ D, tal que a ¢ IR.
Por hipbtese "a" satisfaz algum polindmioc sobre IR, logo algum po
linémio irredutivel sobre IR, pois IR estd no centro. Em consequén
¢ia do lema 2.2, "a" satisfaz uma equagao linear ou quadratica so
bre IR, Se esta equagdao & linear, "a" esta em R, contrariando nos

sa hipOtese.

Portanto, podemos supor que az ~ 2 aa + B =0 onde

@, B ¢ R. Assim (a - &)2 = az - B. Afirmamos que.a2 - B < 0,
pois, no casoe cdntrério, teria uma raiz gqguadrada real "§" e obte
riamos a - o = * §. Portanto, a = o * § e consequentemente a € R

contrariando nosgsa hipdtese. Segue-se que_a2 - B < 0, logow
pode ser escrito sob.a forma 272“, onde y € BR. De {a - aI2=:H72
resulta QUe (iém%—gl)z = -1, A&ssim se a e IR, podemos determinar
a, Y realis, tais gue (—Ew—;---g)2 =.-1.

Se D & comutativo, tomemos é £ De a i]R e seja

i =-2"%  onde v, ¢elR sho escolhidos de modo gue i2 = -1,

b
Porténto, D contém R (i}, um corpo isomorfo ao cb;
po dos numeros complexos. Como D & comutativo e algébrico sobre
R &, com mails razao, algébrico sobre iR (i). Pelo teorema 2.7, -
concluimos que D =1R.(i}. Assim se D & comutativo, ele & IR ou
R (i) . Adnitamos que D nao seja comutativo. Afirmamos gue o cen

tro de D & exatamente iIR. S¢ nao o fogse, haveria um "a" no cen-
( a - o, 2

=,

de modo gue o centro contém um corpo dos nimeros complexos. Con

tro mas nao em [R. Portanto, para certos o, v £ IR,

tudo, pelo teorema 2,7, se os ntmeros complexos (on um isomorfo
dele) estivessem no centro de D, entac D = ¢, forgando D a ser -.

comutativo,
Logo iR &€ o centro de D,

Seja a & D e a ¢ IR, para certos ¢, Y € IR
o

a ™
. = —

gsatisfaz 12 = ~1. Como istiR, "i"® naco esta no cen-

Y )
tro de D. Portanto, existe um elemento b ¢ DZ’ tal que ¢ = b 1 -

-ib#0. Entioic+cis=



ibi-=- 12 b+ b 12

It
t

ibi=

i

ibi+b-b-1ibi=0

Assim 1 ¢ = - ¢ 1, como consequéncia

i 02 = (1 ¢) ¢c={-¢c i) ¢ =-c (1 ¢} =-¢ (-¢c i) = c2 i,

" L]

~ 2 . . ~

e, entac, ¢ comuta com i. Ora "¢" satisfaz alguma equacao qua=-
- 2 2

dratica sobrefR ¢ + g c + p =0. Como ¢ e p comutam com i,

o ¢ comuta com i, conseguentemente temos:
(dec) i=1ifaoc) zaic=aq(-ci)=-dgci

logo 2 &« ¢ i = 0; como 2 ¢ i = 0, temos que ¢ = 0., AsSsim
2 2 . . .
¢+ p=20, logo ¢ = -yu. Como ¢¢ R, visto que ¢ i = -¢ i, po-

demos dizer, como o fizemos anteriormente, que "u" & positivo e

~ 2
entac y = v , v € IR.

2 .
Portanto 02 = -y , geja ] = m%_ .

Entac j satisfaz

2 c 2 c 2 _
) 37 = 57 =5y = L
A ..o ¢ . . ¢ c¢ci+ic 0
(2) 3 4 + i 3 i i+ i = S =eo = 0
Seja k = i j. Os elementos i, j ¢ IR gue construimos comportam -
- -se como os quaternios, lpgo:
T = {do + dl i+ d2 g d3 k. ] dD’ dl’ d2, d3 e R}

T & um subanel com divisao isomorfa aos guatérmios reais.

Provaremos que 1, i, j, k, definidos acima, sao 1i

nearmente independentes.
Suponhamos que (I1) o + g i 4+ v 7+ 35 k = 0

onde a, B, v, § ¢ R. HMultiplicando (IY) por i, j, k, respectiva

mente, cbteremos

a4+ B L +y jJ § ¥k =20
-8B+ i-6 3+ vy K=20
-~y + 8§ i+aj-8k=290
-G - vy 1 + 834+ ak =0
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Se o sistema acima sO0 tem a solugdo trivial nas va

riaveis a, B, vy, &, Otimo, temos o gue gueriamos.

Suponhamos, portanto, que o sistema tenha solugao

nao trivial. Ora, isto significa que:

a B 61
=B o= Y
-y S -8 =0
e N § B a

teremos;
o -§ v _ -8 -3 v
o § a -B -B -Y o -B +
-Y B8 o -6 B o
-B o ¥ _. -~ o -8
+y —y § ' —PB . C -4 - 8 o = 0
-§ =y o ~§ -y g
Cu seja:

6 (62 + B Y S —B v S +avl+adsd+as’) -
2 2 2
SR (e Bl -BY B8 rav S~y s~ B -
| , )
- Y {-a B & + y3 +a B 8 4+ v 62 + oy 82 + v o) -

a2—63+_aﬂr6— @y B) =0

1
o
T
o™
e
B
i
Cr
-2
i

Logos:

Portantos:
(™ + B” + v +87) =20 resultando
a“ + BT + ¥y 4+ 87 =0 e, congseguentemante,

a =B =y =0=0 e chegamos ao que queriamos.
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Portanto, 1, i, j, k saoc linearménte independentes.
_ Produzimos uma répica T do anel com divisao dosqué
térnios reais em D.
Nosso Gltime objetivo € demonstrar que T = D.
Se r £ D satisfaz r2 = —-1.
Seja N (r) = {xe D) x r = r x}

Vemos facilmente que N (r) & um gubanel com divi -

do, ﬂla R,

sao;'além disso, "r" e, portanto, todos os dO + dl r,

estao no centro de N (r).
Pelo teorema 2.7 segue-se due , J
. N (r) ='{d0 + dl r| A dl e R}, pois

| {do + d

1 T | do, dli e R} =R [r] = &.
Assim, se rx=x r, entao x = dO + dl r para certos do, dl £ R.
Suponhamos que W€ D e 1 4 {R. Para certos o, BeR
- o X : 2 , , .
W o= “E_E satisfaz w = ~1, Afirmamos que w i + 1 wco
muta com "w" e com "i". De fato:
. . : . .2 . .
wit+tdwlw=wiwtlw =wiw-1i-=
= w i ow + WZ i=wiw+wwi =
= w {1 w + w i)
. . . L2 . . . .
(wi+iw)di=wi +iwdli=-w+iwi-=
, 2 , , . . . .
= i " wH+ilwi=s41i {1w)+iwis=
=i {(w i+ i w)
pPela observacdo do paragrafo anterior,
R ] T
] 7 = i = + -
w i+ iw do + dl i do dl W
Sew T, esta Gltima relagio implica que d; = 0, pos caso con

trario w = (dé - do)/dl + di/dl i e, portanto, pode;iamos resol

ver w em dungao de i,

Assim: w i+ 1w = do £ iR. Analogamente



w it jw = B4€ R,
wk + kw = Yo € R.
. dg . Bo . Yo .
Seja z = w + —5— 1 + 5 7+ 5 k, entao
d g Y
. . 0 .2 0 . . 0 .
z i+ 1 z=wit+t > 17+ — J i+ 5 k i+
d B Y
+ 1w+ -79—12+ 20 1j+~20 ik =
d B
= w i + 1 w + 20 (12-!-12)-—{—20 (3_]+Jl)+
YO .
o (ki ik) o= |
!
Y 9 "
= (=if g+ 1% ) =0
Analogamenter: z 3+ 3z =
2.k + k z. =
Destas relagoes, obtemos z = 0. De fato:
0=zk+kz = zij+iijz-=
=z ij+izij-~-4iz3i+13z=

]

(z 1 +4i2) 3+ 1 (-2 3+ 3 z).

Contudo, i # 0 e, como estamos num anel com divisao, segue=-se que

zZ jJ. - 32 =0, Mas z Jj + j z = 0.

Logo 2zj = 0, como 23 # 0, pelo mesmo raciocinio acima, temos ne
cessariamente z = 0, _

dy By Y
Portanto: 0 = 2 = w -+ 5 i+ 5 J o+ —5 K

d . B . -y
donde w = (~ _EE_) i.+-{ 20 ) 5~ (_igw) k

e w ¢ T, contradizendo w ¢ T. Assim temos w € T. Como



u=8w+oa e, entao, 4 € T.

Demonstramos que todo elemento em D estd em T. Como T < D, con

cluimos que D = T, Desde que T & isomorfo aos quatérnios - reais,

obt.inos agora gue D & isomorfo ao anel com divisao dos quatérnios

reais.



CAPTTULO 3

CLASSIFICA?EO DAS ALGEBRAS COM DIVISAQ
SOBRE 0§ REAIS SEGUNDO R:S. PALAIS

Seja D uma &lgebra com divisao de dimensidoc finita

sobre o corpo dos nlmerog reais [R.

Uma maneira de estabelecer o teorema fundamental da
dlgebra, & dizer que se D & comutativo (isto &, um corpo) , entéo}
D € isomorfo sobre os reais ou a IR ou ao corpo dos nlmeros com-
plexos €. Um famoso teorema de Frobentus {demonstrado no capitu
lo 2) assegura que se D & nao comutativo, entdo existe uma umica
possibilidade, ou seja, D & isomorfo sobre R, a dlgebra dos qua— .
teérnios de Hamzlton. Esta & uma algebra Q, de dimensdc guatro,
gerada como um espaéo vetorial pela base de elementos 1, i, 3, k

gque satisfazem a seguinte tabua de multiplicagéo:

12 252 2 k% s
i = -ji = k
jk = ~kj = i
ki = —-ik = j

A prova & conceitual e elementar simultaneamente.
Ao lado do inevitavel uso do teorema fundamental da Zlgebra, usa
remos somente fatos simples sobre os auto valores de transforma- -
goes lineares.

Notemos, primeiramente, que o0 subespago de Q de di

mensac dois, gerado por "1" e "i", & isomorfo aos nimeros comple

x0s8. @ & um espaco vetorial sobre € {usando a multiplicagao a

esquerda por uma operagac escalar).

Além disso, € & claramente {x ¢ D | xi = ix}, en-
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quanto que o espago complementar bi~dimensiona1, gerado por "ij"
e "k", & justamente {x ¢ D | xi = -ix]},

Estas observagoes & gue vao motivar nossa prova.

Seja "1" denotando o elemento unidade de D. Pode-
mos pensar em R embebido em D pela aplicagdo x —————» x . 1
Podemos assumir D # R. _
Seja "d" um elemento de D, mas gue nao esﬁeja em R e seja®R<d>,
‘denotando o subespago vetorial bi~dimensional gerado‘pdr nn e
mg", R < d > =R +.R. d. |

Lema 3.1

_ R < d > & un subconjunto maximal comutativo de D,
consistindo de todos os elementos de D que comutam com "d". Além

disso & um corpo isomorfo a C.

Existéncia de uma subidlgebra A de D da dimensao ma

ximal, que inclui R < d > e 2 comutativa.

fema 3.2

Toda cadeia estritamente crescente de subespaQOS‘ve

toriais em D € de comprimento finito.

Demonstragao

Seja 0 # Vi E YV & ... GV

S}
con Vl subespagos vetoriais de b, L = 1, 2, ... n
Vi & D
TR

Vamos provar que {dl' d N dn} sao linearmente independente&

21"

Seja Cldl + 02d2 + ... + cndn,-tal que = L, 2, ..., n, ¢, € iR



e "t" o primeiro indice, tal que cy # 0.

Entao ctdt =

“edp T Cdy T me Ay
~C: -c ~-C
1 2 t=1
d,. = (~==)d, + {—=)d cee | yd
t t-
R 1 Ty 2t Ty t—-1
Como para i =1, 2, ..., t-1
di  Vi= Ve
temos que di £ Vtﬂl' Vi =1, 2, ..., t-1
t-1 -cy . )
Logo d = 5 (—=)d, € V__
t i-1 ¢t el
o que & absurdo.
Portanto, éi = 0, . e 0s di sao0 lineérmeﬁte independaentes e

ng diqR D

Corolaric 3.3

Seja iR <d> C€A) GAy ...G A CD

onde Aj_sﬁolR - subalgebras de D,

entao n %

Demons thagedo

Como sabemos,

s|e

& iR — subespago vetorial de D.

Portanto, A, g A, & Aq
te de IR ~ subespagos vetoriais

Daremos a seguir

G .G B,

de D.

diqR D

A &R ~ subdlgebra de D, entao A

& cadeia estritamente crescen—

Pelo lema 3.2 n £ diqR D.

o lema que usaremos e que & de fa

cil demonstragdo, sendo portanto deixado ao leitor mais interes-—

gsado demonstri-lo.

Lema 3.4

Seja B

R - dlgebra e AES B, A

iR - subalgebra de R



n ,
Alx] ={ 2 a, x= n & z+ 4 {0}, a, ¢ A}
i=o * *

Se x € B comuta com A, entdo:

(1) A [x] & fechado em relagao & soma e multiplica
gao de D. Logo A [x] & IR ~ subalgebra de D.

(x+yve A[X], x - yve A[x], xv ¢ A [x].

qualquer que seja X, v & A [x]).

(2) Se x comuta com A, entao A & comutativo; assim

sendo, A [X] também & comutativo, ~

Concluimos que A [ %] & uma jR ~ subadlgebra de B co-
mutativa., | B

Colonaric 3.5

Existe uma R - subdlgebra de D maximal.

Demonstracac por construgao.
R<d>¢C ®r [al.

Se R ¢ d> nao & maximal, existe Ay # D, tal que R < d>% Ay %0
Ay JR - subdlgebra de D.
4

Se Aq nao & maximal, existe Ay 7 D tal que iR < d > % A G A, ED :

2

Assim pode-se construir A E A2§?J oo G2 Ai,
Pelo corolé;:io 3.3, come temos uma cadela estritamsnte crescente
de R - subalgebras de D, existe um Iandice "t”, tal qgue o proces-
sO pare em t.

-

g : ; e 7 o7
Portanto, R < d > € Alg}: AZ o f.;iAtE"f-D

e AL & maximal. N




Demons tragdo do Lema 3.1

Escolhendo uma subalgebra A de D de dimensdo maxi-

mal, que inclui R < d > & & comutativa.

Se x £ D comuta com todos elementos de A, entdo A [[x] & comutati

vo e A [ x] deve ser igual a A, pois temos:

ACA[Ix]1CD, Alx] R - subilgebra comutativa de
D. Como A & maximal entre as R - subalgebras comutativas de D,

segue-se gue
A =A[x} ou AI[X} = bD.

Ora, A [xX] = D & absurdo, pois D ndo & comutativo; logo A=Alx]e
x € A, Em particular, se x ¥ 0, "x" comuta com A, entao x_l con
muta com todos os elementos de A (pols xy = yX se, & somente se,

yx_l = x_l y} e portanto x“l e A.

Concluimos qgue x S'A,.x_#_o implica que x_l € A.

Entao A &€ corpo.
Pelo Teorema Fundamental da Algebra, A & isomorfo a € sobre R.

Em particular, como diqR A =4, diqﬁR <d>=deiR<d> & a,

=iy

segque—se quae iR < d > = A.

Finalmente, se x £ D comuta com "d", ele comuta com todos o0s ele

mentos de )R < 4 > = A, portanto pertence aiR < d >,

De acordo com O lema 2.1, podemos escolher um ele
mento "i"e D, tal gue i2 = -] e podemos identificar R < i > com
¢,

Olhamos, agora, D nao meramente ccmo um €spago ve-
torial sobre IR, mas também como um espago vetorial sobre €, bem
como uma operacgdo escalar de € em D, como uma multiplicagao a es
querda. Por outro lado, a multiplicagac & direita por "i", pode
ser interpretada como uma transformagéo lincar (complexa) T, so-—
bre o espago vetorial (complexa} T, sobre o espago vetorial (com

plexo) D, isto &, definimos.



Defindicac 3.6

Tx = x1i.

2
Desde gque T ¥ = TTx =

2 . - - .
7" = ~(Identidade) e o0s Unicos auto valores de T sao +1 e -i.

Txi = (xi)i = -x, segue-se que

-+ —_
Denotando por D e D os correspondentes auto~espagos, temos:

Defindcao 3.7

+

D. = {xe D | x1 =ix} =R < i >

D = {x € D | xi = ~ix}

o+ - . . - : :
Naturalmente D D =:{0}. Sejax e D, Xx € D ; como xXi=-xi,
temos gque 2xi = 0. Desde que 21 ¥ 0 e estamos numa algebra com
divisdo, concluimos que x = 0. ’

Lema 3.8

+ N -
D=D & D
Demons thacao

Seque-se imediatamente da decomposigao:

1 .. _
X ='-§— {x - ixi) + —%— {x + ixi}, ¥x e D
. + . . - .
onde X — ixi e D e X + ixi e D, pois,
e s . L L2 . ,
(x - ixi}i = %xi = ixi™ = xi + ix <]
., R , L2 . , \
i(x - ixi) = ix - i"xi = xi + ix
Tambeém
ey L, L2 . :
(% + ixi)i = xi + igi” = xi -~ ix 2
T o \ L2
i(x + ixi) = ix + i%xi =

ix = xi = -(xi - ix)

Lema 3,9

+ - L3
D =¢Ce x, Ye D implica xy £ D



DemonsLtaacdo

+ . R
D' = &, segue~se imediatamente do lema 3.1

com d = 1
Da definigaoc 3.7, x, y ¢ D implica xy ¢ D+, pois

x(y 1) = x(-1y) =~{x i)y =1ixy

De D = {0}, entdo, pelos lemas 3,8 e 3,9,
temos D = &.

Portanto, podemos assumir gue D~ # {0} e mostraremos gue D deve

ser isomorfo a Q. Primeiro, mostraremos que sobre os reais a di

-

mensao de D é quatre, isto &, scobre D+ {corpo isomorfo a ¢), D &

de dimensao dois, COmoO veremos a seguir:

fema 3.10

dlmD+ D =1 e dlqR D =.4

- - + 1 + - - 13
D &D - espago vetorial (x e D = ¢, v ¢ D implica xy & D)

Demonsiracdo

Escolheremos gualquer elemento "a" # 0, a e Do,

Entao a multiplicagao & direita por "a" da uma transformagao li-

+ . . . - o
near sobre D , gue €& nao singular (sua inversa e uma multiplica-
cac a esquerda por a_l). Podemos construir um iscomorfismo. entre

+ .
D e D, assim definido;:

=+ .
- D - iso +
D T D
T aplicagao linear definida por Tx = x a
pois T (x + cy) = {x + cyla = xa + cya =

= T{x) + <T (y).

o~ b +
Entao D D sobre D

Logo dimyt D = dim - bt ooy
o . - ‘ _
dimD'i‘ D = dirﬂD“}“ D + d.llﬂD+ D = ] < 1 2



Portanto dimy D = (dimy+ D) (dimy, D) =2 .2=4

Lema 3,11

Seja "a" do lema 3.10. Entao {1} a® ¢ R
{2} a2 < 0

Demonsthacac

Pelo lema 3.1 R < a > & um corpo contendo az,mas

também pelc lema 3.9, desde que a ¢ D , a® = a.ac D . Pportan
2 + : + ' -

to, a“ e DN R < a > e veremos facilmente que D N R < a > = R,

Sendo vejamos. Seja rg tryae D+n IR < a >, tal que
Ty ¥y e Re aeDd . Entdo
i {ry + 1y a) = (r0 +tory a)i, logo

» + + -_i 0 . .
ir, ir; a rol_f {lal. Portanto

irla = rlai = rl(~ia} = -irla

Seque~se gue Zirla&= 0 e portanto rl': 0. B8e a2 > 0, ele tem
duas raizes quadradas em iR, portanto trés raizes quadradas no cor
po R < a > (existe "d" raiz tal que d e R < a >, d § R), que
& impossivel pela teoria dos corpos. Portanto a2 < 0 e existe um

r ¢ R tal gque

2 .
2 2 a 2 a L
a = -r , logo ("?—) = -1, geja j = _%_
; v r
Pelo lema 3.1l, um possivel miltiplo real positivo
de "a" & um elemento j € D satisfazendo j2 = ~1..
Definindo k = ij € D, temos (ij)i = —~i{ij).

Desde que uau' njn e "k" € D_ e COmo {J; k} ,._._.“Z_._,,_.

. + .
— {-1, -1} base de D sobre R, vemos que "j" e "k'" formam uma
base de D sobre {R. Portanto, pelo lema 3.8, os elementos 1, i,

j, k formam uma base de D sobre R,

Desde que 3, k ¢ D , eles nac comutam com i. Juntamente com



i2=5% =1

kK™ = (ij) (i3j) = ij({~3i) =
.2 2
= -ij"L = 17 = -1

il
~

ij = -ji
e s 2. .
jk = Jij = =33l = =371 = 1
Kj = i3j = 1j = ~-i

ki = iji = i{~ij) = =i" = j

ik = i1j = 1% = -3

Vemos que 1, i, j, k satisfazem a tabela multiplicativa dada pa-

ra os guatérnios reais. :

S



CAPITULO 4

CO-EXTENSOES DE CO-DIMENSAO FINITA
SOBRE 0S NUMEROS COMPLEXO0S

Definicio 4.1

Co-extensao de um corpo K & um corpo E & X.

Definicio 4.2

Co~dimensao de uma co—extensdo E € K & [K : E].

Teorema 4.3

Seja T um corpe algebricamente fechado e M um sub-

corpo que & de co-dimensdo finita em F. Entao F = M (/-1).

Demons Lragao

seja L =M (/L) €T, temos [F : L} < + =
Devemos mostrar gque L = F, Portanto, podemos supcrxr, sem perda

de generalidade, que L # ¥,

Definieas 4.4
Um corpo K & perfeito se a caracteristica de K &

Zero ou & p# 0 ex® =K.

Lema 4.5

L & perfeito.

Demonstracao

Podemos supor sem perda de generalidade gque
Car (L) = p ¥ 0,



Supcnhamos que existe um elemento b €L que nao
& uma p-&sima poténcia de um elementoc de L. Entao, para cada
n >0 kpn - b & irredutivel em L [x} pelo teorema 4.5,2, Is-
to mostra a existéncia de uma extensao algébrica de L de dimen --
sio p sobre L. Desde que "n" & arbitrdrio, isto contradiz oque
nos admitimos. Pois sendo I algebricamente fechado, existira um
n

lla

n T tal que a, € raiz de

n
x - be F{x]

ora L & L (a,) < 7, entdo

[L(an) :L]l[F:f_,] < + o
Portanto, Eﬂan) :Ii .e limitada ¥
Mas Edén) : L] = pn, gque tende para o infinito, o que & absur
do. ' )
Portanto nao existe "b", que nic & uma p-8sima poténecia em L. Se

gue~se que L & perfeito.

Definicio 4.6
P & separavel sobre K se gualquer gue seja

g{x) & X[x] irredutivel, tal gue "g" tem raiz em P, temos  que

g' # 0, onde P ¢ K sdo corpos.

Lema 4.7

F/L & separavel.

Demonétﬁagio

De fato, F/L perfeito implicard F/L separivel. Su
por sem perda de generalidade gque car (L) = p # 0.
Seja g(x) = Li{x] irredutivel sobre L.
Se g' = 0, entdo "p" divide os expoentes de g{x) que tenham coe-
ficientes nao nulos, '

Logo g(x) = CF(xP) e"-f(xj Elﬁ@ﬁ-



Mas f(x) = h¥(x) onde h(x) ¢ L[ﬁl e como LF = I,.

Portanto, g(x) = hP(x") = (h(x))P, h(x) e LY, o que & absurdo.

Defindicao 4.8

B/K & normal se f(x) e K[{ irredutivel e "a" ¢ p,

tal que f£{a) = 0, implica que todas as raizes de f(x) € P.

Lema 4,9

T & normal sobre L.

Demons tragao

Trivialmente, pois T & algebricamente fechado.

lema 4,10

T/1,-& Galois, quer dizer F/L & finito, normal e se

paravel.

Demons thagdo
Segue~se dos lemas 4.7 e 4.9,

Continuagao da prova do teorema 4.3. Seja G o gru
po de Galois de F sobre L.

gl = [F : 1] # 1 pois L # 7.

Seqgue~se gue G & diferente de um,

G contém um subgrupo H ciclico de ordem prima "g".

Seja B = FH; Pela teoria de Galotis ﬁ‘; Fﬂj = IH} = ¢, logo

E‘:E}-*:q.
Claramente as {inicas extensoes algdbricag de E sido E e F.

Como "g" € primo, segue-se que a caracteristica de M nao & g.

Pois, se assim acontecer, F serd uma g-extensao ciclica de £ de
caracteristica g. A existéneia de tal extensao do E implicard na
existéncia de extensdes de Galois clclicas de E, de grau

n

q ., ¥, 3 1+ pelo Teoreﬁa.4.5.3.
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seja By extensdo de Galois ciclica de E, de grau g©. Como E /E
& Galois, isto implica que E, = E(a). Entdo "a" & algébrico so-
bre E de grau qn. O polindmio minimal, fn(x), de "a" sobreE pexr

n o m
tence a E ¥ e tem grau q , e também & irredutivel.

. . ' n
Seja bn raiz de fn(x) em F. Segue-se gue !é(bn) : E] =g, que
val para o infinito com n, o gque & absurdo, pois como

E E(b) F, E() :E | F:L < +« Concluimos gue

v >

a 17 E(bn) : B @ limitada.

Portanto, car(M) #¥ g

Isto implica que F, algebricamente fechado, contém "g" distintas
raizes de 1, pois (x3 - 1) = q Xqﬂl 7 0.

Seja a € ¥ com ad ~ 1 =0

Desde que al - 1 = (a - 1) (aqwl_+ R 1)y =0

a =1 ou aq"l + aq+2 + ... ta+ Ll=70

Portanto E(a) + E < g = 1l.
Como E(a} : E | ‘F: B =g,

temog E(a) : E =1 e a € E.

Segue-se qgue todas as g-&simas raizes de 1, estao contidas em E.
Como F 2 ciclico schreE de dimensfo g, pelo teorema 4.5.4 exis-
te o e E tal que F =8B Fa ). .

-

q .
Consideremos © polindmio g({x}) = 1 {x - alb), onde "a" & uma

. o 2
qz - raiz primitiva de 1 e "b" & um elemento de F, talquebtI = 0Oh

. . ~ 1 . . : )
Como a inclusac a b ¢ E implica gue E contem um elomento

. ’ . 2 . 2 2 2 .
{alb}q = B, tal que Bq = (alb)q oz (a.l)q P = {aCI )l o= o, ve
- - . (:J
mos que nenhum a'b e B (1 < 1 < qz), pois teriamos-mu%mu uma
- N . . . . q/f&'"' ~a q/~_....
g-esima raiz de 1. Portanto —p— ¢ E e entao Yo ¢ E, absurdo,
: 2 : :
Dasde que gf(x) = %3 —-_ @ pertence a E x , segue-se que g(x) nao

& jirredutivel em E x .

Seja g = 91 » 9o ree Gy gilirredutiveis em E X .,



Seja r € F tal que 95 (r) = 0,

Como ES E(r) € F e [F : E] = ¢, segue-se que E(r) = E ou
E{x} = F. Ora E{r) = E implica que ¥ ¢ E. Isto &, um absurdo,

pois nenhuma raiz de g{x) estda em E,
Logo E{(r) = F e como consequéncia grau gi(x) =,

Portanto g, = I (x - alb) onde
2
s&€ {1, ..., qa°} e [8] = q.

Se B & o termo constante de gl(X}, entac 8 = ch, onde "c" & uma
poténcia de "a". Como (bq)q = o, temos b = e ¥G onde "e” e
uma g~ésima raiz de 1. Portanto P =E o) = & b9y . -
Seque-se que F = E (bq) = FE {R b“q) pbis R E.

. 79

Desde que = ¢, concluimes gque F = E (c).

Como E contém todas as ¢-2simas raizes de 1, vemos gue "¢" & uma

q2 - raiz primitiva de 1.

Seja'Mo um corpo primo de ¥ e consideremos o sub -

Ccorpe MO(C) de 7.

Se M & o corpo RO dos numeros racionais, sabemos que a dimensio
. m . - n

nalidade do corpo das ¢ = ralizes de 1 e ¢{(g ) teorema 4.5.5 e

isto val para ¢ infinitc com "m",. '

it

' . ~ m . .

Se MO tem caracteristica p, entac p ¥ q e o corpo das ¢ -&simas
. . : - . m - -
raizes de 1 sobre M contem pelo menos g —elementos, Novamente
a dimensionalidade deste coxrpo sobre MO aproxima-se do infinito

com "m". Em gualquer caso, segue-se que existe um inteiro posi-

n 1}

. - . m - . Lo o '
tivo "m", tal que Mo(c) contem uma ¢ ~ésima ralz primitiva, mas

m m+l - . ; , . s
nac a ¢ ~-&sima primeira raiz primitiva de 1.
- 2 . s -
Como "¢" @ uma Q" ~raiz primitiva de 1, m » 2. O corpo F contem
mtl ., C . e \ s -
uma q . es5ima primeira raiz primitiva de 1, digamos "d”" (dqeauma

qm raiz primitiva de 1).

S5eja h(x) o polindmio minimal de "d" sobre E. Desde que "¢" ¢ E

e existe "1i", tal que at = ¢, d ¢ B. Ademais o grau de h(x) &
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m+1
(x - d%)

ek 1.
igual a "q". Também h(x) & um fator de x3 -1

o=

i=1

Além diséo, os coeficiente de h{x) estao contidos em Mo(d). Por -

-

tanto, eles estao contidos no corpo N = MO(d)r) E.
Segue-se que h({x) & irredutivel sobre N€ E e EMO(CI) : N} =

A seguir consideremos o subcorpo Nl = Mo(t), onde

= a9, de Mo(d). Evidentemente "t" & uma q -&sima raiz primiti
va de 1.  Ademais, Nl contém "g" distintas g-&simas raizes de 1.
Pois se z & uma.q ~-ésima raiz de 1 com i € m, entao z ¢ <t» e
existe "j" tal gue tj = Z,

_ B . q _
Por outro 1ad§ Mo(d) = Nltd) e LH_Q Mo(d) onde d* = + ¢ Ny-.

- vemos fa01lmente que M (d) # “l M (t) Pois co-
mo M (t) f‘M (d) e desde que M {¢) contem todas as q ~e51mas rai
zes de 1 por deflnlgao M (e) entao conteria "d" uma g lﬁeSlma

primeira raiz primitiva de 1, contrarlando nossa hipttese,

Demonstraremos gue M_(d) & ciclico de dimensao "g"

sobre Nl.
.4 i q -
Seja I (x - v7d) = X+ - £ e N;{x], onde "v" &
i=1
uma g-esima raiz primitiva de 1. 1Isto & separavel, entio
- . T, :
Mo(d)/ N, & Galois. Calculemos M _(d) N;g .
Seja £(x) o polindmio minimal de "d" sobre M,. Temos
q _ .
f{=) x4 ~ £ =- 1 (x - Vld), "y" & uma g-Gésima raiz primitiva
: i=1 ;
de 1. 0O termo constante de f & igual a ¢ vj d = Nl com grau
£(x) = 2 &9
Como t ¢ Nl, v £ Nl e consequentemente cl'e € Nq- Se L < gq, en-
tdo o(q j = o(d). Portanto dﬁ & uma qm+lnésima raiz prlmltiva
de 1. '
LR . . nagm C — ’e 1— & onr . -
Em vista disto, existe "i" tal gque d = {(d7) " ¢ Nl e go(c}, absur

do, pois Ny o« MO(C) % Mo(d) .

Logo ¢ =g ‘e SMO(d) : Nz} = (.



Entio M_(d) yd Ny & Galois ciclico,
Agora Nl'# M,

Pois se N; = N. Entao t e NS E e t g E, mas existe "i"  tal

I = m . . . s
que ¢ = t7 e como "t" € uma q ~-ésima raiz primitiva de 1 em 3 2
n I

- 2 - . ' ' Il :
e "¢ e uma gq“-ésima raiz primitiva de 1, segue-se que c £ E, ab

surdo,

Provamos que o corpo Mo(d) das g-ésimas primeira raiz de 1 scbre
o corpo primo, qontém dois distintos subcorpos N e Ni, sobre os

quais sua dimensaoc & (.
Segue-se que o grupo de Galois M_(d) sobre MD nao & ciclico.

Pelo teorema 4.5.6 e 4.5.7, ¢ @inico casc pessivel & ter caracte-

risticas zero e q = 2.

Entdo o elemento "c" antes considerado & uma 4-&sima

-(q2 com g = 2) raiz primitiva de 1.

por outro lado, E contém L, que contém -1 e como V-1 & uma
4-8sima raiz primitiva de 1, segue-se que ¢ ¢ E, absurdo. Isto

mostra que L = M(/ -1) = F. -

Teoremas usados nesie capitulo

Teornewa 4.5.1

Se "p" & um nimero primo e "a" um elemento de X gue

p

ndo & uma p-&sima raiz em XK, entdo x° - a & irredutivel sobre XK.

Demonstracado

Suponhamos gue nao seja, e consideremos ¥ um fator
P

- a de grau k(o < k¥ < p). Seja "¢" o termo -

P

irredutivel de x

constante de f. As raizes de x¥ - a (em um corpo de raizes), to
das tém a forma ru, onde u & uma raiz fixa e R

Desde que
k . . .
o =3 u, gP = 1 ¢ existem inteiros m e n tal gue mk + np = 1,

R k
temos gue u = u™ k ut P o= (u )m {up)n = (% —)T gn

o -
2]

Portanto u pertence a K, Desde que sua p-&sima poténcia & a,che

gamos a uma contradigao.



Teorema 4.5.2

Seja "p" um primo e "a" um elementc em K, que nao
- - - ] - n
e uma p-esima potencia em K com caxr (K) = p # 0. Entdoc xP - a
& irredutivel sobre K, ¥ .

: _ n > 1
Demons tracao
Seja "v" uma raiz de P - 4 e escrevamos u=vP
P _ : . _ X e - -

Temos uw = a, XYogo fK{u) : Kf = p {pcis x - a & irredutivel S0

bre K teorema 4.5.1).

" n '
Se mostrarmos gue "v teg grau p sobre X (u), segue-se que "v"

tem grau p' sobre K e xP - a & irredutivel sobre K.

Que "v'""tem grau pn sobre K (u) & verdade por indugao sobre n,
desde gue u nao & uma p-&sima poténcia em K {(u).. Se tal aconte-

ce

— o pmlip
u={c,tecgut ...+ ¢ L1 @ VFo=
= (¢ P +c PPy fe PyElp .
fo) 1 ot u-1
— o P p p _p-l i
= ¢t ot at ... tc (7 a ., Logo u € K,con
tradicao.

Teonema 4.5.3
Seja 8 um corpo de caracteristica p # 0. Entao -
. -~ s m , ~
existem extensces ciclicas de p - dimensao, m = 1, 2 ..., sobre
S se, e somente se, existem tais extensoes de dimensdo "p".
Demond Ltragdo

veja {14, pag. 139).

Teorema 4.5.4

Assuma gue S tem "n” raizes distintas de 1 e seja

P/S corpo de extensio, ciclico de dimensaoc "n".

Entaoc P = S(d), onde at = a e S.



Demonstragdo

As hipoteses sobre P sdo que P/S & Galois com gru-
po de galois G, que & ciclico de ordem "n". Como P & separavel

sobre 5, ele tem um elemento primitivo, desta forma P = ${8).

T

Seja "s" um gerador de G e "d" o resolvente de
Lagrange,
2 : n~1
a=0+08%56" weS 5724 4%  sTind

onde "8" & uma "n"~ésima raiz primitiva de 1.

n —
Entio a° = 8% + 05 s7h 4+ 65 7% 4 ... 4+ 9% sTiovb) =
2 L=l :
=5 8+ 6% s+ eS §7% 4 .. +e® 507l }
T = sd
- Sk- kk k "‘.__
Entaoc d° - =¢ d = 6 d, desta forma "d"tem "n" distintas con

jugadas e, portanto, seu polindmioc minimal & de grau "n". Conse
quentemente P = S(d).

o, entdo @h® = {dS)n

It
If

Seja a" (sa) ™ =

6ndn = dn = a, logo as = o portanto o € 8 e d =IVE*

il

Teonrema 4.5.5

{m)

Tl n

Seija P corpe ciclotdnice de ordem "m" sobre os

racionais Ré.

(mn)

Entdo o grupc de Galols de P /R @ isomorfo a

U(m) o grupo multiplicativo das unidades do anel I/(m)'
Demons thagao

veja {14, pag. 113} .

OBSERVACAQ

(1) FPoi definido corpo cicloténico de ordem "m" so

bre o corpo 8, como sendc o corpo das raizes sobre S de um peli-



~ m
nomio x - 1,

{2} Se a caracteristica de S nao & um divisor de -
1 11

m", entao o grupo de Galois do corpo ciclotdnico, & isomorfo a

um subgrupo do grupo multiplicativo. U

AT

(m) das unidades do anel

Aqui assumimos gque © CcoOYpo base S = Ro' O corpo dos

{m)

nimeros racionais, e seja p 0 corpo ciclotdnico das m—-&simas

raizes de 1 sobre R (I anel dos inteiros).

_Teokema 4.5,6

Qualguer subgrupo finito H de um grupo multiplica-

tivo K* ‘de um corpo X, & um grupo ciclico,

C Demonstrnagdo e
Indigquemos por "n" a ordem de H e seja a € H uim
elemento de ordem maxima "s". Decorre do teorema de Lagrange que
s | n, logo s £ n.
Consideremos o polindmio £(x) = x° - 1 ¢ K[X} .
Vemos facilmente que f{y) = 0, % y<e H, logos =granf 3 n e
entao 8 = n. Portanto, o elemento "a" tem ordem n = gH!, logo H

e ciclico,

como decorréncia temos:

*
Se K & um corpo finito, entao © grupo multiplicativo K do corpo

K & ciclico.

Tao&ema34.5.?
(m}

Seja m = P, p (primo) e P o corpo das m-ésimas

raizes de 1 sobre RO, o corpo dog nimeros racionais.

Entao o grupo de Galois G de P(m)/RO & ciclico, exceto guando
p=2e n 2 3, neste caso G & produto direto de grupos ciclicos

de ordem 2 ou de ordem 252,



Demons tracao

Veja [14, pag. 115}.
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CAPITULO 5

CARACTERizagﬁo DOS CORPOS REALMENTE
FECHADOS - ARTIN - SCHEIER

‘Inicialmente daremos algumas definicdes.

Definicdo 5.1

Un corpo ordenado K & um corpo XK junto com um sub-

conjunto P (o conjunto dos elementos positivos) de K, tal que:

(1) 0 ¢ P o
(2) se L ¢ K, entdo ou L € B, £ =0, ou -2 & P.
{3) P & fechado sob a adicdc e multiplicagao.

Definicae 5.7

-

Um corpo K & chamado {foamalmente real se as tinicas

: - n o
relageoes da form%‘él_ ﬂf = } em K 330 agquelas para as quais

Ei = 0 Ei =1, 2, ..., n.
£ imediato que K & formamente real se, e somente -
se, -1 nao & uma soma de quadrados de elementos em XK. Se a ca -
. - ~ 2 2 2
racteristica de K @ p # 0, entao 0 = 17 + 17 + ... + 17 (0 termosd
portantoc & claro gue corpes formalmente reals sao necessariamente

de caracteristica zero.

Degindeao 5,3

Um corpo K é chamado iealmente fechado, se K & for
malmente real e nenhuma extensdo algébrica propria de K & formal
mente real,

Como consequéncia da definigao 5.3, vemos facilmen
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te que se K & corpo realmente fechado, entdoc gualquer elemento

de K ou & um guadrado ou o negative de um quadrado.

Teo&ema 5.4

Se K & um corpo tal que V-1 ¢ K e K(/~1) & alge -
bricamente fechado, entao K & realmente fechado.

Pemonstracdo

Suponhamos que K satisfaz as condigoes acima. No-
temos que os polindmios irredutiveis de grau positivo em K[X] tém
graus 1 ou 2. .Seja f(x) tal polindmio e r uma raiz de f(x) con-
tida em M = K{(/-1). Desde que E((r) : K} = grau £(x) e ’
[K(r) : K] i [_M : K] = 2 segue-se que Ef((r) : K] =1 ou 2 e, por

tanto, grau f{x) = 1 ocu 2 como asseguramos.
Sejam "a" e "b" c K, a # 0, b #¥ 0, e consideremos o seguinte po-
1indmio g{x), g{x) = (x> - 8)% + b% = (x* = a = bi) (X° ~a+bi)

Desde que

(x> = (a + bi)) = (x = {a+b1)Y?) (x+ (a+b)Y?)

Il

(x2 ~ {a ~ bi})

(x -~ (a -~ bi) /%) (x + {(a - bi)l/z),

segque-se que
gx) = (x - (a+bi)%) (x+ (a+ b)Y,
(x = (a - bi)l/z) (x + (a -~ bi)l/z) onde i = V=1,

Este polindmio pertence a K [x] e ndo tem fatores lineareg em
K[¥), visto que a + bi, -a - bi, a - bl e ~a + bi ndo pertence-’
a K. Portanto, g{x) & produto de dois polindmios quadraticos ir

redutiveis.

Um possivel divisivel por (x - (a + bi)l/z) nao pode ser

{(x - (a + bi)l/zj {x + (a + bi)l/z) = x2 - (a + b;),_ pois

isto implicard que a + bi ¢ X, o gque & absurdo.

Portanto o polindmio em questao &



ou (x - (a+ b1) %) (x - (a - pi) /% -

=x% - ((a+ b))% 4 (a - b0 Y?) x & (2% + 13 /2

ou (x - {(a + bi)l/2) (x + {a - bi)l/z) = _
= xz + ({a - bi}l/2 - (a + bi)l/z} X - (az + b2)1/2

As duas possibilidades implicam que (a2 + b2)l/2 pertence a K.

MmN

Desde gue "a" e "b" sao elementos arbitrarios e nac nulos de K,
provamos que a soma de dois quadrados de elementos de K € um qua
drado em K. A indugao mostra que cada soma de gquadrados & umqua

drado em K.

Desde que - 1 ndo & um quadrado, isto implica que - 1 nido & soma
de quadrados em K e, ademais, K & formalmente real. Se P & uma
extensdo algébrica prdpria de K, entdo P & isomorfo a M=K(/<I).
Ent3o P nio & formalmente real e ademais K & realmente fechado.
Isto completa nossa prova.

Teorema 5.5

~ Se K & um corpo realmente fechado, entdo v-1 ¢ K e
K (Y-1) & algebricamente fechado. '

Demons tragdo

veja (14, pag. 275).

Portanto, temos uma caracterizagao de corpos K real
; &

mente fechados pela propriedade biasica, que V-1 ¢ K e K(¥-1)
algebricamente fechado.

Teorema 5.6

Seja F um corpo algebricamente fechado e XK um sub-
corpo prdéprio, que & de co-dimensdo finita em F. Entfo K & real
mente fechado e F = K{(v-1).



Demons tragdo

_ Tomemos L = K(Y=1) € F. Devemos mostrar que L = F
e a demonstracaoc & a mesma feita no teorema 4.3. Como conclui -
mos em tal demonstra@éo que K(/=1) = F que & algebricamente fe -
chado e v~1 nao pertence a K, usando ¢ teorema 5.4, concluimos
que K & realmente fechado. Portanto, K & realmente fechado e

F = R(/=1).

DT
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