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SUMARTIO

Modelos lineares compostos de fatores fixos e a
leatOrios sdo chamados mistos. Nestes casos surge a necessidade da
estimacao dos componentes de variancia, isto &, das variancias dos

fatores aleatorios do modelo.

Compilamos neste trabalho os seguintes métodos
de estimagao de componentes de variancia: momentos ou analise  de
variancia, MINQUE, MIVQUE, maxima verossimilhanga e mixima verossi
milhanga restrita, acompanhados de algoritmos para a resolugao nu-

mérica do problema de estimagdo.

Apresentamos, ainda, dois exemplos reais da a-

plicagao desses métodos de estimagao.



SUMMARY

We consider mixed linear models, that is, fhose
composed of fixed and random components. The estimation of the
variances of random components is the major problem in this set-
ting.

Several methods of estimation are considered and
studieq in great detail: MINQUE, MIVQUE, maximum likelihood and

restricted maximunlikelihood. Algorithms for actual computing of

estimators are also presented.

Two short examples are presented 1in order to

show some possible differences in actual problems.
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Suponhamos que, no segundo exemplo, sO nos inte
ressa estudar o efeito do fator: tipo de dieta, em relacgao aquelas
trés dietas observadas. Obteremos, entao, trés valores que corres-

pondem aos efeitos das dietas 1, 2 e 3.
Fatores, como doenca e tipo de dieta, onde con
sideramos que todas as possibilidades de ocorrencia do fator apare

i

cem nas observagoes, sao chamados fixos.

Por outro lado, fatores cujas ocorrencias nas

observagoes sao uma amostra de todas as possiveils ocorrencias, sao

chamados fatores aleatorios.

Assim, o fator familia, no primeiro exemplo, po
de ser considerado como aleatorio, se as familias que observamos
sao uma améstra de todas as familias possiveis de serem observa-
das. Do mesmo modo, no segundo exemplo, o fator linhagem do boi e
aleatorio,'ja que as linhagens escolhidas sdo uma amostra de todas

as existentes.

Nestes casos, cada ocorréencia do fator e vista
como a realizacao de uma varidvel aleatoria com media zero e vari-

ancia desconhecida o¢?.

Modelos lineares, como os apresentados nos e-
xemplos, com fatores fixos e aleat5rios, sao chamados mistos e a
variancia de cada fator aleatdrio e chamada de componente de varian

cia.

Nesse trabalho, nossa preocupagao € O estudo

de métodos que nos permitam estimar os componentes de variancia em
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modelos lineares mistos. Nesse sentido, os seguintes metodos, con-

siderados principais, sao apresentados:
a) metodo de momentos ou da andalise de varian-
ciasg
b) MINQUE e MIVQUE;

c) estimadores de maxima verossimilhanca e de

maxima verossimilhanca restrita.

Cada metodo € acompanhado da apresentagao  de

um algoritmo para a resolugao numérica do problema de estimacgao.

1.2. 0 MODELO LINEAR GERAL

0 modelo linear geral, utilizado em todo o tra

balho, e dado, na forma matricial, por

y = Xa + ZB + e (1.1)
onde:
y: vetor de observagoes, de dimensoes nxl,
X: matriz de planejamento, conhecida, de dimensoces nxp,
a: vetor de efeitos fixos, de dimensces px1,
Z: matriz de planejamento, conhecida, de dimensoes nxm,
B: wvetor de efeitos aleatorios, de dimensoes mxl,

e: vetor de erros aleatorios, de dimensces nxl.



Podemos escrever:

a' = vetor transposto do vetor a = (al...ap),e
B! = (Bi...Bk), onde Bi = (Bil"'Bimi)’ para i=1l,...,k, correspon-
de aos niveis observados para o fator aleatdorio i, de modo  que
k
I m. = m.
i=1 *
Consideraremos que cada fator aleatorio, in-

cluindo o erro, tem media zero, variancia constante, sendo indepen

dentes entre si, isto e:

E(Bi) = ¢, E(BiBi) = Gi I para i=1,...,k,

E(e) = ¢, E(ee') = 02 I

n)
e
E(Bi‘e') = ¢, E(BiBé) = ¢ para i#7j,
onde:
) : matriz de elementos iguais a zero, de dimensces compativeis
com a expressao,
Oi varidncia do fator aleatorio i, para i=1l,...,k,
02 variancia do erro,
Ir : matriz identidade de ordem »r.

E interessante notar que todo modelo contém um
vetor de constantes, bem como um vetor de erros, que podem ser con

siderados fator fixo e fator aleatorio, respectivamente. Assim, na
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verdade, todo modelo pode ser visto como um modelo misto e, portan

to, pode ser escrito na forma proposta em (1l.1).



CAPITULDO 2

2.1. METODO DE MOMENTOS OU DA ANALISE DE VARIANCIA

b

Suponhamos um modelo, como dado em (1.1), com
um fator fixo, constante, chamado u, e um fator aleatorio, denomi-

nado B. 0 modelo pode ser escrito como
i y = ul+ZB+e (2.1)

onde 1: vetor coluna de elementos iguais a um.

B tem m niveis, isto &, '=(B,...B ), e ha n replicagoes de
cada nivel do fator aleatorio, de modo que a j-ésima ob-

servagdao do nivel 7 pode ser escrita do seguinte modo:

% y'LJ: B+ B+ er; 2=y eneymy J=1lyeeoyn (2.2)
Denotando a média das observagoes do i-€simo ni
vel do fator aleatorio pory. , e a média geral por y , a seguinte

tabela, de andalise de variancia & obtida:



Fonte de Graus de Scma de Quadrade Esperanga do Qua
Variagao (F.V.) Liberdade (G.L.) (Guadrados ($.G.) Midio (0Q.M.) drado Medic(T{QM))
= 2 o
N 1 iy ) SQu/l mnuzmoémﬁ
.. . § e
- - 9
8 m=1 n S oAy, -y ) SQB/(m=1) nol+o?
. = R § e
L
Er 7 TOn o/ i 2 2
Erro min—=1) L (y, .=y, ) SQe/m(n=-1) g
o Ty 7. e
v v
Total ; toL oyl
mr. 4L y’L .

Observamos que as esperangas dos quadrados mé-

dios sdo funcgdes lineares dos componentes de variancia. Podemos ,
entdo, encontrar estimadores para esses componentes a partir do
sistema de ‘equagoes formado igualando-se os quadrados médios com

suas respectivas esperancas. No exemplo acima teriamos:

SQe
——————— 0‘2
m(n=-1) ¢
(2.3)
SQB
—_ = ncé+02
(m-1) ©

o que nos forneceria SQe/m(n-1) como estimador de 02 e



SQ8 SQe

- n como estimador de oé.
(m=1) m(n~1)
Usando essa mesma idéia, quando podemos cons-
truir uma analise de variancia para o modelo linear proposto, e

R . - -
possivel encontrar estimadores para os componentes de variancia.

A esse método de encontrar estimadores chama-
mos de metodo de momentos ou da andlise de variancia. Ele sera es-
tudado para modelos balanceados (quando todas as combinacgoes dos
fatores do modelo tem o mesmo numeroc de observagoes) e para nao-ba
lanceados (numero desigual de observagCes para cada combinacdo dos

fatores).

2.2. METODO DE MOMENTOS PARA MODELOS BALANCEADOS

Através de um exemplo, mostraremos o método de

momentos para modelos balanceados.

Note-se que as tabelas de analise de variancia
para qualquer modelo balanceado podem ser construidas a partir de

regraé, como as estudadas, por exemplo, por Zyskind (1962).

Consideremos um modelo, como dado em (1.1), com
um fator fixo o, com a niveis, e dols fatores aleatorios Bl e 62,
com b e ab niveis, respectivamente, e n replicagoes de cada combi-

nacao dos fatores.

Cada observacao pode ser escrita como:



e .

= +a + . .
yzgk H B 17 B2%J 77k
(2.4)
com =1, ., a
J=1l,...,b
k=1,...,n
TABELA DE ANALISE DE VARIANCIA
F.V G.L 5.Q. Q.M. E (QM)
i 1 Jn(ﬁ )2 SQu/1 abn{w& )7+ﬂ7«7%+,1n2+o'i
a a~-1 iy, -y )¢ SQu/(a-1) by Lo, —oc )ornot 4ol
: LY - a~1) ;¢ B) e
8 b-1 an§ y o=y )7 503, (»-1) ana} wcgq
4 - - - - - 2 ‘
32 (a~1){b~1) n f‘? (y'zlj.ﬁyql Y Y SQBZ/(a‘l)(b-l) ncéz*oé
T bin- DX ) 3 302 - 2
Erro ab(n-1) E ; : (yijk ‘/ij.) 3Qz/ab{n-1) c
Total abn Lzt y:
ik Ik
Os estimadores de o2, o2 02 sao, respecti-
A e b B B 2 P
2 1
vamente:
~ SQ@
o’; = R O——
ab(n-1)
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PR (s S PR B O s | 1 G
85 (@ -1)(B-1) €] n (@-1)(B-1) ab(n-1) "
: SQB L SQB SQ8
oé - L~ (HOE w2 | L= S =
1 (b-1) 2 ¢ ) an (b-1) (a-1)(b-1) an

Usando o processo acima os estimadores de com-
ponentes de Variéncia encontrados s3ao nao tendenciosos e de minima
variénéia.

A nao tendenciosidade pode ser demonstrada do
seguin%e modo: seja q o vetor composto pelos quadrados nédios,(QM)f
i=l,...,k, de uma analise de variancia do modelo, de modo gue
E(QM)i‘nao envolva efeitos fixos. Seja s, o vetor dos componentes

de variancia a serem estimados. Como cada esperanga de quadrado mé

dio e uma combinacao linear dos componentes de variancia, podemos

escrever:

' E(q) = Cs (2.6)
onde C € uma matriz nao singular (por construcao, C € triangular
superior).

Entao, as equagoes a serem solucionadas para

fornecerem os estimadores desejados sao: q=Cs, que resultam em:

; = C q (2.7)



Agora, E(§)=E<c'1q>:c"1E<q)=c"lcS =s.

~
Logo, s e um estimador nao tendencioso de s.

A minima variancia dos estimadores de momentos
em modelos lineares balanceados e conseguida mesmo sem a suposigao
de normalidade (conforme Graybill e Hultquist (1961)). Devido a

sua complexidade, omitimos aqui a demonstracao.

Podemos encontrar a distribuigao dos quadrados
médios e a variancia amostral dos estimadores, que no caso de mode
los balanceados torna-se menos trabalhoso, se utilizarmos as duas

proposicoes abaixo:

PROPOSICAO 1: Seja Y~N _(u,V) e seja A uma matriz de posto r. En-
tao Y’AY~X; v ou seja, Y'AY tem distribuig¢ao  qui-

3
quadrado nao central, onde k:% uW'Au, se e so se AV &

idempotente.

PROPOSICAO 2: Seja Y~Nn(u,V) e sejam A e B matrizes simétri-—

cas, positivas semi-definidas.
Sejam Z=Y'AY e W=Y'BY. Entao 7 e W sao independentes

se e so0 se AVB=¢.

Essas proposicoes sac muito conhecidas e utili

zadas. As demonstracoes podem ser encontradas em diversos livros de
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modelos lineares.!

Denotemos por SQ, QM e g, asoma de quadradros,
o quadrado meédio e os graus de liberdade, respectivamente, de uma

linha numa analise de variancia de um modelo. Temos, entdo:

QM = SQ . (2.8)
g
No caso do modelo balanceado, os termos SQ/E(QM),
para cada linha de uma analise de variancia, sao formas quadrati-

cas do vetor de observacgoes y.

Supondo que os fatores aleatorios e os erros
do modelo sao normalmente distribuidos, as matrizes dessas formas
quadréticas ;atisfazem as duas proposicgoes acima, e portanto SQ/E(QM)
tem distribuigao qui-quadrado com g graus de liberdade (xg), e oOs

termos SQ correspondentes sao mutuamente independentes..

Como SQ=QM.g, podemos obter a distribuigao dos

quadrados médios, que €

x2 (2.9)

e os termos QM sao mutuamente independentes.

!Searle (1971, pag. 57), ao demonstrar a necessidade na Proposigao
1 argumenta que a igualdade vale para todo u e em particular para
u = 0. Esquece-se, porém, que u & fixado no inicio do  problema.

Uma demonstracgao correta pode ser encontrada em Hogg e Craig (1970
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Exemplificando, tomemos o modelo dado em (2.1).
As somas de quadrados para o fator aleatorio B e para o erro € po-

dem ser escritas como as seguilntes formas quadraticas:

SQB

1
<

SQe

"
«
—
—
|
3
i
'._1

onde J & matriz mnxmn formada por elementos iguais a 1 e Ji € a ma
. . - ~ . . +
triz nxn, cujos elementos tambem sao iguals a 1, e L Ji denota a

soma direta das matrizes Ji‘

Entac, temos:

SQf = y'Ay , onde A =
E(QMB) ncé + 02
e m
{1 N JiJ
e .
sQe . y'By , onde B = 21 L
E(QMe) %

Para esse modelo, a matriz de variancias-cova-

riancias pode ser escrita como:

+
1

- 2
V =0 Ji + oeI.

nm~M3

2
B3

Assim, temos:
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m
n 1 r ¥ J. - (mn)ulJ
- 1=1 * 2 n 2
AV = o] z J.+ 0T =
noé + o? 8 i=1 1 €
m m
— + —— -
oé z +Ji +c§n 1 b Ji-—oé nzlJ—UZ(mn) lJ
_ i=1 1=1 -
2 2 h
| nOB + 0
m
(”Gé + 0 (n 1 z J.—(mn)—lJ)
¢ j=1 * -1 ™ -1
= - - = n z J.=-(mm) ~J
nOB + O'e 1=1
Portanto:
’ m m
AVAV=n L3 +Ji+(mn) 1J—2(mn) 1 J =n 1 r ¥ Ji - (mm) 1 J = AV,
i=1 i=1

e §9E——-——~x2 com m-1 graus de liberdade e parametro de nao centra-
E(QMB)




m m RN 15
of I Ty+0lT-of I 7. -0%n IR
_ i=1 i=1 izl -
OZ
e
m
=1 -0t ozt
i=1 *
Logo,
m m m
BVBY = T-2n"% 1 +Ji+n'l R R AN P\
i=1 i=1 * i=1
e 3 - x% com m(n-1) graus de liberdade e parametro de nao cen-
E(QMe)
tralidade A = = u 1' B 1 p.
2
Utilizando a proposicao 2, temos:
m ; - ' aom
D AR T-n"t 1t
i=1 * 2 T+ 2 iz *
AVB = - - (o; L Ji+oeI)
A 2
noB * 0, 1=1 O,
m m m
{jé % +Ji+0;n Ly +Ji—oém_1J—oé(mn)_lJ -n T 3 +Ji
LB i=1 i-1 i

2 2 2
no +
( ce)ce

B

m oom _ _ m oom _
2 1 TI.40%n 1 5 TT.-o2m lJ—oz(mn) lJ—02 $ 3. -0 1 5 Yo volm 114
Biap T ¢ 4o 1B ¢ Bt e 4 1P
(no? + o2)g?
8 e e -1
0;0mﬁ J

= ¢
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SQB ___ SQe

Portanto

sao independentes.

E(QMB)  E(QMe)

Mesmo encontrando a distribuicao dos quadrados
médios, na maior parte das vezes nao podemos encontrar a distribui
gao exata dos estimadores dos componentes de variancia, com exce

gao do estimador de 02, que sempre tem distribuigao conhecida, pois

Q
[

o
N

o2 = QMe ~ E(QMe) X2

X (2.10)
g

0q
®
®

onde QMe e g, sao, o quadrado médio e os graus de liberdade cor-

respondentes ac erro na analise de variancia em questao.

Ainda supondo que o modelo satisfaz as condi-
goesde normalidade dos fatores aleatdrios, inclusive o erro, pode-
se calcular a variancia amostral dos estimadores encontrados pelo
método de momentos, uma vez que conhecemos a distribuicdo dos qua-

drados médios.

Lembrando que a variancia de uma variavel alea
toria com distribuigao qui-quadrado central, com g graus de liber-

dade, € 2g, a variancia de um quadrado médio, QM, é dada por:

g

2
2 .
var(QM) = vap| ZQ@D 2} o EEEEQ.> 26 = 2 LE(QM)J (2.11)
g g
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(nesse caso x; esta denotando a variavel cuja distribuicdo e qui-

quadrado central com g graus de liberdade).

Os estimadores dos componentes de variancia sao
fungoes lineares dos quadrados médios, e portanto, um estimador po

de ser escrito para algum fator aleatorio B, como:

¢

T2
HE ? k, Qo). . (2.12)

Como os termos QM sao independentes entre si,

temos:

cov[(QM)i, (QM)i,} = 0 para i#i’'. 12.13)

Entao

~2y 1 - 2 -
var(cB) = var{ﬁ ki(QM)iJ = i ks var(QM):-L =

2
E(QM) .
=21 ki i__——;;l- . (2.14)

. ~ -1
Desse modo, © vetor de estimadores, s = C "q,.

tem matriz de variancias-covariancias dada por:

var(s) = var(C—lq) = C—lvar(q)C—l' (2.15)
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onde var(q) sera a matriz de variancias-covariancias do vetor q,

formado pelos quadrados medios, que por serem independentes, resulta

em:
: 2 (E(QM) 12 |
1 6 . 2
g1 2 [ECQM).
var(q) = T = diag = (2.16)
: gi
2[ecam, ]
6 K
&x J

para i=1,...,k.

Chamando essa matriz de D, temos:
~ - — 1
var(s) = ¢ ip ¢t | (2.17)

Uma maneira de encontrar estimadores para var(s)
e substituir E(QM)i por (QM)i em D, mas esses estimadores sao ten-

denciosos.

Para contornar esse fato, consideremos varﬂ}ﬂi,

que sabemos ser, como ja visto

) 2
2LE(QM).1
var(QM)i = 1 (2.18)

&5

Por definigao, temos:

: 2
_ 2 _
var(QM):.L = E(QM)i LF(QM)iJ . (2.19)
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Usando (2.18) e (2.19), obtemos:

2
2J§ff§fl?l~ - B 2 - [E( M) ]2
= BOQMD 4 QM) 4
85
2+g . 2
= [ﬁ(QM)ij = E(QM)]
g;

2
{?(QM)i] E(QM)
= (2.20)
g; 2+g;

2
Q)

Portanto € um estimador nao tendencioso

2+gi

E(OM) .
de Q 1

)

Chamemos D & matriz dada por

. 2(QM)§

D = diag { ——— para 1=1,...,k.

2+gi

Um estimador nao tendencioso para var(s) sera,

entao:

var(s) = T D ¢ (2.21)
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Com relagdao a testes de hipoteses e intervalos
de confianga 'para os componentes de variancia, algumas considera
gBés podem ser encontradas em Searle (1971), onde se estuda aproxi
magaesidos tgstes e intervalos para casos em que um estimador podel

ser escrito como combinagao linear de quadrados médios.

2.3. METODO DE MOMENTOS PARA MODELOS NAO BALANCEADOS

|

Para modelos nao balanceados, o método de mo-
mentos, € o apresentado na segao anterior, com pequenas modifica-
goes impostas pela estrutura dos dados, isto €, pelo seu nao balan
ceamenFo. Apresentaremos aqui, trés versces do método, comumente cha

madas de métodos 1, 2 e 3 de Henderson (1953).

Antes de apresentid-los, porem, introduziremos

dois resultados que serdo uteis no decorrer desta segao.

PROPOSIGAC 3: Seja y um vetor de observagoes com certa distribui-

¢do, cujo vetor de médias é u e a matriz de varian-

etas-covariancias é dada por V.

Seja y'Ay uma forma quadratica.

Entao E(y'Ay) tr(AV)+u'Au

-

onde tr(AV) é o trago da matriz AV.

(Ver, por exemplo, Searle (1971, pag.55)).
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PROPOSICAO 4: Seja y um vetor de observagoes normalmente distribui

do com vetor de médias U e matriz de varianeias-cova

riancias V. Seja y'Ady uma forma quadratica.
Entao var(y'dy) = 2tr(AV)2 + 4u'AVAu.
(Ver, por exemplo, Searle (1971, pag.57)).

!

2.3.1. Método 1

Suponhamos o modelo

Ypg W+ Byt ey

com 23l,...,a € j=1,...,n. Temos, portanto, uma estrutura balancea
!

da. Nesse caso, as somas de quadrados de uma anialise de variancia

podem,ser escritas como combinacoes de somas de quadrados nao cor-

- . . 3 ~ -
rigidas, onde os coeficientes sao 1 ou -1. Para esse modelo teria-

mos :
' Combinagao de Somas de
F.V. Soma de Quadrados‘ Quadrados ndo corrigidas
-2
, , Y :
H any T —
ot an H
-2
B ' /) Z(g- —y )2:1255—3.—;— TB_TU
'L- 1/0 . n ’L an
- 2 _ 2 _1,=2 _
Erro R P TR ) R 7 To = Tg
) 1 J n i
2
Total g z Yi; T0
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Para dados nao balanceados, nesse mesmo exem-

[

plo teriamos j=l,...,ni, isto e, o numero de replicagoes de um ex-

perimento ndao seria constante para todos os tratamentos.

Definindo
< - 2
T =X y.. (2.22)
o . L Y91y
g
52
Ty = 3 L , (2.23)
1 n
z
© -2
Y
T, = —= R (2.24)
Lo n
podemos escrever:
-2
y.
SQU = Tu s - 3 (2.25)
n
"2 -2
Y, Y
SQB = TB_T = I —/ - = (2.26)
u ,
i n, n
T
© =2
SQe = T -T. = L L y2, - Seo (2.27)
Qe - o U - X y?:j - —_— .

Aos termos SQu, SQB e SQe, definidos de (2.25)
a (2.27), chamamos de somas de quadrados analogas. Na verdade, es-
ses termos nao sdo, necessariamente, somas de quadrados, devido a
estrutura nao balanceada dos dados. S3o chamados assim pela analo-
gia feita as verdadeiras somas de quadrados de uma andlise de va-
ridancia para o modelo balanceado correspondente ao modelo que esta

mos usando.
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Quando uma determinada combinagao de fatores -

f . ‘ ~ . . .
tem o numero de observagoes igual a zero, o termo cujo denominador

€ esse numero, nao aparece na soma de quadrados nao corrigida.

' .
Novamente precisamos das esperangas das somas

de quadrados, desta vez, analogas, para compor as equagoes necessé

rias a estimagdo dos componentes de variincia.

Isto pode ser feito de duas maneiras: usando-

se a Proposicdo 1, onde a matriz da forma quadritica pode ser de-

terminada pelas somas de quadrados analogas nao corrigidas, ou cal

culando-se diretamente as esperangas das expressoes desejadas.

Para ilustrar o quio trabalhoso € a determina

gao dab esperangas de somas de quadrados andlogas, pelo meio dire-
to, tomemos o seguinte modelo:

{

Yiik = wto +By By te s iy (2.28)

., Com as suposigoes dadas em

Onde 7:=l,o|o;a, j:l,ooo’b e k:l’.'.’niJ

(1.1).

Considerando o como fator fixo, e Bl e 82 co-

mo aleatorios, definimos:

2
T = I £ L yi. (2.29)
o =1 g=1 k=1 tik
2
2320
v, = AL (2.30)
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( ) 2
L X Y..
s ik
T =% gk s (2.31)
o
v .
2
(z. : yijk\)
Ty = L G . (2.32)
2 1 .
Jd n.J
' 2
Z y.. L
gk
T = LI (k , (2.33)
By 7 J
; %
As esperangas sao:
E(T ) = & T E(u+o.+8. .+B +e )2 =
ol T 44 PO 78157 Pa157% 15k -
g k ‘
_ 2, 2,02 2 2 -
= E § 2 E(% +aﬂ+81j+82ij+eijk+2uai) =
- L2 ; 2 2 2 2 _
=n iu*+ Lin. ai+n 02 +n O +n O°+ L 2un. o, =
. : L T .. 81 . 82 e 7.
i ! 9
- 2 2 2
= g ni.(u+ai) +n..081+n..662+n..°e . (2.34)
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2 2
(fzzk y%ﬂ) @:Z z(um +81.7+B2‘b.7 zjk))
E(T,) = Ef—=d = E J =
n n
B 2
(n u+Zn a+2n8+ZZnB +LLZe..)
g g T. 1 PR 17 ij 1J 21d ijk 1k )
n
[ 2 2
nu+(2nu)+2n8 ZZnB +ZZZe +2n uZnoz
- z J 13 14 iy eig gk Lk 7 :
n
{Zn (u+oci)]2 Zn2 D) ij
= L + 4 oé + 29 oé +oe2 (2.35)
n n 1 n 2
2
T yY..
(r) = il it : ?
EToz = E 125 — —Z-—EZ}X (u+a +B ‘+621,j+eijk) =
ni. 1ni. Jk

2
= nu+n a+ZnB+Z LB+ L L e.. =
13 5 2t . k
E|: J ,77"7 Jgk 7«7]

:Z——-—En u+n2a+(2n 6 ) (Zn .B )2+(ZZ
Z. J 2id .
1 n% ) Jk

2 _
esik) tong g o | =
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E(T, )

+n o] +2n2 ua } =
J By .

= 1 [nz ! +n2 ot z n2 OB + I n2 02
- . . 1
7.,711” J J
, . £ nl, L nl,
2 . 1J ) . 1J
= n, (ura.) "+ X d o2 43y L oé
2 Y i oa P14 g, 2
%l %.
i H
2
(E ixyigk) 1 ?
= E ‘ =L —~—E|XIy..
J n . Jn ik ik
.J J
* 1
2

=3 — E[% z (u+a +B +B
qu 7k

Jn A

2zg zgk

H
1
—Eln Ww+rIn.o.+m B+ 1L
, [ Wis igi g1yt LT

i
£ i E n2 22+ (T n; a ) +n B] +(% n.
; oJ Jd i

7

.B

7

i 213

JBZtJ

2

1| 2
n” w+(L n, 0. ) Ziom Zn, 0. 4n o
" [ P i LT ik ¥ 8

1

2
+ a0
ae

ik

+Zn0
i

2

*n .0
sl

(2.36)

2

o}

2
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| 1 2 2 1 vd
b 2L ==L n..(uta.)} +n o2 + I o2 + bo? (2.37)
. g z . e
J n L%

(L y..
) =Bl I| —— =X
g "ig v d

E(T

r——-:
™
-~
3
m
~|.
w
I\
=,
"\\
@
L%
N\_
| |
Do
H

T Jn.

2
— 1 _
- ZZ ‘ El: JU+n7,Ja’L+n1J81,j " B2'1,,7 X zng -
id

1 2 2 2 2 _
L — Eln, Ju +nzg 1, 7,381,3 nzgsmg €1k + ang iM% | T
A nij k

1
Ninel

_ 1 2 2 2 2 2 —
= E Z 'j“ +"1,g°‘7,+2" ua1+anoB meB +nwoe =
i1 gn,.. 1 2
1J
= f n. (u+cxi) tn -081+n 062+abc (2.38)
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As expressoes das esperangas das somas de qua

- ' ~ .
drados analogas, para esse modelo, sao as seguintes:

Fator S.Q.Analoga Esperanga da S.Q. Andloga
[z n (u+ai)]2 5 w2, Lz nfj
M 'Tu LY + Y Oé + d Oé + o2
n n 1 n 2 e
2 2 2
, (Z nﬁ.(U+ai)) Znij In g
a T -T Ton. (wa,)é- AL gd— -4 o2 +
a M . T 7 . Bl
z n in. n
Z. .
Enl. L Eanl,
R B %)
+Hzd -tJ oé + (q-1)02
i n 2 e
z 2
. (U,
| ; 9 : n..(u t)
B, Tp-T, pL |z, )| - .
1 in .z ¥ * n
‘ oJ .
r n2j 7 2., 1% nfj]
n -4 cé HrZ -1Jd Gé +(b-1)c?
n 1lgn n J 2 e
L . . ..
. (v |2 L om.. (U
£ 2, (W9 z nij Hra,
B, Ty ~Tp ~T + T ’ — - I +
2 1 H ., J "
) n2 X n% z n%. z n2
3 2 g ;T 2 g
‘ ‘ + -1¥ oé+-n -z -3 4 +
n i n 1 g on . n
. IJ %
, LT,
T g +J 2 2
+ o+ (ab—b-a+1)oe
n 82
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Notamos, para o modelo nao balanceado, gue o0s
componéntes de variancia aparecem nas esperancas das somas de qua-
drados de qualquer fator, fixo ou aleatorio. Quando ha efeitos fi-
xos, em todas as esperangas aparecerao fungoes quadraticas desses

efeitos.

f o Isso traz uma dificuldade para estimar os com-
ponentes de variancia quando o modelo é misto. Podemos, nesse ca-
so, ignorar os efeitos fixos e a partir do modelo aleatorio resul-
tante estimar os componentes, ou assumir que os efeitos fixos sao
aleatorios e, estimando todos os componentes, desprezar aqueles

‘ ]
correspondentes aos efeitos fixos.

Tanto a primeira como a segunda alternativas
l
levam a estimadores tendenciosos. 0Os meétodos 2 e 3, vistos a se-

guir, sao duas maneiras de contornar esse problema.
[ :

2.3.2. Metodo 2
| !

Para modelos mistos, Henderson (1953) desenvol
veu um'método que consiste em estimar, em primeiro lugar, os efei-

. ~ . - -
tos fixos e, entao, aplicar o metodo 1 aos residuos resultantes.

Para que os estimadores resultantes sejam nao

tendenciosos € necessario que os residuos dependam apenas dos fato
- - . g

res aleatorios, a menos de uma constante que pode ser incluida no

modelo.

‘ Searle (1968), fazendo um estudo dos métodos

de Henderson, mostrou as condigoes que deve satisfazer um estima-

UNICaAMm

DIDI IAYr, - . o
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dor dos efeitos fixos para que os residuos nao dependam desses e-
I ]

feitos.

De modo geral, se temos o modelo misto,

y:Xo{,+ZB+e

|
como definido em (1.1), podemos tomar um estimador para o, dado por

d = Ly, onde L € uma matriz inversa generalizada de X. Entao o ve-
1 ‘

tor de resIduos sera:

Zzy+Xo=y=-XLy=(I-XL)y=(I-XL) (Xa+ZB+e) =

=(I-XL) Xa+(I-XL)(ZB+e)=Xa-XLXa+(I-XL)(ZB+e)=

|
+

=(I-XL)(ZB+e), (2.39)
e Z nao depende dos fatores fixos.

Na verdade, L nao precisa ser inversa generali
zada de X. Basta que seja uma matriz que permita escrever os vresi

duos da seguinte forma:
Z =C+ ZB + f (2.40)

onde C € um vetor de constantes e f € um vetor de erros, de modo

que o método 1 possa ser aplicado.

Usando as expressoes (2.39) e (2.40) obtemos:

Z=(I-XL)y=(I-XL)Xo+(I-XL)ZR+(I-XL)e=C+ZB+f



Entdao, € preciso que:

a) f=(I-XL)e
b) C=(I-XL)Xo

c) ZB=(I-XL)ZB

De (2.42) e (2.43) podemos concluir:

(X-XLX)a=C => todas as linhas de X-XLX
devem ser iguais,

e ZBR=Z2R-XLZB => XLZ=¢.

Se a matriz L satisfaz (2.44) e (2.45),

os residuos do modelo ajustado para os efeitos fixos nao

[
'

mais desses efeitos.
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(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)

entao

dependem-

Considerando, momentaneamente, 8 como fixo, e

estimando o e B pelo método de minimos quadrados, temos as seguin-

tes equagoes normais:

{
X! a FX'
X 7 Y
Zl . B Zl

| h ..

ou
X'X x'z| [a [x1y

Z2'X Z'2 B Z'y



Sejam W = [X Z] e 6' = [oc' B'] .

Seja G uma matriz inversa generalizada de

Xl
W'W = [X Z]. Ent3o, uma solugdo para o e B &:
Z! )
' 1
A a X'y
6‘: N = G (2.46)
s _ B Z'y
Particionando G de acordo com a matriz W'W, e
chamando: ! '
€11 G129
G =
G1 G2
para o=Ly podemos escrever:
X'
- 1 -
| | L=G)qX'+Gy,2'=[6y; Gy, | , (2.47)
E claro que nem toda matriz L que satisfaz

(2.47), satisfaz (2.uu) e (2.u45),

0 método 2 de Henderson caracteriza-se exata-
mente pelo modo de escolher uma determinada G que permita encon-

trar L satisfazendo as duas condigoes pedidas.

Uma forma de encontrar uma inversa generaliza-
da para W'W (ver, por exemplo, Graybill (1969)), & tomar dentro des
sa matriz, uma submatriz D, quadrada, de dimensOes e posto iguais

ao posto de W'W. Calcula-se, entao, pL.



33 -

A matriz G sera dada pela matriz formada pelos

1

elementos de D ~ nas mesmas posigdes dos elementos de D em W'W, e

de zeros nas outras posigoes.
, .
No método 2 de Henderson, G & obtida dessa for

ma, com a restrigcao de que as colunas e linhas eliminadas para a
formagéo de ﬁ, devem ser, tanto quanto possivel, pertencentes a
X'X.

Mostraremos agora, que L, deduzida a partir de

uma matriz G, encontrada na forma acima, satisfaz (2.44) e (2.45).

Rearranjando e particionando o vetor (a' B') e
a matriz{ X Z], de modo que a, e B, sejam os subvetores correspon
dentes ‘acs efeitos fixos e aleatdrios, respectivamente, cujas 1i-
nhas e colunas da matriz W'W foram eliminadas para encontrar G, e
X1 e 22 sejam as submatrizes correspondentes as linhas e colunas e

liminadas de W'W, podemos escrever:

o' =[a' 8] = [of a5 8 8],

wo=[x z]-= [xl X, Zq zz},

r 1 1] 1 t T
X1Xy X1X, X172, X172,
X!X XX X!7Z X317
W = 2”1 242 241 242
1 | | t
21X, Z1X, 2172, 212,
1 1 1 1
! 25X, Z3%, Z37, 252,

' As linhas e colunas eliminadas sao as corres-

3 ] 1 1
pondentes as matrizes xlxl e ZQZZ’
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Portanto
| XX X7
D = 272 271 . (2.48)
1 1
ZlX2 le
{
Definindo
1 Qe
D~ = ,
f ! Q21 Q22

a inversa gereralizada pode ser escrita como:

| f

& ¢ | 0 ¢
|
, |
o [C11 C12 o Q1 1 Q@
G: D | e om - .:. ________
Go1  C22 ¢ Qg1 | Qp ¢
- |
| 6 ¢ ¢ ¢
L | i
‘ Entao,
)

(2.49)

> X!

L 7 [G e ] ‘
11 612 , , ,

Z Q11%X9 + Q7%

Como na eliminagao de linhas e colunas de W'W
procuramos tirar o maximo possivel daquelas pertencentes a X'X, o
nimero de ¢olunas de X; & o maior possivel e o de Z, & o menor pos

sivel.

! | Desse modo, entre as colunas de Z1 estao as co
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lunas pertencentes a todos os niveis de um fator aleatorio.
' !

Particionemos Zl da seguinte forma:
| 2y = [?11 219 Zlﬂ >

onde Z‘12 e o conjunto das colunas pertencentes a todos os niveis

de um fator aleat6rio, e Z e Z13 sao as colunas restantes de Z..

11 1

| Podemos ver que a soma de cada linha de le é
igual a 1.

Tomando LZ, temos:
Lz=L(2) 2,]) = L[le 219 %13 Zz] '

As colunas de 22 adicionadas a certas colunas
de le ou Z13 resultam no vetor 1, de modo que %, pode ser escrito
como cbmbinagao linear das colunas de Z,, isto é, Z, = 77K, para

alguma matriz K.

Entao,

Lz=L[Z, 22]=1,P1 zlg]=Lzl[ﬁ K] =

1]
1
<
S
,—'

=

!
1]

[x ]

(2.50)

i
©
-

t
Q11X527+Q19217

1

(usando D ~D=I).
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Portanto, XLZ = X¢=¢.

Agora, tomemos X-XLX. Podemos escrever:

%

=[Xl ;Xz] —[XQQ]_]_X +X2Q12 l] [Xl Xz] )

¢

- = - X
X~ XLX [xl X,| - Py 2] o x4 2
117271271

- [Xl Xz] - [2Q11X Kp#EoQuo21% XpQpp XX +X2leZ1X2]

- [Xl ‘Xz] [2Q11X X1+X9Qy9%21%y Xz] §
X'
= 1X,-X, [Qll Q4] 2 X, ol . (2.51)
i Z:‘L

Cada coluna de X, somada a algumas colunas de

1

X, resulta no vetor 1 (pela construgao das matrizes). Assim, pode-

mos escrever.:
i

X, + X,B = J, (2.52)

onde B € uma matriz de zeros e uns, e J=11', ou seja, € uma matriz

formada sO de uns.
, |

Mas

219151 => [211 219 Z13:| 1) =1 =7
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onde U! =[¢ J ¢]. Entao,

|
X1+X2B=ZlU => Xl:[%Q ZJ . (2.53)

Agora,

e Ly . ~
[Qll le] ? Xy = [Qll le] "2 [Xz 21] |-
2y 2 v

~B

, , y [(Qllxé“leZi)Xz (Qllxé‘*lezi)Zl:, ol

1

= -B . (2.54)

Por (2.51) e (2.54), obtemos:

X-XLX= [Xl+x213 qﬂ= [7 4], isto &, todas as 1i
nhas de X-XLX sao iguais, e portanto, (2.44%) e (2.45) sao satisfei

tas. |

Ha dois inconvenientes neste método. Um deles
- | '~ - . ~ .
e o fato de nao haver uma unica solugao, uma vez que a lnversa ge-
neralizada G pode nao ser uUnica. Outra limitagao consiste em  nao

podermos adotar modelos que incluam interagoes entre efeitos fixos

e aleatorios (Searle (1968)).

| ' Tal limitagao pode ser mostrada como segue a-
baixo.
Se tomarmos as interagoes como efeitos aleato-

|

rios, algumas colunas de X podem ser escritas como combinagao das
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colunas de 'Z. Podemos, entao, particionar X de modo que

X=[?i Xg] e Xg = ZM, para alguma matriz M.

Por (2.45) temos:

XLX; = XLZM = ¢. (2.55)

Por (2.44), resulta que:

X-XLX

[Xl-XLXl X2-XLX2] = ¢

[Xl—XLX1 X2] (2.56)
deve ter todas as linhas iguais, o que implica em X, ter todas as
linhas iguais, o que & absurdo.

Por outro lado, se consideramos que as intera-
goes sao efeitos fixos podemos particionar Z de modo que

3 % * :
Z:[Zi Zz]‘ e sz= XM, para alguma matriz M.

Por (2.44) e (2.45), temos:

XLZ = XL[zf zj] = ¢ => XLZ, = XLXM = ¢, (2.57)

e X-XLX deve ter todas as linhas iguais. Pés-multiplicando a ex-

pressao por M, temos:

i

XM-XLXM = XM—Xng = XM (2.58)

ote
«w

0 que implica em XM=Z2 ter todas as suas linhas iguais, o que tam-

bém € absurdo.

f



39

2.3.3. Método 3

0 método 3, tambem chamado método de ajuste de
constantes, usa as redugoes nas somas de quadrados do modelo com-

pleto e de sub-modelos para estimar os componentes de variancia.
Para deduzir o método, consideremos o modelo
y = Xo+ZB+e = WO + e.

A matriz W pode ser particionada como [W; W,],

e 8' pode ser particionado como [Si eé] de acordo com W.

Note-se que nenhuma suposicdao & feita sobre o
partic%onameqto de W e 8, no que se refere a efeitos fixos ou alea
torios.

Chamando R(el,ez) e R(el), respectivamente, as

i
redugoes nas somas de quadrados do modelo completo e do sub-modelo

y=Wlel+e, temos:
‘ ¥

R(8,/0,) = R(6,,6,) - R(8,), (2.59)
e,portgnto; |
3[3(92/914 = E[R(el,ezﬂ -E[Rcelﬂ . (2.60)
{ {
Mas

R(8,,0,) = yWWW WYy , e

; : | R(8,) = y’wl(Wiwl)_Wiy, isto &, R(8;,8,) e
R(8,) sao formas quadraticas de y, e pela proposigao 1, temos:

|
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E[R(el,ez)]

E[?'W(W'w)—W'y] =
| ,

tr[&(W'W)—W' var(yﬂ +E(y MWW 'W) WEC(y)

Mas E(y)=E(W6+e) = WE(®), e
| ' |
var(y)=var(Wo+e) = W var(e)W'+0;I.
Logo,

‘
E[%(el,ezi]= tr{W(w'w>”w'wVar<6)w'+w<w'W)‘w'0; I} +
; | |
+ E(8)W'W(W'W) W'W E(8) =
= te{Ww'w var(e)}+0;tr{w(W'W)-W'}+E(9')W'WE(9) =
‘= tr{W'W[ECe0")-E(8)E(e")]} +o2tr{W(W'w) W'} +

+ tr{E(BDW'WE(O)} =

= tr{w'WE(ee')}+o;tr{W(w'w)'w'} =
= tpr E(68') +o; (W) (2.61)

onde r(W) é o posto da matriz W.

De modo analogo,
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WiW WiW

11 1"2
E[R(el)} = tr _ E(661') +0; r(wW,).
1 1 !
WyWy (WiW, ) WiW,

(2.62)

Portanto, o valor esperado de R(6,/6,) e:

’ ’ (0 0
E[R(ez/el)] = tp E(60') | +
) WhH(I-W, (WIW ) WO

+ ol [r(W)—r(Wl)] =
= te{Wy (I-Wy (WjW,) WO, E(8,05)}+0 [p(W)-r(W )] . (2.63)

Por outro lado, E(ezeé)=var(62)+E(62)E(6é),que
nao envolve ®,, e portanto, E[?(ez/elﬂ nao depende do vetor de e-

feitos 65 sejam eles fixos ou aleatorios.

Assim, para encontrarmos estimadores para  os
componentes de variancia, podemos montar um sistema de equagoes a
partir das diferengas entre as redugoes do modelo completo e um

sub-modelo, igualando-as as suas respectivas esperangas. .

Para modelos mistos o método se mostra vantajo

so, pois basta tomarmos o vetor el=a, o vetor de efeitos fixos, e

6,=8, o vetor de efeitos aleatorios, para obtermos estimadores de
[

componentes de variincia sem influéncias devidas aos efeitos fixos,
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pois as esperangas ficam em fungdao somente de E(ezeé)=var(62), ou

seja, os proprios componentes que queremos estimar.

Para exemplificar o processo, consideremos o

modelo

y = u1+Xlu+lel+2282+e

onde p & uma constante, a € o vetor de efeitos fixos, B, e B, sao

os vetores de dois efeitos aleatorios.

Nesse caso, as matrizes X e Z sao dadas por
X=[1 Xﬂ e Z=[Z1 22]‘ e podemos escrever W=E1X1 Zq 22].
Seja r=r(W).

Podemos calcular as seguintes redugoes, mudan-

do W, para cada uma delas:

R(u,a,81,82)=y'W(W'W)'w'y (2.6u)
{ !

R(u,a,81)=y"Wl(Win?_Wiy com w1=[1>< zl] e r(W)=s (2.65)
i !

R(u,a)=y'wl(WiW1)-Wiy com wl=[1 Xl] e r(W;)=q (2.66)
b ! |

R(W=y'1(1'1) 1'y=y'1nm) 'y = L y'oy com »(W)=r(D=1  (2.67)

‘ n

i !

e Zy2=y'Iy com r(W1)=r(I)=n. (2.68)

Tomando, entdo, o conjunto de equagoes abaixo,

podemos ir calculando sucessivamente os estimadores dos componen-



f

tes de variancia.
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Diferenga entre redugoes

Esperanga da diferenga

SQe = Zy®-R(u,a,8,,8,)
R(]J,O'-', 81,82?—R(u ,a, Bl)

R(U,a’81362)‘R(U:a)
i ;

_ 2
(n r)oe
h.o? +(r-s)02

2 2 - 2
h2061+h3082+(r q)ce

|

A

2
081

A partir destas tres equagbes, calculamos ol

A

2

e 8;2. Os fatores hl’h2 e h3 sao determinados pela expressao

(2.63), onde as matrizes Wl e W, sdo especificadas para cada equa-
\ .

gao.

Nio € necessario usar-se a quarta equacao dada

, .
por: R(u,a,Bl,Bz)—R(u), cuja esperanca seria h,o

2
a

2 2 _ 2
+h5081+h6082+(n l)oe,

uma vez que estamos supondo o como efeito fixo, e portanto, nao

estamo's considerando a existéncia de 0;.

Esse método pode apresentar falta de unicidade

dos es'timadores, em determinados modelos, em consequéencia da esco-

lha inicial de el.

Nesses modelos, vetores 61 iniciais diferentes

geram diferentes estimativas para os componentes de variancia.
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2.3.4. Dois algoritmos para o calculo de esperangas de somas de

i

quadrados

Nos métodos de Henderson, o cdlculo das espe-
rangas das somas de quadrados pode ser muito trabalhoso, se tentar

mos desenvolver explicitamente as expressoes.

Numa primeira tentativa de simplificagao dos
calculos, Hartley (1967) desenvolveu um método, chamado de sinte-
se, que permite encontrar diretamente os coeficientes de cada com-
ponente de variancia na esperanga de uma soma de quadrados de uma
anjlise de variancia. Hartley limitou-se ao caso em que a matriz
de planejamento apresentava em cada linha apenas um elemento igual

a 1, com os elementos restantes dessa linha iguais a zero.

Entretanto, J.N.K.Rao (1968), mostrou que o m&
todo de sintese pode ser utilizado para encontrar os coeficientes
dos componentes de variancia na esperanca de qualquer forma quadré

tica de y.

A dedugdo do método, segundo Rao, & simples e

i '
!

envolve propriedades do trago de uma matriz. E interessante lem-

brar que tr[AB]=tr[BA], quando AB e BA existem, e Etr[A]=tr E[A].

Suponhamos o modelo geral, dado em (1.1),
i F y=Xa+ZB+e.

Entao, E(y)=Xa, E(BiBi)=o;Im_ e E(ee')=021.
1
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Seja A uma matriz cuja forma quadratica y'Ay

chamaremos de Q(y).

Estamos interessados em E[Q(y)]:

"

E[Q(y)] = E [(Xa+Zg+e) 'A(Xoc+ZB+e)J =
4

E [a X TAXo+a ' X 'AZB+a ' X ' Ac+B ' Z ' AXo+B ' Z' AZR+

+

B'Z'Ac+e ' AXot+e ' AZB+e 'AeJ .

Usando as propriedades do trago de uma matriz

e as suposigoes do modelo, temos:
|

E[Q(y)]=E[a'X'AXa+B'Z 'AZB+e 'Ae] =
=o' XAXo+tr{Z'AZ E(BBR')}+tr{A E(ee')}. (2.69)

Se temos k fatores aleatdrios podemos particio

nar a matriz Z de acordo com o numero de niveis em cada fator, de

! , - .
modo que Z'[Zl Zoess Zk]’ onde Zi-[zil Zi2"'zim.] e a matriz cu-

i
jas colunas 252 correspondem aos niveis de Bi, para 2=l,...,mi.
x EntSo,
P
| Z1
! = M = ! el
Z'AZ : A[Zl. . .sz [ZlAZ]]l]
1
ij

onde [ZiAZj]ij denota a matriz cujo elemento ij & Z!AZ

J
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Do mesmo modo

E(ge') = E | |[8]...8] = E[B;81];5.

-

Assim, o elemento if% da matriz Z'AZ E(BB') e

n m~Mmx

ZJAZ,E(B5B)) . | (2.70)
1

Entao,

tr
1 3

T By
n o~ x

tr [Z'AZ Egse')] 2{AZ; ECB,8D) |

1 J

kK k
=tr| T I Z!AZ. E(B.BI)| =
i=1 §=1 * J b8

T -

ZJ.'_AZi E(BiBi) =

i=1

f ™M A

of tr[ZiAZi] (2.71)

pois E(BjBi)=¢ para 1#j

i
z! AzZ.
1 1t T

MM B

Mas tr[ZiAZi] = £»> € chamando y(t,i)
4 t
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i t-ésima coluna de Z;s e Q[y(t,i)] & aplicagdo da forma quadrati-

ca nessa coluna, podemos escrever.:

zi, Az, ® Qly(t,i)] . (2.72)

Para desenvolver a parte referente aos efeitos
fixos, chamemos de X4 a i-ésima coluna da matriz X, ou seja, a co-

luna correspondente ao fator fixo o,

Podemos ver que:

b b
a'X'AXa = I T xiAx asos =
; i=1 j=1 J
b P P
1 = I xiAx. a242 T I x!AX.0.0. . (2.73)

i=1 e R L B
i<73

Usando a notagdo para a forma quadratica, te-
mos :

xiAxi = Q(xi), e
Q(xi+xj)=(xi+xj)'A(xi+xj) =
=xiAxi+x§ij+2xiij =
: =Q(xi)+Q(xj)+2xiij ,

de onde tiramos:
i !
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‘ 2xiij = Q(xi+xj)-Q(xi)-Q(xj) . (2.74)

A expressdo final de E[Q(y)] é:

R, P P
EfQy)]= i§1 a? Q(xi)+i§l jilaiaj[Q(xi+xj) Q(x;) Q(xj)} +
i
kzmi[ : o (3 75
+ L o0 I Qiy(t,i)] + ¢% tr{A}] . 2.75
i1 *og=1 S IF )
|

§

0 método de sintese se reduz, portanto, a apli
car a mesmé forma quadratica aplicada ao vetor y, em certas colu-
nas da matriz de planejamento, e soma-las. As colunas a serem usa-
das s3ao especificadas pelo efeito cujo coeficiente na esperanga que
remos calcular.

[ , . - .
No caso em que a matriz A e idempotente, O que

acontece sempre que estamos calculando a esperanga de somas de qua
drados, numa andlise de variancia, o coeficiente de o’ sera o pos-

to da matriz A.

‘ Os métodos 2 e 3 de Henderson podem ter seus
cdlculos feitos atraves do processo de sintese, o que evita o tra-

balho dificil de explicitar cada esperanca de soma de quadrados.

A desvantagem do método de sintese € o numero
elevado de;aplicagoes da forma quadratica quando o modelo tem mui-

tos fatores e muitos niveis para cada fator.
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Um outro método numérico para encontrar espe-

rangas e covariancias de somas de quadrados foi desenvolvido  por
, <

Speed e Hocking (1974) considerando, para isso, conjuntos de fun-

goes estimaveis.

1 .o ~ . .
Uma modificagao desse processo foi feita poste

riormente, por Goodnight e Speed (1978). Essa nova versao simplifi

ca bastante os cdlculo das esperangas de somas de quadrados.
Inicialmente definiremos o conceito de estima-
bilidade.
Consideremos o modelo geral: y=Xa+ZB+e.

Uma fungdo A'o & dita estimavel se existe um ve

tor a tal que:

E(a'y) = Ao, ¥a.

PROPOSIGAO: A'a é estimdvel se e s6 se A\' € R(X), onde R(X) é o es

pago gerado pelas linhas de X.

Demonstracao: Necessidade:
; ‘ Seja A'a estimavel => 3a/ E(a'y)=A'a, ¥a =>
=> E(a'y)=a'E(y)=a'Xa=A'o => a'X=A' => X' & R(X).

Suficiencia:
X' € R(X) => Fa/a'X=x' => E(a'y)=a'Xa=A'a,¥%.

Consideremos, agora,por un momento, que 6'=(a'B')

€ um vetor de efeitos fixos, e tomemos um conjunto de fungCes esti
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maveis, que chamaremos L&, de modo que L tenha posto-linha comple-
to.

Queremos a aproximacdo de minimos quadrados pa

ra 6, dada por:

W'We = W'y

sujeito a L6=%, onde % & um vetor,

Chamando § ao vetor de multiplicadores de La-

grange, obtemos o seguinte sistema de equagoes:

f

W'Wo+L'8=W'y
L6=2
que nos fornece solugbes para 6 levando em consideragao o conjunto
de restrigSes.
‘Como L6 & um conjunto de fungles estimaveis, e
xiste uma matriz K tal que KW=L, e podemos escrever:
WWo+W'K'§=W'"y
KWe=2
‘ ’ Pré-multiplicando o primeiro conjunto de equa
goes por W(W'W) , temos:

i .
WO W) W!We+W(W W) W'K'8=W(W'W) W'y .

i ' Como P=W(W'W) W' & o projetor ortogonal no es-

pago coluna de W, obtemos:



51

W8+PK'8=Py | (2.76)
KWe =4 (2.77)

De (2.76) tiramos que W6=P(y-K'§), e substitu-

indo em (2.77), encontramos
l 1
KWO=KP(y'~K'8)=%
f ’ KPy-KPK'G8=2
KPK'8=KPy-%

KPK'8=KW(W'W) W'y-2=L8-2%, (2.78)

onde 8=(W'W)PW'y, ou seja, € a solugao de minimos quadrados  para
W'We=W'y, sem restrigoes.

! Como L tem posto-linha completo,

va'L=a'Kw=¢ <=> a'=¢.

Tomemos um vetor a tal que:

a'KPK'=¢.

Entao,

a'kKPK'a=¢ => a'KPP'K'a=¢ => a'KP=¢ =>

=> a'KPW=¢ => a'KW=¢ => a=¢, e portanto, KPK'
tem linhas linearmente independentes, e como KPK' & uma matriz qua

drada, € ndo singular.
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Podemos entdo, encontrar uma unica solugdo pa-
ra a equagao matricial (2.78), e encontrar o valor de 8, que serad

dado por: |

§ = (xkpk")™L (16-2). (2.79)
0 vetor de residuos sera:
y=WO=y=P(y~K'8)=y~Py+PK'8= (I-P)y+PK'S, (2.80)

e a soma de quadrados dos residuos para o modelo com restrigoes se

-

ra

[(I-P)y+PK'8] " [(I-P)y+PK'3] =
=y ' (I-P)y+2y ' (T-P)PK'8+8 'KP'PK'S =

=y ' (I-P)y+8 'KPK'S. (2.81)

A soma de quadrados dos residuos para o modelo
sem restrigbes é y'(I-P)y. Entd3o, a soma de quadrados devida as res

trigdes, L6=%, €:

§TKPK'8=(L6-2) ' (KPK') “TKPK' (KPK') 1 (LB-2)=

= (LB-2) ' (KPK") "1 (LE-2) . (2.82)

0 processo utilizado por Goodnight e Speed

(1978) & baseado em hipoteses do tipo L6=¢.

A soma de quadrados devida a essa hipOtese é:
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(L8) ' (xPK') "1 (Le)=6 'L [K ww'w) w'k']"1LE =

=y WO L (LGN L] L Wy =

=y'QLYa (2.83)

que € uma forma quadratica em y.

{

Usando (2.69) e (2.71), encontramos:
E(y'Quy)=E[a'X'Q Xa+8 2’ Q ZB+e Qe

k
=a'X'QLXa+ pX

. o? tr[ZJ!_QLZi]+02 tr[QL} (2.84)

1

! ' Para encontrar os coeficientes dos termos 0; e

;, basta-nos ter a matriz X'Q;X e tr[ZiQLZi], para i=l,...,k. Is-

o
to pode ser feito a partir do teorema abaixo, que utiliza a decom-
posigcao de Cholesky de uma matriz simétrica A, dada por A=U'U, on-
de U % uma matriz triangular superior.

'

TEOREMA: Seja uma matriz L € R(W), onde R(W) é o espago gerado pe-
} i

‘ las linhas de W, e seja SQL a soma de quadrados devida a

L. Entdo, existe uma matris C:[Cocl"'ck]’ das mesmas di-

mensoes de L, tal que:

1) C = ML (2.85)

k

> —_y I 1! 2 2
i1) E(SQL)=qa 0000a+i£1 SQ(Ci)Oi+nLoe (2.86)
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onde SQ(Cih € a soma de quadrados dos elementos de Ci’ e n
mero de linhas de L.

Prova:

Provaremos, inicialmente, o item (ii):

Como L ¢ R(W), existe uma matriz K, tal que:

% © LeKW=KW(W'W) W'W=L(W'W) W'W.

Entao,

WIQUWW WCH W) LY [LOW W) L] T W) T =
= ! ' -7 17-1
= L' [LGw'w) L] T L.

’ ' Tomando a decomposigao de Cholesky da matriz

L(W'W) L', e chamando de U, a matriz triangular resultante, temos:

!

L(W'W) L'=U'U.

. Definindo C=(U')_1L, obtemos:

1

w'QLw=L'[L(w'W)‘L']"1L=L'[U'U]‘1L=L'U'1(U')‘ L=c'cC.

Particionando a matriz C de acordo com as colu
nas das matrizes X’Zl""’zk’ e chamando estas particoes de

Co’Cl“"Ck’ respectivamente, obtemos:
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r -
1 1 1
CsCs CoCq CaCx
clicC c:c ciC
C'C = 170 171 17k
1 ! J
“% &G “xCk
A esperanga da soma de quadrados devida a L
passa a ser:
k
1 =~ 1X1? 2 ! 2 -
E(y'Q y)=a'X QLXa+i§l o} tr[ZiQLZi]+oe tr[QLl =
k
=q'C'C a+ I o% tr|C!C.|+0? tr =
o o i=1 2 1 1] [QL]
k 2 2
-y V!
=q COCOa+ i§1 ol SQ(Ci)+nL 0>

onde SQ(C;) &€ a soma de quadrados dos elementos de C;» (que é i-

gual a tr[CiCi]), e nL=tr(QL)=r(QL)=nﬁmero de linhas de L.
iy ¢ = [u™l]'L = mL.

Assim, tomando as matrizes W e L, facilmente
determinamos a matriz C, e a partir dela, calculamos a esperanga
, «

das somas de quadrados.



CAPITULDO 3

3.1. ESTIMADORES MINQUE E MIVQUE

k i
Rao (197la, 1971b, 1972) desenvolveu estimado-

res qu@dréticos para componentes de variancia e para combinagoes li
neares desses componentes, satisfazendo algumas propriedades: inva
riancia quanto a translagdo dos efeitos fixos, a, niao-tendenciosi-

i .
dade e minima norma da diferenca entre o estimador e seu verdadei-

* . .-~ . .

ro valor (ou minima variancia do estimador, em alguns casos).

¢

‘ Os estimadores assim desenvolvidos, seraco cha-
mados neste trabalho, de acordo com a literatura, de MINQUE e

! 1 ~ e e .
MIVQUE, nomes que correspondem as iniciais de Minimum Norm Quadra-

tie Unbiased Estimator e Minimum Variance Quadratic Unbiased Esti-

mator,' respectivamente.

Os lemas e teoremas utilizados neste capitulo

~ i ! -~ -
sao demonstrados no apendice.

0 modelo usado nas dedugoes é y=Xa+ZB+e, como

dado em (1.1), cuja matriz de variancias-covariancias e dada por:

| i 2 2 2 2
\ lel + 02V2 A cka +0evk+1 (3.1)

onde : V. = ZiZi, i=l,...k, e V = TI.
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3.2. MINQUE
‘ Estamos interessados em estimadores para combi
k+1
nagoes lineares do tipo I aioi, onde os ai's sao constantes e
i=1

2 2
o = 0%,
k+1 e’
Queremos que esses estimadores sejam formas qua
draticas das observagoes, isto &, possam ser escritos como y'Ay,
\ 1

para alguma matriz A, simétrica, escolhida de modo a satisfazer as

condigoes abaixo:

a) Invariancia do estimador quanto a transla-

gao do vetor de efeitos fixos, a.

Tomando o modelo y=Xo+ZB+e, e um o fixo, po

demos escrever:

y-Xa_ = X(a-ao) + ZB+e.

Desejamos y'Ay = (y-Xa )'A(y-Xa_ ), isto e,
1 - 1 - ] 1 1
y'Ay = y'Ay 2y AXao + aoX AXao.
Se AX = ¢, temos a invariancia desejada.(3.2)
b) Nao tendenciosidade do estimador.

Queremos:
: 2
1 -
E(y'Ay) = E a;o’. (3.3)

Levando-se em consideragao as suposigoes do

modelo, temos:
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E(y'Ay) = E[(Xa+ZB+e) 'A(Xo+ZB+e)] =
= a'X'AXa+E(B'Z'AZB)+E(e'Ae) =
= o'X'AXa+tr [Z'AZ E(B8") ] +tr[A Elee")] =
k 2,2
- ty! KA
= a'X'AXa+ 151 tr[ZiAZiImi]ci+oetr[A].
Sob a condigao AX = ¢ e usando (3.3), obtemos:
k s s k+l )
1 -
z tr[21AZ;]od+o2tr[A] = I a0l
, 1=l i=1
k+1 [ o2 k+1 .
ou ¥ tr |Z2!AZ.[of = I a.o:
Ci=1 S
onde i Zk+l = In.

Portanto, a nao tendenciosidade do estimador,
|

sob invariancia, exige

tr[ZiAZi] = tr[avy] = a; , i=l,....k+1. (3.4)

c¢) Minima Norma

Fazendo Z =[2,2,...2,%,,,] e8!=[8]...8' el.po

! ; . .~
demos representar o estimador, sob a condigao AX=¢, como:

y'Ay = BLZIAZ.B, . (3.5)
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Se as variaveis que compcem B, fossem conheci-

, ‘ K+l
das, poderiamos estimar I aici por:
i=1
4 a a
1 k o k+1 ,  _ L,
— 6161 oot — BBt - e'e = B.AB, »

my ™
onde A é uma matriz diagonal cujos elementos sao

I s i=1,...,k+l, e m =n.

k+1

A diferenca entre os dois estimadores é

B!'(Z'AZ,-A)B,, a qual desejamos, seja a menor possivel.
] w W« 3 w ) ‘ )

Nosso problema, entao, fica reduzido a minimi-
zar a norma da matriz (Z'AZ -A), sujeita as condigdes de invarian-

cia e nao fendenciosidade, isto e,
Min ||z!AZ -4]]
suj?ito a AX = ¢
e tr[ZiAZi] = tr|AV;] = a;, i=1,....k.

- o~ -
Ate o momento naoc escolhemos uma norma especl-

fica. Se a norma escolhida for a euclideana, ou seja, aquela dada

1/2 {tr[A'A]}l/z, onde A;. € o elemento 1ij

por |JAl] = (2 T ai.) 5

< . 1]

da matriz A, teremos:
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| 123AZ,-0 | | = tr[(24AZ,-0)" (ZLAZ4-0)] =
= tr[ZYAZ, 2 AZ, - 2ZLAZ, A+AA]
_ K+1
mas tr[224AZ,0] = 2 i§1 tr[ziAz.8.] =
k+1 as k+1l ai
=2 I —=tr[2/AZ;] =2 I —=,
i=1 m, i=1l m,
1 1
2
k+1 k+1 a;
e tr[aa]l = £ trfa.a.] = I —=
. 1 1 .
1=1 1=1 m.

Portanto,

l IZ-}:AZ*_A l |2 tr [Z;:AZ*Z;:AZ*] - tr [AA] =

tr [AVAV] - tr [AA] , onde V = 7,7}

Como tr [AA] & constante e conhecido, para mini

mizar a norma da matriz [Z}AZ,-A] basta minimizar tr[AVAV].

! ‘ -~
Pelo lema 2, do Apendice, a matriz A que mini-

miza tr[AVAV] e satisfaz AX = ¢ e tr[AVi]=ai,i=1,...,k+l, é dada

por: !

+
Ap = T3 Q) VTV VT Qy (3.6)
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!

onde os Ai's sao solugoes de

1

+

- -1 .
§1 A tr[Qy V V. VT Qy vj] = ag, 371,000 kel (3.7)
|

=1y pry-l
= - - - ! 1
e Qy = I-Py = I-X(X'V "X) X'V
j i
‘ k+l .
0 MINQUE para I a.c? &:
. i=1 11
‘ ‘ |
k+1 -1 -1
y'Ay = y'! (x Ay Q& v Vi ' Qv)y =
i ! 1=1
k+1 -1 -1
- | 1 - 1
j : :
1 -
onde A (Al"’xk+1)
. -1l -1
e Ry = (Rl;..Rk+l), com R. = y'Q& v v, v QyY
| Por outro lado, (3.7) pode ser escrito como

1

Si=a, onde S & uma matriz cujo elemento ij & tr[Q&V— ViV_lQVVj], e

L 3 .
a '(al"'ak+l)' Podemos, entao, calcular:

A =S a. (3.9)

Assim,

A'R = a'S’R = a'6? ,. (3.10)

(o4
N
]
wn
wJ
~
[0]
Q>
N
t
~~
Qs

onde

-~
Q>

AN
Q>

QN
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! ‘ Suponhamos, agora, que a invariancia do esti-
mador nao seja imposta, mantendo-se a nao tendenciosidade. Isto e-

quivale a temr:

H
™ +
fu
Q
-

! - t 1 ! 2
E(y'Ay) = a'X'AXa+ I tr[z!AZ. ]o?

k+1 k
i=1

o que implica em X'AX = ¢ . (3.11) -

Sob essa nova condigdo a forma quadratica sera

escrita como:

(Xa+ZB+e) 'A(Xa+ZB+e)

y'Ay

= (Xd"'Z*B*)'A(XCX'FZ*B*)

= o'X'AXa+2BLZ IAXa+BLZ LAZ B, =
= BéZ%AZ*B*+2B%Z%AXa =

= (Bé a') Z%AZ* ZéAX B*
(3.12)
X'AZ, ¢ o

Se conhecessemos a e B,, o estimador de

1 a

2

+ a a
5 a.g? 1 . k k+1
- 171

seria, ainda, — BlBl+...+ — Bin + ——— e'e, ou na for-
ml mk n

ma matricial:

(Baal) (b0 (3.13)
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A diferenga entre os estimadores (3.12) e

(3.13), cuja norma queremos minimizar, é:
|

Z3AZ,, Z4AX A ¢
X'AZ,, ¢ i ¢ ¢
Portanto,
Z,AZ-A  Z}AX 2
X'AZ, ) )

(ZLAZ,-A) (ZLAZ4~A) +ZLAXX 'AZ,,

tr

X'AZ 4 (ZYAZ ,~0) X'AZ, 7 LAX

tr [(ZLAZ,-A)(ZLAZ.-A)+2AXX'AZ,ZL] =

i

tr [AVAV-AA+2AXX'AV] ,

B | :
que s5 depende da matriz A em tr[AVAV]+2tr[AXX'AV].

Desse modo, basta minimizar:

. .
i
§ !

tr [AVAV] + 2tr[AXX'AV] = tr[A(V+2XX')AV]

sujeito a ' X'AX'= ¢

e tr[Ayi] = a;, i=1,...,k+l.

i

Pelo lema 4, do Apendice, a matriz

faz as condigoes acima e:

(Z3AZ4-D)Z4AX |

(3.14%)

(3.15)

que satis-
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k+1 k+1
A, = N(.Z A Ui)N' - P&N(.Z

(3.16)
* 1=1

Xi Ui)N'PV,

e os Ai's sdo solugoes das equagoes

k+1 k+1
tr|NC £ A, U.)N'V.-PIN( %
=1 Y 3 Vi

i

1 - L
Ai Ui)N Pij}—aj,j“l,-oo,k"’l, (‘3'17)

e N & tal que N'UN=I e N'(V+2XX')N=A, A=diag{$;...8 }, e Uy e a

matriz cujo elemento rs e o elemento rs de N'ViN, dividido por
(8, + 85,
k1 ) )
0 MINQUE de I aici, sem invariancia e:
i=1
k+1 k+1
' — 1 1 _ It 1 -
y'Ayy = z Aiy NU;N'y .§ Ay PVNUiN PVy =
yoo1=1 i=1
k+1
i~ 1 1Dt 1 - 1
i=1
| -
onde Q' = (Aj...% 1), Ry (Ry.--Ry,q) com

y!(NU;N' - P

yNU.N'PL)y, 151,...,k+1.

Ri

Podemos escrever\(3.l7) como :

!
SgA = a

a
1 - - t_n!? 1 '
onde a'=(aj...ap,q) e (5,);, = tr [(NU;N'-PyNU.N PV)VjJ.
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Entao, teremos:

A'R, = a'S;R, = a'oc? , (3.19)

onde 0° = S,R, = (0

3.3. MIVQUE

t

Os estimadores MIVQUE para combinagoes linea-
k+1 . 1
res do tipo I a.o? sdo, como os estimadores MINQUE, formas qua-

. i“i
1=1 ;
draticas das observagoes, invariantes com relagao aos efeitos fi-
xos e ndo tendenciosos. Diferem do MINQUE por serem de minima va-
riancia.
Dessa forma o problema a ser resolvido é o cél
culo de uma matriz A, tal que var(y'Ay) seja minima, sujeita as
condigoes AX = ¢'e tr[AVi] = a

i i=l,...,k+1, que permanecem inal-

teradas.

Pelo teorema 1, do Apéndice, var(y'Ay) € mini-

ma, quando, para toda matriz N, tal que E(y'Ny) = 0, temos:

cov[y'Ay,y'Ny] = 0

Usando o modelo dado em (1.1), y=Xoa+ZB+e, com

|
Bi tendo variancia 0; e curtose Y; ®
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varidncia 02 = Oﬁ+l e curtose Y, ,, podemos escrever como dado em

Rao (1971b):

cov [y'Ay,y'Ny] = 2tr [BAFA,] + tr[BAzFJ (3.20)
onde: B = ZlAZ,,
F = Z;:sz'a’
B = matriz diagonal cujos elementos sao os da diagonal de B,
F = matriz diagonal cujos elementos sao os da diagonal de F,
2
o5l ¢
1 mq
Al =
¢ 0}i+11n
e
_— -
O1Y11n ¢
1
)Az =
¢ O 41 Vies 1]
L k+1l'k+17n|

A matriz de variancias-covariancias de y, V, e
- - . - - . _1 ~
simetrica e tambem o0 e a matriz V (I—PV). Podemos, entao, encon-
{ .

trar uma matriz G, de dimensoces nx(n-p), onde p & o posto da ma-

triz X, com posto coluna completo, tal que

i
i

GG' = V_l(I—PV) ,

(ver,;por exémplo, Searle (1971, pag.37)).
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Temos, entado:

1) GG'X = ¢ =>X'GG'X = ¢ => G'X = ¢, (3.21)
[ ,
1 - -1 -1 -l _ .
2) GG'VGG' = vy (I-P,)VV (I-PV) = V(I-Py) = GG
= @'Ve = I. (3.22)

Denotemos por C(A) o espago gerado pelas colu-
nas da matbiz A.

Se AX=¢, entdao C(A) estd no orto-complemento de
C(X) e como G tem posto completo, C(A) C C(G), o que implica na e-
xisténcia de uma matriz T, tal que A=GT. Como A & simétrica, temos

A'=GT, ou A=T'G', de onde obtemos a igualdade:

GT = T'G' . (3.23)

Se escrevermos T = CG' para alguma matriz C,

simétrica, obtemos a igualdade (3.23) e teremos:

!
A = GCG' . (3.24)

Pelo mesmo raciocinio, sob a condigao NX=¢, po

demos escrever:

, | ,
N = GDG' (3.25)

para alguma matriz D, simétrica.
i i

A partir de (3.24) e (3.25) desenvolveremos a

covariancia entre as formas quadraticas y'Ay e y'Ny, a fim de ob-
‘ ;

ter a matriz C, que nos permite encontrar o estimador desejado.
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As seguintes definigoes se farao necessarias

na dedugao do estimador MIVQUE:
i !

n.: i-ésima coluna da matriz G'Z,, i=1,...,m+n,

i
| Gi:vi-ésimo elemento da matriz A,, i=l,...,m+n,
ei: niCni, i=l,...,m+n.

0 : matriz diagonal cujos elementos sao os de 6,

A= (Al"'xk+l)’ A. arbitrarios,

i
"' A
| AlIml 0
A=
¢ Ak+1In
i-1 i .
vj = Ai, para QE m2<j £ REO My s mo=0 e 1=1,...,k+1,
|
! -
v'!' = (v1 vm+n),
- 1
RS B AL

. . co o= 2
M: matriz cujo elemento 1] e mij )

a'=(al...ak+l).
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TEOREMA (Rao, 1971b): A matriz C que satisfaz
as condigoes de invariancia, nao tendenciosidade e minima varian-

eta é:

ez, (2 n - 1A, Hzle, (3.26)

2 9 2

onde X e é, que compoe N e 0, sao solugoes do seguinte sistema de

equagoes:

(2T + MA,)68 - SA =¢
Ho = a

1 1

sendo (jml .9

H = B e S & uma matriz tal que SA = Mv.
1
l-¢ i11—1-

Prova:

Temos as seguintes igualdades:

i t

a) V=02V +...+02V _+0%I = Z,A

t
11 KVt Zis

1

b) G'VG=G'Z4A,2}6 = I,

¢) B=diag{(Z;AZ4) ;) = diag{(Z;6C6"2y); 1,

|
-] !
d) F=diag{(ZiNZ,)..}

. . ,
diag{(Z;6DC'Zy) . 1,

3 1 t
diag{(Z4GDG'Z,) .}

2

R 1 1
e) BA,F=diag{(Z;GCG'Z,);  }A,
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|
e tr [BAZF]

1
g

3
Hem
O

3
O»

P
o

=

H-
I

m+n
= tr{D I §.6.n.n!l,

£) tr[BAlFAl]= tr[Z;GCG'Z*AlngDG'Z*Al], que por b), resulta em

tr [DC] .

' ‘ Podemos, entao, escrever:

m+n
covﬁy'Ay,y'Ny] 2tr[DC]+ tr[D z G-S-n-n!} =

. ivitivi
i=1

m

tr |[D(2C+
i

+n
1

| : Como E(y'Ny) = 0, temos:

E(B:":Z:!:GDG'Z*B:':) =E tr [DG'Z*B:':B:!:Z:'&G] = 09
| ! .

mas E(B4BL) = A, para algum conjunto de AiS, i=1,...,k+1l.

}
' Portanto,

tr [DG'Z,AZ4G] = 0, para qualquer matriz do ti-

po A.
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Essa igualdade pode, ainda, ser escrita como: '

m+n
1 -

tr|D .§ vin.nit = 0. (3.28)

1=1

m+n
1 1 - 1 -
Se cov [y'Ay,y'Ny]=tr D(zc+i§laieinini) =0,
para toda matriz D, entao

m+n m+n ,
2C+ I 68.0.n.n! = ¢ wv.n.n! . (3.29)

jop 17i7iTi T 4oy iTid

A equacao (3.29) escrita em notagao matricial

resulta em:

2C +G'"Z, A, 02,6 = G'Z,AZ;6

2
ou

2C =6'Z4 (A-4,0) Z4G

C =6'Z,(Xa- L a 026 . (3.30)
2 2
Encontramos a forma da matriz C em funcao de A
e 0, cujos‘compopentes ainda nao conhecemos. Para encontré-los, re
tornemos a equagdo (3.29) e pré-multiplicando-a por né e pos-multi

plicando-a por n., j=1,...,m+n, obtemos:

| 7

m+n m+n

+
20. + & 6.0.n!n.nin. = & v.nin.nin., j=l,...,m+n,
i=1 iifgtitity 507 F3i04

ou
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+
2 _ 2 . _
0.m = .Z v.m:. , j=1l,...,m+n,

ou, ainda, em notagao matricial:

| i
i

(21 + MA2)6 = Mv . ’ (3.31)

Mas v tem apenas k+l1 valores distintos, dados

por Al""’kk+l’ e portanto existe uma matriz S, tal que
| ' !

SA = Mv

b Reescrevendo (3.31), temos:

(21 + MA,)6 = SX . (3.32)

Falta, ainda, impormos a condigao de nao ten-

denciosidade do estimador, ou seja,

trfav.] = tr[AZiZi] = a;, i=1l,...,k+1,

ou
| tr[ZiGCG'Zi] = a;, i=l,...,k+l
Mas
r 1 1 ] 1
Z},6C6'Z;, ... Z},6CG zimi
t ] - °
216CG'Z; = : :
1 1 1 1
z! GCG'Z.y ... Z! GCG'Z;
L 1 i 1]
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onde Zij e a j-esima coluna de Z;.

Temos

' i-1
1 - - .

G Zij =My oo L = SEO m, o+ . (3.33)

Portanto,
‘ m. m.

t 1 - 1 1 = t =
tr(zl6ce'z, ] ‘51 2§4606"2 '21 ngCny
il
= I"0,=a,, izl,...,ktl e

L 1
j=1

2 definido em (3.33).

0 sistema de equagoes acima, em notagao matri-

cial, & dado por:
He = a (3.34)

para 6,H e a ja definidos.

Entdo, as duas equagoes matriciais que devem

ser satisfeitas sao:

(21+MA2)6—SA

1
-

(3.35)
‘ H6

a

cujas solugdes para A e 8 nos fornecerdao a matriz C.

i

Em algumas situagoes, os estimadores MINQUE e

MIVQUE sdo os mesmos, isto €, a matriz A minimiza tr [AVAV] e
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2tr[AVAV]+trIBA2B] ao mesmo tempo. Nesses casos, min tr[BAZB] nao
depende de A2.

| ' Entao, se em (3.29) tivermos 6i=0 para todo i,

a seguinte expressao pode ser obtida:

§

m+n
- '
2C = I Tinind (3.36)
i=1
para um conjunto particular de Tis, e os estimadores MINQUE e

MIVQUE sao iguais.

Essa mesma matriz C deve satisfazer (3.29) pa-

ra qualguer conjunto de Gis e por (3.36), obtemos:

m+n m+n m+n
r T.n:n! + I &.8.n.n) = T wv.n.n! . (3.37)
=7 111 40y i1l j=1 111
Pre-multiplicando por nj e pos-multiplicando por
n., para j=1,...,m+n, podemos colocar as equagaes resultantes na

J
seguinte forma matricial:

ST+MA26 = SA , (3.38)

onde T € o vetor dos distintos Tis e S,M,A,, 8 e A como ja definidos..

Pelas equagoes (3.35), temos:

26 = St

e substituindo 6 em (3.38), obtemos:

i
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2ST+MA28T = 2SA

MAQST = 23(A-1)

Chamemos v=2(A-T1), e particionemosPk(Ml.”Mk+l)
e S'=(Si..rSi+l), onde as matrizes Mi e Si tem dimensoes (mﬂﬂxmi,

i=1,...k+1.
, Entao

(le181+p2M282+...+pk+1Mk+lsk+l)T=Sv (3.39)

ou.seja, os distintos valores de A,.

L
onde p.=0.Y.:
n Py 1V1’

Se (3.39) vale para todo conjunto de pis e ve-
tores T, eptao o espago gerado pelas colunas de MiSi estda contido

no espago gerado pelas colunas de S.

i ; Neste caso teremos os estimadores MINQUE e

MIVQUE dados pela mesma expressao.

3.4. UM ALGORITMO PARA UM CASO ESPECTAL DE MIVQUE

Hartley, Rao e Lamotte (1978) desenvolveram um
método para estimar componentes de varidncia baseado em esperancas
de formas quadraticas, como o método de Goodnight e Speed (1978),
diferindo apenas na escolha da matriz da forma quadratica. Pelo mé
todo de Hartley, Rao e Lamotte (1978), conseguimos calcular os esti
madores do tipo MIVQUE para componentes de variancia, quando a ma-

triz de variancias-covariiancias, V, e a matriz identidade.
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Inicialmente, suponhamos que cada fator aleatd
rio Bij é digtribuido normalmente com media zero e variancia ci,pé
ra j=l,...,m; e i=1,...,k, e cada fator e, tem distribuigao normal

- . ! o« ~ . 2 .
com média zero e variancia 02 = 0y,1» Para i=1,...,n.

OQutra suposigdo necessaria e:

Nos casos em que essa suposigdo ndo é satisfei
ta, ortogonalizamos a matriz X por um processo de Gram-Schmidt, com

a consequente ortogonalizagao do vetor a.

Escolheremos, entdo, k+l formas quadriticas das
obseryagaes,,que denotaremos por Qi(y), i=l,...,k+1l, baseadas em

contrastes que nao dependam de a.

A construcdo dessas formas quadraticas e feita
do seguinte modo: consideremos Zti’ como a t-ésima coluna da  ma-

triz Z., e sejam X

p> 2 r-ésima coluna de X, e Uti’ a t-esima colu-

na da matriz Uss definida por:

- - t
Ui = Zi XX Zi .

Em outras palavras, Ui é ortogonal a X, pois

t - ! - 1 ty o = ! 1. = => "y, = .
XX Ui XX Zi XX'XX Zl ¢ => UlXX Ul o) X Ul ()

As formas quadraticas escolhidas serdo:

Q; (y) = y'UiUiy , 1=1,...,k+1 .
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Pelo método de sintese, apresentado no capitu-

lo anterior, o calculo da esperanga dessa forma quadratica € dada

por:
k+1 ,
E[Qi(y)] = jE of kis (3.40)
m.
1
onde ‘ k.. = I Z!.U.U!Z_.
13 t=1 t3 1717t

P
_ - o -
Mas, como Uti Zti r§1 XrXthl , €
viu, . = UlZ_. - E UIX X'Z,. = UlZ_. ois U!X = ¢
joti 3Tt 4 JTrTrTti 3%ti> P jr i
t
podemos escrever:
m.
, i, :
. = ! ! = 'ULUlU. | =
ki3 t§1 UfsUsULU tr[UlUJUJUl

= tr[UlU.UMU.T = k..
J 1 1 ] Jji

Montando o sistema de equagoes, temos:

* ' Ko? = Q (3.41)

oi Ql(y)
N2 _ S _ . -
onde d? = K Q = : K = (kij

2 ij
Ox+1 Qk+1(y)
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Portanto, os estimadores dos componentes de va

riancia s3o:
o2 =X . - (3.42)

Nesse caso, em que as variaveis aleatorias sdo
normalmente distribuidas, a curtose &€ zero, e a expressdao que deve
mos minimizar para obter estimadores MIVQUE se reduz a 2tr[AVAV] >

ou seja, os estimadores MINQUE e MIVQUE sao os mesmos.

Se V=I, entdo P, =P=X(X'X) X'=XX', uma vez que

v
ortogonalizamos a matriz X. Podemos, entao, mostrar que o2=S"R, co

mo definido em (3.10), & igual a 62=K"Q, aqui definido.

i Co Tomemos o i-ésimo elemento de R:

-1 -1 . _ - _ 1T 1 - =
’Y'Q¢V: ViVTTQuy = y'(I-P)V,(I-P)y = y'(I-P)Z;2!(I-P)y =
- 1 - 1 1_71 ' -
- y (Zi XX Zi)(zi ZiXX )y
““ 1
= y'U;Uly, que € o i-esimo elemento de Q.
! ‘ Da mesma forma, o elemento ij de S e:
tr[Q'V—IV.V-lQ v.] = tr[(I-P)Z.2!(I-P)Z.2!] =
} V; 1 Vj 11 J ]

tr [2(I-P)2.2! (I-P)Z. ]
3 i7i 3

-

' 1 9
tr[UjUiUin] , que é o elemento iJ de
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Assim, o método de Hartley, Rao e Lamotte

(1978) nos fornece estimadores MINQUE e MIVQUE, para componentes de

|
variancia quando V=I.



CAPITULO n

4.1. ESTIMADORES DE MAXIMA VEROSSIMILHANCA E MAXIMA VEROSSIMILHAN-

CA RESTRITA

|

Consideremos o modelo (1.1), dado por y=Xa+Zf+e.
Supondo que os efeitos aleatdrios Bi, i=l,...,k e e tem distribui-

gao normal, com média zero, e matrizes de variancias-covariancias

0; I s i=l,v..5k e 02 I, respectivamente, o vetor y tera distri-
i

buigdo normal multivariada, com meédia Xa e matriz de variancias-co

variancias, V, dada por:

+...4022 7' +o; I .

- 2
V = 092,72 Y

1]
1
A fungdo de verossimilhanga é:

L(a,o0?,y) = 1 exp{—l(y—Xa)'V-l(y—Xa)} R

(2“)n/2 |V|1/2 2

" ‘ . !

onde: |V| € o determinante de matriz V,
' A

2

- 2 2 2 — 2 [ .
g% = (01"'°k+1)’ o =g o -(al...ap)

k+l "e?
Por definigdo, 0s estimadores de maxima veros-

similhanga de a e o? sao os valores que satisfazem:

|



81

‘ ' i) o; >0, i=1,...,k+1, e
ii) L(a,0%,y) = sup L(a,02,y)

2y . .2
{(a,o ).oizo}

1 ' Como L(o,0%,y) > 0, podemos tomar o logaritmo
dessa fungdo e tanto L(a,0?,y) como log L(a,0?,y) terdo seu supremo

no mesmo ponto (a,0%).

Trabalhando com o logaritmo da fungao de veros

similhanga, teremos:

L,=1log L(a,02,y)=1log 1 -1 log |V]- l(y-Xa)'V_l(y—Xa).
! (2ﬂ)n/2 2 2
o2
i . Por conveniéencia, chamemos Y; = —% , de  modo
o
que a matriz V pode ser escrita como: é
, 3 , k
= 27,.7! = g2 2.7 . .
v oeI+ i§1 chlZl o I+ i§1 YlZlZl (4.1)
Chamemos H=I+ZIT'Z', onde
NI, ¢
1
r = T
¢ e I
- k_
Portanto, V = céH

Reescrevendo Ll’ temos:



82

n -
L, = log 1 - — log U: -1 logl|H|- S (y=-Xo)'H l(y—Xa).
(2?2 2 2 202
, e
Derivando Ll em relagéo a a,oé e Y;» para

i=l,...,k, e igualando a zero, obtemos:

aL
MR (y-Xu)'H—l(y—Xa) =
202

- Ji[- lz{y'H-ly—Za'X'H_ly+a'X'H-1Xa}} =
d0. | 20
e

- X'H y-x'H %0 = ¢
= X'H Y xa = x'H 1y . (4.3)
aLl n 1 -1
= - + —— (y=Xa)'H “(y=-Xa) = 0
302 2062 20°
’ e e e
02 = L (y-Xa)'H ' (y-Xa) (4.1)
"y ‘ n
-1
AL 1 9 loglH]| 1 9H
j ‘ — T . — - " (y-XOL)' (y—XOL) ’
ayi 2 ayi 20, ayi
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mas, 21O 5] - e {ut Jﬁi} =t [ﬁ 1z Zi} =
aYi aYi
= tr [2H772,], (4.5)
_l _ _ _
e OH T . g7l 88 g7l oy lZiZiH 1 (4.6)
3Y; aYi

(As propriedades usadas em (4.5) e (4.6), podem ser encontradas,

por exemplo, em Graybill (1969), pag.266-267).

Por (4.5) e (4.6), obtemos:

BLl

ayi

1 1. 1 -
-= tr[Z!H "Z.] + — (y-Xa)'H
2 t + 202

e

1

’ -1
1 _ -
2:7:H “(y-Xo) 0 . (4.7)

Os estimadores de maxima verossimilhanga, que

a partir de agora serdo abreviados por EMV, sdo obtidos através de

(4.3), (4.4) e (4.7). Denotando por a e‘og os EMV de o e 02, res-

pectivamente, uma solugdo é&:

o = (x'H I X' Yy, (4.8)
o, 1 ~ -l ~
o, == (y-Xa)'H ~(y-Xo) (4.9)
n
e ]
1 1 A | -1 ~
L} - - ! -
tr[ZiH z.] = — (y-Xa)'H "Z.Z!H ~(y-Xa) (4.10)
G 2
e
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[ : Podemos observar que, tanto a estimagao de 02,
como dos Yis, nao leva em consideragdao a perda dos graus de liber-
dade devida a estimagdo dos efeitos fixos a. Outro fato: os estima
dores obtidos por maxima verossimilhanga nd3o coincidem, em geral,
mesmo Fm casos balanceados, com estimadores encontrados a partir de

outros métodos, sendo, na maior parte das vezes, tendenciosos.

Com o intuito de eliminar essas "deficiencias"
‘ t
foram desenvolvidos estimadores, chamados de maxima verossimilhan-
b
ga restrita, cuja idéia basica & calcular os estimadores de maxima
{ i

verossimilhanga para os componentes de variancia eliminando os e-

feitos fixos. Chamaremos a esses estimadores, EMVR.

'

t

Inicialmente a tecnica foi desenvolvida para
alguns modelos balanceados especificos (Russel e Bradley (1958)),
mas foi com Patterson e Thompson (1971) que a forma dos EMVR foi

generalizada para qualquer modelo de andlise de variancia.

Para isso, Patterson e Thompson (1971), procu-

raram escrever a fungéo L., como uma soma, digamos,

1

Ll = L'+L" (4.11)

de modo que a maximizacao de L' fornecesse os estimadores MV  para
os componentes de variancia, YiseeesY, © cé,ea maximizagao de L"

fornecesse os estimadores MV para os efeitos fixos S ERRERELIN

O problema estaria, entao, em encontrar duas
matrizes, S e R, que aplicadas como transformagoes em y resultas-

sem, em termos do logaritmo da fungdo de verossimilhanga, nas for-
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mas L' e L" desejadas.

L' n3o deve depender de o, o vetor de efeitos
fixos do modelo, e portanto a transformacgao Sy deve projetar o ve-
tor y no espago de erro de X, isto &, no espago gerado por (I-P),

onde P=X(X'X) X'.

Para que L, nao seja modificada e preciso que
y=Sy+Ry. Logo, Ry deve projetar o vetor y no espago ortogonal a
(I-P), ou seja, no espago coluna gerado por P. A partir da trans-

formagao Ry, encontramos L".

1

Tomemos duas matrizes, 0, e O de modo que 04

1 22

seja uma base ortonormal de C((P), e 0! seja uma base ortonormal de

2

C(I-P), onde C(.) denota o espago gerado pelas colunas de alguma

matriz.

Entao,

0, tem dimensao nxp, p=r(X)=r(P), (4.12)

0, tem dimensdo nx(n-p), (n-p)=r(I-P),

1 p’
) -
00y = T;ps (4.13)
!
OiO2 = ¢, poils pertencem a espagos ortogonais.

(4.14)

Chamando 0 = [Ol 02], temos :
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Oi IP 0]
1 - - -
| 0'0 = [Ol 02] = = In’ (4.15)
! 1
O2 ¢ In—p
e
| " ]
01]
1 - - ] 1
00' = {pl 02J o = 0101 + 0202 5
2]

1
i

05 = I. =~ (4.16)

171 7272 2

mas 0'00'0 = O'[b 01+0 O']O = I :>OlOi+02

a C
Por construcgao, Oé=Oé(I—P). Portanto, Oé(I—P)y

€ um qonjuntp de n-p fungdes de y, linearmente independentes.

Como E(y)=Xo, temos:

E[O%(I—P)y] = 05(I-P)Xa = ¢ (4.17)
e
? : var [04(I-P)y] = 04 (I-PI)V(I-P)O, . (4.18)
Consequentemente,
1 — ! - -
02(I Py ~ Nn_p(¢,02(I P)V(I P)Oz)
Logo, a funcao de verossimilhanga para 0,(I-P)y
é dada por:
® 1 1 1 -1, \
L = exp{-= y'(I-P)O,V, 0L(I-P)y}, (4.19)
. n- 2°1 72
x == |y |12 2
(2m) 1

onde V,=05(I-P)V(I-P)0,, e essa & a fungdo cuja maximizagao da
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EMVR para os componentes de variancia.

Mostremos, seguindo a linha de Kempthorne

(1976), que L" nio depende de 0,.

0'AO =

Seja A=(I-P)V(I-P) e consideremos a matriz

01 ¢ ¢
(I-P)V(I-P) [Ol 02} =
!

0, ¢ vy
Como O & ortogonal, temos:

¢

Ol

Vl

A matriz inversa de Moore-Penrose de A, aqui

denotada por A', ‘satisfaz:

a) AA*TA = A,

b) Ataat = A%,

+

c) (AATY' = aat

+

a) ata)' = aA*a

Como 0 & ortogonal e Vl € nao singular, temos:

+

¢ ¢ o ¢

Tomemos, agora, a matriz
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0'(A+P)O

o que implica em:

I ¢
A+P = O
i i Ll
¢ vy
e consequentemente,
‘ i (
I
(a+p)"t = 0
| | :
Agora,

(I-P) (A+P) " 1(I-P)
g :

I ) I ¢
+ = R

6 ¢ 6 vy

o' )

¢ 1
| - 1 - '

V—l o' = OlOl+02Vl O2

1
- - ' -1 _ -
= (I P?(0101+02Vl OQXI P) =

- —_ _1 -
= (I P)O2V1 Oé(I P) (4.20)
§ ! T
det(A+P) = det(0) det det(O') =
¢ Vl
i
= det(0) det(Vl) det(0') = det(Vl) det(0'0) =
= det(Vy) , (4.21)

|
onde det(.) =

determinante de uma matriz.
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Por (4.20) e (4.21), a fungao de verossimilhan

a, L ode ser reescrita como:
b | ;

1 1 exp{-Iy' (I-P) (A+P) " L(I-P)y} . (4.22)
nip ]1/2 2

(2w)—7— [ﬁet(A+P)

1 i
t

Em outras palavras, a fungao de verossimilhan-
ga € invariante em relagidoc a matriz 0,5 desde que satisfaga as con

digoes impostas em (4.12), (4.13) e (L4.1lW).

E possivel colocar a fungao L em termos  das
matrizes X'e V iniciais. Para isso desenvolveremos quatro resulta-

dos, cujo emprego em L , nos darda a forma final da fungdo de veros

similhanga,
. - . e, L A
i) A e simetrica = A’ e simetrica.

Ent3o AP=¢ => ATAP=¢ =>aa*P=¢
= A*AAYP=¢ => AT P=¢

Assim

(A+P) (At+P)=aat+aP+PATP-AAY P =

b o 4 9 T
0'o 0'+0 0'=1
o vy o vitl e o

A

1
o

Logo,

! | (a+P)"1 = (atep) . (4.23)
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ii) Sse Q=v  -v7Ixx'v 1 "x'wv7l, entdo

ox=v"Ix-vixx' v Tx v =¢ = Qp=¢ = Q(I-P)=Q.

Mas, QA=Q(I-P)V(I-P)=QV(I-P)=
=(1-v"Ix(x v XY (I-P) = (I-P)

+ Portanto,

AQA=(I-P)V(I~P)(I-P)=A,

QAQ=(I-P)Q=Q,

QA=I-P=(QA)'
~ +
Entao, Q=A" . (4.24) .
iii) Tomando a solugado para o dada em (4.8), podemos
escrever:

(y-Xo)V Ly-Xa) =(y '~y 'V XXV L0 "XV L (g-xx v o X v ) =
=y (v v e o v (-xoo v o Tx vy
=yt (v v I v o ")y by

=y'Qy=y'Ay . (4.25)
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'iv) Se temos uma matriz dada por

Bi1 Bio
B= , podemos escrever o determinante de
Bo1 Bao
B .como (ver Graybill (1969), pag. )
| i o -1
dét(B)-det(Bzz)det(B11 By, Byj B21)

Entao,

det(X'V IX)det(AY+P)=det(X'V 1X)det(Q+P)

= det(X'V I det(v L+p-vTIx(x v i) Tx'vTh -
v isp voix

= det
xry L X'y~ ix

Multiplicando-se a expressao por matrizes convenien

temente escolhidas, cujos determinantes sejam iguais a um, obte-
mos : !
T vhie vk viee v [T -x
det = det
-1 1

-X!
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1

= det = det(X'X)det(V “+P-X(X'X) X')=

= det(X'X)det(V ™)

P Entao,

1

det(X'V 1) det(A*+P)zdet(X'X)det (V') ,  ou
{ ‘ !
| -1
1
det(A*+P) = det(X'X)det(V =) _ [X'X] (4.26) .
| det(X'VTIX) Ix'vTix| v
Usando (4.23) a (4.26) na expressao (4.22), re
sulta em:
\ 1/2
.1 + Lo
L = n; [det(A+P)] exp{ » y'Qyl ,
(2m)
pois !
L - [aetcarry ]2 = [getcat+p)]/2 |
" [det(a+p)]1/?
e ; (I-P)(AT+P) (T-P)=(I-P)AT (I-P)=(I-P)Q(I-P)=Q
A funcdo de verossimilhanga é:
ol 1/2 |
* 1 X' X 1 ~ o=l -
L = ' exp{-=(y=-Xa)'V ~(y=-Xo)}. (4.27)
R -1 2
(2m) |x'v x| |V]|
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Tomando o logaritmo, a fungdo a ser maximizada

oy

E3 iy = -
L' = log LY = - £27P) 145 2med 10g [X'X|- L 1og X'V IX| -
2 2 2

H

Lo V] - Eey-xa) v Hy-xd), (4.28)
2 2 .

i
{

cuja forma € a mesma apresentada por Harville (1977).

A diferencga entre EMV e EMVR esta, entao, em

maximizar a fungao de verossimilhanga de y ou de Oéy.

Aparentemente a estimagidoc de ¢? sobre Oéy esta

ria ignorando informagoes que a estimagao sobre y nao desprezaria.

Patterson e Thompson (1971) argumentam que es-
sa ideia & falsa, uma vez que, ao decompormos a fungdo de verossi-
milhanga, L1=L'+L", os componentes de variancia sdo estimados a

partir de L' apenas.

Harville (1977) acrescenta que, na verdade, os
estimadores MV nao utilizam mais informagao que os EMVR, pois para

0% fixo, o estimador de miaxima verossimilhanga de o & dado por

& = (x'vinTxvTly
que & fungdo de o? e y.

Assim, Ll pode ser escrita como fungao apenas

de 0? ey, e os estimadores de maxima verossimilhanga de o2 sdo calcu
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culados sobre fungoes de y que poderiam ser escritas como Ay, para

uma matriz A, apropriada.

4.2. CALCULO DOS ESTIMADORES MV e MVR

! - Os estimadores MV e MVR dos componentes de va

riancia ndo sdo formas explicitas, isto &, o estimador de cada com
ponente esta em funcao dos estimadores dos outros componentes, e

so podem ser encontrados através de métodos numéricos iterativos.

Nesse sentido, muitos trabalhos tem sido fei-
tos na procura de técnicas, eficientes sob o ponto de vista compu-
tacional, que possam solucionar satisfatoriamente o problema de ma

ximizagao da funcao de verossimilhanga.

Mostraremos apenas uma dessas técnicas:a'naqg
formagao W, desenvolvida por Hemmerle e Hartley (1973), que permi-
te o calculo iterativo dos estimadores MV e MVR sem necessitar da

t

inversdo da matriz H, de dimensdes nxn, a cada iteracgao.
Inicialmente, trabalharemos apenas com EMV.
Definimos a matriz W da seguinte forma: o ele

mento Wij é dado pela matriz:
{ °J i
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—l - L]
(’ ZiH ’Zj s .mixmj s 1,3=1l,...,k
x'H‘lzj . pxm, , iszk+l, 3=1,....k
v~ 1 . .
y'H, Zj s lxmj , 1=k+2 e j=1,...,k
X'H™TX , DX , izizkel (4.29)
pxp J
! -1 . s _
y'H X s 1xp » 1=k+2, j=k+l
| { 'i . s
y'H 7y s 1x1 s 1=]=k+2

Assim, a matriz W é:
r , ‘ _
Wi e Wi Wy g Wy ke
: : r : 7
| -1
W = o1 ot M Ykl W ko WXTH T2 Xyl
y|
Mee1,17 Mier 1,0 Wiel, k01 Wkad ka2
| Mer2,100 Mhe2 0 W2 kel W2, ka2
Quando H=I, temos :
A ' 1
- [2i2, 27, 21X 2]y
: : S 7'7 2'X 'y
Wy r Zply oo zﬁzk ZyX Zyy = X'z X'X X'y
1] 1 ]
X'Z ... X'Z_X'X X'y 2 y'X ¥y
' .y'Zi v V'Zy VX Y'Y




A matriz W, para uma matriz H gqualquer, pode

ser escrita em fungao de W .

E facil mostrar que:

-1

‘ ‘ H Y=1-zT(T+T2'Zr) "t

r'z', para I' definida, em

(4.2). Essa matriz pode ser simplificada da seguinte forma:

~1

H 1.-1

r-zr[rcrtrzrzr) ez =

1 1

1-zr [r i) ez zy e

1-z[(rr) "t

+2'2] "tz =1-207 12 (4.30)

1

onde Q = (IT) “+2'Z

Considerando dois conjuntos particulares de vgv
lores para Y=(Y1...yk), e chamando suas respectivas matrizes de va

riancias-covariancias de Hy e H,, temos:

jau

)
s
1

(I-ZQ;lZ')-(I-ZQ11Z') -

1 -1

2 )Z' . (4.31)

2012 -2Q 2" = 2(Q] -0

Tomemos a diferenga wz—wl, onde wi corresponde

a matriz W definida para H:Hi’ ou seja, W,-W, & da forma (4.29, com

2 1
-1y,

H™! substituida por (H;l—H1

Podemos, entao, escrever:
Z!

= (X' Z(QII-Q;l)Z'[Z X y] =
yl

W, -W

2 71



= |xz] t-eph [z z'x vy

Supondo, agora, que Hl:I e H2=H gqualquer, temos:

B l-1=1-2071z'-1 = -zq7tz'

Z'Z

w-w_ ot - |x'z]  Q[z'z z'x z'y] ,

ou

wew_ - |x'z|  Q[z'z z'x z'y] .

97

(4.32)

(4.33)

Assim, a matriz W depende dos Yis somente atra

vés da matriz Q, que por sua vez, depende dos Yis apenas

da matriz (FP)"l; que é diagonal.

atraves

As equagoes (4.8),(4.9) e (4.10) dos estimado-

res MV podem ser escritas, em fungdo de W, como:

Ao
, C% T W kel Wkl ke 0
62 = L qw - oW }

e n k+2,k+2 k+1l,k+2

(4.34)

(4.35)
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X ' . _
tr[yi,i] = gg D!D, ,  izl,....k, (4.36)

i
onde D} € o vetor coluna dado por:

la)

; ! [ - - 1

K+2,1 k+1l,i *

l A vantagem computacional da transformagdo W e

que W & calculada somente uma vez e [Z'Z Z'X Z'y] € uma subma-

triz de Wo, e portanto, o trabalho de calcular W & menor que o de-
i i

calcular gL,

A partir da transformagao W, usando (4.34),

(4.35) e (4.36) podemos, entdo, aplicar algum método numérico ite-

rativo para encontrar as estimativas dos parametros a,cé,Y])..UyK

{

Chamando 6T’ = (air?.xx(ro(oé)hﬂyir)“.y<r)

P k
valores dos parametros estimados no r-ésimo passo, o proximo va-.

), aocs

lor sera dado por:

e(r+l) (r)

3] + AB ,

onde A6 & o vetor que determina a direcdo e a distancia acrescen-
Poa(e)

tada a 6 , no (r+l)-esimo passo, a fim de se obter o maximo da

fungao de verossimilhanga.

! - - . -
Ha varias maneiras de se obter A6. A apresenta

da aqui € a sugerida por Hemmerle e Hartley (1973).

! -
Para isso, torna-se necessario calcular:
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32L \
b ) 2
3yiayj 2 o,
Chamafemos:
(r)_, (r) (r) (r)_, (r) (r)
; o -(al ...ap Ye y —(Yl Ce Y )

0 seguinte algoritmo fornece EMV para a, o e

e
Y: |
1) Inicializar com a(O), (0;)(0> e Y(O)
(0)
2) Calcular W para vy
i ' Para r=0,1,..., até a convergencia, se houver,
repetir o algoritmo abaixo:
| i
| 3) Considerar o'Y’ e (02)(r) fixos.

4) Calcular Ay pelo método de Newton-Raphson:

G(y(r)) Ay = -F(y(r)) ’

onde

oL oL

1

3Y§r) aY}(<r)

F'(Y(r)) =
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aY:(Lr) 3Yir)

4 |
ety {T))-

(T () ay(F) gy (P)

MEIPINNES

5) Calcular: Y + Avy.

6) Calcular W para Y(r+l)

7) Calcular a(r+l), por meio de:

a(P+l)

Wil kel

= W1, k42

8) Calcular

(02) T o Ly - oDy }.

k+2,k+2 ~ ¢ k+1,k+2

Esse método & uma modificagdo do método origi-

nal de'Newton-Raphson para maximizagdo de uma fungao.

A discussao desse e de outros metodos iterati-
vos pafa resdlugéo de estimadores MV, bem como as possiveis modifi
cagoes nos algoritmos devido a problemas numéricos, como por exem-
plo, quando algum Y; tende a zero nao fazem parte dos objetivos des
se trabalho. Sugerimos que, para aprofundamento nestas questoes,
leia-se artigos mais especializados, como: Corbeil e Searle (1976a),
Jennrich e Sampson (1976), Harville (1977), Hartley e Rao (1967),

entre outros.
f
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A transformagdo W tambem pode ser usada para
!

EMVR, fazendo-se as devidas mudancas nas matrizes (ver Corbeil - e

Searle (1976a)).

Como em (4.12), (4.13) e (4.14), tomemos 0,5

uma base ortonormal em (I-P). A matriz W sera definida por:

H i
i

Zl
-1
- - 1 1
w-(wi,j)ij = {y'} 04(0,H0%) 02[2 vyl (4.38)
para i1,j=1,...,k+l, e podemos escrever:
dlogL _ _ 1 1 '
‘ tP[Wi,i] ¥ W e Wi xen! (%.39)
8'Y 2 ~a
20
e
e
~ W
0; - _Ktl,k+l . , (4.40)
, - (n-p)

Portanto, EMVR, s3o calculados por métodos ite

rativos, analogamente ao caso de EMV, a partir de (4.39) e (4.u40).

Rtth [0F
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i ‘ !

5.1. EXEMPLOS E CONCLUSZO

Ndo se pode afirmar que um dos métodos apresen

tados seja sempre melhor que os outros em algum sentido. Uma compa
< ! ‘ -
ragao analitica so0 & possivel para modelos balanceados e ainda as-

sim, deve ser feita para cada modelo linear particular.

4

Dois trabalhos podem ser citados nesse aspec-

to: Hocking e Kutner (1975) e Corbeil e Searle (1876b).

No primeiro, os autores comparam os metodos de

Henderson (método 1), MIVQUE, Maxima Verossimilhanca e Maxima Ve-.

rossimilhanga Restrita, simulando amostras para o modelo linear

yijk = u o+ ai+8j + eijk

com 2=1l,..45aQy . J=1lyeeesb, k=1l,...,n e considerando os fatores a e
’ }
B como aleatorios.

2 2

B

sando-se o erro quadratico médio como criteério de comparagdo, veri

Estimando-se os componentes 0;, o

!

ficou-se que para esse modelo linear, os estimadores MV, apesar de,

¥

sua tendenciosidade, apresentam menor erro quadratico médio.

Corbeil e Searle (1976b) apresentam uma compara.

gao entre os estimadores MV e MVR para quatro modelos lineares ba-

lanceados, cujas expressoes dos estimadores podem ser conseguidas

e o e u-’
e
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analiticamente. Para modelos balanceados os estimadores MRV e os
de momentos (a partir da analise de variancia) sao iguais (ver, por

exemplo, Harville (13877)).

Os modelos utilizados foram:

a) Yij © u‘+ oy +l€ij > o aleatdrio; | (5.1)
b) Ygjp =B Fop ¥ Bt e, ape Bij aleatorios; (5.2)
c) yth = U+ oo+ Bj + ezgk ; Bj aleatorio; (5;3)
e

d) yijk = u o+t Bj + (aB)ij + eijkf Bj e (us)ij alea&idés; (5.4)
com 2=1y..045ay J=lyeeesh € k=1,...,n.

Também aqui houve um apontamento de maior efi-
ciencia dos EMV, a nao ser quando a razio 05/02, para algum fator
Yy € muito pequena, ou quando o nimero de replicagdes & muito peque
no para cada combinagao de fatores, casos em que EMVR ?mosmxuam—se
mais eficientes (eficiencia se refere a menor erro quadratico me-
dio).

Corbeil e Searle (1976b) consideram ainda  uma

f

simulagao para o modelo dado em (5.3) com a modificagao ank=l“..g%j,

isto e, o modelo agora € nido balanceado.

i

A estimagdo numérica dos componentes da varian
cia atraveés dos métodos MV, MVR, e métodos 2 e 3 de Henderson, mos-

trou que na maior parte das vezes, EMV obtiveram menor erro quadra



104
tico medio.

Embora nestes dois estudos haja uma evidencia
da maior eficiencia dos estimadores de maxima verossimilhanga, ndo
podemqs generalizar esse fato para todo modelo linear possivel, ba

lanceado ou nao.

1l
i

5.2. DOIS EXEMPLOS DA APLICACAO DOS METODOS DE ESTIMACAO DE COMPO-

NENTES DE VARIANCIA

0 presente trabalho nao tem o intuito de compa:
rar o; métodés de estimagao de componentes de variancia apresenta-
dos e,portanto, nenhum esforgo fol feito nessa diregao. No entan-
to, pénsamos ser interessante mostrar a aplicagao dos métodos a

partir de dois exemplos aqui analisados, como segue.

1) Com o objetivo de estudar os efeitos da in-
fecgao por Schistosoma mansoni e da quantidade de proteina na die-.
ta’deicamund5ngos, foi realizado o seguinte experimento: um grupo
de camundongos foi dividido em quatro subgrupos e cada um deles re

cebeu ‘um dos' seguintes tratamentos:

a) ndo foi infectado por Schistosoma mansoni e

recebeu dieta normoproteica;

b) ndao foi infectado e recebeu dieta hipopro-
teicay

c) foli infectado e recebeu dieta normoproteica;

d) foi infectado e recebeu dieta hipoproteica.
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Ao cabo de noventa dias os camundongos foram

i 1
i !

sacrificados e uma série de varidveis foram observadas.

Para nosso exemplo, tomamos duas delas: peso

1

do figado (PFIG) e peso do bago (PBAC) do animal.

0 modelo ajustado, usando-se PROT e INF como

notagdo para os efeitos de proteina e infeccdo, respectivamente,

foi:

Yy.., = u + (INF). + (PROT). + (INF*PROT). +e. ., ,
ik 7 J g 1Jk

de: £21,2, 71,2, k=1,.eoyn. .
onde: £=1,2, 4=1,2, k=1, PR

INF é considerado fator fixo,
INF*PROT denota a interagao dos dois fatores,
PROT e INF*PROT sdao considerados fatores aleatorios,

yijk = PFIG ou PBAC.

Os resultados obtidos estao resumidos nas tabe
las 1 e 2.

TABELA 1

Estimativa dos Componentes de Variancia para PFIG

ETODO MOMENTOS MIVQUE MV MVR
FATOR
PROT (oé)‘ 0.43360 0.43685 0.423u1 0.43466
INF*PROT (o}p) 0.00148 -0.00506 0.00000 0.00146
ERRO (02) 0.08823 0.08987 0.08711 0.08823
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TABELA 2

Estimativas dos Componentes de Variancia para PBAC

METODO MOMENTOS MIVQUE MV MVR
FATOR
PROT (0;) ‘ 1.22709 1.22847 1.20723 1.22803
INF*PROT (oip) 0.01994 0.01716 0.01686 0.01993
ERRO (0;) 0.3049Y 0.30564 0.30036 0.30494
2) No processo de extrusao de amido de milho
ha quatro fatores que influenciam nas respostas observadas: com-

pressao da rosca (C¢), velocidade da rosca (rotagoes por minuto (R)),
temperatura a que se submete o0 material (7T) e umidade com que o

amido entra no extrusor (U).

Considerando que a compressao e a velocidade da
rosca 'sdo fatores fixos e a temperatura e a umidade sao fatores a
leatorios, foram observadas as respostas: produgdo (gr/min) e ra-
z3o de' expansao do produto, denotados por PROD e RAZAO, respectiva

mente.

0 modelo ajustado foi:

yijkzmzy+ci+Rj+Tk+U2+(CR)ij+(CT)ik+(CU)i£+(RT)jk +

+(RUD ;0 + (T pve s g grs
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onde: ©=1,2, J§=1,2,3, k=1,2,3,4, 2=1,2,3,4, m=l,.. .50y, cada pa-

renteses denota a interacao dos fatores dentro dele,

Yiikam ° PROD ou RAZAO

Pelas suposigbes iniciais (CR) ;5 é fator fixo.

Os resultados sdao sumarizados nas tabelas 3 e

W,
f i
TABELA 3
Estimativa dos Componentes de Variancia para PROD
i :
ETODOS MOMENTOS MIVQUE MV MVR
FATOR % '
TEMPERATURA (o;) 4.42985 3.35525 (*) 4.81541
UMIDADE (o)) : 12.58125 15.35764 (*) 6.55877
COMPRESSAO*TEMP. (0] 1.75866 1.85401 (%) 1.96170
COMPRBssAd*UMID.kcgUJ 1.64362 1.74528 (*) 2.17810
RPM*TEMPERATURA (02 ) 0.04498 0.32970 (#) 0.02760
RPM*UMIDADE (céu) 0.10435 -1.92724 (%) 0.24194
TEMP.*UMID. (oZ,) 4,23919 5.04124 (*) 4.30158
ERRO (o;) 10.63399 9.87733 (*)  10.63010

(*) 0 processo numérico para encontrar os estimadores de maxima ve

rossimilhanga nao convergiu.
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TABELA 4

Estimativas dos Componentes de Variancia para RAZA0

P
I

ETODO MOMENTOS MIVQUE MV MVR
FATOR | ;
TEMPERATURA (02) 0.60188 0.44605 (%) 0.38636
UMIDADE (05)’ 1.05912 1.04451 (*) 1.09330
COMPR%SSAO*T;MP.(céT) 0.05681 0.08532 (%) 0.06554
COMPRESSAO*UMID.(c%,)| 0.01488 0.01531 (*) 0.02658
RPM*TﬁMPERAThRA (025)|-0.00425 0.05735 (%) 0.04187
RPM*UMIDADE (of,) -0.00901 ‘ 0.05761 (%) 0.0
TEMP.*UMID. (aZ,) 0.41361 0.53977 (%) 0.40302
_ERRO(JQ) | 1 0.33470 0.23585 (%) 0.33717

(*) O processo numérico para encontrar os estimadores de maxima ve

rossimilhanga nao convergiu.

- Para o cdlculo das estimativas foram utiliza-
dos prdcedimentos do SAS (Statistical Analysis System) e BMDP (Bio
medical Computer Programs), através do computador IBM/370-155 do

Instituto de Pesquisa Energética e Nuclear (IPEN).



109
APENDICE

Os lemas apresentados a seguir sao utilizados
no desénvolvimento dos estimadores de componentes de variancia do
tipo MINQUE e MIVQUE.

i i ~ .
‘ Usaremos, como notagao, para as matrizes de pro

jegao no espago-coluna de X, segundo as normas x'Iy e x'V—ly, as

matrizes P e'P,, dadas por P=X(X'X) X' e PV=X(X'V-1X)-X'V—1.

Apenas para simplificacgao usaremos nos lemas,
matrizes sem'especificacdo de suas dimensces, ficando claro que es
sas dimensoces sao tais que, as operagoes entre as matrizes  podem
ser efetuadas.
LEMA 1: Seja Cl.

; H

e tr(av;] = a,,

a classe das matrizes simétricas, nAn’ com AX = ¢
i=1,...,k+1l, onde V. sao matrizes simétri-

cas, positivas, semi-definidas.
Entdo, para A e Cy, min tr[AA] é obtido em:

k+1
A% = I AQV4Q
i=1

! onde Q=I-P e os A8 sao solugoes das equagoes

k+1
CoLE M tr[QViQVs] = ay » 3=l,... kel

Tooi=l

Prova:
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1) A-,'gX

3]
n oM+

A QU QX = ¢

k+l k+1
2) triAsV. [=tr| £ A.QV.QV.|= I A.tr|QV.QV. (= a.
) e AV ] E 1QV;QV5 LR [Q 1QV3] a;

3) Seja uma‘solugao alternativa dada por Ax+D, com D

simétrica, e tal que
(A,~=+D)X=¢ =>DX=¢ => X'D=¢ =>PD=¢ =>QD=D

tr[(A*+D)Vj]=aj => tr[A*Vj]+tP[DVj]= a5

=> tr[va] =0, 321, ... k1.

tr [(A%+D) (A%x+D) ] =tr [A#As]+2tr [AxD]+tr [DD] .

A;te[Dv,] =0

k+1 k+1
1=1

Mas, tr[A*D]= tr(i§lAiniQD .§

Portanto, tr[(Ax+D)(Ax+D)]=tr [AsAx]+tr [DD]>tr [AsAx],

ou seja, tr[AA] atinge o minimo para A=Ax.

LEMA 2: Sejam A € Cl e V. uma matriz positiva definida.

. Entao, min tr[AVAV] & obtido em

! k+
: Agr = .Z

1

l f

o=l -1
A QuV TV

1
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'

onde Qy=I-Py, e os Als sao solugoes das equagoes:

1

-1 _ .
v,V vij] = a. =1, .. k+1

-
s tr[QVV 5

Prova:

V & positiva definida e portanto, existe uma

{ o . ‘ - - =
matriz G, nao singular, tal que V=G'G e V 1=G lG 1t

Podemos definir:

B=GAG' ,

-l -1
. ; Wi—G VlG 9
_1
Y=G 1 X .

0 projetor ortogonal no espago-coluna de Y e
dado por:

i

1 1_,-1

_‘I - - 1] - - -
¢ v xre tg xexrv iy Txre™t

| ) N )
Py=Y(Y'Y)TY'=G L'x(x'c

? Chamemos QY=I—PY .

Temos:

- \
a) BY=GAG'G Y'X = GAX=¢ . .

' b) tf[Bwi}=tr[GAG'G_l'ViG_1]=tr[AVi]=a. i=1,...,k+1

l,

Ent3o, a matriz B satisfaz as condigdes do le-

ma anterior e min tr[BB] & atingido em:
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B:':% =

k+1
LA QyWsQy
i=1

e os Ais sao solugaes de

{
k+1

i=)

A tr[QYw QY ] o= 3=1l,...,k+l

Mas tr[BB] = tr[GAG'GAG'] = tr[AVAV].

G .

" Assim, min tr[AVAV] & obtido quando:

K+l
B*=GA*G = % )\i
i=1

k+l

ouAgz I A [y'l—v"1X(X'V’IX)'X'V'l}vi[§

i=l

k+1 k+1 -1
= I AV T, na =3 A QUV VYT 14
oy v VT v v
e os Ajs sdo solugles de
k+1
SR [QYwiQij] )
ket S TUCS TS LS RN, KU, U, J
= LN tr[kI-G X(X'VTX) X'6TIE T V6T (IS XXV XIET6
i=1
k+1 ’
= I A tr[}v Ly Yxaxv o xw by, vy xeey ™o x'v‘l)vj} -
i=1

|

-1t - - 17 27 - - - - -
[I—G Yyaxovioxre l]e A 1[1—@ Lyaxv o xre 1]

_1—V-1X(X'V—1X)_X'V-l} -

!V G—
3



113

k+1
= I X tr[Q'V
i=1 * v

-1, -1 .
V.V vij} =ay 5 3=l,... kel

LEMA 3: Sega 02 a classe das matrizes simétricas, nAn’ tais que

. X'AXs¢ e tr[AV.] = a;

i i=1,...,k+1.

Segam U=I+2r2XX', onde r € uma constante, e uma matriz L,
. tal que L'UL=A, com A diagonal de elementos 61,...,6n e
LL'=1.

Entao, para A € C,, min tr [AUA] & obtido em:

k+1 k+1
| =L .U. LN .U. '
1 Ag=L i§1 AlUl L'-PL i§l AlUl L'P ,

onde P=X(X'X) X' e Us € a matriz cujo elemento rs é dado
(L'ViL)rS

por TE—i 5y’ onde (L'ViL)rS denota o elemento rs da ma-
r s

triz L'V.L, e os Als sao solugoes das equagoes

k+1 k+
. tr|L| I AU, L'V.-PL| =
i=1 J i=

Prova:

A matriz U & simétrica, e portanto existe uma
matriz L, ortogonal que a diagonaliza, isto e, L'UL=zA, com A diago

nal e L'L=LL'=I.
Tomemos uma matriz alternativa para A,.

Essa matriz pode ser escrita como Ay+(T-PTP)
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para alguma matriz T, tal que

: tr[(T-PTP)vi] = 0, para i=1,...,k+l

Entao,

r[(A*+T—PTP)U(A*+T—PTPﬂ
= ﬁ*[A,,:[LAMA*U(T—PI‘P)+(T—PI‘P)UA*+(T—P’I‘P)U(T—P’I‘P)}
Temos:
a) trEA*U(T-PTP)]+tr[(T-PTP)UA*] =

= tr[A*U(T PTP)+UA . (T~ PTP)} =

k+1 k+1
= 5 ﬂ L'U(T-PTP)+PL z AiUi L'PU(T-PTP) +
i=1
k+1 k+1
+UL ' A,U.] L'(T-PTP)+UPL L A:;ULJL'P(T-PTP) | =
i=1 *t 1 i=1 3

k+1
=z k-{tr[(LU-L'U+ULU.L')(T-PTP)+PLU.L'PU(T-PTP) +
i=1 1 1 1 1

+UPLUiL“P(T-PTP)]}

b) tr[(LUiL'U+ULUiL')(T—PTP)} =

= tr[L(UiL'UL+L'ULUi)L'(T—PTP)J =
1

z tr[L(UiA+AUi)L'(T—PTP)] =

= tr[LL'JiLL'cT;PTP)] = tr[vi(T—PTP)] = 0.
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|
c) PU=UP e portanto

PLUiL'PU(T-PTP)=PLUiL'UP(T-PTP)

Logo,
| !

tr[PLUiL'UP(T-PTP)-=tr[LUiL’UP(T—PTP)P]

-

= tr[LUiL'UCPTP—PTP)"= 0, e

-

"

tr[UPLUiL'P(T-PTP) =tr[PULUiL'P(T—PTP)]

= tr[ULUiL'(PTP-PTP)’ = 0.
Obs.: Na verdade, qualquer que fosse a matriz C usada, teriamos:
tr [PCPU(T-PTP)] = O

Portanto

tr[(A*;T-PTPSU(A*+T—PTP]=tr[A*UA*]+tr[(T—PTP)(T—PTP)],

ou seja, A, € a matriz que minimiza tr[AUA].

2

LEMA 4% Seja U=V+2r“XX', onde V é positiva definida. Entéo, para

A e C,, min tr[AUAV] é obtido em:
a .
k+1 k+1
A,=N I A:;U.|N'-P!N I Xx;U. | N'P, ,
So\dar 2 Viliaa t 3 v

onde N é tal que N'VN=I, N'UN=A, A=diag{61,...,6n}, e U
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(N'ViN)rs 5 5
e uma matriz cujo elemento rs € ————— , e 08 Ais sao solugoes
r f (6_+68 )
~ r s
das equagoes:
[ [ ¥+1 ‘ k+1 .
‘ 1y, ~-p! . ! . =a. 1=1,... .
tr|N _§ AiUi N Vj PVN .§ AlUi N PVVJ aj, j=1, SK+1
i=1 i=1
|
Y Prova:

t . Como V & positiva definida, existe uma matriz

_ - — )
nao singular, G, tal que V=G'G e V l=G lG 1 .

Definindo:

B=GAG' ,

W.=G ViG 1, temos

1

- - 1
y'By=x'c leac'c™t X=X'AX=¢.

. =11 -
to B J=tr[eAG'e ™ V6T =t AV ] = ay, isl,... kel
Portanto,
tr [AUAV]= tr [A(V+2rXX")AV] =
= tr [AVAV+2p2AXX'AV] =
= tr[AG'GAG'G]+2r tr [AG'YY'GAG'G] =
= tr[BB]+2r’tr [BYY'B] =

= tr[B(I+2r’YY")B] .
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b | Logo, B satisfaz as condigoes do lema anterior

2

e assim existe uma matriz L tal que, L'(I+2r°YY')L=A, A diagonal e

L'L=LL]=I. .

Entao, min tr{E(I+2r2YY')B], € obtido em

k+1 k

- +1
Be=L | Z A.U.] L'-P,L| I A,U.]|L'P_ ,'
i=1 171 Y i=1 171 y
1
(L'W,L)

onde Py=Y(Y'Y)'Y' e (U)) = —=—F2 , e para tr[AUAV],
. ‘ ¢ (8 + 8 )
i r s

temos:
i
.
o1 kil ya—l! -lY vy Ty kil 1 vy vt -1'
A,=G "L L AU, JL'G ~ -G Y(Y'Y) Y'L{ £ AU, )L'YY'Y) Y'G ™.
iz *t % j=1 1
Chamando N=G—1L, obtemos:
t
k+1 1 _ _ - k+1 ot
AN Toaus ) N-gTieT xexrvTioTxe T | AU et x.
. ivi . 171
i=1 i=1
|
- — - _‘l
xvhoTxe et -
k+1 -1 1= k+l - -1
=N T A:U.)] N'=V *X(X'V "X) X'N I AU N'X(X'V XY X'V =
‘ . ivi . i1
: i=1 i=]1
k+1 k+1
- topt ‘U. 1 .
=N iil A Ul N PVN iEl llUl N PV
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Temos, ainda:

Tun ' -1' 1 -1 — 1 -
1) N'VN L'G G'GG "L = L'L = I.

2) N'UN = L'+ 2yx1ye”iL =

1
(V+2r

-7t -
| 1 | L'e™t (g'er2revye)e i =

2

L'(I+2r°YY'")L = A.

_ (L'wiL) s
| L 3) 0 elemento rs de Ui e ———————E—, mas
(6r + ds)

-1

L'W.L=L'G +
i .

1 -—
VG L=N'ViN, e portanto, o ele

|
(N ViN)rS

mento rs de U e dado por — ——== ,
(Gr + 68)

k+1 k+1
1 - 1 - S =
u)€tr L fi§1 AiUi L wj PYL iillkﬁg' L Rﬂ% -aj,j 1y...5k+1.

k+1

.k+1 -1 -1 - - _7! -1
telLf £ AU LGS VLETT-Y (Y'Y TY'L AU | LYY YT VLG = as,
is1 ] is1 7t ] ]

j=1l,...,k+1l, cujo desenvolvimento resulta em:

k+1 k+1l
1 _pt 1 = . = .. .
tr|N ) %iUi N Vj P'L E AiUi L PVVj aj s J1=1, sk+1

Portanto, min tr[AUAV] e dado por
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k+l k+1
Al=N | I A.UL | N'-PIN| I ALU.] N'P
21 1 v jz1 % V>
onde os Als sao solugoes das equagodes
k+1 k+1
: 1 D! 1 - (.
tr|N iil AjUg | N'V-PON iil AUp | N'PyVL L = as, 31,0000kl

TEOREMA 1: (Rao, 1973, pag.3l7):

Seja Py a classe de medidas de probabilidades
sobre o espago amostral de observagoes Y, indexadas pelo parametro
8 € ©. Seja g(6) uma fungao de 6, e sejam Fg e FO a classe de esti

madores nao tendenciosos de g(6) e a classe de todas as fungoes cu

ja esperanga é zero, respectivamente.

Para um estimador Tg € Fg, temos E(Tg/6)=g(e),

¥8 € 0, e para TO £ FO, temos E(To/e):O, ¥6 € 0.

Unma condigao necessaria e suficiente para que
um estimadbr‘Tg € Fg, com var(Tg/eo) < o, tenha minima variancia

para 6=60, e cov(Tg,To/eo):O para todo T, e Fg, tal que wmﬂib/ed)<w.

t
Prova:

1) Necessidade:

Seja Tg € Fg de minima variancia. Entao, para

qualqu?r outro estimador Té € Fg, temos:
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1 > .
var(Tg) var(Tg)

Tomemos um estimador (Tg+ATO) € Fg, onde

|

T eF_eXe [O,—2cov(Tg,To/60)/var(To/So)].

Para algum a €[0,1] podemos escrever:

’ | . -2a cov(Tg,To/eo)

var(T /6 )
o' 7o

! v Mas

- 2 -
var(Tg+lTo{90)evqr(Tg/eo)+A‘ var(TO/Go)+2Acov(Tg,TO/GO) =

2 .
2
La [cov(Tg,To/eo)] var(To/eo)

=var(Tg/60)+ 5
[var(T /0 )]
o' o

' 2
ta [cov(Tg,To/eo} i

f - =

var(TO/eo)

2
& ‘ (uaz-ua)[ﬁov(T,,To/G_)}
L var(.'I‘g/eo) + 8 g ° < var(Tg/Go).

var(To/eo)
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‘ 2 - . oa -
Como Uta“-U4a < 0 e Tg ¢ de minima variancla, e

cov(Tg,To/Bo) = 0.

2) Suficiéencia:

Sejam Tg € Fg e To € FO, tais que cov(Tg,To/Bo)=O

e var(Tg/eo) < », Entao,

E(TgTo/eo)-E(Tg/eo)E(To/ao)=O => E(TgTO/GO)=O.

Suponhamos um outro estimador qualquer T'e Fg,

com var(Té/eo) < o, Entdo (Tg—Té) e F, e portanto,

E

E

ETg(Tg—Té)/eo] = 0, ou

T T /o
L"g’g o

T T /8
l"g’g ©

T T /6 ]
L'g’g ©

-

4

E[TgTé/eo} = 0

= EETgTé/@O]

E[Tg/eo]E[Tg/601=E[TgTé/eo]-E[?g/eo]E[Té/eo]
(pois E[Tg/GO]=E[Té/BO]).

Entao,

var(Tg/eo) = cov(Tg,Té/eo).
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Mas,
“cov(T _,T'/6_) var(T /0 ) 1/2
p = g g © = g o )
[var(Tg/eo)var(Té/eo)]1/2 var(Té/Go)
e portanto,
[var(Tg/eo)]l/z - var(Té/eo)}l/z , ou

- 2 1 1 . 2
var(Tg/GO)—p var(Tg/eo)<var(Tg/eo), pois 0 < p* < 1.

Logo, var(Tg/eo) e minima.
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