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INTRODUGAO

Nestas notas apresentamos um estudo da teoria algébrica
de formas quadraticas sobre corpos quaisquer, com vistas a ob-

ter alguns teoremas de classificacgado.

Este trabalho baseia-se fundamentalmente nos artigos de
Elman-Lam [5] para corpos de caracteristica diferente de 2 e

Sah [12] para corpos de caracteristica 2.

No Capitulo I, introduzimos apenas aquelas nog¢les e resul-
tados basicos sobre formas quadraticas, necessarios a compreen-

sao do texto.

No Capitulo II estudamos a algebra de Clifford de um espa-
¢o quadratico, e seu centro. Estabelecemos as condigdes sob as
guais uma algebra de Clifford é centfal simples. Utilizando os
resultados obtidos com este estudo, introduzimos os invariantes

de Arf e de Witt.

O Capitulo ITII & totalmente dedicado ao estudo de corpos or
denados e pytagoreanos. Aqui nos baseamos gquase que - exclusiva-

mente nos resultados do Capitulo 8 de [6].

Finalmente no Capitulo IV apresentamos os teoremas de clas
sificagdao para formas quadraticas. Trata-se de alguns teoremas
que caracterizam os corpos sobre os quais formas quadraticas sao

classificadas mediante um conjunto de invariantes dado.



CAPITULO I

ESPACOS QUADRATICOS

§1. PRELIMINARES

DEFINICAO 1.1.1.Sejam F wum corpo e V um F-espaco vetorial.
Dizemos que uma fungao gq : V - F & uma {oama quadratica se:
(i) gq(asv) = uz-q(v) para todo o em F e todo v em V. (ii)
a funcgao Bq : V. x V> F tal que Bq(X,Y) = g(x+y)-q(x) - g(y)

para todo x,y em V, & bilinear.

A fungao Bq sera chamada de foama bilinear associada a g
e o par (V,q) serd dito um espaco quadratico, também denotado
por (V,Bq).

-

DEFINIGAO 1.1.2. Sejam (V,qg) um espago gquadratico e Bq a bi

linear associada a g. Dizemos que o espago gquadratico (V,qg), ou

a forma quadratica q, & nao sdingular se dado x € V tal que
Bq(x,v) =0 para todo v em V, entao x = 0.
Em todo o texto consideraremos apenas formas quadraticas

ndo singulares; ou seja, o termo forma quadratica (resp. espago
quadratico) significara, em tudo que se seguira, forma quadrati

ca nao singular (resp. espag¢G quadratico nao singular).



DEFINICAO 1.1.3. Sejam (Vl,ql) e (V2,q2) dois espagos quadra
ticos sobre um corpo F. Dizemos que (Virq;) & dsometrico a
(V2,q2) e donotamos (Vl,ql) = (V2,q2), ou simplesmente d; * 9y
se existe um isomorfismo de espacos vetoriais o : v, VY, tal
que q; =g, o o.

E facil ver que ~ & uma relagdo de equivaléncia e a classe

de equivaléncia de gq & o conjunto das formas quadraticas do

tipo g o o , onde o0 € Aut(V).

Outra observagao que pode ser feita & que se (Vyr9y)=(V,,q,)

entao dim q, = dim dyr onde dim q; : = dim V O que nos mos-

1
tra que a dimensao de um espago quadritico & invariante por iso

metrias.

DEFINIGAO 1.1.4. Sejam F um corpo, (V,g) um espago quadratico
sobre F e de F° . Dizemos que g representa d se exis

te v € V tal que g(v) = d.

E claro que se a e g, sao duas formas quadraticas,
9 49, € q representa d entdo g, representa d, ou se-
ja, o conjunto D(q) dos elementos de F° representados pela

forma quadratica g depende apenas da classe de isometria de g.

Se a,d€ F° e q & uma forma quadratica sobre F entao
d € D(g) se e somente se a2 +d € D(gq). Com isto vemos que D(q)

- ~ .« ;a2
e uma reuniao de classes de F/F .

Introduzimos agora o conceito de soma direta ortogonal entre



espagos quadraticos.

Se (V,qg) € um espa¢o quadritico e . ViV, €V, dizemos

que v, e ortogonal a V,s segundo Bq, se Bq(vl,vz) = 0.

DEFINIGCAO 1.1.5. Sejam (Virq;) e (V,,q,) dois espagos quadra
ticos sobre F. Definimos a soma direta ortogonal de (Virqq) e
(V2,q2), e denotamos por (Vl,ql) 1 (V2,q2) como sendo O espa-
¢o quadratico (V,q), onde V = v, eV, e alx; + x,) =

= ql(xl) + qz(xz) para todo x; € Vi , i =1,2.

Neste caso escreveros q = q 1 9, e dizemos que q; (ou

q,) & uma subforma de q. A bilinear Bq associada a g & tal

que Bq(xl + X0 ¥y + y2) = Bq (xl,yl) + Bq (x2,y2) para todo

1 2
S P i1 i i =
XYy Vi’ onde qu e a bilinear associada a q;r 1 1,2.
i = [ i = .
Com isto vemos que Bq(xl’XZ) 0 para todo Xy Vi’ i 1,2;

ou séja, todo vetor de Vl e ortogonal a todo vetor de V2, se

gundo Bq. Dal o nome de soma direta ortogonal.

E facil ver que se q e g, sdao nao singulares entao
q 1 a, tambem o €. Alem disso se (Vl,ql) = (Vi,qi) e
(Vzlqz) = (Vélqé) entao (Vl:ql) 1 (Vzlqz) = (Virqi) 1 (Vé,qé) r

ou seja, a soma direta ortogonal & preservada por isometrias.

-

Se F & um corpo de caracteristica diferente de 2, V e

um espago F-vetorial de dimensdo 1 e g & uma forma gquadrati

ca definida sobre V tal que qg(v) = a, onde V = F -v, entado

a€F e g sera denotada por (a) , ou seja, g(a-.v)=a-a



para todo o € F. Com isto vemos que <(a) = (b) se e somente
se a-+b € F'2.

Por outro lado, se car(F) =2 e V & um F-espago veto-
rial de dimensao 2, podemos encontrar AL eV tais qgue
q(vl) = a , q(v2) =Db e Bq(vl,vz) =1, a,b€F e V = Fvl+
+ sz . Neste caso g sera denotada por [a,b] , isto e ,

_ 2 2
q(xlvl + ylvz) = ax; + x1y, + byl, para todo Xyry) € F.

LEMA 1.1.6. Sejam F um corpo, q uma forma quadratica sobre F
e d €F. (i) Se car(F) # 2 entao d € D(g) se e somente se
existe uma forma quadratica q, tal que gq = (d4) 1l q; - (ii) Se
car(F) = 2 entao d € D(gq) VYV {0} se e somente se existe CcEF

e uma forma quadratica q; tal que gq = [d,c] L q; -

DEMONSTRACAO. (i) E 1b6gico que se gq = (d) 1 q, entao d€D(q),
pois d # 0 devido ao fato de g ser nao singular, e q re-
presenta d pois (d) representa d. Por outro lado,se d€ D(q)
entao existe v € V tal que g(v) =d. Se dim V =n > 0, po-

demos encontrar \Q"”’Vn € V tais que V =Fv -+Fv2-+...-+Fvﬁ

a,
i .
= ' = v, - =V e assim teremos
Se Bq(vyvi) a;s fazemos vy vy 3
Bq(vyvi) =0, i=2,...,n e V =Fv + Fvé + ... + FVA.Fazemos
vV, = Fv) + ... + Fv! . Desde que q]v é uma forma quadratica

sobre Vi, chamamos esta de q, e assim teremos q = (d) 1 d -

(ii) Assim como no caso anterior, se car (F) = 2 e

g =~ [d,cl L g, entdo 4 € D(q)V {0}. Suponhamos 4 = q(vl) para



algum v, € V. Desde que Bq(vl,vl) =0 e g & n3ao singular,
entao existe v, € V tal que Bq(vl,vz) =1, Sejam c = q(v,)
e V =Fv, +Fv, + ...+ Fv . Se Bq(vl,vi) =a, e Bq(vz,vi)
= bi , 1 =3,4,...,n , sejam vi =V, + a;v, + bivl’ i=3,4,...,n.
Fazendo v, = Fvé + ...+ Fé teremos V = Fv, + sz + v, e
toda combinagdo linear de v, e v, € ortogonal, segundo Bq,

a todo vetor de V

;- Fazendo gq; = q]vl , temos q = [d,c] 1 gq;.

Se F @ um corpo de caracteristica 2 entdo nao existe es-
pago quadratica (n3o singular) de dimensdao 1 sobre F, pois se

g e uma forma quadratica sobre F entao Bq(v,v) = 0.

Baseado nesta observagao e no lema acima demonstrado, po-

demos provar o seguinte resultado:

COROLARIO 1.1.7. Sejam F um corpo e g uma forma quadratica

sobre F. (i) Se car(F) # 2 e n = dim q, entao existem
dl,...,dn € F tais que g = (dl) L ... 1 (dn>. (ii) Se
car(F) =2 en=dimg entdo n=2 m e existem dl,..., dm ’
CyreverCp € F tais que g = [dl,cll O | [dn,cn].

DEMONSTRAGAO. A demonstracdo deste coroldrio se faz por indugao so

bre n = dim g e & uma consequéncia imediata do lema 1.1.6.

A forma quadratica (dy L ce. L@ sera também denotada

por <al,...,an) .

DEFINICAO 1.1.8. Sejam (V,qg) um espago quadratico e v € V.



Dizemos que v & A{s0tropico se v #0 e g(v)=0. Se q(v) #0

dizemos que v & andsotropico.

Dizemos que (V,q) @& um espago quadratico isotropico, se
este contém algum vetor isotrdpico. Caso contririo dizemos cue

este & um espaco quadratico anisotropico.

Tais conceitos se aplicam, de modo natural, as formas qua-

draticas.

PROPOSICAO 1.1.9. (i) Se F & um corpo de caracteristica 2 e
g & uma forma quadratica sobre F, com q = [1,d], entdo q &
isotropica se e somente se d € {(F) = {x2-+x, X € F*}. (ii) Se
9, € g, sao duas formas quadraticas sobre um corpo F de ca

~

racteristica 2, com q; = 1,c] e d, = [1,d] entao qll q2

('

k4

[0,0] 1 [1,c+d] ; (iii) Se F & um corpo gqualquer e q
uma forma quadratica de dimensao 2 sobre F entao g €& isotrdo
pica se e somente se g = (l1,-1) se car(F) # 2 ou q = [0,0]

se car(r) = 2.

DEMONSTRAGAO: (i) Se d € {X(F), & claro que [1,d] & isotropi-
ca. Por outro lado, se [1,d]l & isotrdpica entdo existem
x,y € F° tais que x2 + xy + yzd = 0. E assim temos 4 = (x/y)2

+ (x/y) € F).

(ii) Sejam Vl = Fx + Fy e V2 = Fz + Fw 0Os espagos ve-
toriais sobre os quais 9 € gy respectivamente, estao defi-

nidas. Fazendo q = q; 1 d, s O espago vetorial sobre o qual



esta nova forma quadratica estad definida € V=Fx+Fy+Fz +Fw e
a forma gquadratica gq & tal que q(x)=qﬂz)=qugy)=Bq@,w) =1,

= ’ = d B ’ = ’ = ’ = R =0.
q(y) c q(w) e q(x z) Bq(xw) Bq(y z) Bq(yw) 0

Nestas condigOes podemos ver que:

(Fx+Fy) 1 (Fz Fw) = (F(x+2z) + F(dx+dz+w)) 1 (Fx+F(y-w)) ,

ou seja, [1,c] LI [1,d] = [0,0] 1 ([1,c+d].
(iii) E claro que se q = (1,-1) ou g = [0,0] quando
car(F) # 2 ou car(F) = 2 respectivamente, entao q & isotré

pica. Se car(F) # 2 e g & uma forma quadradtica sobre F com

dim q = 2 entdo existem a,b € F° tais que gq = (a,b) . Desde

gque (a,b) & isotrdpica podemos supor b = -a , ou seja,
qg=> (a,-a) . Visto que D{a,-a)) = F°', entao podemos supor
g =(1l,c) para algum c € F~ (cf. 1.1.6(i)). Novamente, pelo
fato de (1,c) ser isotrOpica, podemos supor ¢ = -1l. Se
car(F) = 2 e g @& uma forma quadratica isotrdOpica com dim g=2,
podemos supor q = [0,c] (cf. 1.1.6(ii)). Se V = Fvl+Fv2 com
q(vy) =0, q(v2) =c e Bq(vl,vz) = 1, fazemos vé = v, +cv;

— ' —_ ' = =1, .
e teremos V = Fv; + Fv, com q(vl) q(vz) 0 e Bq(Vl,VZ) ’

ou seja, g = [0,0], e isto completa nossa demonstragéo.

Se (V,q) @& um espago quadratico isotrdpico de dimensao 2,
entdo dizemos que (V,q) & um plano hdiperbolico e o denotamos pPor
H, ou seja, M =~ (1,-1) se <car(F) # 2 e IH = [0, 0] se

car (F) = 2.



Seja (V,g) um espago quadratico. Se (V,q) ~ IH L ... 1
(n-vezes) entao escrevemos (V,q) = n.IH e dizemos que (V,q) & um
edpaco hipenbolico.

Vale a pena mencionar que se (V,q) €& um plano hiperbdlico

entao existem vetores ViV, € V com q(vl) = q(vz) = 0 e
Bq(vl,vz) = 1, independentemente da caracteristica do corpo F.
Alem disso, se (V,qg) & um espago quadratico sobre F, entao
(V,q) 1 (Vl(—l)'q) ~ne+IH, onde n =dim q e por (-1l)-q en-—

tendemos a forma quadratica definida scbre V tal que ((-1)qg) v)

=q(v) , Vv € V.

DEFINICAO 1.1.10. Uma forma quadratica q & dita undivernsal se

D(g) = F° .

Um exemplo evidente de forma guadratica universal & o pla-

no hiperbdlico.

Se (V,q) & um espago quadratico e U C V, dizemos que U

& totalmente Lsotnopico se q(u) = 0 para todo u em U.

TEOREMA 1.1.11. Se (V,q) & um espago quadratico, entao: (i) to

do subespago totalmente isotrdpico U C V, de dimensao r >0

estd contido em um subespago hiperbdlico T C V de dimensao

2-r. (ii) g @& isotrdpica se e somente se q = IH 1 q; e

(iii) se q & isotrdpica entdao g & universal.

DEMONSTRACAO: E claro que (i) = (ii) e (ii) == (iii). Logo -

sO precisamos mostrar (i), fato este que serada feito por indugao

sobre r = dim U. Se r =1, temos U = Fu e Vl==Fvl+...+ Fvn,



com V = Fu + Vl’ g(u) =0 e Bq(u,v) = 1 para algum v € Vl'

Sem perda de generalidade, podemos supor Vv = vy- Se B (u,v,)=
q i

=a, fazemos vi =V - aivl y, 1= 2,...,5 e ainda teremos
V=F u-+Vi , onde i = Fvl + Fvé + ... + Fyé. Se Bq(vl,vi) =
= bi’ fazemos v; = vi - biu , 1 =2,...,s e teremos
V = Fu + Fvl + FVE + ...+ Fvg com Bq(u,vl) =1, Bq(u,v;) =
=Bq(vl,v;) =0, 1i=2,...,s. Neste caso podemos considerar
(V,q) = (vy,q,) L (V3,q3) onde V, = Fu+Fv,, Vy=Fvi+ ...+ FV.,
q, = q]v2 e q, = qlv3 . Desde que (V,,q,) & um espago qua-
dratico isotropico de dimens3o 2 ent3o (Vz,qz) ~ H (cf. 1.1.9
(iii)).

Suponhamos r > 1. Sejam U = Fu,+...+Fu_ e V =FV1+...+FV

1 r 1 [
de modo que V = U + Vl r g(u) =0, Yu €U e thﬁ!vl) =1 .
Se Bq(ul,vi) =a; o fazemos vi =V, - aivl sy 1 = 2,...,8. Se
Bq(vl,ui) = bi , fazemos ui = ui--biul , 1 =2,...,3; de modo
gue teremos V = Fu, + Fué + ...+ Fué + Fvl-+Fvé + ...+ Fvi .
Se Bq(vl,vi) = cy fazemos v; = vi - cu e teremos (V,q) =
= (V2,q2) 1 (V3,q3) onde V2 = Ful + Fvy o V3:=Fué +...-+Fu£ +

[0}

Fvh + ... + FVl , g, = qlv2 e q3|v3 - Desde que (V,,q,)

um espaco quadratico isotrOpico de dimensao 2 entao (Vz,qz) ~ TH.
Visto que V3 contém um subespag¢o totalmente isotropico de di-
mensao r-1, aplicamos a hipotese de indugdo para concluir a de

monstragao.

COROLARIO 1.1.12, Se g & uma forma quadratica sobre F entao



g admite uma unica decomposigdo ortogonal, a menos de isome-

trias, do tipo q = q_ | 9y - onde q € anisotrodpica e é

a qy

hiperbdlica.

DEMONSTRACAO. A demonstragdo serd feita por indugdo sobre n =
= dim g. Se n=1 ou se n>1 e g & anisotrOpico o resultado & imedia
to. Assim suponhamos n > 1 e g isotrdpica. Neste caso
q = M1 gy (cf. 1.1.11(i1)). Aplicando a hipStese de indugdo so
bre dim q;r Vemos que g *n-IH ! g , onde q_ & anisotrdpi
ca. Com isto teremos provado a existéncia da decomposic¢do. Pa-

ra mostrar a unicidade, precisamos do seguinte

TEOREMA 1.1.13. (do cancelamento de Witt). Sejam 9,9, e 9,

formas quadraticas sobre F. Se gl dq, = g 1 q2 entao 94 :qz.

Se q & uma forma quadratica tal que q = q, l n-H e
q = qé 1 me+«IH onde 9, € qé sao anisotrdpicas e n <m en
tao, pelo teorera acima, q, = (m-n)IH 1 q;. Visto que Iy

anisotrépica, concluimos que m = n, ou seja, a unicidade do co

rolario 1.1.12 fica demonstrada.

Antes de demonstrarmos o teorema 1.1.13, vejamos alguns re

sultados auxiliares.



LEMA 1.1.14. Sejam (V,q) um espago quadratico e U um subespacgo
~ . . , -~ 1
nio nulo de V. Se qu € ndo singular entdo V = U ® 7, onde

7 = {x € V; Bq(x,u) = 0, VYu€ U}.

DEMONSTRAGCAO. A demonstracao deste resultado se faz wutilizando

o mesmo raciocinio usado para a demonstragao de 1.1.6.

Dados um espago gquadratico (V,q) e U um subespago de V,
nas condig¢bes do lema acima, O subespago UJ' serd chamado o

complemento orntogoral de U.

Sejam (V,qg) um espago quadratico e x,y € V tais qgue
q(x) = Bq(x,y) = 0. E facil ver que a fungao E(x,y) :V >V tal
que E(x,y)(z) =z + Bq(z,x)-y - Bq(z,y)-x-—q(y)-Bq(z,x) . x e

uma isometria.

LEMA 1.1.15. Se (V,qg) &€ um espago quadratico tal que vV =

(Fel + Fez) 1 Vl = (Fw

=1 e q(ei) = q(wi) =

+ Fw2) 1 V2

, i =1,2 entao existe uma isometria

1 com Bq(el,e2)=Bq(wl,w2)
0

8 : V>V tal que e(el) =w, e e(ez) =Wy

DEMONSTRACAO. Seja w, = ae; + Be, + u, com u€ Vi, o,B € F.

Se o =8 =0 entao existe 2z € v, tal que Bq(u,z) # 0, pois
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'
l+8 e2 +

+ ui com u' € Vi e a' # 0. Assim podemos supor w, = ae; o+

+ Be, +u com u€ Vi e «a # 0. Logo a isometria E(ez,a—lu)

1 1 © B = a—lq(u). Seja P(a) : V. »>V tal
-1

que P(a)(el) = ae; P(a)(ez) =a e, e P(a)(z) = z para

todo =z € Vl' A aplicagao P(a) & uma isometria e B =

= E(ez,a-lu) o P(o) & uma isometria de V em V que leva e

d € nao singular. Neste caso teremos E(e;,z) (w)) =a'e

leva e, em o w

1

3 & W =

YA € F. Desde que Bq(wl,w) =1,

em wy. Agora sejam w = o(ez), vV = (le + Fw) L V

= Yw; + Au + t, com t € V3,
temos XA =1 e g(t) = - y. Um simples calculo mostra que
E(wl,t)(w) =w, e E(wl,t)(wl) = Wy . Finalmente, fazemos

B = E(el,t) o E(ez,—a—lu) o P(a) e o problema esta resolvido.

TEOREMA 1.1.16. Sejam (V,q) e (Vl,ql) espagos quadraticos
sobre F, com v, © V e q; = q]vl. Se 6 : (Vl,ql) + (V,q) &

uma aplicagao F-linear tal que ql(x):=q(6(x)) para todo x € vy

entdao existe uma isometria o¢ : V - V tal que OIV = 0.
1
1 .
DEMONSTRAGCAO. Fazemos (V,q) = (vl,ql) 1 (vl,ql) e assim te-
1

-

1 (vl'ql)’ onde H{(Vl) = (dim Vl)sIH. Se 0 : Vl-+ V e tal
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que ql(x) = gq(6(x)) para todo x em vy entao B' = 6 @&

® Id(vl’_ql) : (Vqul) 1 (Vl,—ql) + (V,q) L (Vl,-ql) também sa

tisfaz a equagao acima. Agora uma extensio §°' : (V,q) |1 (Vl,—qﬂ

+ (V,q) L (Vi»-q;) de 6' induz uma extensdo 6 de 6 visto

< . .
que 6 ,(Vl'—ql) = Io(vl’_ql). Asim sendo, podemos supor gque

(Vl,ql) = n-IH. Neste caso a demonstragao serd feita por recor-

réncia sobre n. j = =
Sejam (Vl,ql) IHl.L... 1 IHn onde IHi ~ TH,

i=1,...,n e 6 : (Virg;) + (V,q) € tal que a; (x) = q(6(x))

Vx € Vl' Neste caso o lema 1.1.14 nos garante a existéncia de

uma isometria c: V >V tal que o(IHl) = e(ﬂil). Sejam V2
o complemento ortogonal de IHl em V e V3 O complemento or
togonal de G(H{l) em V. Desde que IH2 C V2 e 6(3{2) C V3 ,

podemos aplicar o lema 1.1.13 para garantir a existéncia de uma

isometria o, : V, > V3 tal que Ol(o(IHz)) = B(IHZ). Fazendo

ci = Ide(IHl) 1 o ¢ V - V teremos uma isometria tal que
] — 1 -

Ollﬂill m, e]IHll m, Repetindo este processo n-vezes te

remos encontrado a extensao de 6.

DEMONSTRAGAO de 1.1.13. Sejam X : V I vV, > V1V, uma isome-

triae i :V->Vl1 Vl a inclusao natural. Tomamos

vV->Vi1y e extendemos a para uma isometria

a = Ao i 2



B : VIV, »V1IV (cf. 1.1.14). Desde que Yy = A—lcaB: viv

2 2 2
> V1V, tem a propriedade de Y}V = id, entao Y]VZ 2V, » vy

uma isometria.

o

§2. O GRUPO E O ANEL DE WITT

Seja M(F) o conjunto de todas as formas quadraticas sobre
o corpo F. Se q; 9, € M(F), dizemos que 93 estd relacionada
com g,, e denotamos q; v qy» se existem inteiros nao negati-

vos n,m tais que q; I n'ITH = 9, l m-.TH.

Esta relagao € evidentemente de equivaléncia e o cociente
M(F) /v sera denotado por W(F). Se g € M(F), denotaremos a
classe de g em W(F) por g mesmo, quando nao houver ambigui
dade de notagdo. A soma direta ortogonal pode ser extendida na-
turalmente a W(F) e a classe de equivaléncia dos espagos hiper
bdlicos, a qual indicaremos simplesmente por 0, representa o

elemento neutro para esta operagao.

Se g e uma forma quadratica sobre F e a € F°, indica-

remos por a-*g a forma quadratica tal que (aq) (x) = a-g(x). As

sim sendo, se gq W(F) entao -g (-1)g €& seu inverso aditi-

vo em W(F).
Desde que a soma direta ortogonal & associativa e comutati

va, podemos ver que (W(F),l ) & um grupo, que em geral sera de

notado sd por W(F), chamado o grupo de Witt das formas quadraticas



s0bre F.

Se V & um F-espago vetorial e B : V x V - F & uma fun-
¢do bilinear simétrica tal que se x € V e B(x,v) =0, para
todo v em V, entao x = 0, dizemos que B & uma foima bili-
near nao singular e que o par (V,B) & um espago bilinearn ndo

sdngulan.

Sempre que nos referirmos a um espago bilinear este sera

considerado nao singular a menos que se diga o contrario.

Assim como no caso dos espagos gquadraticos, introduzimos
0 conceito de isometria entre espagos bilineares, ou seja, se

(Vl,Bl) e (V2,B2) sao espagos bilineares, dizemos que (Vl,Bl)

e isometrico a (V2,B2), e denotamos (Vl’Bl) = (V2,B2) ou
Bl = B2 , Se existe um isomorfismo de espagos vetoriais o: Vl >
> V2 tal que B2(o(x),o(y)) = Bl (x,y) para todo x e y em Vl'

Se (Vl,Bl) e (V 2,B2) sdo espacos bilineares, definimos a soma direta
ortogonal de (V. ’Bl) e (VZ,B2) e denotamos por (Vl’B].) 1 (V2,B2), como sen-
do o espago bilinear (V,B), onde V=V, 8V, e B:V~>V é tal que

_ . s e
B(x) +%,,y ty,) = By (%),¥,)+B, (x,,y)) . Assim sendo, a forma bilinear o

tida sera denotada por B, 1 B2 e é caracterizada por B|Vi><Vi = B, e
B(vl,vz) =0, \'1’vi EVi , 1i=1,2,. Emoutras palavras, todo vetor de

Vl e ortogonal, segundo B, a todo vetor de V2.

Sejam (V,B) um espago bilinear e U C V um subespago. A
restricao BlU ~ @ uma forma bilinear simétrica, que pode,ou nao,

ser nao singular. Entretanto, se V = v, tV, e B(vl,vz) = 0 para
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todo v, em V., i=1,2 entao (Vi,BIVi), i =1,2 s3o espa-

¢os bilineares nao singulares.

Se V e um F-espago vetorial de dimensao 1 e B & uma
forma bilinear definida sobre V entao V = F-v e B fica com
pletamente determinada por B(v,v) = a € F° . Neste caso, de-

{b) com ab € F

notamos, B =(a) e se B' = B entao B'

LEMA 1.2.1. Se (V,B) & um espago bilinear e v € V & tal gque

B(v,v) = a # 0 entao existe um espago bilinear (Vl'Bl) tal que
(V,B) = (Fev, ¢(a») 1 (Vl,Bl).
DEMONSTRACAO. Seja {v,vz,...,vn} uma base para V. Se
a,
i .
B(v,vi) = a;: fazemos vi =v, - 3 v, 1i=2,...,n. Com es-

te procedimento obtemos uma nova base {v, vé,...,vﬁ} para V.
= ' ' = 1 —
Fazendo Vl Fv2 + ...+ Fvn e Bl Bkﬁxv concluimos a de

monstragao.

COROLARIO 1.2.2. Se (V,B) & um espago bilinear, entao (V,B) =
=~ cee 1 ., € F°
(Vl,Bl) 1 (V2,B2) onde Bl (al) 1 (an>, al F e

BZ(X,X) =0, VYx € V2.

DEMONSTRAGCAO. A demonstracao deste corolario & feita por indu-

cdo sobre dim V e & consequéncia imediata do lema anterior.

DEFINICAO 1.2.3. Seja (V,B) um espago bilinear sobre F. Dize-

mos que (V,B) & um plLano metabolico se dim V = 2 e existe um
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vetor v nao nulo de V tal que B(v,v) = 0.

E facil ver que se F & um corpo de caracteristica 2 e

(V,B) & um espago bilinear de dimensdo 2, onde B & uma forma

5

bilinear associada a alguma forma quadratica entao (V,B)

plano metabdlico.

Dizemos que um espago bilinear (V,B) & um esnaco metabo-
Lico se este pode ser escrito como uma soma direta ortogonal

de planos metabdlicos.

DEFINIGCAO 1.2.4. Se (V,B) & um espago bilinear e U C V, dize

mos que U & fotalmente {isotropico se B(uj,u,) =0, VYu,,u, €U,

TEOREMA 1.2.5. Sejam (V,B) um espago bilinear, e U CV & um
subespago de dimensdo r > 0. Se U & totalmente isotrdpico en
tao U estad contido em um subespago matebSlico de dimensao 2-r,
de (V,B).

DEMONSTRACAO. A demonstragao deste teorema & idéntica & demons

tragao do teorema 1.1.11(i).

Se (Vl,Bl) e (V2,B2) sao dois espagos bilineares, definimos
o produto tensorial de CVl,Bl) e CV2,B2) sobre F e denotamos por (V ,Bl) ®
® (V2,B2), como sendo O espago bilinear (V,B) onde V = Vl ® V2 e B==B1 ® B2,
com Bl ® B2(xl ® Xy yl ® y2)=Bl(xl,yl)-Bz(x2,y2), in,yi € Vi , 1 =1,2.
Por simplicidade de notagao indicamos B simplesmente por B, - B,.

E facil ver que se (V,,By) e (V,,B,) sdao espagos bilineares

nao singulares, entao (Vl,Bl) ® (V2,B2) também o é.
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Se (Vl,Bl) e (V2,B2) sao espagcos bilineares, dizemos que
(Vl,Bl) esta relacionado com (V2,B2), e escrevemos (Vl,Bl\ "
N (V2,B2) ou simplesmente Bl N B2, se existem espagos metabdo-

3 ' ) ] ) : i [} ~
licos (V ,Bl), (v ,B2) tais que (Vl,Bl) 1L (v ,Bl) = (V2,B2) 1

L (vy,B)). E claro que tal relagdo & de equivaléncia.

Seja N(F) o conjunto das formas bilineares (nao singula-
res) sobre o corpo F. As operagbes L e @® introduzidas em
N (F) se estendem naturalmente ao cociente N(F)/~» , que sera deno-

tado por WB(F) .

O conjunto WB(F), com as operagoes |l e ® ,tem uma estru-
tura de anel, cujo elemento neutro de adicao & representado pe-
la classe dos espagos metabdlicos, o simétrico de wum elemento
(V,B), para a adigao & a classes representada pelo espacgo
(v, (-1)-B), onde ((-1)-B){u,v) = —-(B(u,v)) , VYu,v €V e o ele-
mento neutro da multiplicacdo & o espago (F, (l ))..0 anel WB(F)
sera denominado ¢ anel de WAttt das formas bilineares sobre o

corpo F.

Se (V,,B) & um espago bilinear e (\72,q) €& um espago quadratico, defi-

nimos o produto tensorial de (Vl,B) e (Vz,q), e o denotaros por (Vl,B) ®

® (V,,q), como sendo O espago quadratico (V,Q) onde V=V, 8 V,, Q(x ®y)
= B(x,x)-qly) e BQ(X ey, x' @y'") =B(x,x')-Bq (v,y'), ¥x,x'€ Vi v,y' € v, -
Por simplicidade de notagao indicamos B simplesmente por B - q. E evidente
gque se (V,,B) e (Vz,q) s30 espagos ndo sinculares, entao (Vl,B) 3 (V,, q)
também o é&.

Desde que (Vl,B) ® (Vz,q) é hiperbdlico, se (Vl’B) e
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metabdlico ou se (Vz,q) € hiperbdlico, segue que o produto de
espagos bilineares por espagos quadraticos se estende, de modo
natural, a WB(F)><W(F), ou seja, a fungao P:I&ﬂF)x WE) > W(F)
que associa a cada par ([(Vl,B)], [(Vz,q)]) de WB(F) x W(F) a

classe [(Vl,Bl) ® (V2,q)] de W(F) esta bem definida

Com isto podemos considerar W(F) como sendo um WBwﬁ—médulo.

Se F & um corpo de caracteristica diferente de 2, pode-

mos indetificar WB(F) com W(F) da seguinte maneira: dado
um espago bilinear (V,B) definimos a fungao dg 3V > F tal
que qB(x) = B(x,x) e vice-versa, dado um espago quadratico

(V,q) definimos a fungao Bq :V XV > F tal que Bq(u,v) =
= %(q(u-fv) - g(u) - g(v)). Neste caso, tanto o espago quadrati

co (V,qB) guanto o espago bilinear (V,Bq) sao nao singulares.

§3. FORMAS DE PFISTER

Sejam F um corpo e (V,g) um espa¢o quadratico. Indicare

mos por G(g) o conjunto {a € F° ; a-q = gl.

DEFINICAO 1.3.1. Uma forma quadratica g serad dita xredonda se

G(q) = D(q).

LEMA 1.3.2. As seguintes formas quadraticas sao redondas.

(i) (1l,a) se car(F) # 2 e (ii) [l,a] se car(F) = 2.
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DEMONSTRAGCAO. Desde que (l,a) e [1,al representam 1 entao
G(gq) € D(g) em ambos 0s casos. Assim sendo, & suficiente mos-
trar que D(g) C G(g). Sejam V = Fvl + Fv2 o espago vetorial
no qual g esta definida e 4 = qg(a;v; + byv,). No caso (i) se

ja x = a;vy + blv2 y Yy = ablvl + a,v, e o: V >V tal que

1
o(vl) =3X e o(vz) = é)r com isto vemos que (1l,a)=d-(1l,a).
N s . - _
o0 caso (ii) sejam x a;vy + blvl P Y ablvl + (al+bl)v2 e
. 1 1 .
o : V>V tal que o(vl) =3x e o(v2) =3Y- Com isto prova

mos que l,al] = 4 -[1,a].

LEMA 1.3.3. Sejam F um corpo de caracteristica diferente de 2
e q;.9, duas formas quadraticas sobre F com diagonalizagao

(a,,b.) e (a2,b > , respectivamente. Se 9, e g, represen-

71 2

.2 ~ .
tam um elemento em comum e alblazb2 € F entao q; = 49, -

DEMONSTRAGCAO. Se 9, e 9, representam um elemento em comum
d, entao a; = (d,cl) e g, = (d,c2) (cf. 1.1.6(i)). Um sim-
ples calculo mostra que albldcl ' a2b2dc2 € F'z. Assim podemos
.2 - . N

ver que c,c, € F e neste caso (cl)-(cz) ou seja, d; =d, -
PROPOSICAO 1.3.4. Se g & uma forma quadratica redonda, entao
(l,a)+q também o é.

DEMONSTRAGCAO. A demonstracgio serd feita por indugao sobre n =

=dim g. Se n=1 entdo car(F) #2 e g= ( 1). Logo a proposigao se reduz
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ao lema 1.3.2. Assim, suponhamos n > 2. Sejam V e W os es-
pagos vetoriais sobre os quais gq e (1l,a)-qg, respectivamente,
estao definidas. Vemos que W =V &(t ® V),com Ba(t,t) = a e
glx + t ®y) = g(x) + agly), V¥x,y € V, onde q = (1,a)-q. Se
d = gq(x) + ag(y) € F° queremos mostrar que d-g = . se
g(x)-ql(y) = 0 o problema fica trivial. Assim sendo, podemos su
por que q(x), g(y) € F'. Desde que g & redonda, temos
a(x)-q = q(y)+-g = g. Portanto (1l,a’+q = (1l,aq(x)-q(y))+q. Por
outro lado (g(x) +tag(y)) (l,ag(x)-g(y)? = (g(x), aqg(y)). (cf.
1.3.3). Logo d-q = d(l,aq(x)-q(y))+q = {g(x), agly))-q =

=(l,a)q = q .

DEFINICAO 1.3.5. Sejam ajre.-sa € F° . A forma quadratica
n n-1

m (l,a.,) se car(F) # 2 (resp.( m (l,a,) [l,a_] se car(F) =
. i . i n

i=1 i=1

= 2) sera denotada por ((al,...,an)) (resp. ((al,...,an]]) e
sera denominada uma n - f4oama de Pgistern. Se
car(F) # 2 e n = 0, definimos a forma qgquadratica (1) como

sendo uma O-forma de Pfister.

Se F & um corpo de caracteristica diferente de 2 e gq @&
uma n-forma de Pfister sobre F entao g = (1)1l g', onde q'

& Gnica (cf. 1.1.12) e sera denominada a parte pura de g.

COROLARIO 1.3.6. Toda n-forma de Pfister & redonda.

DEMONSTRACAO. A demonstragdo sera feita por indugdo sobre n. Se n = 1
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caimos no lema 1.3.2. Se n >1 e g e uma n-forma de Pfister,
podemos fazer q = <(1l,a) * g onde q; & uma (n-1l)-forma de
Pfister. Aplicando a hipotese de indugdo e a Proposicao 1.3.4.,

concluimos a demonstragao.

TEOREMA 1.3.7. Se g & uma n-forma de Pfister entdo q & ani-

sotrdpica ou g & hiperbdlica.

DEMONSTRACAO. A demonstragio serd feita por indugdo sobre n. Se n = 1
entao q = (1,a) ou g = [1,a] .e neste caso a conclusao e
imediata (cf. 1.1.9.(iii)). Suponhamos n > 2 e g = (1,a) T

uma n-forma de Pfister isotrdOpica. Isto nos garante que a equa-

cao ql(x) + ag(y) = 0 tem solugcao nao trivial. Se ql(y) = 0
entao d; (x) = 0. Desde que os vetores x e y nao sao ambos
nulos, concluimos que 9, € isotrdpica. Aplicando a hipotese

de indugao pr:demos assumir que d; € hiperbblica e consequente

mente g & hiperbdlica. Se ql(y) # 0 entao ql(x) #0,

ql(x) ql(x) ) _
a = - —EIT§T~ e _EIT§T— . ql o~ ql ’ pois q; e redonda.
q; (x)
Portanto q=<l,a)-ql=(l,—?lTy—)—)-ql =
.ql(x)
R = O R S B B S R onde

Hi(ql) = (dim ql) «TH .



COROLARIO 1.3.8. Sejam q uma forma quadratica e a € F° . Se

b € F° entdao (1,b)+-qg = (1l,ab)*g se e somente se a € G(q).

DEMONSTRAGCAO. Sabemos que a € G(g) se e somente se arqg = (g.

Multiplicando a esquerda por b e somando g em ambos os lados,

concluimos que a € G(g) se e somente se (1,b).g = (1l,ab) - g.
Como exemplos de formas de Pfister podemos citar a norma

de determinadas F-algebras.

EXEMPLO 1.3.9. Uma extensao quadratica (separavel)de F € uma F-algebra
de dimensao 2 do tipo F[x], com x2=bx+c,d,c EF e b2 + 4c # 0.

Toda extensdo quadratica de F & isomorfa a um F-3lgebra do
tipo F [x] /(xz—a) :=F [V/a] se car (F)#2 ou F[x]/(x2+x+a) ::F(C(—Z‘l (a)) se
car(F)=2. Toda extensao quadratica de um corpo F &€ um corpo ou € do  tipo
FxF. No caso de ser um corpo também a indicamos por F(va) se
car(F) # 2 ou F(%Sl (a)) se car(F) = 2.

Pode ser visto claramente que as extensOes quédréticas F[/a] e F[vb]
sao isomorfas como F-algebras se e somente se ab € F’z. Analogamente
F| %’;l @] e F[fp_l (b)] s3o isomorfas se e somente se a - b € ¥(F) =

{x2+x;xeF'}.

"Em resumo podemos afirmar que toda extensdo quadratica(se
- 2
pardvel) de F & do tipo K = Flu] com u” =a se car(F) # 2

e u2=u+a se car(F) = 2, a € F.

Dada uma extensdo quadratica K = Flu] de F, esta tem um

inico automorfismo nao trivial Oy K » K tal que o(l) =1,

u+l se car(F) = 2. E

i

o(u) = -u se car(F) # 2 e of(u)



evidente que a fungao Ny @ K> K definida por N_(x) =x-0, (x),
a qual denominamos de noima de K, & uma forma quadratica sobre
0 F-espago vetorial K, isométrica a (1l,-a) se car(F) # 2 ou

[1,-a] se car(rF) = 2.

EXEMPLO 1.3.10. Sejam K = F[u]l uma extensao quadratica de F e
b € F° . O F-~espago vetorial H = K & Kv munido da estrutura
de F-algebra definida por v2 =b e wev = v-ok(w), para todo
w & K & chamado uma algebra de quateanios sobre F, a qual de-

notaremos por (b,a).

Como F-espago vetorial H & gerado pelos vetores 1,u,v
e vu. Com isto vemos que se 2z € H entao z = x+y-v onde

X,y € K.

Em H definimos a fungao conjugade que leva z = x+yv em

ok(x) - vok(y) = z, onde X,y € K e O € o unico automorfis-

mo nao trivial de K.

A partir do conjugado definimos outra fungao, que chamare-

mos de noima de H, N : H~ F tal que N(z) = z-z, E facil
ver que:
(1) se z € H entao 2z é inversivel se e somente se
NH(Z) # 0;
(2) NH € uma forma ¢uadrdtica sobre o F-espago vetorial H.
(3) como forma quadratica, NH ~ ({(-b,-a)) se car(F) # 2
ou N._ =({(-b,-a]] se car(F) = 2;

H
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-

(4) NH(x-+y‘v) = Nk(x) - ka(y) , ¥,y € K, onde Nk e

a norma de K.

EXEMPLO 1.3.11. A partir de uma algebra de quatérnios  podemos
construir outra F-algebra, do seguinte modo: dados H uma F-al
gebra de quartérnios e ¢ € F°, construimos a F-algebra de di-

mensao 8 C = H x H munida das seguintes operagodes: (h;,hy) +

+ (h3,h4) = (hl + h3, h2 + h4), a(hl,hz) = (a'hl, a'hz) e
(hl,hz)-(h3,h4) = (hl'h3 + C°h4'h2, hlh4 + h3°h2) ’ Yo € F '
Vhi € H, , i=1,2,3,4, onde Hi €& o conjugado de hi em H

(ver exemplo anterior). Nestas condigGes C sera denominada

uma F-algebra de Cayley. Sobre C definimos a fungao N.:C > C

com NC(hl’hZ) = NH(hl) - C NH(hZ)’ onde NH e a norma de H.
Neste caso NC & uma forma quadratica definida sobre C e te-
remos NC  {({~-c,-b,-a)) se car(F) # 2 ou Nc = ({-c,-b,-a]]
se car(F) = 2.

Denotaremos por I o ideal de WB(F) das formas bilineares
d: dimensao par. Assim sendo, podemos ver que todo elemento de
I pode ser escrito na forma Bj |1 (—l)-B2, onde tanto Bl como
n
B2 pode ser escrito na forma 1
i=1
(11 (-1)>=0 em WB(F).

(ai,1> com a, € F°, pois

Neste caso, se W(F)O denota o subgrupo de W(F) das for-
mas quadraticas de dimensao par, entao podemos demonstrar o se-

guinte resultado:

»



LEMA 1.3.12. Sobre um corpo F, Inw(F)O é aditivamente gerado

pelas (n+l)-formas de Pfister.

DEMONSTRACAO. Imediata.



CAPITULO II

GRUPO DE BRAUER E ALGEBRAS DE CLIFFORD *

81. ALGEBRAS CENTRAIS SIMPLES

Seja F um corpo. Por uma F-algebra entendemos sempre
uma algebra de dimensdo finita sobre F, associativa (nio neces
sariamente comutativa) e com elemento identidade. Todo homomor-
fismo de adlgebras serda suposto unitario, isto &, leva identida-
de em identidade. Um isomorfismo entre duas F-algebras A e B
sera denotado simplesmente por A = B. O produto tensorial de
duas F-algebras A,B serad sempre considerado sobre F e deno-

tado por A ® B.

DEFINICAO 2.1.1. Dados uma F-algebra A e S um subconjuntoc nao
vazio de A, o conjunto CA(S) = {x € A; x*s = s*x, ¥s € S} se
ra chamado o centralizador de S em A. E imediato que CA(S) =
uma subalgebra de A. No caso especifico em que S = A, a subal

gebra CA(A) sera chamada o centro de A e a denotaremos por

Z(A). Quando Z(A) = F dizemos que A & uma F-algebra central.

Uma F-algebra A que nao possui ideais bilaterais sera

chamada s«mples.

(*) Os resultados dos paradgrafos 1 e 2 deste capitulo constam
da dissertagdo de Ires Dias sob o titulo "Formas Quadrati-
cas Sobre Corpos Hilbertianos". N6s o reproduzimos agqui sim
plesmente por pretendermos que o texto seja o mais auto-su-

ficiente possivel.



EXEMPLO 2.1.2. A F-algebra Mn(F) das matrizes de ordem n a
coeficientes no corpo F & uma F-3lgebra central simples. Mais geral-
mente se D & uma F-algebra central com divisao, entao Mn (D)

€ uma F-3lgebra central simples.

EXEMPLO 2.1.3. (Teorema de Wedderburn, [3 ] Theor. 2.4.1 Cap.3)
(a) Se A @& uma F-algebra central simples entdo existe uma F-
algebra central com divisao D tal que A = Mn(D), onde Mn(D)
e a F-algebra das matrizes de ordem n a coeficientes em D.
(b) Dadas D e D' duas F-algebras centrais com divisao, as
F-algebras de matrizes M (D) e M_(D') sao isomorfas se e so-

mente se n=m e D = D',

TEOREMA 2.1.4. Sejam A e B duas F-algebras. (i) Se A'e B'

sao subalgebras de A e B respectivamente, entao“CA®B(A' ®B') =
= Cy (A')®CB(B'). Em particular se A e B sao centrais en-
tio A ® B também o &. (ii) Se A & central simples e B &
simples, entdo A ® B & simples. Em particular se A e B sao

centrais simples, entdao A ® B também o é&.

x : J g ] ] C ' ' sy
DEMONSTRAGAO. (i) A inclusao CA (A') ® CB(B ) CA ® B(A ®B') e
. * 5 ' ] C ] 1 .
imediata. Mostremos entao que CA 8 B(A ® B') CA(A )®CB(B )
Consideremos {bl g een ',bn} uma base de B sobre F e

n
= (S ! ' (S ' i= « o . b S
C _Z ai ® bi CA ® B(A ® B'), ai A', i=1, ,h. Observemo



que (a' ® 1l).c =c(a' ® 1) , va'e Ch (A' ® B'), isto &,

® B

n n

.E a'ai ® bi = _E aia' ® bi ’ o que - implica que
i=1 i=1

n

z (a'ai - aia')-(l ® b') = 0. Da dependéncia linear de
i=1

{1¢ bl,...,l ® bn} sobre F, segue-se que a'ai = aia', ou se

ja, ay € CA(A') , 1 =1,...,n e consequentemente temos

[ ]
c CA(A ) ©® B.

Considerando agora {al,...,am} uma base de A sobre F
m )
e c= I a, ® bi’ com bi € B. Da equagao (1 ® b'").c=c(18b');

b' € B obtemos, por um raciocinio andlogo ao visto acima,
cC €EAR® CB(B'). Portanto c¢ € CA(A') ® CB(B') 0 que demonstra

a igualdade pretendida.
Em particular, Z(A ® B) = Z(A) ® Z(B) e, consequentemente,
se A e B sao centrais entao A ®B tambem o e.

(ii) Sejam A uma F-algebra central simples e B wuma F-
algebra simples. Nosso objetivo & mostrar que A © B & simples.
Para tanto basta mostrar que se I & um ideal naoc nulo de A@B

entao 1 ® 1 € I. Observemos que um elemento z de I & da for
r
ma z = Y% a, @ bi ’ ai € A, bi € B. Dentre os elementos de I

r
escolhemos 0 #z = I a., ® b, , a, € A, b, €B de tal modo
-0 1 i i i

que r seja minimo.
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Nossa primeira observagao & que os a,, (e similarmente os
i's

bi's) s@o linearmente independentes, pela minimalidade de r.

O proximo passo serada encontrar z € I como acima e a, = 1.
Desde que a, # 0 entao Aa A € um ideal bilateral nao nulo

de A e portanto AaiA = A, pois A & simples. Assim obtemos

s
uma equagao 1l = I a a,d. com c.,d. € A. Desde que c.zd.=
§ - 173 3773 d 3773

=1,...,8; podemos tomar a somatdoria

Q
.
o]
[
ol
d.
®
o
.
m
H
(]

em Jj para obtermos 2z, =

1]
1 ay 2] bf com

1 1y

™
MK

c.zdj =1 b, +

Jj 1

S
a! = 1 Ciaidj' 0 elemento zy # 0 pois os bi's sao linear-
mente independentes, visto que na passagem de 2z para zq nao
alteramos os bi' .

S

Repetindo o raciocinio acima, mostramos que existe OyfszI

r
tal que z, =101 + % a! ® b! com a)] € A e b! € B. Para
2 . i i i i

i=1
r
todo a € A temos az. - z_a € I, ou seja L (aa! —ala) ®@blel.
2 2 i=1 i i i
r
Assim, da minimalidade de r, segue-se que z (aai'-—aia) ® bi = 0.
i=1

E facil ver que os b., sa3o linearmente independentes, usando

S
o fato que os bjrg O sao. Assim vemos que ay € z(a),i=l,...,r;
ou seja, 0os ajrg sao escalares pois A & central. Disto vemos

que r sO pode ser igual a zero, o que demonstra o pretendido.

Em particular se A e B sdo F-algebras centrais simples entao



A ® B tamkem o &, o que demonstra (2).

E nosso interesse classificar todas as F-algebras centrais
simples atraves de uma conveniente relacao de sinilaridade, e
entdo impor uma estrutura de grupo no conjunto das classes de

similaridades através do produto tensorial.

Sejam A e A' duas F-algebras centrais simples. Dizemos

que A e simifan a A', e denotamos A ~ A', se existem m,n
inteiros positivos tais que A ® Mn(F) = A' ® M_(F) como F-2lge
bras, onde Mn(F) € a algebra das matrizes de ordem n a coe-

ficientes em F.
E f3cil ver que similaridade & uma relacao de equivaléncia.

Se denotarmos ror C(F) o conjunto das F -3lgebras centrais
simples sobre o corpo F, a classe de similaridade de A € C(F)
serd denotada por [A] ou simplesmente por A se nao houver
ambiguidade de notacgao. E imediato que a operagao [Al] -[A2] =
= [Al ® A2] esta bem definida no cociente C(F)/~v := Br(F) .
Com isto vemos que Br(F), munido da operagao acima definida, @&
um semigrupo, cujo elermento identidade & representado pela clas

se [F].

PROPOSICAO e DEFINIGAO 2.1.5. Se A & uma F-algebra, seja
a°P 3 31gebra oposta de A. Se A @& central simples sobre F
entio A°P? também o & e A © A°P = Mn(F) onde n = dim A. Em

particular Br (F) e um grupo abeliano cor [A]"l = [AOp ] ’



V[A] € Br(F). Br(F) sera chamado o grupo de Brauen de F.

DEMONSTRAGCAO. Lembramos que aA°P - {aOp; a € A} munida das se-
guintes operagoes: aoP'bOp:(b°a)0p, aop-+bop=(a+b)Op e 2°P =
= (Aa)op, quaisquer que sejam a,b € A e ) € F. Claramente ve
°pP a%P &

mos que Z(AOp) = {a ; @ € Z(A)} e consequentemente

central se e somente se A o e.

Se I e um ideal bilateral de Aop entao J = {a€A ;aOp €

€ I} @ um ideal bilateral de A. Logo, se A & simples, a°P

tambem o e.

Definimos agora a aplicacdo 6 : A @ A°P » End(a) dada por

(a ® b°P) (¢) = acb , VYa,b,c € A. £ imediato que & @ um homo-
morfismo de dlgebras. Observemos gque A e A°P sdo F-dlgebras
centrais simples, consequentemente A ® A°P  também o & (cf.
2.1.4(i)) e portanto 6 e injetora.

Desde que dimF(A ® AOP) = (dimF A)2 = dimF End (A7), con-

cluimos que 6 & sobrejetora, isto &, 6 & um isomorfismo. Vis-

to que End(A) g [a°P) e, portan-

R

Mn(F) concluimos que [A]

to, Br(F) e um grupo abeliano.

Do teorema de Wedderburn sabemos que se A & uma algebra
central simples sobre F entao A & do tiro M (D), onde D e
uma F-3algebra central com divisao. Por outro lado, Mn(D) =D @

® Mn(F). Assim, em Br(F), temos [A] = [Mn(D)]=[D ®Mn(F)] = [D] .

Da unicidade da F-algebra D, também assegurada pelo teorema de



Wedderburn, concluiros que os elementos de Br(F) estao em cor-
respondéncia 1-1 com as classes de isomorfismos das F-algebras

centrais com divisao.

§2. ALGEBRAS DE CLIFFORD

Antes de definirmos uma algebra de Clifford daremos as no-
¢oes de algebra Z ,-graduada e de prcduto tensorial de algebras
Z,-graduadas sobre um corpo F e que nos serda Util no que se

seguira.

DEFINICAO 2.2.1. Dado um corpo F, uma F-algebra Z,- graduada

A & uma algebra que se decompoe numa soma direta do tipo

A = A ® A, onde Al e A sao F-espagos vetoriais, tais que
C . C . ) . . - -

F AO e AiAj A1+j(mod 2) Em particular Ao e uma subalge

bra de A.

Para uma F-algebra ' %Z.-graduada A, como acima, os elemen

2

tos em h(A) =A_ VA sio chamados elfementos homogeneos de A.

1
Se a € h(h) dizemos que o grau de a, e derotamos Jda, e i se

a € Ai’ i=20,1.

Dadas duas F-algebras Zz—graduadas A e B, o produto
tensorial graduado de A e B sobre F, sera denotado sim-
plesmente por A ® B, e & uma F -3algebra Zz-graduada, com

(A@B)O=Ao®BO+Al®Ble (A®B)1=A08B1+Al®Bo.



A multiplicagdo em A @ B & induzida por (a ® b)-(a' ® b') =

op-da’ )

= (-1) aa' ® bb' onde a,a' € h(A) e b,b' € h(B).

Se car(F) = 2 entdo A ® B =A @ B.

DEFINIGAO 2.2.2. Sejam F um corpo e (V,gq) um espago quadrati
co sobre F. Uma F-algebra A contendo (V,q) como subespago ve-

torial é dita compativel com q se x2::q(x) .lA € A, VYx € V.

Em uma F-a8lgebra A como acima, a estrutura quadratica de
(V,q) esta intimamente relacionada com a estrutura algebrica de

A. Para ver este ponto mais claramente, observamcs que q(x+y)

- g(x) - gly) = xy + yx , ¥x,y € V. Logo obtemos a relacao
Bq{x,y) = xy + yXx , V¥X,y € V. Em particular, x e y sao orto-
gonais, segundo Bq’ se e somente se Xy = -yXx em A,

DEFINIGAO 2.2.3. Seja (V,q) um espago quadratico sobre um corpo
F. Uma F-algebra C D (V,q) corpativel com g & dita uma afge
bra de CLifgord para (V,q) se ela satisfaz a seguinte proprieda
de universal: dada qualguer F-algebra A D> (V,q), cormpativel
com q,'existe um Unico homomorfismo de F—élgebras ¢ : C > A

tal que ¢ (x) =x , V¥x €V,

Decorre desta propriedade universal que se existe uma alge
bra de Clifford para (V,q) entdo esta & a uUnica, a menos de

isomorfismos.

Para provar a existéncia, seja T(V) a F-algebra tensorial



de V, isto e, T(V) =F & Ve ... $v®ne> onde v®n =

=V® ... ®V n-vezes. Em T (V) consideremos o ideal 1I(q), ge
rado pelos elementos da forma =x ® x - q(x)+1l, € T(V). Indicare
mos por C(V) ou C(g) a algebra cociente T(V)/I(q). Claramen-—
te V = Tl(V) é levado injetivamente em C(V), via a homomorfis
mo candnico ® : T(V) ~ T(V)/I(g). Identificando v com sua
imagem em C(V), pode ser visto facilmente que C(V) e uma al-

gebra de Clifford para (V,q).

A multiplicagao em C(V) pode ser vista como justaposicao
de elementos e com isto eliminamcs o simbolo "®", simplificando
a notagcao. Observemos que V gera C(V) com F-algebra.

Con=zideremos agora T(V)O = o chzn e

n=0

V® n+l e Ci(V) a imagem de T(V)i, i=20,1 em

I & 8

T(V)J =
‘ 0

n

C(V), pelo homomorfismo canbnico © : T (V) - C(V). Notamos que
. C ) 3 o

Ci Cj Ci+j(mod 2 ou seja, C(V) tambem tem uma estrutura de

F-algebra Zz—graduada. CO(V) € chamada a parte parn de C (V)

e C,(V) a parte dmpaxr.

EXEMPLO 2.2.4. Sejam F um corpo com car(F) # 2 e (Fv, (a))
um espaco quadratico de dimensao 1 sobre F, com a € F° . Iden
tificamos a F-algebra tensorial T(V) com o anel dos polino-
mios F[X]. Neste caso 1I(g) & o ideal gerado por X2-a. Logo

C(v) = F[X]/(XZ-a) = F [/a ]. Notemos que CO(V) = F.



Dado um espago quadratico (V,q) sobre um corpo F, passe
mos agora a analisar a estrutura da algebra de Clifford c(w) .
Comecemos por determinar uma base de C (V) em termos de uma ba-

se de V sobre F.

Para tanto, seja {xl,...,xn} uma base de V sobre F. Em

2 ~
C (V) temos x; = q(xi). (Nota: para simplificar a notacgdo, dora

vante identificaremos F . com F) e X

1 XL+ X,
(V) i35 7 %%
= Bq(xi,xj), 1 <i,j < n. Desde que V gera C(V), & imediato

ver que C(V) & gerada, como F-espaco vetorial, pelos elemen-

€1 €n
1 cee X com €, = 0,1 ,1i=1,...,n. Em

partidular, dimFC(V) < 2n. Para mostrar que os elementos da for

toé da forma X

€ €
1 x e, =0;1 , 1 < 1 < n, constituem de fato

ma x ... .
1 n ' i

uma base do F-espago vetorial C(V), necessitamos da seguinte
proposigao.

PROPOSICAO 2.2.5. Sejam (V ) e (V2,q2) dois espagos qua-

1'%
driticos sobre um corpo F. Entdao existe um homomorfismo sobre-

jetor de algebras Z ,-graduadas £ :C(V; I V,) » C(V)) 8 C(V,).

DEMONSTRAGAO. A aplicagdo e: V; L V, » C(V;) ® C(V,) tal que

e(xl+x2) = %X 1 +18¢8 Xy 1 Xy € Vi' i =1,2; @ injetora e
2 _ 2 2 ) _
(xl 1 +1 0 x2) = X @1 +1 8 X + Xy ® X, + Xl) ® X,

=l L ogylxy + x,).



Pela propriedade universal de algebra de Clifford, existe
um Gnico homomorfismo de algebras f : C(Vl L V2) > C(Vl) @C(Vz)
Fue coincidem com £ em V, 1 V,. A verificacdao de que f preserva
a graduagao & imediata. Como a F-algebra C(vy) ® C(V2) é gera
da por elementos da forma Xy 1 e 18 Xor Xg € Vi’ i=1,2

e tais elementos estao na imagem de f. Logo f & sobrejetora.

TEOREMA 2.2.6. Se (V,g) & um espago gquadratico de dimensao n

sobre um corpo F, entao dimFC (v) = 2", Em particular, se

{xl,...,xn} constitui uma base de v sobre F, entao
€ €

{xl cee X, gy =0,1, i= l1,...,n} constitui uma base de

C(V) sobre F.

DEMONSTRACAO. A segunda parte do teorema seqgue claramente da primeira. Mos-
tremos a primeira por indugao scbre n=dimV. Se n=l entao car (F)#2 e o pro-

blema resume-se ao exemplo 2.2.4. Se n=2, seja X)X, uma base de V sobre F.

Desde que (V,qg) @ nao singular, podemos supor a(x;) # 0 e

Bq(xl,xz) =1. Ja vimos que l,xl,x2 e XX, geram C (V). Mos
traremos entao que L%y Xy, XX, sao linearmente independen
- 3 e e

tes sobre F. Seja a, + a; Xy + a X, + a,Xq 0, com a; F .
« = - (S N =

Observemos cue a; ¥y + ayXx, (aO + a3xlx2) Co (V) Cl (V)

= {0}. Desde que {xl,xz} & uma base de V sobre F entao

= = (S p
aj a, 0. Se as # 0 obtemos XX, F o gque e um absurdo,

. . 2 2
i i S N
pois se assim fosse , teriamos xlx2 Fxl Fx2 e X] x2 # 0,

contradizendo a independéncia linear de X e X, sobre F.



Portanto a, =a; =a, =a, = 0, ou seja, {l,xl,x X

1 2 3
uma base de C (V) sobre F e dimFC(V) = 4.

g XXy}

Se n > 2 escrevemos V = Vo 1 Vl' com dim Vo = 2. Segue

da Proposicao 2.2.5 que dlmFC(V) > dlmFC(vz)'dlmFC(V1)° Pela
hipotese de indugao temos dim C(V;) = 2"2 & assim dim,C (V) >

n ~
> 2 , 0 que completa a demonstracgao.

Veremos a seguir um resultado que dispensa demonstracao.

COROLARIO 2.2.7. Para um espago quadratico (V,q) de dimensdo n

. A _ .n-1
sobre um corpo F temos dlmFCo(V) = dlmFCl(V) = 2 .

No que se seguira, analisaremos as condigoOes sob as quais

uma algebra de Clifford & central simples. Comegaremos pela des

crigao do seu centro. Para tanto, utilizaremos o conceito de
extensdo quadratica separavel de um corpo F introduzida em
1.3.9.

PROPOSIGAO 2.2.8. Seja (V,q) um espago quadratico sobre um cor
po F. (i) Se dim.V e par entdao Z(C(V)) =F e z(C_(V)) e
uma extensao quadratica de F. (ii) Se dim.V € 1Impar entao

Z(C(V)) & uma extensao quadratica de F e Z(CO(V)) = F.

DEMONSTRACAO. Veremos primeiro o caso em que car(F) # 2. Sejam
{xl,...,xn} uma base ortogonal de V sobre F (cf. 1.1.7(i)) e

il
Z = Xy eeetXy € C (V). Observemos que xiz—( 1) q(xi)xl"'xi—lxi+l"'xn

1



n-i
e zx, = (-1 X, )Xq .. X, bl ..+ X . Porta ZX,=X,2
i (-1) q( 1) 1 i-1 "1+l n nto i i
para todo i =1,...,n se e somente se n-i = i-l (mod 2), ou
seja, se e somente se n & Impar. Com isto mostramos que

z € Z(C(V)) se e somente se n & Impar. Desde que F € Z(C(V))

obtemos F + Fz C Z(C(V)) gquando n & Impar.

Para CO(V) temos z € Z(CO(V)) se n & par e z€EZ(CO(V))

se n e Iimpar.

Para demonstrar as inclusOes opostas procedemos como segue.

Observemos que 2z € Z(C(V)) se e somente se xxi = xix ’
i=1,...,n. De modo geral, se x € C(V), podemos escrever
2" 4
= = (= . P
X .Z a i Xy eeeXp 4 By 0,1 e a. ¢ F a
i=1 Eyree s €y 1 n

ra mostrar que x € Z(C(V)) & suficiente verificar que os ter-

£ € n
1 ~ i . .
mos X7 ... X T estdo em Z(C(V)). Se I e:r & ilmpar, para
n j=1
um indice i fixado, e ei = 0 para algum 1 < k < n, temos
el et el 1 n
1 n, _ 1 n i -
xk(xl cee X ) = - (xl R )xk. Se jil €5 € par, para
um indice i fixado e E; = 1 para algum 1 < k < n; temos
i i i i
€1 €n € €n . .
xk(xl cee X ) = - (xl SRR )xk . Disto concluimos que, se

n e par, Z(C(V)) CF e se n & Impar Z(C(V)) CF + Fz.
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Para CO(V) basta verificar a comutatividade dos termos
i i
€] £ n
n ] -
b4 ees X , tais que L €. e par, com o0s elementos x.X. .
1 n j=1 J 17
Desde que:
(1) se €, =1 e €. =0 entao
i J
(xEl ... xen)x X, = X x.(xEl .en xen)
1 n 1] i7§°71 n
(2) se €, = €4 = 0 entao
(x€l X n)x , = -X.X (x€l xen‘
1 °°° “n i™3 iY9*1L " “n
(3) se . =€, =1 entao
(xgl . X n)x X, = X.X (xE i n)
1 - 0 i3 , 1 e X ’

concluimos que Z(C_(V)) C F + Fz quando n é par e Z(CO(V))C

CF quando n & Impar.
Quando car(F) = 2 temos que mostrar apenas o item (i) de
2.2.8, visto que dim_V é sempre par (cf. 1.1.7(ii)).

Suponhamos primeiramente que n = dimFV = 2 e seja {xl,xz}

uma base de V sobre F. Uma base de C(V) sobre F & formada

2 .
pelos vetores l,xl,x2 e X;x, com x; = q(xi), i=1,2 e
= ] + & -
Bq(xl,xz) X)X, + XXy Seja a, + a; %y ayx, + a3%; X, Z€CW);
ai € F. De 0 = le - xlz obtemos a2 = a3 = 0. Por outro
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lado ZX, = X,Z = 0 o que implica em a; = 0, ou seja, =z € F.

Portento Z(C(V)) = F.

Se n > 2, (V,q) admite uma soma direta ortogonal do tipo

~ . n

(Vv,q) = (Vl,ql) [ | (VE' qg) onde dlmFVi =2, 1i-= l""’f
2 2 n/2

(cf. 1.1.7(ii)) e consequentemente C(V) = @ C(Vi)(cf.2.2.5L
i=1

Desde que car(F) = 2, temos "8 = 8", ou seja, C(V) & um pro-

duto tensorial ordinario de algebras centrais simples sobre F.

Portanto C (V) e central (cf. 2.1.4(i)).

Finalmente mostraremos que Z(CO(V)) & uma extensao quadra

tica de F.

Escrevemos C (V) =

C(Vi), onde m =2 e cada Vi tem
i

2

I ®3

1

dimensao 2 sobre F. Para cada i, seja {xi ,xi } uma base de
1 2

Vi sobre F, tal que Bq(xil,xiz) =1 e Bq(xir,xjs) =0 pa

ra i # 3j. Tomando z, = x, x, , temos z.,Xx + xz, = x, VYx €V,
i i,71, i i i

e z.,Y = yzZ; . Yy € Vj , se 1 # j, donde segue-se que z, €

€ Z(Co(vi)) e z, comuta com todos os elementos de cada C(Vj) pa-
ra i #3j.

Seja agora, z =
i

Il ~ 3

z;- Queremos mostrar que z € Z(CO(V));
1

o que faremos por indugao sobre m. Se m =1, temos z = zq €

€ Z(CO(Vl)) = Z(CO(V)). Suponhamos m > 1 e seja
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m-1 m-1

z' = ¢ z, € Z(C_ (V")) onde V' = 1 V. e 2z € Z(C_(V.)) .
. i o) . i m o'm
i=1 i=1l

Sabemos que z_ comuta com os elementos de V' e 2z'x+xz' = x,

¥Yx € V', Agora, se x € V', temos zx = xz = x. Logo zx+xz = X,

Vx € V e assim 2z comuta com os produtos x-y, tais que x,y€

€ V, o que mostra que 2 € Z(CO(V)) e consequentemente F+Fz C

C Z(CO(V)). Para mostrarmos que F +Fz D Z(CO(V)) observamos,
inicialmente que o resultado & evidente se dimFV = 2, pois
neste caso CO(V) = F + Fz. Novamente, por indugao sobre m==% ’

completaremos a demonstragao. Suponhamos m > 1 e que para m-l
Z(CO(V')) =F + Fz', onde V' e ¢g' sao dados como acima. Ob-

- ' '
servemos que CO(V) CO(V ) ® Co(Vm) ® Cl(V ) & C (Vm).

1

Afirmamos que Z(CO(V)) - Z(CO(V') ® CO(Vm)) = Z(CO(V')) ®

Q Z(CO(Vm)). De fato, mostraremos que se y € Z(CO(V)) N

N (Cl(V') e Cl(Vm)) entao y = 0. Escrevemos y = Yy, ® xml +
+y, @ xm2 , onde y,,y, € c, vy e {xml,xmz} € uma base de
Vm sobre F. Do fato que y comutar com x ® xml para todo
X € V', segue-se que 0 = (x.® xml)y—y(x ® xml) = (x;l(xyl—ylx)
+ y2x) @ 1 + (xy2 + yzx).®_xm,xm. e portanto -temos

1 72
2 _ - '
xml(Xyl - le) +y,X = 0 e Xy, * Y,X 0, para todo x em V',

Analogamente, do fato de y comutar com x & X segue que
2

2 — = . V'.
xmz(xy2 - yzx) ty;x = 0 e xy; + yiX 0, para todo x em

Destes dois sistemas obtemos yiX = Y X = 0, para todo x € V',
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Desde que (V',g') & nao singular, onde q' = qjv, ’ existe
x € V' tal que x @& inversivel em Cl(V') € consequentemente
obtemos Yy, = y2 = 0, ou seja, y =0 e portanto 2 C CO(V)) C

C Z(CO(V')) ® z(co(vm)).

O produto tensorial Z(CO(V')) e Z(Co(Vm)), como submddulo

1

- . .
de CO(V), e gerado por 1l,z', z e z z - Seja x € Z(CO(V)).

oy = ' '
Entao x a, + a;z + a,z + A,z Z com a, € F e para
be V' e d4de€ Vm , temos 0 = xbd - bdx, ou seja, 0 = al(z'bd—
- ' - ' - ' ' =
bdz') + a2(zmbd bdzm) + a3(z zmbd bdz'z ) e z zmbd

m
bd + bdzm + bdz' + bdz'zm e, de car(F) = 2, temos: O==bd(a1+

] ) L] L]
+a, + a3(l tz' oz +oz zm)). Desde que (V',qg') e (Vm,qm) ’

sdo ndo singulares entdo existem b € V' e d € v inversi -

veis em C(V) e, consequentemente, obtemos al-+a -+a3(l+z'+zm+

2
+ z'z = 0, ou seja a, = a a = 0. Assi =
m) ' ja, 1 5 © 2 sim X
=a_ + ¢ '+ i & = + a.z
o al(Z zm), isto e, x a, al ;, O gque mostra que

Z(CO(V)) C F + Fz.

OBSERVAGAO 2.2.9. Sejam F um corpo e (V,g) um espago quadra-
tico nao singular sobre F. Do que vimos na demonstracdo da pro

posicao 2.2.8 podemos afirmar que:

a) Se car(F) # 2, n = dimqV € par e q = (al peeer @ )
"n{(n+l)

- 2 2 N

entao Z(CO(V))— Flzl, com 2z~ = (-1) a; «-- an e Z2X =

= xz , ¥x € C

1 V).
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b) Se car(F) # 2, n = dim Vv &€ Impar e q = I pa)

n(n-1)
entao 2 C C(V)) = F[z], com 22 = (=-1) 2 ay e an
c) Se car(F) =2, 2n==d1mFV e q = [al,bl] 1 ... 1 [an,bn]
5 n
entao 2Z2(C (V) = Flz], com z°" =2z + % a.b, .
) o j=1 14

Tais fatos nos serao Uteis para a demonstragao do seguinte

resultado:

PROPOSIGAO 2.2.10. Sejam (V,q) e (V',q') espagos quadraticos
sobre um corpo F de caracteristica diferente de 2. Entao exis

te d € F° tal que: (1) C(g) ® C(g') = C(q) @ C(dgq'), se

24

dim.V & par e (2) (C(qg) ® C(q'))o C, (a) ® Clag') se dim.V

e Impar.

DEMONSTRACAO. (1) Desde que dim V & par, existe 2z € Z(Co(q))

tal que 22 =d4d€ F" (cf. 2.2.9).

Seja B a algebra Z,-graduada Co(q') ® zCl(q') contida

2
em C(q) ® C(g'). Claramente B comuta com C(q) ®1 e B e
C(g) geram C(qg) ® C(q') como F-dlgebra. Analisando dimensdo,

vemos facilmente que existe um isomorfismo de algebra Zz—gra -

duadas C(g) ® B = C(q) e C(g'). Se x € V', o quadrado de zx=

=z @ x em B & 22 3 x2 = dg'(x). Logo, a lei x » zx € B in
duz um isomorfismo de algebras Zz—graduadas C(dg') =~ B. Assim

C(q) @ C(g") = C(q) @ C(dq").
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(2) Desde que dim V & fmpar, existe z € C,(qg) N Z(C(q)),
F 19 <

tal que 22 =d € F° (cf. 2.29).

Seja B a subalgebra C (a") @ zCl(q') contida em
(C(g) © C(q'))o. Claramente B comuta com Co(q)==Co(=) @1 e
B e Co(q) geram (C(q) e C(q'))o como algebra. Novamente,

analisando dimensao, vemos que existe um isomorfismo de alge-

K

bras Co(q) ® B (C(g) @ C(q'))o. Se x € V', o quadrado de

zx = z ® x € B & —22 ® x2 = -dqg'(x).

Assim a lei x »+ zx € B induz um isomorfismo de &algebras

C(-ad3') = B e portanto (C(q) ® C(q'))o > Co(q) ® C(-dg').

A seguir demonstraremos o principal resultado deste para-

grafo.

TEOREMA 2.2.11. Seja (V,qg) um espago quadratico sobre um corpo

F.
(1) Se dim_.V € par entao C(gq) & central simples e Z(C_(a))

& uma extensao quadratica de F.

(2) Se dim V & fmpar entdo C, (a) € central simples e

Z(C(g)) e uma extensdo quadratica de F.

DEMONSTRACAO. Apds a Proposigao 2.2.8, resta mostrar que C(q)

(resp. Co(q)) é simples quando dimFV e par (resp. Impar).

Se dimFV @ par entao podemos decompor (V,q) numa soma

direta do tipo (Vl,ql) 1 ... 1 (Vn,qn) (cf. 1.1.7) onde cada
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v tem dimensao 2 sobre F.

De acordo com a Proposigao 2.2.10, se car(F) # 2 e devido
ao fato de ® = ® se car(F) = 2, podemos afirmar que existem
espagos quadraticos bidimensionais (Vi,qi),...,(Vﬁ,qé) sobre

F tais que C(qg) = C(qi) @ ... ® C(qé).

Se dimFV € impar entdo, necessariamente, car(F) # 2 e po
demos obter uma decomposigéo de (v,q) em uma soma direta or-

togonal do tipo (V,q) = (Vl’ql) L (V2,q2) com dimFV1 = 1.

De acrodo com a Proposicao 2.2.10(2) e o Exemplo 2.2.4 te

mos: Co(q) = Co(ql) ® C(qé) = C(qé) com dimF qé par.

Apds esta discussao, a demonstragao do teorema se resume
em mostrar que a algebra de Clifford de um espago quadratico de
dimensao 2 sobre um corpo F & simples, e isto veremos na se-

quinte proposicgao:

PROPOSIGCAO 2.2.12. Seja (V,q) um espa¢o quadratico de dimensao
2 sobre um corpo F. Entao C(V) & uma algebra central simples

sobre F.

DEMONSTRACAO. A afirmagao C(V) & uma F-algebra central & con-
sequéncia da Proposigao 2.2.8. Contudo, & também uma consequén-
cia trivial do que veremos nesta demonstragao, pois mostraremos
que C(V) & uma F-dlgebra (ndo comutativa) com divisao ou &

uma algebra de matrizes a coeficientes em F.
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Para tanto seja {x,,x,} uma base de V sobre F e admi

tamos que q(xi) =a, . i=1,2 e Bq(xl,xz) = 1. Observamos

que, independentemente da caracteristica de F, & sempre possi-

vel exibir uma base deste tipo para V. Assim C(V) = F ® Xy ®
2 . -

® Fx2 ® Fxlxz, com X, = ai s, 1 =1,2 e X1X2 + xle = 1. Dado
—1 e ] «

um elemento x bO + blxl + b2x2 + b3xlx2 C(V) definimos o

confugado de x, a noima de x e o tra¢o de x respectivamente

b,x + b_x.x;, , N(x) = XX =

por: x = bO - blxl - - 3%,%; XX =
_ 2 2 2
= (bo + b0b3 + ala2b3) (albl + blb2 + a2b2 ) e
T = (x) =x+x =2b + b._.
o) 3

Notemos que x2 = T(x)x - N(x), V¥x € C(V). Claramente T

e uma forma linear e N & uma forma quadratica sobre F. E evi

dente, tambfm que X & inversivel em C(V) se e somente se
N(x) # 0. Neste caso x_l = ﬁf;) . Assim, a algebra C(V) & com

divisdao se e somente se N & anisotrbpica. Se C(V) & com di-

visdo, entao C(V) &, obviamente, uma algebra simples.

Suponhamos que C(V) nao seja com divisao, isto &, suponha

mos N isotrdpica. Neste caso mostraremos que existem elemen-

tos e,z € C(V) tais que C(V) = F & Fe ® Fz ® Fez, com

e2 =c€F, 22 =2z e e-z2 + z-e = e. A aplicagao . linear
10 0 c

¢ : C(V) = M2(F) tal que ¢ (1) = ( 01 ), eo(e) = ( 10 ) ’

o+

g ) e ¢(ez) = p(e)+p(z) nos da o isomorfismo dese
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Comegaremos por mostrar a existéncia do elemento z. Isto & imedia
to se algum ai==0, pPois neste caso, basta tomarmos Z =X X,. Admitamos en
tao que a,a, #0. Desde que N & isotrOpica, existe O0#x € C(V) com Xx =

. 2 2_
tal que N(x)=0. Assim obtemos b +bob3 + a; a,b.=

b +b.x.+b_x.+b_x.X o

o 171 7272 7371

2
albl + blb2 +a2b
— X - = a
marmos 2z = T(x) ° Se 2 bO + b3 0 e bO # 0 entao

b, + 2-ala2b3 # 0, pois caso contrario teriamos 1 - 4a,a, = 0,

2
2 P -
5 Se T(x}) = 2 bo + b3 # 0 bastaw to

que contradiz o fato de g ser nao singular. Neste caso, o

-a la 2 _bo+2ala2b3

elemento z = b + b,x, +b.x.+ (b,- ——=2% T)x'x
b *2ajab | o 171 T P2%2 3 aja, %1%

satisfaz a equagao x? = x. Finalmente, se 2b_+ b, =0 e
b

b =0 entao b, = 0 e consequentemente obtemos b2+b (——2—) +
o 3 1 1 a;

L 02,2 _ _ y
+ a.a, (—)" = 0, com ble # 0. Como 1 4a1a2 # 0, entao
b _ al b2

+ — # 0 e tomamos 2z = =—3——— (b, + —= x.x.) .
1 aj; 2albl+b2 1 a; 172

Do que vimos acima, podemos afirmar que existe 2z € C(V) \

272 3712

z., # 0 (0o que sO ocorre se car(F) # 2, pois T(z) = 220+z3;40),

\F,z=zo+zlxl+zx + z.X.X ,zieF,talque zl;éO ou

tomamos e = l—2xlx2. E finalmente, se zq # 0 ou 22 #0 e
e

23 # 0, tomamos = 27X + z,%, se car (F) =2 ou e==d+zlxl+
2
z3(l—4ala2)—l
+ x.2. — 2dx. %X, , com d = se car(F) # 2, o
272 172 5
z3(l—4ala2)

que encerra a demonstragao.
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OBSERVAGAO 2.2.13. a) Nota-se que da demonstragdo da Proposi —
cao 2.2.12 segue-se imediatamente que C(IH) = MZ(F) e conse-

quentemente C(mIH) =1 em Br(r).

b) E facil ver que toda agebra de qﬁatérnios sobre um cor-
po F & a algebra de Clifford de um espago quadratico de dimen
sao 2 sobre F. Decorre, portanto, da Proposigao 2.2.12 gque to
da algebra de quatérnios H sobre F & central simples. Mais
ainda, de acordo com o Teorema de Wedderburn (cf. 2.1.3), H
e uma algebra com divisdo ou & uma adlgebra de matrizes e H &

com divisao se e somente se, sua norma N, € anisotropica.

§3. INVARIANTES

Neste paragrafo veremos alguns. invariantes de formas qua-
draticas, atraves dos quais nos sera possivel fazer a classifi-
cagdo de formas gquadraticas sobre um corpo. Além da  dimensao
introduzida no capitulo 1, introduziremos agora novos invarian-

tes.

PROPOSICAO 2.3.1. Sejam (Vl,ql) e (V2,q2) espagos quadraticos
sobre um corpo F. Se (V,qy) = (V2,q2) entao c(vy) e iso-

morfa, como 5lgebra Zz—graduada a C(VZ)'

DEMONSTRAGCAO. Sejam ¢ :(Vl,ql) > (V2,q2) uma isometria e
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£
~ 1
{xl,...,xn} uma base de v, sobre F. Entao X7 ... X ,

€
En

1 ~
e, =0 ou 1 e {¢(xl) “en ¢(xn) » €5 =0 ou 1} sao

bases, respectivamente, de C(Vl) e C(V2) sobre F (cf.2.2.6).

€. €.
i i
. ~ . 1 n
A aplicacdo 6 : C(Vl) > C(V2) tal que G(Zkil...i Xy .o X )
Eil €5
= A, . op(x,) .. v(x) ™ nos d3a o isomorfismo desejado.
ll°'°ln 1 n
Sejam (Vl,ql) e (V2,q2) dois espacos quadraticos isome-

tricos sobre um corpo F. De acordo com a Proposicao 2.3.1 exis
te um isomorfismo de algebras Zz—graduadas g : C(Vi) > C(VZL
Logo a restricao 60 de 6 a Co(Vl) nos da um isomorfismo
2). A Proposicao 2.3.1 e esta

observacdao nos permite definir um novo invariante para formas

de algebras eo : CO(Vl) > Co(v
quadraticas via a nogao de algebra de Clifford.

DEFINICAO 2.3.2. Seja (V,g) um espago quadratico sobre um corpo
F. Definimos o {nvardiante de Wittt de (V,q) como sendo a classe
em Br(F), da algebra central simples w(V), dada por w(V) =

= C(V) se dimyV e par e w(V) = C, (V) se dimV e Impar.

O isomorfismo 0 : C(Vl) > C(V2) definido em 2.3.1 quando
(Vl,ql) = (V2,q2), por ser graduado, também induz um isomorfis-
mo entre os centros Z(C(Vl)) e Z(C(Vz)) bem como entre os cen
tros Z(Co(Vl)) e Z(CO(VZ))' Devido a isto e baseado nas infor

macOoes dadas em 2.2.9 e 1.3.9 definimos o Lnvardiante de Ang de
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um espago quadratico (V,q) sobre um corpo F como sendo a

n(n—l)/2al.__’.an F'/f.Z se car(F) # 2 e
n

q = (al,...,a ) e Alg) = z

classe A(qg) = (-1)

n .

. aibi € F/gRF) se car (F)=

1

=2 e g = [al,bl] L ... 1 [an,bn].

TEOREMA 2.3.3. Seja F um corpo. Se denotarmos por K o co-
ciente F'/F.Z se car(F) # 2 com F/{F) se car(F) = 2 en-

tao a seguinte sequéncia é exata.

A

0 - IW(F)O > W(F)o > K-> 0

onde A(g) e o invariante de Arf de (.

DEMONSTRACAO. Desde que IW(F) & gerado pelas 2-formas de
Pfister (cf. 1.3.12) entao IW(F)o C Ker A . Alem disto se
bE€F (ou F° se car(F) # 2) entao A([l,bl)-(ou A(¢1l,b))
se car(F) # 2) = b e portanto A & sobrejetora. Com isto so
falta mostrar que Ker A C IW(F)O. Suponhamos car(F) = 2. Ob-

servemos que se g e uma forma quadratica nao singular sobre

n
F entao podemos considerar g = 1 [ai,bi] com ay € F° ,
i=1
n
bi €F, i=1,...,n. Se g € Ker A entao g; = iil [l’aibi] =0

em W(F) (cf. 1.1.9). Logo gq =g 1l q, em W(F), ou seja,
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n
= l [ i =
q i=l(< ai’bi] ] IW(F)OI po1ls [ lralbl] 1 [ai,bl] [l'aibi] 1 aj_ [l’ale_]
= ((ai,aibi]], i=1,...,n. Se car(F) # 2 seja ¢ :<a1,.“,a2n)
com A(qg) = (_l)n(2n—l) 1t @y, < 1. Neste caso existem
n
bl""’bn € F° tais que g = ii a; ((bi)) . Mostremos por in-

dugSo sobre n, que g € IW(F)O. Se n =1, teremos qual((bf)

e bl = -1l. Logo g =0 em W(F) e, consequentemente,

€ .Desd A =
q IW(}:“)O sde que A se estende a W‘(F) e al<<bl)> Lay(by))

= a1(<bl{ala2>) 1 (—azbl) ((—bl b2 Y) em W(F) entao

A((—azbl) ({=b;b)) 1 a3(<b3)) L ... 1 an<(bn)))= 1. Aplicando

a hipotese de indugac sobre n concluimos o nosso objetivo.

OBSERVACAO 2.3.4. Se F & um corpo de caracteristica 2 e a € F°, de-

finimos ta como sendo a forma bilinear de dimensao 2 sobre

F, cuja diagonalizagao & (1l,a) . Por outro lado se q & uma
forma quadratica de dimensdo 2 sobre F, com q = [1,b], denota-
remos g por Sb. Com isto podemos ver que ta'tb = tab—ta--tb
em WB(F). Mais ainda, se ¢ € F e ¢ #1 entao tl+c' Sb =

-1
= tc-Sd , onde d = c+b(l+c) .
DEFINICAO 2.3.5. Sejam F um corpo, K 2 F uma extensao de F

e A uma F-3lgebra central simples de dimensao n sobre F.

Dizemos que K decompoe A se a K-algebra A ® K & isomorfa
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a algebra das matrizes Mn(K).

LEMA 2.3.6. Sejam F um corpo de caracteristica 2 e H = (a,b)

uma F-algebra de quarteénios com divisdao. Se K & uma extensao
| 2

puramente inseparavel de expoente 2 sobre F, isto e, K CF
e H se decompoe sobre K entdo existe a' € F° e 6 € K
tais que 62 =a' e (a,b) = (a',b).

DEMONSTRACAO. Se (a,b) se decommOe sobre K entao <(<(a,b]] = 0 em
W(K) (cf. 1.3.7) ou seja all,b] = [1,b]. Logo existem a,B € K’

tais que a? + aB + sz = a (cf. 1.3.6). Desde que K2 C F en-
tdo gp € F e H ja se decompoe sobre F(a), pois se oB € K

entao o ¢ F e B = ta, t € F° . Assim a = a2(l-+t-+t2b). Se

H=F.-1 + F-u + F-v + Fevu com u2 = a, v2 = v+b e uvt+vu=u,

seja T = u>+t.v; € H. Neste caso temos T2 = a2 € F. Assim
l1+t+t°-b

podemos supor F(T) = F(a), ou seja, a = ao-+alu-+a2vu € H. Se

B =g + a, entao F(a) = F(8) e 62 =a' € F° pois H & com

divisao. E facil ver que ¢ov+ve = g, v = v +b e 62 = a' e

H=F.1l +F-6 +F-v + F-v6. Portanto (a,b) = (a',b) com a'=6",

6 € K.

TEOREMA 2.3.7. Se F & um corpo entdo a seguinte sequéncia &

exata:

5 ,
0 > I“W(F)  » IW(F,) —E€>Br2(F) >0,
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onde BrZ(F) = {x € Br(F); x2 =1} e w(g) e o invariante de

Witt de q.

n
DEMONSTRACAO. Se g € IZW(F)O entao g = a;q; onde a; € F°
i=1
e cada q; e uma 3-forma de Pfister (cf. 1.3.12). Desde que
n 2
w(g) =0 w(qi) e w(qi) =1 em Br(F) entao I W(F)O C ker w.
i=1

Usaremos o fato de Br2(F) ser gerado por algebras de guarténios
(cf.[ 1] para corpos de caracteristica distinta de 2 e [ 8]

para corpos de caracteristica igual a 2), para completar a de-

monstragdo. Neste caso, & imediato ver que w & sobrejetora.
n

SeJa g = 1 gq; € Ker w onde cada a4 & uma 2-forma de Pfister.
i=1

Mostremos, por indugao sobre n, que se car(F) = 2 entao

gqg € IZW(F)O. Se n =1 entao g = ((al,bl]] em W(F) e neste

casc w(q) = (al,bl) = 1. Logo w(g) & uma 3lgebra de matrizes

(cf. 2.2.12) e g & isotrdopica sobre F ou ainda, g =0 em
n

W(F) (cf. 1.3.7). Suponhamos n > 1, e assim teremos 1 (ai,bi)
i=1

. _ 2 _
=1 em Br(F). Seja K = F(el,...,en_l), com 8, = a,. E claro
que (ai’bi) se decompoe sobre K , 1 < i < n, e neste caso te
remos (an,bn) =1 em Br(K). Pelo Lema 2.3.6 existe 8 € K

tal que 62 = a_- Assim sendo, podemos encontrar bj € F° e mo

ndémios m, em aj,...,a (com expoentes 0 ou 1) tais que
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s
a = I b?m. com os m,, linearmente independentes sobre F'z.
n -1 J 3 j's

J
Podemos escrever a = bzm(l-+c), onde m = mj para algum mj#
#0, b= bj e ¢ e uma soma do tipo que representa an, dimi-

nuida de um termo. Usando a observagao 2.3.4- concluimos que

2
- = + - = -
ta Sb (tm tl+c) Sb (tm + tl+c) Sb (mod I W(F)o). Neste
n n n n
. = (1 1 . €
caso ta Sb (' ta.) Sb tc Sd para algum d F (cf.
n n i€l i n
2.3.4). Se c = b!2 m! entao t = L t (mod 12). Se
i 1 c : a.
i€Jg i
S
c= I bmi e s>1, aplicamos a hipotese de indugao sobre
i=1
s para mostrar que t = 1 t (mod I2). Logo podemos " ver
¢ ienL 9
n-1
que t_ -5 = (1 t_ )-s + (1L t ).8,= 1 t -8
2h Pn ser 20 Pn oieg 3 4 a1 3 G

(mod IZW(F)O) para alguns e, € F (cf. 1.1.9(ii). Assim

n n=1 2 2
1l t_ -°s8 = 1 t_ .8 (mod I"W(F) ). Desde que I W(F) C
. a, b, . a, c, o o)
i=1 i i i=1 i i
n-1
C Xer w entao w(l ta -Sc ) =1 em Br(F) e consequente —
i=1 i i

n
mente, pela hipdtese de indugao sobre n teremos 1 t ‘S, €
2
€ .
I W(F)o

Se car(F) # 2, o resultado segue-~se de [ 9] Teor.d.le[ 8]



CAPITULO III

CORPOS ORDENADOS

Neste capitulo todo corpo considerado serda suposto de ca-
racteristica diferente de 2. Esta exclusao se faz necessaria tan
to para aliviar a notagao como porque os resultados que se se-
guem nao sao mencionados na teoria de formas quadraticas quando

o corpo em questao tem caracteristica 2.

O objetivo principal deste capitulo & mostrar o principio
local-global de Pfister. Este resultado estabelece uma estreita
relagao entre o conceito de torsao e a assinatura total de uma
forma quadratica. A assinatura total, por ser um invariante, e
o principio local-global de Pfister, pela razao acima menciona-
da, constituem férramentas indispensaveis no estudo de classifi-

cacao de formas quadraticas.

§1. ESTRUTURA DE CORPOS FORMALMENTE REAIS

Dado um corpo F as seguintes condi¢Oes sao equivalentes:
(1) -1 nao e a soma de quadrados de F.

(2) Para qualquer inteiro positivo n, a forma quadratica

n+{(1) & anisotrbpica sobre F.
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Se um corpo F satisfaz uma (e portanto ambas) destas con
digOes, dizemos que F & f{ormalmente real. E evidente que se

F e formalmente real entao car(fF) = 0.

Dado um corpo qualquer F, escrevemos o (F) para denotar
o conjunto de todos os elementos de F que se escrevem como SO

ma de quadrados de F.

PROPOSICAO 3.1.1. (i) o(F) & fechado com relagao a soma e
o(F) \ {0} & um grupo multiplicativo. (ii) Se F & nao formal-

mente real entao o(F) = F.

DEMONSTRAGCAO. (1) E imediato que o(F) & fechado com relagao a
soma e que o(F)\{0} & fechado com relagao a multiplicagao. Ago

ra para mostrar que o(F)\ {0} @ um grupo multiplicativo, & su-

ficiente mostrar a existéncia do inverso. Se 05£x==xf-+...+x§,
entao x~l = (xl/x)2 S (xn/x)2 € o(F)\ {0}.

(ii) Seja x € F. Desde que x = (E%l'-)2 - (55—1-)2 e -1 =

2 2 _ o x+1.2 x=-1,,2 x-1, .2

=y; bt ...ty temos x = (=) + (yl(—j—)) + ---+(Yn—§4)

€ o(F), ou seja, F = o(F).

-

DEFINICAO 3.1.2. Se F & um corpo e P C F, dizemos que P e

uma ordem de F se as seguintes propriedades sao satisfeitas:

(P1) 0 € P

(P2) Se x € F° entao ou x € P ou =-x € P.
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(P3) P e fechado com relagao a soma e a multiplicacdo.

Nestas condigOes se diz, as vezes, que F & ordenado por

P e que este & formado pelos elementos positivos nesta ordem.

Se F @& um corpo ordenado por P e F € um subcorpo de

F entao podemos ver que F e ordenado por F_ N P.

PROPOSICAO 3.1.3. Se F & um corpo ordenado por P entdo:
(1) o)\ {0} cP, (2) F é formalmente real e (3) Se pP'

@ outra ordem de F com P' C P entiao P = P',

DEMONSTRAGCAO. (1) Desde que P & fechado com relagao a soma e

a multiplicagdao & imediato que o(F)\ {0} C P.

(2) Desde que 1 € P entao -1 € P e consequentemente -1

nao pode ser escrito como soma de gquadrados.

(3) Se P e P' sao ordens de F como P' C P, seja

X € P. Neste caso =-x & P e portanto -x ¢ P'. Desde que p'
e uma ordem, concluimos que x € P' , ou seja, P = P'.

. . .2

LEMA 3.1.4. Sejam F um corpo formalmente real e a € F'\ F"".

Se F(Ya ) nao é formalmente real, entao -a € o(F).

DEMONSTRAGCAO. Se F(vYa ) & nao formalmente real, entdo existem

n n

a,,b, € F tais que -1 = % (a, + b, /5)2 . Assim -1= I a?

i’7i i=1 i i o1 1t
n 2 , n 5

+ a I bi . Visto que F & formalmente real entao z bi #Z 0

1 i=1



: n
e portanto =-a = (1 + I a.)/ I bi € o(F).

DEFINICAO 3.1.5. Um corpo F & dito pytagoreano se a soma de

-

dois quadrados (e portanto uma soma finita) quaisquer de F e
um quadrado de F. Isto ainda equivale dizer que l-+y2 € F2 pa
ra qualgquer y € F. Em resumo, F & pytagoreano se e somente se

o(F) = F2 = {x2 ; X € F}.

DEFINIGAO 3.1.6. Um corpo F & dito #eal-fechado se F & for-
malmente real e nao admite extensao algébrica propria formalmen
te real.

PROPOSICAO 3.1.7. Se F & real-fechado entao F & pytagoreano.

DEMONSTRACAO. Suponhamos y € F e x =1 +y2 & F2. Logo F (V)

n
- -~ 2
e nao formalmente real e consequentemente -x=-1-y = I zi ’
n i=1
zi € F. Assim -1 = y2 + 3 z?, contradizendo o fato de F ser
i=1

formalmente real. Portanto, l+y2 € F2, ou seja, F & pytago

reano.

TEOREMA 3.1.8. (Estrutura dos corpos real-fechados). Se F um
corpo real-fechado, entdo F tem uma unica ordem, para a qual

todo elemento positivo @ um quadrado.



DEMONSTRAGCAO. E claro que 0 ¢ F'2, ou seja, F'2 satisfaz (Pl).

2

Desde que F & real-fechado entdao F° é fechado com relagdo

a soma e a multiplicagao (cf. 3.1.7), isto &, -2 satisfaz (P3).
Para mostrar que F'2 satisfaz (P2) seja 0 # x € F°.Se xSZF'z
entao F(/X) & uma extensdo quadritica de F e portanto ndo
formalmente real, pois F° & real-fechado. Neste caso, -x €

€ o(F) = F2 (cf. 3.1.4).

Se P' & outra orem de F, sabemos que F'2 C P' e por-

tanto P' = F'2 (cf. 3.1.3(3)).

PROPOSIGCAO 3.1.9. Sejam F um corpo formalmente real e £ seu
fecho algébrico. Entao existe um subcorpo A de @ real-fecha

do contendo F.

DEMONSTRAGAO. Seja S a coleg¢ao de todos os subcorros formalmen-
te reais de § que contenha F. Se {Fa}a e uma familia indu-

tiva (com relagdo a inclusdo) de tais subcorpos, entao F =UF,
a

claramente estad em 8. Pelo lema de Zorn, existe A em S que &

maximal com relagao a inclusdo. E facil ver que A & real-fechado.

COROLARIO 3.1.10. Um corpo F & formalmente real se e somente

se F e ordenado.

DEMONSTRACAO: =) Se F & formalmente real entao existe wuma

~ - .2
extensao A de F que e real-fechado (cf. 3.1.9). Neste caso, A



e uma ordem de A (cf. 3.1.8) e consequentemente A2 AF

()}

uma ordem de F. A outra implicagao & imediata.

DEFINIGAO 3.1.11. Um elemento b € F° & dito totalmente positi

vo se b € P, qualquer que seja a ordem P de F.

PROPOSICAO 3.1.12. Se b € F° entdo b e totalmente positivo

se e somente se b € o(F)\ {0}.

DEMONSTRACAO. Se F & ndao formalmente real, entao o(F) =F
(cf. 3.1.1(2)). Desde que F nao admite ordem, a afirmagao aci
ma se mantém verdadeira. Suponhamos F formalmente real. E evi
dente que todo elemento de o(F)\ {0} & totalmente positivo (cf.
3.1.3(1)). Seja x &€ o(F)\ {0}. Logo F(/-x) & formalmente real
(cf. 3.1.4). Se P e uma ordem de F(/-x) entao -x € PN F ,

ou seja, x nao e totalmente positivo.

§2. CARACTERIZAGAO DOS CORPOS REAL-FECHADOS

TEOREMA 3.2.1. (Springer). Sejam F um corpo, K uma extensao de
F, de grau Impar, e q uma forma quadratica sobre F. Se q e
anisotropica sobre F entdao g & anisotrOpica sobre K. Em

particular, se F e formalmente real, entdao K também o é&.
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DEMONSTRAGCAO. Podemos supor, sem perda de gereralidade, que
K = F(a). A demonstragao sera feita por indugao sobre n=[F(a) : F].
Se n =1 nada temos a demonstrar. Suponhamos n > 1 e g iso

tropica sobre K. Entao existem v(t) = (gl(t),...,gd(t))e F[t]d,

com d=dim q,e «a € K, com V(d)#o,tais que é(v(a))=0. 0 vetor
v (o) pode ser escolhido de tal modo gque nao exista algum poliné
mio, nao trivial de F [t] que divida todos os g, (t), isto e, to
dos os gi(t) podem ser considerados sem raizes em comum. O poli
némio g(v(t)) tem a como raiz, logo g(v(t))=p(t)-h(t) em F[t],
onde p(t) & o polindmio minimal de a sobre F. Se h(t) fosse um
polindmio nulo, g teria uma subforma isotrdOpica sobre F, para

ver isto & sd verificar o coeficiente dominante de g(v(t)).

i = max 3 = - .
Assim, se m l_iiid{agi(t)}, entao oh (t) 2m-n < 2(n-1)
- n=n-2. Logo o grau de h(t) & iImpar e menor que n. Seja

® uma raiz de h(t). Desde que 6 nao & raiz comum de todos os
gi(t), entao v(f) & um vetor ndo nulo de F(e)d e mais :
g{v(6)) = 0. Consequentemente g & isotropica sobre F(6) con

tradizendo a hipdtese de indugdo, e isto conclui a demonstragao.

COROLARIO 3.2.2. Se F & um corpo real-fechado, entao todo po-

lindmio de grau Impar de FI[X] tem uma raiz em F.

DEMONSTRACAO. Sejam f (X) um polindmio de grau Impar sobre F,
h(X) um divisor irredutivel de £f(X) em FI[X] e o uma raiz de

h(X). Desde que [F(a) : F] = 3h(x) gque & um numero Impar, entdo
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F(a) & formalmente real (cf. 3.2.1). Visto que F nao admite
extensao algébrica propria que seja formalmente real, conclui-

mos que F(a) = F, ou seja, a € F.

TEOREMA 3.2.3. Seja F um corpo. Se F'?2 & uma ordem de F e
todo polindmio de grau Impar de F[X] tem uma raiz em F entao

F(/-1) & algebricamente fechado.

DEMONSTRACAO. Desde que F admite uma ordem, F & formalmente

real e entao -1 ¢ F'2. Logo § = F(/-1) & uma extensao quadra-

tica de F. Mostremos que § = 02 . Se a € F° entao a € -2
ou -chF'Z,pois F'2 € una ordem de F. Neste caso vemos que se o € F

entao a € Qz, pois -1 = iz, com i = /-1 . De modo geral, se

@« €Q entdo a =a + bi, com a,b € F°, e para mostrar que

a € 92 podemos supor b # 0. Mais ainda, desde que 2/b € Qz,

é suficiente mostrar que o = a + 2i E.Qz, Ya € F. Mostrar

7 -
que existem x,y € F tais que (x + yi)” = a + 2i & equivalen
2 2

te a mostrar que x° -y =a e xy =1 ou, em resumo, dgue
- . . 2

x2 - X 2 _ a. Seja ) = x2, assim teremos )\ - a -1 = 0. 0]
-~ - 2 .

discriminante desta equagcao e a + 4 > 0. Seja a + 4 a

raiz quadrada positiva de a2 + 4., Escolhemos )= (a-+/a2-+4)/2
como raiz do polindmio X2 - aX -1 e mostramos que ) >0. Apds
esta etapa, basta escolhermos x como sendo uma raiz quadrada
de ), que existe porque todo elemento positivo de F, & um qua-

drado.
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Admitamos X < 0. Logo a - /a2-+4 <0 e portanto
2 2 - -
(a + va +4)(a - va +4) = -4 > 0, o que € uma contradicao. Por

tanto §© e quadraticamente fechado.

Seja 6: Q > Q com 6(a+bi) =a + bi = a - bi a conjuga-
cao complexa de Q e que se estende a Q[t] de forma natural .
Se f(t) € Q[t] , entdo 6(f(t)) = £(t) & tal que f(t)-E(t) €
€ F[t]. Mais ainda, se f(t)-f(t) tem uma raiz w em § entao
ou w ou 6O(w) @ uma raiz de f(t). Assim sendo, para mostrar
que Q e algebricamente fechado & suficiente mostrar que todo

polindmio nao constante de F[t] tem uma raiz em Q.

Se g(t) € Fit] seja E o corpo de decomposicgao de
(t2-+1)-g(t) sobre F, o qual & uma extensao de Galois de F ,
pois car(F) = 0. Sejam G = Gal(E/F) e H um 2-sylow subgrupo
de G. Desde que [G:H] & um nimero Impar, entdo o subcorpo de
E fixo pelos automorfismos de H & uma extensao de grau impar

de F. Logo G =H. Se of(G) =2 > 2 entio G possui um sub

grupo de ordem 2 N o qual di origem a uma extensdao de grau 2
de Q, contradizendo o fato de w ser quadraticamente fechado.

Portanto o0(G) = 2 e consequentemente E = Q , ou seja, w é

algebricamente fechado.

TEOREMA 3.2.5. Um corpo F & real-fechado se e somente se

i=+v-1 F e F(i) & algebricamente fechado.
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DEMONSTRAGCAO. =) Se F pe real-fechado entao F se encontra
nas condigoes do teorema 3.2.3. Logo i § F e F(i) & algebri-
camente fechado.

<) Se § = F(i) & algebricamente fechado e i ¢ F entao

todo polindmio irredutivel (ndao constante) sobre F tem grau 1

ou 2. Mostremos, primeiramente, que F & pytagoreano. Sejam
a,b € F° com a2 + b2 EF e g(X) = (X2 - a)2 + b2 = [X2 -
- (a + bi)] [X2 - (a - bi)]. Desde que & algebricamente fe-
chado, podemos escrever a + bi = a2 e a - bi = 82 r 0,B € Q.
Em Q[X] temos: g(X) = (X-a) (X+a) (X-B) (X+B). Claramente, =*q,*B

g F, pois b # 0. Assim g(X) ndo tem raiz em F e g(X) se
fatora como produto de dois polindmios irredutiveis de grau 2
em F[X]. Como os fatores lineares de g(X) sao X-a, X+to, X-8
e X+B podemos ver que Unica possibilidade de g{X) se fatorar
como produto de dois polindmios irredutiveis de grau 2 sobre
F[X] & g(X) = fl(X)~f2(X) onde fl(X) = (X-a) (X-B) e fz(X) =

2

= (X+a) (X-B). Assim aoB € F e (ocB)2 = a  + b2, ou seja, a2+b

e 72 e portanto F & pytagoreano.

Desde que -1 & F'2 e F & pytagoreano, entao F & for-

malmente real. Como a Unica extensdao algébrica propria de F e
seu fecho algebrico, que nao & formalmente real, podemos afir-

mar que F @& real-fechado.

COROLARIO 3.2.6. Um corpo formalmente real & real-fechado se e

somente se |F'/F'2] = 2 e todo polindmio de grau fmpar em F [X]



admite uma raiz em F.

DEMONSTRAGAO. =) Se F & real-fechado entao 1 e -1 sdo as
Gnicas classes quadraticas de F°, pois F° € uma ordem de
F (cf. 3.1.8). Que todo polindmio de grau Impar em F [X] admite
uma raiz em F decorre trivialmente de F (/-1 ) ser algebrica-

mente fechado (cf. 3.2.3) e portanto F €& real-fechado (cf.3.2.5).

Sera introduzido agora um novo conceito, a saber, o de fe-

cho real de um corpo com relagao a uma ordem de F.

DEFINIGCAO 3.2.7. Seja F um corpo ordenado por um conjunto
P C F de elementos positivos. Uma extensao A D F & dito um
fecho neal de F (com relagdao a P) se sao satisfeitas as se-
guintes condig¢oe: (1) A & real-fechado, (2) A €& algébrico so-

2

bre F e (3) A" NnF =P, isto &, a unica ordem de A induz

a ordem P de F.

Disto segue-se o seguinte resultado:

TEOREMA 3.2.8. Todo corpo ordenado F possui um fecho real re-
lativo a uma ordem considerada de F e tal fecho real é unico,

a menos de isomorfismo.

Antes de demonstrarmos o teoreria acima vejamos o seguinte:

-

LEMA 3.2.9. Se F & um corpo ordenado por P CF e Q e seu

fecho algebrico, seja E o menor subcorpo de Q que contém F
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e a raiz quadrada de todo elemento de P. Entao E & formalmen

te real.

DEMONSTRAGCAO. Suponhamos, por absurdo, que existem al,.”,arEEf

r
tais que z ai = 0. Assim)podemos admitir que os a; estao nu
i=1

ma extensao finita de F, a saber, F(/EI,...,/E;), onde os b,

estdao em P. Logo resolvemos nosso problema se mostrarmos que

cada extensao do tipc F(/Bi,...,VE;) com bi € P, & formalmen-

te real. Com este objetivo estabelecamos a seguinte afirmagao:
n

se T c.a? = 0, onde c, €EP e a, € F(vb,,...,vb_) com
. i%i i i r
i=1
bi € P entao a; = 0, i=1,...,n. Mostremos isto por inducgao
sobre t = [F(/BI,...,/B;) :F]. Se t =1 entao ciai € P.

Desde que P & fechado com relagao a soma e a multiplicagao e

0 & P, teremos um absurdo, a menos que ai =0, i=1,...,n. Su

ponhamos t > 1 e F(VBI,...,/Br_l),C F(/EI,...,/br). Assim

£
n
2 _ . . .
ii c,aj =0 com a, € F(/EI,...,/B;) implica que existem
n
. : B 2
xi,yiEEF(/BI,...,/Er_l), i=1,...,n tais que O—iilcib%fyiﬁ%p
n 2 2 n
= _Z ci(xi + bryi) + (2 R Cixiyi) /br . Logo teremos
i= i=1
z 2, 2 /oo /o
= € . Apli
iil c x; + 121 (cibr)yi 0 com x.,¥; F(v/by, ' r—l) pli
cando a hipdtese de indugdo concluimos que X; =y = 0, 1i-=

=1,...,n.



n
Se I c,x; =0 com c, €P e x, €E entao, pela ob-
i=1
servagéo acima, teremos xi =0, i=1,...,n. Em particular es

ta afirmagao & verdadeira se c,=l, que & o caso do nosso lema.

DEMONSTRAGAO de 3.2.8. Se F & um corpo ordenado por P, seja
E a extensao de F definida no lema 3.2.9, a qual é formalmen
te real. Logo existe um subcorpo A real-fechado do fecho alge-
brico de F que contém E (cf. 3.1.9). Para mostrar que A &
o fecho real de F com relagao a P & suficiente mostrar que

P C A'2 NF (cf. 3.1.3). Se b € P entao b € E'2 C A‘2 e

portanto b € A'2 N F.

A demonstragao da unicidade do fecho real sera omitida nes
te trabaiho mas pode ser encontrada em: Knebush, M.; On the
Uniqueness of Real Closure and the Existence of Real Places,

Comm. Math. Helv. 47 (1972), 260-269.

§3. CORPOS PYTAGOREANOS

A nocao de corpo pytagoreano foi introduzida em  3.1.5.

Neste paragrafo suas propriedades serao mais detalhadamente es-

tudadas.



OBSERVAGAO 3.3.1.(1) Se F & pytagoreano e nao formalmente real
entao F e quadraticamente fechado (cf. 3.1.1(2)). (2) Se @

€ um corpo e {Fi}ieI € uma familia de subcorpos pytagoreanos

de Q entdao N Fy €& também pytagoreano, fato este facilmenie
i€l

verificavel pelo leitor.

DEFINIGAO 3.3.2. Sejam F um corpo e § seu fecho algébrico.

Seja {Fi}iEI a familia de todas as extensOes algébricas pyta-

goreanas de F. Pelo visto na observacao anterior, N F. & uma
i€x

extensao pytagoreana de F que sera denotada por Fp e chama-

da o fecho pytagoreano de F.

PROPOSIGCAO 3.3.3. Se F & um corpo formalmente real, entao Fp

tambem o e.

DEMONSTRACAO. Sejam § o fecho algébrico de F e A um corpo
real-fechado tal que F C A C Q (cf. 3.1.9). Assim A & pytago-
reano (cf. 3.1.7) e mais, Fp C A. Desde que A & formalmente real

segue-se que Fp e formalmente real.

Existe uma forma construtiva de se obter o fecho pytagorea

no de um corpo F, a qual descreveremos a seguir.

Dizemos que K D F & uma extensao admissivel de F  se

existem corpos Ko’K ,...,Kn tais que F = K_ C K, C...C K_ =K

1 o 1 n

e K,,. =K, ( l-fa?), com a, € K.,. Se 2 @ o fecho algébrico de
i+i i i i i

F e x € Q dizemos que x & um elemento admissivel de F se



x € K para alguma extensao admissivel K de F. Desde que o
"compositum" de duas extensCes admissiveis de F ainda & uma
extensao admissVel de F, podemos concluir que o subconjunto de
¢ formado pelos elementos admissiveis de F & um corpo,o qual

~

sera denotado por Fp.

Mostremos que F_ = ﬁp. De fato, se y € Ep entao . y € K

~ - 2 =
para alguma extensao admissivel K de F. Logo K(V¥l+y )CFp
€ consequentemente 1 + y2 € f; . Disto concluimos que

Fp é pytagoreano e portanto Fp C ﬁp' Por outro lado Fp con-

tém qualquer extensao admissivel de F. Logo Fp D fp .

O préximo teorema nos dara uma caracterizagao de um corpo

pytagoreano F em termos do anel de Witt W(F).

DEFINICAO 3.3.4. Se q € W(F) dizemos que g & de forsao se exis
te um inteiro positivo n tal que n.g = 0 em W(F). E claro que
o conjunto Wt(F)=={q € W(F) tal que g & de torgaol! & um subgru-

po de W(F). Se Wt(F)=={O} dizemos que W(F) -@ £ivre de ;onA&o.

TEOREMA 3.3.5. (i) F & pytagoreano e nao formalmente real se e
somente se W(F) = Z/2%. (ii) F e pytagoreano e formalmente

real se e somente se W(F) & livre de torsao.

DEMONSTRACAO. (i) =) Se F & pytagoreano e nao formalmente
real entio F = F2 (cf.3.1.1). Logo toda forma quadratica de
dimensao par & hiperbdlica e <(a)=(l) , Ya € F'. Assim W(F) =

~ Z/2% .



<) Se 1 + y2 € F° entao (l-+y2)==(l). Logo l+y2 € F'%

ou seja, F & pytagoreano. De (1)=(-1) segue-se que —1€EF°%

ou seja, F e nao formalmente real.

(ii) =) Seja q = (al,...,an) uma forma quadratica aniso
tropica sobre F. Suponhamos r+q = 0 em W(F), para algum in-

teiro positivo r. Neste caso r g & isotrOpica sobre F, isto

& existem Viprer st Vepree eV ree eV € F , nao todos nulos,'
. 2 2 2 2
tais que a, (v + ...+ + ... + a + ... + = .
9 l( 11 Vrl) n(vln Vrn) 0
Desde que F @& pytagoreano, podemos escrever esta equagao na
2 2 2 2 2
forma a,u;, + ... +au =20 . = A e . i =
11 n n » onde Yy Vii Vei 0 1
=1,...,n. Mas g é anisotrdpica, entao U = ... = u S 0. Vis-
to gque nem todos os Vi sao nulos, concluimos que F @& nao
formalmente real, contradizendo nossa hipdtese. Portanto se,

alem de pytagoreano, F & formalmente real segue-se que W(F) é

livre de torsao.

<) Se d=1+ y2 € F° entao (4,d)=¢(1,1) (cf. 1.3.3).
Logo temos 2 (1l,-d) =0 em W(F). Como este & livre de torsao
temos (1l)={(d) , ou seja, d € F'2. Portanto F & pytagoreano.
Se F @& nao formalmente real, entdo, pela parte (i), W(F) =

~ Z/2% gque nao & livre de torsao. Neste caso, podemos concluir

que F @& formalmente real.

Sejam K D F uma extensao de corpos e (V,q) um espago
quadratico sobre F. Podemos encontrar ayre--rdy € F° tais que

q = <al,...,an) (cf. 1.1.7(1i)). Denotemos por q @ classe de



(al,...,an) em W(K). Com isto podemos definir r* : W(F) > W(K),
com r*(g) = q, + como acima. E facil ver que r* estd bem de-

finida e & um homomorfismo de grupos.

TEOREMA 3.3.6. Seja F um corpo. O nucleo da aplicagao

r* : W(F) - W(Fp) e um grupo de torsdo 2-primario.

Para demonstrarmos este teorema, precisamos dos seguintes

resultados:

PROPOSICAO 3.3.7. Sejam F um corpo e a € F'\F'2 . Se g & uma

forma anisotrdpica sobre F mas isotrdOpica sobre F(v¥a) entio
existe d € F° e q; uma forma quadratica sobre F tais que

q=d(l,-a) Ll q .

DEMONSTRACAO. Seja <al,...,an) uma diagonalizacao de g. Des-

de que g & isotrOpica sobre F(va), existem X 0¥y € F, nao

todos nulos, tais que 'gl ai(xi + yi/E)2 = 0. Logo temos
i=

2 a.x? + a ? y2 =0 e g a.x.y. = 0. De ? a.x.y. = 0

i=1 *t % i=1 i=1 * 7 i=1 * 4 E

concluimos que os vetores X = (Xl""'xn) e Y==(yi,.”,Yn) sao

ortogonais. Desde que q(X) g(Y) # 0, pois g € anisotrdpica
sobre F, e X & ortogonal a Y, segue-se que g admite uma

diagonalizagao do tipo <(qg(X), q(Y),b3,.”,bn) = q(X) (1l,-a>l qa;-

COROLARIO 3.3.8. Sejam F um corpo, a € F° e q uma forma
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quadratica sobre F. Se a ¢ Frl e g € hiperbdlica sobre K=
= F(v/a), ou seja, A = 0 em W(K) entao existe uma forma qua

dratica q, sobre F tal que q = d; 1 (—a)ql.é <1,—a).ql.

A demonstragao deste resultado se faz por inducado sobre

dim g e decorre imediatamente da proposigao acima.

DEMONSTRAGAO de 3.3.6: Consideremos Fp = ﬁp (ver discussao en-
tre 3.3.3 e 3.3.5). Se g € W(F) & tal que q & hiperbdlica em
W(Fp) entao g & hiperbdlica em alguma extensao admissivel K
de F. Seja F = K, € ... CK =K uma torre de extensoes ad-
missiveis de F, onde Ki+l = Ki (V1 + ai ), a; € Ki. O proble
ma se resume em mostrar que Ker(W(Ki) > W(Ki+l)) é um grupo
de torsao 2-primario. Podemos assumir que [K;,; : K;1 =2 ,pois
caso contrario o problema e trivial. Sejam Kipg = Ki( l-+ai ),
a, € K, e g uma forma quadratica anisotrdpica em K, mas hi-

1 1

perbolica sobre K, Neste caso existe uma forma quadratica

i+l°
a3 sobre K. tal que g = (1, —(l+ai2)>-ql (cf. 3.3.6). Desde
que (1,1) = <l+aiz, 1+aj2L> (cf. 1.3.3) entdo 2~(1,—(1+a12)> =0
em W(Ki)' ou seja, Ker(W(Ki) > W(Ki+l)) € anulado por 2 e isto

demonstra o teorema.

TEOREMA 3.3.9. Se F & um corpo formalmente real entao a se-

* -
guéncia 0 =+ Wt(F) »~ W(F) —£;>W(Fp) e exata.



DEMONSTRAGCAO. Se F & formalmente real entao Fp é pytagorea
no e formalmente real (cf. 3.3.3). Assim W(Fp) e livre de tor-
sao (cf. 3.3.5(i)) e portanto Wt(F) C Ker r*. Por outro lado ,

Ker r* C W _(F) (cf. 3.3.6). E isto conclui a demonstragao.

TEOREMA 3.3.10.Se F € um corpo nao formalmente real,  entao

Wt(F) = W(F).

DEMONSTRACAO. Desde que F & nao formalmente real, entao Fp é
pytagoreano e nao formalmente real e portanto W(Fp) = Z /2 Z
(cf. 3.3.3(ii)). Se g € W(F) entao 2+g =0 em W(Fp) e

q € W (F) (cf. 3.3.6). Logo W(F) = W(Fp).

§4. O PRINCIPIO LOCAL~-GLOBAL DE PFISTER

DEFINIGAO 3.4.1. Sejam F um corpo, a uma ordem de F e q =
= (al,...,an) uma forma quadratica sobre F. Definimos a ass4-
natura de q com helag¢ao a o, e denotamos por siga(q), como sen
do o nimero 2p-n, onde n = dim gq e p &€ o nimero de elementos

do conjunto {al,...,an} N a.

OBSERVAGCAO 3.4.2. Siga(q) independe da diagonalizagao escolhida
para . Em outras palavras, se g e q' sao formas quadraticas
isométricas entao sig (q) = sig (q"') qualquer que seja a ordem

a de F.



De fato, sejam uma ordem de F e K o fecho real de F com
relagdo a a. Como q = q' em W(F), entio dg =r*(g) =r*(q') = a
em W(K). Por outro lado, se siga(q) = 2p-n e siga(q')==2p'—n en
tao dg = p-¢{1> L (n-p)(-1)e dg =p'-(1) 1 (n-p'){-1) em W(K).
Portanto,temos em W(K), p-(1) 1l (n-p)}{-1>) = p'.(1)1 (n-p') (-1
ou 2p(l) = 2p'(1l), donde segue-se que p=p', pois W, (K) e li-

vre de torsao (c.f. 3.3.5(ii)).

Observando que siga(IH) = 0 obtemos assim uma aplicagao
siga : W(F) > Z.
Dizemos que uma forma quadratica g sobre um corpo F tem as

sinatura total nula se siga(q) = 0 para toda ordem o de F.

TEOREMA 3.4.3. (O principio local-global de Pfister). Sejam F
um corpo ordenado e o0 o conjunto de todas as ordens de F. A se

- * -
quencia 0 - Wt(F) > W(F) I, q W(F ) e exata, onde r* =71 r*,

a€o aEc
A demonstracao deste teorema sera feita em duas etapas. Na
primeira suporemos a sequéncia exata quando F & pytagoreano
e na segunda etdépa mostraremos que se F é pytagoreano entao

a sequéncia e exata.

Para mostrar que a sequéncia acima & exata & suficiente
mostrar que toda forma quadratica com assinatura total nula &

de torsdo pois a outra parte & trivial.



12  Erara. Suponhamos que g € W(F) etal que siga(q) o ,
Ya € 0. Seja Fp o fecho pytagoreano de F. Desde que Fp é for-
malmente real (cf. 3.3.2) e cada ordem de Fp induz uma ordem
em F, entao sigd(q) = 0 qualquer que seja a ordem de Fp. Lo-
go assumindo que a sequéncia & exata quando o corpo & pytagorea-
no podemos afirmar que q € Wt(Fp). Mas Fp €& pytagoreano e for

malmente real, logo Wt(Fp) = 0 (cf. 3.3.3(2)). Disto segue-se

que (g € Wt(F) (cf. 3.3.7).

22 ETAPA. Se F & pytagoreano entao o problema resume-se em mos

*
trar que a sequéncia 0 - W(F) —— ﬂw(ﬁx)é exata, pois Wt(F) =0

(cf. 3.3.3(2)). Assim,sdO temos que mostrar que dada uma forma qua

dratica q # 0 em W(F), , existe uma ordem o de F tal
que gq # 0 em W(Fa)' Isto sera feito em 3 passos.
PASSO 1. Sejam g uma forma quadratica anisotrOpica sobre F, 2

seu fecho algébrico e A={K corpo; FCKCQ, q#0 em W(K), K pyta
goreano e formalmente real}. Evidentemente A # ¢ (pois F € A)
e & indutivo. Pelo lema de Zorn, A admite um elemento maximal
Ko' Se mostrarmos que Ko e real-fechado teremos: a) Ko c Q ;
b) KO e real-fechado e «c¢) K'2 NF =0 , onde a & alguma ordem

de F. Assim, por definigao, Ko sera o fecho real de F com re

lagao a a e o problema estara resolvido.

Para mostrar que K & real fechado & suficiente  mostrar

que [K'/Kézl = 2 e que todo polinomio de grau Impar sobre L



tem uma raiz em Ko(cf. 3.2.6).

PASSO 2. Seja f(X) € KO[X] um polindmio de grau impar. Su-
ponhamos cue f(X) nao tenha raiz em KO. Neste caso KO admite
uma extensao propria de grau impar L. Se g =0 emn W(Lp) en-
tao q € Wt(L) (cf. 3.3.7). Disto segue-se que existe um inteiro
positivo n tal que neqg = 0 em W(L). Consequentemente n-q =0
em W(K)(cf.3.2.1),0u seja, Q€W (K ) =0 (cf. 3.3.5(ii)). Mas g = 0 em
W(KO) contradiz uma das hipdteses sobre K - Portanto g # 0 em
W) ' Logo, FC L, © R, qg#0 em W) e L & formal-
mente real e pytagoreano (cf. 3.3.2), contrariando a maximalida-
de de Ko‘ Portanto podemos afirmar que sobre KO todo poliné-

mio de grau impar & redutivel.

PASSO 3. Mostremos que |Ké/K52| = 2. Desde que K & formalmen
te real entao 1 e -1 sao duas classes quadraticas distintas
de Ké/Kéz . Suponhamos que exista outra classe quadratica A. Lo
go 1, -1, X e -1 sao quatro classes quadraticas distintas de
Ké/Kéz .S g=0 enm W(Ko(/X)) e gq=0 en W(Ko(/:f)) entao
existem formas quadraticas 9, € 49, sobre Ko tais que q =
= (1,—)\)-ql e g = (l,k)-q2 (cf. 3.3.6). De q = (l,—A)-ql te-
mos A-qg = (A,-1) e -1 (1,-)) *q; = 9 e de gq = (1 ,A) *d,
temos A+g = g (efetuando calculos similares). Em resumo, g~-l-q e portan

to 2-g=0 em W(KO),ou seja, qGWt(KO) =0. (cf. 3.3.5(ii)). Disto
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segue-se que g nao pode ser hiperbdlica sobre | Ko(/X) e sobre
KO(/:X) simultaneamente. Assim sendo, podemos supor que q # O
em W(Ko(/f)). Desde que KO é formalmente real e pytagoreano e
4 Kéz , temos KO(/X) formalmente real (cf. 3.1.4). Logo
Ko(/X)P &€ formalmente real e pytagoreano (cf. 3.3.3). Se q =0
em W(KO(/TXP) entao q € Wt(KO(/I)), ou seja, existe um intei-
ro positiva n tal que n+*g =0 em W(Ko(/X)). Se alem disto
qg=0 enm W(Ko(/:X)é) entdo existe um inteiro positivo m tal
que m:‘q = 0 em W(KO(/:X)). Logo meneq & hiperbdlica  sobre
Ko(/X) e sobre Ko(/:i). Usando o mesmo argumento para mostrar
que g nao pode ser nula em W(KO(/X)) e em W(Ko(/:X)) simul-

taneamente, mostramos que 2m*n.q = 0 em W(Ko), o que & uma

contradigao.

Portanto podemos supor que g # 0 em W(Ko(/x)ﬁ). Desde

C c Q a € ‘
que F (KO(/X)P {1 entao temos KO(/T)P A e KogiKo(/X)P o
gque contradiz a maximalidade de Ko' Com isto temos provado que
KO nao tem mais do que duas classes gquadraticas e isto conclui

a demonstracao do teorema.

OBSERVACAO 3.4.4. Decorre do Principio Local-Global de Pfister
que uma forma quadratica g sobre um cOrpo ordenade F & de

torsio se e somente se g tem assinatuta total nula.
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DEFINICEO 3.4.5. Se F & um corpo e gq & uma forma gquadratica
sobre F, dizemos que q @& fonrtemente de torsao « se  existem
ayree-rdy € F°, Wyreea W € o(F) \ {0} tais que q = (al,—alw1 ,

e..,a -a_w_) .
' "“n’ nn

e et e i A mr——— 4

LEMA 3.4.6. Se F & um corpo formalmente real e q & uma for-
ma quadratica sobre F entao g & de torsao se e somente  se

g e fortemente de torsao.

DEMONSTRAGAO. Se g & fortemente de torsdao entao siga(q) =0
para toda ordem o de F. Logo g & de torsao (cf. 3.4.4). Por
outro lado, se g & de torsao entao existem al,...,anﬁF"tais

que q = ¢a;,...,a , a ,qs-++,3, ). Mostremos, por indugao so-

n
bre n, que gq & fortemente de torsdo. Se n=l entdo q=a,,a,),
com :ala2 € o(F) (cf. 3.4.4). Neste caso existe w € o(F) tal
que g = (a;,-a,w ). Suponhamos n > l. Desde que g é de tor-

sdao, existe um inteiro positivo m tal que m-qgq =0 em W(F),

ou sejam m(al,...,an) o m(—an+l,...,7a2n> . Logo a4 T

r
= ¥ a.,c, , 1 <r<n e cy € o(F). Completaremos a demonstra

¢do por indugdo sobre r. Se r=l, teremos a_ ., = magwy . Wy €

l,—alwl) é fortemente de to?séo, aplica-

mos a hipdotese de indugdo sobre n para concluirmos a demons-

€ 0(F). Desde que (a

r
" —_

tragcao. Se r>1 entao -al < 1% taj, T ‘iz a;c;- Desde

g=f(a,)l (-a,c

—_ 1 1 ]
1 1 l) 1 q, em W(F), onde q = <a1""’an+l"'°’ a2r1) ’
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ai se i # 1,n+l
com al! = -a,c,a" se i =
i 1°1%n+1 1
- a" s i = + 1.
an+l e i n 1

Sendo g = <al,—alcl> 1 ql e suficiente mostrar que ql e for-

temente de torsao. E facil ver que q, & de torsdo e -ar., <

n+1l

= a

I~ H

a;c; com c, & o(F). Aplicando a hipotese de indu
i=2

gdo sobre r e n, concluimos a demonstragao.

LEMA 3.4.7. Se F & um corpo e g & uma forma quadratica so-

o

n
: .2
((-wi)>, com w, € o(F) e 1 W, EF° 7,

bre F tal que g =~ |
=1 i=1

i
entao existem Si’ti € (F)\V{0}, i=1,...,r tais que q =
n

= 'i ((—si,—ti)) em W(F).
i=1

DEMONSTRAGAO. A demonstragdo serd feita por indugao sobre n. Se

~ .2 .
n =1, entao wl € F e neste caso podemos considerar r =1,

81 1l e tl Wy Suponhamos n > 1. Desde que ((—wf) « w2))
=({ - - - 3 = - - 1

(« Wy w2>>l (< wlw2>) em W(F), entao g (< Wyr =W, >) q;

n
onde q, = 1 ((=-v, ?), com W, wW se i1 =2
1 i=2 i 12
v, =
i
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Como podemos ver, q, se encontra nas condigoes do lema 3.4.6.
Aplicando a hipdtese de indugao sobre n, para a forma quadrati
ca qp, concluimos a demonstracgao.

LEMA 3.4.8. Sejam F um corpo e g uma forma quadratica sobre F.

8
n
1

%]
®
e}
n

(C=wy 2D entao q € IWN(F) / se e somente se

i=1

DEMONSTRAGAO. A demonstragao deste lema & uma consequéncia ime

diata de (2.3.3).

TEOREMA 3.4.9. Se F & um corpo e g & uma forma quadratica

sobre F entao g € IW(F)o N Wt(F) se e somente se existem

nrE=s

ajre..,a € F-, Wyreea W € (F) \ {0} tais que q==i . e; (Cay,

-w.>) em W(F) com €, = % 1.
i i

DEMONSTRAGCAO. Se g € W, (F) entao existem ajre-.sa € F- ,

n
Wyreoo W € (F)\ {0} tais que g = iil ai<(—wi>) (cf. 3.4.6).
n n
= - a = - 1 (- .
Se q _i (< wi>) entao g .i ((ai, wi)) ( l)ql em W(F)
i=1 i=1
n ~
Desde que 1 <<ai,—wi>) e g estao enm IW(F)o segue-se que

i=1
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.2
w, €F (cf. 3.4.7). Neste caso existem s,,...,8, t.,;...,t €
T 1 r 1 r

33

i

=R

€ o(F) \ {0} tais que a; = ((-si,-ti)) em W(F) (cf. 3.4.6).

i=1

Portanto podemos ver que gq pode ser escrita na forma desejada.

A outra implicagao & trivial.

§.5. RESULTADOS AUXILIARES

Para finalizar este capitulo passaremos a enunciar (e de-
monstrar) uma série de resultados que nos serao iteis para as
demonstracoes dos principais teoremas de classificagao, no proxi

mo capitulo.

PROPOSICAO 3.5.1. Sejam F um corpo e g uma n-forma de Pfister
sobre F. Se q' @& a parte pura de g e b € D(g') entao exis-

tem b.,...,b_€ F° tais que g = ({(b ,b2,...,bn)).

2 n

DEMONSTRACAO. A demonstracdo desta proposigdo serd feita por indugdao sO-

bre n. Seja g = (Gal,...,an)) . Se n'=1 entao q'==((a1)). Lo-

go se b € D(gq') entao b, = alt2 para algum t € F° . Neste
caso (al) = (b) e consequentemente g = (l}al) ~ (1,b) =
=((b?)) ., Essim suponhamos n > 1 e gq=T - ((an ) , onde

q = ((y,dz,...,dn_lxan)) = ((yl,an)) ((dz,...,dn_l)). Visto que

(y,xan Y = (y + xan) (1,xyan ) (cf. 1.3.3), entao (Cy,xa_ ))

ﬂ(b,xyan)) , Ou seja g = ((b,dz,...,dn_l,x-yan)).
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COROLARIO 3.5.2. Sejam F um corpo e g uma n-forma de Pfister,
n>1. Se 2.g =0 em W(F) entdo existem LIEPVRPRE I F*
sendo w uma soma de dois quadrados de F tais que q =

:«—w,az,...,an >) .

DEMONSTRAGAO. Se 2-g =0 em W(F) entdo gq = (-1).q e por-
.tanto g representa -1 (cf. 1.3.6). Assim -1 = y2 + d, onde
y €EF e d D(g') U {0}, sendo q' a parte pura de q. Se
d = —(l+y2) = 0 entao -1 = y2 e consequentemente F = g(F)
(cf.3.1.1). Neste caso a conclusao & imediata. Se d # 0 entdo

existem Agreesay € F° tais que q = ({(4d,a ,u.,QQ) (cf£.3.5.1),

2
visto que d € D(q').

COROLARIO 3.5.3. Sejam n um inteiro positivo e F um corpo.
Se nao existe n-forma de Pfister anisotrdpica g satisfazendo
2-.g =0 em W(F) entao nao existe m-forma de Pfister anisotro-

pica de torsao, para m > n.

DEMONSTRAGAQ. Sejam m >n e g wuma m-forma de Pfister aniso-

trdopica de torsao. Assim existe um inteiro positivo r tal que
r+l1 2

2 g=0 e 2. #0 em W(F) (cf. 3.3.9, 3.3.6). Neste ca-
. . . r N .

so existem WiBgreeesd Lo € F tais que 27 -.r = (( w;azp”.,%nﬂg)

onde w & a soma de dois quadrados de F (cf. 3.5.2). Desde

que q; = 2(-w ,a,,...,a)) é anisotrdpica, entao q, é hi-

perbblica sobre F (cf. 1.3.7). Se admitirmos gue sobre F nao
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existe n-forma de Pfister g satisfazendo 2-q = 0 em W(F)
entao ((—w,az,...,an>> =0 em W(F) e consequentemente
((—w,az,...,am+r)) = 0 em W(F), contradizendo nossa hipotese

sobre a existéncia de tal inteiro r. Com isto a demonstracio

fica estabelecida.

LEMA 3.5.4. Sejam F um corpo e g uma forma quadratica sobre

F. Se dimg =6, A(q) =1 e w(g) =1 entdo g =0 em W(F).

DEMONSTRAGAO. Se dim g =6 e A(g) =1 entiao q € IW(F) (cf
2.3.3). Desde que g € IW(F)O e w(g) =1 em B(F) entao
q € 12W(F)o (cf. 2.3.6). Desde que dimg =6 e (g € I2W(F%)e3

tdo g =0 em W(F) (cf. [6 ], th. 3.1, Ch. 10).

LEMA 3.5.5. Sejam F um corpo e q uma forma quadratica sobre
F. Se dim g =6, A(q) =1 e w(q) = (a,b) em B(F) entao ¢

& isotrdpica sobre F.

DEMONSTRACAO. Se g € uma forma quadratica nas consigOes acima
entdo g =0 em W(F(/b)) (cf. 3.5.4). Logo existem C1rCyr
cy € F tais que gq = (1,-b) <cl,c2,c3 > (c£.3.3.6) ou q e

isotrdpica sobre F. Caso a primeira possibilidade acontega en-

tdo b = A(g) =1, isto &€, g €& hiperbdlica sobre F.

PROPOSICAO 3.5.6. Sejam F um corpo e g uma forma quadratica

sobre F. Se dim g = 10, A(g) =1 e w(g) =1 em B(F) entao
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g @& isotropica sobre F.

DEMONSTRAGAO. Podemos considerar q = al((bl)) 1 a, ((b2)>1 dg

onde dim q, = 6, com al,az,bl,b2 € F°. E facil ver que q =

= a;¢{bj,a;a, )l q  em W(F(vElbz)). Desde que A(gq, ) = 1 (mod

F(/BlBZ)Z), dim d, = 6 e w(qo) = (-b,,—a,a,) em B(F/BIEZ) en

1’ 7172
tdo g & isotrdpica sobre F(/b;b,) (cf. 3.5.5), ou seja,exis

tem aq € F' e q, uma forma quadratica sobre F tais que

q, = a?((_blb2)> 1 9, » com dim q; = 4 (cf. 3.3.4). Agora

o~ 1 -
q gq, q3, onde q2 al(<bl)) 1 a2<<b2>) 1 a3<( b1b2 )) e

d3 = a4((b3,b4>>onde a4,b3b4 € F°, pois A(g) = 1. Assim sendo

dim q, = 6, A(qz) =1 e w(qz) = (—b3,—b4) em B(F). Portanto,

R

d, € isotroOpica sobre F (cf. 3.5.5) e consequentemente g e

isotrbépica sobre F.

Sejam K D F uma extensao de corpos de grau finito e
s : K> F umé aplicagao F-linear. Para um espago quadratico
(V,g) sobre K temos a fungao Bq : VXV -+>K que & bilinear
associada a q. Compondo Bq com s, teremos uma aplicag¢do bi-
linear simétrica s o Bq : V. xV > F. Se dimFK = n, podemos ver
V como um F-espaco vetorial de dimensao m-n, onde m=dimKV T .
Fazendo qF(x) = %(s o Bq(x,x))para todo x em V, teremos
(V,qF) um espago quadratico nao singular sobre F. Baseado nes-
tas observagOes, concluimos o seguinte resultado: se K D F e

uma extensao finita de corpos e s : K> F & uma aplicagao
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F-linear entao a aplicagao s, :W(K) » W(F) tal que s,(V,q) =

= (V,qg) € um homomorfismo de grupos.

As afirmagOes feitas acima podem ser encontradas com deta-

lhes em [ 6] ch. 7.

LEMA 3.5.7. Se F & um corpo e K = F(Yw) & uma extensido qua-
dratica de F, com w € o(F), entdao a seguinte sequéncia & exata
* S

r- . *
0 > ({(-w ))W(F)O - IW(F)o — IW(K)0 —_— IW(F)O + 0

onde r* & a aplicagdo induzida pela inclusdo F C K e s, &
induzida pela fungéo s : K+ F tal que s(atb-/) =b , va,b €

€ F.

DEMONSTRAGCAO. Se r*(g) = 0 em W(K) entdo existe uma forma
quadratica q, sobre F tal que q ((-w)) -q; (cf. 3.3.6) .
Se g € IW(F) entao q; € W(F),. E claro que r*{((-w)).q) =0

em W(K), VYg € W(F).

Seja g € W(F). Devemos provar que s,(r*(g)) = 0. Desde
gque s, e r* sao homomorfismos de grupo, é suficiente mostrar
que se a € F° entao s,(r*a)) =0 em W(F). Para tanto &

suficiente verificar que s,(r*{((a))) & isotropico. A verifica-

-

¢do deste fato & imediata. Por outro lado, se Yy € IW(K)O e
tal que s, (y) = 0 devemos mostrar que existe g € IW(F)o tal
que r*(g) = y. Em primeiro lugar, mostraremos, por indugao so-

bre dim y, que existe g € W(F) tal que r*(g) = y. De fato se
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s,{y) =0 em W(F) em particular s,(Y) é isotrdpica sobre F,
ou seja, y representa, sobre X, um elemento de F°. Se dim y=
= 1 entao existe a € F° tal que vy = (a ) e neste caso toma
mos gq =(a). Se dim y > 1, existe a € F° e Yy, uma forma
quadratica sobre K tais que y= (a)l Y1 - Desde que s, ((a))
=0 em W(F) e s, € um homomorfismo de grupos, aplicamos a
hipotese de indugao para concluir que existe g € W(F) tal que
r*(q) = y, visto que s*(yl) =0 em W(F). Falta mostrar que
q € IW(F)O. Desde que r*(q) € IW(K)O, temos dim g=n =0 (mod 2)

n(n—l)/2.x2’ onde

para algum inteiro positivo n e A(g) = (-1)
x =a + b/w , com a,b € F. Desde que A(g) € F°, podemos ver
que a-b =0. Se b =0 entao g € IW(F)  (cf. 2.3.3). Caso

n(n—l)/2. .2

contrario podemos supor A(qg) = (-1) w em F°/F°°. As-

sim sendo qgq 1l ({(-w ))EEIW(F)O e r*¥(gl ((~w)) ) = vy.

LEMA 3.5.8. Se sobre o corpo F nao existe 3-forma de Pfister
de torsao entao r* : I2W(F)O - IZW(K)O € um monomorfismo, on-

de r* e K sao como acima.

DEMONSTRAGAO. Desde que r* & um homomorfismo, € suficiente
2

provar que Ker r* = {0}. De fato, se 0 # g € I W(F) e

r*¥(q) = 0 em W(K) entdo existe uma forma quadratica q, so-

bre F tal que g = ({(-w ))-ql (cf. 3.3.6), com dim q; > 4 (cf.

[6] th. 3.1, ch. 10). Podemos supor ¢ anisotrdpica sobre F

~ € F*
e q; = al((bl)) 1 a, ((bz)) 1 dyr onde al’aZ'bl'bZ e
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9, e uma forma quadratica sobre F. Vemos que ({(b,,-w )) e

ll

({b,,-w )) sao universais, pois dado ¢ € F*° temos ((-c,b,-w))

2!

=0 em W(F), isto &, ((b,,-w)) = ¢ ((b,-w )) representa c

ll
(cf. 1.3.6). Neste caso concluimos que q & isotrdpica sobre

F, o que contradiz nossa hipdOtese. Portanto r* & injetora.

LEMA 3.5.9. Sejam F um corpo e K = F(Ya ) uma extensao qua-
dratica de F. Se J & o F°'-mddulo gerado pelas formas quadra-

ticas do tipo <((e,z )) com e € F° e z € K°, entao J=IW(K)O.

DEMONSTRAGCAO. E evidente que J C IW(K)O. Por outro 1lado, se
X,y,b € K° entao ((x+b,y))= b(x,y)) 1L ({-b,y)) em W(K) -
Considerando a igualdade acima estabelecida, s precisamos mos-—
trar que ({c+va , d-v/a))€J , V¥c,d € F, visto que podemos
considerar b € F° . Se ¢ = ~-d entao g = ((1,-1)) € J. Se

c # -d teremos q = ({(c+d, (c+/a)(d-/a))) € J (cf. 1.3.3).

LEMA 3.5.10. Sejam F um corpo e X 1Y €Er” ,i=1,2,3. Se

a2 w

(xi,yi) =1 em B(F) entao q = ((xl,yl))' L (1)4(x2,y2)>'

i=1

é isotropica sobre F, onde ({x,y)))' € a parte pura de «XidE»'

DEMONSTRACAO. Seja K = F(/—x3). Assim (xl,—yl) = (—x2,—y2) em
B(K). Logo g = <(xl,yl)>' 1 (—l)-((xz,yz))' =0 em W(K), ou
seja, existem al,bl,cl € F* tais que g = <<x3>)((al,bl,cl »

(cf. 3.3.6). Desde que gl T = (Cxpoy) L xy,y,)) entdo



q € IW(F) . Com isto temos A(g) =1 = x5, isto e, (—x3,—y3)=l
em B(F) e consequentemente (—xl,—yl) = (exz,—yz) em B(F),
)Y = ((x

ou seja, ({(x )) em W(F) e consequentemente ’

1'¥1 2'¥o

g=0 em W(F), a menos que g seja isotrdpica sobre F.

LEMA 3.5.11. Se ¢ e T sao 2-formas de Pfister sobre um corpo
F tais que q =¢' 1l (-a)-1' & isotrOpica sobre F(va) entao

existem z,b,c,d € F° tais que gl (-a)s1= ({(-a,z))l bl(c,d.

DEMONSTRAGAO. Caso 1l: g & isotrbOpica sobre F. Assim, ¢ e
a-1' representam um elemento em comum c¢ € F°. Neste caso, sa-
bemos que existem b,z € F° tais que ¢=({(c,b)) e 71=((ac,z))
(cf. 3.5.1). Disto seque que ¢ ! (-a)-t = (1,b,cb,-a,-az,-cz)!t
Il ™H =<(1,-a,z,-az) ! (b,-z,cb,-cz) =({-a,z?)) 1 b{{c,d}), com
d = b-z.

Caso 2: g & anisotrOpica sobre F. Assim teremos z € F°
e g, uma forma quadratica de dimensao 4 sobre F  tais  que
g = z({(-a)) 1 d; (cf. 3.3.5). Desde que A(gq) = a, temos
A(g) =1 e portanto existem b,c,d € F° tais que qlzb((c,d)).

Logo ¢ 1 —-a.T =gl ((-a)) =<((-a,z)) L b ((c,d)).

PROPOSICAO 3.5.12. Seja g uma forma quadratica de dimensao 2n.

Se g € IW(F)_ entdo existem ql,...,qn_l2—formas de Pfister
n—

e ajs.--08 4 EF tais que g = iil a,q; em W(F) .
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DEMONSTRAGAO. A demonstragdao sera feita por indugdo sobre n. Se
n=1 entao g =(1,-1) =((1,-1)) em W(F) (cf. 2.3.3). Su-
ponhamos n > l. Assim existem a,b,c € F° e q; uma forma
quadratica tais que q = (a,b,c ) 1 q;r com dim q; = 2n-3. Nes-
te caso g = a ((ab,ac)) 1 qlJ.((—abc)> em W(F). Desde que
a((ab,ac )) € IW(F)o aplicamos a hipotese de indugao sobre

q; 4 (-abc ) para concluirmos a demonstragao.

TEOREMA 3.5.13. Seja K = F(v¥w) uma extensao quadratica de F,
onde F @& um corpo que nao tem 3-forma de Pfister de torsao
nao trivial. Sejam w € o(F) e s : K - F a fungao F-linear
tal que s(l) =0 e s(/w) =1. Se vy € IZ(K)O com dim y = 8
e s,(y) =0 em W(F) entao existe uma 3-forma de Pfister g

sobre F tal que r*(a.q) =y para algum a € F° .

DEMONSTRACAO. De fato, se Y € IZW(K)o e s,(y) =0 em W(F)
entao, em particular, s,(y) e isotrdpica sobre F, ou seja,
y @ isotrdpica sobre K ou Yy representa um elemento de F°.
Se acontece a segunda possibilidade podemos assegurar que 7y ad-
mite uma diagonalizagao (ays---,ag) onde a; € F- e a; € K-,
i=2,...,8. Em ambos 05 casos podemos reéetir o mesmo racioci
nio e concluir que y & imagem, através de r*, de alguma forma
gquadratica g de W(F), ou seja, existe g € W(F) tal que
r*(q) = y. Se dim q > 8 entdo q & isotropica sobre K. Logo

existem a € F° ‘e q, uma forma quadratica sobre F tais que
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qg =~ a{{-w i)l q; (cf. 3.3.5). Com este argumento podemos supor

dim q = 8, pois r*(ql) =y em W(K). Assim sendo, existem
3

Xi’ai'bi €F" , i=1,2,3 tais que q = iil xi(<ai,bi »)»  (cf.

3.5.12, 3.5.7). Seja q, = ((al,bl)) 1 (—w)d(aQ,bg)l(e)%(aa,bB{)

com e € F° a ser determinado. Desde que q = q, (mod IZW(F)OL
Ve € F', entao r*(q) = r*(qz) = 0 (mod IZW(K)O). Assim temos

(-al,—bl)(—azr-bz)(—a3,—b3) =1 em B(K) (cf. 2.3.6) e conse-

guentemente ¢ = ((al,bl))' L (-w) ((a2,b2))' € isotropica so-
bre K (cf. 3.5.10). Isto equivale dizer que existem b,c,d,z €
€ F*° tais que g, = ({-w,z )) L (b) ({(c,d)) L (e) <(a3,b3)) (cf.
3.5.11). Fazendo e = -b vemos que a parte anisotropica de g,

sobre K tem dimensao menor ou igual a 6 e isto nos garante que
q, e hiperbolica sobre K (cf. [ é] th. 3.1, ch. 10). Fazendo
9, = 9 1 (—q2), teremos q; € IZW(F)o e r*(ql) =y . Se a par
te anisotropica de q, tem dimensao menor que 8 entaoc q & hi
perbdlica sobre F (cf. [ 6] th. 3.1, ch. 10) e o problema esta

resolvido. Por outro lado, se admitimos +y # 0 em W(K), tere-

£f1l1 ({(~w)) £

mos El , onde El & a parte anisotrdépica de

1
q;, f € uma forma quadratica de dimensao 8 sobre F tal que
r*(f) =y e f; & uma forma quadratica sobre F gque torna a
igualdade acima verdadeira (cf. 3.3.5). Desde que F nao admi-
te 3-forma de Pfister de torsdo entao <({(a,-w)) & universal,

a € F° , e consequentemente dim f; < 1. Se ‘dim £, =1 entao

temos El € IZW(F)o e dim ai = 10, ou seja, ai € isotrdpica

sobre F (cf. 3.5.6). Assim dim al = 0. Seja g;=a,;((b;))lgqg_.
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Com isto temos El = q, (mod 12W(F(/-bl))o) e conseqguentemente

q, = 0 em W(F(/—bl) (cf. [6]1 , th. 3.1, ch.10) pois d, €

€ IZW(F(V—bl))O e dim 9, = 6. Neste caso podemos supor q, *

= ({by)) ¢, para alguma forma quadratica ¢ sobre F de dimen

sao 3. Portanto temos q; = ((bl>) (al,az,a3,a4) ’ ai € F°,

i=11...,4. Desde que (al,az,a3,a4 ) = al<l,ala2,ala3,a2a3 y 1
2

1 (—ala2a3,a4) em W(F) e al((bln ((alaz,ala3 Yy € I W(F)O,

entao <(bl)) (-a,a.a Y= 0 em W(F) (cf.[6 ],th. 3.1,ch.10).

19293784

Neste caso q; = al((bl,alaz,alaB)) e o teorema esta demonstrado.
COROLARIO 3.5.14. Sejam F um corpo formalmente real e w€o(F).
Se sobre F nao existe 3-forma de Pfister de torsdao entao sobre

F (/W) nao existe 3-forma de Pfister de torsao.

DEMONSTRAGAO. Seja Yy uma 3-forma de Pfister de torsao sobre

K = F(/w). Podemos supor 2-y =0 em W(F) (cf. 3.5.3) e

]

y ={{x,y,-z)) onde z & soma de 2 quadrados de K; x € F° ,
v,z € K° (cf. 3.5.9). Desde que s, : W(K) » W(F) induzido pe-

lo F-homomorfismo linear s : K * F tal que s(l)=0 e s(w) =1,

@ um F'-homomorfismo, vemos que s,(Y) =({x)).s, (({y,-z))). E

facil ver que s, ({(y,-z))) € IW(F), N Wt(F). Neste caso
n

s, ({({y,-2z))) = i£l<(ai,—wi>> em W(F), aj €EF" e wi‘EO(F)\

\ {0}, i=1,...,n (cf. 3.4.8). Neste caso ({(x)) -s, (((y,z )))

se escreve, em W(F), como soma de 3-formas de Pfister de torsao
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que, por hipotese, sao nulas. Assim existe uma 3-forma de Pfis-
ter sobre F tal que dx = Y. Mas r* ;IZW(F)o -+ IZW(K)o e
injetora (cf. 3.5.8); logo g & de torsdo e consequenteménte

nula. Portanto vy = 0 em W(K).



CAPITULO IV

TEOREMAS DE CLASSIFICAGAO

No estudo da teoria de formas quadraticas o problema de
classificagao tem ocupado um papel central. Quais sdo os inva-
riantes basicos que classificam (as classes de isomorfismo de)
formas quadraticas sobre um corpo? A pergunta com toda esta ge-
neralidade ainda nao teve uma resposta global. Entretanto para
as classes especificas de corpos o problema de classificagdo tem
sido resolvido de varias formas. Outra maneira de se tratar o
problema de classificagao & inverter a pergunta anterior. Quais
sao os corpos cujas formas quadraticas se classificam por um

conjunto de invariantes dado?

Repondendo a esta pergunta enunciaremos (e demonstraremos)
seis teoremas de classificagdo dos quais (teoremas 1, 3 e 5)
se destinam a corpos ndo formalmente reais. Os trés restantes
(teoremas 2, 4 e 6), apesar de se aplicarem a corpos quaisquer,
serao demonstrados apenas para corpos formalmente reais, pois
estes teoremas quando aplicados a corpos nao formalmente reais

coincidem com os teoremas 1, 3 e 5 respectivamente.

E compreensivel que quanto maior o numero de invariantes da

do, maior a familia de corpos sobre os gquais as formas quadraticas
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se classificam por estes invariantes. Por outro lado, guanto
mais geneérico € o corpo dado, mais invariantes precisamos para

classificar as formas quadraticas sobre este.

Esta observagao fica bastante clara se olharmos os teore-
mas 1, 2 e 3 quando o corpo & nao formalmente real e os teore-

mas 2, 4 e 6 quando o corpo & formalmente real.

19 TEOREMA DE CLASSIFICACAO. Seja F um corpo. As seguintes

afirmagoes sao equivalentes:
(1) Formas quadraticas sobre F sao classificadas pela dimensao.

(2) F e quadraticamente fechado se car(F) # 2 ou F =<{MF) se

car(F) = 2.

(3) W(F)o = 0.

DEMONSTRAGAO.

(1) = (2). Se car(F) # 2, entao (a) = (1), Vva € F". Assim
F=F2 e isto significa que F & quadraticamente fechado. Se
car(F) =2 e a € F entao [l,a] = [0,0]. Logo a € ¥(F) (cf.

1.1.9). Desde que {(F) C F, temos F = PAF).

(2) = (3). Se car(F) # 2 entao toda forma bin3ria & isomorfa a
(1,-1> =0 em W(F). Desde que W(F)_ é constituido de formas
de dimensao par, podemos concluir que W(F)O = 0. Se car(F) = 2
e a€F" entio [a,b] =<(a) [l,ab]l. Mas ab € Q(F) e assim

[1,ab] = [0,0] (cf. 1.1.9). Logo toda forma quadradtica sobre F
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e hiperbdlica e portanto W(F)_ = 0.

(3) = (2). Se car(F) # 2 e 9, e q, sao duas formas de mes-
ma dimensao entao q = q, 1 (-qz) € W(F)o = 0. Logo q *q, €
portanto dimensao classifica todas as formas gquadraticas sobre
F. Se car(F) = 2, toda forma quadratica sobre F & uma soma
ortogonal de formas binarias (cf. 1.1.7). Logo, se d, € g, sao
duas formas sobre F de mesma dimensaoc m = 2n, de W(F)O = 0

decorre que q; = ne[0,0] = d,-

29 TEOREMA DE CLASSIFICAGCAO. Seja F um corpo formalmente real.

As seguintes afirmagdes sao equivalentes:

(1) Formas quadraticas sdo classificadas por dimensao e assina-

tura total.
(2) F & pytagoreano.

(3) W(F)o e livre de torsao.

DEMONSTRACAO. Desde que F & formalmente real entdo car (F) # 2.
- 2 . 2
(1) = (2). Se a € F entao 1l+a” € F e {(1+a”) = (1) por te-
~ 2 .2
a mesma dimensao e a mesma assinatura total. Logo l+a € F

e portanto F & pytagoreano.

(2) = (3). Se F & formalmente real e pytagoreano entao W(F)
& livre de torsdo (cf. 3.3.5(i)). Em particular W(F) é livre

de torsao.
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(3) = (1). Se 9, e 49, sao duas formas quadraticas de mesma
dimensdao e mesma assinatura total entdo q = d; 1 (—q2) € W(F)O
N W (F) (cf. 3.4.3). Mas, por hipotese, W(F) e livre de tor-

sao, portanto g9y = 4, -
39 TEOREMA DE CLASSIFICAGCAO. Seja F um corpo. As seguintes
afirmagGes sao equivalentes:

(1) Formas quadraticas sobre F s3o classificadas por dimensao

e Invariante de Arf.
(2) IW(F) =0
o
(3) Nao existe F-algebra de quarténios com divisao.

(4) Se uma F-algebra de quarténios H tem divisor de zero em uma

extensdo quadratica de F entao H tem divisor de zero em F.

(5) Toda forma binaria do tipo (1l,a), se car(F) # 2, ou [1,a]

se car (F) = 2, & universal.
DEMONSTRAGAO.
n
(1) = (2). Se car(F) # 2 e g € IW(F) entao g= 1 ¢ .({a,,b))
o j=1 1 i’vi

em W(F), onde €y = + 1, ai’bi € F°. Desde que cada forma
ei<(ai,bi)) tem dimensao 4 e invariante de Arf 1, temos, por

hipotese, €5 (<ai,bi)>'z< 1,-1,1,-1) =0 em W(F). Logo g =0

=

em W(F). Se car(F) =2 e (g € IW(F)O, entao q-=
i

c.q., onde
1 171
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cada q, = ((ai,bi]], cyray € F° e b, € F. Visto que A(Cfﬁ)=
=0 e (ﬁnlqi = 4, entao, por hipdtese, q; = [0,0] L [0,0] = 0
em W(F), i =1,...,n. Portanto, independentemente da caracte —

ristica de F, temos IW(F)O = 0.

(2) = (1). Se car(F) # 2 e q e g, sao duas formas quadra-
ticas sobre F de mesma dimens3ao e mesmo invariante de Arf,
entdo q = q, 1 (-q,) € IW(F) = 0 (cf. 2.3.3). Assim q; * q,.
Se car(F) = 2, 9; e 4q, sao duas formas quadraticas de mesma
dimensao e mesmo invariante de Arf, entao A(ql 1 q,) = 0. Logo
d 1 9, € IW(F)o = 0, (cf. 2.3.3). Consequentemente temos dy =
= q,- Tais observagOes nos permite afirmar que dimensao e inva-

riante de Arf classificam todas as formas quadraticas sobre F.

(2) = (3). Se H & uma F-algebra de quarténios, entdao sua forma
norma esta em IW(F)o = 0. Isto significa que a forma norma de
H e isotrdpica e portanto H nao & uma algebra com divisao.

(cf. 1.3.10).
(3) = (4). Trivial.

(4) = (5). Sejam a,b € F°, car(F) # 2 (resp. a,b € F , b #0 e
car(F) = 2). Se b € F'2 entdo (1,a) (resp. [l,a]) representa
L. Caso contririo seja H a F-algebra de quartérnios cuja for-
ma norma & <{({-b,a)) (resp. ((b,al]). Desde que H tem divi-

sor de zero em F(yb) entdo, por hipotese, H tem divisor de ze-

ro em F. Mais isto equivale a dizer que ((-b,-a))(resp.((b,a]]
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e isotrdpica sobre F (cf. 1.3.10), ou seja, ¢(1l,a) (resp. [1,a])
representa b (cf. 1.3.10).

n : R

(5) = (2). Se car(F) # 2 e g € IW(F) , entdog= 1 ¢, a,,b,
o j=p & i’"i
em W(F), onde €5 = + 1, ai’bi € F*° (cf. 1.3.12). Desde que,

por hipotese, cada (l,ai) representa —bi entao ei((ai,bi>)=
=0 em W(F), i=1,...,n (cf. 1.3.7). Isto equivale ‘afirmar
que IW(F)O = 0. Um raciocinio analogo mostra que (5) = (2) tég

bém no caso de car(F) = 2.
49 TEOREMA DE CLASSIFICAGAO. Seja F um corpo formalmente real.
As segintes afirmagOes sdo equivalentes:

(1) Formas quadraticas sobre F sao classificadas por dimensao,

invavariante de Arf e assinatura  total.
(2) IW(F)O e livre de torsao.

(3) Se uma F-algebra de quarténios H tem divisor de zero em qual

quer fecho real de F entao H tem divisor de zero em F.

(4) Se uma F-algebra de quarténios H tem divisor de =zero em

F(Yw), onde w € o(F), entdo H tem divizor de zero em F.

(5) Toda forma binaria do tipo (1l,a) representa qualquer ele-

mento de o (F).

DEMONSTRACAO. Se F & formalmente real entao car(F) # 2.
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(1) = (2). se q € IN(F)_ N w_(F) entao g = ? e, (Cay,-w, )
i=1

em W(F) com ¢, = % 1, a; € F° e w, € o(F) (cf. 3.4.8). Mas

cada ei ((a.l,—wi >) tem dimensdo 4, invariante de Arf 1 e assi

natura total nula. Logo, por hipotese, €y ((ai,—wi)hdl,—lﬁq—l)

=0 em W(F). Portanto IW(F)O N Wt(F) = 0 e isto equivale di

zer que IW(F)O e livre de torsao.

(2) = (1). Sejam qQ e 9 duas formas quadraticas de mesma dimen-
s3ao, mesmo invariante de Arf e mesma assinatura total. Desde
que gq; e q, tem a mesma dimensdo e o mesmo invariante de
Arf, entao q = q; 1 (—qz) € IW(F)O (cf. 2.3.3). Mas q; e q,
tem a mesma sssinatura total e isto significa que q € Wt(F)
(cf. 3.4.3). Portanto q € IW(F)O n Wt(F) = 0, ou seja, d; = 9,
Logo podemos concluir que duas formas quadraticas sobre F com
mesma dimensao, mesmo invariante de Arf e mesma assinatura to-

tal sao isomorfas, desde gque IW(F) é livre de torsao.

(2) = (3). Se uma F-algebra de quarténios H tem divisor de zero
em todo fecho real de F entdo sua forma norma & hiperbdlica em
todo fecho real de F. Mas esta conclusdao nos garante que a for-
ma norma de H & de torsao (cf. 3.4.3). Desde que a forma norma
de H esta em IW(F) , que & livre de torsdo, segue-se gue es

ta @ nula em W(F); ou seja, H tem divisor de zero em F.

(3) = (4). Se w € 0(F) segue-se que F(/Yw ) estd contido em to-

do fecho real de F, pois um fecho real & real-fechado < todo
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todo corpo real-fechado & pytagoreano (cf. 3.1.7). Desde que w
@ soma de quadrados de F entio w € Fi , gualguer que ' seja
o fecho real F . Se H & uma F-ilgebra de quarténios com di-
visor de zero em F (/W) entdo, pelo que vimos acima, H tem di-
visor de zero em todo fecho real de F e consequentemente, por

hipotese, H tem divisor de zero em F.

(4) = (5). Sejam a € F* e we og(F)\ {0}. Desde gque a F-dlge-
bra de guarténios H cuja forma norma € ({(a,-w)) tem divisor
de zero em F(+W) entao, por hipotese, ((a,-w)) =0 em W(F)
(cf£. 1.3.7) e consequentemente ((a)) = wi(a)). Portanto ((a})

representa w (cf. 1.3.6).

g, {{a

[ 5 =

(5) = (2). Se g € IW(F)_n thIF} entao gq =
=1

=+ 1, a. EF" e w, € g(F) (cf. 3.4.8).

i i i
Mas, tl,ai} representa wi, ou seja t{ai,—wi}} = 0 em W(F),

em W(F) onde ¢

= Iyseesn (0fs 1.3.7), Liogo IW[F}G N W&(F} = 0, iste & ,

IW{F}O e livre torsao.

5¢ TEOREMA DE CLASSIFICACAZO. Seja F um corpo. As seguintes

afirmagoes sao eguivalentes:

(1) Formas quadraticas se classificam por dimensao, invarian-

te de Arf e invariante de Witt.
(2) I%W(F)_ = 0.
o

(3) Toda F-algebra de Cayley tem divisor de zero em F.
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(4) Se H @ uma F-3lgebra de quarténios entdo sua forma norma e

universal.

DEMONSTRAGAO.
n
(1) = (2). Se car(F) #2 e g € IWF) ,entdo g= L ¢, «a,,b,,c.
o i=1 i i"iti
em W(F) com e, =12 1, ai’bi’ci € F° .Desde que as formas

quadraticas ((ai,bi,ci)) e (1,-1,1,-1,1,-1,1,-1)> i=l,..., n
tem a mesma dimesao, o mesmo invariante de Arf e o mesmo inva-
riante de Witt, elas s3ao isométricas. Portanto podemos concluir

que IZW(F)O = 0. Se car(F) =2 e q € IZW(F)O entao q =

n
= i diqi em W(F) onde cada q; = ((ai,bi,ciI], di’ai’ci €

€ F° e Cs € F. Pelo mesmo argumento citado no caso de car(F)

# 2, podemos afirmar que IZW(F)O = 0.

(2) = (1). Independentemente da caracteristica do corpo F, se
4, e g, s3ao duas formas quadraticas sobre F de mesma dimen
sdao e mesmo invariante de Arf, entao gq = q; 1 (—q2) € IW(F)O '
(cf. 2.3.3). Se além disso 9, e g, tem o mesmo invariante de

Witt entao g € IZW(F)O =0 (cf. 2.3.6), ou seja, dq; = dy-

(2) = (3). Se C @& uma F-algebra de Cayley entao sua forma nor

2

ma esta em I W(F)_ = 0, ou seja, a forma norma de C & isotrdo

pica e isto equivale dizer que C tem divisor de zero em F.

(3) = (4). Sejam H uma algebra de quarténios com forma norma
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({b,a)) (resp. ({(b,a]]) se car(F) = 2) e c € F°. .Desde que
(¢(-c,b,a)) (resp. ({c,b,al]] se car(F) = 2) & isotrdpica, en-
tdo ((b,a)) (resp. ((b,a]] se car(F) = 2) representa C (cf.

1.3.6). Logo a forma norma de H & universal.

(4) = (2). Para mostrar que IZW(F)O = 0 & suficiente mostrar
que toda 3-forma de Pfister € isotropica. Seja gq = ({a,b,c ))
(resp. ((a,b,c]] se car(F) = 2) uma 3-forma de Pfister. Desde
que <((b,c )) (resp. ({(b,c]]) representa -c, entao <((a,b,c))

(resp. ((a,b,c]]) & isotropica (cf. 1.3.6).

69 TEOREMA DE CLASSIFICAGAO. Seja F um corpo formalmente real.

As seguintes afirmag¢Oes sao equivalentes:

(1) Formas quadraticas sobre F sao classificadas por dimensao,

invariante de Arf, invariante de Witt e assinatura total.
(2) IZW(F)o é livre de torsao.

(3) Se uma F-algebra de Cayley C tem divisor de zero em qual

quer fecho real de F entao C tem divisor de zero em F.

(4) Se uma F-algehra de Cayley C tem divisor de zero em F (YW),

onde w € o(F), entao C tem divisor de zero em F.

(5) Toda forma quadratica do tipo <((a,~-w)), onde a € F° e

w € o(F), & universal.
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DEMONSTRAGAO. Se F & formalmente real entdao car(F) # 2.

(1) = (2). Se g € I?'W(F)o entao existe um inteiro positivo r

n
1 . . =
o1 €5 ((ai,bi,ci >) . Assim temos: dim g

n

tal que g 1 rIH

=8n - 2r, A(q) = (-1)F, w(g) = 1. Se além disto q & de tor-
sao, entao siga(q) =0 , Yo ordem de F. Desde que os inva-
riantes supra citados classificam todas as formas .quadraticas
sobre F, concluimos que q = (4n-r)IH = 0 em W(F), ou seja,

IZW(F)o e livre de torsao.

(2) = (1). se q,; € 4d, sdao duas formas quadraticas sobre F
tais que dim q; = dim Qg A(ql) = A(qz), w(ql) = W(qz) e
siga(ql) = siga(qz) qualquer que seja a ordem @ de F; entao
- 2 - ; -
qg=gq ! ( qz) € IT'W(F) N W (F) =0 (cf. 3.4.3). Assim q; =4,
e portanto dimensao, invariante de Arf, invariante de Witt e

assinatura total classificam todas as formas quadraticas sobre F.

(2) = (3). Sejam C uma F-algebra de Cayley e <({a,b,c ) sua
norma forma. Desde que <({(a,b,c?)) & disotrdpica sobre qualquer
fecho real de F, entao ({(a,b,c )) € IZW(F)o N Wt(F) =0 (cf.

3.4.3). Portanto C contém divisor de zero em F.

(3) = (4). Se w € o(F) entao F(/w) esta contido em todo fecho
real de F, pelo mesmo argumento mencionado em (3) = (4) do 49

Teorema de classificagao. Logo a demonstragao & imediata.

(4) > (5). Se a,b € F° e wE€ o(F) entao a F-algebra de Cayley
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cuja forma norma e ({a,-w,-b )), por hipdtese, & isotropica
sobre F. Consequentemente ({(a,-w)) representa b (cf.1l.3.6),
ou sejam dados a € F° e w € o(F), a forma quadratica{a,-w))

e universal.

(5) > (2). Se g & uma 3-forma de Pfister de torsdo tal que
2.9 =0 em W(F) entdo gq = ({a,b,-w)) com a,b€ F" e w €
€ o(F) (cf. 3.5.2). .Desde que <((a,b)) representa por hipotese,
W; sSeque-se que q =0 em W(F) (cf.1.3.6). Disto concluimos
que ndo existe 3-forma de Pfister de torsdo sobre F (cf.3.5.3 ).
Mostremos que IZW(F)o € livre de torsao. Admitamos a existén-
cia de um corpo L que ndo tenha 3-forma de Pfister de torsao e
que IZW(L)0 nao seja livre de torsdo. Dentre tais corpos esco-
lhamos L, de tal modo a existir nO #q € IZW(LO)o com 2.g=0

e dim q seja minima. Assim q = U (a;)((-w;)) com a, €L
i=1 i i o

e w, € o(L)) (cf. 3.4.5). Desde que sobre Lo(/ai) nao existe
3 forma de Pfister de torsdao (cf. 3.5.14) entao g = 0 em

.w(Lo(le)) pela minimalidade de dim g. Portanto g = ((—wl)> q'
2

€ ((-wy)) I"L, = 0 (cf. 3.3.6) contradizendo nossa hipoOtese so-

1
bre g. Logo nao existe tal corpo L,s ou seja, IZW..('F)o é 1li-
vre de torsao, pois Wt(F) € um grupo 2-primario (cf. 3.3.7 ,

3.3.4).
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EXEMPLOS

Neste final de capitulo nos dedicaremos a apresentar al-
guns exemplos de corpos que satisfazem as propriedades eguivalen
tes listadas nos varios teoremas de classificacdo acima demons-
trados. A maior parte desses exemplos, contudo, tem a sua exis
téncia justificada por outros teoremas, o0s ''quais enunciaremos

abaixo, sem demonstragdo.

O 1°© Teorema de Classificagao tem como exemplos - qualquer
corpo F quadraticamente fechado, se car(F) # 2 e o fecho qua-

dratico separavel de todo corpo de caracteristica 2.

Se F & um corpo real fechado (os reais, por exemplo) e
K = F((tl)),...,((tn)) entdo tanto F como K sdao pytagorea-
nos (cf. [6], Prop. 3.9, ch. 8) e portanto satisfazem as afirma

¢Oes do 29 Teorema de Classificacgao.

DEFINIGAO 1. Sejam F um corpo e d,i inteiros positivos.
Dizemos que F e C;(d) se todo polindémio homogéneo de grau d
com coeficientes em F em n variaveis (n > di)tem um zero nao

trivial em F.

DEFINIGAO 2. Sejam F um corpo e i um inteiro ndao negativo.
Se F e C,(d) para todo inteiro positivo 4, dizemos simples-

mente que F @& C,-
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TEOREMA 3 ([4], Th. 3.5). Se F & um corpo C, entao qualquer

-

extensdo algeébrica de F também o é&.

TEOREMA 4 ([4], Th. 3.6). Se F & um corpo Ci e E & uma ex

tensao de F com grau de transcedéncia j entdo E & C,,..

Se F & um corpo algebricamente fechado entdo F & C .
Consequentemente F(X) e suas extensOes algébricas sdo  corpos

que satisfazem o 39 Teorema de classificacao.

TEOREMA 5 ([4], Th. 4.8). Sejam F um corpo Ci e F((t)) o

corpo das séries formais em uma variavel t sobre F. Entao
F((t)) & Cy -
Assim, se F & um corpo algebricamente fechado, entdo

F((t)) tanbém & um exemplo para o 39 Teorema de Classificacgdo.

TEOREMA 6 ([4 ], Cor. 2.11). Seja F um corpo tal que toda for
ma quadratica de dimens3o maior ou igual a 2 sobre K = F(/=1)

s s - ~ -2
seja isotropica. Entao 12n

W(F) € livre de torsao se n > 2
e IW(F)O e livre de torsdo se n = 1. Além disso se F & nao
formalmente real entao InW(F)o = 0. Em particular, este resul

tado se aplica a todo corpo cujo grau de transcedéncia sobre IR

seja n.

Assim IR (x) e IR(x,y) s@o corpos que satisfazem as afirma

gOes, respectivamente, do 49 e 69 Teoremas de Classificagao.
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TEOREMA 7 ([ 6],th.2.2,ch.6). Se F & um corpo p-adico entao toda

forma quadratica de dimensao 5 & isctropica.

A afirmagéo'deste teorema equivale a dizer que toda forma
quadratica de dimensdo 4 & universal. Em particular, formas qua
draticas do tipo ((a,b)) ' sdo universais. Assim, o corpo dos
racionais p-adicos Qp para qualquer primo p, exemplifica o

59 Teorema de Classificacao.

Se F & um corpo algebricamente fechado entao E%(tﬁ%“tzn

satisfaz as afirmagoes do 59 Teorema de Classificacgao.

TEOREMA 8 ([6], Cor. 3.2, Ch. 6). Se F & um corpo global en-
tao as formas quadraticas sobre F sao classificadas por dimen

sao, invarainte de Arf, invariante de Witt e assinatura total.

Podemos ver, de imediato, que todo corpo global satisfaz o

62 Teorema de Classificacgao.

Finalmente podemos observar que corpos que satisfazem o 19
Teorema de Classificagdo satisfazem o 39 e os que verificam o
39 também verificam o 59. A mesma observagao pode ser feita pa-

ra os teoremas 2, 4 e 6, nesta ordem.
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