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INTRCDUGAO

A nogdo de corpo hilbertiano foi introduzida pelapri
meira vez em 1967, por Frohlich, para corpos de caracteristica
distinta de 2, em seu artigo "Quadratic forms 'a la'localthg
ory" 15]. Em 1981, Baeza [37], estendeu esta noglo para corpos
de caracteristica 2. Estes corpos possuem uma propriedade que
& comum aos corpos reais-fechados e aos corpos"p—édicos, qual
seja: formas quadraticas sobre um corpo hilbertiano s@c classi
ficadas segundo dimensdo, invariante de Arf e invariante de
Witt. Neste trabalho, nos baseamos nestes dcis artigos, acima
mencionados, e damos uma caracterizacao de corpo hilbertiano in
dependentemente da caracteristica. Na medida do possivel, pro-
curamos apresentar demonstracoes independentes dagquelas conti-
das nos referidos artigos.

No capitulo I, damos apenas as nogoes e resultados ba
sicog da teoria de formas quadraticas, tais como o teorema da
decomposicao ortogonal e o Teorcma do Cancelamento de Witt, ne
cessarios a compreensao dos demais capitulos.

No capltulo II, fazemos um estudo da élgebf;thaClif—
ford, de um espacgo quadrético, ¢ de gseuw centro, vizando deter-
minar as condigdes sob as quais ela & uma algebra central sim-
ples. Os resultados al obtidos nos permitem definir o8 invarian
tes de Arf e de Witt,

No capltulo III, estudamos excencialmente as proprie

dades de uma algebra de guat@rnios de um corpo K, vista COmo
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elemento do grupo de Brauer Br(K). A nogao de algebra de qua-
térnios, vista desta forma, & uma generalizagao do conceilto de
simbole de Hilbert definido para corpos locais.

No capitulo IV, estudamos 08 corpos hilbertianos pro
priamente ditos, bem como classificamos as formas quadriaticas

nao singulares sobre tais corpos.



CAPTITULO T

FORMAS QUADRATICAS
§ 1 - ESPACOS QUADRATICOS

{1.1) DEFINICAO - Sejam K um corpo e E um K-espago veto-
rial de dimensdc finita sobre K. Uma aplicagao g:E K e

uma forma quadrdtica sobre K se:

(i) g{Ax) = lzq(x}, Y x&E e A €K.

(1i) bd(x’y) = g(x+ty) = a{x) - gly), x,y € E,

@ uma forma bilinear simétrica de E x E em K.

0 par (E,q) serd chamado espago quadratico sobre K. A
dimensdao do espago vetorial E sobre K serd também chamada a
dimensao da forma quadratica ¢ e denotada por dim g.

Um espago guadratico (E,q) sobre um corpo K (ou a
forma.quadrética o) e dito ser nao singular se a aplicagao
d : B ~E*¥ = lom{E,K) definida por d4dx){y) = bu(x,y),x,y € E,
2 um isomorfismo de K-ecspagos vetoriais, ou, equivalentemente,
se o determinante da matriz nxn (bq(ei,ej)) € nac nulo, onde

{el,...,en} & uma base qualquer de E sobre K.

£1.2) LAEMPLOS
(1) Sejam I = Ke e «q :E K dada por dgf(e)=a. O espago qua-
dratico (E,g) serd também denotado, neste caso, simplesmente

por [al e obviamente (E,q) & nao singular se, e somente se,



a € K=ZX~ {0},

(2) Seja (E,q) um espacgo quadratico sobre um corpoe K, com
aimE = 2. Suponhamos dque E = Key @ Ke, com q(el)ﬂa,q(ez)zb

e bq(el,e2)=l. Neste caso (E,q) & nac singular se esomente se

%b) = 1l-4ab € K. O espago guadratico (E,q), neste

det(zi
caso, seri tambem denotado por [a,bl. Se a=b=0, (E,q) Sera
chamado plane hiperbolico e o denotaremos por H,

Sejam (E,g) um espago quadratico sobre um corpo K
e Ei= {x & E;Qq(x,y) =0, VW € E} o radical de E. Observemos
gque (E,q) € ndo singular se¢ e somente so Bla {0}. Dizemos que
(E,q} @ um espago quadritico regular (ou ¢ € uma forma qua-

dratica regular), se {x € E*; ¢gi{x) = 0} = {0}.

(1.3) OBSERVACAO - Se (E,q) & um espago quadratico nao singu
lar sobre um corpc K, entao (BE,q9) & regular. A reclprcca nao
2 verdadeira pois, se E = Ke, ¢gle) # 0 e caracteristica de
K & lgual a 2(abreviadamente car{K)=2) entao (E,q) & requ

lay o El = Iy,

(1.4) DEFINIGEO ~ Sejam (E,q) wum espage quadrdtico sobre  um
corpc K e x ¥ 0 um elemento de . Dizemos que x & <ao-
tropico {(em relagdo & q) se q(x) = 0e anisotrdpico caso con
trario. Se (E,g) possue um vetor isotrOpico dizemos que (E,q)
& um capage quadritico foctropiae {ou ¢ & uma forma quadpati=
ca inotripica). Caso contririo, dizemos que (E,q) & antooiro

-

oo {ou 9 & anfeotvopleal.
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(1.5) PROPOSICAO - Seja (E,g) um espago quadridtico nao sinqular
isotrdpico sobre um corpo K. Entao (E,q) cont&m um plano hi

nerbdlico.

Dem.~ Seja e, € E um vetor isotxOpico. Desde que (E,q) € ndo
singular, exlste x &€ E tal gue bq(el,x) = 1. Basta <onside-

rarmos ¢, = -q(x)é¢, + x para obtermos N CE.D

(1.6) COROLARIO - Se {E,q) & um K-espago quadritico ndc singu=-
lar isotrdpico de dimensac 2, entao (E,q) =H.

Dern .- Imediata. O

Dizemos que uma forma quadratica ¢ sobre um corpo K

representa um elemento d € K, se existe x & E tal gque qg(x)=d

Denotaremos por D{(q) o conjunto dos elementos representados
por q, ou scja, D)= {d & K; dx ¢ B com qlx) = dl.

(L.7) DEFINICAD - Uma forma quadratica g sobre um Corpo K
serd dita universal quandeo Dlg) = R .

(1.8) EXEMPLO - Todo cspago quadritico nao singular isotrdpico

& universal.

(1.2} DEFINIGCAC ~ Sejam (Ei,qi),i:1,2, espagos quadraticos go-
bhre um corpe K. Definimos a goma oricgonal dos espagos {Ej,q])
¢ (thqz); a cqual denotamos por (Hl’ql)L(EE'qZ}' como  sendo
o espag¢go quadratico (El ® Eo,qy 2 q,), onde qllAqE(x1+x21 =

Gy (x)+q, (x,)  para  x, € Eyr 1= 1,2.
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(1.10)  TEOREMA - Scja (E,q) um espago gquadritico nic singular
sobre um corpo K. Entfo (E,q) admite uma deconposigao  orto-
gonal do tipo:

(B,q) = {cl]l... l[cm] , 8e car(K) # 2,

ou (E,q) = [al,bl]l...ilan,bn] , se car(K) = 2 com b€ K, a
o501 ~dab €K, (1 <4 cn;2

Para demonstrarmos oste teorema utilizaremos o sequin-

if

|A

j < m).

te resultado auxiliar:

(1.11) LEMA - Sejam (E,q) um espago quadratico sobre um corpo
K e FCE um subespago tal que (F,Q|F) € um espago quadrdti
co ndo singular sobre K. Entdo [ = ¥ @ Pt

ple (% @ g, b (2,¥) = 0, Vy €F},

, onde

Dem. - Cada elemento x € E define um elemento x* € #% 3] que
x*{y) = bq{x,y),Vy £ F. Desde que (F,qIF) € nao singular a

l

aplicagao d : F ~ F* definida por dfz)(y) = bq(z,y},Vz,y €
& um isomorfismo de K-espagos vetorials. Loge existe XF € r
tal gue x*=d(xF), ou seja, bq{x,y):bq(xp,y),Vy € ¥, de onde se
gue-se que X - X, € p!. Como todo elementc x € E pede ser es
crito na forma x = xF+(x - xp}, conclulmos que E=F+Fl. Ainda
da hipbtese de (F,q|F) ser nao ginqgular obtemos P N Flz{O} I

portanto E =TF & Fl. o

Dem. de (1.10) -~ Primeiramente suponhamos que car (K)#2.De (E,aq

ser nao singular segue-se que D{g} # @ e portanto existe <, € R

@ ey € B tal que q(el) = ¢y O subespago Re, de E satisfaz

l“l




as condicoes do lema (1.11) e, assim.podemos escrever E = Ke EB(Keﬁi

1
ou ainda (E,q)= [cl] l(El,ql}, onde Elz{Kel)l e ql=q|E .

Se dim, E > 1 entao (Ey,Gq) € nao singular (pois (E,q)
o @), e por indugac sobre m = dim ¢ obtemos (E,q)=[cl]l...1[cm];
c, €K, (1 <1i<m. |

Suponhamos agora que car(K) = 2, Novamente porque(E,q)
& nao singular existe ay ER e eyse, € E tails gue q(el)=al
e b (e;,e )=l. Evidentemente os elementos e, e e, sao linear
mente lndependentes sobre K e o subespago Keq ® Ke, satisfaz
as condicoes do lema (1.11)., Aszsim, se q(eZ}zbl, pedemes escre
ver (E,q) = la,,b11(E,,q;), onde B = (Qlﬁﬁ})l e ql:qlEl‘ Re-
petindo o mesmo método recursivamente obtercmos uma decomposi—
¢do do tipo (E,q) =la;,byli...00a ,b JL(E ,q ), onde dim q < 1.
A dimensao de q, deve ser necessariamente igual a zero, pois
caso contrarlio (E,q) seria singulax.o

Em tude o que se seqguird, a soma ortogonal[clll...ucn]

serd denotada simplesmente por <cl,...,cn) -

(1.12) DETINICAQ - Sejam (Ei,qi),i = 1,2, espago quadraticos

sobre um corpo K. Uma aplicagao $:E, »E, & dita ser uma fso-

1
é um isomorfismoc de K-espa

metria entre (El,ql) e (Ez,qz) se ¢
cos vetoriais tal que q2(¢(x))=ql{x),para todo x € E,. Sempre
gue exlstly uma Ilsometria eontre dolg ezpagog quadrﬁticos{ml,ql}
e (B,,q,), diremos que eles sdo Tsométricos e indicaremos

(El’ql):(EE'qE} ou simplesmente qq - A - Evidentemente espagos

isométricos tem a mesma dimensdoc, ou seja, dimensdo & Znvarian-
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tc por isometrias. Claramente, isometria € uma relacaoc de equi-
valencia definida sobre o conjunto dos espagos quadraticos nao
singulares sohre um corpo K, compativel com a soma ortogonal,
Dados a € K e (E,q) um espag¢go quadrltico sobre um
corpo K, definimos sobre % a forma quadratica (a)q, dada
por (al g(x)=ag(x) para todo x € %. Indicaremos por {a;...,a)q,

a, € K, 1 < 1 ¢ n, a forma guadrltica dada pela soma ortogonal

L]

Capral...ia i, £ facil ver gque guaisquer dque séjam ackK e

b € K os espagos quadraticos [a,b] e (a)1l,ab] sao isométricos.

i

1 <1 <n pode ser escrito na forma (a)l1l,cill..} <anﬂl,c&

Portanto toda soma ortogonal [al,bl]l...l[an,bn], com a, € K '
onde ¢, = a,b,, 1 <1i < n,
i i1 - -

{1.13) OBRSERVACODRS -

(1) Sejam ({E,q) um espago quadratico nac singular sobre um
corpo K e a € D(g). Intdo (E,q) € isométrico & (Efa) q).

(1i) Sobre um corpo de caracteristica distinta de 2 o e8pago
gquadratico (E,q) = (1,-1) & hiperbdlico. Evidentemente
(I',q} €& ndo singular,. Logo, basta observarmes que E=Ke, @Ke.,
com q&ﬁ):lﬂzkﬁ);tl1%591’92)20’ entao e; + e, & um elemen-
to isotrdpico de (E,q) e o resultado segue-se pela propo-
sigo (1.5). Por um raciocinio andlogo, dado um espago qua
dratico nao singular qualquer (B,g) sobre um corpo K, o©
espago quadratico H(E)=(E,q}l(E,~d) & um soma ortogonal
de planos hiperbblicos. Toda soma ortogonal de n > 1 pla

nos hiperhb8licos seri chamada de espage hiperbdlico e in-

|



dicada simplesmente por n H. No caso do espago (E,q)

!

H(E) = (dimKE)iM.
§ 2 - TEOREMA DO CANCELAMENTO DE WITT

0 teorema do cancelamento de Witt para espag¢os quadra-
ticos nao singulares sobre um corpo K, segue-~se COmMO um corola

rio do seguinte teorema:

(2.1) TEOREMA - Sejam (E,q )e (F,q') espagos guadraticos naosin
gulares sobre um corpo K, com F CE e q‘=q|F. Se ¢ + F > E &
uma aplicagao K-linear tal gque g{¢(x}) = g'(x) para todo xG T,
entao existe uma isometria ¢ : E - E tal que ¢[F = 4.

A demonstragao deste teorema & baseado no seguinte re-

sultado:

(2.2) LEMA - Seja (E,q) um espago gquadratico sobre um corpo K

com E = (Kel @ Kez}LEO, onde E #0 e Ke, & Ke, € um plano

hiperbdlico. Entao para qualquer plano hiperbdlico Kw, & Kw CE,

1

(igto &, q(wl) = q(wz) =0 e bq(wlfwz}ﬂ 1), existe uma isometria

g de E, tal que ¢ (ei) = Wi i=1,2.

Dem., = Sejam (E,qg) um espago quadratico sohre um corpo K e x,

vy € E tais gque ¢g(x) = (x,y) = 0. Com simples cilculo pode

b
q
sar verificado que a aplicacao Mix,y) : E *E dada por

M(x,y}(z)=z+bq(z,x)y - bq(z,y)x - q(y)bq(z,x)x, para todo z € E,

e uma isometria.

3 ‘Hl '



- — e
Escrevemos Wy ueq + Be2 + u, com u EO e o,B€K,
De (E,q) ndo singular segue-sc que podemos encontrar szEO tal
que bq(z,u) + Bgl(z) # 0. Assim usando a isometria acima pode-

mos supor que a # 0, pois M(el,z)(wl) = u'efﬁ'ez + u',com a'#0,

Observemos que q(wl) = 0 implica B= —a-lq(u). Loge a isometria
_.l ._l
M(ez.a u) leva e em & Twy.
Seja P(a):E +E a aplicagio dada por P(a)[el) = uel,
-1

P(a) (e,) = o "e, e P(a)(z) = z,Vz‘EEO. A aplicacao P(u) € uma

isometria de E & a isometria o' = M(e2,a_1u)(3P(a) leva e, em
o = Y ] D = .

w, - Agora, sejam w o (02), E (le ® Kw)l E, e w, =YW, +

+ w4+ t; £ € El,k,'YEK. Desde que bq(wl,w]=l, temog A = 1 e

g{t) = - ¥. Um simples cdlculo mostra que M(wl,t)(wl) = v, e

M(wl,t)(w) = Woe Consequentemente J= M(wl,t) o 0' sgatisfaz o

requerido.o

Dem. de (2.1) -~ Consideremos o espago quadrdtico (E,q)l(F,')=
= {r,a")yl(r,-g"} J_f[-"1 = WI(r)} Fl . Cada aplicac¢do FK-linear $:F ~E
induz uma aplicagao K-linear ¢' : H(F) ~(E,q)L(F,-q'), com
b = ¢ lidF. Agora cada isometria ¢' de (E,qg)i(F,-g’') tal gue

] = ! = 1 ' Y 3 c . Y _ o
A H(F) ¢ nos &a uma isometria ¢ de E tal gue ¢ 1?‘ $ . Ag
sim podemos supor que F & um espago hiperbdlico, ou seja ,
o= (I\el D Kfl)l...l(Ken o Kfn), com Ke, & Kfi planos hiperbo-
licos, 1 <1 < n. De (2.2) segue-se que se n=l existe ¢: E ~E
isometria tal que o(e;) = ¢(e;) e o(f))= ¢(£f;), isto e,0|F=¢.
Assumiremos n> 1 e demonstraremos o resultado por inducd3c so-

bre n.

Consideremos a restrigéo ¢ de ¢ ao  subespacgo

Al



(Key ® Kfy)l..ol{Ke .® KE _,). Por hipdtesc de indugio cxiste

uma isometria g E

: F »E & uma aplicacdo linear que & a identidadc em

{Key 0 KE 3. 1 {Ke _,0 KE 1) e que q(uwlo ¢ (x))= q'(x),¥x €

= Ke © Kfn' Assim o 1 o ¢ induz uma aplicagdo linear de

. WAoo =
Ken ® Kfn am ((Kel & Kfl)l.,.l(Ken_l@ Kfn_lD r Gue, por hipd

tese de indugao, pode ser estendida a uma isometria 1: B

: +EL.Ag
sim 0o 1 : E -E & uma isometria efoodl, = ¢.o
(2.3} COROLARIO - (Tcorema do Cancclamento de Witt) -  Sejam
(Ei’qi)’i = 1,2,3, espagos quadraticos ndo singulares sobre um

corpo K. Se (El'ql)l(E2’q2} e) (El,ql)l(E3,q3) sao isométricos,

entao (Ez,qz} e (E3'q3) também o sao,

Dem. - Sejam A : El @ E, —*El & E3 uma isometria dada e

i El = El o By a inclusdo natural, Tomaremos o = A01i :
: El > E1 ® E.3 ¢ estenderamos para uma isometria R do EL & 33
) _ : ' .

(cf.(2.1)). Entretanto y = T o0 B: El & E3-*E1 1] E2 satisfaz

wai = idml. Consequentemente YIE : E3 -r Ez & uma isometrian
: 3

»~E que estende ¢'. Obscrvemos que ¢ lo e

a4 'ul E




CAPITULO II

GRUPQ DE BRAUER E ALGEBRAS DE CLIFFORD

§ 1 - ALGEBRAS CENTRAIS SIMPLES

Seja X um corpo. Por uma K-algebra entenderemos sem
pre uma algebra de dimensao finita sobre K, associativa, (nAo ne
cessariamente comutativa), com elemento  identidade. Todo homo-
morfismo de K-adlgebras serd suposto unitario (isto &, leva ele
mento ldentidade em elemento identidade). Um isomorfismo entre
duas K-dlgebras A e B serd denotado simplesmente por A = B, O
produto tensorial de duas K-3lgebras seri sempre  considerado

$0bre K ¢ indicado simplesmente por ©.

(1.1) DEFINICAQ - Dados uma KX-algebra A e um subconjunto nao
vazio § de A, o conjunto CA(S) = {x € A;xs=8x,¥s €5} sera

chamado o cenitraitazador de S em A. E imediato que CA(S) a
uma subalgebra de A, qualguer que seja o subconjunto S, No ca-
so especifico em gque S = A a subdlgebra Cp (A} serd chamada
centro de A e a denotaremos por Z(A). Quando Z(A)=K diremos

gue A & uma K~algebra central. Uma K-algebra A que nd3o pos-

suil ideais bilaterals proprics serd chamada simples.

{1.2) EXEMPLOS

(1} A algebra M_(K) das matrizes de ordem n a coeficientes



illl

11

em um corpc K & uma K-algebra central simples. Mais geralmen

te, se D & uma K-algebra central com divisdo entio M (D) &

uma K-algebra central simples.

(2} (Teorema de Wedderburn) {(Ver {4] Teo.24.1)

(a) Se A & uma K-dlgebra central simples, entdo existe uma K-
dlgebra central com divisio D tal gque A & isomorfa a K-alge-
bra de matrizes Mn{D]"

(b) Dadas D e D', XK-algebras centrais com divisac,as K-algebras
de matrizes Mn{D) e Mm(D') gao lsomorfas se e zomente se n=mn

e as K-algebras D e D' sido isomorfas.

(1.3) TEOREMA = Bejam p © D algebras sobre um coxrpo K,

{1) se A'C A = B'CB s3ao subdlgebras, entao CA o B{A' B Yy =
= CA(A')G CB(B‘). Em particular se A e B sdo centrais, entao
A® B tamhém o e.

(2) B¢ A © central simples ¢ B & simples, entao A © B G

gimples. Em particular, ge A @ B sao centrais simples, entao

A® B tumbim o 8.

Dem. - Em (1} a inclusao CA{A'] ® CB(B'] C C (A @ BN &

........ - A6 I3

imediata. Mostraremos entao que C (A'® B')C C {A") @ C (B

AGB
Consideremos {bl,...,bn} uma base de B sobre K ¢
n
c o iil a, ® by € Ch g plpa" @ B'}, Obgervemos que (a' & 1) ¢ =
n n
= c{a' ® 1), para todo a'€ A', isto € T ata,®@b,= 5 a,a'ob

A § i 1f

i=1 i=1
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n

o gue implica gue L (a'ai—aia‘)(l © bi) = 0., Da independéncia
i=1 '

linear de {1 ®© bl""'l @ bn} sobre K, seque-se que a'ai=aia' .

ou seja a; € CA(A'), l<len, e congsequentemente temos

[ 1
< CA(A ) ® B.

Considerando agora {al...,am }uma base de A sobre K

m
e escrevendo ¢ = I a, ® b,; b, € B, da equagao (1@ b')c =
i=1

I

c(l ® b'); b'€ B', obteremos, por um raciocinio analogo '
¢ €N CB(B'). Portanto ¢ & CA(A') ® CB(B'} o gue demonstra a
lgualdade pretendida.

Em particular, 2(A © B) = Z2(A) ® Z2(B) e, consequente—
mente, se A e B sdo centrais entao A @ B também 0 € e com isso
demonstramos (1).

Sejam, agora, A uma K-3lgcbra central simples e B uma

K-~Algebra simples. Queremos mostrar que A © B ¢ simples. Para

tanto, dado um ideal bilateral nao nulec I de A ® B basta mosgs-

trarmos que 1 ® 1 € I. Observemes gque um elemento 2 de I é
r
da forma 2z = § a, @ b.; a, €& A e b, € B, Entre os elemen-
, i i i i
i=1 '
r
tos nao nules de I consideremos 2z = § a

N ® b, de tal forma

que r seja o menor inteiro positivo possivel,
Nossa primeira observagaoc & que osg at{é similarmente

0s bi) s3ao linearmente independentes sobre KX pois, caso con-

- i 8
trarlo, terlamos, com uma reova reenumeragao, a; = L Aga,i3,€ K
i=2
5
Assim a som dos s primeiros termos de z seria ay Q bl+ T afabf
g 5 1=2
= iiz aiéa(libl -+ bi} a consequentemente 2z = iiz afﬂxfﬁfbﬂ+

L



L3

l=s+ 1 *

r
+ .Z.]_aq ® bi’ 0 que contradiz a minimalidade de rx

Nosso proximo passo & "fazer” a; = 1. Desde que a,# 0,

AalA & um ideal bilateral nio nulo de A, e portanto AalA = 4 ,

pois A & simples sobre X. Logo obtemos uma somatdria finita

r
1= § cjaldj' com cj,dj € A nao nulos. Desde que z = [

& bE
i=1 i

a4

€ I, entao cjzdj € I, para todo J e tomando-se a somatdria em
r

. o - '
j obtemos um elemento de I z) = %chdj 1 ® bl + 1£2ai ® bi’

" = E . - ol . —
com a; : cjaidj° 0 elemento 2y € nao nulc pois os bi sao 11

nzarmente independentes sobre K.

Notemos que na passagem de =z para z; nao alteramos

oS bi' Agora, fazendo um raciocinio analego para b] obtere~

mos, através de Zye um elemento ndo nulo de I da forma Z 4=
r
=1@® 1+ I ai @ bi, com ai €A e bi € B nao nulos. Para

1=2

todeo a € A tcmos az, = 4,d L I, ou peja o,

o b P :
{aai aiq)ﬂln‘

[N
]

e n S iy

Agssim, da minimalidade de r segue-se gue (aai—aia) @ bi:O.

bte
il
N

£ facil ver que os bi (respectivamente os ai) sao linearmente
independentes sobre X usando o fato de que os bi(respectiva—

mente os a;) o sd0. Asslm vemos gque a!

i € Z(A) = K,para 2 <

i

2 i £ r. Consequentemente r =1 e 2z, 191 €I, como que-
rilamos. Em particular, se A e B sdo K-algebras centrais sim
ples, entac A @ B também o &, o gque demonstra (2).o

£ nosso interesse agora classificar todas as K-dlge-~

bras centrals simples através de uma conveniente relagao de si-
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milaridade e entaoc introduzir uma estrutura de grupo no conjun
to das classes de simllaridades através do produto tensorial.
Mais formalmente, procedemos como segue,

Sejam A e A' duas K-dlgebras centrais simples. Dize
mos que A & similar a A' se existem dois K-espagos vetoriais
de dimensao finita, V e V', tais que A @ End(V)=A'QEnd(V'),co-
mo K-algebras, conde End(V) & a &lgebra dos endomorfismos de V.
Observemos gue a dlgebra dos endomorfismos de um K-espaco veto-
rial de dimensdc finita V, & isomorfa 3 adlgebra de matrizes
Mg 4y (K E facil ver gque similarldade & uma relagao de equiva-
léncia (para a transitividade usamos o fato que End(Vv @ v'} =
= End(V) @ End(V')]),

A classe de equivaléncia de A gerd denotada por | Al
ou simplesmente por A quando nao existir problema de notacgao.
E imediato que a operagao {Al]. [AZ} = [Al ® A2] estd bem defi
nida ¢ que © conjunto das classes de similaridades de K-dlgebras
centrais simples forma um semigrupo multiplicativo, cujo elemen
to tdentidade & represcentado pela classe [K |, Denotaremos este

semigrupo por Br(K).

(1.4) PROPOSICAD B DEFINICAQ - Para qualquer K-&lgebra A, seja
A°P a Algebra oposta. Se A & uma K-algebra central simples ,
entdo AP tambm o0 &, e A ® 2°P = End(a). Em particular,B  (K)

€ um grupo abeliano com [Al_l = [a°P) para yualguer K-algebra

central simples A.Br(X) & chamado o grupo de Brauer de K.

Dem. - Lembremos que AP = {aoP; a € A}, com as seguintes ope
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ragoes: a®F4p®P = (a+b)0p,kaopz(3a)op e a”P p°P = (b a)°P & a
dlgebra oposta de A. Claramente vemos que Z{Aop}={app;aE§Z(An
e consequentemente AOp 8 central gc ¢ somente e A O @. Se
I & um ideal bilateral de A°P, entio {a3;a®?€I}é um ideal
bilatcral de A. Logo, gse A & simples entaoc a°P também o &.
Definimos agora a aplicagao © 1 A @ AOP-+EndK(A), dada
por ©O(a ® b°P)(c) = ach; para quaisquer a,b,c & A. 2 imediato
que © @ um homomorfismo de K-Algebras. Observémos que A e A°P
sdo K-algebras centrais simples. Consequentemente A ® A°P tam-
bém o & (cf.(1.3)), e portanto O & injetora. Desde que dim

K

op, 2 _ .. - . 3 -
(A ® A7) = (dimKA} = dlmK{MdimKA(K})u dimK(EndK(A};, conclui

mos que O & sobrejetora, isto &, 90 € um isomorfismo de K-alge

Lras centrais simples., Disto seque trivialmente que Br(K) e um

grupe s necesaarlamoenba abellano.n

bo teorema de Wedderburn sabemos que qualquer K-~algebra
central simples & da forma M (D}, onde D & uma K-algebra cen
tral com divisao. Por outro lado, Mn(D)ED ® Mn(K). Asgim  em
B_(K) temos [al = [Mn(D)] = [D ® M _(K)] =[D]. Da unicidade da
K-dlgebra D, também assegurada pelo Teorema de Wedderburn,con
cluimes que os elementos de Br(K) estao em correspondéncia 1-
1 com as classes de isomorfismos das K-algebras centrais com di

visao.
§ 2 - ALGEBRAS DE CLIFFORD

Antes de definirmos uma algebra de Clifford daremos as

nogoes de Algebra Ez—graduada e de produto tengorial de Aalge-
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bras %,~graduadas sobre um corpo K, o que nos serd Gtil noque

se seguiré.

{2.1) DEFINICAO - Dado um corpo K, uma K-algebra %2wgraduada
A e uma K-adlgebra que se decompbe numa soma direta do tipo
A= AO & Al, onde Ab a Al sao K-egpagos vetoriais tais gue

K

in

A, e AiAj = Ai+j{mod.2)' Em particular B & uma subalgo-
bra de A.

Para uma K-algebra Ez-graduada A, como acima, os elc
mentos em h(A)=AO U Ny sao chamados do o/ ementos homogincon
A. Se a & h(A), dizemos que o grau de a (e o denotamos o (a}}
& 1 se a € Ay, L= 0,1,

Dadas duas K-algebras xz—graduadas A e B, o produte

tensorial graduado de A e B sobre K,serd denotado simplesmente por

A ® B e 2 uma K-algebra % ,-gradnada cuja i-Gsima  componente

-

¢ definida por L A, O BQ, ou seja (A @ B)O = A O B+
JEgzd {mod?) 1 ‘ -
+ Al ® Bl e (A @& B)l = A ® Bl + Al ® Bo‘ A multiplicacgao om
- - 1
eIt o bh';

A 8B & induzida por {a © b)(a' © b') = (~1)
ad

a,a' € H{A) e b,b"E h(B).

NOTA: Se car{(K)=2, entio A G B = A ® D.

(2.2) = DEFINIQAO ~ Sejam K um corpo ¢ (E,d) um espage quadrd
tico sobre K. Uma K-algebra A contendo (E,q) como subespago
vetorial & dita compativel com q, se x2=q(x) 1, € A, para qual-

guer x € E.
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Em uma K-dlgebra A como acima, a estrutura quadriti
ca de {E,q) estd intimamente relacionada com a estrutura algd-
brica de A. Para wver este ponto mais claramente calculemos para
X,y €E ;q(x+y}—q(x]-q(y)=(x+y)2~x2—y2=xy+yx.

Logo, obtemos a equagao bq(x,y)mxy+yx, para todo X,
vy € E., Em particular, x e y sac ortogonais em E, se e somente

se, Xy==-y¥X em A,

(2.3) - DEFINICAO - Seja (E,q) um espago quadrdtico sobre um
corpo K. Uma K-3lgebra C 2 E compativel com g & dita ser ma
Algebra de Clifford para (E,q), sc ela satisfaz a seguinte pro~
priedade universal: dada qualquer K-ialgebra A 2 E, conmpativel
com ¢, existe um {nico homomorfismo de K-dlgebras¢: C + A, tal
que ¢(x) = X, para qualquer x € E,

Decorre desta propriedade universal que se existe uma
algebra de Clifford para (E,q), entdo, ela & nilca a menos de
isomorfilsinos,

Para provar a existénecia, seja T(E) a algebra tenso-

L

rial de E; isto &, T(E) =K@ E® ... & L ‘.. &n

., onde © =

=EQLE® ... @, n vezes. Em T(E) considerems o ideal I{x),gera
do pelos elementos da forma x & x - a(x) 1 € T(E). Indicamos
por C(E,q) = C(E) = C{g) a dlgebra qguociente T(E)/I{q). Clara-
mente E & levado injetivamente em C(E), via o homomorfismo ca
noénico T{(E} » T(E)/I{(qg) = C(E). Identificande E com sua ima-
gem em  C(E}, pode ser visto facilmente que C(E,q) & uma Alge-

bra de Clifford para (E,qg}.
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A multiplicagao em C{E) pode ser vista como justapo-
sigao de elementos e com isto eliminamos o simbolo tensor 8;:sim
plificando & notagdo. Observemos gque E gera C(E) como K-3lge
bra.

22" ¢ r(z) = 0 £®(20)

o
e C,(E) a imagem de T(E)i em C(E} pelo homomorfismo  candnico

Consideremos agora T(E)O =

O &g

ns T{E) - C(E} = T(E)/I(q},{1i=0,1). Notemos que C (H CcC

i i+3 (mod2;’
ou seja C(E) também tem uma estrutura de K-algebra 22—gradua-

da. CO(E) €& chamada a parte par de C(E) e Cl(E) a parte impar.

(2.4) -~ EXEMPLO ~ Sejam K um corpo com car(K)# 2, E = Kx e
q(x) = a G K, Identificando a K-dlqgrbra tensorial T{(E) con 0
anel dos polindmics KI[X}, I{(g) &, entao, o ideal gerado pOY

x2 - a. Logo, C(E) = KI[X] /(X°~a)= K[/3] .

Dado um espago quadratico (E,q) sobre um corpo K,pas
saremos agora a analisar mais intimamente a estrutura da alge-
bra de Clifford C(E,q). Comecemos por determinar uma base de
C(E,q) em termos de uma base de E sobhre K. Para tanto, seja

{xl,...,xn} uma base de E sobre K. Em C(E,q)mamx;xi=q(gﬂ

INOTA: para simplificar notagao, doravante identificaremos
K1l C{Erq)com K) e xixj+xjxi = bq(xi,xj),i 3, 1 <1i,j < n.
Desde que E gera C(E,q), & imediato ver que C(E,q) & gerada,
como K-espago vetorial, pelos elementos da forma xil... x;n,com
£y = 0,1, 4 = 1,...,n. Em particular dimK C(E,a) < 2% pPara mos-
trar gue os elementos :‘:il"l'....x:l r£4=0,1, it =1,...,n, consti-

tuem de fato uma base do K~espago vetorial C(E,q), necessitare
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mos da seguinte proposigdo.

(2,5) = PROPOSICAC ~ Sejam (E;rqy) e (E,,q,) espagos quadriti~
cos sobre um corpo K. Entac existe um homomorfismo sobrejetor

;! 5 - o - a ’ ] v : o 0
de algebra L graduadas f.C(ElL Ez) +C(E1) @ C{Ezl.

Dem. - A aplicagao e B, 1 B, -PC(El) ® C(E2) tal que s(xl+x2)=
e

=X, @ L+18x,; Xy Eir (1 = 1,2) e injetora e

22 2 _ _
(xl 91+ 18 x2) =% &1l + 1@ X5 + x) @ Ko + { l)xl ] Xo =

=(q1 LA qz)(xl + xz).

Pela propriedade universal da algebra de Clifford

'
existe um {inico homomorfismo de dlgebras f£:C(E,lE,) »C(E,) e

@ C(Ez), que coinclde com € em El 1 E2' A verificagéo de que
f preserva a graduagde @ imediata. Como a K-Algebra CHH}&(HF?

é gerada por elementos da forma X ®1el®x,; x,€E,,{1,2)

e tais elementos estdo na imagem de £, entao £ & sobrejetora.o

(2.6} - TEOREMA -~ Se (E,q) & um espago guadratico nao singular

de dimensac n sobre um corpo X, entao dimKC(Ef = 2", Em par =

ticular se {xl,...,xn} & uma base de E sobre K, entao
El Ln '

{xi ceeX e = 0,1} constitui uma base de C(E) sobre K.

Dem., - A segunda parte 4o teorema segue claramente da primeira.

Mostraremos a primeira por indugao sobre n.

Se n=1, claramente car{K}# 2 e, pelo exemplo (2.4),

temos dimKC(E} = 2,

Se n=2, seja {xl,xz} uma base de E sobre K. Desde
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que (E,g) & nao singular podemos supor que q(x])# G e b”(xr
x2) =1 {ver I, {1.10})) J& vimos que os elementos l,xl,x2 e

XX, geram C(I,q) . Mostrarcemos entdo que l,xl,xz R 540

linearmente independentes sobre K. Seja anta X Fas X taaN X o= 0
- « ) { e — _ Ve

com a, K. Observemos que alxl+a2;2 (a0+a3xlx2)(ZC0{E}ﬂClUJ

={0}. Desdc que {xl,xz} & base de E sobre K temos a;=a,=0

Se a,#0 entao X %, € K e, consequentemente, obtemos q(xl) X 5=
-1
2

xlx2=xl(xlx2):(xlx2)xl ou ailnda q(xl}zo (pols Xy € X, 540 1i
nearmente independentes.sobre K), o gue & uma contradigao. Por

tanto, a0=al=a2=a3=0, ou seja {l,xl,xz,xlxz} & uma base de C(E)

gobre K e dimKC(E)=4:22.

Se n > 2, escrevemos E=E0 L El’ com dlmK 0=2. Se-

gue da proposicac {(2.5) que dimKC(E) > dim, C(Ey) dim,C{E ). Por

n-2

hipotese de indugao temos dim, C (5,) =2 e assim dim C(E)> 2"

o qgue completa a demonstragac.ao

{(2.7) - COROLARTIO - Para um espago quadridtico (E,¢) nao singu-

T w3 1 T = - = n—l
lar schre K tem-se dlmKCO(E) dlmK Cl(E) 2 ]

Dem.- Imedilata. g

No que se sequirld analisaremos as condigoes sob as
quais uma algebra de Clifford & central simples. Comacaremos
pela descrigao de seu centro. Para tanto necessitamos do conceil

to de extensao gquadritica de um corpo.

(2.8) ~ DEFINICAO - Uma extensao quadratica (separivel) de um

corpo K €& uma K-algebra do tipo K[x], com x2=bx+c, b,2 € K,

|
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b2+4c # 0.

Se A & uma extensao quadritica de K, podemos vor
facilmente que A = K{X]/(sza)zK[/Eu , para algum a € X, se

car(X) # 2 ou A = K[X] /(X%+X+a) = K[%alcan , para algum a €K,

se car{K)=2,

(2.9) - OBSERVAGOES

(1) Uma extensdo quadrdtica de um corpe K & ﬁm corpe ou,é iso
morfa a KxK,

(2) K[/al] £ K[/bBl}] , se e somente se, a = b (mod. K% .

(3) I{[%él(a)] = K[%@}(b)], se e somente se, a =b (mod?@(Hnonde

%@(K) & o subgrupo aditivo de K, dado por ?@(K)={a2+a;a € Kl.

(2.10) - PROPOSICAO - Seja (E,q) um espago quadrdtico nao singu
lar sobre um corpo K.

(a) Se dimE & par, entdo 2(C(El=F e Z(C_(E}) ¢ uma exten-
sao guadratica de K.

(b) Se dim.E & impar, entdo Z(C(E)) & uma extensdo quadrati-

cade K e Z(CO(E))=K.

Dem. - Veremos primeiro o caso em que car(K)72. Sejam {xl,...xn}

uma base ortogonal de E sobre K (ver I,(l.l0))e ZEXq 4 X

_ i-1

Obserzemos que xizm( 1) q(xi)(xl"'xiutﬁgi"dﬁﬂe’ ZRy =
n-—

(=1) _q(&ﬂ(xl..J%ﬁlxrﬂf..xg.Portanto ZX =X 2 para todo i=1,...n,

se e somente se n-i=i-1, 1sto &, se ¢ somente se n & Impar.

Com isso mostramos. que z &€ Z(C(E)) se e somente se n & im-

par. Desde que K C Z(C(E)) obtemos X & Kz C Z(C(E)) para n
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impar e somente K C Z(C(E)) para n par.

f—

Para CO(E) temos, z € Z(CO(E)} Se n @ rare zngK%{BH

i

se n & impar. Com lsso mostramos que K & Kz C Z(C_(E)) se n
¢ par e somente K C z{(C_(I)) se n & Impar.
Para demonstrar asg inclusoes opostas, procedemos como
seque.
Observemos gque um elemento x € Z2{(C(E)), se e somente
gso xxizx.x, para i=l,...,n. Escrevemos, um elemento x € C(E),na
: €y £

n -
e e L £, = - - .
X onde i 0,1 e agl“..#;.K

1
forma ®x = La X
€ resayt 1
n

Para mostrarmos que x € Z(C(E)), @ suficiente verificar que os
El e

termos X ...xnn ' ﬁiﬁo,l(iﬂl,...,n) cstao em  Z(C(E). s8¢
n £ £ £ o
- P 1 n, _ 1 n .
§,Ei e impar e Ej_D, temos x‘,](x1 ce X )= (xl RS N )xj g 5o
i=1 -
n £ £ £ £
- 1
L e, epar e €.=1, temos x,(x l...x n)=~(xl P e X n)x,. Dis-
i=1 t ' 3 E n no

to conclulmos que, se n 0 par, SO CX o se n o Tmpar,

A{C{m) C K & Kz. Para CO(E) basta verificarmos a comutativ[dﬁ

£ cC n
de dos termos xll...xnn, tais que Ei e par, com OS tornos
i=1
xixj. Desde ques
' £ o I E
(i} se £.,=0 e £.,=1, entao (¥ 1,..x Ty =%, % (%" e )
i e 1 n 179 71737 n'’
£q En el £
1.4 €I=E':= a - . - 0§ .- I=_ : L] a4 v
(ii) se i~ 5 0, entao (Kl R }xlx] xi<j(xl X Y e
€ c E o
N, ~ 1 n _ 1 n
(iii) se &i—sjml, entao (xl e Xy )xixj—xixj(xl SERE y,

concluimos gque K @ Kz 2 Z(CO(E)), guando n & par e KE{Z(COUH) .
quando n & Impar, o que demonstra (2.10) para car(K)# 2,

Quando car (K)=2 temos somente que mostrar o item (a)

Al
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de (2.10), pols dim = & sempre par (ver I, (1,10)).
Suponhamos primeiro que n:dimKE=2. Seja {xi,x?} uma
base de E =sobre K., Uma base de C(E) sobre K & formada pe-

. 2
los vetores {lyxl,xz,xlxz }, com q(x )"x

1,1:1,2 a bH(xl,le
= XX tRoX . Seja u o= agtagx,tanx +a3k]x2 € 2(C(E)); a; € K.
De 0 = ux, - X, U, obtemos a, = a; = 0. Por outro lado, de

0 = ux, = X,u, temos almo, ou seja u €K, Assim Z(C(E))=K.
Se n > 2, (E,q) admite uma decomposi¢do ortogonal do

. " . ; 3 1 = - = -I-!- .'!
tipo (E,qg) (El,ql)l...L(En/z,qn/z), onde dlmKEi 2: (i=1

"‘-"2‘

(ver T, (1.10}) e, consequentemente, C(E,q) (Eyrqy) (ver

i =320

-

cC
(2.5),(2.6)). Desde que car{(KF2, temos que @ @, ou seija CIE)
¢ um produto tensorial ordinario de Algebras centrals sobre K.
Portanto C{E) & central sobre K{ver, (1.3}).
Finalmente, mostraremos que 2(C_(E)} & uma extensdo

quadratica de K.

Escrevemos C(E,q)~@ C(Et'q ), onde m =
i=1

(Ei,qil & um espaco quadrdtico ndc singular de dimensio 2 sobre

oo

e coada

K. Para cada 1, seja {x, ,x, } uma bagse de E, sobre K tal
il 12 i
que pq(xil,xiz)—l e b (x r,xj )=0 para 1#3,Ttmank)zi=xylxiz,
temos z,X + xz; = X%, Vx:E Ej e z2,¥ = yz,, VyEiEj: j#1, de
onde segue~sc que ziGE Z(CO(Ei)) e Zy comuta com cada C(Ej)
para Jj # i.
m
Seja agora 2z = I 2. Nuerenos mostrar que z € Z(CO(E:]}:
i=1

o gue faremos por indugao scbre m.,

Se m = 1, temos z=zl€ Z(CO(El)). Suponhamos que
m~1 m-1
=% 2 ¥ o . = ! - L ! < !
m>1l e gsejam =z iflchz(CO(E )}, onde E 12151e 2, € Z(C EMN.




Sabhemos gue % comuta  com oS clomentos de LB' oo o za'yxbxz'sx Ve B

N

sSe

Agora, se X € E', temos zx+xz=(z‘+zm)x + x(z'+zm)=x e
X € Em zx+txz = x. Logo zx + Xz = ¥,¥x € E e assim 2 Comi-
ta com os produtos xy tals que x,y € E, 0 gue mostra  gue
7 € Z(CO(E}) e conscquentemente K @ Kz € Z(CO(E)).

Para mostrarmos que K @ Kz D Z(CO(E)],observamos ini
cialmente que o resultado €& evidente se dimKE:2, pois, neste ca
s0 C_(E) = K & Kz. Novamente por inducao sobre m, suponhamos que
m » 1 e gue para m-1l Z(C,(E'))=K ® K4, onde E' e z' sao dados
como acima. Obscrvemos que CO(E)mCO(E') & CO(Em) ® Cﬁﬁ‘)@C

(B .

1"m
Afirmamos que Z(CO(E}} c Z(CO(E') 9 CO(Em)}ﬂZ(CO(E'})®Z{Q)@E}L

De fato, mostraremos gue se y € z(CO(Ehﬁ(Cl(E')@Clmhn

entaoc v = 0. Iscrevemos y=y, @ X4y, ® x , onde y,;,y, €C,(E")

1.
1 2
elx ,x_1& uma base de FE_ sobre K. Do fato gque y conuta
my *Tm, m
com K @ X para todo x G E', scguc dque:
w1
. 2
= ¢ 7o 3 ={x 3 AT . +
0 (x © xml}§ vix Q Aml} (xml{xyl ylx)+y2x}@ 1
+ (xy2 + y2x) ® xmlxm2 e portanto temos:
2 ’ 1 — am
YT = 0 ey, by = 0,
para todo x &€ E', Analogamente, do fato de vy comutar coe
x @ X para todo x € E} seque que:
2
x2 (x - ya%) + y.x = 0
m, Y2 T Y2 1
)(Yl + Y_L bR (']'
para todo = & RB', Destes dels sistemas, obteomos:

- o F y F--T:‘I;
ylx yzx 0 mnara todo x E

Lesde que (B',a'1@ nao singular, existe x € L' tal

\
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gque x ¢ inversIvel em Cl(E') ¢ consequentemente obtemos y, =
=y, =0, ouseja y = 0. Assim Z(CO(E))' C Z{_CO(E )) @ z{cO(Em)).
0 produto tensorilal Z(CO(E'}) % Z(Co(Em)), como sub-
modulo de CO(E), & gerado por l,z',zm e z‘zm.Se ¥ & Z(CO(E)) .
X = a, + a,z + azzm + Aq2 i aie K, para b€ E' e d € Em P
temos xbd - bdx = 0, ou seja 0 = al(z'bd - bdz')+a2(zmbd-bdzm}+
+ aa(z'zmbd - bdz'zm). Observando que z'bd=bd+tbdz ,zmbd=bd+bdzm
e z'z bd = bd + bdz_ + bdz' + bdz'z ; e que car(K) = 2,obtemos
bd(al + a, + a3(l + z2' 4+ zm + z zm}] = Q,
Desde que (E',q")e (Em,qm) sac nao sinqulares, existem b € B

e d € Em inversiveis em C(E) e, consequentemente, obtemos

f ! = 3 = =
a; + a, + a3(l + z' + z, + =z zm) 0, ou seja ay a, e a, Q.
] - 1 | 'S - = + B
Assim x dO -+ al(z + zm), isto e, x ao alg, O que mostra

que Z(CO(E)) C K ® Kz, como queriamos. o

(2,11) — OBSERVAGOES ~ Sejam K um corpo e (E,g) um espaco gua-
dratico nao singular sobre XK. Do gue vimos na demonstragao da

proposigaoc (2.10) podemos afirmar que:

i & ~(K)# 2n=dim T & € . g={(a.,... a =
(i) e car(K)# 2n=c Znh { piﬂn+1)q (al, ,an>,entao Z(CO(EH
= Klz], com z% = (-1) Z ap..s8, @ ZX = -XZ YxE ngL
44 = & 3 = 3 a
(ii) Se car(K) # 2, n dimKE e 1mpgfn$l)q (al,...,an}, entao

2

2(C(E)) = Klz], com z° = (=1) 2 aj ... oa.

(111) Se car(kK) = 2, dimKE = 2m e SLal’bl]l"'l[an'bn1' entao
. ~ 2 _
J(CO(E)) = Rlzl, com 2z =2 + ¢ aibi'

1=1

Tais fatos nos serao Utels na demonstragac de seguin-

te regultado:
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(2.12) - PROPOSICAO - Sejam (E,q) e (E',q') cspagos quadrat lous
‘ndo singqulares sobre um corpo K de caracteristica distinta de
2. Entdo existe o€ K tal que:

{1}y C(E,qa) 6 Cc(r',q")® C(E,g) @ C(E',a"), se dim L & par, Ou
1 K

(2) (c(E,q@) & C(E',q")), = C (E,a) @ C(E',-0u’) se dim, 2 & im-

par.

Dem. -
(1) Desde gue dim B & paxr, temos que existe 2z € Z(C_{E)) tal
que 2% = o € K. (ver (2.10),(a)).

Seja B a K-algebra %ngraduada CO(E‘,q'Haz ¢y
contida em C(I,a) @ Cc(r',q"). Claramente B comuta’ ccm1CUhq]51
(ver (2.11),{(i)}e B e C(E,q) geram C(E,q} @ C(E',¢q') como alge
bra. Analisands dimensoes vemos facilmente gue existe um lgomor-
fismo de algebras %Z-qraduadas C{E,q) ® B = C(E,qa) ® CIE' ,q').

2

2
Se x € E' , o quadrado de 2x = z ©® ¥x € B & z" @ x = aq'(x).

Logo, & leli x ~zx & B induz um isomnorfismo de algebras %2“
graduadas C(E',ag') = B. Assim C(E,q) © C(E',a")= C(E,q) ®

® C(E',aq".

(2) Desde gue dimKE & Impar, temos gque existe 2z G C{EMWZ(C(JH
tal quoe 22 sa e R, (ver (2.10), (b}). S8cja B a subilaebra
CO(E',q'} ®} zCI(E',q'} contida em {C(E,qg) ® C(E’,q'))o. Clara-
mente, B comulba  com CQ{E,q) = CU{E,q) é 1l e, Ba CU(H,q) (18-~
ram {(C(E,q) ® C(E_',.q'))O como uma algebra. Novamente, anali-
sandoc as dimensOes vemos que cxlste um isomorfismo de alaebras
CO(E,q) @ B = (C(E,q) & C(E',q'))o. Se x € B', o quadrado

de ZXx = z @ x € B @ —22 S xz = - o' {x). Assim, a lei
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x -+zx € B indaz um isomorfismo de algebras C(E',-ag') = B e,
como gquerlamos, (C(E,q) @ C(E',q’))OECO(E,q) ® C(E',~cg') .o
LA seqguir demonstraremos o resultado principal deste

paragrafo:

(2.13) - TEOREMA - Seija (E,q) um espaco quadrdtico nac singular
sobre um corpo K,

(1) Be dime ¢ par, ontido C{I) & central slmples o Z{CO{E))é
uma extensdo guadratica de K.

{2) Se dimKE & impar, entio CO(E) & central simples e Z(C(E))é

uma cxtensio quadratica de K.

Dem.-Apds a proposicao (2.10) resta mostrar apenas que C(E)(resp
C,(E)) & simples guando dim. B & par (resp. dim E & impar).

fe dim B ¢ par, ecntao podemos decompor (E,q) numa
soma ortogonal do tipo (E,q) = (El,ql)l...l(En,qn), onde cada
(B, ;) & um espago quadratico nao singular de dimensao 2 so-
bre R (ver I, (1,10}). Dec acordo com a proposicao (2.12)(l), se
car (K} # 2 e, devido ao fato de ® = @ se car{K) = 2, podemos
afirmar que existem espacgos quadraticos nao singulares,binarios

(Ei.qi),...,(Eé,qé), sobre X tais gque:

C(E,q) = C(Ej,qq) @ ...0 C(E,q.).

Se dim B & Impar, entao necessariamente car(K)# 2 e
podemos obter uma decomposigac da (B,g) em uma soma ortogonal do
tipe (E,q) = (El,ql)L(Ez,qz), com dimKEl = 1, De acordo com a

proposicao (2.12) (2} ¢ o exemplo {2.4) temos:

f = 2 SNAH o fm LI o n
C,tmq) = C U,,q) 0 C(B),q5) = C(E),q)), com dim E) par.

|
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Apbs esnta discussao, a demonstragaoc do teorema se re
sume a mostrar gue a dlgebra de Clifford de un espago quadrati-
co nao singular de dimensao 2 sobre um corpo K & simples, e

isto veremos, a seguir, na seguinte proposicgao:

(2.14) - PROPOSIGCAO - Seja (E,y) um espago quadratico nao sinqu
lar, de dimensao 2, sobre um corpo K. Entdo C(E,q) & uma K-al

gebra central simples.

Dem.~A afirmagdo C(E,g) & uma K-ilyebra central, & consequéncia
imediata da proposigéo (2.10){a). Contudo, & também uma = conse-—
quéncia trivial do que vercmos nesta demonstragdo, pols mostrare
mos que C(E,q) @ uma K-algebra (nao comutativa) com divisac u
& uma algebra de matrizes i coeficientes em K.

Para tanto, seja {el,ez} uma base de E  sobre K e
admitamneps que q(ei) = a,,1=1,2, o bq<el’02) = 1. Observameos que,

independente da caracteristica de K, & sempre possivel exibir

uma basc degte tipo para T {ver I, (1.10)). Asgsim C{) = K ®
T Ke1 i Kez i Keleg, Com ei = ai,1=1,2 ] e1e2+ezel = 1. Dado

1 2lamento ¥ = X, 4+ x.e, + ¥x.e. + x.e.e. de C(E),definimos
um elems 0 183 59 S (B}, ni 0

confugade de X, a norma de x ¢ ¢ trage de ¥, rospectivamente por

0 T X8 T X8y #3040,
N (x) = X X = X X = (}{2 + X X +aax2)«v(a }{2-1-xx+a xz)
) 0 073 17273 3 R Fht B’ b
T(x) = x + 3 = 2x0 + x3.

Notemos gque xz = T{x)x =~ N(x}, qualquer gue seja

|
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x € C(E). Claramente T & uma forma linear e N & uma forma

quadratica sobre K. B evidente também gque x & inversivel em

.y - . -1_ X ,
C(E) se e somente se N{x) ¥ 0, Neste caso x ~= NGy Assim

!

a Algebra C(E) & com divisao, se e somente se N & anisotrdpi-
ca. Se C{E) & com divisao, entao C{E) & obviamente uma K-al-
gebra simples,

Suponhamos entdo gque C(E} ndo seja com divisdo, isto
e, que N seja isotrdpica. Neste caso mostraremos que existem

clencntos e,z € C{E) tals gque C(E)=R & Kc & Kz ® Kez, com

e’ = ¢ € g, 2% = 2 ez + ze = e. A aplicagao linear ¢:C(E} -

+M (K}, tal gue (1) = (e} (0 =<l 0) e
\1 0 00

¢(ez):=(: > , nos dard o isomorfismo desejado.
0

Comecaremos por mostrar a existéncia do elemento z.
Igto & imediato se algum dos a,=0, pois neste caso, basta to-

WMArmos Z = eje

185+ Admitamos entdo que a; e a, sdo ndo nulos.

e

Desde que N & isotrdpica, existe 0 # x € C(E), % = X gtX,8 *

\

¥ e, + %€ 84, tal que N(x) = 0, Assim, obtemos xa * XKyt
2 2 2 _ .

aja,xy = a;xy + XXy + a,%. Se T(x) = 2x at¥, # 0, basta to

MaAXrmos z

it

A - ‘3 o = R 3 - =
x/T(x). 8e 2xg t Xy 0 e X # 0, entdo Xg t
+ 2a,a,X, # 0 pois, caso contrario, terlamos l~4a,a,=0,0 que

contradiz o fato de (E,qg) ser nao singular. Neste caso, o ele-

mento
- + Z2a.a.x
2192 %0 17273
Z o= X +tx. e +x.e + (x- — ) e e .
X +2ala2x3 g 7171 272 3 aja, 172
satlsfaz z‘Z = 2z, Finalmente, se 2x.+x, =0 e x.= @, entao

0 73 0
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szO e consequentemente obtamos X, +x, -—= 4+ a.a. %) =0, com x.£0 e

171 al Xl 2 ﬂal‘ "1
- 2
%, # 0. Como 1-4a 18, # 0, entdo  2x; + =~ # 0 e consideramos
1
a X,
1 2
z = (%, + — e,e,).
2a1xl+x2 1 ay l 2
Do que vimos acima, pedemos, portanto, afirmar jue
3% 3 - —-— = 2"‘"
existe 2 &€ C(E) K, z=zgy+z,e.42,8,42 € €, tal que z"=z,
Se ZI = zz = @, tomamos: e = el+ez.

Se 2 #0ou 2,7 0¢ Zq w 0 {o que sd ocorre a0
. FM .,

car{X) # 2, pois T(z) =

[

A & - €@ (s ?
70 } Z 3 # 0}, tomamos o cye,.

B, finalmente, se %1 # 0 ou Z 0 # 0 e Z4 # 0, toma-

mos e = zlo] + z?ez, s ocar{kK) - 2 ou o = r+zlol+z 2u01¢2 '
Zq (l‘4a a )“l
com o = 21 1= 41 Y oo car{lk) # 2, o que domonstya oy pro-
[ [
172

DOSLiGAQ. O

(2.15) ~ OBSERVACAO - Observemos gue da demonstragao da proposi
gao (2.14), segue-se imediatamente que C(I) = M2(K) e, cConse-
gquentemente, C(mH) = 1 em DBr(X) (ver (2.10) e (2.12)).

83 ~ INVARIANTES

Neste parfgrafo veremos alguns invariantes, de for-

mas guadraticas, através dos quais nos serda pos sivel fazer a

classificagae de formas quadrdticas nao singularcs sobre um cor

po de Hilbert, conforme veremos no Cap. IV, Sao eles: dimensao,

invariante de Arf e invariante de Witt.

lIlll ’
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(3.1) - DIMENSAD - Como ja vimos no Cap.I, se (E,g) € um espaco
quadratico sobre um corno K, entdao dim g = dﬁ%ﬁ e um invariante da
vlasse de isometria de (E,q).

Para os demals invariantes necessitarams do seguinte

resultado:

(2.2) = PROPOSICAO ~ Sejam (B .q,) e (Ez,qz) espacos quadriti-
cos nao singularves sobre um corpo K. Se (El,ql) ¢ (Ez,qq) 540
isométricos, entao C(El,ql) @ C(Ez,q?) sao isomorfas como &l

gcbras Z?—graduadas.

Dem. - Sejam ¢:(El,ql) +(E2,q2) uma isometria e {xl,...,xn}

3 £
uma base de E; sobre K. Entao, {xll...xnn;ci: 0,1} ¢
|58 o
{¢(xl) l...¢{xn) n:Ei = 0,1} s3o bases, respectivamente, de
C(E,,q,) © C{E,,q,) B8obre K {(ver{2.6}}. A anlicagao
1741 2072 e :
: - : - x, x_*
bi ClBysay) ~ ClByrqy) tal que 0y L gty g M0t e
F-il Ein -
= T, ) X, . ¢(xl) eee G{x ) ncs da o isomorfis-
Ipreveniy iyeeedy n

mo desejado.o

(3.3} - INVARIANTE DE WITT - Sejam {El,ql) fal (E?,q?)eSPagos qua
draticos n3o singulares isométricosg sobre um corpo K. De acor-
do com a proposicdo (3.2) exlste um isomorfismo de algebras E2~
graduadas ¢: C(El,ql} -+C(E2,q2)* Logo, a restricao ¢0 de &
- - . o - - - 1
a C,(E;,q,) nos 4 um isomorfismo de algebras ¢G'C0{El’q1’

CO{E2,Q2). Estas observagoes nos permitem definir um nove in-

variante para formas quadrdticas nao singulares, via a nogao
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de Adlgebras de Clifford,

Definimos o fnvariante de Witt de um espago quadrati

co nac singular (E,q) sobre K, como sendo a classe, em Br(K),

da dlgebra central simples w(E,q), dada por:

f

C(E,q) se dim g & par

w(E,q) = Jou

CO(E,q) se dim g & impar.

\_

(3.4) - INVARIANTE de ARF - Novamente nos reportamos & proposi-
gaoc (3.2). 0 isomorfismo ¢ : C(El,ql} * C(E,,q,), por ser qra-
duado, também induz um isomorfismo ontre os centros Z(C{El}} ¢
Z(C(Ez)), bem como entre os centros Z(CO(El}) e Z(CO(Ezl). De
vido a isto e baseados nas informagoes dadas em (2.9) e (2.11),
definimos, o invariante de Arf de um cspaco quadratico nio gin~-
gular (E,qg) sobre um corpo K, como sendo a classe em R/iz(regg
KGR}, se car(K) # 2 (rosp.car (K)=2) representada pelo elemen

to A(a) dado por

-
ay...a, se car(K)#2 e g= (al,...,an>
A{g) = <§0u
n
151 aibi se car{K)=2 e q=[al,bl]l“.hk%fbn]



CAPITULO ITT

EXTENSOES QUADRATICAS I ALGEBRAS DE QUATERNIOS

§ 1 - EXTENSOES QUADRATICRS

Seja Kooum corpo. Come vimos no Cap.lI, §2 (ver 11,

(2.7) e (2.8)), uma extensdo guadridtica  separavel de K

o

uma algebra de dimensdo 2 sobre K do tipo:

. 2 N .
K1yl = K @& Kz, com 27 = a € K, se car(K) ¥ 2
ou
. -l .. _ 2 )
1\[3@ (a)] = K ® Kz, com 2" = z+a, a € K, se car(K)=2,
Como trataremos apenas de extensocs guadriticas sepd

ravels, doravante as chamaremos simplesmente, extensdes quadra-

ticas.

Toda extensac quadrdtica A de K admite um &anico
K-automorfismo GA# lA’ a saber: UA(Z) = -z se car{K)# 2 e
OA(Z) = 1l+z  se car(X) = Z. Observemos gue para todo x € A, o

elemento xck(x) £ K.

(1.1) - DEFINICAO - A aplicagdo N,iA + K, dada por Ny

X € A, serd chamada normag da extensao quadritica A. B evidente

(xYy=xa (x1,
iy

gue NA ¢ uma forma quadradtica de A sobre K e, por essa ra-

zao, sera também chamada de forma norma de A.



(1.2) - OBSERVA(GOES

(a)  Se A =XKI/@; entio N = (1,-a)c e AﬁK{?gl(aH ,
entao N, =[1,al . £ evidente que NA & uma forma quadratica

ndo singular. Indicaremos também (1,-a’) {(rese. [l,a]) simples-

mente por n_.
a

(b) D(NA) C K & um subgrupo multiplicativo de K.

(1.3) - PROPOSICAO =~ Sejam A ¢ B extensdes quadriticas de um
corpo K. Entdo A e B s30 K-ilgebras isomorfas se e somen-

te se Ny e N sao formas quadriticas isométricas.

Dem.- Sejam ¢ :A +B um K-isomorfismo de Algebras e oy © Qni-

co K-automorfismo ndo trivial de B. Entdo a aplicacdo ¢—loq§3m

Ao A, & um K-automorfismo nao trivial de A ¢, consequentomen

-1

d - = a - 'ia. 3l Y
te, ¢ 0 OB o ¢ GA ou OB o ¢ ¢ o Ta Assim, para todo

x € A, temos:

NB{¢(x))= ¢(x)oB(¢{x)) = ¢(x)¢(UA(x)) = $p(x UA(K)) =

= ¢(N 000 = N (),
© que mostra que N, e N sao isométricas.
Reciprocamente, se N, e N_ s3ao isométricas entao

A B

A (Nh) = A(NB) (cf. TI,(3.4)). Logo se car(K) # 2, N, = {1,~a)

A
e NB = (1l,-b?}, entac a =z b (mod Rz) (cf.1T,(3.4}) e, conse-
quentemente, A ¢ O 52o isomorfas (cf. II,(2.8) (b)). Analdga-
mente, se car{K) = 2, N, = [1,a] ¢ Ny = f1,b], entdo at b
(mod?ﬂ(K)) {cf. IT, (3.4)) e, portanto, A e B s3o isomorfas

(cf. II, (2.8) (b)).n
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(1.4) - CORQLARIQ - Uma extensdo quadratica A de um corpo K

é isomorfa d& X x K se e somente se N, & isotropica.

Dem. £ uma consequéncila imediata de T1I,{2.92) e (1.3) acimaw

"

§2 - AELGEBRAS DE QUATERNIOS

(2.1) - DEFINICRO -~ Sejam K wum corpo, B uma extensdoc quadrdti
ca de K e UB o finico K-automorfismo nao trivial de B. Uma
digebra de quatérnios sobre K & um K-espago vetorial do tipo

0 = B ® Be, munide de estrutura de algebra dada por:

2

e“ = a &K e ex = (x)e, para todo x € B.

.

"B
So car(k) # 2, a extensao quadritica B € do  tipo

D =K ® Kz, com 22 = I & R e, consequentemente, 0 = K & Ke 8

® Rz ® Kez, com a seguinte tabua de multiplicagao:
2 y 2

e" =ag X, z= =h &gl e ez + z2e = (.

Neste caso, indicamos ¢ simplesmente por (a,b).

nnalogamente, se car (K)=2, entac B = K 9 Kz, com
22 =z +h, bEK e Q=Ko Ke ® Kz & Kez, com e? = a € K,
22 =z + b & er + zo = @.
Neste caso, indicamos 0O = (a,b] .
(2.2) ~ OBSERVAGOES

(1} Uma 3lgebra de quatérnios sobre um corpo K & simplesmen-
te a algebra de Clifford de um espaco quadratico nao  singular

de dimensgio 2 sobre Y. De fato, se car(K) # 2, podemos ver
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trivialmente que C({a,b))=(a,b). Se car(K)=2, C{{a)[l,b]) =

2 . -
K & Kx; & Kx, & Kx,X,, COm x; = a, X, = ab e x;X,+x,%X, = 1. To
mando~se e = Xqr 2 = % Xy%, obtemos C{{a}) [1l,b]})=K @& Ke & Kz®
® Kez, com e2 = a,22 = 2 + b e ez + 2a = gy ou seija ,

C(a)[l,b]) = (a,b] .

(2} De II,{2.13), decorre que toda dlgebra de guatérnios sobre

um corpoe K & central simples.

(3) Decorre trivialmente do Teorema de Wedderburn que uma alge
bra de quatérnios sobre um corpo K & com divigao ou, & isomor

fa d dlgebra de matrizes M, (K} .

(2.3) = DEFINICAO - Sejam B uma extensac quadritica sobre um

corpo K ¢ Q = B @& Be, com 02 = a € K, uma algebra de quater-
nios sobre X. Se 04 indica o iinico Keautomorfismo nao tri-
vial de B, diremos que o cornjugade de um elemento x = X,+X.e

1 "2
de Q, Xief B, 1 =1,2, @ um elemento de ( dado por X :Uﬂ{xf«

- eOB(xz). Notemos que xx = NB(xl) - a NB(X2) € K. A aplica-

cao NQ : Q0 »K, tal que N, (x) = %X, X € 0, serd chamada norma

da algebra de guatérnios (. Podemos ver, imediatamente, que

NQ ¢ uma forma quadratica de O em K, também chamada forma

norma de Q.

(2.4) - OBSERVAGOES
(1) Se car(K) # 2, entdo Q = (a,b), com a,b € K e Ng ©

{1,~a){l,-b) ={1,-a,-b,ab? a qual passaremos a denotar também por

({a,b)) Se car{X) = 2, entdec Q= {(a,b}] , com a &€ X e b & K,
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e NQ = (1,-a [1,b] =[L,b] L{-a’[l,b] , a qual passaremos a de-
notar também por {({a,bll. Observemos também que, em ambos os
casos, Ny = n 1{-a? ny. Evidentemente, NQ € uma forma qua-

dratica nao singular.
.

(2} D(NO)'S K & um subgrupo multiplicativo de K.

(3) Para todo x € Q, x2 = (% + X)X - NO{x) lQ = bN (x,L }x =

- NQ(x) 1Q°

{2.5) - PROPOSICAO - Sejam R, e Q, Algebras de quatérnios so-

bre um corpo XK. Entao 0, e Q, sdo K-algebras isomorfas se

e somente se, N, e Ny sao formas quadraticas isométricas.
=1 2
Dem. ~ Por simplicidade de notacao, sejam Ni:NQ_' bizqi e
i Q,
i
£l = K, i = 1,2.
@

Suponhamos, inicialmente, gue existe um isomorfismo
de K~algebras h : Q™ 0, Entac , de h{x2)=h(x)2, obtemos

bl{x,l)h(x) - Nl(x) = bz(h{x),h(l})h(x) - Nz(h(x)), ou ainda

[bl(x,l) - by(h(x),h(1))] hx) = [Nl(X) - N,(h(x)}] ; para todo

¥ & Ql' Para x € (O

pendentes sobre K e, consequentemente, os coeficientes de -am-

1" K, temos 1 e h{x) linearmente inde-

bos os membros da igualdade acima sao nulos; ou seja,bzﬂﬂx)ﬁuln:
tbl(x,l) ¢ Nz(h(x)) = Nl(x). Desde que Nz(h(l}) = N2(l):l:
= Nl(l), concluimos que Nz(h(x}) = Nl(x), para tecdo x € 0y ¢
ou seja, N; e N, sao isométricas.

Reciprocamente, suponhamos que N; e N, sac isométri

cas. Logo, as algebras de Clifford C(Ql,N]) e C(QZ'Nz) A0
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isomorfas (cf. II,(3.2)).

Por outro lado, para cada i=l,2, ccnsideremos a apli

cacao fi: )y 7 M {Qi), dada por f (x} ~<: ’) x € Qi E
imediato gue i & um homomorfismo injetor de K-espagos veto-
riais tal que fi(x) = N, (x) Iy onde {i‘ J) Da proprie-

dade universal para dlgebras de Clifford, decorre gue cada fi
se estende a um homomorfismo de K-dlgebras ¢,:C(Q,,N,) >N, (Q, ),
i=1l,2. Como C(Qi,Ni) & simples, segue-se¢ que cada ¢i é inje-
tor, 1 = 1,2. Analisandoc as dimensOes dessas &lgebras socbre K ,
concluimos gue cada ¢i & um isomorfismo. Assim M2[Ql)e MZ“%)

sdo K-élgebras isomorfas e, conseguentemente, Q

1 e QZ tambem 0

sao (cf. IT,(1.2)(2).a

(2.6) - COROLARIO - Uma algebra de quartérnics  sobre um cor
po K & lsomerfa 4 algebra de matrizes M, (K) se, e somente se,
NQ & hiperbdlica.
Dem. ~Imediata.n

Na realidade, temos para uma algebra de quatdrnins 0,
um resultado exatamente anilogo ac que vimos em {(1.4) para ox-

tensdes quadriaticas. Iste & consequencia imediata do sequinte

resultado.

(2.7) - PROPOSICAO - Seja @ uma &lgebra de quatérnios sobre

um corpo K. Entao NQ & isotrbpica se, e somente se, NQ &

hiperbdlica.



Dem. ~ Recordemos que se@ O = B & Be, com B uma extensac gua-

dratica de X e ez = a € K, entdo NQ =Ny L (-a) Ny«
Suponhamos que Ny seja lsotrbpica. Entao existe
X = X 32 XKo@y XX, ¢ B nac simultaneamente nulos, tal que

N (v} = a = {3 g 5 = nta
Q‘k) 0. Entao NB(xl) {a? NB(xz). Se NB(&B} ¢ entao

NL(x;) = 0 e, consequentemente, Ny & isotrdpica. De I,(1.6) de

corre que N]3 & hiperbolica ¢, portanto, NO também o &. Se

g* Ag
sim NQ = Ny L(-a) Ny = Ng L-Ny que & hiperbGlica {cf.f,(1.13)

{(i1)).

Ny (x,} # 0 entdo a & D{NB], dende segue-se que (a) NB: N

A reciproca & trivial.co

A gogulyr, passarcemog a estudar algumas das proprileda
des das algebras de guatérnios sobre um corpo K, vistas como
clementos do grupo de Brauer, Br(K). Tals propriedades nos se-
riap Gteis para a demonstragio dos demais resultados deste e do
capitulo seguinte, Por simplicidade de notacado, indicaremos um
elementoc de Br (K), representado por uma algebra central simples

A, simplesmente por A.

(2.8) - PROPOSICAD - Em Br{K) temos,

(a) para corpos K, com car(K) # 23

{i) {a,b}) = (b,a)

(i1) (a,b)=l =se, e somente se¢, a & D(nb)
(iii) (aa’',b) = (a,b)(a’,b)

(iv} (a,a) = {(a,-1)

quatsguer que sejam a,a’,b € Ky

ill;
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(b) para corpos K, com caxr(K) = 23
(i) se b G?a(x), entac (a,bl=1
(1i) (a,b 1= 1 se, e somente se, a € D(n,)

(1i4) (aa',b} = (a,b] (a',b] e ({a,b+b'] = (a,b]| (a,b'}

quaisquer que sejam a,a' € XK e b,b' € K.

Dem.~-{a) car(K) # 2

(1) B trivial
(ii) De (2,2)(3), (2.6) e (2.7) decorre que O = {(a,b]l =1 en

Br(K) se, e somente se, N. & isotropica. Logo existem x

Qo of

& K ao todos los, tais que x2 - bxz—( 2~bx%

Xy r¥ye¥g , nao o8 nulos, q 0 172, 3

Se xg - bxg = (Q, entao xg - bxf = 0 e,conseguentemente,

ny, é isotrdpica. Logo, n, & universal (c¢f.TI,{(1.8)) ¢ en-

- y : 2 -
tdo a € K = D(nb)- Ge Xg - bx3 # 0, entao a =
2 2 2 2, -1 .
=(x} - bxl) (x5 bx3) = Dlnb}(cf.(l.2)(b)).
Reciprocamente, se a € D{nb} entao <a>nb = ny (cf.
T,(1.13) {1} o, portanto, NQ = nbl (wnb) & hiporbdlica, De (2.6)

segue-se gue @ = (a,b) = 1 em Br(X),

(iii) Esta igualdade decorre trivialmente do seguinte isomorfis
mo de K-algebras:
(a,b}) @ (a',b)=(aa’,b) O (a',—bza'). De fato, desde que
—bza‘ & D(na,), por (il) obtemos (a',ubza')=l e,portanto,
(a,b)(a’,b) = {aa’',b) cm Br{K). Agsim, resta-nos apenas
mostrar que as K-algebras (a,b) © (a',b) e {aa',b) @

2 . A
@ (a',~b"a'}) sao isomorfas. £ suficiente nostrarmos que

existem elementos vl,v?,va,v4‘E(a,b)®{a',b) que goram
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2

(a,b) © (a',/h) como K-algebra e sejam tais que v{ = aa' ,
2 b 2 ., 2 _b2_ . N = 0 .
V2 s ] V3 =4 ,V‘,i - 1:\. ! Vlvz '\r l 3 4 V4V - Q
vivj = vjvi,1:1,2,3:3,4. Se (a,b) = K @ Kel@ Kzl$ Kelzl
. - 3 i 2 _ 2 _ 2
e (a'ybh) = K & Ke2 ® Kz, & Ke,z,, com e = a,e, = a', 2 =
= bh e ez, +ziei = 0, i=1,2, basta tomarmos vy = el® €y
Vo=2q 1, vy = 1® e, & Vv, =2 Qe €52

(iv) Se Eﬁ'e N2 sao as formas normas de (a,a) e (a,-1), respec
tivamente, entao Ny =(-l,-a,ma,a2) -¢{1l,-a,~a,l) =(1,-a,

l,~a) = N, e, por {2.5), temos (a,a) = {a,~1l) em Br(K).
(b) car(K) = 2

(i} 8o 0 = {(a,b ], entao NQﬂll,b] L{aXMlb). Como bﬁfgﬁ(K}CE

tao [1,b] & isotrdpica e, consequentemente, N. também o &.

9]
Por (2.6) ¢ (2.7) obtemos (a,bj= 1 em Br(K).

(ii) A demonstragdo agui @ cexatamente andloya d demonstracao de
{ii) em (a}.

(11i) Analogamente ao gue vimos na demonstracao de (ili) em (a),

aqui também o resultado decorrc do scquinte isomorfismo
de K-algebras (aa',k']l @ (a,b+b'} = (a,b] ® (a',b']. De fa~-

to, para a = a', obtoemos (az,b‘] {a,b+b'l= (a,b] (a,bﬁ e
como a ,b'l = 1({ver(b) (ii)), entadc (a,b +b'l= (a,b] (a,b'}
em Br(K). De b=b', obtemos (aa',bl {(a,0] =(a,b] (a',b] e,
como (a,0] = 1 (ver(b)(i)), entdo (aa',b] = (a,b] (a',b]
om Br(K),

Resta, portanto, mostrarmos gue as K-algebras (aa',b'|®

® {a,b + b'] e (a,b]\a (a',b'] sac isomorfas., Por um raciocinio
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anidlogo ao gue vimos em (a) {iii), basta encontrarmos elementos

Vl:V2fV3r'V4 € {a,b] ® {a',b'] que gerem (a,b]® (a',b'] como

2__ . .2 . 2_ '
v,Faa rv2—-v2+b ,v3~a,v4—v4+b+b ’

i=1,2, §=3,4.

K-dlgebra e sejam tails que

= ! Pl =
Se (a,b] K ® Ke; ® Kz, @ Ke;2, e (a',b I= K @ Ke, & Kz, ® Ke,z.,
vy 2 PRI .12 = 1 --2 I - 2 B t 5 L= = oy
com oy Ay, = oa P4y @ zl+h,42 Asz ,ei&i+zlci Li,iml,2, en

tac os elementos V= e, ® €qy Vg, = 18 z5,vy= e ® 1l e v,=2, @

4 71
@1 +16 z, satisfazem 0 requerido.o

(2.9) = COROLARIO - Em Br(X) temos,
(a) para corpos K, com car(K) # 2:
(i) (a,b)2 = (az,b) =1, (a,-a) =1

o

{11y  (a,b) = (a',b) sc, ¢ somente se, a = a' {mod. D(nbn quals

quer que sejam a,a‘’,b € K;

(b} para corpos K, com car{K) = 2:

(1) f(a,b}° = ta®,b1=1, (a,a] =1

(i1) sec b = DI {mod?a(m} ,entdo a,b = (a,b

(iii) {(a,b ! = (a',b ] se, e somente ge, a = a'{mod D(nbn quais-

quer que sejam a,a'S K e b € K.

Dem. - Imediata.n

(2.10) PROPOSICAC - Sejam 9, e Q, dlgebras de quartérnios so-

bre um corpc K e N, e N

1 , suas respectivas formas normas. Se

N, | - N, contém pelo menos dois planos hiperbdlicos, entao
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exlstem Cl,cz,d G K(rcspmﬁpzcn(e d € Ktals que Qi=(ci,d) (resp.

Q, = (c,d1), i=1,2, se car(K) # 2 (resp. car(K) = 2),

Dem. = Suponhamos, inicialmente, que car(X) # 2. Neste caso te
mos Ny = Q”ral'#bl'albl) e N, = <l,*a2,—b2,a2b2>, com aj
ﬁ;:i €K, 1=1,2. Logo Nll -N, = (1L,-1)1 (-b]_,bz)l.'(-al)(l,-bl)_l

I} (az} {l,—bz) =H 4 (—brbzﬂ.qll~q2, onde qi:(—ai>(l,-bihi=L2n
Se, por outro lado, N; L - N, contém pelo menos dois planos hi
perholicos, entao Ny {-N,= 2H | g para alguma forma quadrati-
¢a nao singular g scbre K com dim g = 4. Assim,2 H Lg = Nl L
1 —N2 e l(mbl,b2}i qll -4, €, pelo Teorema do Cancelamento
de Witt (cf. I,(2.3)), concluimos que (—bl,bz)lqli"q2 & isotrd-
pica. Portantc, existem o,B G K e xiG Q4 .i=1,2, nao todos nu-
los, tais que muzbl + 32b3+ ql(xl) - qz(x2)=0r ou ~m2bl+qﬂxft
=y= - B2b2 +oq,{x,). Be y= 0, entao as  formas  quadraticas
{mhl) 1 day e ! ~b2>i d, sdo lsotrbplcas e, consequentemente,uni
versais (¢f.T, {1.8)), o que nos permitiria escolher novos cle-
mentos al'Bl €K e Yy & Qi,i = 1,2, tais que -afbl+ ql(yl}
=—B§lh + qz(yz) # 0. Dssgim podémos supor, sem perda de generali
dade, que v ¥ 0.

Sejam, agora, ei'fi € Qi tais que Ni(ei)ml,Niua)rﬁﬁ
e bNi(ei,fi) = 1,1i=1,2. Considerando ug = uf1+xl e u2=Bf2 DY
vemos que Nl(ul) = Nz(uz) =y e bN (el,ul)=bN2(e2,u2): ou se-

ja, 03 subespagos (U1=Kel ] Kul, Nl U ) e (U2 = Ke2 & Ku2N2 U)

1
do Ql e] 92, ragpectivamente, ado isométricos. Desde qao
Nl(ul) = N?(uz) =Y# 0, estes subespagos sao ndo singulares e,

portanto, temos N, = ¢1,v )L Py onde cada Pi & uma forma qua

| ,
M'l!
.
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dritica de dimensido 2 sobre K,ou seja, da forma pi=:“03<lq~ a) .
com Cié di ¢ K, 1= 1,2, . Zomo ﬂ(Ni]*l e ﬂ(Ni) = - Ydi
(mod. K ), entdo di 5 - vy(mod R ), 1 = 1,2, Tomando d =-y € X,

obtemos N, = (1,~d’ 1(~§i)<1,~d)ml(<ci,d)>, i=1,2. De {2.5) de=~

Corre que Qi = (Gi,d), i=1,2.

Suponhamos, agora, que car(K) = 2. Neste caso, Ni:
i !l,bil 1 ﬁai)[l,bii, i=1,2. Se biﬁbz(modgﬁ(K)), nada ha a
demonstrar {cf.(2.9Y(b) (ii))}. Suponhamos, entao, gue b] £ b2
(modg@{K)). Pode ser visto facilmente gue Nli- N, = NJIN, = H!L
LIliby + by b4 gy by, com gy = (ai>[l,bi], i=1,2. Como Nyl

1 N2 contém, por hipdtese, pelo menos dois plances hiperbdlicos,
pelo mesmoe argumento usado no caso de caracterlstica distintade
2, concluimos que a forma cuadratica g ﬂ[l,bl+b211 4y bg, é
isotrdpica. Logo, existem elementos nao todos nulos o, € K e

- . . 2 , 2. X .
®y € Qi,1m1,2, tais que ¢ + «B +(bl + bz)B *ql(x1)+q2(x2)—0.

Afirmamos que @ sempre possivel obter os elementos

arB,X., e 2o satisfazendo a equacao acima de forma que R seja

1
nae nulo. De fato, suponhamosd gue R=0 < sejam e,fEQl & Q2
tais que gle) =1, q(f) = bl + b, e bq(e,f)=l. Consideremos

0o elemento v = ge + Xq + oy Da equaqﬁo acima vemos que g(v)=0.

O problema consiste em mostrar que & sempre posslvel obhter um

novo elemento v's=de + R'f + xi + xé .
&

do qf{v!F0. Se a =0, entao q, ¢ g

com § # 0, satisfazen
isotrépica e, portanto
universal, © que nos permlite assegurar que existe Yy & Qi,izlz,
tais cue qly, + y,) = g L a,{ly; + y,) = by + b,. Logo, basta

; " = F K U . -
tomar v f+y, ty,. Sea # 0, como by # b, (modgﬂ(x),bas
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l+bl+b2

! = B M —— 0:’ -
ta tomar v bl+b2 ge <+ EI;BE— £ + xl + X

Assim, podemos afirmar, sem perda de generalidade ,

gque £ # 0. Sejam ei'fi = Qi tais que Ni(ei)=l,Ni(fi) = b,

e bN (ei,fi} = 1, 1 = 1,2 e consideremos 0s elementos u, =

BE, + x; e u, = ae, + Bf, + x,. Vemos que Ny {up)=t,(uy)=d

il

e bN (ei,ui) = B; ou seja, analogamente ao que vimos no casc

de caracteristica distinta de 2, os subespagos Ui=Kei

g+ 1 = 1,2 respectivamente, sdo isométricos. Desde queo by (e,

® Kuy de
0
u,) = B # 0, Nj]U '@ nao singular e, portantortemos Ny
L0y ‘
- € A & = g =
1 (Li>[l,di] com ¢, K e 4,4, K, i=1,2. De A(Ni) 0 e

A(Ni) = d + di (mod‘&(fc)(}{)) obtemos di = d {modgfﬂ(K), i=1,2. As=~

=f1,41 1

sim, Ni = {1,d] 1(ci>[1,d]:((ci,d]] e, por (2.5}, Qi= (Ci’dl '
1i=131,2.0n

(2.11) - COROLARIO =~ Seja X um corpo tal que toda forma quadra
tica ndo singular de dimensao 4 @ universal. Entao gualsqucy

duas algebras de guat@rnios sobre K contém uma extensdo qua-

dritica de K em comum.

Dem. ~ Imediata.n
(2.12) - OBSERVAGOES
(1) A reciproca do Coroldrio (2.11) ndo & verdadeira.Basta con

gsideramos K = IR,

(2) Indiquemos por Quat(K) o subconjunto do grupo de Brauer for

made das classes representadas por algebras de guat@rnios sobre

N
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um corpe K. A afirmagdo "quiisquer duas dlgebras de qguatérnios
sobre K contém uma extensdo quadratica de K em comum” &
equivalente & "Quat(K) forma um subgrupo de Br(K)". Isto fol de
monstrade por Albert | 1] para corpos de caracteristica distinta
de 2 e generalizado por Baeza | 2] para anédis semi~locais quais

quer.,
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caplTUuLO IV
CORPOS HILBERTIANOS E FORMAS QUADRATICAS

0 nosso objetivo, neste capitulo, & dar uma caracte-
rizagao de corpos hilbertianos em termos de formas quadraticas

e a consequente classificagao de formas quadraticas sobre tais

COrpos.

§ 1 - DEFINICRO E CARACTERIZACEO DE CORPOS HILBERTIANOS

(1.1) DEFINIGAO - Um corpo K & dito ser hilbertianc(oude Hil

bexrt) se: .

(i} K # RZ, se car(K) # 2
ou

K #2@(K) , se car(kR) = 2

(ii) Para todo corpo extensao quadritica separidvel L de ¥, tem-
—~BC IR;D(NL)]==2, onde Np indica a norma de L sobre K,
(1.2) OBSERVAGAO - Desde que toda extensao guadratica de um cor
po K & um corpo ou, do tipc KxK (c£.1I,(2.9)) entdo, se K
& hilbertiano, a igualdade [ﬁ:D(NL)]==l & equivalente & L=KxK.
A nocao de corpos hilbertianos fol introduzida  por

Frohlich [ 5] , para corpos de caracteristica distinta de 2 e
estendida por Baeza [ 3] para corpos de caracteristica 2. Sao

corpos sobre os gquais se desenvolve uma teorla de formas quadra
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ticas idéntica a dos nimeros racionais p-adicos ou dos numerocs
reaig. Os corpos dos nimeros racionais p-adicos e dos nlmeros
reais, sao, portanto, 0s primeiros exemplos, que podemos citar,
de corpos hilbertianos. Contudo, para melhor conhecer a familia
dos corpos hilbertianos e, portanto, melhor exemplifica-los, de
monstraremos, a seguir, alguns resultados que nos darao uma des

crigao de suas propriedades em termos de formas quadriticas.

(1.3) PROPOSIGEO -~ Seja K um corpo, com car(K) = 2, Se K &
hilbertiano, entdo toda forma quadratica nac singular de dimen

sao 4 sobre K 2 universal.

Dem.-~ Seja g = (al)[l,bl] 1 (a2>[l,b2] uma forma quadratica

nao singular de dimensac 4 sobre XK. Basta mostrarmos gue

1 € D(g) pois, analogamente mostra-se que 1 € D({c)q), para

todo © € K e,consequentemente, cCED{q), para todo cEK ,isto &, g & universal.
Distinguiremos alguns casos:

(1) seja a; = a, {mod D([l,bl])). Temos entaoc a, = a

1 2
o € DIl l,bl]) e, consequentemente,(¢) | 1,bl] =| l'bll (CE.T,(1.13).

<

Assim,obtemos = (a2c)[ l,bl] i (az) | L,b, ﬁ'(a2> [1,b,) 1 (aZ).[ L.b, 1, que

& isotrdplca e, portanto, universal (cf.I,(1.8)},

(2) Seja ay # a, {mod IJ([l,bl]}). Podemos também supor, sein
restricdes, gue a ] a, {mod D([l,bzl)) , devido ao caso (1),
Mais ainda, podemos supor que b,,b, Q?@(K) pols, caso contra-
rio, g seria isctrdpica. Temos entao [I:{;D([l,bi])] =2,1=1,2,

pois K & hilbertiano. Assim, a, ED([l,bl]} e a, il D{[l,bl])
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ou, a, |3 D([l,bl]) e a, = D{[l,bl]). No primelro caso temos
(al>[l'bl] z[l,bl] e, consequentemente, 1 € D(g) , pois g =
[l'bl] L (az){l,bzl. No segundo caso, (az)[l,bl] ﬂ{l,bl] e,

assim
g={a))[1,b;] L Ca)l1,b,] =(a) ((a; a){1,b,1 L [1,b,})e
=Ca, ) (a Y 1,0,1 L11,b,) )

Por cutxro lado, se a, = D([l,bz]), temos que 1 € D(qg). Supo-

nhamos entao gue a, & D({l,bzl). Logo, a, € D([l,bzll e, con

1
segucntemente ¢ = <al 82>([1;bl] i} [l,bz])Cﬁmzéisotrépica e,

como queriamos 1 € D(qg).qg

No caso de caracteristica distinta de 2 existem cor
pos (nao necéssariamente hilbertianos) que nao satisfazem a pro
posicac acima. Por exemplo, 0s corpos ordenados. Dizemos gue
um corpo K € ordenade, se existe um subconjunto P=p(K) de
K satlsfazendo as seguintes condigoes:

(1) PCK e -1¢p

(2) P+ P CP

(3) PP C P

(4) K=PU (-1)P

0s elementos de ©P({K) sao chamados elementos positivos de K.,

No caso de corpos ordenados existe sempre, para cada
dimensdo n , pelo menos uma forma quadratica anisotropica, a
saber: xi"f....+xﬁ . N reciproca deste fato nao & verdade em

geral, como podemos ver através do seguinte exemplo,
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Sejam Ky = Fy € K; = K ({t;)) o corpo das sérics formais a
\ \ , _ HDD
coeficientes em Ky, Consideramos I(n—Kn_l((tn)) e K-ig K, -
Cbviamente K & um corpo nac ordenado e, decorre de [6} Cap. 6,
Prop. 1.9, que existe uma forma quadritica anisotrdpica sobre K,

para cada dimensaoc.

Contudo temos, no casc hilbertiano, a seguinte propo

{1.4) PROPOSICAD - Seja K um corpo hilbertiano. Se existe uma
forma quadratica nao singular de dimensdo 4 sobre K nio univer
sal, entao K & ordenado e P(K) = f(z.

Para a demonstracao desta Proposigao necessitamos de
um resultado que nos vai ser Util também para outras demonstra

¢coes gque se seguirado. Por essa razao © enunciaremos como um Le

mal.

{L.5) LEMA - Sejam K um corpo hilbertiano e g uma forma qua
dratica nado singular de dimensao 4 sobre K. Se¢ g € anisotro-
pica e 1 € D(gq) entac g & da forma <«a,bw» , se car(K} # 2,

ou <«a,b]] se car(X) = 2.
Dem.~ Como 1 & D{q) podemos escrever

(1,-b)Y ]l (-a) (1,-¢) , se car(K) # 2

g = {ou

[1,b] 1 (a) [1,el , se car(K) = 2

Claramente, as formas quadr@ticas (1,-b? e (1,-c) (resp.

[1,b}] e [1,c]) s3c anisotrdpicas pois, g o é. Podemos, por-



51

tanto, afirmar que <l,~b> =n_ e <l,-c> = n, (resp.[1l,bl =

= n, e [1,e] = nc} sao as formas normas dos corpos extensoes
quadraticas de K, K[ V bl e K[ V& ] (resp. K[?@l(b)] e
K[?@“l{c)]). Resumidamente, ¢ =ny, L <~a> n,. A deﬁonstram
cao deste lema consiste, portanto, em mostrar gque ny, =0, -
Desde que g & anisotrdpica, temos x € D{nc), ira=
plica que ax ¥ D(nb), para todo x € X, Afirmamos gue 5
x € D(nc} , entao x € D{nb) ., para todo & € K. De fato, se
x G D(nc) c x £ D(nb) entao, desde que a ¢ D(nb) e K &
hilbertiano, obteriamos ax & D(n ), o que ¢ uma contradicao.
Analogamente, aplicando o mesmo raciocinio para <-a> g = n, l

l <=z ny e @ qual & também anisotrdpica, obteremos PYe G'D(nb}
implica gque, x € D(nc). Assim, temos que D(nb) = D(nc}. Em

termos de algebras de quatérnios (cf,III,(2.%)), isto signifi-

ca que, em Br(K) , {x,b) = (x,c}) (resp.(x,bl = (x,cl} ou,
equivalentemente, (x,bc) = 1 (resp.(x,b + ¢l=1}) se car(XK}#
# 2 {resp. se car(K) = 2), para todo x € K. Assim , temos
% € D(n,) (resp. x € D(n_,,)) para todo x & K, o que signi
fica K = D{n_,) (resp. K = D(n_, ), ou (cf. (1.2)) b€ 52
(resp. c+b E?@U{)). 0 igomorfismo n, - n, decorre, agora,

trivialmente de (IT,(2.9)) e (ITI,(1.3)}.n

Dem. de (1.4) = Desde que exlste uma forma quadratica nao sin-

———— - e e e

gular de dimensaoc 4 sobre K ndo universal, temos por (1.3)gue

car (K) # 2. Seja g uma forma quadraticanao singular sobre K nio univer

q



sal, com dim gq=4, A forma quadratica g € do tipo (¢’ g',pa
ra algum ¢ € K e q' uma forma quadratica nao singular, nao
universal que representa 1. Assim, podemos supor, sem perda de
generalidade, gue ¢ representa 1. De(l.S5}) segue-se que g éda
forma <«a,b>» , ©Portanto D(g) & um subgrupo multiplicativo
de K (c£.IIT,(2.4)(1)(2)}).

Seja P=D{(q). Cbservemos gue D(na) CD(gl=Pe PG R,
pois g & nao universal. Desde que [f{;D(na)] =2 , obtemos
D(n_) = P. De g=n, 1l (+-b)n_ =n L (-a)n, , segue-se também
que pmn(nb). Entao, em DBr{K) , tcmos (a,x) = (b,x), parda to
do x € K. Em particular , (a,a) =(b,a)# 1 pois g & aniso-
trdpica. Como (a,a) = (a,-1) (cf£.III,(2.8) (a)), temos (a,-1) =
= (b,a) # 1, o que significa que, -1 ﬁD(na) = P {cf.TII, (2.8)(a)).
De (a,-1) = {a,b) cm Br(K) , secguc-sc também que q = n_y 1
1 (~a)n_; (ef.III, (2.5)) e, repetindo o mesmo raciocinio que
acima, agora para =1, obteremos (-1,-1) = (~1l,a) em Br{Kj}e,
portanto, gq=n_; 1 n_;.

Assim, desde que P =D(q) =D(nml) » temos P+ P =
= D(n_,) +D(n_;) C D(n_, 1 n_y)=Db(g)=P. De -1 & P, segue-
-se que K=P U (-1)P e P N (-1)P =4, Consequentemehte, P de
fine uma ordem sobre K e 1'{2 C P, pois (xz,a) =1 em Br{K)
para todo x € K e, P=D(na).

Seja b € P=D{g) =D{(n_,)}. Entac (b,~1)=1 em Br(K)

1

e, consequentemente (-~b,-1)(-1,-1) =1 ,ouseja, {(-b,-1l)=(-1,-1)

em Br{K). Logo g=n_; 1 (b)n__l e ,novamente obtemos D(n_, )=P=

b)
=D(n_1} . Assim, (-1,x) = (~b,x) para todo x € K, ou seja,



[y}
[y

{b,x) =1 para todo x € K, © que implica ﬁ=:D(nb} , lsto @&,
L & R2 (cf£.(1.2)}., Isto mostra que P==ﬁ2.n
O tcorema gue demonstrarcmos a scgulr, ¢ o principal

resultado deste paragrafo, o gual darad uma caracterizacao  de

corpos hilbertiancs em termos de formas quadraticas.

{(1.6) TEOREMA ~ Seja K wum corpo hilbertiano, @Intao:

{(8) K & ordenado e P{K)=I'<2

ou

(B) ifxiste, a menos de isometrias, uma Gnilca forma quadratica
nac singular anisotrdpica ¢ de dimensido 4 sobre K.

Reciprocamente, todo corpo K do tipo (A) ou (B} é

hilbertlanc.

Dem, - Seja K um corpo hilbertlano. Sc¢ existe uma forma quadra
tica nio singular e nao universal de dimensaco 4 sobre ¥ ,entao
de (1.4) segue-se que K & do tipo (A).

Suponhamos, ontao, quoltoda forma quadritlca nao gin-
gular de dimensao 4 sobre K & universal. Recordemos: que, noca
so especifico de car(X) =2, isto ja & uma consequéncia de K
seor hilbertiano (ef.{1.3)). Por (III,(2.11)), podemds afirmar
gque dadas duas Algebras de guartérnios 0, e Q2 sobre K ,com
Q,#1 em Br(K),i=1,2, existem d € K - K% (resp. 4 € K - Go(i) )
e cl,c2 e k ., se car(X) # 2 (resp.car(K}) =2), tais que Qi =
= (ci,d) (resp.Qi2 (ci,d]) e ¢ F D(nd) {cf.ITT, (2.8}). Des-
de que K & hilbertiano, segue-se gue €15 = D(nd); ou seja,

existe ¢ & D(nd) , com c, = CyC e, desta forma, obtemos



QI:(Cl:d):(CZC,d)=(C‘2,d]:QB (reSp.leicl,d]:(czc,dl=(c2,c]] =
=Q2) em Br(K). Isto mostra que existe, a menos de lsomorfis
mo, uma Onica &lgebra de guatérnios com divisdo sobre Kou,equi
valentencente, uma Gnlca forma guadratica anisotrOpica do tipo
«a,b» (resp. «a,b]]) sobre K (¢c£.III,(2.5)). Como toda forma
guadritica nao singular g de dimensdao 4 scbre XK & unlversal
e, portanto 1 € D(q), decorre do Lema(l.5) e do que vimos aci-
ma que existe, a menos de isometrias, uma Unica forma quadrét‘&
ca nae singular anlsotrdpica de dimensio 4 sobre I, Isto mos-
tra que X & do tipo(B).

Reciprocamente, suponhamos inicialmente gque K & do

tipo () . FEntdo car(K)# 2 o K/I{z--:{j;l}, o cque inplica 4

e
e

Além disso, D(n_l) :f<2 @, conseguentemente, {f(;D{n_ }] =2. Co

1
mo qualguer outro corpo extonsao guadratica de K & ilsomorfo a
K[ V-1T"] , concluimos que K & hilbertiano.

Se K & do tipo (B} , seja ¢ a Gnica forma guadrati-
ca anisotrdpica de dimensao 4 sobre K.

Se car(K)y# 2 o }'{:.—},'{2 (resp.car(K) =2 e Kﬁﬁo{K)] en
tao todas as formas quadridticas de dimensao 2 sobre K seriam
isotrdpicas e, consequentemente, também ¢ . Portanto'l. E::;‘.I:{E no
caso de car(R}# 2 e K#?Q(K} no caso car(kK) = 2.

Seja A € D(g). Como g & anisotropica, entao Ag tam
Lém ¢ € ¢, consoequentemente, Ag e q. Dlsto seque-se que 1€D(qg).
Logo podemos escrever g na forma q=<L,-d> | g’ (resp.qg=[1,4d]l

l g*) se car(K) #2 (resp.car{K) =2) para alguma forma quadrdti

ca nao singular binaria g' e algum d € & - k° {resp. A€ K-4(K)) .



Seja L=k[/d'] (resp. L-‘:Klﬁél(d)}) . Assim, q=N lgq'. Obser
Vemos que D(NL) g K pois, caso contrario, teriamos N, uni~
wersal e, consequentemente, ¢ isotrdpica.

Para guaisquer a,b G ﬁ-D(NL), as formas quadraticas
«a,d» e «b,d» (resp.«a,dl] e «b,d}]) sdo anisotrdpicas
(cf£.111,(2.8)) e, portanto, isométricas. Assim, temos az=zbh

(mod D(N,)) (cf.III,(2.5) e (2.9));ou seja, [K;D(N )] =2. Is

to demonstra que K & hilbertiano.o

(1L.7) OBSERVAGAO - Do gque vimos, resulta que, quando K & hil
bertiano, existe uma unica algebra de quatérnios (Q distinta de
1l em Br{K) e tal que Q2==l - Por essa razao, quando car (K)#2,
costumamos indicar Quat(K) = {+1}. Consequentemente, a aplica
cao ( , )t ﬁ/k2><ﬁ/ﬁ2 = puat(K) , gque a cada par de elementos
a,b € K associa a dlgebra de quatérnios (a,b), pode ser vista
como sendo a aplicagac bilinear simétrica { , ): Q/RZJcR/ﬁ2'*
- {jl} , ¢ada por:

1 se X2-—aY2-b22 =0 , tem golugao nac trivial em K

(a,b)=
~1 caso contraric,

a qual & conhecida como sendo o Simbolo de Hilbert sobra X,

(1.8) EXEMPLOS DE CORPOS HILEERTIANGS

(1} O corpo dos numeros reais @ um corpo hilbertiano, pois &

do tipo {(A).

{2) Todo corpo local, com corpo de clagses de residucs finito,



& do tipo (B) (cf.[7],Ch.II,Th 1.1). Em particular o corpo dos ni
meros racionais p-adicos e 0 corpo das séries formais, comcoefi-

cientes num corpo finito, sdo hilbertianos.

Uma grande classe de corpos hilbertianos € obtida atra

vés da seguinte proposlgao:

(3) PROPOSICAC - Sejam K um corpo hilbertiano local, com

2_%2 . Entio,

car (K)#2 e K 0

g um subcorpo denso em K tal que f(oﬂ K

K, & hilbertiano.

Dem.- Observemos primeiro que se K & locale car(XK)# 2, entao K

& um aberto de K (ver |61Cap.6,(2.20)). Desde que K, & denso em X,

0

. -2— - . . -~ a .2 . ~ .
segue-se K(}K =K, Portanto K/K2 -KOK /K2 = K
consequentemente, KO # Kg.

Seja Ly um corpo extensao quadratica de K Entao

0
L=I..GK 2 um corpo extensao qu?drética de X. Do fatoque K & local,
seque-se que I tambémo & (cfl.[B] Th. 2.2.10 ). Mostraremosg agora
que Ly & denso em L.

Seja L’“O o completamento de L,. Notemos que K,C L, e

-

ainda, se Eo'éo fecho topoldogico de KO' entao ROELO' Obscrve
mnos que I—(O & completo pois, & um fechado em L'“0 , que & completo.As
sim, desde que K, € densoem K e XK écompleto, podemos ldentifi-
car I_(O com K, Consequentemente, L‘OZ_JLOK ﬂL_ZjLO , com L campleto.

Logo L contémo fecho de L, e, desde que L, € denso em L‘O, obte

mos I.._:D_'L"0 , ouseja L=L"0 e, como guerlamos Ly & densoem L.
2gora, usando o fato de que L & local e Ly & denso
em L, obtemos LOL2 =1 , B facll ver gue D{NL) =1:(2D[NL ) e,

0

] E'l
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consequentenente obtemos:

* _. t2 _ v '2 th _
Koﬂ D(NL] —-KO M (K D(NL Yy = (KoﬂK )D(NL }) =KZ D(N )—-—D(NL ).

0 o ¢ L 0
o gue implica que a inclusao RO/D(N ) - K/D(N ) & injetiva.
L L
- - - N O .

Mas K=K0K2 e, consequentemente, para todo x € K, temos X =
:xyz, com %~E K. e yGf{. Desde que D(N)ﬁf{ZD(N } te-

0 0 0 L LO
mos x € D(NL) se, e somente se, xOE D(NL ), com o que conclul

0

mos que a inclusac, dada acima, € sobreijetora. Portanto ,
[I.( +D(N. )] = [K:;D(N.)] = 2 , ou seja, K, & umcorpo hilbertia

0 LO L O -
ne.n

Veijamos agora os exemplos de corpos hilbertianos de-
vidos & Proposicao(3).

Sejam F um corpo de nimeros algGbricos, com car(F) # 2
e K, a 2 ~ extensac algébrica maximal de T no completamento
p-adico Ksz de F.

0 corpo K & hilbertiano, pois & local com corpo de
classes de residuos finito, e K, ¢ denso em K pois, F oé. Ob
servemos que Roﬂ f(z =f{§ pols, se existisse aGI:{Oﬂ };{2 e a & I:ig,
entao Kgl /a'] seria uma extengido algébricade grau 2 sobre Ky
0 gue contradiz a maximalidade de Kq- Logo pela propesigao aci
ma, K, & também hilbertiano.

§2 ~ CLASSIFICAGCAO DE PORMAS QUADRATICAS SOBRE CORPOS HILBERTIANOS

Devido ao teorema de caracterizagao {l.6) do paragra

fo anterior classificarmos as formas quadraticas nao singulares

W
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sobre corpos hilbertianos, & eguivalente a classifica-las so-

bre corpos do tipo (A} e (B),

(2.1) TEQOREMA - Seja K um corpo do tipo (A). Entao:

(1) para cada dimensdo n, n<l> e n<~1> sao, a menos de iso-
metrias, as {nicas formas quadraticas naoc singulares anisotrd-

picas desta dimensao.

(2) duas formas gquadraticas nao singulares sobre K sgao isomé-
tricas se, e somente se, elas tem a mesma dimensdo e a mesma

signatura.

Dem.- Sabemos que ﬁ/ﬁZ = {il} . Assim uma forma quadratica nao
singular sobre K & anisotrdpica se, quando escrita na forma
diagonal, os coeficientes sao todos de um mesmo sinal. Logo (1)
& imediato.

Para demonstrarmcos (2), definiremos primeiroc “signa-
tura". Claramente, numa diagonalizagac de uma forma g, o name
ro de coeficientes positivos (e também negativos) & unicamente
determinado. De fato, se r<l> L (n-r) <-1> e s<i> L (n-s) <1
sao duas diagonalizagoes para gf{dim g=n), onde s>r , entao
r<l> 1 (n-r)<~1> = g<l> L (n-s)<-1> e, usandoc o Teorema do
Canvelamonto de Witt {cf.I,(2.3))}, chtoamws (n-r)<=i>s(g-r)<l> |
l (n-s)<-1>. Assim, se s >r, temos um absurdo,pois (n-r)<-1>
& anisotrbplca e (s-r)<l> 1 {(n-s}<-1> seria isotrdpica. Con
segquentemente r =5, ~LEscreveremos, agora, n =sr (nﬁmerockecog

ficientes positivos) e n_=n-n_. A signatura de q & definida



por n,-n_. Agora & imediato verificar que duas formas san iso

métricas se, ¢ somente se, elas tem a mesma dimensio e a mesma

signatura. o

(2,2) TEOREMA - Seja K um corpo do tipo (B). Entac duas for-
mas guadraticas ndo singulares sobre K sao isométricas se, e
somente se, elas tem a mesma dimensao, o mesmo invariante de

Arf e o mesmo invariante de Witt.

Dem.~ Evidentemente, se duas formas quadraticas nao singulares
sobre K sado isométricas, ent3c elasgs tem a mesma dimensao, o
mesmo invariante de Arf e o mesmo invariante de Witt.

| Reciprocamente, sejam ¢, € g, formas gquadraticas nao
singulares sobre K, tais que dim a3 =dim q,, f.\(ql} = qu) e
wilqq) =wig,).

Seda no=dim ay 1=1,2. se n>5, entdo qy € 4 BHO
isotropicas e, desde gue dim ql=dim g9, é facil ver que q,e q,
admitem uma decomposigao ortogonal do tipo q; mqi Ll m¥ , com
dim qi=dim qé < 4,

De w-(ql) =w(q2} seque-se imediatamente gque w(qi) =
= W(qé) (cf.IT,(2.12), (2.15) e (3.3)), e de A(ql) = qu) se
que-se, pela definigao do invariante de Arf,que a(qi) -—-i\{qé) .
Portanto, podemos supor, sem perda de generalidade, que n < 4.

Se n=1, o resultado & imediato pois, 4y = <ﬂ.(ql)>
e q, = <A(g,)>.

Se n=2 e car(K)# 2, temos:

ql=<a,b> q2m<c,d>
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E,(ql) =ab &(qz) =cd
W(ql) = {a,b) W(qz) = (c,d)

De w(ql) =w(q2) , ©obtemos (a,b) = (¢,8) e, consequentemente,
<l,-a,-b,ab> = <1,~c,-d,cd>» (cf.IIL,(2.5)) , ou <1,&(ql}> 1
L <-1> gy = <L,A(gy)> 1 <-1> g,- De A(gy) = Mg,) , via o Teg
rema do Cancelamento de Witt {(cf.I,(2.3}), obtemos qq¥ dq-

No caso de car{(K) =2 e n=2 o0 resultado segue-se
por um raciocinio analogo.

Se n=23, entl3o necessariamente car(K) # 2. Desde que
w{<a¥q) =w(q) quando dimensac de ¢ € impar e a € K (cf£.I1,
{2.4),(2.12) e {2.13)), e Mql) =£\(q2) =4d , trocando q; € q,
por <=-d> gy ¢ <-d> g, , podemos supor que A{q;) =08{q,) = -1.
Agsim, dq, e 4, adnitem uma decomposigao cortogonal do tipo: qq=
=<a,b,~-ab> ¢ q, =<e,d,-cd> com  a,b,c € K. Como w(ql):co (ql):
={a,b) o wig,)=Cqlgy)={c,d) , do w(g)=w(q,) obtemos (a,b) =
={c,d) e, consequentemente, <1,-a,-b,ab> = <1,-c,-d,cd> (cf.
IIT,(2.5)), ou seja, <1> | <-1>g; = <1> L <-1>g,. MAssim, via
¢ Tecorema do Cancelamento de Witt, obtemos aq ¥ d,-

Para n=4 o0 resultado & imediato. Como exilste uma
Gnica forma quadratica ndo singular antgotropica de dirﬁensﬁo 4,
se q,eq, sA0 anisotrdpicas de dimensao 4, necessariamente
@las sao isométricas e, se dq e dy sa0 lsotropicas recaimos

nos casos anteriores. O
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