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INTRODUÇÃO 

A noçao de corpo hllbertiano foi introduzida p~la pr.!_ 

meira vez em 1967, por FrOhlich, para corpos de caracterlstica 

distinta de 2 em seu artigo "Quadratic forms 1 à la' local thg 

ory" l 5 ] Em 1981, Baeza [3], estendeu esta noção para corpos 

de caracteristica 2. Estes corpos possuem uma propriedade que 

é comum aos corpos reais-fechados e aos corpos p-ádicos, qual 

seja: formas quadráticas sobre um corpo hilbertiano são classi 

ficadas segundo dimensão, invariante de Arf e invariante de 

Witt. Neste trabalho, nos baseamos nestes dois artigos, acima 

mencionados, e damos uma caracterização de corpo hilbertiano in 

dependcntemente da característica. Na medida do posslvel, pro­

curamos apn~sentar demonstrações independentes daquelas conti­

das nos referidos artigos. 

No capl.tulo I, damos apenas as noções e r:esul tados bá 

sicos da teoria de formas quadráticas, tais como o teorema da 

decomposição ortogonal c o Teorema do Cancelamento de Witt., nc 

cessários à compreensão dos demais capítulos. 

No capítulo II, fazemos UHI estudo da álgebr,a de Clif­

ford, de um espaço quadrático, c de seu centro, vizundo deter­

minar as condições sob as quais ela é uma álgebra central sim­

ples. Os resultados ai obtidos nos permitem definir os invarian 

tes de Arf e de Witt. 

No capitulo III, estudamos excencialmente as propri~ 

dados de umct âlgcbru do qunt.órnios de um corpo K, vista como 

·~ I 



elemento do grupo de Brauer Br(K). A noção de álgebra de qua­

té'rnios, vista desta forma, é uma generalização do conceito de 

simbolo de Hilbert definido paru. corpos locais. 

No capitulo IV, estudamos os corpos hilbertlanos pr2 

pri.ament.e dH:os, bem como classificamos us formas quadráticas 

não singulares sobre tais corpos. 



CAPITULO I 

FORMAS QUADRÁTICAS 

§ l - ESPAÇOS QUADRÁTICOS 

{1.1) DEFINIÇÃO - Sejam K um corpo e E um K-espaço veto-

rial de dimensão finita sobre K. Uma aplicação q :E ->- K e 

uma forma 1uadr>ática sobre K se: 

(i) a(Àx) = \
2q(x) V x E E 

" ' 
e À E K. 

(ii) bq(x,y) = q(x+y) - q(x) - q(y), x,y E E, 

c uma forma bilinear simétrica de E x E em K. 

o par (E,q) serã chamado copaço quadr&tico sobre K. A 

dimensão do espaço vetorial E sobre K será tamb0.m chamada a 

dimenoão da fo:rma quadrática q e denotada por dim q. 

Um espaço quadrático (E,q) sobre um corpo K (ou a 

forma quadrática q) é dito ser não singular se a aplicação 

d : E ~1-E* = llom{E,K) definida por d(x) (yl = bq(x,y) ,x,y E E, 

G um isomorfismo de K-csp.:J.ços vctor-Lnis, ou, equivnlcntcmentc, 

se o determinante da matriz nxn (b<[Ce 1 ,ej)) é não nulo, onde 

~~ 1 , ... ,e
0

} é urna base qualquer de E sobre K. 

! l. 2) EXEMPLOS 

(1) Sejam E----= I<c o '1: E ·)-K dada por q(c)=n. O espaço qua-

drático (E,g) será também denotado, neste caso, simplesmente 

por [a] e obviamente {E,q) é não singular se, e somente se, 
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a E K ~ K - (O}. 

(2) Seja (E,q) um espaço quadrático sobre um corpo K, com 

(E' g) e não sinryular s12 e somente se 

l-4ab E K, O espaço quadrático (E,q), 

caso, será também denotado por [a,b}. Se a;b;Q, (E,q) 

chamado pZ.aniJ h7:pcr>bÓ7.ieo e o denotarem01s por ]-!, 

neste 

-ser a 

Sejam {E,q) um espaço quadrático sobre um corpo K 

e El= {x E E;bq (x,y) = O, Vy E E} o r>ad1:aaZ. de E. Observemos 

que (E,q) é não singular se c somente se: E1"'' {O 1. Dizemos que 

I E, gl e um eopaÇ!O quadrãtico regular (ou qua--q e uma }-'or>ma 

' 
d1~át1:aa rcgulaJ'), se {x E E..&.; q{x) = O} = {O}. 

(1. 3) OBSEPVAÇÃO - Se (E,q) e um espaço quadrático nao sing~ 

lar sobre um corpo K, então {E,g) é regulnr. ~ rcc!prcç4 não 

e verdadeir(l pois, se E= Kc, q(e) 1- O e caract,erlsticu de 

1\ é igual a 2(abreviadamente car(K)=2) então (E,q) é 

(1.4) DEFINIÇÃO - Sejam (E,ql um espaço quadrático sobre um 

corpo K e x ;I O um elemento de ~. -e Dizemos que x 

tx•Ópi co (em relação à q) se q (x) = O e anisotroópico caso con 

trário. Se (E,q) possue um vetor :tsotrópico dizemos que (E,ql 

ca ieotr•Ópiaa). Caso contrári_o, dizemos que (E,q) é aniootrr~ 

'I é 

...... ~ 
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(1.5) PROPOSIÇÃO·- Seja (E,:::r) rn,1 esp"'-ÇO quaC!:cãtico -nao si<HJUl..J~ 

isot:rópico sobre um corpo K. Então (E,q) contém um plano hi 

pe~~- Seja e1 E E um vetor isotrõpico. Desde que (E,q) 6 nao 

s:lngular, ex:lste x E E tal que bq(e1 ,x) "" 1. Uasta .-.:onslde­

ral·mos e
2 

= -q (x) c:
1 

+ x para obtermos m c E. o 

( 1 • G) COHOL,.lUO - Se (E,q) é um K-cnpaço quadriitico nao slnqu-

lar isotrópico d1.:! dimensão 2, então (E,q) ~:nJ, 

Derr .. -Imediata. o 

Dizemos que uma forma quadrática q sobre um corpo K 

representa um elemento d E K, se existe x E E tal que q (x) ::::cl 

Denot<'!remos por D(ql o conjunto dos elementos represent,:tdos 

p1Jr q, ou :,;cj.-:.~, D(r~)'"" {d C K· =lx c E .1 I •• 
corn q (x) ~· ,1] • 

(l. 7) DEPINIÇÃO -- Uma forma quadr5.tica a sobre um corpo K 

se~5 dita univaroal quando D(q) ~ ~ . 

ll. 8) EXJ,:JI.1Pl.O ·- '1'odo c~:paço quadr.Íttco n2io ~;Jn9ular inotrÓp\co 

é universal. 

(1.9") DEFINIÇÃO- Sejam (Ei,qi) ,i"'l,2, espaços quaclrát.icos so-

bre um corpo K. Definimos a H ama OJ>togonal dos espc.:;os (E, ,cr1 I J ' 

o espaç:o quad:r.·ático 

para x. EE,, i"" 1,2. 
> > 

, '~I [ 
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(.1_.10) '.l'EOH.l!:Ml\ - Seja O:::,q} urn espu.ço iJUU.dr&tico nao sinr;uJar 

~obre um corpo K. Entao (E,q) adm.it.c u:na dec.:ompos:ição orto-

qc>nal do tipo: 

u~~,q) ·- [c1 il ... l[ em] ' se car(K) I 2, 

ou (E,q) = [a1 ,b1 l .L, •• ![an,bn] , se car(K) - 2 com bj_E K, a
1

, 

~., 1 - 4a1b 1 E K, (1 <i < n; 1 .:5. j < m). 
J 

Para demonstrarmos este teorema utilizaremos o sc!)utn~· 

te resultado auxiliar; 

( 1.11) LEMA - Sejam (E, q) um espaço r{Ufl.dril t Jco sobre um corpo 

K 0 F C E um subespaço tal que (F,CJipl é um espaço quadrát_!. 

co n5o singular sobre K. Ent5o E= F m F 1 , onde 
l 

F'= {x EE; b (x,y) =O, VyEFJ. 
q 

Ocrn. - Cada elemento x E: E define um elemento x* E I·'* t.u.l que 

x* (y) = bq(x,y) ,Vy E F. Desde quo (l',<Jipi f) na o sjngular " 
aplicação d : F + F* definida por d ( z) ( y I = bg(z,_y} ,'rlz,y E: F 

é um isomorfismo de K·-espaços vetoriais. Logo existe 

tal que x*=d(x ) 
F ' 

gue-se que x - xF 

ou seja, bc{{x,y)=:b't(xp,y) ,Vy E F, de 

E F
1

. Como todo elemento x E E pode 

onde se 

ser es 

cri to 110. .forma x = xF+ (x - ;xp), concluimos que 

da. hjpÓtese ele (F,qiF) ser não s:Lnqular obtemos 

portanto E = F EB F 1 . 0 

E=F+F
1

. Ainda 

F n F'l= {O} c 

pel!!_-___ g_e ( l.lQL ·- Primeiramente suponhn.mos que c ar (K) t-2. ne (E, q) 

ser nao singular segue-se que D {q) :f 0 e portanto existe c
1 

E I{ 



as .:::ondiçOcs do lema 

nu ainda (E,g)= {c
1
l 

Se dimKE > l 
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( 1 .11) e, assim rf..:oderros escrever E = Kc
1 

!D 

1 1 (E1 ,q1 ), onde E 1 ~(Ke 1 ) e q
1

=qiE . 
l 

então (E 1 ,q1 ) é não singular (pois (E,q) 

o é), c por indução sobrem:-::: d.im q obtemos (E,q)=[c
1

1 !·.·![em]; 

c. E K, ( 1 .:::_ i ~ m) • 

' 
Suponhamos agora que car(K) "" 2. Novamente porque(E,q) 

é nao singular existe a 1 E K e e 1 ,e2 E E tais que q(e1 )=a 1 

e bq(e1 ,e 2)=l. Evidentemente os elementos e 1 e e 2 sao llnear 

mente independentes sobre K e o subespaço I<e 1 $ Ke 2 satisfaz 

as condições do lema (1.11). Assim, se q(e
2

)=b
1

, podemos escr~ 
. 1 

ver (E,q) = ia1 ,b1 ]1(E1 ,q1 ), onde E1 = (8 1 ,b~) e q 1=qiE . Re-
1 

pctindo o mesmo mCtodo recursivamente obteremos uma decomposi-

ção do tipo {E,q) :::::( a 1 ,bJ] 1 ... 1[ an,bn]l (En,q
11
), onde dim q

0 
_::: 1. 

A dimensão de qn deve ser· necessariamente igual a zero, pois 

l'Ltr~o contrár:lo (E,q) S(~ri.n ningulnr.11 

Em tudo o que se seguirá, a sorna ortogonal[ c 11 1 .•. .l[ cnl 

será denotada simplesmente por < c
1

, ... ,c
11

) • 

(1.12) DEFINIÇÃO- Sejam (E1 ,g1),i = 1,2, espaço quadrâticos 

,:;obre um corpo K. Uma aplicação rj>:E
1 

->-E
2 

é dita ser uma lrw-

1/tetria entre (E1 ,q
1

) e (E
2

,q
2

) se <jl o um .isomorfismo de K-esp~ 

ços vetoriais tal que q 2 (9(x))=q
1

{x) ,para todo x E E
1

, Sempre 

quo cx.lst..ir uma Jsometri.n entre llois c~::pnço~J quadr.âticos (r-:
1 

,q
1

) 

e {E 2 ,q2) 1 diremos que eles são iaomé"trioon e indicaremos 

isométricos tem a mesma dimensão, ou seja, dimensão é invarian-
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te por isometrias. Claramente, isometr.La é uma relação de equi-

valência definida sobre o conjunto dos espaços quadráticos nao 

singulares sobre um corpo K, compatível com a sorna ortogonal. 

Dados a E K e (E,q) um espaço quadrático sobre um 

corpo K, definimos sobre E a forma quadrática (a) q , dada 

por (a) g(x)~ag(x) para todo X E E. Indicaremos por {alf ... ,u.) q, 
• n 

a
1 

E :K, 1 ~ i ~ n, a forma quadrática dada pela sorna ortogonal 
. 

(a1)g! ••. l(a )q. f: fácil ver que quaisquer que sejam aEK e 
. n 

b E I< os espaços quadráticos [ a,b] G ( u. )[ 1 ,abJ sao l.sométricos. 

Portanto toda soma ortogonal [a1 ,b1 ]l ... .l.[an,bnl' com a 1 E K 

1 < i < n nr..1de ser escrito na forma< a 1> [ l,c11! .. ·! ( a
11

>(l,c
11
l 

onde c:::: a.b., 1 <i< n. 
j _l 1 

( l. l3) OBSERVAÇÕES -

( j) 

(ii) 

Sejam (E,q) um espaço quadrático nao singular sobre 

COrpJ K e a E D(q). Entiio (E,q) é isométrico à (E,{ a) q). 

um 

Sobre um corpo de cwracterlstica diztinta de 2 o espaço 

quadrático (E,q) ~ ( l,-1) é hiperbólico. Evidentemente 

(1~,'-J) G n~io o.in:'JLÜttr. Logo, baBl.a oboervarmos que E=Kc
1
!lJKe

2 
-t 

com q(e
1
)=l,q(e

2
)=-1 bq(e

1 
,e

2
) =O, então e 1 + e

2 
é um elemen-

to isotrópico de (E,g) e o resultado segue-se pela propo­

siçfio (1.5). Por um raciocinio análogo, dado um espaço~ 

drático não singular qualquer (E,g) sobre um corpo K, o 

espaço quadrático lli(E)=(E,q)l(E,-q) é um soma ortogonal 

de planos hiperból.icos. Toda soma ortogonal de n > 1 pl~ 

nos hiperbólicos será chamada de e,gpaço hipeY'bÓl1:co e in-
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di cada simplesmente por n JI-1. No caso do espaço (E, q) 

11 (E) = (dimKE) ]1. 

§ 2 - TEOREMA DO CANCELAMENTO DE WITT 

O teorema do cancelamento de Witt para espaços quadrá­

ticos não singulares sobre um corpo K, segue-se como um corolá 

rio do seguinte teorema: 

(2.1) TEOREMA- Sejam (E,q )e (F,q') espaços quadráticos nãosin 

gulares sobre um corpo K, com F C E e q'=qiF. Se ~ : F ~E e 

uma apll_cação K-linear tal que q(<jl(x)) = q' (x) para todo xE F, 

então existe uma isometria. <P : E ~ E tal que •V[ = <P • F 

A demonstração deste teoremu. e baseado no seguinte r e-

sultado: 

(2.2) LEMA- Seja (E,g) um espaço quadrático sobre um corno K 

E "' O o e -Ke 1 $ Ke 2 e um plano 

hiperbólico. Então para qualquer plano hiperbólico Kw
1 

Eil Kw 2 <,;_E, 

(isto ê, qCw1 ) = qCv-r2 ) =O e bq(w1 ,w 2 }= 1), existe uma isometria 

Q de E, tal que cr (ei) = wi, i= 1,2. 

qom..: - Sejam (E ,q) um espaço quadrático sobre um corpo K e x, 

y E E tais que q (x) = bq (x,y) = o . Com simples cálculo pode 

s2r verificado que a aplicacão M(x,y) : E +E dada por . . 
M(x,y) (z)=z+bq(z,x)y - bq(z,y)x - qlylbq(z,x)x, para todo z E ~ 

é uma isometria. 
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Escrevemos u E E 
o ea,GEK. 

De (E,g) nao singular segue-se que podemos encontrar z E E tal 
o 

que b (z,u} + Sq(z) f. O. Assim usando a isometria acima 
q 

pode-

mos supor que a~ O, pois M(e11 z) (w
1

) = a'e
1
+S'e

2 
+ u' ,com a'tO. 

-l Observemos que q (w
1

) = O J.rnplica B = -a q (u}. Logo a isometria 

-l 
t1(e 2 ,a u) leva e1 em 

Seja P(ci) :E +E a aplicação dada por P(a) (e
1

) ::: ae
1

, 

-l 
= a e 

2 
uma e P(a) (z) = z,Vz EE • A aplicação P(c..) é 

o 
-1 

isometria de E e a isom~tria. cr' = M (e 2 ,a u) o P {a) leva em 

wl. Agora, sejam w == a' (e
2
), E - (Kw1 E9 Kw)! E

1 
e w

2 
= y w1 + 

+ /.w + t; tE E
1

,Ã, yEK. Desde que bq(w
1

,w)=l, temos À = 1 e 

q(t) = - y. um simples câlculo mostra que M (w 1 ,t~) (w
1

) = w
1 

e 

H(w
1
,t) (w) = w2 . Consequentemente 0== M(w 1 ,t) o a• satisfaz o 

requerido.o 

Q..Q~I~_g._g_J]__J__l - Consideremos o espaço quadrático (E ,q) l (F,·\11) = 
l l 

::: (F,<J')J.(F,-q')!F :...o ]Il(F)l F. Cada aplicaçô:o K-line.:tr •P:F ..... E 

induz urna aplicação K-linear 4>': 1-I(F) -}-(E,q)l(F,-q 1
), com 

~· = ~ j idF. Agora cada isometria 'ii' de (E,q)J..(F,-q') tal que 

~·I ]{(F)~~· nos dá uma isometria ;p de E tal que ~ IF ~ ~ . As -

sim podemos supor que F e um espaço hiperbólico, ou seja ' 
F"" (Ke1 $ Kf 1 )! ... l(Ken Q) Kfn), com Ke 1 @ Kf 1 planos hiperbó­

ljcos, 1 <i< n. De (2.2) segue-se que se n=l existe o: E ·-~E 

isometria tal que o(e1 ) = ~(e 1 ) e o(f 1 )~ ~(f 1 l, isto é,olp~t. 

Assumiremos n > 1 e demonstraremos o resultado por indução ~:;o-

bre n. 

Consideremos a restrição de 4> a.o subespaço 
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(Kc1 ID Kf 1 ll ..• !.(Kcn-lQl Kf
11

_
1

}, Por hipótese de indução existe 

uma isometria a : E .-+E -l 
que estende tfl'. Observemos que a o q) · 

: F ?E é uma aplicação linear que é a identidade em 
-l 

q(o o~(x))= q'(x),Vx F 

E I< o <1l Kf Ass.i.m 
··l 

~ induz aplicação linear de . 0 o uma 
11 n 

Ke "' Kf em ( (Ke
1 

<l> Kf
1
)).,,j(Ke

11
_

1
e> Kf 111 que, por hl. roó n n n-1 ' 

tr..;~;c de indur;ão, pode ser c:3tcndido. a uma JF~olrletria 1: E -+E .1\.s 

sim a o T : E ->-E é uma isometria e (a o Tll"p = <},o 

(2.3) COROLJ\JHO- ('rcorcmu. elo Cunrclu.rncnt.o de íHtt) Sejum 

(E.,q.) ,i= 1,2,3, espaços quadrãticos não singulares sobre um l . l 

corpo I<:. ~;c (.e: 1 ,q1 l!(E 2 ,q 2 ) e (E
1

,q
1

)l(E
3

,q
3

) ~;ão isométricos, 

ontão -o sao. 

uma isOI'lO.tr ia dada 

j_ : E 
l 

., ll l "' "2 a inclusão natural. 'romaremos a ;;;; À o i 

El -· E 
1 

<l> E3 e cstendcrcrroc:; para uma isometrta r, de 

(cf.(2.l)). Entretanto 

El «• E) 

satisf(1z 

y! ,,. 
"l 

idE . ConscqucntcnJcntc YIE : E3 ., E2 ~uma isomctrlaJJ 
1 3 



C/\P b'ULO II 

GRUPO DE BRAUER E ÂLGEBAAS DE CLIFFORD 

§ 1 - ÂLGEBRAS CENTRAIS SIMPLES 

Seja K um corpo. Por uma K-álgebra entenderemos se~ 

pre uma álgebra de dimensão finita sobre K, associativa, (n~o n~. 

cessariamente comutativa), com elemento identidade. Todo homo-

morfismo de K-álgebras será suposto unitárlo (isto é, leva el.§_ 

menta identidade em elemento identidade) . Um isomorfismo entre 

duas K-álgebras A e B será denotado simplesmente por A ;; B. O 

produto tensorial de duas K-álqebras será sempre considerado 

~mbrc K c in(Hcu.do simplesmente por (1, 

(1.1) DEFINIÇJí.O Dados uma K-ãlgebra A e um subconjunto nao 

vazio s dG A, o conjunto CA (S) = {x E A;xs=sx,Vs Es} -ser a 

chamado o centT'alizador de S em A. ~ imediato que CA (S) e 

uma subálgebra de A, qualquer que seja o subconjunto S. No ca-

so especifico em que s ~A a subâlgebra CA(A) sera chamada 

centro de A e a denotaremos por Z(A). Quando Z(A)=K diremos 

que A é uma K-álgebra central-. Uma K-álgebra A que nao pos­

sui ideais bilaterais própri.os será chamada uimplco. 

(1.2) EXEMPLOS 

(1) A álgebra Mn(K) das matrizes de ordem n a coeficientes 
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em um corpo K é uma R-álgebra central simples. Mo.is gcralmc!.!. 

te, se D e uma. K-álgebr~ central com divisão entSu 

uma R-álgebra central simples. 

121 (Teorema de Wedderburn) (Ver [4] Teo.24.l) 

M (D) 
n 

-e 

(a) Se A é uma I<-álgebra central simples, então existe uma K­

álgebr:a central com divisEio D tal que A e isomorfa n K-tllqc-

bra de matrtzes M {D). 
n 

(b) Dadas D, e D', K-álgebras centrais com divisão,as K-álqebms 

de matrizes M
11 

(0) c Mm (D') são isomorfas se e somente se n """m 

e as K-álgebras De D' são isomorfas. 

(1. 3) 'l'EOHEMl\ - Sejam l\ c D filgcbrus sobre um corpo l\. 

(1) Se A' C A ~ n•c B são subãlqebras, então CA ~ 8 {A' B 11 ') -

= CA(J\.')0 C8 (B'). Em particular se A e B são centrais, 

A 0 B tamb~m o ~-

entao 

(2) Se 11. i3 cent-ral s.imples c B c si..mplcc:;, então l\ eJ B c 

simples. Em particular, se A e B são centrais simples, então 

-c Dem. -Em (l) a inclusão CA (A') 0 CB(B'} S Cl\. e 13 (A' 0 B') 

imediata. Mostraremos ent.âo que CA Q B(A'0 B')C c 1,(l\ 1
) 0 C8 {B'}. 

Con.sldcrcmos {b
1

, ... ,hn} uma base de B Bobre K c 

ç --

= c(a' ® 1), para todo u.'EA',istoé 
n 

D1=.r a 1u• 
~=1 
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n 
o que implica que l~ (a'a.-a.a') (1 0 b 4 ) =O. Du. .independênciu 

i=l " " • 

linear de {1 0 b
1

, •.. ,1 ® bn} sobre K, seaue-se gue a'a.=a.a' 
·' . l l 

ou soja a
1

E CA(l'..'), 1< isn, 

cECA(A')®B. 

c consequentementc temos 

Considerando agora { a
1 

••• , am } urna base de A sobre I< 

m 
e escrevendo c = ~ a 1 0 b 1 ; b1 E B, da equação {1 0 b')c -

i=l 

= C(l ® b'); b'E B', obteremos, por um raciocínio análogo 

c· EA 0 CB(B'). Portanto c E CA(A') 0 CB(B') o que demonstra a 

igualdade pre·tendida. 

Em particular, Z {A 0 B) = Z (A) 0 Z (B) e, consequente-

mente, se A e B são centrais então A 0 I3 também o é e com isso 

demonstramos (1) . 

Sejam, .:lCJOru, A uma K-álqcbra central simples e R uma 

K-<Ílçrcbra simples. Queremos mostrar que Jl. 0 B é simples. Para 

tanto, dado um ideal bilateral nL:to nulo I de A 0 8 basta mos-

trarrnos gue l 0 l E I. Observemos que um elemento z de r e 

r 
da forma z = l: a. ® bi; a. E A e b. E B. Entre os elemen-

i::ol l " " r - nulos de I consideremos l: 0 bi de tal forma. tos na o z = ai 
i•=l 

que r, seja o menor inteiro positivo possivel. 

Nossa primeira observação é que os a
1 

(c similarmente 

os bil são linearmente independentes sobre K pois, caso con­

s 
trário, terlamos, com uma oova reenurneração, a 1 = r Ã

1
a

1
;Ã

1
E K. 

1=2 

Assim a sana dos s primeiros termos de z seria 

" consequentemente 

s 
al !! bl + í. ui® bf 

i•2 
z ::: 
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r 
+ . E 

1 
a. 

l=-s+ 1 ® bi , o que contTãdiz a minimalidade de r . 

NOsso próximo passo e 11 fazer" a
1 

= 1. Desde que a 1 ~ o, 

Aa 1A é um ideal bilateral não nulo de A, o portanto Aa
1

A = A 

pois A é simples sobre K. Logo obtemos urna sornatória finita 
r 

l = c. ,d. E A não nulos. Desde que z =. 1: a 1 G b
1
E 

J J 1=1 

E r, então j e tomando-se a soma tória em 

j obtemos um elemento de I z 1 = <c.zdj = l ® b 1 + 
J J 

com a~ = ~ c.a.dj' O elemento z
1 

e nao nulo pois os b 1 sao li 
~ J J ~ 

n·2armente independentes sobre K. 

Notemos que nu passagem de z para z1 nao alteramos 

os b
1

. Agora, fazendo um raciocínio análogo para b
1 

obtere­

mos, através de z1 , um elem~nto não nulo de I da forma z 2= 
r 

= l ® l + í: a' 
i=2 i 

0 bj_, com e b' E B 
i 

não nulas. Para 

todo o c I\ temos az ~ 2 a C I, 011 oojn '2 -

r 
_): (aa:i-aj_u) 0bJ.C I. 
1=2 

r 
Aé•sim, da mi.n.:l.mulidade de r segue-se que E (aai-aia) 0 bl=O. 

1=2 

~ fácil ver que os b ~ (resoecti vamente os a~) 
1 - l 

-sao linearmente 

independentes sobre K usando o fato de que os b. (respectiva-
1 -

mente os a 1 ) o sao. Assim vemos que a: E Z(A) ; K,para 
1 

2 < 

< i < r. Consequentemente r = 1 e z 2 = 1 Gl 1 C: I, corno que­

ríamos. Em particular, se A e B sao K-álgebras centrais sim 

ples, então A 0 B também o é, o que demonstra (2) .o 

~ nosso interesse agora classificar todas as K-álge-

bras centrais simples atraves de uma conveniente relação de si-
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milaridade e en-tão introduzir uma estrutura de grupo no conju!?: 

to das classes de simllnridades através do produto tcnsori.ul. 

Mais formalmente, procedemos como segue. 

Sejam A e A' duas K-álgebras centrais simples. Diz~ 

mos que A é s-imilar a A' se existem doifJ K-espaços vetoriais 

de dimensão finita, V e V', tais que A 9 End(V)~A'0End(V') ,co­

mo K-âlgebras, onde End(V) ê a álgebra dos endomorfismos de V. 

Observemos que a álgebra dos endomorfismos de um K-espaço veto-

rial de dimensão finita v, é isomorfa ã álgebra de matrizes 

MdimVO<}. ~ fácil ver que similaridade e uma relação de equiva-

lência (para a transitividade usamos o fato que End (V 0 V') ; 

;; End (V) 0 End (V' ) ) , 

A classe de equivalência de A serii denotada por f A J 

ou simplesmente por A quando não existir problema de notação. 

f: imediato que a operaçao [.~ 1 1. [A 2] = [A1 0 A2] está bem defi 

n:i.det e que o conjunto dus clas:ncs de nünilnriUüde!3 Uc K-5l.qcbra!3 

centrais simples forma um semigrupo multiplicativo, cujo eleme~ 

to i.clentidndc é l~cprcscntado pela clu.!1!1C [ K ]. Denotaremos este 

semigrupo por Br(K). 

(1.4) PJ\OPOSIÇÃ.O g DEI•'lNIÇJI.O - Pnru qualquer. K-álqe!Jru. A, seja 

A0 p a álgebra oposta. Se A e uma K-âlgebra central simples 

então A0P também o é, e A 0 A0p; End(A). Em particular,Br(K) 

é um grupo abeliano com [AJ-l = [A0 P] para qualquer li-álgebra 

central simples A ·Br (K) e chamado o gPupo do. Br>auc.!• de K. 

Dern. - Lembremos que A0 p = {a
0

P; a E A}, com as seguintes op~ 
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-e a 

&lgebra oposta de A. Claramente vemos que Z {A
0

p}={aop;a E Z(A)} 

e consequentcmente A0 p é central se c somente oe l\. o ê. Se 

I é um ideal bilateral de A0 P, então {a;a0 P E I } e um ideal 

bilateral de A. Logo, se A é simples então A0 p também o c. 

Definimos agora a aplicação 0 A 0 A op -+ EndK (A) , dada 

por 0(a 0 b
0

P) (c) = acb; para quaisquer a,b,c E A. E imediato 

que 0 é um homomorfismo de op R-álgebras. Observemos que A e A 

sao R-álgebras centrais simples. Consequentemente A 0 A0 p tarn-

bém o é (cf. (1.3)), e portanto O é injetora. Desde que 

(A® A
0

p) ~ (dimKAi
2 

= dimK(Mdi A(K))= dimK(EndK(A)), conclul.­
mK 

mos que O é sobrejetora, isto é, O é um isomorfismo de K-ál9~ 

~~r as centrais simples. Disto segue triv.ialmcnte que Br (K) é um 

Do teorema de Wedderburn sabemos que qualquer K-álgcbra 

central simples é da forma Mn (D), onde D e uma K-álgebl-a cen 

tral com divJsão. Por outro lado, Mn(D),;D 0 Mn(K). Assim em 

B (K) temos [A l ~ [ M (D)] ~ [o ® M (K)] ~ [ D ], Da unicidade da 
r n n 

K-â.lgebra D, também assegurada pelo •reorema de Wedderburn, co!! 

cluimos que os elementos de B (K) 
r 

estão em correspondência 1-

1 com as classes de isornorfismos das K-álgebras centrais com di 

v:lsâo. 

§ 2 - ÂLGEBRAS DE CLIFFORD 

Antes de defin~s uma âlgebra de Clifford daremos as 

noçoes do álgebra :~t 2 -graduada e de produto tensorial de álge-
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bras :z 2-qraduado.s sobre um corpo K 1 o CJUC nus Útil noquc 

se seguirft. 

(2.1) DEFINIÇÃO - Dado um corpo K, uma K-rr.l(!chf'a 2?: 2 -a' Nl '-lua da 

A e uma R-álgebra que se decompõe nu~a soma direta do tipo 

A :::: l\.
0 

Et A
1

, ond(~ A
0 

c A
1 

são K-espaços vetoriais lnis que 

K C A
0 

e Ai·~j(mod.Z). Em particular A 6 uma sub5lcjc-o . 

bra de A. 

Para uma K-álgebra ~ 2 -graduada A, como acimar os elE 

mentos em h (I\) =I\. U A
1 

são ch<liDCI.clos de c' l r•rncn !-on !romn~r·-::':"·,;~1 ,? : 
o 

A. Se a c:: h(A), dizemos que o grau de a (e o denotamos 0 {a)) 

.. e i se a E A
1

, 1 ~ 0,1. 

Dadas duas K-álgcUras z 2-graduadas A e I3, o produto 

tensorial graduado de A e B sobre K, será denotado simplesrte!1tc por 

A 0 R e é umu K-álgebra ~ 2 -gradqada cuja i-ésima componente 

e definidu por 

+ Al 0 Bl e IA o B)l 

A G B - induzida e por 

a,;:t~ E h (A) e b,b' E 

= Ao ® 

(ct 0 

h I B) • 

Bl + 

b) ( il ' 

A1 0 B0 . A multiplicação em 

0 b 1 ) = (-l}(l(b)í:J(n.
1

)aa 10 bb'; 

NO'T'A: Se car{K)=2, ent.ilo li 0 n--A 0 I3. 

(2.2) - DEFINIÇÃO - Sejam K um corpo e (E,q) um copaço quadr5. 

tico sobre K. Uma K-álqebra A 

vetorial é dita compat-ível. com q, 

quer x E E. 

contendo (E,g) como subespaço 

2 
se x =q (x} lA E A, para qual-
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Em uma K-âlgebra A como acima, a estrutura quadrát.!_ 

ca de (E,q) está intimamente relacionada com a estrut.ura algé-

brica de A. Para ver este ponto mais claramente calculemos para 

2 2 2 x,y E E ,g(x+y}-q(x}-q(y}~(x+y} -x -y ~xy+yx, 

Logo, obtemos a equação bq(x,y)=xy+yx, para todo x, 

y E E. Em particular, x e y são ortogonais em E, se e somente 

se, xy=-yx em A. 

(2.3} - DEFINIÇÀO - Seja (E,q} um espaço quadrático sobre um 

corpo K. Uma K-álgebra C ~E compativel com q é dita ser uma 

tÍlucbr•a da Clifford para (E,ql, se ela satisfaz a seguinte pro-

priedade universal: dada qualquer K-álgebra A ~E, compatível 

com q, existe um único homomorfismo de R-álgebras~: C ~ A, tal 

que ~(x) = x, para qualqlier x E E, 

Decorre desta propriedade universal que se existe uma 

5.lgebl~i.l de CJ.ifford paru (E, q) 1 então, ela ê Única a menos li L! 

J::_:;omorfismos. 

Para provar a existência, seja T(E) a álgebra tenso-

riul de Ei isto ê, T(E) 7- K ffi E $ ••• m ,On E m ... , onde E~n 

= E 0 E 0 • . • &E, n vezGS. Em T (E) conside>;rf:'rros o ideal I (f"'!) 1 ger~ 

do pelos elementos da forma x & x- q(x) 1 E T(E). Indi.camos 

por C(E,q} C(E} ~ C(q} n filgcbro quociente T(E}/I(q}. Cloro-

mente E 
. 
e levado injetivamente em C(E), via o homomorfismo ca 

nônico T{E) + T(E)/I(q) = C(E). Identificando E com sua ima-

gcm em C(E), pode ser visto fu.cilmcnta que C(E,q) ó uma 5lqe-

bra de Clifford para (E,q). 
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A multiplica9ão em C{E) pode ser vista como justapo­

sição de elementos e com isto eliminamos o símbolo tensor ®;si~ 

plificando a notação. Observemos que E gera C(E) como K-álg~ 

bra. 

Consideremos agora oo 02 '" 0(2n+D 
T(E)

0 
= <ll E n e T(E)l= <l>E 

o o 

e c 1 (E) a imagem de T(E)i em C(E) pelo homomorfismo canônico 

,, T(E) ~ C(E) = T(E)/!(q),(i=O,l). Notemos que Ci Cj SCi+j(rrodZi' 

ou seja C(E) também tem uma estrutura de K-álgebra z -gradua-2 . 

da. C
0

(E) é chamada a parte par de C(E) e c 1 (E) a parte tmpar. 

(2.4) - EXEMPLO - Sejam K um corpo com car(Kll 2, E = Kx e 

g(x) = a C i<. Identificando a K-5.l(p•bra tcm:orial T{E) com o 

anel dos polinÔmios K [Xl, I (q) é, então, o ideal gerado por 

x 2 - a. Logo, C(E) = K [XI j(X?-a)= K[fãl] • 

Dado um espaço q:uadrát:ico (E,q) sobre um corpo K,pa~ 

saremos agora a analisar mais intimamente a e.st.rutura da âlge-

brade Clifford C(E,q). Comecemos por determinar uma base de 

C(E,q) em termos de uma base de E sobre K. Para tanto, seja 

{x 1, ... 'xn } uma base de E sobre K. Em 

(NOTA: para simplificar notação, dor avante identificaremos 

Kl (I' ) com K) C :, I (1 

Desde que E gera C(E,q), é imediato ver que C(E,q) é gerada, 

como K-espaço vetorial, pelos elementos da forma 
cl En 

x 1 ... x
11 

,com 

r: 1 = 0,1, i= l, .•• ,n. Em particula.r dimi< C(E,q) < 211 .Para mos-
c L 

trar que os elementos x
1

1 ••• x
11

n ,c1=0,l, i= l, ..• ,n, consti-

tuem de fato uma base do R-espaço vetorial C(E,q), necessitare 
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mos da seguinte proposiçSo. 

(2.5) - PROPOSIÇÃO - Seja,m (E 1 ,q
1

) e (E 2 ,q2 ) uspaços quadrâti­

cos sobre um corpo K. Então existe um homomorfismo sob:r·cjetor 
. 

de álgebras ~ 2 -graduadas f:C(E
1

! E 2 J +C(E1 ) 0 C(E 2 J. 

Dem.- A aplicação E : E I E2 ->C(E
1

) @ C (E
2

) tal que e:(x +x )o:o -- l l 2 

= xl 0 l + l 0 xz: x. E E i r (i = l , 2) e injetora e 
l 

(x1 0 1 + l 0 
2 2 

x2) =xl 0 l + 1 
2 

0 x2 + xl 0 x2 +(-l)x
1 0 x2 = 

Pela propriedade uni.vers.n.l da álgebra de Clifford , 

existe um único homomorfismo de álgebras f: C (E1 !E 2} -+C (E1 ) ~ 

. 
0 C(E

2
), que coíncide com c em E

1 
1 E 2 . A verificação de que 

f prC!serva a grudua.çiio (! Jmedi.ata. Como u. I<-âlqebra C(E 1 J~ C(F
2
) 

e gerada por elementos da forma x 1 0 1 e 1@ x 2 ; x 1E E1 ,Ci=l,2), 

e tais elementos estão nu imagem de f, então f é sobrejetora.D 

( 2. 6) - 'l'EOREMA - Se (E, q) é um espaço quadrático nao singular 

de dimensão n sobre um corpo K, então dimKC(E) = 2n. Em par-

ticular se {x
1

, ... ,xn} e uma base de E sobre K, então 

r:l l-n 
{x1 .... xn ; Ei = 0,1} constitui uma base de C(E) sobre K. 

Dem. -A segunda parte do teorema segue claramente da primetra. 

Mostraremos a primeira por indução sobre n. 

Se n=l, claramente car(K)f 2 e, pelo exemplo (2.4), 

temos dimKC(E) = 2. 

Se n=2, seja {x1 ,x2 } uma base de E sobre K. Desde 
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que (E' q) - -e nao singulur podemos supor que q(x1 l-F O e b (x
1
, ,, 

x
2

) = 1 (ver I, {1.10)), Já vimos que os elementos l,x1 ,x 2 c 

linearmente independentes sobre K. Seja a 0+a1x1+a 2x 2+a 3x1x 2= O 

com a
1 

E K. Observemos que a
1

x
1

+a
2

x
2
=-(a

0
+a

3
x

1
x

2
l Ec

0 
(E)nc

1
(E)= 

={O}. Desde que {x
1

,x
2
1 é base de E sobre K temos a 1 ,~a 2 =0 . 

Se a
3

.,:o entUo x
1

x
2 

E K e, consequentcmcnte, obtemos q(x1 l x 2= 
2 x
1

x
2

=x
1

(x
1

x 2)=(x1x 2)x1 ou ainda q(x1 )=0 (pois x 1 e x 2 são 1-.!:_ 

nearrnente independentes.sobre K), o que é uma contradição. Po.E_ 

tanto, a
0

=a
1

=a
2
=a

3
=o, ou seja {!,x

1
,x 2 ,x

1
x 2 } é uma base de C(El 

sobre K c dimKC(E)=4=2 2 . 

Se n > 2, escrevemos E=E 0 l E1 , com dimKE 0=2. se­

gue da proposição (2.5) que dirnKC(E) ~ dirnKC(E 0 ) dirnKC(E1 l. Por 

hipótese de indução temos dimKC(E 1 l=2°-
2 

e assim dimKC(El2: 2n 

o que completa a demonstração.o 

(2. 7) - COROU\RIO - Par..:t um espaço quadrático (E,q) nao Gingu-

lar sobre K tem-se d . C (E) dl c
1

(E) ~ 2n-l. lrn1, 0 · ~ rn1< 

Dem.-Imediata. 0 

No que se se1_JuirÚ antüisuremor:> u.s condlçÕcs sob u.s 

quais uma álgebra de Clifford é central simples. Começaremos 

pela descrição de seu centro. Para tanto necessitamos do concei 

to de extensão quadrática de um corpo. 

(2.8) - DEFINIÇÃO - Uma extensão quadrática (separável) de um 

corpo K é uma 2 
X =bx+c, b,C E K, K-álgebra do tipo K [x] , com 
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Se A é uma extensão quadr5.ticu. de K, podemos ver 

facilmente que A= K [X]/iX2-a)=K[/ãl] , para 
. 

algum a E K, se 

cariK) ~ 2 ou 
2 -1 

A= K[X J /(X +X+a) = K['fl (a)] , para algum a E K, 

se car(K)=2. 

( 2, 9) - OBSERVN;Õ:ES 

(1) Urna extensão quadrática de um corpo K é um corpo ou,é lso 

morfa à K x K. 
. 2 

(2) K [/ãl] ~ K [/!)1] , se e somente se, a= b (mod. K ) , 

I 3 l 
-1 -1 K ['(o' (a)] ~ K [~ (b)], se e somente se, a ,b (mod~(K)londe 

é o subgrupo aditivo de K, dado por ~(K)~{a 2 +a;a E K}. 'f(K) 

(2.10) - PROPOSIÇÃO - S+:~ja (E,q) um espaço quadrático nao sinq~ 

lar sobre um corpo K. 

(a) Se dirnKE e par, então Z (C (E))ooF e Z (C
0 

(E)) c uma extcn­

sao quadrática de K. 

(b) Se dimKE é impar, então Z(C(E}) é uma extensão quadráti­

ca de K e Z(C
0

(E))=K. 

Dem. -Veremos primeiro o caso em que car (K) f2. Sejam { x 1 , ..• x0} 

uma base ortogonal de E sobre K (ver !,(!.lO)) e z=x1 ... x. n 

zx = 
J. Observemos que 

n-i 
(-1) q(x .. ) (x1 •.. x. 1x.+1 ..• x) .Portanto 

1 l- 1 n 
zx.=x.z para todo i=l, ... n, 

' ' 
so c somente se n-1=1-l, isto é, se c somente se n é Ímpar. 

Com isso mostramos que z E Z(C(E)) se e somente se n é ím-

par. Desde que K C Z(C(E)) obtemos K $ Kz C Z(C{E)) para n 



lmpar e somente K c Z(C(E:)) paru. n par. 

Para C
0 

(E) temos,. z E Z (C
0 

(E)) se 
. 

n e n>.r 8 z §l Z (C (E}) 
L o 

se n ' e lmpar. Com isso mostramos que I< Gl Kz C Z(C
0

(E)) se n 

e por c somente I\ C z (C
0 

(E)) se n c ImiJf.lr. 

Para demonstrar as inclusões opostas, procE>demos como 

segue. 

Observemos que um elemento x E Z(C(E)), se e somente 

se xx.::::x.x, 
l l 

para i=l, ... ,n. Escrevemos, um elemento x E C(E) ,na 

forma x = 
(;1 f:: 

Eac , x
1 

... x n, onde e. = 0,1 
l 

e a EK 
F r ' 

l'''''c.n n ··lr•••r-· . n 

Para mostrarmos que x E z (C (E}), é suficiente verificar que 

cl cn 
termos x1 ... xn , c

1
=0,l(.i=l, •.. ,n) 

n 
í c. 

i=l l 

n 

e lmpar 

E c. e par e 
i=l l 

e c ,:-..:Q, temos 
J 

c . =--'1, temos 
) 

estilo em Z{C(E)), 

os 

Se 

Z(C(E)) S K m Kz. Poro c (Jq lElsta vcrifica.nnos u comut;lL-LvLd;l 
o 

de dos termos 
t 1 cn . 

x 1 ... xn, tals que é par, com os termos 

X I :X_. • [l(;Sd( • quP: 
.. I 

I i I 
r:: 1 cn c 1 E 

se c
1

:-..:Q c cj=l, ent.âo (x
1 

.•. :xn )xi..xj~~xixj (xJ ...... xnn), 

(i i) 
El ED El En 

se c 1= cj"'O, então (x1 ... xn )x 1xj=-x1xj (x1 ... xn) c 

(111) se f: i =E j =l, então 
cl cn El cn 

tx1 ... xn l x 1xj=x1xj cx1 ..• xn ) , 

concluirnos que K <D K• ::J Z (C (E)), quando n é par e K ::J Z(C (C)) 
- o - o 

quando n é ímpar, o que demonstra (2.10) para car(Klt 2. 

Quando car(K)=2 temos somente que mostrar o item (a) 
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de (2.10), pol.s dim
1
<E D sempre par (ver r, (1,10)). 

Suponhamos primeiro que n=dimKE=..:2, Seja {x 1 ,x 2 ~- uma 

base de E sobre K. Uma base de C(E) sobre I< 

los vetores {lrx1 ,x2 ,x1x 2 }1 com q(x
1

l=xi,i-:o:l,2 

é formada pe··-

e b(x,x)= 
4 l 2 

De = a 3 
= O. Por outro lado, de 

u EK. 1\ssim Z(C(E))c'K. 

Se n > 2, (E, q) admite uma decomposição ortogonal do 

tipo (E,q)~(E 1 ,q 1 )1 ••. 1(En/2 ,gn/Z), onde dimKE 1=2; (1=1, ••. ,~) 

-(ver I, (1 .lO)) e, consequcntemente, C(E,q) - ~ C(E 1 ,q1 l (ver 

-{2.5), (2.6)). Desde que car~F2, temos que 0 = 0, ou seja C(E} 

ê um produto l:cnsorial ordinário de 5.l(Jebt·as centra:ls sobre K. 

Portanto C{R) ô central sobre K(vcr, (1.3)). 

Finalmente, mostraremos que Z(C0 (E)} e uma extensão 

quadrática de K. 
m 

Escrevemos C(E,·::])=0 C(El 1 q.), onde 
i-""'1 l. 

n 
m = 2 c,-:tda 

(E i, qi) é um espaço quadrá ti co não singular de dimensão 2 .sobre 

K. Para cada .L, ocja 

que 

temos 

b (x, ,x
1 

)=l 
q 1 1 "'2 

z.x + xz. -= x, 
l 1 

onde segue-se que 

para j 'I i. 

Seja agora 

Z(C (E.)) 
o l 

m 
z = E z .. 

i=l l 

e 

base de 

para 

E:, 
l 

z
1 

comuta 

sobre I< ta.l 

zi=xi xi ' 
1 2 

I- i, de 

com cada C (E.) 
J 

Queremos rostrar quc,:• z E z (C {El}; o . 

o gue faremos por indução sobre m. 

Se m = l, temos z=z E Z(C
0

(E
1
)). Suponhamos que 

m-1 l m-l 
m >l e sejam z' --·· r z1 EZ(C (E')), onde E'""" e E e z E Z (C (E \ ), 

i=l . o i=l i m o m 
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~JabQrnos quu z comuta com o:.,; elemento!-; de E' e< '/.'x+.xz'==x,VY. CE'. 
m 

Agora, se x E E', temos zx+xz=(z'+zm)x + x(z'+z )=x rn 

x E E zx+xz = x. Logo zx + xz = x,Wx E E e assim z 
m 

e se 

corn.r-

ta com os produtos xy tais que x,y c E, o que mostra que 

z E Z (C
0 

(E)} e consr::quent.ementc K ID KZ C Z(C (E)) 
o 

Para mostr~rmos que K $ Kz ~ Z(C
0

{E)) ,observamos ini 

cialmente que o result.ado é evidente se dimKE=~2, pois, neste c_~ 

so C
0 

(E) :::: K 9:1 KZ. Novamente por indução sobre m, sup::mhanns que 

-., > 1 e que para rn-l Z(C (E'))=K $ K±, onde E' e z' são dados 
o ' 

corno ncima. Ob:Jorvemos que C (E)o•C (C') 0 C (E ) <B C (E') f) C (E). 
o o o m 1 lm 

Afirmamos que Z(C (E)) C Z(C (E') 0 C (E ))~Z(C (E'))0Z(C (E )1. 
o ··- o o m o orn· 

De fato, mostraremos que se Y E Z(C (E))'>(C
1

1E')0C
1

1E )) · o m 

então y = O. Escrevemos y-:::oy
1 

e) 0 x , onde y l' y 2 E C] (E') 
m2 -· 

uma base de E 
m 

K. Do fato que y conuta 

com x 0 :-t pura todo x C E', segue (f\Jc: 
ml 

0 = (X 0 X )v-y(x G m -
l 

2 x l=(x (xy1-y1xi+y 2xl0 m1 m1 
+ (xy.l + y 2x) 0 }~ x e portanto 

& - ml m2 
temos: 

2 . 
xm

1
(xy 1 -v 1 xJ~-y 2 :< ~O c xy

2 
+ y

2
x =O, 

para todo x C:: E 1 
• 1\nalogamcnte, do fu.to de 

x 0 x , para todo x E E~ segue que: 
m2 

2 x (xy 2 - y 2x) + y 1x = O 
m2 

XY l -+ y l X ~' Ü 1 

l + 

y 

para t.odo :< 1?. :r. 1 
• Destes cioln .s:!.obomas, obt.cmos: 

Yl X "-" Y zX~--o nn.ra todo X E E'. 

comutar 

(E • ,q') é não sinqular, existe x c;_· E' 

Cé '11 

t-.al 
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que x é inversivcl em c
1 

(E') c conscquentcmcnt.c obtemos y
1 

:.:: 

-- y2 = o, ou seja y = o. Assim Z(C
0

(E)) c Z(C
0

(E')) ® Z(C (E)), 
o m 

o p.roduto tensorial Z(C (E')) o 0 Z (C (E I I, como sub-o m 

módulo de co (E) I - gerado 1 z' z e z'z m.Se X E Z(C
0

(E) I e por 
' ' m 

d E E 
m 

temos xbd- bdx =O, ou seja O = a
1 
(z'bd- bdz')+a 2 (zrnbd-bdzm)+ 

+a (z'z bd - bdz'zm). Observando que z'bd=bd+bdz' ,z bd=bd+bdz 
3 m n m 

e z'zrn.bd = bd + bdzm + bdz' + bdz'zm; e que car(K) = 2,obtemos 

bd(a1 + a 2 + a 3 (1 + z' + zm + z'zm)) ~O. 

Desde que (E' ,~')e (Em,qm) são não sin0ulares, existem b E E' 

e dE E inverslveis em C(E) e, consequentementer obtemos 
m 

a1 + a2 + a
3 

(1 + z' + z + z'z ml = o ' ou seja a1 = a2 e a3 = o . 
m 

Assim X = a + a (z' + zm) ' isto e, X - ao + a 1z;, o que mostra o 1 

que Z(C
0

(E)) c K (jJ KZ, como querlamos. o 

(2.11) - OBSERVAÇÕES - Sejam K um corpo e (E,q) um espaço qua-

drãtico não singular sobre K. Do que vimos na demonstração da 

proposição (2.10) podemos o.firmar quo: 

C i I 

(i i) 

(iii) 

Se car (K} 1- 2,n=di1nl\P, 

2 

é par c , g == ( a
1

, ... , a I, então 
nln+1) n 

= Klz], com z = (-1) 2 e zx = -xz 

Z (C
0 

(E))= 

VxE S (E). 

se car(K) ~ 2, n = dimKE 

2 
Z (C (E) I = K [z] , com z 

é ímpar e q 
n(n+1)-

= <a1 , ... ,an}' então 

Se car(K) = 2, dimKE 

Z (C
0 

(E)) ~ K [z] , com 

= (-11 

·- 2m e q :::;[ 'l , b 1Jl .•. 1[ a , b 1 , 
m 1 n n 

Z
2 

= z + " a b " i i. 
i=1 

entdo 

Tais fatos nos serão úteis na demonstração do sequin-

te resultado: 
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('2.,}2) - PH()j_l()~!JÇ.l\.0- Scjum (E,o) c (8' ,q') e~;;po.t,)O~J qtwdrútico~J 

não singulares sobre um corpo K de característica distinta de 

2. Então existe a E 1( tal que; 

(1} C(E,q) Ô C{~',q');~ C(E,q) 0 C(E',aq'), se dimKE é par, ou 

par. 

Dem. -

(lI 

que 

Desde que di.mKE é par, temos que existe 

z 2 -·· a E K. (ver (2.10), (ai I. 

zEZ(C (E)) 
o 

tul 

Seja B a K-álgcbra ~ 2 -graduada C0 (E' ,f!')0 z c 1 (E,ql 

-cont.ida em C (F, q) 0 C (F' ,q' ). Cl.::1ramc:ntc n comut.u com C(E,(t)O 1 

-
(ver (2.11), (i) )c B e C(E,q) qeram C(E,ql 0 C(E',q'l como ã1_0~ 

brn. l\nnll!~ando rl:Lmcnsõcs vr!mOs f<1c i 1 mente que extste um lBorr~or-· 

fismo de álgebras ~ 2 -gra.duadas C(E,q) 0 h;; C(E,rr) 0 C(E',q'l~ 

Se X E E' o quadrado de zx - 2. 2 
~ Z 0 X E B e Z 0 X - aq' (x). 

Logo, a lei x + zx E D induz um isomorfismo de álgebraE; '!J: 2-

graduadas C(E',aq') ~ B. Assim C(E,!]) 0 C(E',q'l~ C(E,g) 0 

0 C(E' ,aq'). 

( 2) Desde! que dimKE é :lmpar, temos que existe z E C :fEl n Z (C (E) l 

t<l.l que z 2 
""'lt C 1\. (ver (2.10), (h)). Sej;·1 B 

-C
0

(E',q') 0 zc
1

(E',q'l contida em (C(E,q) 0 C(E 1 ,q')) 0 • Clura-

-
mente, n comutu com C

0
{E,q) = C

0
W1íf) ~> 1 e, B o C (I·!,rr) qe-· 

<J • 

ram {C(E,q) & C(E'rq'))
0 

como uma álgebr:a. Novamente, anali­

sando as dimensões vemos que existe um isomorfismo de filqebrm 

-- -C (E,q) 0 n ·- (C(E,n) 0 em• ,cr' l l . ~\c X E E' o 
o . o ' quadrado 

de zx ~ z 0 .X .::::: B -e 
2 

<l> 
2 aq'(x) . Assim, -z X ~ - a lei 



27 

x ··t- zx E B induz um isomorfismo de álgebras C(E',-Qq'l ll e, 

corno querlamos, (C(B,q)_ 0 C(E' 1 q 1
))

0
;;C

0
(E,q) 0 C(E' ,-oq') ,o 

A seguir demonstraremos o resultado principal deste 

parágrafo: 

(2.13) - TEOREI-11\- Seja (E,g) um espaço quaàrfit.ico nao singular 

sobre um corpo K. 

I l I e pnr, c n t:~io c {1!:) e central Blmplos (~ :l(C (E) )é 
o 

uma extensã:o quadrática de K. 

(2) Se dimKE ~ lmpar, então C
0

(E) e central simples e Z(C(E))~ 

uma cxtene5éio quadrática de K. 

De!!!.- Após a proposição { 2 .lO) resta mostrar apenas que C (E) (resp. 

C
0 

(E)} é simples quando dimi<E é par (resp. dimKE é lmpar) 

.~c dimKE (~ nar, então podemos decompor (E,q) 

soma ortogonal do tipo (E,q) = CE 1 ,g 1
)! ... 1(E 1C]'), onde .. n n 

numa 

Ci3.dcl 

(E. ,rr.) 
l ''l 

e um espaço quadrático não singular de dimensão 2 so-

bre K (ver I, (1.10}). De ~cardo com a proposiç~o (2.12} (1) 1 se 

car(K) f- 2 e, devido ao fato de ®:::: 0 se car(K) :::: 2, podemos 

u.firmar que existem espaços quadráticos não slngulures,binâr:los 

C(E,q) ~ C(Ei,qi) 0 ... 0 C(E~,q~). 

Se d.imKE 6 ImpJ.r, então necessariamente c ar (K) "f 2 e 

podemos obter uma dccompos·1.Ç;:ilo c1·' (E,q) em um;1 soma, ortoqon.:d\do 

tipo 

proposição (2.12) (2) e o cxemolo ( 2 • 4) temos : 

l~ll 
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Ap6s esta discussão, a demonstra,ção do t.eorema se re 

sume a most.rar que a Zilgebra de Clifford C.l.e um espaço quadrãti-

co nao singular de dirnensiio 2 sobre um corpo K ê sJmples, e 

isto veremos, a seguir, na seguinte propof-;ição: 

(2.14) - PHOPOSIÇÃO- Seja (E,u} um espaço quad1:ático não slr:rtu 

lar~ de d1.mensão 2, sobre um corpo K. Então C (E ,q) é uma K-[\l 

gcbra central simples. 

pem.-A af.irmução C(E,g} é uma K-álqebra central, é consequência 

imediata da proposição (2 .. 10) {a). Contudo, é também urna c:onse-

quência trtvial do que veremos nesta. demonstraç:io, pois mostt·arc 

mos gue C(E,q) é uma !<-álgebra (nZí.o comutativa) com d:ivi.s,)o '\J 

e uma álgebra de matrizes i.i coeficientes em K. 

admitamos CJUC ·cr(o
1

) :_;:_ a .. 1 ,1~~1,2, ~~ b (o
1

,o.1 ) ··- l. Observamos qu~, 
- <..~ "" 

independent.e da cu.ractcrí~~ticu de I\, é sempre possivcl 

Uli1.:.l baHc: dt~gtc: ·t:Lpo p~H.'il E (ver I, (l.J.O)). J\~;~Jim C(l1) ""· 

ift Ke, 4 Ke
2 

,:r, Ke
1

e'), com 
L • ~. 

2 e 
i 

= a.,i=l,2 e e.e 2+e"el = 1. 
1 L - ~ 

exlb.ir 

I< ~ 

Dado 

eonJuu::~.do de x, a norma de x e u traço d.e :,, respectivamente por 

X = XO - x 1 e 1 

N(x) = X X = 

- X...,G
2 

+ x
3

n
1
o.J, 

.f.. - ·- .... 

x x = (x~ + x 0x 3 + 

T(x) = x + x = 2x
0 

+ x
3

. 

Notemos que 
2 x - T(x)x - N(x), qualquer que seja 

\ 
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é uma forma linear e N -e uma forma 

quadrática sobre K. ~ evidente também que x é invcrslvcl em 

C(E) se e somente se N(x) f o. Neste caso 
-1 X 

X = Nlxf' l\ssim , 

a ãlgebra C(E) e com divis~o, se e somente se N é anisotrõpi-

ca. Se C{E) é com divisão, então C{E) é obviamente unk1 K-,:íl-

gebra simples. 

Suponbu.mos ent~o que C(E) nao seja ('Om divisão, lsto 

e, que N seja isotrõpica. Neste caso mostraremos que existem 

elementos c,z E C(E) tn:Ls que C(E)=K $ Kc $ Kz $ Kez, com 

2 
K, z = z e cz + ze = e. 1\ aplicaç,J:o linear ~:C(E} + 

tal que ~(1) =C ~) d(e) =(o c), ~lzl =(lo) e 'l o o o 
~(ez) nos dará o isomorfismo desejado. .-- (ol oo) ' 

Começaremos por mostrar a existência do elemento z. 

Isto e .i.mod:Lato se alsum dos a 1=ü, pois neste caso, basta to-

mar mos Admitamos então que a
1 

c a
2 sao n5o nulos. 

Desde que N é isotrópica, existe 

:x:2e2 + x3elc2, tal que N (x) = o . 
2 2 + 2 Se ala2x3 ~ alxl xlx2 + a2x2. 

O 4r X E C(E), X- X +X e + . - o l. -1 

Assim, obtemos 2 + + "o x
0

x 3 

T (x) = 2x
0

+x
3 ;l o ' basta to-

+ 2a
1

a 2x 3 t-o pois, caso contrárto, terlamos l-4a
1

a
2

=::0,o c1uc 

contradiz o fato de (E,q) ser não singular. Neste caso, o ele-

mento 

z = 
-ala2 

xa+2ala2x3 

satisfaz 2 z = z. Finalmente, se 2x +x = O e o 3 então 



x 
3 

:::Q e conscquenterru.::nte o~terros 

z ·-

JO 

2 
x

1
+x., 

.. L 

cons.ideramos 

Do que vimos acima, podemos, portanto, afirmar c1ue 

Se zi = zz = O, tomamos 

c ar 00 i 

mos 

com n 

Se zl I o ou z 2 r' 

2' po:L;:. TI zl = 2z
0 + 

E,finalment.c, se zl 

• c + z n •r• c·•rll<) 
~·1 1 "r·2' ·'·· ..... 

posição. o 

o " 
ZJ " 
" o 

2 
z =z, 

e = el+e2. 

7,3 = o lo qur; so ocorre ~H~ 

O I ' torno. mo f; C'-1-"~c e .- '''1'2' 

ou z 
2 t o e z 3 t o ' toma-

(2.15) - ODSlm.VAÇÃO - Ohnr"':rvr.;mos que du dcmOilHtraçdo du pn1pos_~ 

ção ( 2.14), segue-se imediatamente qu.c C (JH) = M
2 

(K) e, con.se­

gucntemcnte, C(m :nl) = 1 eTTI Dr(K) (ver (2.10) e (2.12)). 

§3 - INVARIANTES 

N~~stc parãqrafo veremos alguns J.nvariant.eE:>, dr'! for-

mas quadrâticas, através dos quais nos será possivel fazer a 

class.i.ficaç.:lo de formas quadrfiticas não s.ingulan.;r:; f.lobre um cor 

pode Hilbert, conforme veremos no Cap. IV, São eles: dimensão, 

invariante de Arf e invariante de Witt. 

~· 

·r, .. ,oH 
..,ti•'" 
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(3.1) - DIMENSÃO - Corno já vimos no Cap.I, se (E,q} é um espaço 

quadrático sobre um corno K, então dim q =-~ dirn. E ê um inv.J.riante dil 
;( 

c] u:_;sc de 1:-:>omc·trlu d(' (E,q). 

Para os demai3 invariantes neccs!Si.tarertDs do sequinte 

re:_~ul tado: 

cos JWO sinqulares sobre um cor9o K. Se (E 1 ,y:1 l e (E 2 ,q 2 l .s~o 

isomôtricos, então C(E
1

,q
1

) e C(E
2

,o
2

l são isomorfas como âl 

gcbras ~ 2 -sraduadas. 

l_)~.- Sejam 4l: (E
1

,q
1

l -)·(E2,q2) 

uma base de E1 sobre r<. Então, 

c 1 ' cn 
{~(xl) ... ~,xn) 10 1 = 0,1} sao bases, respectivamente, de 

C!E1 ,q1 l c C!E 2 ,0 2 l sobro 

•• C(E1 ,g
1

) • C(E 2 ,~ 2 ) tal que 

r: i 

Ã. • .(xl) l 
l.l ... 1n ( , E . ) 

1l, ... ,:t . n 

mo desejado. rJ 

K (vur(?..G)). I\ uollcação 
E. E:i 

~( E ,À X· 1 1 X . n 
(i

1
, ..• ,ir/ i 1 ... in 1 ... n )= 

Ej 

~(x) 
11 nos dá o isomorf:i.s­

n 

(3.))- INVl\Ril\NTE DE WI'J'T- Sejam (El,ql) c (E 2 ,q 2 )espaços qu~ 

dráticos não singulares isométricos sobre um corpo K. De acor­

do com a proposição (3.2) existe um isomorfismo de álgebras :~E 2 -

graduad.:J.s </!: C(E
1

,q
1

) -+C(E
2

,q
2
l. Logo, a restrição ~O de til 

a c
0

(E
1

,q
1

) nos dá um isomorfismo de álgebras ~ 0 :c 0 tE 1 ,q 1 ) -+ 

c
0 

{E
2
,g

2
). Esti:ls observ.:<çõos nos J.:>crmitem dc.~.finlr um novo in-

variante para formas quadráticas não singulares, via a noçao 
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de álgebras de Clifford, 

Definimos o invariante de Wi-tt de um espaço quadrát! 

co nao singular (Erql sobre K, como sendo a classe, em Br(K), 

da álgebra central simples w(E,q), dada por: 

C (E, q) se dirn q é par 

w(E,ql = ou 

se dim q é lmpar. 

(3.4} - INVARIANTE de ARF - Novamente nos reportamos à proposi-

ção (3.2). O isomorfismo .:p: C(E
1

,g
1

) ·+ C(E
2

,q
2
J, por ser qra­

duado, também induz um isomorfismo entre os centros Z(C(E
1

)J c 

Z (C (E 2J), bem como entre os centros z (C
0 

(E
1

J) e Z <c
0 

(E
2

l J. D~ 

vido a isto e baseados nas informações dadas em (2.9) e (2.11), 

definimos, o invar·ia.ntr d(· !1Pf de um cspuço qundriitico não sin-

gular (E,q) sobre um corpo K, como sendo a classe em 
• • 2 
K/K (resp. 

I<;~~!\)), se c ar (K) 'I 2 (rc:sp.cu..r (K) :::2) representada pelo alemen 

to ô(O) dado por 

.1 (g) -

se car(K)=2 e q=[a
1

,h
1
]L..!:[a ,b 1 -· n n 



Cil.P 1 TUI~O I I I 

EX'l'ENS0ES QUAD:Rf\'l'JCA,S E 1\LGEBRAS DE QUA'.I:'f:HNIOS 

§ 1 - EXTENSÕES QUADRÃTICAS 

K um corp0. Como virno~; no CDp.II, §2 (ver Il, 

(2. 7) e (2.8) ), uma extensão quadrática separável de K 

uma &i.lqebr'J. de d:Lmensiio 2 sobTc I< do tipo: 

l< 1 f;:il] = K fll Kz, com 2 
z =a E K, so car(K) I 2 

ou 

I\ trJ1
(a)J ~" K ffi Kz, com z

2
::::: z+a, a E I<, Sf~ ca.r(K)~2. 

Como trataremos ancna5 de extensões quu.dri"it:icu.s sep_:!_ 

ráveis, doravante as chamaremos simplesmente, extensões quac'_rá-

t:l.ctts. 

Toda extensão qundrática Jl. de K admite um Únjco 

K-aut.omoL·fismo crAy. lA' a saber: aA(z} = -z se car{I'\)f 2 c 

a A (z) =- l+z se c ar (K) ~ 2. Observemo f: que pena todo Y. C A, o 

elemento x ~(x) E K. 

(1.1) -DEFINIÇÃO -A aplicaçL1o NA:l\ ·1-- K, dc:lda po.r Nl\.(x}=xríl\(x), 

x E A, será chamada nor>ma da extensão quadrâtica A . .E evidente 

que NA é uma forma. quadrática de A sobre K e, por essa ra­

zao, será também chamada de forma 1wr•ma de A. 



(1.2) -OBSERVAÇÕES 

(a) Se A~ K[/ül] então 

34 

N = r. (1,-u)c 

então NA = [l,aJ. E: evidente que i:-JA e uma forma quadrática 

não singular. Indicaremos também (1,-a} {res~. [l,u.]) simples-

mente por 

(b) 

n . a 

é um subgrupo multiplicativo de 
. 
K. 

(1.3) - PROPOSIÇÃO - Sejam A e B extensões quadráticas de um 

corpo K. Então A e B sao R-álgebras isomorfas se e somen-

te se NA e N
8 

são formas quadráticas isométricas. 

Dem.- Sejam tP :A +B um R-isomorfismo de álgebras e 

co K-automorf.ismo não trivial c1e B. Então a 

a o Úni·~ 
B 

I\ -) "A, é um K-.:tutomorfismo niío t:riviul de !I c, conscqucnt.eme.~~ 

te, o8 o <)l = 1t o oA. Assim, para todo 

x E A, temos: 

o que mostra que NA e NB são isométricas. 

Reciprocamente, se NA e NB são isométricas 

A (Nr.) ~ A (N
13

) 

e NB ~ (1,-b) 

(cf. II, (3.4)). Logo se car(I<) 0 2, N/\ 

então a ;; b lmod i: 2) (cf.II, (3.4)) e, 

então 

-- ( 1 , -a ) 

conse-

qucntemcntc, 1\ o O nao it>omorf:as (cf. II, (2.8) (b)). Ana.loga-

mente, se car{K) = 2, NA= [l,a 1 c ND = fl,bl, então a ::: b 

lmodr(K)) (cf, II, (3.4)) e, portanto, 

(cf. II, (2.8) (b)), 11 

A e B sao isomorfas 
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( 1. 4) - COROLÂRIQ - Uina c~xtensão qua,drá. t.ica A de um corpo K 

é isomorfa à K x K se e somerlte se Nl\ e isotrópica. 

Dem.-~ uma conseguência ünediata de II, (2.9) e (1.3) acima,o 

§2 - !\LGEBRAS DE QUAT!':RNIOS 

( 2 .1) - DEFINIGÃO - Sejam K um corpo, B uma extensão quadrá t.J:. 

ca de K e aB o único K-autornorfismo não trivial de B. Uma 

áZgebra de quatérnios sobre K é um K-es~aço vetorial do tipo 

Q :::: n ID Be, munido de es·trutura de álgebra dada por: 

2 . 
e = a c-:: K e ex = oB(x)e, para todo X E B. 

~-;c CHt'(K) I 2 ' il cxtcnsitu quilclrfitica n -e do tipo 

K (]) J\ 7. I 
2 

b K conseq_uc;ntcmcnte, o K Ell Kt' "' n = com z = c e, = 

ffi Kz $ Kez, com a seguinte tábua de multiplicação: 

2 2 
e = a E ~, z = b E K e ez + zc =-= O. 

Neste cuso, indicamos 0. r:~implesmente por. (n,b). 

l\n~logamentc, se car (I~) "-'2, cnt.:io B := K ffi Kz, com 

2 b, b E K Q K (j) Ke <!l Kz ill Kez, 
2 

F z - z + e eom e - a K, 

2 
b z - z + e ez + ze ·-·· e. 

Nest.e caso, indicamos Q "" (a,b] 

( 2. 2) - OBSERVl'.ÇÕBS 

(1) Uma álgebra. de quatérnios sobre um corpo I< é simplesmen-

t-.c> a álgebra de Clifford de um espaço quadrático não singular 

dt.: di.Jnons~o 2 sobre r:. 0(~ fato, se c ar (l() o} 2, podemos ver: 
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trivialmente que C( (a,b)),o(a,b). Se car(K)=•2, C( (a) [l,b[) -

K $ Kx
1 

$ Kx
2 

mando-se 

e Kx
1

x2 , com 
1 

2 2 
x

1 
=a, x 2 = ab e x

1
x

2
+x

2
x

1 
= 1. To 

e= x 1 , z = a x1 x 2 obtemos C(lal [ l,b] }=K@ Ke@ Kz@ 

E9 Kez, com 2 2 e = a,z = z + b e ez + ze = e; ou seja 

C( la) [l,bj) = (a,b]. 

(2) De II, {2.13), decorre que toda álgebra de quatérnios sobre 

um corpo K é central simples. 

(3) Decorre trivialmente do Teorema de Wedderburn que uma ál.g~ 

bru dB quatérnios sobre um corpo K é com divisão ou, e isomor 

f a à álgebra de matrize[~ H
2 

{K}. 

(2.3) - DEfo'INIÇÃO - Sejam B uma extensão auadráttca sobre um 

corpo K c Q =~ D tD Bc, com c 2 -- u. E I{, umu. álrrebra de quat.ér-

nios sobre K. Se OB indica o único K-automorfismo não tri-

vial de B, diremos que o conjuuado de um elemento x = x 1+x
2

e 

de Q, x 1 E B, i= 1,2, e um elemento de Q dado por x =o
11
(xr­

- eoB(x 2}. Notemos que xX = NB(x1 ) -a NB(x 2) E K. A aplica­

çao NQ : Q -+ K, tal que NIJ (X} = XX, X E Q, S~Jrá chamad.::l ;~OY'I'ltl 

da álgebra de quatérnios Q. Podemos ver, imediatamente, que 

N
0 

c uma forma quadrãt:Lca do O em K, também chamada 

norma de Q. 

(2.4) - OBSERVAÇÕES 

I l l Se car(K) ~ 2, então Q = (a,b}, com n,h E K c 

f o rmrr 

N ' Q 

11,-alll,-bl =11,-a,-b,ab) a qual passaremos a denotar também por 

((a,b)). Se car{l\) = 2, então Q = {a,b] 
. 

com a E K e b E K, 
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e NQ = (1,-a> [l,bl =[l,b] !(-u.>[l,bl r~ qu.:~l passu.rcmos a de­

notar também por <<a 1 b]]. Observemos também que, em ambos os 

canos, NO. = nb l< -a} nb. Evidentemente, NQ é uma forma qua­

drática não sinqular. 

( 2) c K ê 
. 

D(NQ) um subgrupo multiplicativo de I<. 

( 3) Para todo E Q, 2 (x + Xlx N() (X) lQ bN (x,l
0

)x X X ~ - - -
Q 

(2.5) - PHOPOSIÇÃO - Sejam Q
1 

e o2 álgebras de quatérnios so­

bre um corpo K. Então o1 e Q2 sao R-álgebras isomorfru~s~ 

e somente se, N
0 

e N
0 

são formas quadráticas isométricas. 
-1 -z 

Dcm.- Por simplicidade de notação, sejam e 

K,i=l,2. 

Suponhamos, inicialmente, que exl.ste um isomorf1.smo 

- - 2) ( 2 de K-algebras h : Ql ·->- Q 2 • Entao r de h (X =h X) , obtemos 

X E: o
1

. Para x E Q1 - K, temos l e h(x) linearmente inde-

pendentes sobre K e, consequentemente, os coeficientes de am-

bos os membros da igualdade acima são nulos; ou seja,b
2

(h(x) ,h{l))= 

c~b 1 (x,l) c N
2

(h(x)) ~ N
1

(x). Desde que N
2
(h(l)) ~ N

2
(l)=l= 

= N
1 

(1), concluimos que N2 (h(x)) = N1 (x), para todo x E o
1 

ou seja, N1 e N2 são isométricas. 

Reciprocamente, suponhamos que N
1 

e N
2 

sao isométri 

cas. Loqo, as álgebras de Clifforrl C(Q1 ,N1 ) e C(Q 2 ,N 2) ::;a.o 
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isomorfas (cf. rr,(3.2)). 

Por outro lado, para cnda 1=1,2, cc!:!sideremos a apl! 

·• M
2 

(Qi), dada por f. (x) _(o ") , x E Q
1

• C caçao f' : Qi , ' 

imediato que 

riais tal que 

1 \x O 

f
1 

é um homomorfismo injetor de 

fi (x) 
2 

= N1 (x) r 2 , onde r 2{: 

~]<)~espaços veto­

• Da proprie-

dade universal para álgebras de CU.fford, decorre que cada f 1 

se estende a um homomorfismo de K-álgebras ~i :C(q1 ,N1 ) -)-N 2 ((\}, 

1=1,2. Como C(Q
1

,N
1

) é simples, segue-se que cada <P 1 é inje­

tor, i = 1,2. Analisando as dimensões dessas álgebras sobre K 

concluímos que cada 4>
1 

é um isomorfismo. Assim M2 (Q
1

) e M
2

(Q
2

) 

sao K-álgebras isomorfas e,consequentemente, 0 1 e r2 2 também o 

' sao (cf. II, (1.2) (2)).o 

( 2. 6} - COROLJ\.RIO - Uma á.lgebra de quartérnios Q sobre um cor 

po K é isomorfa à álgebra de matrizes r-1 2 (K) se, e somente se, 

N
0 

e hiperbÓlica • 
• 

Dem. - !media ta~ 0 

Na realidade, temos para uma álçrcbra de quatérnios Q, 

um resulta do exatamente un,)loçro u.o que vimos em { 1 .1) para ux-

tensões quadráticas. Isto é conseguência imediata do seguinte 

resultado. 

(2.7) -PROPOSIÇÃO Seja Q uma álgebra de quatérnios sobre 

um corpo K. Então NQ é isotrópica se, e somente se, NQ c 

hinerbólica. 
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p~em. - Hecordemos que SC! f] ~ B llJ Be, com B wna extensão qua-

drática de K 
2 

E I~' então N(" NB L ( -a e e ~ a ~ ) NB, I 

Suponhamos que NQ seja isotr6pica~ Então existe 

tal que 

N
0

(x) ~O. Então NB(x
1

) ~(a)NB(x 2 ). Se NB(x
2

) ~o então 

NB(x 1 ) = O e, consequentemente, NB é isotrôpica. De I, {1.6) de 

corre que N
13 

é hiperbólica e, portanto, NQ tambêm o é. Se 

NB(x 2 ) I O então a E D(N
13

), donde segue-se que (a} N8= N8 . As 

sim NQ = N
13

l(·-a) NB:. NB J..-N8 que é hipcl~bÕlica {cf.I,(1.13) 

(li)). 

A reciproca é trivial.c1 

11 .•JNJUlr, pass.ncmon a estudar algumas das propr icda 

<.h.'s das álgebras de quatérnios sobre um corpo K, vistas como 

el(;.·mcnto~.; do grupo de Braucr, Br (K). 'J.'ais propriedades nos se-

rZi(l ütc•i.s para a dcmonntraç5o do~~ demais rc[;ultatlo~: dc~Gtu c do 

capítulo seguint.e, Por simplicidade de notacão, indicaremos um 

elemento de Rr(K), representado por uma álgebra central simples 

A, simplesmentn por A. 

(2.8) - PROPOSIC,'Jí.O- Em Dr{K) temo~;, 

(a) paru corpos K, com car(l<) t- 2: 

(i) {a,b) = (b,a) 

(U.) (a,b):::=l ser e somente se, a E; D(nb) 

(i.ii) (aa• ,h) "" (a,b) (a' ,b) 

(iv) (a,a) =-= (a,-1) 

qun!.íJqucr rJUC.) l~cjam n 1 ;:~, 1 ,b C: Kí 
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(b) para corpos K, com car(K) = 2: 

(i) se b E~(K), então Ca,b] = 1 

(ii) (a,b ] = 1 se, e somente se, a E D(nb) 

(iii) (na' ,b] = (a,b] (a' ,b] e (a,b+b'] = la,b I (a,b'l 

· · a,a' E K qualsquer que seJam e b,b' E K. 

Dem.-(a) car(K) I 2 

(J.) E trivial 

(ii) De (2.2) (3) 1 (2.6} e (2.7) decorre que Q = (a,b 1 = 1 em 

Br(K) se, e somente se, NQ é isotrópica. Logo existem x 0 , 
2 2 2 2 

E K, não todos nulo~;, tais que x 0 - bx
1

=a(x2 -bx3). 

2 bx 3 = O, então e,consequentcmente, 

nb e isotrópica. Logo, nb e universal (cf.I,(l.8)) e en-

tão D (nb) • 
2 2 

" então a E !( = Ge x2 - bx
3 o ' a = 

2 2 (x2 2 -1 
E D(nb) (cf. 11.2) (b)). =ix

0 
- bx

1
l - bx

3
) 

2 

Reciprocamente, se a E D(nb) então <a>nb = nb (cf. 

·:r, (1.13) (j)) o, port.anto, N
0 

= nbl (-nb) ~ fdr(~t·bólicu. De (2.6) 

segue-se que Q = (a,b) = 1 em Br(I<}. 

(iii) Esta igualdade decorre trivialmente do seguinte isomorfis 

mo de K-álgebrns: 

(a,b) Q (a' ,b);;(aa• ,b) 0 2 
(a•,-b a 1

). De falo, desd~ que 

-b2a' E D(n ,) , por (ii) obtemos (a•,-b2a•)=l e,portanto, 
a 

(a,L) (n' ,L) = (an',ll) em Dr{K). Aesi1n, rccta-nos ilpcn<ls 

mostrar que as K-álgebras (a,b) 6 (a',b) e {aa' ,b) & 

9 (a •, -b
2
a') são isomorfas. ~ suficiente mostrarmos que 

qoram 



(a,ul <J 

2 

(a',b} como K-álgebra e sejam tais que aa' 

v 2 "" b, c 

v.v. - vjv
1
,i:l,2,j=3,4. Se (a,b) - !( al Ke 1m Kz

1
m Ke

1
z 1 l J 

(a • ,b) K $ Ke 2 
(!) I\z2 $ l~e 2 z 2 , 

2 2 ' 2 e = com el = a,e 2 -- a ,z
1 = 

= b e e 1 z
1

+z 1e 1 =O, i=l,2, basta tomarmos v 1 = e
1

®e2 , 

v
2
=z1 @ 1, v3 = 1 0 e 2 e v4 = z

1 
® e

2
z2• 

(iv) Se N1 e N2 sao as formas normas de (a,a) e (a,-1), respe.<:, 

tivamente, então ( 2 -N
1 

= 1,-a,-a,a ·) - ( 1,-a,-a,l >::: ( 1,-a, 

1 -a I ' = N 
2 e, por (2.5), temos (n,u.) = (a,-1) em Br(K). 

(b) car (K) '' 2 

(i) Sr1 Q- (u,b], cnt.~-lo NQ-==[l,b I i ( a>tl,b). Como bc~(K}c!!_ 

tão [l, b J é isotLÓpicu. e, consequentcmente, N() também u C'. 

Por (2.6) c (2.7) obL0mos (a,bj= 1 em ilr(K). 

(i.U 11. demonstra{;üo ü.qut G exatu.mcntc ;:miiloqa ii dQmom~traçio ele 

(ii) em (a). 

(Hi) Analogamente ao que vimos na demonstração de (iti) em (a), 

aqui também o rcf.n.Ü tndo dc~corrc do gcquinte isomoJ;fismo 

de I<-álgebraq(_aa',b'] 0 (a,b+b'J;; (a,b] G> (a',b']. De fa­

to, puro. a= a', obtemos (a
2

,b 1 J (a,b+b'l"" (n,b] (a,b'] e 

como (a 2 ,b'] = l(ve.r(b) (ii)), entfio (a,b +b'l= (a,b] (a,b'] 

em Br(K). De b=b', obtemos (a.a' ,bl (a,O] ""(a,bj (a',b] e, 

como (a, O .I = 1 (ver(b} (i)), então (aa' ,b];:.; (a,b] (a' ,b] 

em Br (1\) • 

nesta, portanto, mostrarmos que as K-álgebras (aa' ,b'J0 

® (a,b + b'] c (a,h] 0 (a' ,bn] são isomorfas, Por um racioc!n:io 
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análogo ao que vimos em (a) (iii), basta encontrarmos elem0ntos 

v 1 ,v
2

,v
3

,v4 E; (a,b] 0 {a' ,b']_ que gerem (a,b I 0 (a',b' 1 como 

I( -1 b ' i 2 ' 2 b' 2 2 b b' -a ge ra e seJa.rn ta s que v1=aa ,v2=v 2+ ,v3=a,v4=v4+ + 

e v 1vl, = v.v., J ]. 
v 1v2+v

2
v1=v

1
, v

3
v

4 
+ v

4
v

3 
= 

Se (a,b] = K ~ Ke
1 

$ Kz
1 

Gl Ke
1

z
1 

e (a',b']= K 

, o 2 ~, ,., r• 2 ""' ' 2 com l . , "'2 tt ,zl "" 

i= 1,2, j=3,4, 

t~o os elementos v
1

= e
1 

0 e 2 , v 2 = 1 0 z 2 ,v 3= e 1 0 1 e v 4=z 1 0 

0 l + 1 0 z 2 satisfazem·o r_equerido.o 

12.9) -COROLÁRIO - Em BriK) temos, 

(a) para corpos K, com ca:r(K} :J 2: 

(i) (a,b) 
2 = (a

2 
,b) = 1, (a,-a) = 1 

{i i} L1,b) , _ _, (a' ,b) so, c oomQnto Bo, n .;: n' {mod. D(n~)l qual~ 

quer que sejam a,a' ,b E K; 

(b) para corpos K, com car{K) = 2: 

I i I 
o 2 

(a,b J ... '"" (u. ,b j = 1, (a,a] =1 

I i i l se b :: b' (mod~(K)), cnt5o l<l,b]"" ' (a , lJ i 

(ji_i) {a,bl""-' (u.',bl se, e somente se, a:;;; a'{mod D{nb)) qua1.'3-

quer que sejam a,a' E K e b E K. 

O em. - Imediata. o 

(2.10) PROPOSIÇÁO - Sejam Q1 e Q2 âlgebras de quartérnios so­

bre um corpo K e N1 e N2 suas respectivas formas normas. Se 

N1 1 - N2 contém pelo menos dois planos hiperbÓlicos, então 



existem dEK)ta.is que Q,='(c.,d) -, " (resp. 

Q
1 

= (c
1

,d 1), i= 1,2, se car(K) f 2 (resp. car(K) "" 2}. 

Dem. - Suponhamos, inicialmente, que car(K) t 2. Neste caso te 

mos N1 = <l,ra1 ,-b1 ,a1b 1> e N2 "" (l,-a 2 ,-b 2 ,a 2b 2 >, com a
1

, 

'Ji E K, i= 1,2. Logo N
1
1-N

2 
= (1,-1)1 (-b

1
,b 2 )H-a

1
)(l,-b

1
>.l 

I <a
2

> (l,-b
2

> =]-! -1- (-b
1
,b2 )1 q

1
1-q

2
, onde q

1
=<-a

1
)(1,-b

1
>,i=l,2-• 

Se, por outro lado, N1 1 - N2 contém pelo menos dois planos h.~ 

perhÓlicos, então N1 .1.- N2= 2 ]-I l q para alguma forma quadráti­

ca não singular q sobre K com dim q = 4. Assim,2 1-l Lq = N1 1 

Cancelamento 

de Witt (cf. I, (2.3)), concluimos que< -b1 ,b 2> lq11-q2 ê isotró­

pica. Portanto, existem a,S. ~ K e x 1(; o1 ,i=l,2, não todos nu­

los, tais que ·-·et
2b 1 + R2ba+ q 1 (x1 ) - q 2 <x 2)=0r ou -r:t

2
b1+q 1(x.{"' 

= y = - y= O, então as formas quadr5.tic.:ls 

< -b
1 

> 1 q c ( -b 2 >1 q 2 :úio iuotrÕpl.cu.s c, conscquentcmcnte,unJ.: 
l 

versais (cf.I, (1.8)), o que nos permitiriu escolher novos ele-

mentes 

2 =-(\ b
2 

+ q
2 

ty
2

> ;#- O. 1\ssim podemos supor, sem pcrdu de general! 

dade, que y t-O. 

Sejam, agora, e
1
,f

1 
E 0

1 
tais que N1 te1 )=l,N1 (f

1
)--=··h

1 

e bN. (e
1
,f1} = 1,1=1,2. Considerando u1= af 1+x1 e u 2=Bf 2 + x 2 , , 

vemos que N
1 

(u
1

) = N
2

(u 2l = y e bN (e1 ,u1 l=bN (e 2 ,u2); ou se-
l 2 

ja, os subespa~os (U 1 ~Ke 1 e Ku
1

, N1 1

01
J e (U 2 = Ke 2 e Ku7.N21u) 

- - - 2 de Q
1 

c Q
2

, r.oupcct.tvn.mcntc, suo 1.somntrlcos. Dosdc quo 

N
1

tu
1

l = N
2

tu
2

) =yt- O, estes subespaços são não singulares e, 

portanto, temos N i = { 1, y H p 1 , onde cadn p 1 ê uma .forma qu~ 
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drática de dixnensã:o 2 sobre K,ou .:;cjil, da .torrna pi =<-c{ ( 1,- di) , 

com c . , di C: K , ~L - 1 1 2 • 
~2 . 

Como AIN 1 i~l e AIN
1
J; - ydi 

• 2 
(;r\(Jd. K ) , então c1

1 
~ - y (mo;J K ) , .i == 1, 2. 'l'omando d ... -.-y C I\, 

obtemos N
1 

= (1,-·d) !(-.-:
1

><1,-d)c"' «c
1
,cl», 1=1,2. De (2.5) de­

corre que 0
1 

= (c
1
,d), 1=1,2. 

Suponhamos, agora, que car(K) = 2. Neste caso, 

;.:::; fl,J;
1

J l f.u 1)[J.,b
1
!, J.=-1,2. Se JJ

1
=:b 2 (modrl(K)), nada há 

demonsi:rar {cf. (2.9Y (b) (ii)). Suponhamos, então, que b
1 

i. 

N = i 

a 

(mod~{K)). Pode ser visto facilmente que N1 1- N 2 = N
1

.tN 2 = JHl 

.tll,b
1 

+ b 2 l .t g 1 ! q 2 , com g 1 
00

' < n. 1 > [l,b1l, i ""' 1,2. Como N1 l 

1 N
2 

contém, por hipótese, pGlo rneno~_-; dois planos hiperbólicos, 

pelo mesmo argurr.ento usodo no caso de caracteristicu dtstinta de 

?, concluimos t]Uü a forrn~t nuo.dr5tico. rr -:: [1 b +b ! 1 CJ lcJ " 
~ ' 1 2 l. 2 

i.sotrópica. Logo, existem elementos niio todos nulos a, (i E K e 

Afir.trtarnos qw~ é s0mpre _;::JOssivol obter os elementos 

a, S,x
1 

c- x 2 sat:lsfazer,do a equação acima de forma que B· seja 

ni.io nulo. De r o. to, suponllamo~;~ CJUC! 

tais que q(e) = 1, q(f) "" b 1 + b 2 e bq(e,f)=l. Con~ideremos 

o elemento v"" ae + x 1 + x 2 . Da equação acima vemos que q(v)=O. 

O probl0ma consiste em rnostra.r que o sempre posslvel obter um 

novo elemento V I :;o rj e + 6 1 f + X 1 + X I I C0ffi 
1 2 

S1 f. O, satisfazen 

do q{v_!FO. Se a =0, então q
1 

1 q
2 

e isotrópica e, portanto 

universal, o que:! nos permite assGqurar quG existe y 1 E o
1

,i::::I,2, 

tais aue q(y1 + y 2) = q 1 l q 2 ty1 + y 2) = b 1 + b 2 . Logo, b3sta 

tomi:lr v• :-f+ y 1 + y 2 • Se at-o, como bl i b 2 (mod~(K) ,bas-



ta tomar v' = a e + 

Assim, podemos afirmar, sem perda de generalidade 

que 

e bN (e.,f.) 
. l l 
l 

= 13f1 + x 1 e 

que N. (e.)=l,N. (f.) - b, 
]. ~ ~ ]. ..L 

tais 

= 1, i= 1,2 e consideremos os elementos u = l 

e bN (e, ,u.) = S; ou seja, analogamente ao que vimos no caso 
• l l 
l 

de caracterlstica distinta de 2, os subespaços u
1

=Ke
1 

e Ku 1 de 

() i '··i, = 1,2 respectivamente, são isométricos. Desde que bN (e 1, 
i 

é não singular e, portanto r temos Ni= [l,d J 1 
. 

com c1 E K e d,d1 E K, 1~1,2. Do A(N 1 )=0 

u 1 l = S i O, 

J lc
1

l ll,d1 ! 

A(N.) = d 
l 

sim, N. 
.l 

+ di (mod.r(K)) obtemos d
1 

:.::; d (mod~ (K), i=l, 2. As-· 

= ]l,d I l (c.) [l.,dl = ((c. ,di] e, por (2.5), Q.= (c. ,dI 
l l "l ~ 

1=1,2.1] 

(2.11) - COROLÁHIO - Seja K um corpo tal que toda forma quadr~ 

tJca nuo singulu.r de c11mensi:io 4 é univGrsa.l. Entiío quaJsqucJ.· 

duas álgebras de quatérnios sobre I< contém uma extensão qua-

drfitica de K em comum. 

psm. -- Imediata .n 

(2.12) - OBSERVAÇÕES 

(1) 1\ .reciproca do Corolárlo (2.11) nilo e verdadoira.I3.J.sta con 

sideramos K = ID, 

(2) Indiquemos por Quat(K) o subconjunto do grupo de Brauer foE 

mado das classes representadas por 5.lgcbru.s ele quatérnio!'~ sobre 
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um corpo I\. A. afi)~mação "qu.:- isquer duas filge!Jras de quntérnioE> 

sobre K contém uma, extensão quadrática de K em comum" -8 

egu.ivalente à "Quat (K) forma um subgrupo de Br (K) ". Isto foi de 

rnonstrado por Albert [ 1] para corpos de característica r1istinta 

de 2 e generalizado por Baeza [ 2 1 para anéis semi-locais quai~ 

quer. 



CAPITULO IV 

CORPOS HILBERTIANOS E F'Oruv'..AS QUADRÁTICAS 

O nosso objetivo, neste capitulo, é dar uma caracte­

rização de corpos hilbertianos em termos de formas quadráticas 

e a consequente classificação de formas quadráticas sobre tais 

corpos. 

§ 1 - DEFINIÇÃO E CARACTERIZAÇÃO DE CORPOS HILBERTIANOS 

( l.l) 

bert) 

(i) 

DEFINIÇÃO - Um corpo K ê dito ser hilbertiano (ou de !li! 

se: 

• 2 
K f K , se car(K) f 2 

ou 

K f~(K) , se car(K) ~ 2 

(ii) Para todo corpo extensão quadrática separável L de K,tem­

-sc: !K;D(NL) 1 ""2, onclc NL inc1.ic<l a norma de L sobre 1<, 

(1. 2} OBSERVAÇÃO - Desde que toda extensão quadrática de um COE, 

po K é um corpo ou, do tipo KxK (cf.II,(2.9)) ent.ão, se K 

é hilbertiano, a igualdade [J{;D(NL)) = 1 é equivalente à L=KxK. 

A noção de corpos hilbertianos foi introduzida por 

FrÜhlich [ 5 ] , para corpos de caracteristica distinta de 2 c 

estendida por Baeza [ 31 para corpos de caracteristica 2. São 

corpos sobre os quais se desenvolve uma teoria de formas quadrª" 
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ticac idônticu a dos números racionrlis p-5dicos ou dos números 

reais. Os corpos dos números racionais p-ãdicos e dos números 

reais, são, portanto, os primeiros exemplos, que podemos c i ta r, 

de corpos hilbertlanos. Contudo, para melhor conhecer a fam.Ília 

dos corpos hilbertianos e, portanto, melhor exemplificá-los, d~. 

rnonstrarernos, a seguir, alguns resultados que nos darão uma des 

crição de suas propriedades em termos de formas quadráticas. 

( 1. 3) PROPOSIÇÃO - Seja K um corpo, com c ar (K) = 2. Se K é 

hilbertiano, então toda forma quadrátjca não singular de dimen 

são 4 sobre K é universal. 

Dcm.- Seja q ~ < a
1

) I l,b
1

] 1 < a 2) [ l,b
2
l 

não singular de dimensão 4 sobre K . 

uma forma quadrát1c~t 

Basta mostrarmos que 

1 E D {q) pois, analogamente mostra-se que 1 E D((c)q}, par~ 

toJo c E K e ,con~JO:JllCnb:'lT'Cntc, c c: D (q) , r.:rrn tcx1o c E K , isto é I q é universal. 

Distinguiremos alguns casos: 

(1} Seja a 1 ~ a
2 

(mod D([l,b
1
])). Temos então a

1 
= a

2
c; 

c E Dlll,b
1

J) e, conscquentcmcntc,<c) [ l,b1 l o[ l,b
1

J (cf.I, (1.13)). 

Assim,obtemos q~ <a
2
c)[l,b

1
] l <a2)[l,b

2
J o{~ 2 )Jl,b 1 [ 1 <a;{[l,b1],qoo 

é isotrópica e, portanto, universal (~f.I,(1.8}). 

(2) Seja u. 1 F- a 2 (mod D([l,b1 J)). Podemos também supor, sem 

restrições, que a
1 

)!. u 2 (mod D ([ 1 ,b21)) , devido ao caso ( 1). 

Mais ainda, podemos supor que b 1 ,b2 ~ ~(K} pois, caso contrá­

rio, q seria isotrõpica. Temos então [K.;o( [1,b
1

] )] =2,1 = 1,2, 

pois K é hilbertiano. Assim, a 1 Eo([l,b 1 ]) e a
2 

'~ D({l,b
1

]) 



ou, a 1 f- D{[l,b1 J) e a 2 E D([ l,b1J). No primeiro caso temos 

<a1> [l,b1 ] ~ [l,b1 J e, consequentemente, 

[ l,b1 ] l { a 2> [ l,b
2
]. No segundo caso, 

1 E Dlq) , poic q = 

<a 21[l,b
1

] e[l,b
1

] e, 

assim 

Por outro lado, se a
2 

E D([l,b2]), temos que 1 E D{q). Supo­

nhamos então que a 2 fE D([l,b2 l). Logo, a
1 

E D([l,b2l) e, co!! 

scgucntemente q ~ ( al a2> ( [ l,bll l r l,bzl) que é isotrópica e, 

como queríamos 1 E D(q). 0 

No caso de característica distinta de 2 existem cor 

pos(nJo necessariamente hilbcrtianos) que não satisfazem a pr~ 

posição acima. Por exemplo, os corpos ordenados. Dizemos que 

um corpo K é ordenado, se existe um subconjunto P = p (K) de 

K satisfazendo ns seguintes condiç6cs; 

I lI 
. 

P C K e -1 I" p 

12) p + p c p 

I 3 I PP c P 

14) K=PUI-1)P 

Os elementos de P (K) sao chamados elementos positivos de K. 

No caso de corpos ordenados existe sempre, para cada 

dimensão n ' pelo menos uma forma quadrática anisotrópica, a 

saber: 
2 2 x 1 + .•.• +X

0 
li reciproca deste fato na o é verdade em 

geral, como podemos ver através do seguinte exemplo. 
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e K 1 = K0 I I t 1 ) ) 

K0 • Consideramos 

o corpo da.9 séries formuis à. 
00 

K =K 
1

11t )) e K=U K .• 
n n- n i=O 1 

Cbviamente K é um corpo não ordenado e, decorre de [ 6) Cap, 6 , 

Prop. 1.9, que existe uma forma quadrática unisotrópica sobro K, 

para cada dimensão. 

Contudo temos, no caso hilbertiano, a seguinte prop~ 

sição: 

(1.4) PROPOSIÇÃO - Sej<J. K um corpo hilbertiano. Se existe uma 

forma quadrática não singular de dimensão 4 sobrE! K n5o uni ver 

sal, então K é ordenado e P (K) "" K2
• 

Para a demonstração desta Proposição necessitamos d~ 

um resultado que nos vai ser útil também para outras demonstr~ 

çoes que~ se seguirão. Por essa r.:~.z5o o enunciaremos como um Le 

mn. 

{1. S) LEMA -- Sejam K um corpo hilbcrtiano e q uma forma qu~ 

drática nao stngular de dimensão 4 sobre K . Se q é anisotró-

pica e 1 E D(q) então q é da forma «a ,b;..> , se c ar (K) I- 2, 

ou «a,b]] se car(K) = 2. 

Dem.- como 1 E D(q) podemos escrever 

<1,-b) 1 (-a) <1,-c), se cariK) ;1. 2 

q = ou 

[l,b] 1 (n) [1,c] se car(K) "" 2 

Claramente, as formas quadráticas ( 1,-b} e (1,-c) ( resp. 

[1,b] e [1,c]) são anisotrópicas pois, q o é. Podemos, por-
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tanto, afirmar que e ·<1,-c> = n 
c (resp.[ J.,bl = 

= nb e [ 1, c] = nc) sao as formas normas dos corpos extensões 

quadráticas de K, K[ /lbJ e K [ ,!C'] (resp. K [~ 1 (b)] e 

-l 
K [ra {c)] ) • Hesumidame.nte, q = nlJ 1 <-a> nc. A demonstra-

ção deste lema consiste, portanto, em mostrar que nb = nc. 

Desde que q é anisotrópica, t.emos x E D (nc), irn-
. 

pJ.ica que ax :Z D (nb), parcl. todo x E K. Afj_r.mamos que se 
. 

x E D(nc) então x E D{nb) , para todo x E K. De fato, se 

x C: D(nc) c x )1. D(nb) então, desde que a (/: D(nb) e K é 

hilbcrtiano, obteríamos ax E D(nb), o que e uma contradJ.çã.o. 

Analogamente, aplicando o mesmo raciocínio para <-a> q = n l 
c 

1 <-a> nb, a qual é também anisotrópica, obteremos 

jmplica que, x E D(nc). Assim, temos que D(nb) = D(nc}. Em 

termos de 6.l~]'2br.:1s de guntêrnios (cf.III, (2.9)), isto signifJ-· 

c~ que, em Ur(K) , (x,b) = (x,c) (reop. (x,b] = (x,cl) ou, 

equivalentemente, (x,bc) = 1 (resp. (x,b +c]= 1) se car(K)-1 

I' 2 (resp. se car(K) = 2) ' para todo X E K. Assim temos 
. 

X E_~ D(ncb) (resp. X E D(nc+b)) para todo X E K, o que sign! 
. . • 2 

fica K = D(ncb) (resp. K = D(nc+b)l ou (c f. (1. 2)) cb E K ' 

(rcsp. c+b C::~<'l(K)). O is:ornorfJ..smo decorre, agora, 

trivialmentede (II,(2.9)) e (III,(l.3)).o 

Q~· .. ~.)_l,_·~~) - DGsde que existo umn forma quadrática não fJi.n­

gular de dimensão 4 sobre K não uni ver sal, temos por ( 1. 3) que 

c ar (K) -1- 2. Scj a q uma forma. quadrática não oingular sobre K nã-:.J unlvr.;>r 
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sal, com dim g == 4, l\ forma quadrática q e do tipo (c) q' ,p~ 

• 
r a algum c E K e g • uma forma quadrática não singular, -na o 

universal que representa 1. J\ssim, podemos supor, sem perda de 

ÇIGneralidade, que q repr12senta 1. De ( 1. 5) segue-se que q é da 

forma «a,b». Portanto D(q) é um subgrupo multiplicativo 
. 

de K (cf.III,(2.4) (1) (2)). 

. 
Seja p::::D (q). Observemos que D (na) 

pois q é não universal. Desde que li<;D(na)) 

C: D(q)= Pc P9. K, 

"" 2 obtemos 

D In ) = P 
a 

De g =na 1 (-b)na =nb l (-a)nb, segue-se também 

que p ""D (n ) , Entilo, c-rn Br (K) , temos (u,x) ,-.., {b,x), pura t2_ 
b 

• 
do x E K. Em particular (u,a) = {b,a) "1- 1 pois q é aniso-

tróp!ca. Como (u.,a)""' (a,-1} {cf.III, (2.8) (a)), ternos (a,-l) c 

= (b,a) # 1, o que significa que, -1 )1' D(n ) = P (cf.III, (2,8)(a) ). 
i1 

De (a,-1} = (u.,b) em Ur(K) rJeguc·-oc também que q " "-1 1 
l (-a)n_

1 
(cf.III, (2.5)) e, repetindo o mesmo racioclnio que 

acima, agora para -1, obteremos {-1,-1) = (-1,a) em Br{K) e, 

portanto, q = n_ 1 l n_1 . 

temos p + p = Assim, desde que P = D (q) = D (n_1 l 

= D(n_
1

) +D(n_
1

) '::: D(n_
1

J n.1 1 =D(q) ~P. De -1 ~ P, segue-

-se que i<~ru I-1)P e rn I-1)P=Jõ. 

fine uma ordem sobre K e Í< 2 
C P , pois 

para todo x E K e, P =D(na). 

Consequenternente, P d.§:_ 

(x
2 

,a) = 1 em Br: {K) 

Seja b E P=D(q) =D(n_
1

1. Então (b,-1)=1 em nr(K) 

e, consequentemente (-b,-1) (-1,-1) = 1 ,ou seja, {-b,-1)=(-1,-1) 

em Br(K). Logo e, novamente obtemos 

=D(n_
1
). Assim, '(-l,x) = (-b,x) para todo x E K, 

D(n )=P~ 
-b 

ou seja, 
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. 
{b,-'<) =1 p<lru todo x E K o que implica Jsto c, 

• 2 
bGK (cf.(l.2)). Isto mostra que 

• 2 
P = K • rJ 

O teorema CJUC dcmon~Jtrarcmos a .SCCJUir, 6 o pr!nc l.pal 

resultado de,:;b2 par5.qrafo, o qual darií. uma cal.-u.cterização Jc 

corpos hill.wrtiunos em ·tormorJ de formas quadráti.cas. 

{1.6} TEOREMl'l.- Sejn K um corpo hilbcrtj.-cmo. f:ntão: 

(A) K é ordenado e 

ou 

. 2 
P(K) = K 

(B) l;xistc, a monos de ü;ometrlas, uma única forma quadrát.ica 

nao sin9ular anlsotrópico. e de dimensão 4 sobre K . 

Reciprocamente, todo corpo K do tipo (A} ou (B) e 

llilbcrL.iuno. 

D~:~"!!.·- Ccju K um corpo lLi.lhort.Lano. Se e:xüJtc uma forma qu,H.lr~ 

tica n~o singular e não un.iversal de dimensão 4 sobre K ,então 

de ( 1. 4) segue-se que K é do tipo {A) • 

Suponhamos, enLEio, que todn forma qumlr5.ticu n.::io u.i.n-

gula r de dimensão 4 sobre K é uni ver sal. Recordemos, que, no c~ 

so especif.tco de car (K) ~ 2, isto já é uma consequência de K 

GCX" hilbertiano (cf. (1.3)). Por (III, (2.11)), podemos <:tfirrnur 

que dadas duas álgebras de quartérnios o1 e 0 2 sobre I~ ,com 

Q
1 

/:1 em Br (K) ,i= 1,2 , existem d E Í<- K2 (resp. d E K -~(10) 

e c
1
,c

2 
E K, se car(K) f 2 (resp.car(K) ~ 2), tais que o1 ;o-; 

= (c
1 

,d) 

de que I~ e hilbertiano, segue-se que 

existe c E D(nd), com c 1 = c 2c e, desta forma, obt.emos 



Isto mostra que existe, a menos de isornorfi~ 

mo, uma únlca .3.J.gebra de quatérnios com divisão sobre K ou,~ 

valcntemente2, uma fmica forma quadJ:·;J.tJ.ca anisotróp.ica do U.po 

-«a,b» (resp. «a,b]]) sobre K (cf.III,(2.5)), Como toda forma 

quad:r:.;_i.t.ica ndo singular q de dimensão 4 scbre K é universal 

e, portanto 1 E D (q) , decor-re~ do Lem.õ~ ( 1. 5) e ào que v.imos aci-

ma que existe, a menos de isometrias, uma únlca forma quadrát!_ 

c<J. nüO s.inqulur anJ.sotrópicn éle dimcnsiio 4 f;obre 1: • Isto mos·· 

tra que K é do tipo (B) . 

Reciprocamente 1 

tipo {n) • J>;Jyt.?io cLtr (Kl 1- 2 

• 2 
Além disso, D(n_

1
) =K" Gr 

suponhamos inicialmente que K é do 
• • 2 • • 2 

C I{/K 'f :!;l}, o que 1.mplica K /- K . 

consequentemente, [i<;D(n_
1

)J == 2. Co 

mo quulguer outro corpo o:{t.ons:io quu.clr5.t_ic<J. do K é isomorfo à 

I\ f !=T ] , concluimos que I\ é hilber:tiu.no. 

Se K é do tipo (B) , seja q a única forma quadráti-

ca uni.sotrópicu. de d:Lmcnst.io 4 ~obre K 

Se car(Kl# 2 K :--~ t: 2 
(.resu.car (K) = 2 e 

táo toda::-~ as formas quadráticas de dimensão 2 sobre K seriam 

isotróp.icar:> e, consequentcmente, também q. Portanto 
• • 2 
K I K no 

caso de c ar (J{} f 2 e K PÇril(K) no caso c ar (K) = 2. 
u 

Scju. À E D(q). Cowo q é anisotrópica, então Àq ta~ 

lJém o é r·, con::;equcntPmcntc, Àq "" 'f• D.!bt".o rwquc-se que 1 Fo(cJ). 

Logo podemos escrever q na forma q = <1 ,-d> 1 q' (resp. q=( 1 ,d]l 

1 q') se carOO 1-2 (resp.car{K) = 2) para alguma forma quadrát! 

ca nao .singular binária. q' e algum cl E 
• . 2 ' 
K - K (resp. d Ec: K-)<KKII • 
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Seja L ~K[ fd'] (resp. 
-1 

L~ K[~ (d))) . Assim, q = NL 1 q 1 
• Obser 

vemos que D(NL) j:. K pois, caso contrário, teríamos NL uni­

•rersal e 1 consequentemente, q isotrópica. 

Para quaisquer a ,b E K- D (NL) , as formas quadrátic<J.8 

«a,d» e <<b,d» (resp.<<a,d]] e «b,d]J) são .;:~.nisotrópicas 

(cf.III,(2.8)) e, portanto, isométricas. Assim 1 temos a ::: b 

(mod D(NL)) (cf.III,(2,5) e (2.9));ou seja, [K;D(NL)] ;2, Is 

to demonstra que K é hilbertiano. o 

(1. 7) OBSERV.AÇÃ.O - Do que vimos, resulta que, quando K é hil 

bertiano, existe uma únicu. álgebra de quatérnios Q distinta de 

1 um I3r (1{) c tal que o2 = 1 Por essa raz5o, quando car(K)~2, 

costumamos indicar Quat (K) = {:!:1 J Consequentemente, a apJic:~ 

çã.o , ) : i<IK2 x K;K2 -> Quat (K) , que a cada par de elementos 

a, b E K assoei a a álgebrCl de quatérnios (a, b) , pode ser vü; ta 

como sendo a aplicação bilinear simétrica ( , } : K; :K2 x Í</ K2 ---. 

-~ {!: 1} , dada por: 

(a,b)~ I 1 

-1 

se x
2 ~ aY2 - bZ

2 
""O , tem solução nao trivial em K 

caGo contrário, 

a qual e conhecida como Sc-:!nd.o o S{mbo Z.o da H i Z.he.r>t sobre K. 

( l. 8) EXEMPLOS DE CORPOS HILBERTIANOS 

(l) O corpo dos números reais é um corpo h:tlbertiano, poi..s é 

do tipo (A) • 

{2) Todo corpo local, com corpo de classes de rcslduos finito, 
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é do tipo (B) (cf.[7], Ch.II,Th 1.1). Em particular o corpo dos nQ 

meros racionais p-ádicos e o corpo das séries formais, com coe fi-

cientes num corpo finito, são hilbertianos. 

Uma grande classe de corpos hilbertianos é obtida atra 

ves da seguinte proposição: 

( 3 I PROPOSIÇÃO - Sejam K um corpo hilbertiano local, com 
• • 2 • 2 

car (K) 'I 2 e K
0 

um subcorpo denso em K tal que K
0

n K =K
0

• Então, 

K0 é hilbertiano. 

Dem.- Observemosprimeiroquese K élocale car(K)~2,então 
• 2 
K 

r~ um ubcrto ctc i< (ver I61Co.p.6, (2.20)). Desde que Ko é denso em K, 
• • 2 • • • • 2 • 

segue-se K
0
K = K. Portanto K/ K2 ~ K0K I K2 ~ K0 / K n i<2 

o 
' e 

consequentemente, K0 

Seja La um corpo extensão quadrática de K
0

• Então 

L=L
0

K é um corpo extensão quadrática de K. Do fato que K é local, 

se~rue-se que IJ também o é (c f. ( 8] 'l'h. 2. ~.lO ) . Mostraremos agora 

é denso em L. 

- c -Seja La o completamente de L
0

• Notemos que K0 _ L0 e 

ainda, se K
0 

é o fecho topolÓgico de K0 , então K0 ~L'" 0 . Observe 

mos que K
0 

é completo pois, é um fechado em C0 , que é completo. A§. 

sim, desde que K
0 

é ôenso em I< e K é completo, podemos identifi­

car K
0 

com I<. Consequentemente, L-
0 
~ L

0
K =L~ L

0 
, com L carrpleto. 

Logo L contém o fecho de La e, desde que L 0 é denso em L0 , obte 

mos L :2 C
0 

, ou seja L ""' c
0 

e, como quer i amos L
0 

é denso em L. 

Agora, usando o fato de que L é local e L0 é denso 

em L , obtemos L0i. 2 = L . f..: fácil ver que D (NL) = K2
o (NL ) e, 

o 
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consequentemente obtemos: 

. 
o que implica que a inclusão + K/D(N) 

L 
-e injetiva. 

• • • 2 
Mas K = K

0
K 

2 
= XoY com 

e, consequenternente, para todo 

x
0 

E K
0 

e y E K, Desde que 

mos x E D(NL) se, e somentG se, 

. 
x E K, 

mos que a inclusão, dada acima, é sobt·ejetora. 

temos x = 

Portanto , 

[K
0

:D(NL )] = [K:D(NL)] = 2, ou seja, K0 é umcorpohilberti~ 
o 

no.n 

Vejamos agora os exemplos de corpos hilbertianos de-

vidas à Proposiçâo(3). 

ScjO:m P um corpo de numeras algébricos, com c.J.r(F} 1- 2 

e K
0 

a 2 - extensão algébrica maximal de F no completamente 

p-ãdico K = Fp de F. 

O corpo K é hilbertiano, pois é local com corpo de 

classes dc resíduos finito, c K
0 

6 denso em K poi.s, 

servemos que :K
0

1l K2 
= :K~ pois, se existisse a E K

0
n K2 

F' o é. 

e a il 

Ob 

então K
0

[ /a 1 seria uma extensão algébrica de grau 2 sobre K
0

, 

o que contradiz a maximal idade de K0 . Logo pela proposição aci 

ma 1 K
0 

é também hilbertiano. 

§2 - CLASSIFICAÇÃO DE FORMAS QUADRÁTICAS SOBRE CORPOS HILBERTIANOS 

Dcv:i.do ao tcorcmu de caructerlzução { l. 6) do padigr:~~ 

fo anterior classificarmos as formas quadráticas não singulares 
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sobre corpos hilbertianos, é equivalente a classific5.-las so­

!Jre corpos do tipo (A} e (B} • 

(2.1} TEOREMA- Seja K um corpo do tipo (A}. Então: 

(1) para cada dimensão n, n<l> e n<-1> são, a menos de iso­

metrias, as únicas formas quadráticas não singulares anisotró­

picas desta dimensão. 

( 2) duas formas quadráticao não singulares sobre K sao isomé­

tricas se, e somente se, elas tem a mesma dimensão e a mesma 

signatura. 

Dem.- Sabemos que K/:K2 = {±1). Assim uma formaquadrátican.io 

singular sobre K é anisotrôpica se, quando escrita na forma 

diaqonal, os coeficientes são todos do um mesmo sinal. Logo (l) 

e imediato. 

Para demonstrarmos (2), definiremos primeiro "signa­

tura", Claramente, numa diagonalização de uma forma q , o núm:::_ 

ro de coeficientes positivos (e também negativos) é unicamente 

determinado. De fato, se r<l> 1 (n-r) <-1> c s<l> 1 (n-s) <-1'> 

são duas diagonalizações para q {dirn q::;; n) 1 onde s ~r , então 

r<l> 1 (n-r)<-l> ~ s<l> l (n-s)<-1> e, usando o Teorema do 

c~mcclumcnto do Wi tt (c f. I I ( 2. 3) ) , obtcrros (n-r) < -1 >~ (s-r) .-; 1 > 1 

1 (n-s) <-1>. Assim, se s > r , temos um absurdo,r:::ois (n-r) <-1> 

e anisotrõpica e (s-r)<l> 1 {n-s)<-1> seria isotrópica. Con 

sequentemcntc r"" s, Escreveremos 1 agora, n+ =r (número de coe 

ficientes positivos) e n_ = n-n+. A signatura de q é definida 
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por n+- n_. ~!\gora é imediato verificar que duas formas sã0 iso 

métricas se, e somente se, elas tem a mesma dimensão e a mesma 

signatura.o 

(2.2) 'rEOREMA- Seja K um corpo do tipo (B). Então duas for­

mas quadráticas não singulares sobre K são isométricas se, e 

somente se, elas tem a mesma dimensão, o mesmo invariante de 

Arf e o mesmo invariante de Witt. 

Dem.- Evidentemente, se duas formas quadráticas nao singulares 

sobre I< são .isométricas, então elas tem a mesma dimensão, o 

mesmo invariante de Arf e o mesmo invariante de Witt. 

Reciprocamente, sejam q 1 e q 2 formas quadráticas não 

singulares sobre K, t<1is que dim ql =dim q 2 , 1.\(ql) = 6(q 2 ) o 

w(q1) = w(q2) • 

Scjn TI'""dim q
1

, 1~·,1,2. Se n2"_5 então q 1 c q 2 Bi.lü 

isotrópicas e, desde que dim q 1 = dim q 2 e fácil ver que q 1c q2 

admitem uma decomposição ortogonal do tipo qi = qj_ 1 m JI , com 

dim qi =dim g2 _2. 4. 

De w·(g
1

) =w(q
2

) segue-se imediatamente que w(qi) = 

= w(q2l (cf.II, (2.12), (2.15) e (3.3)), e de 6(q1 l = 6(q 2 l s" 

guo-se, pela definição do .invariante de Arf,que ó(qi) =ó(q2). 

Portanto, podemos supor, sem perda de generalidade, que n < 4. 

Se n = 1, o resultado é imcdiat.o pois, q 1 "" <ó(q
1

);.. 

e q2 - <6(q2)>, 

Se n = 2 e car (K) i- 2, temos: 

q 1 = <a,b> 
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~ (ql) = ab ~ (q2) = cd 

w(ql) = (a,b) w(q2) = (c,d) 

(a,b) ;; (c,d) e, consequentemente, 

<1,-a,-b,ab> ~ <1,-c,-d,cd> (cf.III, (2.5)), ou 

via o 'l'eo 

rema do Cancelamento de Vü-tt {cf.I,(2.3)), obtemos q 1 ~ q 2 . 

No caso de c ar (K) == 2 e n = 2 o resultado segue-se 

por um raciocinio análogo. 

Se n = 3 , então necessariamente c ar (K) F 2. IX!sde que 

w(<a>q) = w(q) quando dimensão de q é ímpar e a E K (cf.II, 

Assim, q
1 

e q 2 admitem uma decomposição ortogonal do tipo: q 1= 

=<a,b,·-ab> c q
2 

=<c,d,-cd> com a,b,c E K. Como w(q
1

)=C
0

(q
1

)= 

(n,b) ; 

~(c,d) e, consequentemente, <1,-a,-b,ab> ~ <1,-cr-d,cd> (cf. 

III, (2.5}), ou seja, <1> 1 <-l>q
1

, <l> 1 <-l>q
2

. Assim, via 

o Teorema do Cancelamento de Witt, obtemos q 1 ~ q 2 . 

Para n = 4 o resultado é imediato. Como existe uma 

única forma quadrática não singular anisotrópica de dimensão 4, 

se q1 e CJ 2 são anisotrópicas de dimensão 4, neccssurJamentc 

elas são isométricas e, se q 1 e q 2 são isotrópicas r e calmos 

nos casos anteriores. o 
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