&"/A Universidade Estadual de Campinas

(]
¥ Instituto de Matemdtica Estatistica e Computacao Cientifica IMECC

UNICAMP DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA

Otimizacao da Menor Soma

de Valores Ordenados

Flavio Sakakisbara Yano |

Doutorado em Matematica Aplicada - Imecc - Unicamp

Orientador: Prof. Dr. Roberto Andreani

Co-Orientador: Prof. Dr. José Mario Martinez

Este trabalho teve apoio financeiro da FAPESP - Proc. 02/14203-6.



Otimizacao da Menor Soma
de Valores Ordenados

Este exemplar corresponde a redagao final da te-
se devidamente corrigida e defendida por Flavio
Sakakisbara Yano e aprovada pela comissao jul-

gadora.

Campinas&22 de Junho de 2006.

R

Prof. Dr. RoBerto Andreani.
Orientador

%"‘yh—-’—ﬁ
4
Prof. Dr. José Mario Martinez.
Co-Orientador

Banca examinadora:
Prof. Dr. Roberto Andreani (IMECC/UNICAMP)

Prof. Dr. Ernesto Julian Goldberg Birgin (IME/USP)
Prof. Dr. Geraldo Nunes Silva (IBILCE/UNESP)

Prof. Dr. Licio Tunes dos Santos (IMECC/UNICAMP)
Prof. Dr. Ana Friedlander (IMECC/UNICAMP)

Tese apresentada ao Instituto de Matematica Esta-
tistica e Computagao Cientifica, UNICAMP como
requisito parcial para obteng¢ao do titulo de Doutor
em Matematica Aplicada.



FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA

BIBLIOTECA DO IMECC DA UNICAMP
Bibliotecdria: Maria Julia Milani Rodrigues — CRB8a /2116

Yano, Flavio Sakakisbara
Y160 Otimizacdo da menor soma de valores ordenados / Flavio

Sakakisbara Yano -- Campinas, [S.P. :s.n.], 2006.

Orientadores : Roberto Andreani; José Mario Martinez
Tese (doutorado) - Universidade Estadual de Campinas, Instituto

de Matemadtica, Estatistica e Computacgdo Cientifica.

1. Otimizagdo. 2. Programacdo nao-linear. 3. Estimativa de
parimetro. 1. Andreani, Roberto. II. Martinez, José Mario. III.
Universidade Estadual de Campinas. Instituto de Matematica, Estatistica

e Computacao Cientifica. IV. Titulo.

Titulo em inglés: Low-sum order value optimization.

Palavras-chave em inglés (Keywords): 1. Optimization. 2. Nonlinear programming. 3.
Parameter estimation.

Area de concentragdo: Otimizagdo
Titulagdo: Doutor em Matemadtica Aplicada
Banca examinadora: Prof. Dr. Roberto Andreani (IMECC/UNICAMP)
Prof. Dr. Ernesto Julidn Goldberg Birgin IME/USP)
Prof. Dr. Geraldo Nunes Silva (IBILCE/UNESP)
Prof. Dr. Licio Tunes dos Santos (IMECC/UNICAMP)
Prof. Dr. Ana Friedlander de Martinez Perez (IMECC/UNICAMP)
Data da defesa: 22/06/2006

Programa de P6s-Graduagao: Doutorado em Matemadtica Aplicada



Tese de Doutorado defendida em 22 de junho de 2006 e aprovada

Pela Banca Examinadora composta pelos Profs. Drs.

i

Prof. (a). Dr (). RKOBERTO ANDREANI

S T

Prof. (a). Dr (a). LUCIO TUNES DOS SANTOS

Prof. (a). Dr (a).@@]_\‘DO NUNES SILVA

-

Prof. (a). DHa)f ANA FRIEDLANDE)& DE MARTINEZ PEREZ

Prof. (a) Dr. (a) E)iNE/wo JULIAN GOLDBERG BIRGIN



Aos meus pais, Aluisio e Rosa.
A minha esposa, Luciani

A minha irma, Fernanda.
Dedico



Agradecimentos

Primeiramente, aos meus pais, por terem batalhado tanto para me oferecer as me-
lhores oportunidades e as melhores condicoes para crescer na vida. Hoje, com esta tese
de doutorado, espero estar lhes dando um pouco alegria, retribuindo o esfor¢o por eles
realizado. Aos meus pais, obrigado por tudo!

Um agradecimento muito especial aos meus orientadores. Ao Prof. Roberto An-
dreani, agradeco pelo companheirismo, pela paciéncia e atencao dada desde a iniciagao
cientifica, mesmo diante das dificuldades que a vida lhe impos e que, certamente, é um
dos grandes responséveis pela minha formacgao. Ao Prof. José Mario Martinez, agradeco
pela oportunidade, foi uma grande honra para mim ter trabalhado com um dos mais
respeitados e competentes pesquisadores da érea. Nossas reunioes ficarao eternamente
guardadas em minha lembranca. Nino, Martinez, muito obrigado!

Gostaria de agradecer também a Profa. Ana Friedlander, & Profa. Sandra A. Santos,
a Profa. Maria Aparecida D. Ehrhardt, pela ajuda e atencao sem medida, em especial,
ao Prof. Lucio T. dos Santos, que foi sempre muito atencioso em todos os momentos em
que Salvatierra e eu necessitamos de apoio para desenvolver o nosso trabalho.

A Fapesp, pelo auxilio financeiro durante esse periodo.

A minha esposa Luciani, pelo incentivo a cada dia e, principalmente, pelo entendi-
mento e compreensao nos varios momentos em que nao pude lhe dar toda a atencao
merecida para me dedicar inteiramente a este trabalho.

Aos meus amigos pos-graduandos Chela, Laura, Valéria, Juliano, Feodor, Luziane
e Serginho pela ajuda e atencao sem medida. Mario Salvatierra e Valeriano merecem
um agradecimento especial. Ao Valeriano agradeco pela ajuda e companheirismo nos
momentos mais dificeis que vivemos nas disciplinas obrigatérias e exame de qualificagao.
Ao Mario agradeco pela ajuda, parceria e companheirismo nos varios trabalhos que
realizamos juntos.

Enfim, agradego a todas as pessoas que contribuiram para a realizagao deste traba-
lho.

i



Resumo

Dadas r fungoes reais Fi, ..., F, definidas em € C IR" e um inteiro p entre 1 e 7, o
problema de otimizagao da menor soma de valores ordenados (LOVO) consiste em min-
imizar a soma das fun¢oes que tomam os p menores valores. Se (yi,...,¥,) é um vetor
de dados e T'(z,t;) é o valor previsto da observacdo i ao adotar um parametro = € €,
é natural definir F;(z) = (T(z,t;) — y;)* (erro quadrético da observagao i quando x é o
parametro adotado). Neste caso, quando p = r, temos o classico problema de quadrados
minimos nao-linear. Entretanto, a situacao é mais interessante quando p é menor que 7.
Neste caso, é possivel desprezar um nimero pré-determinado de observacoes ruins. As-
sim, o problema LOVO aponta como uma ferramenta interessante para fazer estimacao
robusta de parametros. Quando p < r o LOVO pode ser usado para encontrar padroes
ocultos em um determinado conjunto de dados. Neste trabalho discutiremos condigoes
de otimalidade, algoritmos para resolver o LOVO serao introduzidos e teoremas de con-

vergéncia serao provados. Finalmente, experimentos numéricos serao apresentados.

Palavras-chave: Otimizacao de valores ordenados, algoritmos, convergéncia, estimacao

robusta de parametros, padroes ocultos.
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Abstract

Given r real functions Fi(x),..., F,.(x) defined in Q C IR™ and an integer p between 1
and r, the Low Order-Value Optimization problem (LOVO) consists of minimizing the
sum of the functions that take the p smallest values. If (yy,...,y,) is a vector of data
and T'(x,t;) is the predicted value of the i-th observation with the parameters z € €, it is
natural to define Fj(x) = (T'(x,t;) — y;)? (the quadratic error at observation i under the
parameters ). When p = r this LOVO problem coincides with the classical nonlinear
least-squares problem. However, the interesting situation is when p is smaller than 7.
In that case, the solution of LOVO allows one to discard the influence of an estimated
number of outliers. Thus, the LOVO problem is an interesting tool for robust estimation
of parameters of nonlinear models. When p < r the LOVO problem may be used to
find hidden structures in data sets. In this work optimality conditions are discussed,
algorithms for solving the LOVO problem are introduced and convergence theorems are

proved. Finally, numerical experiments are presented.

Key words: Order-Value Optimization, algorithms, convergence, robust estimation of

parameters, hidden patterns.
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Introducao

Dadas m funcoes reais fi,..., f,, definidas em um dominio €2 C IR e um inteiro
p € {1,...,m}, definimos a fungao de valores ordenados (OVO), [ : Q — IR, de ordem
p por:
(@) = fip(2),

para todo x € Q, onde {i1(z),...,in(x)} ={1,...,m} e

fi@) (@) < fisw(@) < ... < fiw(@) <00 L fin@) (@)

Para fixar idéias, considere as funcoes reais fi, fo e fs, ilustradas na Figura 1.
Fixando x = 0.4, podemos observar que f3(x) < fi(x) < fo(z). Logo, para o caso p = 2,
temos f(0.4) = fi,0.4)(0.4) = f1(0.4). Aplicando este raciocinio para todo z € [—1,1]
obtemos a fun¢do OVO de ordem 2 no dominio 2 = [—1, 1], cuja representagdo esta

destacada na figura abaixo.

Figura 1: Ilustracao da funcao OVO

Se p =1, f(x) = min{fi(x),..., fm(x)}, ao passo que, para p = m temos f(x) =
max{ fi(z),..., fm(z)}. A funcdo OVO é continua [4]. Entretanto, mesmo que as
funcoes f; sejam diferencidveis a funcao OVO é, na maioria dos casos, uma funcao

nao-diferenciavel. Este fato pode ser visualizado na Figura 1.
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O problema de otimizacao de valores ordenados (OVO - Order Value Optimization)
consiste em:
Minimizar f(z) s.a. z € €. (1)

O problema (1) é uma generalizagdo do problema Minimax. E, seguindo esta visdo

descreveremos, a seguir, algumas aplicagoes para o problema OVO:

1. Suponha que © é um espago de decisoes e que, para cada = € ), f;(x) represente o
custo da decisao x sob o cenario i. A decisao Minimax corresponde a escolha de x
de forma que o maximo custo seja minimizado. Esta é uma alternativa de decisao
muito pessimista e os tomadores de decisao poderiam optar por descartar as piores
possibilidades com o intuito de proceder de uma forma mais realista. Quando f;(x)
representa a perda esperada de um vetor das posi¢oes de um portfolio x sob o
cenario 7, a fungdo OVO de ordem p (fi, »)(7)) representa o VaR (Value-at-Risk)

da decisao = com nivel de confianga p/m [30, 40, 41].

2. Suponha que temos um problema de estimacao de parametros onde o espaco dos
parametros é ) e que f;(x) corresponde ao erro quadratico da observagao ¢ quando o
parametro z é o escolhido. A estimativa Minimax corresponde aquela que minimiza
o maximo erro. Nao é novidade alguma que esta estimativa é muito sensivel a
presenca de “outliers” [29]. Por vezes, queremos eliminar (digamos) os 15% maiores
erros porque estes podem estar representando observacgoes incorretas. Isto significa
minimizar a fungao de valores ordenados com p ~ 0.85 x m, onde m representa a

quantidade de observacoes.

3. Suponha que queremos identificar padroes ocultos na presenca de dados com muito
ruido. Nesta aplicagdo, um padrao é um subconjunto S(z) C IR", determinado
em fun¢ao de um parametro x. Por exemplo, podemos definir S(x) como sendo
o conjunto dos pontos em IR? que pertencem ao grafico de uma parabola com
coeficientes z, ou seja, S(z) = {(t,y) € R* | y = x1t*> + z2t + 23}. Um conjunto de
pontos {Pi, ..., P,} C IR" é dado. Para cada i =1,...,m, fi(z) é uma “pseudo-
distancia” entre P, e S(z). No exemplo da parabola, para cada P, = (t;,v;),
podemos definir f;(z) = (21t? + xat; +x3 —y;)?. Somente uma pequena quantidade
de pontos pertencem ao padrao oculto correto S(x,), portanto, os parametros .,

sao obtidos resolvendo o problema OVO para pequenos valores de p. Ao contrario
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dos exemplos anteriores, os problemas OVO associados a pequenos valores para p

Sao 0S mais interessantes.

O problema OVO ¢é dificil porque a fun¢ao objetivo é nao-diferenciavel (mesmo que
as fungoes f; sejam) e porque este, geralmente, possui muitos minimizadores locais.
Em [4], um método tipo Cauchy foi proposto para resolver (1). J&, em [9], propusemos
um método Quase-Newton que generaliza o método de Cauchy. Em [5], foi definida
uma reformulagao que transforma o problema OVO em um problema de programacao
nao-linear diferenciavel.

Um outro problema a ser tratado neste trabalho, é o problema de otimizacao da
menor soma ordenada (LOVO - Low Order Value Optimization). Dadas r fung¢oes reais
Fi, ..., F, definidas em um dominio 2 C IR e um inteiro p € {1,...,r}, definimos a

funcao da menor soma de valores ordenados (LOVO), S, :  — IR, de ordem p por:

p
Sp(@) =) Fiy()
=1
para todo = € Q, onde {iy(z),...,i ()} ={1,...,r} e
Fiy@(2) < Fow (@) < .. S Fy@(@) < -0 < Fiw)(2).

Se as fungoes F; sao continuas entao a fungao S, também é continua, porque esta é
uma soma de fungdes OVO que, por sua vez, sdo continuas |4, 5|. Entretanto, mesmo
que as funcoes F; sejam diferenciaveis a funcao LOVO é, na maioria dos casos, uma

funcao nao-diferenciavel. Definimos o problema LOVO da seguinte forma:

Minimizar S,(z) s.a. z € Q. (2)
Defina m = r!/[p!(r — p)!]. Claramente, o conjunto {1,...,r} contém exatamente m
subconjuntos distintos Cy,...,C,, de cardinalidade p. Para todoi =1,...,me z € (),
definimos:
file) =" Fi(x) (3)
JEC;
e

Indutivamente, ¢é facil verificar que f.;,(z) = S,(z), para todo = € 2 e, portanto, o

problema LOVO consiste em:

Minimizar fy,;,(z) s.a.x € Q. (4)
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Isto significa que o problema LOVO é um problema Minimin (caso particular do OVO,
p = 1). A caracterizagao (4) do problema LOVO sera utilizada para fins teoricos.
Entretanto, devemos ter em mente que, na pratica, estamos interessados na formulagao
(2) e que, evidentemente, nao precisamos calcular fi,..., f,, para avaliar S,,.

Vimos anteriormente, que o problema OVO (minimizar F; (,)(x)) pode ser aplicado
a estimacao robusta de parametros porque este é uma generalizacao da classica regressao
Minimax. Entretanto, o LOVO é mais adequado para estimacao robusta, se definirmos
F;(x) de forma apropriada. Se y1,...,y, € IR sdo observagbes de um determinado
fenémeno que, teoricamente, corresponde a uma lei y = T'(z,t), devemos definir F;(x)
como sendo o erro quadratico da i-ésima observagao, ou seja, Fj(x) = (T(x,t;) —y;)*. A

estimacao de quadrados minimos dos parametros x ¢ obtida resolvendo:

-
Minimizar E Fi(z) s.a. xz € Q.
i=1
Se soubermos a priori que aproximadamente r — p observacoes sao incorretas, é natural

estimarmos os parametros x resolvendo o seguinte problema LOVO:
Minimizar S,(x) s.a. x € Q.

Portanto, o problema LOVO acima é uma generalizacao do problema de quadrados
minimos nao-linear, capaz de eliminar a influéncia de “outliers”.

Quando F;(x) representa a perda esperada da decisao z sob o cenéario 7, a fun¢gao OVO
(Fi,(z)()), corresponde ao VaR da decisao z com nivel de confianca p/r. Diferentemente
do OVO, o problema LOVO nao é aplicavel para medicao de risco. A razao é que, se
as fungoes F;(z) representam a perda esperada da decisdo x sob o cenario i, a fungao
LOVO descarta as maiores perdas (como OVO e VaR), mas, nao descarta as menores.
Logo, as decisoes obtidas com LOVO serao sempre otimistas e arriscadas.

Por outro lado, o problema LOVO com p < r pode ser uma ferramenta util para en-
contrar padroes ocultos em situagoes em que uma pequena quantidade de dados corretos
estiver misturada com uma grande quantidade de observagoes ruins [7, 8, 10].

E importante ressaltar, que a principal contribuicdo desta tese é a introducio do
problema LOVO. Como vimos anteriormente, o problema LOVO esta fortemente rela-
cionado com o problema OVO. Desta forma, destinamos os primeiros capitulos para
fazer uma revisao bibliografica sobre o problema OVO. No Capitulo 1, resumimos o

material existente na literatura sobre o OVO [4, 5, 9, 10]. Dentre os topicos discutidos,
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destacam-se: condigoes de otimalidade, algoritmos e seus resultados de convergéncia e a
reformulagao diferenciavel. No Capitulo 2, apresentamos os resultados niimericos obti-
dos ao aplicarmos a estratégia OVO para encontrar padrdes ocultos [10]. No Capitulo 3,
discutimos brevemente sobre a relacao do OVO com VaR e apresentamos os resultados
numeéricos obtidos ao aplicarmos a estratégia OVO para minimizar o VaR do retorno
(lucro) de uma institui¢ao financeira, baseando-nos no modelo do sistema bancario ideal
de Stiglitz (Prémio Nobel de Economia em 2001) [9]. No Capitulo 4, definimos dois tipos
de condi¢oes de otimalidade para o problema LOVO. Para o problema LOVO irrestrito,
definimos um algoritmo que converge para pontos criticos fracos e um outro em que
temos garantia de convergéncia para pontos criticos fortes. Em ambos os casos, prova-
mos resultados de convergéncia local e global. Introduzimos também um algoritmo para
o problema LOVO com restricoes e provamos seus resultados de convergéncia. Final-
mente, no Capitulo 5, experimentos numeéricos relativos a aplicacao da estratégia LOVO
para estimacgao robusta de parametros e, para encontrar o padrao oculto de uma pro-

teina, sdo apresentados |7, 8§].
Notacao:
| - || é a norma-2 de vetores e matrizes;
B(z,0) = {x € R" | [l — z|| < d};
N (A) denota o nicleo da matriz A;
R(Z) denota a imagem da matriz Z;
R, ={teR|t>0}e R, ={teR|t>0}.
Dado K = {ko, k1, ko, ...} tal que k; < k11 e k; € IN para todo j € IN, denotamos

lim z;, = lim zj..
keK j—oo Y

Se B € IR™*"™, B > 0 significa que B é definida positiva.
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[v]; denota a i-ésima componente do vetor v. Se nao houver espago para confuso,

denotamos também v; = [v];.

Se v € R", denotamos v, = (mazx{0,v},..., max{0,v,})T.



Capitulo 1

Otimizacao de Valores Ordenados

Neste capitulo, resumiremos todo o material existente na literatura sobre o problema
OVO [4, 5,9, 10]. Dentre os topicos, destacam-se as condiges de otimalidade, algoritmos

e seus resultados de convergéncia e a reformulagao nao-linear diferenciavel do OVO.

1.1 Otimalidade

Considerando os casos em que o conjunto 2 C IR" do problema (1) é convexo e

fechado, os autores provaram em [4] a seguinte condigao de otimalidade:

Definicao. Dado ¢ > 0, z € Q2 definimos:
L(z) ={j | f(z) —e < fi(x) < f(z) + &}
Definicao. Dizemos que x é e-6timo se
Dr)={deR"|z+deQeVfi(x)'d<0,VjeIL(x)}=0.

Teorema 1.1. Se x, é um minimizador local de (1) entao x, € e-dtimo para todo € > 0.

1.2 Algoritmo Cauchy-Primal para OVO

Nesta se¢ao vamos descrever o algoritmo Cauchy-Primal proposto em [4] e seu teo-
rema de convergéncia. Diz-se que este método é “primal” porque nenhuma variavel

auxiliar ou dual é envolvida. O algoritmo gera uma sequéncia monotona (os valores
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funcionais sao decrescentes) usando diregoes de buscas obtidas da resolugao (inexata)

de um problema convexo.

Algoritmo 1.1. Seja xg € €2 um ponto inicial arbitrario. Sejam
€(0,1), A>0,e>0,n7€(0,1],0 < opmin < Omaz <1
parametros do algoritmo. Dado x; € §2, os passos para obter a nova iteracdo x| sdo:

Passo 1 (Resolu¢cdo do Subproblema)
Defina, para todo d € IR",

My(d) = max V f;(zy)"d.

jEI(x)
Considere o subproblema:
Minimizar My(d) s.a. z +d € Q, ||d]|~ < A. (1.1)
Seja dj. a solucdo de (1.1). Seja d;, tal que z; +dj, € Q, ||dillc < A e
Critério de Parada: Se M;(dy) = 0, parar.
Passo 2 (Busca Linear)
Defina t «+ 1. Se

defina ty = ¢, 1141 = x) + trdy e finalize a iteracdo. Caso contrario, escolha t,,,,, €

[0.1¢,0.9¢], defina t < 0,0 € repita o teste (1.2).

Observe que, quando €2 é convexo, o subproblema (1.1) é equivalente ao seguinte

problema convexo:
Minimizar w
Vfixr)'d <w, Vje ()
rp+deQ, ||d||le <A.

Com a hipotese A0, o seguinte teorema foi provado em [4].
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Hipotese A0. O conjunto §2 € fechado e limitado. Além disso, existe ¢ > 0, L > 0 tal
que, para todo x,y € Q, j=1,...,m,

IVfi(@)lle < ¢, IV£i(y) = V(@)oo < Llly — 2l

Teorema 1.2. Suponha que a Hipotese AO € satisfeita. Seja xy, €  a k-ésima iteragao
do Algoritmo 1.1. Entao:

1. O algoritmo pdra em xj, se, e somente se, xy € e-0timo. Se o algoritmo nao pdra
em x, entao a k-ésima iteracao estd bem definida e termina no Passo 2 com o

cilculo de xjq.

2. Suponha que x, € Q € um ponto limite de uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 1.1.

Entao z, € e-otimo.

1.3 Algoritmo Quase-Newton para OVO

O algoritmo Quase-Newton para o problema OVO, que apresentaremos nesta se¢ao,
¢ uma generalizacao do método Cauchy-Primal. Ao invés de fazer uma aproximagcao
linear das fungoes f;, tentamos uma aproximacgao quadratica tomando matrizes hessianas
semidefinidas positivas do tipo quase-Newton. Em [9], obtivemos os mesmos resultados
de convergéncia global do algoritmo Cauchy-Primal [4] e, sob algumas hipoteses mais
restritivas, obtivemos resultados de convergéncia superlinear e quadratica. A descricao

do algoritmo e uma sintese destes resultados serao apresentadas a seguir.

Algoritmo 1.2. Seja xy € €2 um ponto inicial arbitrario. Sejam
€(0,1), A>0,e>0,0< 0pmin < Omaz <1, n€(0,1], cg >0

parametros do algoritmo. Suponha que x; € Q e que {By1,. .., Brm} sdo matrizes simétri-
cas semidefinidas positivas tais que || By ;|| < cp para todo j = 1,...,m. Os passos para

obter a nova iteracdo x, 1 sdo:

Passo 1 (Resolu¢cdo do Subproblema)
Defina, para todo d € IR",
1

szBk,jd}.

My(d) = max){ij(xk)Td—i-

jEIs(CCk
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Considere o subproblema

Minimizar My (d) s.a. z +d € Q, [|d]|~ < A. (1.3)
Seja d, a solucdo de (1.3). Seja dy, tal que xp +di, € Q, [|dillc < A e
Critério de Parada: Se M;(dy) = 0, parar.
Passo 2 (Busca Linear)
Defina ¢t + 1. Se

defina t, = t, x4 1 = xx + trdy e finalize a iteracdo. Caso contrério, escolha t,,,,, €
[0.1¢,0.9¢], defina t < t,,0,0 € repita o teste (1.4).

Observe que, quando €2 é convexo, o subproblema (1.3) é equivalente ao seguinte
problema convexo:

Minimizar w
1
ij($k>Td + §dTBk’jd < w, VJ S ]E(Ik),

Como estamos supondo que as matrizes By ; sao semidefinidas positivas (ndo necessari-
amente definidas positivas), o controle do passo ||d||.c < A é necessario para garantir
que o subproblema tenha solucao. Claramente, se ) é limitado esta restricdo nao é
necessaria, ji que a restricao xy + d € Q garante ||d||oc < A, para A suficientemente
grande.

Abaixo segue o teorema de convergéncia global para o Algoritmo 1.2, provado em [9],

enunciando resultados analogos aos apresentados na secao anterior.

Teorema 1.3. Suponha que a Hipotese AOQ ¢é satisfeita. Seja xp € Q a k-ésima iteragao
do Algoritmo 1.2. Entao:

1. O algoritmo pdra em x) se, e somente se, xp € e-dtimo. Se o algoritmo nao pdra
em x, entao a k-ésima iteracao estd bem definida e termina no Passo 2 com o

cilculo de xp41.
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2. Suponha que x, € Q € um ponto limite de uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 1.2.

Entao z, € e-otimo.

Discutiremos, a seguir, os resultados de convergéncia local do Algoritmo 1.2. Sob
algumas hipoteses apropriadas e restringindo-nos aos casos em que €2 é descrito por
um conjunto de restri¢des lineares, provamos em [9], que a sequéncia gerada pelo Algo-
ritmo 1.2 converge superlinearmente (ou quadraticamente) para um ponto limite x,. A
técnica utilizada em [9] para obter os resultados de convergéncia local consiste em re-
duzir, a0 maximo, o problema OVO & minimizagao de uma tnica funcao diferenciavel e
imitar os resultados provados em [3], para um método de métrica variavel com restri¢oes
lineares.

A hipotese A1 diz que {z}} é uma sequéncia infinita gerada pelo Algoritmo 1.2, z, é
um ponto limite isolado, em dois sentidos. Por um lado, é um tinico ponto estacionario
em uma bola B(z,,d). Por outro lado, para todos os pontos desta bola, o conjunto I.(z)

contém um tunico indice.

Hipotese Al. Existe um ponto x, € Q, uma sequéncia {xy} gerada pelo Algoritmo 1.2

e um conjunto infinito de indices K C IN tal que

lim 21, = ..
keK

Além disso, ezxistem € >0, § > 0, jo € {1,...,m} tais que x, € o unico ponto e-dtimo

do problema (1) que pertence a B(x.,0) e, para todo x € QN B(x,, ),

Le(x) = {Jo}-

A segunda hipotese diz que as matrizes By ; sao definidas positivas (nao apenas
semidefinidas positivas como foi suposto anteriormente) e que as normas de || By || e

||B/,€_J1 || sdo limitadas.

Hipoétese A2. Para todo k =0,1,2,..., j=1,...,m, a matriz By ; € definida positiva,
IBrjll < ep e [|Bijll < cs.

Hipétese A3. O conjunto vidvel 2 € dado por:

Q={re R"| Az < b}.
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A matriz A tem q linhas e n colunas. Sem perda de generalidade, vamos supor que as

restricoes ativas em x, sao aquelas correspondentes as primeiras s linhas de A.

De agora em diante, definimos:
A= (al,...,aq)T, b= (bl,...,bq)T,

A: (CLl,...,CLS)T, [_):(bh...,bs)T.

As proximas duas hipoteses dizem, respectivamente, que a condicao de complemen-
taridade estrita é satisfeita e que os gradientes das restricoes ativas sao linearmente

independentes em x,.

Hipétese A4. Os multiplicadores na solugao sao tais que

A]i>0, Vi=1,...,s.

Hipotese A5. Os vetores ay,...,as sao linearmente independentes. (Em particular,

s<mn.)

A hipotese seguinte refere-se a implementacao do algoritmo. Esta diz que escolhe-
mos dj, = dj, como sendo a soluciao do subproblema, pelo menos para k suficientemente

grande.
Hipotese A6. Para todo k suficientemente grande, dj, = dj,.

A hipdtese A7 impoe condicoes adicionais sobre a diferenciabilidade da funcao f;,.
Vamos supor que f;, possui derivadas de segunda ordem e que estas derivadas sao

Lipschitz-continuas em uma vizinhanca de z,.

Hipotese A7. A Hessiana V2 f; (z) existe e é continua para todo x em uma vizinhanga

de x,. Além disso, existe Ly > 0 tal que, para todo x,y nesta vizinhanga,

IV £io(y) = V2o (@) < Lally — 2.
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A hipotese A8 é uma condigao Dennis-Moré [19]. Esta hipotese exprime os requeri-

mentos minimos para provar que a convergéncia é superlinear.

Hipotese A8. Eriste Z € IR™ "% tal que R(Z) = N(A) e

i 127 Bro = V2 fio (@)l _

= 0.
koo e

A hipotese A9 especifica uma condicao suficiente para que x, seja um minimizador

local de f;, sujeito as restri¢oes ativas.

Hipotese A9. A Hessiana V2 f; (x.) € definida positiva no N'(A). Em outras palavras,
ZTN? fio(x)Z & definida positiva se Z é tal como em AS.

O teorema final desta secao diz que, se as hipoteses A0—A9 sao satisfeitas, a con-
vergéncia ¢ superlinear. A convergéncia ¢ quadratica se as matrizes By j, sao as ver-

dadeiras hessianas.

Teorema 1.4. Suponha que as hipoteses A0 — A9 sao satisfeitas. Entao, para k su-
ficientemente grande, temos t, = 1 e Az, = b. Além disso, {x;} converge superlinear-

mente para x,.. Finalmente, se, para k suficientemente grande,
By,j, = v2fj0(xk)7

a convergéncia € quadrdtica.

1.4 Reformulacao Diferenciavel do OVO

O problema OVO é um problema de otimizagao nao-convexa e nao-diferenciavel.
Em [5], os autores transformaram o problema OVO em um problema de programagao
nao-linear diferenciavel cujas restricoes sao conhecidas como restricoes de equilibrio.
Ver [6].

O teorema a seguir, provado em [5|, mostra que resolver (1) é equivalente a resolver

um problema de programacao nao-linear diferenciavel.
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Teorema 1.5. O ponto x € § € uma solu¢ao do problema OVO se, e somente se,

existem v’ v w' € R™ e 2’ € IR tais que (z,r', v/, w', 2") é uma solugio de:

Minimizar z

Z;‘Zl T,Ww; = 0
> (I =r)u; =0
s.a. Yo i =p (1.5)

w—z+ filr) —w; =0,i=1,....,m
\ u>0,0<r<1,w>0, €.

E facil verificar que, no caso p = m, que corresponde ao problema Minimax, a refor-
mulacao (1.5) reduz-se a classica reformulagao (de programacao nao-linear) do problema
Minimax:

Minimizar z s.a. z > fi(z), i=1,...,m, z € Q.

Se (x,r,u,w,z) é um ponto vidvel da reformulacdo entdo z > f(x). A possibili-
dade de z > f(x) para pontos viaveis de (1.5) ndo estd descartada. Entretanto, para
minimizadores locais de (1.5), a identidade z = f(x) necessariamente se verifica. As
demonstracoes destas propriedades podem ser encontradas em [5].

O seguinte teorema, demonstrado em [5], mostra a relacdo entre os minimizadores
locais do problema OVO e os de sua reformulagao. Essencialmente, um minimizador local
de (1) gera um minimizador local de (1.5). A reciproca é verdadeira, mas, necessita de

uma indispensavel hipotese adicional.

Teorema 1.6. Suponha que x € Q é um minimizador local de (1) e que (x,r,u,w, f(x))
¢ um ponto vidvel de (1.5). Entao, (x,r,u,w, f(z)) é um minimizador local de (1.5).
Reciprocamente, se, para algum z € IR, temos que (x,r,u,w,z) é um minimizador lo-
cal de (1.5) sempre que (x,r,u,w,z) seja um ponto vidvel, entao z = f(x) e x € um

minimizador local de (1).

A reformulacao (1.5) é um problema de minimizacao diferenciavel com restrigoes de

equilibrio. Isto inclui as restricoes de complementaridade:

ryw; =0, r; >0, w; >0

(I1—r)u;=0,r, <1, u; > 0.
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Restri¢oes de complementaridade sao responsaveis pelo fato de nenhum ponto viavel
satisfazer a condigao de qualificagdo de Mangassarian-Fromovitz [12, 32|. Portanto,
minimizadores do problema podem nao satisfazer as condicoes de KKT e isto pode
representar uma dificuldade para os algoritmos de programacao nao-linear. Um resultado
muito interessante, provado em [5], é que, pelo menos quando Q = IR™, este possivel
obstéculo nao existe. Mais precisamente, minimizadores locais de (1) geram pontos KKT
de (1.5) mesmo com a falta de regularidade dos pontos.

Uma hipoétese essencial para mostrar este resultado é que x, deve ser um ponto esta-
cionario de primeira ordem do OVO. Esta é uma condicao de otimalidade, apresentada
em [5], mais forte que a descrita na Se¢ao 1.1. Antes de enuncié-la, para cada = € ,
defina:

L(x) ={ie{l,...,m} | fi(z) < f(2)},
Ex) ={ie{l,....m} | fi(z) = f(z)},

Gx)={ie{l,...,m}| fi(z) > f(x)}.
Claramente, os conjuntos L(x), E(z) e G(z), tais como a fun¢do OVO f(z), dependem
da escolha de p. Entretanto, nao vamos deixar esta dependéncia explicita com o intuito
de simplificar a notacao. O teorema a seguir define a condi¢ao de otimalidade relacionada

com as diregoes tangentes.

Teorema 1.7. Suponha que x é um minimizador local de (1) e que f; possui primeira
derivada continua em uma vizinhang¢a de x para todo i € E(x). Entdo, para todas as

direcoes tangentes d unitdrias,

#{i € BE(z) | Vfi(x)"d < 0} < p—#L(z).

O Teorema 1.7 justifica a definicao dos pontos estacionarios de primeira ordem.

Pontos estacionarios de primeira-ordem

Suponha que todas as fungoes f; que definem o problema OVO possuem primeiras
deriwadas continuas em um conjunto aberto que contém 2. Dizemos que x € €2 € um
ponto estaciondrio de primeira ordem do problema OVO se, para todas as direcoes tan-

gentes d unitdrias,

#{ic BE(x) | Vfi(z)'d <0} <p—#L(z).
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Finalmente, o teorema a seguir formaliza o resultado.

Teorema 1.8. Suponha que Q2 = IR" e seja x. € Q2 um ponto estaciondrio de primeira
ordem do problema OVO. Sejam r,u,w € IR™ tais que (T.,7,u,w,z,) seja um ponto

vidvel de (1.5) com z, = f(x.). Entao, (x.,r,u,w,z,) € um ponto KKT de (1.5).

A robustez e a eficiéncia de muitos algoritmos de programagao nao-linear estao forte-
mente relacionadas com o cumprimento das condi¢coes de KKT na solugao. Portanto, o
fato dos minimizadores serem pontos KKT pode ser considerado como um forte argu-
mento para tentar resolver o problema OVO com métodos de otimizacao tradicionais.
Porém, esta abordagem nao foi muito explorada neste trabalho. Focamos nossa atengao
nos métodos primais que tém a vantagem de trabalhar com uma quantidade bem menor

de variaveis.



Capitulo 2

Encontrando Padroes Ocultos com

OVO

A procura de padroes ocultos é uma das mais desafiantes pesquisas existentes em
modernos “data mining”. Varios artigos descrevem problemas de encontrar padroes
ocultos nas mais diferentes areas, como Ecologia [23, 33|, Administracao da Satude P-
blica [31], Arte [47], Psiquiatria [25], Historia Social [46], Demografia [15, 16| e muitos
outros.

Considere a nuvem de pontos dada na Figura 2.1. A primeira vista, as duas nuvens de
pontos sao qualitativamente similares. Entretanto, na Figura 2.1-A existem exatamente
cinco pontos que pertencem a uma mesma parabola ao passo que, na Figura 2.1-B, tal

conjunto de pontos nao existe.

A B

Figura 2.1: Padroes Ocultos
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Na Figura 2.2 mostramos, novamente, os pontos da Figura 2.1-A juntamente com
a parabola que passa por estes pontos especiais. Em situagoes como esta, dizemos que
a Figura 2.1-A esconde o padrdo de uma parabola (ou, simplesmente, esconde uma

parabola).

Figura 2.2: Parabola Oculta

Na proxima se¢ao mostraremos como o problema OVO pode ser utilizado para encon-
trar padroes ocultos deste tipo. Muitos dos exemplos a serem apresentados nas proximas
secoes sao suficientemente simples e pequenos para serem resolvidos de forma exaustiva
por métodos enumerativos. Entretanto, se a quantidade de dados ou o nimero de pa-
rametros desconhecidos ¢é incrementada, a utilizacao de procedimentos combinatoérios
torna-se inviavel. Esta é razao pela qual nao consideraremos métodos enumerativos em
nossas analises.

Devemos mencionar que em muitos artigos de “data-mining” e aplicacoes, padroes
sao ocultos no sentido de que estes sao dificeis de serem encontrados, ao menos, utilizando
procedimentos de ajuste padroes. Em nosso caso, padroes estao ocultos porque estes
sao revelados tomando em conta somente uma pequena quantidade de dados, devido ao

fato de muitas das informagoes avaliadas estarem severamente corrompidas.

2.1 Metodologia

Suponha que {(t1,%1), .., (tm,Ym)} C IR* & um conjunto de dados e que sabemos
que estes dados contém muito ruido. Nesta aplicacao, um padrao é definido como sendo

um subconjunto S(r) C IR?, determinado em fungdo de um parametro z. Para cada i =
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1,...,m, defina f;(z) como sendo uma “pseudo-distancia” entre (¢;,y;) € S(x). Suponha

que esta “pseudo-distancia”, para cada par (¢;,y;), possa ser descrita da seguinte forma:

filw) = (T(x,t:) — y:)*. (2.1)

Se, por exemplo, T(x,t) = x1t* + xot + x3 representa uma parabola com coeficientes
x = (11,29, 73)", entdo, o padrao S(x) ¢ formado pelo conjunto dos pontos que passam
por esta parabola e (2.1) representa a fun¢io de erro quadratico da observagio i se x
for o parametro adotado. Nestes casos, na presenca de dados com muito ruido, o ajuste
de quadrados minimos da forma y; ~ x,t> + 29t + x5 conduz a resultados desastrosos
devido a influéncia opressiva de “outliers”.

Dado p € {1,...,m}, o conjunto de fung¢oes (2.1) define um problema OVO para
o qual os Algoritmos 1.1 e 1.2 podem ser aplicados. A idéia é resolver este problema
para diferentes valores de p. Se p é um valor proximo de m a expectativa é que o
valor da fungao OVO na solucao encontrada seja alto, mostrando que existe uma grande
quantidade de dados incorretos, fato este que pode ser reforcado ao observar também os
valores de f; ,..., fi, que representam a “pseudo-distancia” dos p pontos mais proximos
ao padrao S(z). Somente um pequeno nimero de pontos pertencem ao padrao oculto
correto S(z,), portanto, os parametros x, sao obtidos resolvendo o problema OVO para
pequenos valores de p. Entao, quando diminuimos o valor de p, a funcao OVO na solucao
tende a decrescer também. A expectiva é que quando tomamos o valor “correto de p”, a

funcao OVO decresca abruptamente, tomando um valor proximo de zero.

2.2 Experimentos Numeéricos

Os métodos propostos no capitulo anterior, para resolver o problema OVO, sao méto-
dos locais, isto ¢, temos apenas a garantia de convergéncia para pontos que sao e-6timos.
H4, portanto, a necessidade de complementar o método local com uma estratégia de mi-
nimizagao global de forma a obtermos uma maior eficiéncia. Em [10], inserimos o método
local, proposto na Secao 1.2, em uma heuristica global onde minimizagoes locais podem
ser melhoradas por uma estratégia “tunneling” baseada no problema de valor inicial
que define um oscilador harmonico. Além disso, esta incorporada a esta heuristica um
procedimento “multistart” para gerar diferentes pontos iniciais seguindo alguns critérios

para descartar pontos iniciais “pobres”. O mais importante aqui é ter em mente que esta
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estratégia global realiza intimeras minimizacoes locais com o Algoritmo 1.1. Como o ob-
jetivo deste trabalho é mostrar como o OVO pode ser utilizado para encontrar padroes
ocultos, nao nos aprofundaremos neste assunto e vamos focar mais na implementagao
do Algoritmo 1.1. Para maiores detalhes da estratégia global, ver [10, 42].

Algumas caracteristicas relativas a implementacao do Algoritmo 1.1 estao descritas

abaixo:

e Como mencionado anteriormente, o problema (1.1) é um problema de otimizagao
convexa. Além disso, em nossas aplicacoes as restricoes que definem €2 sao lineares,

portanto (1.1) é um problema de programagao linear. Para resolvé-lo usamos a
rotina DDLPRS da biblioteca IMSL.

e Os subproblemas sao resolvidos exatamente. Isto significa que usamos n = 0.
e Os parametros algoritmicos utilizados foram:

=05 A=1 =102 0min = 0.1, Tmax = 0.9.

e No procedimento “backtracking” (1.2) tomamos t,,, = 0.5t.

e Todos os experimentos deste capitulo foram realizados em um Pentium 4, 2.4 Ghz,
1Gb RAM em FORTRAN de dupla precisao.

2.2.1 Encontrando Polindmios Ocultos

Nos experimentos a seguir, o padrao oculto é um polindémio de grau n —1. Em todos
os casos geramos m dados de forma aleatoria. Dez por cento dos dados sao “corretos”
no sentido de que eles se ajustam perfeitamente a um polindémio com coeficiente z,
previamente escolhido. Definimos © = [—10, 10]". Para cada i = 1,...,m, definimos a

funcao de erro da seguinte forma:
filw) = Ot — ).
j=1

Os resultados obtidos ao aplicar o Algoritmo 1.1 (inserido na heuristica global)
para encontrar polindmios ocultos estao reportados nas Tabelas 2.1-2.6. As figuras a
esquerda representam os dados; a primeira coluna da tabela reporta os diferentes valores

de p testados, a partir da segunda coluna reportamos a melhor solu¢ao encontrada pelo



2.2. EXPERIMENTOS NUMERICOS 21

z f(x)
1.54 084 5.14 | 2.37
1.66 1.39 2.59 | 1.33
1.51 0.90 6.23 | 0.27
1.00 -5.00 2.00 | O
1.00 -5.00 2.00 | O
-0.34 165 397| O

W B~ ot O N o3

Tabela 2.1: m = 50, “p correto’=5, z, = (1,-5,2)

p @ f(x)

. M LN K . ‘/—\. ., .
Sy | 1312094 619 1.95 | 3.4 | || \\\ .
ARRIORY 12 | -1.04 -5.90 5.45 | 1.42 A \

St 1095 -694 808|100 | [ LN
e 10 | -1.00 -6.00 4.00| 0 R \\
-1.00 -6.00 4.00| 0 o \
8 |-1.00 -6.00 4.00| 0 \

Tabela 2.2: m = 100, “p correto’= 10, z, = (—1,—6,4)

algoritmo e o valor da funcao OVO neste ponto; a figura a direita revela o polindémio

oculto e os pontos que fazem parte deste padrao (pontos circulados em verde).

2.2.2 Encontrando Circunferéncias Ocultas

Nos experimentos desta secao, o padrao oculto é uma circunferéncia. Neste caso,

precisamos estimar trés parametros x, To, x3 € €2 onde
Q={rcR| —10<z1,1, <10, 0 < 23 < 10},
O centro da circunferéncia oculta é (z1,x2) e o raio é z3. As fungoes f; sao:
filw) = [(t; = 1)* + (yi — x2)” — 3]

Novamente, geramos m dados de forma aleatoria. Dez por cento dos dados sao

“corretos” no sentido de que eles pertencem a uma circunferéncia de centro (z7, 25) e raio
. . : : . :

x; previamente escolhidos. Os resultados, seguindo as mesmas convencoes anteriores,

estao reportados nas Tabelas 2.7-2.9.
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p x f(z)
18 | -1.00 0.97 -6.19 | 0.09
17 | -1.00 1.00 -6.18 | 0.03
16 | -1.00 1.00 -5.96 | 0.03
15 | -1.00 1.00 -6.00| 0
14 | -1.00 1.00 -6.00 | 0
13 | -1.00 1.00 -6.00 | 0

Tabela 2.3: m = 150, “p correto”’= 15, z, = (—1,1,—6)

p x f(z)
8 [048 -0.52 -7.83 -10.0 | 3655.75
7 1097 476 5.77 -10.0| 679.53
6 |1.05 510 -0.95 -10.0 | 140.50
5 |1.00 500 3.00 -7.00| 0
4 124 355 -590 -058| 0
3 [121 334 584 136| 0

Tabela 2.4: m = 50, “p correto”=5, =z, = (1,5,3,-=7)

=T,

p x f(z)

13 [-0.98 346 217 51420712 | |

12 1-0.98 321 0.80 1.73 | 118.89 \ oo

11]-1.00 300 297 88600372 | A\ -

10 |-1.00 3.00 3.00 9.00| 0 \\

9 |-1.00 3.00 3.00 9.00| 0
.00 3.00 3.00 9.00| 0

Tabela 2.5: m = 100, “p correto”= 10,
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p z f(z)
18 |-0.98 3.10 4.89 -2.21 | 55.2
17 |-1.01 2.96 857 0.66 | 37.1
ST 16 1,010 3.06 779 -1.75 | 12.0
R A T s 100 3.00 .00 0.00 | 0

14 |-1.00 3.00 7.00 0.00| 0
13 |-1.00 3.00 7.00 0.00| 0

Tabela 2.6: m = 150, “p correto’= 15, z, = (—1,3,7,0)

x f(x)
0.01 1.50 5.63 | 0.18
5.71  3.09 4.29 | 0.08
5.66 3.04 4.32 | 0.01
5.00 -3.00 7.00| O
5.00 -3.00 7.00| O
-4.99 -481 568 | 0

[SCRETS G S I e N

Tabela 2.7: m = 50, “p correto”’=5, z* = (5,—3,7)

p T f(z)
13 1 1.00 -2.00 4.87| 1.63
12 [ 1.00 -2.00 4.88 | 1.46

111092 -1.99 500063 | ||+ /7, .\ ]
10 | 1.00 -2.00 5.00| 0© JRURE WP o
9 | 1.00 -2.00 5.00| 0 - \_/

1.00 -2.00 5.00| 0

Tabela 2.8: m = 100, “p correto”= 10, z* = (1,—2,5)
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p x f(z) _
18 | -3.05 1.69 7.69 | 3.69 A\
. 17 | -3.07 168 7.60 | 3.33 ,/ TN
- 16 | -3.00 1.04 7.00 | 0.38 [ > .
’ 15 [ -3.00 1.00 7.00| 0 N
.‘ I_.,__./-. . . *
L 14 [ -3.00 1.00 7.00| 0 LT
A 13 | -3.00 1.00 7.00| 0 Ll &

Tabela 2.9: m = 150, “p correto”’= 15, z* = (-3,1,7)

p x f(z)

8 [ 1.87 -552 13.2| 0.45

7 11.89 -548 13.0 0.28 .
6 | 1.86 -5.49 12.9| 0.09 R/
5 11.00 -4.00 7.00| 0 R’ '
4 11.00 -4.00 7.00| 0 Ao
3 470 573 58| 0 '

Tabela 2.10: m = 50, “p correto’=5, z* = (1,—4,7)

2.2.3 Encontrando “Bananas” Ocultas

Nos experimentos desta secao, o padrao oculto é uma curva no plano-ty, da forma:
(Y — 22— (t —21)*)* + (1 = (t — 1)) = a3,
onde x1,xo e T3 sao os parametros que precisamos estimar. Definimos:
Q={rcR| —10<z1,7, <10, 0 < 23 <20},
E, para cada 7 = 1,..., m a funcao de erro é dada por:
fiw) = [(yi — w2 — (ti = 20)*)* + (1= (i — 1)) — wa”.

Novamente, geramos m dados de forma aleatéria. Dez por cento dos dados sao
“corretos” no sentido de que eles pertencem a uma curva pré-definida pelos parame-
tros x,. Os resultados, seguindo as mesmas convencgoes anteriores, estao reportados nas

Tabelas 2.10-2.12.
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p x f(x)

13 | -1.00 -6.89 8.98 | 0.34

12 | -1.00 -6.95 9.01 | 0.06

11 | -1.00 -7.00 9.00 | 0

‘ 10 | -1.00 -7.00 9.00 | 0
1.00 -7.00 8.99| 0

1.00 -7.00 9.00| 0

Tabela 2.11: m = 100, “p correto’= 10, z* = (—1,-7,9)

p x f(z)
18 | -0.02 -6.07 15.2 | 0.83
_ 17 | -0.01 -6.01 15.5| 0.60
! 16 | -0.00 -6.00 14.7 | 0.07
15 | 0.00 -6.00 15.0| 0
14 |-0.00 -6.00 15.0| 0
13| 0.00 -6.00 15.0| 0

R
A\ L

b

y!

Tabela 2.12: m = 150, “p correto”= 15, z* = (0, —6, 15)
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P x f(z)
13| 0.31 422 814 6.06 | 3.3E-3
12 | -0.08 4.03 9.12 4.93 | 8.4E-4
11 | -0.02 4.01 9.12 4.94 | 6.9E-4
10 | 0.00 4.00 9.00 5.00| 0
0.00 4.00 9.00 5.00| 0
0.00 4.00 9.00 5.00| 0

Tabela 2.13: m = 50, “p correto”= 10, z* = (0,4,9,5)

2.2.4 Encontrando Elipses Ocultas

Nos experimentos desta secao, o padrao oculto é uma elipse:

(t; — z1)? n (y;i — x2)?

2

- = =1
3 4

Neste caso, precisamos estimar quatro parametros xi, ro, x3 € x4 € ) onde
Q={rcR*| —10 < w2, <10, 0 < 23,24 < 10}.

Portanto, as funcoes de erros sao:

t— )2 1)
fiw) = | x?) Ll I;Q) -1

Novamente, geramos m dados de forma aleatéria. Vinte por cento dos dados sao
“corretos” no sentido de que eles pertencem a uma elipse pré-definida pelos parame-

tros x,. Os resultados, seguindo as mesmas convencoes anteriores, estao reportados nas
Tabelas 2.13-2.15.

2.3 Analise dos Resultados

Analisando as tabelas e ilustracdes correspondentes, apresentadas na secao ante-
rior, podemos concluir que os resultados foram coerentes as expectativas descritas na
Secao 2.1. Para os maiores valores de p testados, obtivemos um valor nao-nulo significa-
tivo da funcdo OVO. A medida que diminuimos o valor de p, o valor da funcio OVO
também diminuiu, porém, quando tomamos o valor “correto de p”, o valor da funcgao

OVO decresceu abruptamente, atingindo o valor zero. Quando este fato nao ocorrer,
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p T f(z)

1 [23 ] 000 199 890 7.04 | 4.3E4 —
' 22 | 0.03 -1.99 893 7.04|22E-4| ||| =
21 | 0.01 -1.98 8.98 6.9 | 7.8E-5
20 [ -0.00 -2.00 9.00 7.00 | 2.6E-6
19| 0.00 -2.00 899 7.00 | 6.0E-6

18 | 0.01 -2.00 9.00 6.99 | 7.1E-6

Tabela 2.14: m = 100, “p correto”’= 20, z* = (0,—2,9,7)

p % f(z)

33 | 1.00 0.02 8.03 9.02 | 4.8E-4
32 11.04 0.01 8.01 9.00|3.1E-4
31 1 1.02 0.01 796 899 |2.0E-4
30 | 1.00 -0.00 8.00 8.99 | 3.9E-6
29 | 1.00 -0.02 8.00 9.00 | 2.4E-5

28 10.97 -0.00 7.99 9.00 | 7.4E-5

Tabela 2.15: m = 150, “p correto”’= 30, z, = (1,0,8,9)
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como foi no caso da elipse, podemos concluir que, apesar de termos valor “correto de p”
pontos que se ajustam perfeitamente ao padrao (da elipse) existem outros que, apesar
de nao se ajustarem perfeitamente, estao muito proximos deste padrao, lembrando que
esta proximidade é medida pelas funcoes de “pseudo-distancia” f;. Mas, mesmo nestes
casos, pelo fato dos dados estarem severamente corrompidos, o “salto” da fungao OVO
certamente seria observado, porém, para valores de p um pouco maiores que o valor
“correto de p”.

Apesar de termos apresentado duas opgoes (Algoritmos 1.1 e 1.2) para resolver
o problema OVO, utilizamos o Algoritmo 1.1 por ser a unica op¢ao no momento em
produzimos [10]. Como o intuito deste capitulo é mostrar como o problema OVO pode
ser utilizado para encontrar padroes ocultos, nao reproduzimos os experimentos com o

Algoritmo 1.2. Uma comparacao entre os métodos serd feita no préoximo capitulo.



Capitulo 3

Otimizando o Valor em Risco VaR com

OVvVO

Neste capitulo, faremos uma breve introducao do Valor em Risco VaR e sua relagao
com o problema OVO. Em seguida, apresentaremos os resultados numéricos obtidos ao
aplicar a estratégia OVO para maximizar o VaR do retorno (lucro) de uma instituigao
financeira baseado em uma versao, levemente modificada, do modelo do sistema bancario
ideal de Stiglitz [45].

3.1 Valor em Risco VaR

O Valor em Risco VaR e o Valor em Risco Condicional CVaR sao duas importantes
medidas de risco que, nos ultimos anos, tém sido amplamente utilizadas para selegao
de portfolios e analise de risco. O VaR é de longe a medida de risco mais popular
e aceita entre as intituicoes financeiras. Dado um certo nivel de confianca, o VaR é
uma estimativa da maxima perda que um tomador de decisoes deve esperar durante
um periodo padrao (por exemplo: dia, semana ou ano). Em outras palavras, com
certa probabilidade, as perdas nao excederao VaR. Ao considerar cenarios, o VaR é
uma funcao, com respeito ao vetor das posicoes, nao-diferencidvel, nao-convexa e com
varios minimizadores locais, dificultando seu controle e otimizacao. Descri¢oes de varias
metodologias para modelar o VaR podem ser encontradas no site www.gloriamundi.org.
O CVaR quantifica as perdas que excedem o VaR e agem como um limitante superior

para o VaR. Consequentemente, o CVaR é extremamente sensivel a presenca de cenérios
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catastroficos. A vantagem é que, em determinadas condigoes, o CVaR é uma fungao
convexa com respeito ao vetor das posicoes e pode ser minimizada utilizando técnicas
de programacao linear [40, 41].

Por defini¢ao, com respeito a um especificado nivel de confianca 3, o 3-VaR de um
portfolio é a menor quantidade « tal que, com probabilidade (3, a perda nao exceda «,
ao passo que, o -CVaR é a expectancia condicional das perdas acima da quantidade
a. Trés valores de 3 sao comumente considerados: 0.90, 0.95 e 0.99. Por definicao, o
(-VaR nunca serd menor que o §-CVaR.

Seja f(z,y) a funcao de perda associada a um vetor de posigoes x, a ser escolhida
dentro de um determinado subconjunto €2 de IR™. O vetor x pode ser interpretado como
sendo a representacdo de um portfolio e Q2 o conjunto de portfolios disponiveis (sujeito
a varias restri¢bes), mas outras interpretagoes podem ser feitas. O vetor y corresponde
as incertezas que podem afetar as perdas. Claramente, a perda pode ser negativa e
portanto, com efeito, contitui um ganho.

Para cada z, a perda f(z,y) é uma variavel aleatoria que tem uma distribui¢ao
em IR induzida pela distribuicao da variavel aleatoéria y. Na pratica, nao é necessério
ter uma expressao analitica da funcao densidade de probabilidade de y. Em geral,
assume-se que as perdas sao discretamente distribuidas. Esta distribuicao discreta da
perda pode ser obtida amostrando m cenarios y;, ¢ = 1,...,m de alguma distribuigao
continua subjacente. Os pontos amostrais y;, ¢ = 1,...,m podem coincidir, portanto, a
probabilidade de pontos discretos sao multiplos de 1/m. Dada uma amostra de tamanho
m, defina as perdas f;(z) = f(x,y;), i = 1,...,m para cada vetor de posi¢oes x. Assim,

para cada x podemos ordenar as perdas de forma que:

Ji@) (@) < fiw(®) <00 < fin@) ().

Em funcdo de « defina para cada z fixo, ¥(z,a) como sendo a probabilidade da

perda nao exceder a. Apenas para efeito de exemplificagao suponha que:

fz1($)($) <...< fzp(:v)('r) < fip+1(az)<x> <...< fzm(:c)(x)

Entao, ¢ (x, f;,) é igual a p/m que, naturalmente, coincide com a probabilidade de
ocorréncia de um cenario pertencente ao subconjunto {y;,,...,y; } dentre o total de m
cenarios. E, mesmo que tivermos empate na funcao de ordem p podemos observar que

a probabilidade v (z, f;,) da perda nao exceder f; ¢ maior ou igual a p/m.
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Neste contexto, dado um nivel de confianga § € (0,1) definimos o $-VaR para a

perda associada a uma decisao x por:
f-VaR(z) = min{a € R | Y(z,a) > [}. (3.1)
No caso em que 3 = p/m temos, para cada z fixo, que:

{Oé € {fiu"'vfim} |¢(3§',Oé) 2 ﬁ} = {fip7fip+17"'7fim}>

& aue, ¥z, i) > p/m, V(. fi) = (p+1)/m>p/m e bz, fi,) = 1> p/m.
Portanto, segue da defini¢cao (3.1), que o p/m-VaR de um vetor de posi¢oes = é
fi,(2)(x), ou seja, a fungao p/m-VaR corresponde a funcao OVO de ordem p. Entao,
dados m cenarios y;, i = 1,...,m, definindo as fun¢oes de perda fi(z) = f(x,v;), i =
1,...,m, o problema de encontrar o portfolio x €  que minimiza o p/m-VaR equivale
a resolver o problema OVO de ordem p.
Para finalizar, vamos dar a “visao OVO” do p/m-CVaR. Em [40, 41|, os autores

definiram a funcao auxiliar

m

Z[fi(x) —aly

=1

~ 1
f—
Fs(z,a) = a+ o—

e provaram que o par (T, a,) que soluciona o problema

in F
o lmn (o)

é tal que z, é o portfolio que minimiza o p/m-CVaR e a, é o p/m-VaR se tivermos
arg min F| Ty, ) = { Qs f.
gmin (., a) = {a.)

Caso contrério, «, é apenas um candidato, ji que, p/m-VaR é o menor valor de «
pertencente ao conjunto arg min,ep ﬁ’ﬁ(x*,a), ver |40, 41]. Reciprocamente, sabendo
que o p/m-VaR de x ¢é f; () e, restringindo-nos ao caso em que o tinico elemento de

Q) é x, chegamos a seguinte conclusao:

PIm-CVaR() = fyo(e) + = S [(w) = o)y
= fi,@(@) + ml p Z i@ (@) = fip@) (@)]
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Isto significa que p/m-CVaR ¢é a média das fun¢oes acima (ao considerar os indices)
da fungdo OVO de ordem p. Em outras palavras, o p/m-CVaR corresponde a funcao
da soma dos m — p maiores valores ordenados que, fazendo uma analogia ao LOVO,
definiria um problema HOVO (High Order Value Optimization). Mais ainda, definiria

um problema Minimax.

3.2 Aplicacao

O objetivo deste capitulo é aplicar o OVO para minimizar o VaR da perda (maximi-
zar o VaR do retorno). Apesar da teoria do VaR estar baseada na perda, a interpretagao
do VaR do retorno é analoga. Dado um nivel de confianca (3, o $-VaR do retorno
representa o minimo lucro esperado com este nivel de confianca.

Em nossa aplicagao, o objetivo é maximizar o VaR do retorno de uma institui¢ao
financeira. Todo processo de modelagem estéd baseado no modelo do sistema bancério
ideal (SBI) de [45] (o autor Joseph Stiglitz recebeu o Prémio Nobel de Economia em
2001 por seu trabalho sobre a analise de mercados com informacoes assimétricas), entao,
vamos descrever nesta secao as principais caracteristicas do modelo.

O modelo do SBI discutido aqui se refere as tomadas de decisoes de um banco de
deposito e investimento. Ou seja, nosso banco toma depositos dos clientes, concede
crédito e aplica em titulos do governo. O banco deve decidir quanto emprestar, quanto
cobrar de juros pelos empréstimos concedidos, quanto investir em titulos do governo e,
quanto investir em avaliacao dos candidatos a empréstimo.

No (levemente modificado) modelo do SBI de um periodo, as variaveis de decisdo

Sao:
e M: valor a ser investido em titulos do governo;

e N: valor a ser concedido em crédito;

r: taxa de juros anual a ser cobrada pelo crédito concedido;
e c: valor a ser investido em avaliacao dos candidatos ao crédito;

e D: soma dos depositos realizados efetivamente no banco dentro do periodo con-

siderado;
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e s5: taxa de juros a ser paga aos depositantes.
Os dados disponiveis sao:
e a: patrimonio liquido inicial;

e 7: compulsorio (porcentagem de depoésitos que o governo exige que sejam deposi-

tados sem juros no Banco Central);
e p: taxa de juros paga pelos titulos piblicos.
Existem outros dados que, na realidade, sao estimativas:

e N4 dada cada taxa r, N¢(r) estima a demanda por crédito para esta taxa. Se o

banco oferece uma taxa muito baixa a demanda por crédito sera maior e vice-versa.

e D°: dada cada taxa s, D°(s) estima a quantidade de depositos que o banco recebe-
ria para esta taxa. Naturalmente, se s é grande, D°(s) tende a ser grande também

e vice-versa.

e f: dado o valor dos gastos com avalia¢ao e, f(e) é uma fun¢ao que mede a incerteza
na previsao de que o devedor foi bem avaliado. Se e é grande, f(e) se aproximara
de zero, pois a grandes gastos de avaliagao corresponde uma baixa incerteza na

avaliacao. Ao contrario, se e é pequeno, a incerteza sera grande.

No modelo do SBI definido em [45], s = p, mas esta restricdo nao vai ser imposta
aqui. As notagoes sdo as mesmas de [45], exceto para a constante k, que aqui denotamos
por 7.

As variaveis estao sujeitas a restricao de equilibrio orcamentario:
a+(1—=7)D=M+ N +e. (3.2)

Uma restricao crucial do modelo é que N nao pode exceder a demanda por crédito

N¢, que depende da taxa de juros r:
N < N4(r). (3.3)

Uma outra restricao similar do modelo é que D nao pode exceder a demanda por

depositos D°, que depende da taxa de juros s:

D < D°(s). (3.4)
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Por fim, temos as restrigoes de caixa:

ls<s<us, le<e<u, l<r<u. (3.6)

A grosso modo, o objetivo do banco é maximizar o patrimonio liquido no final do

periodo que é dado por:
a=M(1+p)—sD—(1—-7)D+YV, (3.7)

onde V representa o retorno obtido pelo crédito concedido. Entretanto, V nao é uma
quantia fixa, na verdade, V' é uma variavel aleatoria com m possiveis valores Vi, ..., V,,,
limitados superiormente por (1 + r)NN. De fato, o limitante superior é menor, ja que,
a chance de inadimpléncia existe mesmo que a taxa de juros seja muito baixa. Aqui,

utilizaremos o limitante
V; <0.99995(1 +7r)N, Vi=1,...,m.

O méximo retorno obtido pelo crédito concedido é ainda menor. O limitante acima
deve ser multiplicado por um coeficiente entre 0 e 1 que decresce com r. Isto porque a
chance de obter devolugao total (com juros) dos empréstimos decresce com r e tende a

zero se 1 tende a oo. Logo, definimos:
GRLpae = 0.99995(1 + )N x exp(—rr?)
para um dado x > 0 e postulamos que:
Vi < GRLjpae, Vi=1,...,m.
O verdadeiro retorno obtido pelo crédito concedido sob o cenario ¢ é entao dado por:
Vi = GRLpnaz — 2:A(e, N)GRL 00, (3.8)

onde A(e, N) € [0,1] decresce quando e cresce e, para todo i = 1,...,m, o namero
z; € [0,1] define o cenério i.

Definimos

Afe, Ny = VIile= D)+ 210—4 — (e~ %)

+ Ain (3.9)
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onde 4; = %, g = %(1 — Apin)- A expressao (3.9) é uma aproximagao diferenciavel de

max{l — 5e/N, Apin}.
As definicoes acima sao suficientes para definir o problema OVO. Defina n = 6,

r1=M, v9 =N, x35=¢, x4 =71, v5 =8, x5 = D. Entao, as fun¢oes f; sao dadas por:
filx)=—|M(1+p)—sD—(1—7)D+ V|,

onde V; é defindo por (3.8), para todoi =1,...,m.
Dado p € {1,...,m}, o problema OVO associado a esta aplicagao, que maximiza o

VaR do retorno com nivel de confianga p/m, é dado por:
Minimizar f; () sujeito a (3.2)-(3.6). (3.10)

Portanto, (3.10) é um problema OVO com restri¢oes. Com defini¢oes apropriadas
para N¢ e D°, as restricoes serdao lineares e os Algoritmos 1.1 e 1.2 serdo perfeitamente
aplicaveis.

Em nossa aplicagao pratica, usamos os seguintes dados:

e a = 54.6 bilhoes de reais (moeda brasileira atual), 7 = 0.5, p = 0.03, kK = 0.6,
Ayin = 0.1.

e As restrigoes (3.5) e (3.6) que definem os limitantes inferiores e superiores das

variaveis sao:

0 < M < ba, (3.11)
0.la < N < b5a, (3.12)
0 < e < ba, (3.13)
0 < r < 08, (3.14)
0.02 < s < 0.1, (3.15)
a < D < ba. (3.16)
o As funcoes N¢ e D° sdo:
4.9a
Nr) = B5a— —— 3.17
() = Ba- (317

D°(s) = 50as. (3.18)
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e Em aplicacoes totalmente realisticas o vetor z é estimado usando a classificacao
dos clientes. Entao, a distribuicao analitica de z; é desconhecida. Nestes casos,
nao é possivel obter uma representacao analitica fechada da funcao objetivo e a
unica alternativa que nos resta é fazer simulagoes. Entretanto, com o intuito de

simplificar nossa apresentacao, adotamos aqui a seguinte definicao para z;, ¢ =

1,....m:
zi=p Yw), i=1,...,m,
onde
o(t)=3t>—2t3, vVt e0,1]
e Wy, ..., Wy, sdo nimeros randomicos uniformemente distribuidos em [0, 1].

3.3 Experimentos Numéricos

Para realizar os experimentos numéricos desta secao, utilizamos o Algoritmo 1.2.
Estes foram os primeiros testes realizados com este algoritmo, proposto recentemente
em [9]. Nesta secao, descrevemos algumas caracteristicas da implementagao do Algo-

ritmo 1.2, o processo de escolha do ponto inicial e os resultados numéricos obtidos.

3.3.1 Aproximacoes da Hessiana e parametros do algoritmo

Se o nimero de cendrios m é pequeno, é possivel calcular ou atualizar uma matriz By, ;
distinta para cada 7 = 1,...,m. Porém, nao temos condicoes de realizar estes calculos
se m & grande. Se adotarmos um método Newtoniano (By; = V2f;(z))) podemos
calcular By ; somente quando j € I.(z;). Esta é uma alternativa interessante, mas, nao
temos como garantir que a Hessiana serd uma matriz semidefinida positiva. Em nossas
implementagoes, adotamos o método BFGS [24]. Além disso, com o intuito de reduzir
o custo computacional, postulamos que By, = By ;, para todo j =1,...,m, k € IN. As

matrizes By foram geradas tomando By = I e, para todo k € IV,

Sk = Tk4+1 — Tky Yk = vfip(a:k)('rk+1> - Vfi,,(:ck)(l‘k),

T T
Yk, BkSkSk By,
Byy1 = Br + -
+ ylsy, st Bysy

se yl'sy > 0, ao passo que, By, = By se yl'spy < 0. E de conhecimento de todos, que

isto é suficiente para garantir que By, seja definida positiva, para todo k € IN [24].
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143,

Finalmente, se || Bx|ls > 10n, substituimos By, pela matriz identidade.

Os parametros algoritmicos utilizados foram:
A=1.0, 0=0.5, omin =0.1, Opmax =09, n=1, e =107°.

O critério de convergéncia foi My(dy) > —107S.
Para resolver o subproblema do Passo 1 do algoritmo utilizamos a rotina DNCONG
44] da biblioteca IMSL.

3.3.2 Escolha do ponto inicial

em

Dado p € {1,...,m}, o problema OVO associado ao modelo do SBI & o definido

(3.10). Antes de iniciar o Algoritmo 1.2 geramos 1000 pontos aleatorios em € e

avaliamos a funcao OVO de ordem p em cada um destes pontos. Definimos a aproximagao

inicial zy como sendo o ponto que atingir o menor valor da funcao OVO de ordem p.

Em

nossas implementacoes, o conjunto 2 ¢ definido pelas restri¢oes (3.2), (3.11)-(3.18).

Para gerar pontos iniciais aleatorios em €2 procedemos da seguinte forma:

1.

Sorteamos 7 entre 0 and 0.8 aleatoriamente. Desta forma, a restricao (3.14) é

satisfeita.

. Sorteamos N, de forma aleatéria, entre 0.1a e N(r). Desta forma, as restrigoes
(3.12) e (3.17) sao satisfeitas.

Sorteamos e aleatoriamente entre 0 e & (1 — Ayy,). Desta forma, a restrigio (3.13)

é satisfeita.

(a) Se 2(N + e — a) < a, sorteamos D entre a e 5a.
(b) Se a < 2(N + e — a) < ba, sorteamos D entre 2(N + ¢ — a) e ba.

(c) Se 2(N + e — a) > ba, é impossivel satisfazer todas as restrigoes. Neste caso,

retornamos ao sorteio de NN e e.

Calculamos s = 50q due ¢ a menor taxa que satisfaz as restri¢oes (3.15) e (3.18).
a

Finalmente, calculamos M = a + (1 — 7)D — N — e. Logo, a restri¢do de balango

(3.2) é satisfeita. Como a+(1—7)D > N+e, M também satisfaz a restricao (3.11).
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p | M | N e r s D | n.ter | n.feval | -f(zo) | -f(zs)
10 0. | 110. 0. 0.488 | 0.040 | 110. 30 31 70.1 71.6
50 0. 190.8 0. 0.541 | 0.027 | 72.5 | 22 25 61.6 62.3
100 | 0. |69.5| 124 | 0.541 | 0.020 | 54.6 19 29 58.6 59.4

500 | 0. [69.4 | 12,5 | 0.541 | 0.020 | 54.6 | 45 95 56.2 56.7
700 | 75.5 | 5.46 | 0.989 | 0.541 | 0.020 | 54.6 | 22 33 55.4 35.9
900 | 75.5 | 5.46 | 0.991 | 0.541 | 0.020 | 54.6 | 19 29 55.2 55.8
950 | 75.4 | 5.46 | 0.991 | 0.541 | 0.020 | 54.6 | 12 22 54.9 25.8
990 | 75.4 | 5.46 | 0.992 | 0.541 | 0.020 | 54.6 | 25 37 55.0 35.7
995 | 75.4 | 5.46 | 0.993 | 0.541 | 0.020 | 54.6 | 22 29 54.7 35.7
999 | 75.4 | 5.46 | 0.993 | 0.541 | 0.020 | 54.6 | 20 29 55.0 35.7

Tabela 3.1: Resultados obtidos pelo Algoritmo 1.2

3.3.3 Resultados Numeéricos

Os experimentos foram realizados em um Pentium 4, 2.4 Ghz, 1Gb RAM em FOR-
TRAN de dupla precisao.

Tomando m = 1000, as solugbes z* = (M, N, e,r, s, D) obtidas pelo Algoritmo 1.2
para diferentes valores de p estao reportadas na Tabela 3.1. Nesta tabela, n.iter repre-
senta o nimero de iteragoes realizadas pelo Algoritmo 1.2 e n.feval representa o ntimero
de avaliacoes da fungao OVO.

Observe que a solucao é, essencialmente, a mesma para todos valores de p > 700. A
aversao ao risco, juntamente com as restri¢coes deste problema, geram pequena oferta de
crédito a taxas de juros muito altas (N pequeno, r grande). Este resultado era esperado,
mas, a surpresa é que o grau de aversao ao risco (medido pelo nivel de confianca p/m
do VaR) nem precisou ser muito proximo de 1 para que esta solu¢ao fosse obtida. E
interessante reportar, para cada valor de p, a média e o devio padrao do patrimonio
liquido no final do periodo (3.7), seu valor maximo e seu valor minimo. Estas quantidades

sao definidas abaixo e reportadas na Tabela 3.2.

1 m
Média do PL=p=— Y —fi(a"),
édia do 1 2 fi(z™)
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p | Maximo PL | Minimo PL | Média PL | Desvio PL
10 79.7 -07.7 -2.05 24.4
50 77.4 -36.6 9.60 20.2
100 61.3 01.7 55.6 1.70
500 61.1 02.1 55.8 1.60
700 56.4 55.7 56.0 0.125
900 56.4 25.7 55.9 0.125
950 56.4 95.7 55.9 0.125
990 56.4 35.7 55.9 0.124
995 56.4 35.7 55.9 0.124
999 56.4 35.7 55.9 0.124

Tabela 3.2: Estatisticas do Patrimoénio Liquido Final

1

Desviodo PL =, | ——

Maximo PL = max{—fi(z.),...

Minimo PL = min{— f;(z,), ..

m—1

>l filar) =l
) _fm(l'*)},
< _fm(m*)}

Na Tabela 3.2, podemos observar que, quando a aversao ao risco aumenta (p grande)

o maximo PL decresce. Entretanto, este decréscimo nao existe para p > 700. Recipro-

camente, o minimo PL aumenta quando p cresce. Além disso, para p > 700 a aversao ao

risco produz um desvio padrao da distribuicao final muito pequeno. Consequentemente,

a diferenca entre o méaximo e o minimo PL é pequena. E interessante observar que a

média do PL cresce para p = 10 até p = 700 e decresce para p = 700 em diante.

Com o intuito de alcancar uma melhor compreensao do comportamento do Algo-

ritmo 1.2, investigamos as iteracoes individuais do método para o caso p = 900. Obser-

vamos que:

e Para todas as iteragoes foi verificado que o conjunto I.(zj) tem apenas um ele-

mento (sempre o mesmo). Nas tltimas 15 iteracoes tivemos ¢, = 1 (a primeira

aproximagao foi aceita). Observe, na Tabela 3.1, que pelo fato da diferenga entre
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n.iter e n.feval ter sido pequena, a primeira aproximagao foi aceita na maioria das

iteragoes para todos os problemas (todos os valores de p).

e A restrigao (3.4) foi ativa na solu¢ao encontrada. As variaveis N, s e D atingi-
ram seus limitantes inferiores. Estas quatro restricoes foram ativas nas dltimas 5

iteragoes.

e Os ultimos 10 quocientes ||zx11 — z.||/||zr — || foram:

0.75,0.71,0.83,0.94, 0.56, 0.04, 0.59, 0.06, 0.53, 0.005.

Estas observacoes sao compativeis com os resultados teoricos de convergéncia super-
linear do algoritmo.

Novamente, para o caso p = 900, tentamos resolver o problema (3.10) com o Algo-
ritmo 1.1 definindo os mesmos parametros, ponto inicial e critério de parada utilizados
no Algoritmo 1.2. Apdés 50000 iteragoes o critério de parada M, (dy) > —107¢ nao foi

atingido. Além disso, observamos que:
e Como no Algoritmo 1.2, para todas as iteracoes do Algoritmo 1.1, foi verificado

que o conjunto I.(zy) tem apenas um elemento (sempre o mesmo).

e A distancia euclidiana entre a solucao encontrada pelo Algoritmo 1.2 e os pontos
obtidos pelo Algoritmo 1.1 apo6s 10000, 20000, 30000, 40000 e 50000 iteracoes

foram:
1.0346, 0.58938, 0.46413, 0.39863, e 0.35249, respectivamente.
e A diferenca entre o menor valor obtido pelo método quase-Newton e o valor da

funcao OVO nos pontos obtidos pelo Algoritmo 1.1 apos 10000, 20000, 30000,
40000 e 50000 iteracoes foram:

0.01865, 0.00601, 0.00372, 0.00274, e 0.00214, respectivamente.

e O ntumero de avaliagoes da fungao OVO apds 50000 iteragoes do Algoritmo 1.1 foi
741663.

e Para todas as iteracoes do Algoritmo 1.1, 0 < ¢, < 0.0625 < 1. Logo, a primeira
aproximacao foi sempre rejeitada.

Estas observagoes mostram que, embora o Algoritmo 1.1 convirja para a solucgao,

esta convergéncia, quando comparada com o Algoritmo 1.2, é muito lenta.



Capitulo 4

Otimizacao da Menor Soma de Valores
Ordenados

Neste capitulo, discutiremos as condigoes de otimalidade e algoritmos para o pro-

blema LOVO utilizando, como ja alertamos anteriormente, a formulac¢ao (4).

4.1 Otimalidade
Para todo z € () definimos:

Ix)={ie{l,...,m} | fi(z) = fin(2)}.

No Lema 4.1, provamos que um minimizador global z, de (4) é, necessariamente,
um minimizador global de f;(x), para todo i € I(z,). Como consequéncia, mostramos

no Teorema 4.2 que a mesma propriedade vale para minimizadores locais.

Lema 4.1. Seja A C Q, z, € A. Se x, é um minimizador global de fn(x) sujeito a
xr € A, entdo x,. € um minimizador global de f;(x) sujeito a x € A, para todo i € I(x,).
Em particular (tomando A = Q2), se x, é um minimizador global de (4) entdo x. é um

minimizador global de f;(x), para todo i € I(x.)

Prova. Suponha que, para algum i € I(x,), z, ndo é um minimizador global de f;(x)
em A. Entdo, existe y € A tal que f;(y) < fi(z.). Logo, segue das defini¢ées de f,,, €
I(z.) que:

fmin(y) < fily) < fi(2) = foin(@)-
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Mas, isto significa, que x, nao é um minimizador global de f,;,(x) em A, contradizendo

a hipotese. O

Teorema 4.2. Se x, € Q € um minimizador local de (4) entao, para todo i € I(z.),

z, € um minimizador local de fi(z) sujeito a x € €.

Prova. Defina e > 0 de forma que z, seja um minimizador global de f,,;,(z) em A, onde
A={z e Q| ||z —z. <€}

Segue, do Lema 4.1, que x, ¢ um minimizador global de f;(z) em A, para todo i € I(z,).

Portanto, x, é um minimizador local de f;(z) em €, para todo i € I(x,). O

Observagao. A reciproca do Lema 4.1 nao é verdadeira, mesmo que as fungoes f; sejam
continuas. Considere A = Q = IR, fi(z) = (z — 1)?, fo(z) = z. Embora z, = 1 seja
um minimizador global de f;(z) para todo i € I(z,) = {1}, este ponto ndo é um mini-
mizador global de f,,;,. Entretanto, como veremos abaixo, a reciproca do Teorema 4.2

é verdadeira se as funcoes f; sao continuas.

Proposigao 4.3. Suponha que z, é um minimizador local de f;, para todo i € I(x,), e

que f; € continua em x,, para todo i ¢ I(x,). Entdo, x, € um minimizador local de (4).

Prova. Defina ¢ > 0 de forma que:
fi(ze) > fin(zs) + €, paratodo i ¢ I(x,).
Como f; é continua, para todo i ¢ I(x,), existe d; > 0 tal que
fi(z) > fiin(zs), paratodo @ ¢ I(x,), (4.1)

sempre que ||z — x| < ;.

Por hipotese, existe d2 > 0 tal que, para todo i € I(x,),

sempre que ||z — z.|| < 0.
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Defina § = min{dy,d2}. Por (4.1) e (4.2) temos, para todo = € Q tal que ||z—xz.|| < 9,
e para todo i = 1,...,m, que:
fi(x) = frnin(2s).
Portanto,

para todo z € Q tal que ||z — z.| <. O

Seja ® uma funcao diferencidvel em um aberto que contém €2 e considere o problema

de programacao nao-linear (PNL)
Minimizar ®(x) sujeito a = € Q. (4.3)

Condigoes Necessarias de Otimalidade (CNO) sao condi¢oes que devem ser satisfeitas
pelos minimizadores locais de (4.3). Por exemplo, se 2 = IR", a condigao “V®(z) =07 é
uma CNO. Nos problemas de otimizagao com restricoes as CNO, geralmente, sao descri-
tas da seguinte forma: se x, satisfaz uma condi¢ao de qualificagao, entao as condigoes
de KKT sao satisfeitas. Veja, por exemplo [13]. Condigoes de qualificacao envolvem
somente propriedades do conjunto €2, enquanto que, as condicoes de KKT envolvem o
gradiente da f e os gradientes das restricoes.

O Teorema 4.2, permite-nos provar o seguinte Corolario.

Corolario 4.4. Seja x, € Q um minimizador local do problema (4) e suponha que todas
as fungoes f; sao diferencidveis em um aberto que contém §). Entao, para todo i € I(x,),

X, satisfaz as condigoes necessdarias de otimalidade associadas ao problema
Minimizar f;(x) sujeito a x € €. (4.4)

Prova. Pelo Teorema 4.2, x, é um minimizador local de f;, para todo ¢ € I(z,). Por-
tanto, x, satisfaz as condi¢oes necessarias de otimalidade associadas a estes problemas.
O

Dada uma CNO para um PNL, o Corolario 4.4 motiva as seguintes defini¢oes:
Definigao. Dizemos que x, € Q é um ponto critico forte se, para todo i € I(x,),

z, satisfaz a CNO associada ao problema (4.4) e dizemos que x, € Q) é um ponto critico

fraco se existe i € I(x,) tal que x, satisfaz a CNO associada ao problema (4.4).
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4.2 Algoritmos para LOVO Irrestrito

Baseados na tltima definicao, vamos propor, nesta se¢ao, dois algoritmos para o
problema LOVO irrestrito: um que converge para pontos criticos fracos e outro que

converge para pontos criticos fortes.

4.2.1 Convergéncia para pontos criticos fracos

Os algoritmos de otimizagao para resolver problemas de programacao nao-linear do
tipo (4.3), sdo iterativos. Geralmente, a cada iteracdo, é necessario avaliar o valor fun-
cional, os gradientes e, talvez, a segunda derivada da funcao objetivo e das restri¢oes.
Codigos que implementam algoritmos de programacao nao-linear devem conter subroti-
nas que calculam estas quantias.

Na presenca dos problemas (2) ou (4) a idéia de usar um método qualquer de otimiza-
cao diferenciavel que seja computacionalmente bem estabelecido e teoricamente bem
fundamentado é atrativa. A cada vez que o (talvez nao existente) V fi,n(x) é exigido

pelo algoritmo, podemos escolher i € I(x) e “definir”
V fmin() < V fi(z). (4.5)

(Podemos proceder de forma similar se o algoritmo também exigir a Hessiana).

Para muitos problemas nao diferenciaveis, aplicar tal estratégia pode ser catastrofico.
Entretanto, vamos mostrar aqui, que nos casos (2) e (4), as consequéncias sio menos
severas. Essencialmente, vamos mostrar que a convergéncia para pontos criticos fracos
necessariamente ocorre.

O Algoritmo 4.1, definido abaixo, é aplicdvel & minimizagao irrestrita (2 = IR") de
fmin(x). Vamos supor que as fungdes f; sdo continuamente diferenciaveis, para todo
x € IR". Este algoritmo deve ser interpretado como a aplicagao direta de um método
diferenciavel de minimizacao irrestrita ao problema LOVO irrestrito com a “avaliacao

incorreta” (4.5).

Algoritmo 4.1. Seja xg € IR™ um ponto inicial arbitrario. Sejam
0e(0,1), ae(0,1), M>1, 3>0, tone >0

pardmetros do algoritmo. Dado z; € IR", os passos para obter a nova iteracdo z;; sdo:
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Passo 1 Escolha v(k) € I(xy). Se ||V fuw) (k)| = 0, parar.
Passo 2 Calcule d;, € IR™ tal que

V fowy (@) di < =0l dillIIV oy (zi)]l e lldill > BIV fu (). (4.6)
Passo 3 Calcule t;, > 0, 2541 € IR", tal que

e

[tk > tone OU frnin(Tk+Tedi) > fonin(@r) + bV fouy(xi)" dy para algum £ < Mtk]~
(4.8)

A estratégia de busca linear (4.7)-(4.8) admite diferentes implementagoes. A mais
direta é o “backtracking”. Neste caso, t; é escolhido como sendo o primeiro niimero da
sequéncia {1,271,272 ...} que satisfaz (4.7) e zp11 = T + trdy. Neste caso, tone = 1 €
M = 2. Entretanto, a escolha baseada em (4.7)-(4.8) admite procedimentos de busca
mais sofisticados e eficientes. Veja, por exemplo, [14].

Lembremos que, no problema LOVO irrestrito, um ponto critico fraco ¢ um ponto
tal que Vfi(z) = 0, para algum ¢ € I(x). Nos seguintes teoremas, provamos que o
algoritmo para em xj; somente se x; é um ponto critico fraco e que pontos limite de

sequéncias geradas pelo Algoritmo 4.1 sao pontos criticos fracos.

Teorema 4.5. O Algoritmo 4.1 estd bem definido e termina em xj somente se x € um

ponto critico fraco.

Prova. Suponha que x; ndo é um ponto critico fraco e defina i = v(k). Entao,
V fi(xr) # 0. Segue de (4.6) e da diferenciabilidade de f; que:
lim fily, +tdy) — fi(xy)

t—0 t

= Vfl(l’k)Tdk < 0.

Desta forma,

iy 11+ tdi) — fi(a)
t—0 tVfZ(ZEk>Tdk
Como « < 1, para t suficientemente pequeno temos

filzg + tdg) — fi(zk)
tVfl($k>Tdk 2 @

=1.
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Como V f;(zx)Tds, < 0, deduzimos que
filxr +tdy) < fiz) + atV fi(ay) ' dy.
Mas, foin(zr + tdy) < fi(xg +tdy) € foin(xr) = fi(zg). Logo,
Frnin (A td) < fonin (1) + otV fi(ar)" dy, (4.9)

para t suficientemente pequeno.

Portanto, escolhendo t; como sendo o primeiro nimero da sequéncia

{tonea tOTLC/M7 tone/M27 : }

que satisfaz (4.9), as condigoes (4.7) e (4.8) sdo satisfeitas.
Isto prova que, sempre que x; nao é um ponto critico fraco, um ponto xp,, satis-

fazendo (4.7)-(4.8) pode ser encontrado, logo o algoritmo esta bem definido. O

Vale ressaltar que o Teorema 4.5 diz que, se o Algoritmo 4.1 termina em xj, entao
2, € um ponto critico fraco, mas a reciproca nao é verdadeira. Por exemplo, defina
n=1 m=2, fi(z) =z, fo(r) = 22 Claramente, 0 é um ponto critico fraco ja que
Vf2(0) = 0. Entretanto, se xy = 0 e escolhemos v(k) = 1 o algoritmo nao para em

z = 0 e, certamente, encontrard um ponto (melhor) xyq tal que frin(Ter1) < finin(0).

Teorema 4.6. Se x, ¢ um ponto limite de uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 4.1,
entao, x, € um ponto critico fraco. Além disso, se limyey ) = T, € um mesmo i =
v(k) € I(zy) € escolhido no Passo 1 do algoritmo para infinitos indices k € K, entao
i€ l(x,) e Vfi(x,) =0. Finalmente,

lim IV foiey (i) = 0. (4.10)

Prova. Seja x, € IR™ um ponto limite da sequéncia gerada pelo Algoritmo 4.1. Seja

K = {ko, ki, ko, k3, ...} uma sequéncia infinita de indices tal que:
1. Existe i € {1,...,m} tal que i = v(k) para todo k € K;

2. limgeg T = 4.
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Como {1,...,m} é finito, a sequéncia K e o indice i necessariamente existem.

Pela continuidade de f;,
lim fi(zy) = filz.). (4.11)
Claramente, como ¢ = v(k), temos

filzr) < fo(zy) paratodo €€ {1,...,m},

para todo k € K.
Aplicando o limite em ambos os membros da desigualdade, obtemos f;(x,) < fi(z.)

para todo ¢ € {1,...,m}. Portanto,
i€ I(xy). (4.12)
Como kj; 1 > kj; + 1 segue, pela propria defini¢ao do Algoritmo 4.1, que

fi(xijrl) = fmin(xkj+1) S fmin(xkj-‘rl)

< foinlany) + otV filze)  dyy, < foin(zr,) = fi(zy),  (4.13)

N

para todo j € IN.
De (4.7), (4.11) e (4.13), obtemos:

lim t4, V fi(zx,) " dy, = 0.

J

j—oo
Logo, por (4.6),

i 1,19 fia, ) e | = 0. (414
Se, para alguma subsequéncia Ky C K, limgeg, |V fi(xr)|| = 0, deduzimos que

Vfi(xz.) = 0 e a tese esta provada. Portanto, precisamos apenas analisar a possibilidade

de que ||V fi(zg)|| > €, para todo k € K e algum € > 0. Neste caso, por (4.14),
lim ¢ ||dx|| = 0. (4.15)
keK

Se, para alguma subsequéncia, [|di| — 0, a condigao (4.6) também implica que
Vfi(xy) — 0 e Vfi(z.,) = 0. Entdo, precisamos apenas considerar o caso em que
limpeg tpy = 0. Sem perda de generalidade, podemos supor que t; < t,,., para todo

k € K. Entéao, por (4.8), para todo k € K existe ¢, > 0 tal que

filzy + trdi) > Tk + trdi) > fonin(zr) + i,V fi(z) dy, = fi(zy) + otV fi(zy) " dy..
(4.16)
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Além disso, por (4.8) e (4.15),
lim ¢ ||dx|| = 0. (4.17)
ke
Defina s, = tyd}, para todo k € K. Entéao, por (4.17),
lim [|sy[| = 0. (4.18)
Por (4.16) e pelo Teorema do Valor Médio, para todo k € K existe &, € [0, 1] tal que

Vfilzr + &esp) sk = filwp + sx) — filzr) > aV fi(zy) s (4.19)

Além disso, por (4.6),
< =0V fi(z)]l, (4.20)

para todo k € K.
Defina Ky C K, s € IR" de forma que limgeg, sx/||sk|| = s.
Por (4.18), dividindo ambos os membros da inequagao (4.19) por ||sk|| e, aplicando

o limite para k € K, obtemos:
Viir)'s > aVfi(z.)Ts.

Como a < 1 e Vfi(z)Tdy <0, para todo k, isto implica que V fi(x,)Ts = 0. Entao,
aplicando o limite em (4.20), concluimos que V f;(z.) = 0. Portanto, por (4.12), z, é
um ponto critico fraco.

Finalmente, vamos provar (4.10). Se (4.10) nao ¢ satisfeita, existe j e um conjunto
infinito de indices k € K tal que j = v(k) e |V fj(xr)| > €, para algum e > 0. Isto
implica que j € I(x,) e |V f;(z.)|| # 0, contradizendo a primeira parte da prova. O

O resto desta secao vai tratar dos resultados de convergéncia local do Algoritmo 4.1.
A escolha de x;1; neste algoritmo impoe que frin (1) < frnin(Tr) + 0tV fo (zp) T dy.
Esta propriedade é claramente satisfeita se .1 = xp + trdg, mas, para aumentar a
probabilidade de convergéncia a minimizadores globais, outras defini¢oes para xp.1, que
aceleram o decrescimento da fungao objetivo a cada iteracao sao possiveis e, até, dese-
javeis. Para convergéncia local, entretanto, a distancia entre z,,, e x; deve ser pequena

se rp estd proximo de “se tornar” um ponto critico. Este requerimento esta descrito na
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seguinte Hipotese B1.

Hipo6tese B1 Suponha que o Algoritmo 4.1 estd implementado de forma que exista

b > 0 tal que
[2h1 = il S OIV foge ()] (4.21)

para todo k € IN.

A Hipotese B1 é compativel com buscas lineares baseadas em (4.8). Para escolhas
de dj. do tipo direcao do gradiente, direcao de Newton ou quase-Newton, geralmente,
temos ||di|| = O(||V fuw)(zr)||). Obviamente, “backtracking” preserva esta propriedade
com tdy substituindo dj. Entao, é possivel obter um ponto x;y; da forma xy + tidy
satisfazendo (4.21).

Nossa estratégia para provar convergéncia local superlinear tem trés partes. No Teo-
rema 4.7 mostramos que, sob uma hipotese de isolamento, se x, é um ponto limite do
algoritmo, a sequéncia toda converge para x,. No Teorema 4.8 provamos que, se o algo-
ritmo ¢é iniciado perto de um minimizador local estrito, a sequéncia toda converge para
este minimizador. Nem o Teorema 4.8 pode ser reduzido ao Teorema 4.7, tampouco, o
Teorema 4.7 é uma consequéncia do Teorema 4.8 (a hipotese sobre x, no Teorema 4.7 é
mais fraca). Entretanto, ambos teoremas mostram que, em muitos casos, a convegéncia
da sequéncia toda para um ponto x, deve ser esperada. Sob esta hipotese e supondo que
as direcoes de busca sao solugoes inexatas de sistemas lineares do tipo quase-Newton,
com uma condi¢ao de Dennis-Moré compativel, mostraremos que a convergéncia é su-

perlinear.

Definicao. Dizemos que x, é fortemente isolado se existe ¢ > 0 tal que para todo
xr € B(x,,€) — {x,} e para todo i € I(x), temos V f;(z) # 0. Em outras palavras, existe

uma pequena vizinhanca de x, que nao contém pontos criticos fracos.

Teorema 4.7. Suponha que x, é fortemente isolado, a sequéncia {x} € gerada pelo
Algoritmo 4.1, a Hipotese B1 € satisfeita e limge i xp = x4, para algum conjunto infinito
de indices K C IN. FEntao, x, € um ponto critico fraco e

lim z; = ..
k—oo



4.2. ALGORITMOS PARA LOVO IRRESTRITO 50

Prova. O fato de z, ser um ponto critico fraco ¢ consequéncia do Teorema 4.6.
Por (4.10) e (4.21), temos:

Illerlré | Tks1 — k]| = 0. (4.22)

Como z, é fortemente isolado, existe € > 0 tal que V f;(x) # 0, para todo i € I(x),
sempre que x € B(x,,€) — {z.}.
Segue de (4.22) e da hipotese do teorema que existe k; € K tal que

[eer1 = ell < €/2 e [log — x| <€/2,

para todo k € K,k > k.
Defina:
C={zreR"|¢2<||x—ux] <e}.

Claramente, C' é compacto e nao contém pontos criticos fracos. Entao, pelo Teo-
rema 4.6, C' nao pode conter uma quantidade infinita de iterandos. Portanto, temos

duas possibilidades:
1. Existe ky € IN tal que ||z — .|| < €/2, para todo k > k.
2. Existem infinitas iteragoes k > ki, tais que ||zx — x.]| < €/2 e ||z — xi| > €/2.

No primeiro caso, como z, é o tnico candidato a ponto limite na bola com raio €/2
temos que a sequéncia {zy} converge para ..

Analisemos o segundo caso. Defina K; C IN de forma que ||z — z.| < €/2 e
| Tki1 — zx]| > €/2, para todo k € K;. Como todas as iteragoes pertencem a bola de raio

€/2 e x, é o tnico candidato a ponto limite nesta bola, segue que:

lim zj;, = ..
keKy

Portanto, por (4.10),
lim ||V f, ) ()| = 0.

keK,

De (4.21), isto implica que:

Jm |z — @]l =0,
contradizendo a hipotese ||xg1 — x| > €/2, V k € K. Isto significa que o segundo caso

mencionado acima é impossivel. Logo, a prova esta completa. O
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Teorema 4.8. Suponha que x, é um minimizador local estrito fortemente isolado. Seja
{zr} uma sequéncia gerada por um Algoritmo do tipo 4.1 que satisfa¢a a Hipdtese B1.
Entao, existe 1 > 0 tal que ||zg — z.|| < 91 implica que:

lim z;, = ..
k—oo

Prova. Defina € > 0 de forma que x, seja um minimizador global estrito de f,,;, na bola
B(z.,€) e que esta bola ndo contenha pontos criticos fracos além de x,. Vamos provar

que existe 6 € (0,¢/2) tal que
|z — x| <60 = ||wpsr — zi]| < €/2. (4.23)

Suponha, por contradi¢ao, que nao existe 0 satisfazendo (4.23). Dado = € IR™ denote
por x, o possivel sucessor de x por uma iteracao do Algoritmo 4.1. Sob a hipotese de
que (4.23) ndo é satisfeita, temos que existe uma sequéncia {z,} tal que lim,_,, 2y = .
e

llze — (z0)+|| > €/2, paratodo ¢=0,1,2,...

De (4.21), segue que, para todo ¢ € IN, existe j, tal que f;,(2¢) = fmin(20) €
IV fi,(z0)|| > ¢, para algum ¢ > 0. Tome j tal que j, = j infinitas vezes. Entao,
J € I(z), para todo £ e ||V f;(2¢)|| > ¢. Isto implica que j € I(x,) e |V f;(x,)] # 0. Isto
é contraditorio, ja que, x, é um minimizador local e, consequentemente, z, é um ponto
critico forte. Portanto, (4.23) é verdadeira.

Seja ¢ o minimo de f;,(2) no conjunto definido por 6 < ||z — x,|| < e. Defina
41 € (0,0) de forma que:

|z — z.]| < 01 = frin(z) < c.

Vamos provar por indugao que, tomando ||xg — x| < 01, temos ||z — x| < €/2 e
f(zx) < cparatodo k. Pela defini¢ao de d;, a afirmagao é valida para k = 0. Para o passo
indutivo, observe que, por (4.23), temos ||xx4+1—2.|| < e. Mas, como f(zx11) < f(zx) < ¢
segue da defini¢ao de ¢ que ||xpy — x| < €/2.

Portanto, a sequéncia toda estd contida em B(z,,¢/2). Como x, é o unico ponto
critico fraco nesta bola, segue do Teorema 4.6 que a sequéncia toda converge para x,,

como queriamos demonstrar. [

Hipotese B2. Na implementacao do Algoritmo 4.1 temos:
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e o€ (0,%).

e A direcao d; é uma solucao de

Brd = =V f,uy (1) + 18 (4.24)
onde B, € IR™™" é simétrica definida positiva e

el < nellV fo (@) || (4.25)

e Se
fmin(xk + dk) S fmzn(l'k) + avfu(k) (xk)Tdka

escolhemos t, =1 e xy1 = ) + dp.
e O conjunto {||B; ||,k € IN} é limitado.

A seguir, faremos alguns comentarios sobre as caracteristicas do Algoritmo 4.1, im-

plementado de forma a satisfazer a Hipotese B2.

1. Restringimos o coeficiente a ao intervalo (0, 1/2) porque isto favorece a aceitacao

do passo t; = 1, como podera ser observado na demonstragao do teorema.

2. A direcao d, provém da resolucao inexata de uma equacao quase-Newton. As

matrizes By sao aproximagcoes definidas positivas da Hessiana.

3. Quando xj + dj satisfaz a condicao de decréscimo suficiente aceitamos o passo
tx = 1 e o ponto xxy1 é definido por z; + dj, aumentando, assim, a probabilidade

de realizarmos um passo do tipo Newton.

4. Se ||Bx|| < %, a condicao ||di|| > B||V foa(xr)| € satisfeita. Além disso, se o
nimero de condicdo ||Bi||||B; | ¢ menor ou igual a 3, a condicdo do angulo (4.6)
é satisfeita. Claramente, é sempre possivel escolher uma matriz By que satisfaca

ambos os requerimentos.

O Teorema 4.9 completa a teoria de convergéncia do Algoritmo 4.1. Supondo que as
Hipoteses B1 e B2 sao satisfeitas, mostraremos que se a sequéncia {x} converge para
um minimizador local tal que todas as Hessianas relevantes sao definidas positivas e as
matrizes Bj, satisfazem uma condicao de Dennis-Moré, a convergéncia é superlinear e,

eventualmente, ¢, = 1.
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Teorema 4.9. Suponha que:

1. A sequéncia {x}} € gerada pelo Algoritmo 4.1 e que as Hipdteses B1 and B2 sao

satisfeitas;
2. x, € um minimizador local;
3. fi admite sequnda derivada continua em uma vizinhan¢a de ., para todo i € I(z,);
4. V2fi(z,) >0, para todo i € I(x.,);
5. limy_ oo T = Ty;

6. A condicao Dennis-Moré

1Bk = V2 fowy ()il _

lim 0 (4.26)
ko0 [l d |
e a condicao de Newton-Inexata
lim 7, =0 (4.27)

k—o0

sao satisfeitas.
Entao,
o Emiste ko € IN tal que ty = 1, para todo k > k.
o A sequéncia {xy} converge superlinearmente para x..
Prova. Pela continuidade das funcoes f;, existe k1 € IN tal que, para todo k > kq,
I(zg) C I(xs).
Pela férmula de Taylor, para todo k > ki, temos que:

1
Foey (@etdi) = foe () —adi N foo0 (1) = (L—=a)di ¥V fum) ($k)+§d}§V2fu<k) (zk)dy+o(||dk )

= (1= a)di [V fowy (zx) + V2 fogm (zr)di] + <a - %)defV(k) (zx)di + o[l dx]|*)-

Mas, Bydi + V fu)(2r) = 7 €, por (4.6), (4.25) e (4.27), ||r&]| = o(||V fow)(zx)|]) =
o(||dg]|). Portanto,

fotoy (@i + di) — fom (zr) — adp ¥V fouy (k)
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= (1—a)(dp) 7 + (1 — )di [V £y (z1) — Bildy + (a — %)dgv%(k) (z)dg + o(||de|*)
= (1~ @) IV o (x) — Beldi + (= 3 )dEV? gy ()i + o).
Mas, por (4.26),
(1 — &)} [V foiy (k) — Brldy = o([|di]?),
e portanto,

oty (-t i) Fuay (21 = @V fog ) = (o= 3 )T V2 oo () + o ldel). (4.28)

Seja > 0 uma cota inferior para os autovalores de V2f;(z,), ¢ € I(z,). Entao,
existe ko > ki tal que /2 é uma cota inferior para os autovalores de VQf,,(k) (xy), para
todo k > ko. Logo, para todo k > ko, temos:

2 =M

Como a < 1/2, por (4.28), temos:

Foty (@ + di) = fuiw (zk) = adi ¥ foy (1) _ <a 1) po, ollldell®)
- 2

e (4.29)
el 2 [ldel?

para k > ky. Mas, como {|B; ',k € IN} é limitado e V f, ) (z) — 0, por (4.24) e

(4.25) temos que ||dg|| — 0. Logo, aplicando o limite em (4.29) para k — oo, obtemos

Foty(@r + di) = foy(ex) — adi V fp (2x) <0, (4.30)

para k suficientemente grande. Logo, pela definicao do algoritmo, existe kg € IN tal que
t, = 1 para todo k£ > ky. Portanto, a primeira parte da tese esti provada.

Pela primeira parte da tese e pela Hipotese B2 temos que:
Tryi1 — T = dp para todo k > k.
Entao, pela formula de Taylor

Vi (@) = Vuw(e) + V2 o (2e)die 4 o([|di )
= Budp + V fumy (k) + [V2fu(k)<xk) — By]dy + o(||dy]|)
= 16+ [V2fo (@) — Bildy, + o(||di ).
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Assim como na primeira parte da demonstracao, temos que ||| = o(||dk||). Por-

tanto,
Vot (@rs1) = V2 fo (@r) — Bildi 4 o([|di ).

Logo, por (4.26),

IV @)l _

lim

koo ||wppr — @]
Pela continuidade e nao-singularidade da Hessiana em x,, deduzimos que:

ok — ]

lim

koo [y — el

0.

Claramente, isto implica que:

k=00 [[Tgr — | + [lon — 2]

Portanto, ap6s breve manipulacao algébrica, obtemos a convergéncia superlinear da

sequéncia {xy}. O

4.2.2 Convergéncia para pontos criticos fortes

Na secao anterior introduzimos o Algoritmo 4.1 que, resumindo, converge para pon-
tos criticos fracos. O Algoritmo 4.1 pode convergir para pontos que nao sao pontos criti-
cos fortes e que, claro, estao longe de ser minimizadores do problema LOVO irrestrito.
Por exemplo, considere o problema definido por fi(x) = z, fo(x) = 2%, m = 2. Para
todo x € (0,1) temos fn(x) = x2. Portanto, é facil definir uma sequéncia z € (0,1)
gerada pelo Algoritmo 4.1 que converge para 0. Claramente, 0 ¢ um ponto critico fraco,
mas nao é um ponto critico forte. O objetivo desta secao é introduzir e analisar um

algoritmo para o LOVO irrestrito que converge para pontos criticos fortes.
Algoritmo 4.2. Seja xy € IR™ um ponto inicial arbitrario. Sejam

0e€(0,1), a€(0,1), M>1, >0, tone >0,e>0, >0
pardmetros do algoritmo. Dado z; € IR", os passos para obter a nova itera¢do z;; sdo:

Passo 1 Se ||V fi(zk)|| = 0 para todo i € I(zy), parar. Se ||V fi(zy)|| > d para todo

i € I(xy), escolha i € I(xy) e defina J, = {i}. Caso contrario, defina:

Ji = {j < {1, e ,m} | fj([l?k) < fmm(:vk) +c e Vf]($k) 7é O}



4.2. ALGORITMOS PARA LOVO IRRESTRITO 56

Passo 2 Para todo i € Jj, calcule di € IR™ tal que
Vfi(xe) d, < =0\ d |||V fi(ze)l| e ||dill = BV fi(we)]|. (4.31)
Passo 3 Para todo i € Ji, calcule ¢} > 0 tal que

filwe + tidy) < filwn) + oy V filze) " dy (4.32)

th > tone ou fizy + trd)) > fi(zy) + otV fi(zy) " dj, para algum ¢, < Mtf,g]
(4.33)

Passo 4 Calcule x,.1 € IR™ tal que
Fin(i) < mind i + th})}. (134
1€Jy

No Algoritmo 4.2, se ||V f;(z*)|| > §, para todo i € I(zy), realizamos uma iteracio
do tipo Algoritmo 4.1. Se, para algum ¢ € I(x)) a norma do gradiente é menor do que
0 calculamos diregoes de descida para todas as funcoes f; tais que fi(zx) = foin(Tk)
(com precisdo €). Entdo, realizamos buscas lineares ao longo de todas estas direcoes e
terminamos definindo z;,; de forma que seja no minimo tao bom quanto o melhor dos
pontos obtidos nas buscas lineares. A seguir, mostraremos que o Algoritmo 4.2 esta bem

definido e para apenas em pontos criticos forte.

Teorema 4.10. O Algoritmo 4.2 estd bem definido e pdra em xy se, e somente se, xy €

um ponto critico forte. Além disso, se o algoritmo nao pdra em xy,

fmin(mk+1) < fmin(xk)a (435)
para todo k= 0,1,2,....

Prova. Se x; € um ponto critico forte, o Passo 1 garante que o algoritmo para em xy.
Agora, temos que mostrar que, se r; nao é um ponto critico forte, a iteracao que define
o Algoritmo 4.2 pode ser completada em tempo finito e que xy, satisfaz (4.35).

Se x; nao ¢ um ponto critico forte, existe i € I(xzy) tal que |V fi(zx)| # 0. Logo,

o conjunto Ji é nao-vazio e, por construgao, para todo i € Jy, V f;(xx) # 0. Portanto,
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como na prova do Teorema 4.5, para todo ¢ € J e t suficientemente pequeno, a condi¢ao

de decréscimo suficiente
é satisfeita. Assim, escolhendo ¢} como sendo o primeiro nimero da sequéncia

{tonev tOTL@/M7 tone/M27 A '}
que satisfaz (4.32), as condigoes (4.32) e (4.33) sao satisfeitas. Logo, o algoritmo esta
bem definido. Agora, considere ¢ € I(xy) tal que V f;(zg) # 0. Como i € Ji temos:
filwy + tpdy) < filwr) + ati YV fi(wr) T dj, = fnin(@n) + oty V fi(xr) " dj, < frnin(2k)-

Portanto, (4.35) segue de (4.34). O

No Lema 4.11 provamos que uma subsequéncia convergente gerada pelo Algoritmo 4.2

tem, no maximo, um nimero finito de iteragdes do tipo Algoritmo 4.1.

Lema 4.11. Suponha que {x)} é uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 4.2 e que K ¢
um conjunto infinito de indices tal que limpcx 2, = x. Entdo, para todo k € K sufi-

cientemente grande,
min {[[V ()]} < 6.
i€l(xy)

Prova. Suponha que a tese nao é verdadeira. Entao, existe K;, uma subsequéncia

infinita de indices de K, tal que
|V fi(xy)|| > 0, paratodo i€ I(xy), k € Kj. (4.36)
Defina Ky = {ko, k1, ko, ks, ...}, k; < kj11, para todo j, e
Yj = Tx;, paratodo j=0,1,2,....

Por (4.36) e pela defini¢do de Ji, nestes casos, temos que {y;} é uma sequéncia
gerada por iteragoes do tipo Algoritmo 4.1. Portanto, existe i € {1,...,m} tal que
Jr, = {i} C I(zy,) infinitas vezes. Pelo Teorema 4.6, i € I(z,) e V fi(x,) = 0. Portanto,
pela continuidade de V f;, lim; o ||V fi(2y,)[| = 0. Isto implica que a desigualdade (4.36)
é falsa. O

No Teorema 4.12, provamos que o Algoritmo 4.2 necessariamente converge para

pontos criticos fortes.
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Teorema 4.12. Se x, € um ponto limite da sequéncia gerada pelo Algoritmo 4.2, entao

T, € um ponto critico forte. Além disso, dado € > 0, existe k € IN tal que
|V fi(zp)|| <€, para todo i€ I(xy).
Prova. Seja K = {kg, k1, ko, ...} um conjunto infinito de indices tal que

lim 2, = ..
keK

Pelo Lema 4.11 e pela definicio do Algoritmo 4.2, podemos supor, sem perda de

generalidade, que

Je={7{l,....m}| fi(xx) < frin(2x) +€ e Vfi(ar) # 0},

para todo k € K.
Suponha que i € I(z,). Nossa meta é provar que V f;(x,) = 0. Claramente, f;(x,) =

fmin(zs). Logo, pela continuidade das fungoes f; e frin,

para k € K suficientemente grande. Por continuidade, se V f;(z;) se anula infinitas
vezes para k € K, nada temos a provar. Caso contrario, podemos supor, sem perda de
generalidade, que V f;(zy) # 0 para todo k € K. Portanto, por (4.37), i € Ji, para todo
k € K. Além disso,

Pela definicao do algoritmo, para j suficientemente grande temos:

fmin(@ry ) < foin(@ry41) < filan, +t§gjd§cj) < fi(l’kj)+oat§;jvfi($kj)Td2j
= fmin(r;) + [fi(wr;) = Fonin(2x,)] + aty, V fi(ag,) ' dy,. (4.39)

Por (4.31), at}'chfi(xkj)Td};j < 0. Suponha, por um momento, que existe ¢ > 0,
Jjo € IN, tal que
atz,iji(azkj)Tdéj < —c, (4.40)

para todo j > jo. Mas, por (4.38), existe j; > jo tal que

filzr,) = Foin(Tr,) < /2, (4.41)
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para todo j > j;. Logo, por (4.39), (4.40) e (4.41), temos que

fmin(xkj+1) é fmm(xkj) - 0/27

para todo j > ji. Isto implica que lim;_. fnin(7x,) = —00 e contradiz o fato de que,
por continuidade, frin(2k;) — fmin(7.). Portanto, a existéncia de ¢ e jo satisfazendo
(4.40) é impossivel. Isto implica que existe K7, uma subsequéncia infinita de indices de
K, tal que
klérII(ll atiV fi(z) ' di = 0.
Portanto, por (4.31),
Jim tellV filzi) 13 ]l = 0.

O resto da demonstracao é snnllar a prova do Teorema 4.6. Se, para alguma subse-
quéncia Ky C K7, limgeg, Vfi(zr) = 0, nada temos a provar. Logo, vamos supor que

|V fi(zg)|| > ¢, para todo k € K; e algum ¢ > 0. Neste caso,

hmt | dil| = 0. (4.42)
Se, para alguma subsequéncia K3 C K, limgeg, ||di|| = 0, entdao, por (4.31),
limger, ||V fi(zr)|| = 0 e, portanto, V f;(z.) = 0. Logo, precisamos apenas considerar o

caso em que ||di|| > ¢, para todo k € K; e algum ¢ > 0. Neste caso, por (4.42),

lim ¢, = 0.
keK,

Portanto, sem perda de generalidade, podemos supor que ti < t,n., para todo k €
K. Entao, por (4.33), existe ¢ < Mt} sp = tidi tal que

fi(xn + sx) > fi(zy) + aV fi(xp) sy, paratodo k€ K (4.43)
e, por (4.42),
Jim || = 0. (4.44)

Logo, por (4.43) e pelo Teorema do Valor Médio, existe &, € [0, 1] tal que

V filzn + &esi) sk = filw, + i) — filze) > oV fi(zg) sy, (4.45)
para todo k € Kj. Além disso, por (4.31),

Vf7;<ZL’k)TSk

< =0V filz) I (4.46)
sk
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para todo k € K;. Seja K, uma subsequéncia de K tal que

. Sk
lim

— =s.
keKy || Sl

Por (4.44), dividindo ambos os membros de (4.45) por ||sx|| e tomando limites para
k € K4, obtemos:
Vfilz)'s > aVfi(z,)"s.

Como o < 1 e Vfi(x)Tdy < 0, para todo k, isto implica que Vfi(z.)Ts = 0.
Aplicando o limite em ambos os membros de (4.46) obtemos ||V f;(z.)| = 0.

Agora, vamos provar a segunda parte da teorema. Suponhamos por absurdo que
a tese nao é verdadeira, entao existe K5, um subconjunto infinito de K, e € > 0 tal
que para todo k € Kj existe i € I(z) tal que ||V fi(zg)|| > €. Claramente, o mesmo
indice ¢ deve se repetir infinitas vezes, e, tomando limites, obtemos que i € [I(x,) e

|V fi(z.)|| > €. Isto contradiz a primeira parte do teorema. O

Para provar convergéncia local procedemos de forma similar aos passos seguidos no
Algoritmo 4.1. A Hipotese B3 diz que a distancia entre duas iteracoes consecutivas é
menor ou igual que a maxima norma dos gradientes em J;. Isto é sempre possivel se

escolhemos di como sendo dire¢oes do tipo gradiente, Newton ou quase-Newton.

Hipo6tese B3 Suponha que o Algoritmo 4.2 é implementado de forma que exista b > 0
tal que
loksr — aell < bmax{|[V fi(@oll i € Ji}, (4.47)

para todo k € IN.

Definicao. Dizemos que x, é fortemente isolado se existe ¢ > 0 tal que, para todo
r € B(xz,,€) —{x.}, existe i € I(z) tal que V f;(x) # 0. Em outras palavras, existe uma

pequena vizinhanca de x, que nao contém pontos criticos fortes.

Definicao. Dado a > 0, dizemos que z, é a-verticalmente isolado se

fz(x*> > fmzn(x*) + a,

para todo i ¢ I(x,).
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O Teorema 4.13 é similar ao Teorema 4.7 da secao anterior. Provamos que, se
as hipoteses de isolamento sao satisfeitas, um ponto limite da sequéncia gerada pelo
Algoritmo 4.2 é necessariamente um ponto limite da sequéncia toda. Além disso, no
Teorema 4.14 provamos que convergéncia para minimizadores locais estritos ocorre se o

ponto inicial estd suficientemente proximo de tal solugao.

Teorema 4.13. Suponha que x, € fortemente isolado e a-verticalmente isolado com
a > e. Suponha que a sequéncia {x} € gerada pelo Algoritmo 4.2, a Hipdtese B3 ¢
satisfeita e limge e T = x4, para algum conjunto infinito de indices K C IN. Entao, x.
€ um ponto critico forte e

lim z;, = ..

k—oo

Prova. O fato de x, ser um ponto critico forte é uma consequéncia do Teorema 4.12.
Pela hipotese de isolamento vertical, para k € K suficientemente grande, temos que
Jp C I(z,). Como V f;(x,) = 0, para todo i € I(x,), temos por (4.47) que:

lller}q( | Tk — k]| = 0. (4.48)

Como z, é fortemente isolado, existe € > 0 tal que para todo =z € B(x,,€) — {x.}
existe ¢ € I(z) tal que V f;(x) # 0.
Por (4.48) e pela hipdtese do teorema, existe k; € K tal que

[ k1 = apll < €/2 e [log — z.]] <€/2,

para todo k € K,k > k.

Assim como no Teorema 4.7, defina:
C={zreR"|¢2<||x—ux] <e}

Claramente, C' é compacto e nao contém pontos criticos fortes. Entao, pelo Teo-
rema 4.12, C' nao pode conter uma quantidade infinita de iterandos. Portanto, temos

duas possibilidades:
1. Existe ko € IN tal que ||z — x.|| < €/2, para todo k > k.

2. Existem infinitas iteracoes k > ki, tais que ||zx — x.]| < €/2 e ||z — zi|| > €/2.
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No primeiro caso, como z, é o tnico candidato a ponto limite na bola com raio €/2
temos que a sequéncia {x;} converge para z..

Analisemos o segundo caso. Defina K; C IN de forma que ||z, — x| < €/2 e
|xks1 — zk|| > €/2, para todo k € K;. Como todas as iteragoes pertencem a bola de raio
€/2 e x, é o unico candidato a ponto limite nesta bola, segue que:

lim z; = ..
ke K,

Pela hipotese de isolamento vertical, temos que J, C I(x,) para k € K; suficiente-
mente grande. Além disso, V fi(z.) = 0, para todo ¢ € I(z,). Entao, por (4.47),

li — x| =
kggngxkﬂ zi| =0,

contradizendo a hipotese ||xg11 —xk|| > €/2, V k € K. Isto significa que o segundo caso

mencionado acima é impossivel. Logo, a prova esta completa. O

Teorema 4.14. Suponha que x, € um minimizador local estrito fortemente isolado e
a-verticalmente isolado com a > €. Seja {xy} uma sequéncia gerada por um Algoritmo
do tipo 4.2 que satisfaca a Hipotese B3. Entao, existe € > 0 tal que ||xg — x| < €
mmplica que:

lim z;, = ..

k—oo

Prova. Defina ¢ > 0 de forma que x, seja um minimizador global estrito de f,,;, na bola
B(z.,€) e que esta bola nao contenha pontos criticos fortes além de z,. Vamos provar

que existe 0 € (0,€/2) tal que
e — x| <6 = ||mppr — x| < €/2. (4.49)

De fato, como x, é um ponto critico forte, V f;(x,) = 0, para todo i € I(z,). Mas,
a hipotese de isolamento vertical com a > € implica que existe uma vizinhanca de z,
tal que J, C I(z.). Entao, pela continuidade dos gradientes e pela hipotese (4.47),
obtemos (4.49).

O restante da demonstracao é idéntico a prova do Teorema 4.14. Seja ¢ o minimo

de fiin(z) no conjunto definido por § < ||z — z.|| < e. Defina d; € (0,0) de forma que:

HSC - x*” < = fmm(iﬁ) < c.
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Vamos provar por inducao que, tomando ||xg — z.|| < d1, temos [|zx — z.|| < €/2 e
f(zx) < ¢, para todo k. Pela definigao de §; a afirmagao é valida para k = 0. Para o passo
indutivo, observe que, por (4.49), temos ||xg+1—x.|| < €. Mas, como f(z41) < f(zx) < ¢
segue da definicao de ¢ que ||zp+1 — 2. < €/2.

Portanto, a sequéncia toda esta contida em B(z,,€/2). Como z, é o tinico ponto
critico forte nesta bola, o Teorema 4.12 implica que a sequéncia toda converge para .,

como queriamos demonstrar. O

A hipotese de isolamento vertical é essencial para provar os Teoremas 4.13 e 4.14.
De fato, considere o problema definido por fi(x) = z?%, fo(x) = x + £/2, onde o isola-
mento vertical nao se verifica. O ponto z, = 0 é o Gnico minimizador local forte deste
problema. Entretanto, para zy suficientemente proximo de z,, Jy = {1,2}. Tomando
dg = —1 teremos f,(2') < 0 e, a convergéncia para 0 seria impossivel. Entao, a tese
do Teorema 4.14 nao vale neste caso.

A Hipotese B4 especifica a implementagao do Algoritmo 4.2 para que se tenha con-
vergéncia local superlinear. Assim como no Algoritmo 4.1, vamos supor que as dire¢oes
di sdo solugdes inexatas de sistemas lineares de equagoes do tipo Newton. Para au-
mentar a probabilidade de se ter itera¢oes do tipo Newton puro faz-se a escolha (4.53)
abaixo. Isto serd suficiente para provar, no Teorema 4.15 que, em condigoes similares

aquelas do Teorema 4.9, a convergéncia é superlinear.

Hipotese B4. Na implementacao do Algoritmo 4.2 temos:
e € (O, %)
e Para todo i € Ji, a dire¢do di é uma solugio de
Bid = =V fi(zy) + 7, (4.50)
onde Bj € IR™*™ ¢ simétrica definida positiva e

il < mellV fi(n) - (4.51)

e Se
filzr +dy) < fize) + oV fi(z)" dy,

entao escolhemos t; = 1.



4.2. ALGORITMOS PARA LOVO IRRESTRITO 64

e Se existe j € Ji tal que ti; =1, escolhemos
Tyl = T + t;c ;‘4:7 (452)

onde
filze + tidi) = min{ f;(x + thdl), j € Ji}. (4.53)

e Existe C' > 0 tal que, para todo k € IN, i € Jy, ||(BL)7!|| < C e a Hipotese B3 ¢é

satisfeita.

Se n € suficientemente pequeno e || B || < %, a condigao di, > B||V f;(zy)|| é satisfeita.
Além disso, se o nimero de condicéo ||By||[|(Bf) || é menor ou igual a 3, a condi¢ao do
angulo (4.31) & satisfeita. Claramente, é sempre possivel escolher uma matriz Bj que

satisfaca ambos os requerimentos.

Teorema 4.15. Suponha que:

~

. A sequéncia {xy} € gerada pelo Algoritmo 4.2 e a Hipdtese B4 ¢é satisfeita;
2. x, € um minimizador local;

3. Para todo i € I(x,), a fungao f; admite sequnda derivada continua em uma vizi-

nhanca de .;
4. V2fi(z.) >0, para todo i € I(x,);
5. limg oo T = x4;

6. Para todo i € I(x,), a condi¢cao de Dennis-Moré

|1, = V2 fulan)ldill

lim . 0 (4.54)
ko0 il
e a condicao de Newton-Inezrata
klim e =0 (4.55)

sao satisfeitas.
Entao,

e Existe ko € IN tal que, para todo k > ko e i € I(z,), temos que i € Jy, et = 1.
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e Sei € J, € tal que
filze + tidi) = min{ f;(xp + thdl), j € Ji}, (4.56)
para infinitos indices k, entao 1 € I(x.).
e FExiste ky € IN tal que, para todo k > ky, existe (k) € J, N I(x,) tal que t;(k) =1le

Tpsr = o + AP, (4.57)

o A sequéncia {xy} converge superlinearmente para x..

Prova. Seja i € I(x,). Como z, deve ser um ponto critico forte, temos que V f;(z,) = 0.
Entretanto, como V2f;(z,) é definida positiva, Vfi(x;) # 0 para k suficientemente
grande. Como f;(z.) = fmin(z«), pela continuidade de f; e f., temos que fi(xg) <
fmin(zk) + €, para k suficientemente grande. Entao, existe kj € IV tal que i € Ji, para
todo k > k.

Pela formula de Taylor, para todo k > k{, temos que:
) ) . 1 . ) )
filwrtdi) = fi(we) =l di) 'V filwr) = (1=a)(dy) "V filw)+5(d)) V2 filae) (di) +o([[di 1)

= (1 - @A) [V i) + T fia)d] + (o — ) (@) 9 i)y + o( ).
Por (4.31), (4.51) e (4.55) temos que ||ry| = o(||d;||). Portanto,
il + dy) — i) — a(d}) " i)

1

= (1= a)(dy)" [V* filwn) = Bildj + (o = 5

Mas, por (4.54),

) ()" V2 filxi)dy + ol di[1*).

(1 = a)(d) [V filzx) — Bildy = o([|di[|),
portanto,
i i L\ i i
fiwe + di) = filow) = a(d)"V filw) = (o = 5 ) (@) 2 @)y + ol di ). (4.58)
Seja ;1 > 0 uma cota inferior para os autovalores de V2 f;(x,). Entdo, existe ko > kj
tal que u/2 é uma cota inferior para os autovalores de V2f;(x;), para todo k > ko.
Entao, para todo k > ks, temos:

@)V )
ae =M
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Como a < 1/2, por (4.58), temos que

iy + dj) — filex) — a(dy) "V fi(wg) Iy g o(lldg )
TTEr <(v-)3t g 0

para k > ko. Mas, como ||(Bi)™!|| < C, para todo k e V f;(z,) = 0, temos que ||d%| — 0.

Entao, aplicando o limite em (4.59) para k — oo, obtemos
filar + dy) = fizy) — a(dy)"V fi(zy) <0, (4.60)

para k suficientemente grande. Entao, pela Hipotese B4, existe ky > ks tal que ti = 1,
para todo k > kg. Portanto, a primeira parte da prova estd completa.

Vamos provar a segunda parte da tese. Pela primeira parte da demonstragao, para
k suficientemente grande, escolhemos xj; usando (4.52) e (4.53). Suponha que (4.56)
vale para infinitos indices k € K. Entao, para todo k € K,

filzrer) = filwp + tidy) < frin(zr).

Tomando o limite para k € K, obtemos f;(z.) = fiin(zs). Logo, i € I(z,).

A terceira parte da demonstracao é uma consequéncia das duas primeiras. Para k
suficientemente grande, J; N I(z,) # (. Portanto, pela primeira parte da tese, para k
suficientemente grande, existe i tal que ti = 1. Entao, por (4.52) e pela segunda parte
da tese, zppy = zp + L0 d™ e (k) € I(x,), para todo k suficientemente grande. Entdo,
novamente, pela primeira parte da demonstragio, obtemos (4.57).

Agora, estamos aptos a provar a ultima parte do teorema. Como na primeira parte
da prova, por (4.31), (4.51) e (4.55) temos que ||rx]| = o(||V fum(zp)|]) = 0(||d;€(k)||).

Entao, pela formula de Taylor
Y fuy (@r1) = Y fuwy (@r) + V2 (@) di + o[
(k) \LEk+1 (k) \LE (k)\ k) k
= BP a1+ 3 fm (wr) + [V fu (1) — BENE® + o || M.
Entao, por (4.50), (4.51) e (4.55),
Y iy (@r1) = [V fu () — BN + o(|| ).

Logo, por (4.54),

IV fuwy (@)l

lim =0.

koo |[@pg1 — @]
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Mas, pela continuidade e nao-singularidade de V2f;(x) em x,, isto implica que:

o =l
m —- =
k—oo || y1 — 2|

0.

Dai, segue que:

lim [ @41 — 2] _o
koo |21 — @[l + [l — 24|
Portanto, ap6s breve manipulagao algébrica, obtemos a convergéncia superlinear. O

4.3 Problema LOVO com Restricoes

Nesta secao, o conjunto viavel {2 nao é mais todo o espaco IR". Vamos supor que o
conjunto €2 é descrito por um conjunto de equacoes e inequacoes e definiremos um algo-
ritmo Lagrangiano Aumentado globalmente convergente para resolver o problema LOVO
com restricoes. Para este propoésito, precisamos primeiramente, recordar um método La-
grangiano Aumentado apropriado para resolver problemas de otimizagao diferenciaveis

com restricoes.

4.3.1 Lagrangiano Aumentado Diferenciavel

Considere o problema:
Minimizar f(x) s.a. h(xz) =0, g(z) <0, (4.61)

onde f : R" — IR,h : R" — IR™,qg : IR — IR". Vamos supor que f,h,g sao
continuamente diferenciaveis.

Para todoz € R",p € R, \ € R", p € IR} definimos o Lagrangiano Aumentado
[27, 35, 37, 38]:

Lz, A 1, p) = f(x) + p[Hh(x) + %HQ + H (g) + %)Jﬁ (4.62)

O Algoritmo 4.3 é um método Lagrangiano Aumentado para resolver o problema
diferenciavel (4.61). Essencialmente, este é um caso particular do algoritmo de La-
grangiano Aumentado, com restricoes do nivel inferior arbitrarias, descrito em [2] e

implementado na pagina (web) Tango.
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Algoritmo 4.3. Seja xy € IR™ um ponto inicial arbitrario. Os parametros para a execucdo

do algoritmo s3o:
7€[0,1),y>1,
—00 < Amin < Amax < 00,
0 < flanax < 00,
p1€ R,
[Mj € Pains Amax), Vi =1,..., 4,
(1] € [0, fimax), Y5 =1,...,n,.
g1 > 0.
Passo 1 (Inicializacdo)

Defina k « 1. Para j =1,...,n,, calcule
[00]; = max{g;(zo), 0}

Passo 2 (Resolu¢cdo do subproblema)

Calcule z, € Q tal que
HVL<£L’]€, )\]ﬁﬂkapk)Hoo S Ek-

Passo 3 (Estimativa dos multiplicadores)

Para todo j =1,...,ny, calcule

Neraly = Mkl + prhy(an)

e
[S‘k—i-l]j S [S‘minaj‘max]-
Para todo j =1,...,n,, calcule
[1r11]; = max{0, [fix]; + prgj (1)},
[ok]; = max {gj(xk% _M}’
Pk
e

[ﬁ’k’-l-l]j € [Ovﬁmax]-
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Passo 4 (Atualizacdo dos pardmetros de penalizacdo)

Se
max{ || (zx)||co: lowlloc} < 7 max{||A(zr—1)llc0s lor-1llc0} (4.63)
defina
Pr+1 = P (4.64)
Caso contrario, defina

Pk+1 = Y Prk- (4.65)

Passo 5 (Comegar uma nova iteragdo externa)

Calcule x4 > 0. Defina k < k + 1 e volte para o Passo 2.

A tunica diferenca entre o Algoritmo 4.3 e o algoritmo introduzido em [2] (no caso
em que restri¢oes do nivel inferior nao estao presentes) esta nas regras de atualizagao
(4.64) e (4.65). Em [2]|, os autores definem pyi; = pr quando (4.63) é satisfeita e,
Pk+1 = 7Pk, caso contrario. Esta diferenca nao afeta as provas dos seguintes teoremas

de convergéncia.

Teorema 4.16. Suponha que {z} € uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 4.3 com
er — 0 e que x, € um ponto limite desta sequéncia. Entao, x, € um ponto estaciondrio
do problema
Th g
Minimizar Z hj(z)? + Z max{0, g;(z)}>.
j=1 j=1

Prova. Ver Teorema 3.1 de [2]. O

Teorema 4.17. Suponha que {zy} € uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 4.3 com
e — 0, z, € um ponto limite e que a condicao de dependéncia linear positiva constante
(CPLD) [11, 36/ € satisfeita em x.. Entao, x. é um ponto KKT de (4.61).

Prova. Ver Teorema 3.2 de [2]. O

O resultado final, que fala da limitacao dos parametros de penalizacao associados ao
Algoritmo 4.3, é dado no Teorema 4.18. Uma hipdtese crucial é o fato de que a precisao
usada para resolver os subproblemas deve tender a zero mais rapido que a medida de

viabilidade. Este tipo de exigéncia é usual em muitos métodos do tipo Lagrangiano
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Aumentado e Multiplicadores [12, 13, 17, 18, 20, 21, 22, 26].

Hipétese C1. Suponha que

1. A sequéncia {zy} é gerada pela aplicagdo do Algoritmo 4.3 ao problema (4.61) e

lim z;, = ..
k—oo

2. Em (4.64), a regra py41 = px € aplicada.
3. O ponto z, é viavel (h(z,) =0, g(z.) <0).

4. Os gradientes
{Vhi(z)}i21, AV (@)} | gy @=0}

sao linearmente independentes.

5. Tem-se complementaridade estrita em z,. Isto significa que, se u. € R}’ é o vetor

de multiplicadores de Lagrange correspondentes as restrigdes g(z) < 0, entao:
gi(@.) = 0= [1]; > 0.

6. As funcoes f,h,g possuem segundas derivadas continuas em uma vizinhanca de

L.

7. Defina o subespago tangente T' como sendo o conjunto formado por todo z € IR"
tal que
Vh(z,)"z =0,

Vg,(z.)"2 =0,

para todo j tal que g;(x,) = 0. Entdo, para todo z € T, z # 0,
nhp Ng
IV @)+ S V() + S [ 920 @)z > 0.
i=1 j=1

Teorema 4.18. Suponha que a Hipotese C1 € satisfeita. Adicionalmente, suponha que:

1. Exziste uma sequéncia i, — 0 tal que

e < npmax{|[a(ze)lloo; oklloc}, ¥k € IN.
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2. [Ali € Aminy Amax) VI =1,....n € [fa]j € (mins omax), VJ =1,...,n,.

3. [j\kﬂ]j € a projecao de [Ag11]; em [E\min, Xmax], Viji=1,...,np, e|[fig+1]; € a projecao

de [pr+1]j em [0, fimax), Vj=1,...,ny, k € IN.
Entao, a sequéncia {py} dos pardmetros de penalizagao é limitada.

Prova. Ver Teorema 4.3 de [2]. O

4.3.2 Meétodo Lagrangiano Aumentado para o LOVO

Agora, temos condicoes de definir extensoes naturais do Algoritmo 4.3 para o pro-
blema LOVO. Quando for preciso obter solucoes de subproblemas de minimizacao ir-
restrita, podemos utilizar os Algoritmos 4.1 ou 4.2.

Considere o problema:
Minimizar f,(x) s.a. h(z) =0, g(z) <0, (4.66)

onde f; : IR" — IR, paratodoi=1,...,m, h: IR" — IR"™, g : IR" — IR™ e todas estas
funcoes sao diferenciaveis.

Assim como em (4.62), para todo z € R",p € IR, A € R™, u € IR}° definimos o

1

Lagrangiano Aumentado associado a f; por:

Lo Aogon) = i)+ o) + 3

2+ (s +5),

p

definimos o Lagrangiano Aumentado associado a f,,;, por:

Ll ot p) = Fin(a) 4 o [o) + 5+ | (9t2) + ) |

p

1

e, ainda, definimos:

Lpin(x) ={i € {1,...,m} | Li(z, \, 1, p) = Lppin(x, X\, 1, p) }.

Algoritmo 4.4. Seja xy € IR™ um ponto inicial arbitrario. Os parametros para a execucdo
do algoritmo s3o:
T€[0,1),y>1,

—00 < Amin < Amax < 00,
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Al € [Mmins Amax), VJ=1,...,np,
il € [0, i Vi = 1,1y,
g1 > 0.
Passo 1 (Inicializagdo)
Defina k « 1. Para j =1,...,n,, calcule

[o0]; = max{g,(x),0}.

Passo 2 (Resolu¢do do subproblema)

Calcule z, € Q tal que
Hle(SE’k, Xk?ﬂkaﬂk)HOO < €k,

para algum i € I, (z).

Passo 3 (Estimativa dos multiplicadores)

Para todo j = 1,...,ny, calcule:

el = [Melj + prhj(x)

e
[S‘k-f—l]j € [S‘milu/_\max]-
Para todo j =1,...,ng, calcule:
[1x11]; = max{0, [fg]; + prg;(zr)},
[ok]; = max {gj(fk% —M},
Pk
e

[ﬂk+1]j € [0: ﬂmax]

(4.67)
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Passo 4 (Atualizacdo dos pardmetros de penalizacdo)

Se
max{||2(zk)|lco; ok lloc} < 7max{||A(zr—1)llc0; lor-1lloc}
defina
Pk+1 = Pk-
Caso contrario, defina
i1 = VPk-

Passo 5 (Comegar uma nova iteragdo externa)

Calcule .41 > 0. Defina k < k + 1 e volte para o Passo 2.

Uma maneira 6bvia de resolver (4.67) é aplicar o Algoritmo 4.1 ou o Algoritmo 4.2
ao problema

Minimizar Lyin (2, Mg, [k, pr)-

Ambos algoritmos garantem que um ponto satisfazendo (4.67) pode ser encontrado,
contanto que a sequéncia gerada seja limitada. Por outro lado, a limitacao das sequéncias
geradas pelos Algoritmos 4.1 ou 4.2 pode ser garantida se tivermos relacées apropriadas
entre a funcao objetivo e as restricoes.

No Teorema 4.19, provamos que o Algoritmo 4.4 encontra pontos estacionarios da

inviabilidade das restri¢oes.

Teorema 4.19. Suponha que {x;} é uma sequéncia infinita gerada pelo Algoritmo 4.4
com €, — 0 e que x, € um ponto limite desta sequéncia. Entao, x, € um ponto esta-
ctondrio de o n
Minimizar Z hj(z)? + Z max{0, g;(z)}>.

j=1 j=1
Prova. Como {z;} é uma sequéncia infinita, existe i € {1,...,m} tal que (4.67) é satis-
feita para f; infinitas vezes. Tomando a subsequéncia de {z}} correspondente, podemos
pensar que esta subsequéncia foi gerada pelo Algoritmo 4.3. Portanto, o resultado segue
do Teorema 4.16. Il
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Teorema 4.20. Suponha que {zy} € uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 4.4 com
er. — 0, x, € um ponto limite e a condicao de qualificagao CPLD € satisfeita em x,.

Entao, existe i € I(x,) tal que z, é um ponto KKT de
Minimizar fi(z) s.a. h(z) =0, g(x) <0.

Prova. Assim como no Teorema 4.19, considere uma subsequéncia de {z} tal que (4.67)
é satisfeita com o mesmo indice ¢ para todos os termos desta subsequéncia. Novamente,
podemos pensar que esta sequéncia foi gerada pelo Algoritmo 4.3. Pelo Teorema 4.17,
existe z, satisfazendo a tese deste teorema. O fato de i € I(z,) segue, trivialmente, do

fato que LZ(CC]“ Xk:?ﬁkaﬂk) < LJ(Iku S‘kuakapk)a para todo ] u

O resultado final, que fala da limitacao dos parametros de penalizacao associados
ao Algoritmo 4.4, é dado no Teorema 4.21. Assim como nos teoremas anteriores, a téc-
nica consiste em reduzir o problema LOVO a um problema de programacao nao-linear
diferenciavel. Entretanto, neste caso, necessitaremos de uma hipotese adicional: dada
uma sequéncia convergente gerada pelo Algoritmo 4.4, vamos supor que existe um tnico
indice i, tal que frin(xr) = fi . (x1), para todo k suficientemente grande. Desta
forma, é possivel garantir que o algoritmo, definitivamente, se comporta como o Algo-

ritmo 4.3 para a minimizacao de f; . .

Hipétese C2. Suponha que:

1. A sequéncia {zy} é gerada pela aplicagdo do Algoritmo 4.4 ao problema (4.61) e

lim z;, = ..

k—00
2. O ponto z, é viavel (h(z,) =0, g(z,) <0).
3. Existe i, € {1,...,m} tal que
Fimin (1) = finin(@r) < fil2®),
para todo k suficientemente grande e 7 £ i,,;,.

4. Os gradientes
{Vh;(z) it AV (@)} | gy (=0}

sao linearmente independentes.
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5. Tem-se complementaridade estrita em z,. Isto significa que, se u. € R}’ é o vetor

dos multiplicadores de Lagrange correspondentes as restrigoes g(x) < 0, entao
gj(z:) = 0= [p]; > 0.
6. As funcgoes f; . ,h,g possuem segunda derivada continuas em uma vizinhanca de
Ty

7. Defina o subespago tangente T' como sendo o conjunto formado por todo z € IR"

tal que
Vh(z,)"z =0,

Vig(e. )]z =0
para todo j tal que g;(x,) = 0. Entao, para todo z € T, z # 0,
np g
IV fin (@) + >IN VPR () + D[], V7g5(2)]z > 0.
j=1 j=1
Teorema 4.21. Suponha que a Hipotese C2 € satisfeita. Adicionalmente, suponha que:

1. Existe uma sequéncia i, — 0 tal que

e < npmax{|[a(ze)lloo, okllc}, ¥ 5 € IN.

2. [)\*]J € (Amim/\max) V] = 1, ...,Np € [/L*]J € (ﬂmin;ﬂmax% Vy = 1, sy Mg

-

8. [Mer1); € uma projecio de [Mri1]; em Amin, dmaxl, ¥V J = 1, ... np, € [ixr1); € a

projecao de [pip41]; em [0, fimax), Vi =1,...,n4,k € IN.
Entao, a sequéncia {py} dos pardmetros de penalizagao é limitada.

Prova. Para k suficientemente grande, a sequéncia pode ser pensada como sendo uma
sequéncia gerada pelo Algoritmo 4.3 com a Hipotese C1. Logo, o resultado segue do
Teorema 4.18. O



Capitulo 5

Quadrados Minimos LOVO

Suponha que {(t1,41),- -, (tm,ym)} C IR* & um conjunto de dados e que sabemos
que alguns deles estao “incorretos”, ou seja, ha presenca de “outliers”. Suponha que
T(x,t;) é o valor previsto da observacao ¢ ao adotar um parametro xz € Q. O ajuste
de quadrados minimos da forma y; ~ T'(x,t;) leva a resultados insatisfatorios devido a
influéncia opressiva de “outliers”.

A proposta LOVO para estimacao robusta de parametros consiste em definir, para
cada¢?=1,...,r, a funcao de erro

Fy(x) = (T(x,t:) — yi)*.

Dado p € {1,...,r}, este conjunto de fun¢oes define um problema LOVO para o qual os
Algoritmos 4.1 e 4.2 (para o caso irrestrito) e 4.4 (para problemas com restri¢des) podem
ser aplicados. Quando p = r este problema LOVO concide com o classico problema
de quadrados minimos nao-linear. Entretanto, a situacao fica muito mais interessante
quando p é menor que r. Neste caso, é possivel desprezar um niimero pré-determinado de
“outliers”. Logo, podemos dizer que o problema LOVO é uma generalizacao do problema
de quadrados minimos nao-linear.

A idéia é resolver o problema LOVO para diferentes valores de p. Se p é igual a r, a
expectativa é que o valor da funcao LOVO na solugao encontrada seja grande, ou seja, as
fungoes de erro F; , ..., F;_ que definem o somatorio irao indicar que, para alguns pontos,
o ajuste nao esta bom, principalmente para aqueles cujos indices correspondentes estao
proximos de i,.. Quando este fato ocorre, temos um forte indicio de que existem dados
incorretos ou “outliers”. Quando p decresce, a funcao LOVO tende a decrescer também.

Obviamente, uma das razoes para este decréscimo é o fato da quantidade de termos na
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soma da funcao LOVO ser cada vez menor, mas, a expectativa é que, quando tomarmos

o valor de “p correto”, a magnitude deste decrescimento seja bem maior.

5.1 Ajustando Modelos com “Outliers”

5.1.1 Implementacgao

Uma das principais consequéncias da teoria introduzida no capitulo anterior é que,
mesmo com a nao-diferenciabilidade do problema LOVO, se ignorarmos a multiplicidade
do gradiente em um dado ponto z; e utilizarmos diretamente um método de minimi-
zagao diferenciavel, os prejuizos que poderfamos vir a ter sao mais amenos. De fato,
o fator mais agravante corresponde a nao termos garantia de convergéncia para mini-
mizadores globais, mas, esta inconveniéncia é compartilhada pela maioria dos métodos
de programacao nao-linear.

Muitos algoritmos de otimizagao para problemas diferencidveis, quando aplicados
ao LOVO, podem ser considerados casos particulares dos Algoritmos 4.1 e 4.4. Com
esta propriedade em mente, utilizamos, em nossos experimentos, as versoes com e sem
restrigoes do ALGENCAN, que é um codigo de programagao nao-linear disponivel na
péagina do projeto Tango (www.ime.usp.br/~egbirgin/tango) [1, 2, 14|, sem modificar
as defini¢oes “default” dos parametros.

Implementamos também uma versao do Algoritmo 4.2 que satisfaz as Hipoteses B3

e B4. Algumas caracteristicas relativas a esta implementacao estao descritas abaixo:

e Definimos di, para cada i € Ji, como sendo a dire¢ao de Gauss-Newton correspon-
dente, ou seja,
By, = 29 (wy,)" ()
onde ®/(x) é o jacobiano de ®;(x) em relagao a x, ®;(x) é um vetor de tamanho p
cujas componentes sao ¢;(z) = (T(z,t;) — y;) e os p indices j sao tais que j €
C;. Como nao temos garantia de que Bj sera sempre definida positiva, quando
necessario, corrigimos Bj, somando uma constante positiva y em sua diagonal até

que esta seja definida positiva.

e A estratégia de busca linear (4.7)-(4.8) implementada foi o “backtracking”, isto é,
ty, foi escolhido como sendo o primeiro nimero da sequéncia {1,271,272 ...} que

satisfaz (4.7) e xg1 = xf + tpdy. Neste caso, tope = 1 e M = 2.
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e Os parametros algoritmicos utilizados foram:

0=10"% a=0.1, f=102e=10"% 6 =10"2

e O critério de parada foi: ||V fi(xy)|| < 1074, para todo i € I(xy).

Todos os experimentos desta secao foram realizados em um Pentium 4, 3.2 Ghz, 2Gb
RAM em FORTRAN de dupla precisao.

5.1.2 Caso Irrestrito

Para ilustrar o comportamento da estratégia LOVO consideramos um problema ir-

restrito bastante simples, porém, muito ilustrativo onde T'(z,t;) é definida por:

T(z,t;) = ziexp[—tizs] + xoexp[—(t; — x9)°wg] +

wzexp|—(t; — x10)°27] + zaexp[—(t; — 211) 28]

Esta é a fungdo de Osborne 2 (problema (19) de [34]). Em [34], » = 65. Aqui, intro-
duzimos 13 pontos adicionais, que representam os erros sistematicos. O critério para
determinar esta quantidade foi gerar aproximadamente 20% de “outliers” em funcao da
quantidade de dados “corretos” fornecidos em [34]. Os resultados estdo reportados nas

Tabelas 5.1 e 5.2. As respectivas tabelas trazem as seguintes informacoes:

e p - inteiro entre {1,...,7} que define o problema LOVO.

Emaz - quantidade de minimizagoes realizadas (nimero de pontos iniciais gerados

aleatoriamente).

k - esta coluna indica que a melhor solugao foi encontrada na k-ésima minimizacao.

Nas Tabelas 5.1 e 5.2, k = 0 significa que a melhor solugao foi obtida definindo xg

como sendo o ponto inicial sugerido em [34].

x - melhor solucao encontrada apoés k,,., minimizacoes.

e S,(z) - valor da fungdo LOVO avaliada em z.

Sp+1/Sp - quociente (razdo) entre os valores reportados na coluna anterior.

n.feval - nimero de avaliacoes da funcao LOVO na k-ésima minimizacao.
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mljririlei};:g(;is Melhor Solugao encontrada
P | Emas k 4 primeiros termos de | Sy(z) | Sp11/S, | n.feval | in.iter
78 | 50 0 1.27 0.38 0.48 0.59 | 2.74 - 58 36
77 | 50 0 1.32 0.56 0.61 0.60 | 2.39 1.15 o6 37
76 | 50 0 1.34 0.51 0.62 0.61 | 2.02 1.19 33 20
75 | 50 0 1.33 0.46 0.61 0.62 | 1.76 1.14 29 20
74 1 50 0 1.31 0.50 0.61 0.81| 1.53 1.15 36 25
73 | 50 0 1.32 0.39 0.60 0.80| 1.32 1.16 30 18
72 o0 0 1.32 0.41 0.60 0.70| 1.11 1.19 29 18
71 50 0 1.32 0.37 0.61 0.68 | 0.94 1.19 30 16
70 | 50 0 1.34 0.40 0.61 0.66 | 0.75 1.24 24 16
69 50 0 1.34 0.41 0.61 0.61 | 0.61 1.23 22 15
68 | 50 0 1.33 0.35 0.60 0.61 | 0.42 1.45 25 15
67 | 50 27 1.34 0.60 0.35 0.56 | 0.28 1.49 115 92
66 | 50 0 1.29 0.35 0.60 0.57| 0.17 1.66 21 13
65 | 50 1.31 0.43 0.63 0.60 | 0.04 4.26 37 21
64 | 50 1.26 0.39 0.62 0.58 | 0.03 1.17 26 17
63 | 100 76 1.26 0.38 0.61 0.58 | 0.03 1.20 28 17

Tabela 5.1: Resultados do Algencan aplicado & fungao Osborne 2.

e in.iter - nimero de iteragoes internas do algoritmo Algencan na k-ésima minimi-

7agao.

e out.iter - nimero de iteracoes externas do algoritmo Algencan na k-ésima minimi-

7agao.

Para problemas irrestritos, o nimero de iteracoes externas do Algencan é sempre

igual a 1. Por este motivo suprimimos esta coluna das Tabelas 5.1 e 5.2.

e n.iter - nimero de iteracoes do Algoritmo 4.2 na k-ésima minimizacao.

Observacao: O minimo encontrado para p = 65, o valor de “p correto”, coincide

com a solugao reportada em [34].
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ml\iI;EiZgiis Melhor Solugao encontrada
P | kmax k 4 primeiros termos de | Sy(z) | Spt1/S, | n.feval | n.iter
78 | 50 15 1.27 048 0.59 0.38 | 2.74 - 5542 364
771 50 0 1.31 0.56 0.61 0.60 | 2.39 1.15 39 18
76 | 50 0 1.34 0.51 0.62 0.61 | 2.02 1.19 27 13
75 | 50 0 1.33 046 0.61 0.62| 1.76 1.14 24 13
74 | 50 0 1.32 0.38 0.59 0.63 | 1.56 1.13 21 15
73 | 50 0 1.31 0.51 0.61 0.71 | 1.32 1.18 22 13
72 | 50 0 1.32 0.41 0.60 0.70 | 1.11 1.19 18 12
71 | 50 0 1.32 0.37 0.61 0.68 | 0.94 1.19 20 14
70 | 50 0 1.34 040 0.61 0.66 | 0.75 1.24 16 11
69 | 50 0 1.34 0.38 0.61 0.63 | 0.60 1.26 14 11
68 | 50 19 1.33 0.35 0.60 0.61 | 0.42 1.42 98 29
67 | 50 0 1.34 035 0.56 0.60 | 0.28 1.49 15 12
66 | 100 0 1.27 0.35 0.60 0.57 | 0.17 1.66 13 10
65 | 200 158 | 1.31 0.63 0.60 0.43 | 0.04 4.26 381 95
64 | 100 80 1.31 0.60 0.42 0.63 | 0.04 1.14 471 61
63 | 50 47 1.31 0.42 0.61 0.64 | 0.03 1.09 315 49

Tabela 5.2: Resultados do Algoritmo 4.2 aplicado a fungao Osborne 2.
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Analisando as tabelas, podemos observar que quando p toma um valor proximo de
r obtemos um alto valor da funcao LOVO, indicando que ha presenca de “outliers”.
A medida que diminuimos o valor de p notamos um decrescimento da funcio LOVO,
porém, como ja haviamos alertado anteriormente, a magnitude deste decréscimo tem
uma proporc¢ao muito maior quando atingimos o valor “correto de p”.

Ainda fazendo uma comparacao entre as tabelas podemos concluir que, para estes
experimentos, os pontos criticos fortes parecem estar isolados, ou seja, o conjunto I(z,)
é composto por um tunico indice, ja que, as solugdes encontradas por Algencan e pelo
Algoritmo 4.2 sao praticamente as mesmas, apesar de termos com Algencan apenas a
garantia de convergéncia para pontos criticos fracos. Como a garantia de convergén-
cia para pontos criticos fortes nao foi determinante, o fato do Algencan possuir um
processo de busca linear mais sofisticado do que a estratégia “backtracking”, adotada
na implementacao do Algoritmo 4.2, levou a um melhor desempenho do Algencan ao
compararmos o numero de iteracoes e a quantidade de minimizacoes necessarias para
obtermos a melhor solu¢ao encontrada.

Dado p, seja x, a solucao do problema LOVO obtida pelo algoritmo. Em todas as
figuras, a curva representa a imagem de T'(z,,t) como uma funcao de ¢, os pontos repre-
sentam os dados (;,y;) e os pontos circulados sdo aqueles que possuem os r — p maiores
erros ao adotar o parametro z,, consequentemente, estes foram os pontos descartados
pelo algoritmo. Na Figura 5.1, ilustramos a melhor solucao obtida pelos algoritmos para
os problemas LOVO definidos pelos valores p = 78,75, 70 e 65.

Seguindo a mesma metodologia, realizamos mais alguns experimentos com os pro-
blemas testes (8),(9),(15) e (17) de [34]. As melhores solu¢oes obtidas por Algencan
e pelo Algoritmo 4.2 foram idénticas, chegamos as mesmas conclusoes gerando tabelas
semelhantes as Tabelas 5.1 e 5.2, portanto, por ser mais ilustrativo, optamos por apre-
sentar somente a representacao grafica da melhor solucao obtida pelos algoritmos para
diferentes valores de p, seguindo as mesmas convencoes da Figura 5.1.

O problema teste (8) corresponde a fungao de Bard e T'(z,t;) é definida por:

T(z,t;) = (xl + “—) ,

ViTo + W;T3

onde u; = i, v; = 16—, w; = min{u;, v;}. Em [34], r = 15. Aqui, introduzimos 3 pontos

adicionais representando os “outliers”. Os resultados estao representados na Figura 5.2.
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g ¢ © °

Figura 5.2: Representacao grafica das solugoes (Bard).
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Figura 5.3: Representacao grafica das soluc¢oes (Gaussiana).

O problema teste (9) corresponde a fun¢ao Gaussiana e T'(x,t;) é definida por:

—o(t; — :c3)2> .

T(x,t;) = z1exp ( 5

Em (34|, r = 15. Aqui, introduzimos 3 pontos adicionais representando os “outliers”. Os
resultados estao representados na Figura 5.3.
O problema teste (15) corresponde a fungao de Kowalik e Osborne e T'(z, ;) é definida

por:
171(25? + til‘g)

Em [34], r = 11. Aqui, introduzimos 2 pontos adicionais representando os “outliers”. Os

resultados estao representados na Figura 5.4.

O problema teste (17) corresponde a fun¢ao de Osborne 1 e T'(z,t;) é definida por:
T(x,t;) = (x1 + zoexp[—t;xq] + r32p[—t;25)]).

Em [34], »r = 33. Aqui, introduzimos 6 pontos adicionais representando os “outliers”. Os

resultados estao representados na Figura 5.5.
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Figura 5.4: Representacao grafica das solucoes (Kowalik).

Figura 5.5:

Representagao grafica das solugoes (Osborne 1).
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p x Sp(z)
10 [ 1.39 2.07 5.86| 314
1.55 0.81 4.82| 20.8
1.52  0.96 547 | 9.47
1.50 0.98 6.50 | 4.19
1.50 0.95 6.56 | 0.70
1.00 -5.00 2.00 0

gt OO N oo ©

Tabela 5.3: m = 50, “p correto’=5, z, = (1,-5,2)

A interpretacao destes resultados (figuras) é bastante simples. Quando p = r, temos
a representacao grafica do classico ajuste de quadrados minimos (curvas em vermelho)
nao-linear, a medida que diminuimos o valor de p, os r—p pontos que possuem os maiores
erros sao descartados e a solugao LOVO representa o ajuste de quadrados minimos aos
p pontos restantes. Condizendo com este fato, observamos que o valor da funcao LOVO
na melhor solucao encontrada para o valor “correto de p”, para cada um dos problemas
testes, foi exatamente o mesmo valor reportado em [34]|. Ressaltamos que a escolha dos
pontos que sao descartados é feita iterativamente pelo proprio algoritmo. Esta é, sem
duvida, a principal vantagem da estratégia LOVO para resolver problemas de estimacao

robusta de parametros.

5.1.3 Caso com Restricoes

Na secao anterior, foi possivel observar que, na pratica, a convergéncia para pontos
criticos fracos que nao sao minimizadores locais é um fato que nao ocorre com tanta
frequéncia. Por esta razao, optamos por utilizar somente o Algencan para realizar os
experimentos desta se¢ao, considerando-o como um caso particular do Algoritmo 4.4.

A estratégia LOVO também pode ser aplicada para encontrar padrdes ocultos que,
particularmente, podem ser considerados como problemas de ajuste com restricoes de

caixa. Definindo .
Fi(z) = (O _ait} ™ — ),
j=1

tal como na secao 2.2.1, podemos encontrar polinémios ocultos. Os resultados, repro-

duzindo os experimentos da Tabela 2.1, estao reportados na Tabela 5.3.
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p z Sp(z)
10 [ 6.43 -1.12 8.16 | 22.6
547 273 4.50 | 9.01
0.00 1.53 5.62| 1.01
571  3.09 4.30 | 0.38 )
5.66 3.03 4.33 | 0.02 L
5.00 -3.00 7.00 0

gt O N oo ©

Tabela 5.4: m = 50, “p correto’=5, z* = (5,—3,7)

Similarmente, podemos encontrar circunferéncias ocultas definindo
Fi(x) = [(t; — 21)* + (yi — 22)* — 23],

tal como na secao 2.2.2. Os resultados, reproduzindo os experimentos da Tabela 2.7,
estao reportados na Tabela 5.4.

Agora, vamos descrever uma outra aplicacao para o LOVO com restri¢oes. Considere
um intervalo [a,b]. Seja ti,...,t, uma parti¢io deste intervalo de forma que pontos
consecutivos sejam equidistantes por um incremento h, t; = a e t, = b. A incognita
deste problema é um vetor x = (z1,...,x,) que representa a discretizacdo da solugao de
uma equagao diferencial de segunda ordem, digamos & = f(z,t). Isto significa que as
restricoes

Tijy1 — 2172 + X1 — hzf(xl,tl) = O, 1= 2, Lo, — 1. (51)

devem ser satisfeitas por x. Usualmente, um problema de valor de contorno (PVC) con-
siste em encontrar x que satisfaca (5.1) e que, adicionalmente, z; e z,, tenham valores de
contorno dados. Mas, esta aplicacao busca o seguinte objetivo: a partir de n observacoes
Y1, - - -, Yn Observadas nos instantes tq,...,t,, respectivamente, encontrar os verdadeiros
valores de x1,...,x, que mais se parecam com estas observagoes. Logo, a formulagao
LOVO para este problema é a seguinte:

p
Minimizar Z[y, —z;]? sa. (5.1). (5.2)

i=1

Suponha que, por algum motivo, as observacoes proximas a regiao de contorno sejam
dificeis de serem recuperadas. Nestas situacoes, a formulacao LOVO pode ser bastante
util, jA que, podemos encontrar o melhor ajuste desprezando algumas observacoes, ou

seja, considerando apenas p observagoes.
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mljrirlrrllei};:g(;is Melhor solucao encontrada
P | kmaz k T, o 16} v | Sp(z) | nfeval | in.iter | out.iter
21 | 100 100 72 86 0.2 1.7 04| 527 121 74 6
20 | 100 97 74 81 03 26 11| 1.71 77 45 6
19 | 100 95 457 82 4.1 389 314 | 0.13 364 335 2
18 | 100 45 71 0.7 1.0 93 73] 0.04 96 29 3
17 | 100 88 71 -21 1.0 95 7.1 0.02 88 49 3
16 | 100 2 39 6.1 01 09 2.0 0.01 74 52 4
15 | 100 62 39 60 01 1.1 23] 0.00 70 44 4
4

14 | 100 47 3.9 59 01 1.2 227 0.00 120 87

Tabela 5.5: Resultados do Algencan aplicado ao problema de contorno.

Um segundo objetivo desta aplicacao é estimar alguns parametros que definem
f(x,t). Por exemplo, se f(z,t) = ae® — Bt(z* + 1) — ywsin(tr), vamos estimar con-
juntamente: a discretizacao da solucao do PVC que mais se ajusta aos dados e as
constantes «, 3 e v que definem a equacao diferencial.

Para gerar os dados procedemos da seguinte forma: a partir da solugao de um dado
PVC, geramos o vetor de dados y inserindo um pequeno ruido na solugao, porém, em
n.out pontos, proximos a regiao de contorno, introduzimos uma perturbacao positiva
consideravelmente maior para produzir os erros sistematicos.

Os resultados da estratégia LOVO aplicada ao PVC original:

i = ae” — Bt(z* + 1) — yosin(tz)
z(0) =4, 2(2) =6

onde « = 0.1, f=1evy=2comh =0.1(r =21) e nout = 6, estdo reportados na
Tabela 5.5 e Figura 5.6.

Analisando os resultados, podemos observar que, quando p = r, temos um alto
valor da funcao LOVO devido a presenca de observacoes erradas proximas a regiao de
contorno. A medida que diminuimos o valor de p, notamos um decrescimento da funcio
LOVO e, ao atingirmos o valor “correto de p”, os parametros «, 3,7 e as condi¢oes de
contorno do PVC original sao recuperados.

Realizamos mais alguns experimentos deste género, mas, vamos mostrar os resultados
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p=21 p=16

Figura 5.6: Solu¢oes LOVO para diferentes valores de p.

obtidos apenas graficamente, ja que, a dinamica das tabelas é muito parecida com a
Tabela 5.5.
Os resultados da estratégia LOVO aplicada ao PVC original:

= aver — x?
2(0) =0, z(2) =2

onde aw = 2 com h = 0.1 (r = 21) e n.out = 6, estao reportados Figura 5.7.

Os resultados da estratégia LOVO aplicada ao PVC original:
i =ax+ fr3 + 1
z(0) =1, z(6) =2

onde « =2, =1evy=—1comh =02 (r =31) e nout =9, estdo reportados
Figura 5.8.

5.2 Padrao Oculto - Proteina

Sejam Q = {Q1,...,Qn} C R¥™, P ={P,..., Py} C IR¥ N < M. O objetivo é
encontrar a estrutura definida por Q no conjunto P. Mais precisamente, objetivamos en-
contrar um operador de deslocamento, D : IR%™ — [R¥™_ tal que {D(Q1),...,D(Qn)}
se ajuste a algum subconjunto de P.

Defina N como sendo o conjunto de N-uplas v = (v(1),...,v(N)), onde v(i) €
{1,..., M}, para todo i =1,..., N. (Em outras palavras, N' = {1,..., M}.)
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Figura 5.7: Solu¢oes LOVO para diferentes valores de p.

Figura 5.8: Solu¢oes LOVO para diferentes valores de p.
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Seja D um deslocamento. Para todo v € N defina:

N
f,(D) = Z ID(Q:) — Py |1

Finalmente,
i . D lll.ll D .
mzn( ) VEIJ\/ fu( )

Se existe um conjunto com N pontos de P que se ajuste exatamente a um deslo-
camento D de Q temos f,;,(D) = 0. O problema de minimizar f,,;, segue da teoria
introduzida no capitulo anterior.

Afortunadamente, para avaliar f,,;, nao precisamos calcular todas as funcoes f,. De
fato, dado um deslocamento D, calculamos, para todo i = 1,..., N, P,;(D) € P tal
que

1D(Qs) — Pa(D)| < [D(Q:) — P, ¥ P eP. (5.3)

Entao,

fnin(D) = Z ID(Qi) — Pusy (D).

As duas situagoes mais comuns, em aplicacoes, correspondem a dim = 2 e dim = 3. No
primeiro caso, o deslocamento pode ser representado por trés parametros: a translagao
do centro de gravidade de Q e o angulo de rotacao. Nos casos tridimensionais, desloca-
mentos podem ser representados pelo vetor de translacao e trés rotagoes, embora outras
alternativas sejam possiveis.

Uma generalizacao deste problema consiste em encontrar uma estrutura comum
para os conjuntos P e Q. Suponha que queremos encontrar um deslocamento D tal que
existam R < N pontos de Q (digamos, Qj,,...,Q;,) tais que D(Q;,),...,D(Q;,) se
ajustem a R pontos de P. Neste caso, definimos M como sendo o produto cartesiano
dos subconjuntos de R elementos de {1,..., N} com as R-uplas de {1,..., M}. Para
todo v = ({j1,...,Jr}, {i1, ..., ir}) € M, definimos

R
(D)= ID(Q;) = Py

e o objetivo é minimizar f,,;,(D) = min,en [, (D). Novamente, o calculo de f;, é
simples: para todo i =1,..., N, calcule P,; (D) € P como em (5.3). Entao, fmm(D) é
a soma dos R menores valores de ||D(Q;) — P.¢;)(D)]*.
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Embora a definicao mais 6bvia de um operador de deslocamento envolva somente
translacoes e rotacoes, definicoes mais generalizadas podem ser elaboradas. Por exem-
plo, a introducao de um parametro adicional permite que consideremos variacoes de
escala, de maneira que uma dada forma possa ser reconhecida em uma estrutura, in-
dependentemente do seu tamanho. Além disso, se substituirmos a norma Euclidiana
da diferenca por outra funcao distancia, podemos obter muitas medidas alternativas
similares e adequadas para os problemas sob consideracao.

Em nossa aplicagao, os pontos de P, representados na Figura 5.9(a) em cinza claro,
sao os atomos de carbono da cadeia principal de uma proteina (253 atomos): o receptor
do hormonio tireoideano, ligado a um hormonio sintético conhecido como IH5. Os pon-
tos de Q, em preto na Figura 5.9(a), sdo os atomos de um pedago da mesma proteina,
porém, obtidos de uma estrutura ligeiramente diferente: estes dtomos correspondem
aos carbonos da cadeia principal do receptor do hormonio tireoideano ligado a outro
hormonio sintético, conhecido como GC24. Como as duas estruturas sao da mesma
proteina, mas, associadas a diferentes hormonios, estas sao ligeiramente diferentes. Por-
tanto, nao existe um subconjunto de P que coincide exatamente com o conjunto Q, mas,
existe uma regiao em P que se assemelha ao conjunto Q. O objetivo aqui é identificar
qual o conjunto de pontos da proteina que mais se assemelha aos pontos do fragmento.
Em outras palavras, queremos saber se existe um padrao estrutural do tipo definido por
QO na estrutura definida por P. Este tipo de problema é conhecido como problema do
reconhecimento de enovelamentos de proteinas, que consiste em encontrar os padroes de
organizacao dos atomos de uma proteina em outras.

Utilizamos uma estratégia “multistart”, ja que, este tipo de problema possui muitos
minimizadores locais. As varidveis do problema sao os elementos que definem o deslo-
camento D: trés variaveis para definicao da translacao e trés variaveis para definicao da
rotacao ao redor dos eixos das coordenadas. Seja B C IR* a menor caixa que contém a
proteina P. A aproximacao inicial para o vetor de translacao foi £ —O onde O é o centro
de gravidade de Q e £ é um ponto aleatorio em B. Os angulos iniciais foram sorteados
uniformemente entre 0 e 27.

A melhor solucao foi obtida na terceira tentativa, apos 0.19 segundos de tempo
de CPU, incluindo impressoes. A tultima execucao do algoritmo irrestrito realizou 21
iteragoes. Logo, o Algoritmo 4.1 foi executado trés vezes, encontrando pontos criticos

nos dois primeiros casos. Na média, a distancia entre os pontos deslocados de Q e os
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Figura 5.9: Encontrando padroes de uma proteina com LOVO.

pontos de P foi de 1.07 angstrons (a melhor solugdo encontrada é correta do ponto de
vista da funcao da proteina). Na Figura 5.9(b), mostramos a sobreposigao dos pontos
da melhor solucao encontrada. Notamos que, mesmo quando o alinhamento ¢ bom, seu
reconhecimento nao é 6bvio. A Figura 5.9(c) mostra a mesma solugao, mas, os atomos de
carbono da cadeia principal da proteina estao conectados de acordo com sua sequéncia,
mostrando com maior clareza o alinhamento obtido (o fragmento estd em preto e a

proteina estd em cinza claro).



Conclusao

Apresentamos o problema de Otimizagao de Valores Ordenados (OVO), um problema
de otimizacao continua, nao-diferenciavel e, geralmente, nao-convexa. Este problema é
uma generalizacao do problema Minimax e possui muitas aplicacoes, muitas delas ainda a
serem descobertas. Neste trabalho, enfatizamos a aplicacao de encontrar padroes ocultos
e a otimizacao do VaR, especialmente, quando as func¢oes de perda f; sdo nao-lineares e
as restricoes sao lineares.

Para resolver o problema OVO apresentamos o algoritmo Cauchy-Primal, cuja im-
plementacao confia na resolucao de subproblemas de programacao linear e que tem fun-
cionado satisfatoriamente. Introduzimos também um algoritmo do tipo quase-Newton
para problemas OVO onde o conjunto viavel €2 é convexo. Ambos possuem resultados
de convergéncia global no sentido de que todo ponto limite satisfaz uma condicao de oti-
malidade. Para o algoritmo quase-Newton provamos convergéncia local (superlinear e
quadréatica) se algumas hipoteses adicionais sao satisfeitas. O desempenho deste método
foi qualitativamente superior ao desempenho do método Cauchy-Primal. Além disso, as
hipoteses usadas para provar convergéncia local, apesar de serem bastante restritivas,
parecem estar sendo satisfeitas, pelo menos para um exemplo em particular.

O problema OVO também é um potencial problema de otimizagao global. Os algo-
ritmos locais para o OVO nao sao suficientemente eficientes para enfrentar problemas
com multiplos pontos criticos, portanto, definicoes de estratégias globais sao necessarias
(ver, por exemplo, [10]). Além disso, este parece ser um desafiante problema de otimiza-
¢ao que generaliza a otimizacao diferencidvel. Portanto, a expectativa é de realizacao de
muita pesquisa tanto na introdugao quanto na anélise de métodos para este problema.
Um campo promissor de pesquisa é o de adaptar algoritmos classicos de otimizacao ao
problema OVO (ver, por exemplo, [24]).

O problema de Otimizagdo da Menor Soma de Valores Ordenados (LOVO) intro-
duzido neste trabalho é, em geral, nao-diferenciavel e nao-convexo. Este problema é
uma generalizacao do problema classico de quadrados minimos. Por outro lado, este

pode ser visto como um problema Minimin, ou seja, um caso particular do problema
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OVO (p = 1). Olhando por este ponto de vista, introduzimos algoritmos para resolver o
LOVO com e sem restricoes. Uma importante consequéncia da teoria, confirmada pelos
experimentos, é que, ao contrario de muitos problemas nao-diferenciaveis (mesmo sendo
convexos) as consequéncias de ignorar a nao-diferenciabilidade, ou seja, a multiplicidade
dos gradientes em um determinado ponto xj, nao sao tao severas. Resumindo, algo-
ritmos de otimizacao diferenciavel quando aplicados a este problema convergem para
pontos criticos fracos e algoritmos especificos convergem para pontos criticos fortes. Isto
permite que tiremos vantagem da disponibilidade de eficientes “softwares” de otimizacao
diferenciavel.

Aplicacoes em reconhecimento de padroes ocultos e estimacao robusta de parametros
parecem ser promissoras. O LOVO se mostra uma ferramenta muito interessante para
atacar estes tipos de problemas que, por sua vez, sao muito importantes em muitas areas
da Ciéncia e Engenharia. Indubitavelmente, na presenca de aplicacoes tecnologicas
especificas serd necessario desenvolver algoritmos especificos, mas, a possibilidade de
utilizar “softwares” gerais com resultados razoaveis é muito encorajadora.

Futuras pesquisas sobre este assunto podem incluir:

e Exploragao de reformulagoes diferenciaveis tais como a proposta em [5| para o
problema OVO.

e Adaptacao e desenvolvimento de estratégias de otimizacao global para encontrar
pontos iniciais adequados com o intuito de evitar a atratividade de minimizadores

locais-nao-globais.

e Desenvolvimento de algoritmos para o problema LOVO com restricoes com con-

vergéncia para pontos criticos fortes.
e Extensoes da estratégia LOVO para o caso em que p nao é pré-fixado.
e Problema de programacgao nao-linear com restricoes LOVO e OVO.

e Algoritmos de Programagao Quadratica Sequencial, Pontos Interiores e Restau-

racao para problemas LOVO com restri¢oes nao-lineares.
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