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Resumo

Este trabalho tem como principal objetivo estudar o problema de Cauchy para a
equacdo de Korteweg-de Vries, popularmente conhecida como KdV. Primeiramente apre-
sentamos de maneira sucinta os resultados bésicos da Andlise necessdrios ao desenvol-
vimento e a compreensao da teoria que nos propomos a estudar. Em seguida (onde
concentra-se a maior parte da dissertacdo), analisamos existéncia, unicidade, regularida-
de e dependéncia continua de solugao, com dado inicial em espagos de Sobolev de ordem
inteira. Analisamos também a mesma equacao com termos dissipativos. Finalizamos a
dissertacao apresentando um melhoramento dos resultados de dependéncia continua e de-
monstrando que nédo se perde suavidade quando se resolve o PVI para a KdV com valor
inicial em determinados espacos de Sobolev de ordem ndo inteira. Para isso utilizamos
um teorema de interpolacao nao linear.

Abstract

In this work we study some developments of the Cauchy problem for the Korteweg-
de Vries equation (KdV). First of all, some basic results, which allow us to develop
and comprehend the theory that we study, are briefly presented. Existence, uniqueness,
regularity and continuous dependence results are established for the pure initial-value
problem (IVP) posed on the real line. The same equation with dissipative term added is
also analyzed. We finish with an extension of the continuous dependence results and the
relation of the smoothness of initial data to the smoothness of the solution in fractional
order Sobolev spaces. Here we use a non-linear interpolation theorem.
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INTRODUCAO

A equacao de Korteweg- de Vries (nome em homenagem a seus idealizadores),
Ug + Uy + ULy + Ugzr = 0, (1)

mais conhecida pela sigla KdV, presente em praticamente toda nossa discussao nesse tra-
balho, foi deduzida pelos matemadticos D. J. Korteweg e G. de Vries no final do século
XIX, como um modelo para ondas longas se propagando em um canal. Por muitas décadas
essa equacao ficou esquecida. S6 entdao na década de 60 do século passado, um grupo de
pesquisadores do Plasma Physics Laboratory da Universidade de Princeton se interessou
por tal equagdo, motivados pelo fato de que ela parecia modelar o comportamento de
ondas nao s6 em meio aquatico, mas também em outros fluidos e serviria em um primeiro
momento para investigar o comportamento de ondas de direcao indefinida em meio dis-
persivo ndo-linear. Desde entao, muitos artigos sobre a equacgio (1) tém sido publicados.
As suspeitas do grupo de Princeton foram aos poucos se confirmando: A equagéo (1) bem
como suas variantes, por exemplo, a KdV modificada

Uy + Uy + Uggr = 0, (2)

o PVI (13), ou (1) adicionada de um termo dispersivo, de fato modelam propagagao de
ondas em diversos sistemas fisicos. Muitos modelos hiperbélicos podem ser reduzidos a
(13).

Em 1975, J.L. Bona e R. Smith publicaram o artigo [3] no qual provaram que o PVI
para a equagdo (1) com valor inicial g em H® = H*(IR), s > 2 inteiro (vide Secéo 1.4),
é globalmente bem posto (i.e., existe solugdo uUnica, que depende continuamente do dado
inicial, e também possui a propriedade de persisténcia). Esse teorema foi um marco no
desenvolvimento de ferramentas para se estudar (1). Para estabelecé-lo, eles procederam
da seguinte forma: Primeiro, através de uma mudanca de variavel, transformaram (1) em
sua forma equivalente e mais simples

Ug + Uy + Ugzyr = 0. (3)
Depois consideraram o PVI regularizado (adiciona-se a (3) o termo —eéug,; )

Ut + Uty + Uggy — gz = 0, u(z,0) = ge(z) (4)



(onde o dado inicial g, ¢ a regularizagdo de g) e novamente, por uma mudangca de varidveis,
o transformaram no PVI alternativo (13), para o qual jé se sabia ser localmente bem
posto, no sentido descrito acima (veja [1]), mas com algumas restricées. Entdo J. Bona e
R. Smith conseguiram provar que existe uma tnica solu¢ao para o PVI regularizado (4)
e que 0 mesmo € bem posto. Faltava entdo estender esse resultado para o problema de
Cauchy associado a KdV.

Ap6s isso, visando estender o resultado de que faldvamos acima, passaram a obtencio
de algumas estimativas a priori para (4), e entdo, através de uma sequéncia de lemas e
proposi¢oes, demonstraram que a solugdo u, correspondente a (4) é de Cauchy em relagao
a € e portanto, converge a uma funcdo u(z,t) quando € | 0, que por sua vez é solucao
global do PVI para (3) com valor inicial g em H*. Finalmente, sabendo que g — g em H*
quando € | 0, s > 3, conseguiram provar que o problema é localmente bem posto para o
caso s > 3. Usando depois as quantidades conservadas associadas &4 KdV, demonstraram
que o problema é globalmente (em relacao ao tempo) bem posto, mas ainda para s > 3.

Na sequéncia, passaram a demonstrar os resultados de dependéncia continua, cul-
minando com um resultado associado a equagdo (13) o qual diz que para valores iniciais
g € H*, k > 1 inteiro, existe uma tnica solugéo u de (13) em H&(= C(0,T; H*)) (veja
Definigao 1.4.1) T > 0 finito, e que tal solu¢do depende continuamente em H% de g. Tal
teorema é mais forte que o demonstrado por Benjamin et al. (veja [1], Teorema 1, pag.
62).

Em seguida, examinaram o quanto se relacionam os respectivos PVI's para (1) e (13).
Chegaram a conclus@o de que os dois modelos, munidos do mesmo valor inicial, sob certas
limitagoes, posssuem a mesma solugao, sobre um intervalo de tempo finito. Ja com todo o
aparato necessdrio, investigaram as equagoes (1) e (13) com termos dissipativos, a saber:

onde a > 0. Provou-se por exemplo que, com dado inicial g € H™ (m > 2), existe
uma unica solucdo u € X, o para (5) e que u depende continuamente de ¢ € H™, e na
sequéncia finalmente conseguiram a demonstracao completa do teorema de boa colocagao
global da KdV em H2.

Teoremas cada vez mais fortes rapidamente foram surgindo. No mesmo ano (1975), J.
C. Saut (veja [19]), através de um teorema de interpolacao de Tartar (ver [22]) demonstrou
o teorema referido acima para o PVI associado & KdV, com valor inicial ¢ em H* para
k > 2 nao necessariamente inteiro. Ele demonstrou que se r > 3, u[r]+1—17 ([r] é o
maior inteiro menor que 7 e ¢ € H r+3ute para algum € > 0, entdo para cada 7' > 0,
u € L*=(0,T; HT). Para o caso 2 < r < 3, ele mostrou que se g € H"*‘%“, entao para cada
T > 0,uestd em L*°(0,T; H"). Dai, ficou-se com a impressao de que se perde regularidade
em resolver (3.1) com valor inicial em espagos de Sobolev de ordem néo inteira. No ano
seguinte (1976), J. Bona e R. Scott chegaram a uma resposta precisa: Baseando-se em
(2] demonstraram que isto nao acontece, mais precisamente, provaram que para valores



iniciais em H°, s > 2, a solugdo para (3.1) pertence a C(0,T; H*)(= H3) para todo T > 0.
Também demonstraram que a solugdo depende continuamente do dado inicial no seguinte
sentido: para todo 7' > 0 e s > 2, a aplicagdo g — u de H* em C(0,T; H*) é continua.
Assim o PVI para (3.1) é classicamente bem posto em qualquer espago de Sobolev H*,
&> 2,

Ainda na mesma década, além do problema de Cauchy para (1), as atencdes voltaram-
se também para o PVI generalizado

Ut + Ug + a(u)uz + Uggr = 0, 7
u(z,0) = g(z) z€R (0

onde a é uma func¢do de R em IR, com a(0) = 0, por exemplo a(u) = u*, k > 1 inteiro.
Passamos agora a citar algumas publicagdes nesse sentido.

Tosio Kato em 1979 publicou [11] onde, baseado na teoria de equagdes de evolugio
quasilineares de sua propria autoria (veja [10]), demonstrou que existe uma tinica solucio
u para o PVI generalizado (7), com g € H* (s > £) tal que u(-,¢) também pertence a H*
para cada ¢ > 0 em um intervalo de tempo finito. Ele também demonstrou que uz depende
continuamente de g. Ficou entdo estabelecido que o problema é localmente bem posto.
Se é globalmente bem posto ou nao ficou em aberto. Mais tarde, em 1983 (confira [9]),
ele volta a analisar se os PVI’s para (1) e (7), com s > 2, sdo bem postos no seguinte
sentido: Considere um problema de Cauchy arbitrdrio

ur=f(u), t>0, u(0)=g. (8)

Suponha que ezistem dois espagos de Banach' Y — X (onde < significa que a inclusdo é
continua), tal que f : Y — X € continua. Suponha que para cada g € Y ezistam, T > 0

real e uma unica fun¢do
u€eC(0,T;Y)

(portanto, uy € C(0,T; X)) satisfazendo (8) para t € (0,T]. Além disso, suponhamos que
a aplicacdo g — u de Y em C(0,T;Y) é continua. Se essas hipdteses sdo verificadas,
dizemos que (8) € localmente bem posto em Y. Se T for arbitrdrio, dizemos que o proble-
ma € globalmente bem posto em Y. Mas T. Kato nao conseguira demonstrar que o PVI
associado a KdV é globalmente bem posto em H*, com s > % Finalmente em 1991, C. E.
Kenig, G. Ponce e L. Vega (veja [13]), usando técnicas de andlise harménica, solucionaram
esse problema. Mais ainda, eles conseguiram demonstrar que o PVI é localmente bem
posto em H® com s > % e consequentemente, globalmente bem posto em H®, para s > 1.

A cada ano surgem novas técnicas de investigagao do problema de Cauchy relacionado
a equacoes de evolucao nao lineares do tipo dispersivo, aplicdaveis portanto a equacao KdV.
Nesse sentido, muito contribuiu as técnicas desenvolvidas por J. Bourgain no artigo [4]
onde, para estudar problemas como os PVI's para a equagao de Schrodinger ndo linear
periddica em relagao a z

{ e+ Ay uluPt=0 (p23) ©)

u(z,0) = g(z)

(5]



e para a KdV
U + Uy + Ugzr = 0
1
{ u(z,0) = g(z), (10)

respectivamente, Bourgain desenvolveu um método de analise harménica. Ele aplicou o
argumento do ponto fixo a equacdo integral

u(t) =Wi(t)g - /ot W (t — 7)w(r)dr, (11)
onde q
W(t) = exp (—t83) e w=uu, = §(u2)z, (12)

e demonstrou que o problema (10) é localmente bem posto em L%(/R). Devido a lei de
conservagao

o0

Iy(u) = f u’dr

—-00
o resultado estende-se globalmente, ou seja, garante solugoes globais em L?(IR). O resulta-
do local foi obtido pelo teorema do ponto fixo de Banach, verificando uma propriedade de
contragao para a tranformagao associada a (11) em um espaco apropriado, principalmen-
te utilizando andlise de Fourier. Estava portanto garantido que o PVI (10) com g € H*
(s > 0) é globalmente bem posto em L? = L%(RR).

No ano de 1996, valendo-se pricipalmente das técnicas de J. Bourgain ([4]), C. E.
Kenig, G. Ponce e L. Vega, em [12] analisaram o quanto o PVI (10) com ¢ € H™*(R)
(s =2 0) é bem posto. O principal resultado obtido foi que (10) é localmente bem posto
em H™*(R), para s < 3.

Nosso trabalho tem como foco central apresentar os métodos desenvolvidos por J.
Bona e R. Smith, publicados em [3], para a investigacdo da KdV. Também apresentamos
um importante teorema de interpolagao atribuido a L. Tartar e empregado por J. Bona
e R. Scott para investigar regularidade da solugdo da KdV, e dependéncia continua em
relagdo ao dado inicial. No primeiro capitulo fazemos uma breve exposicdo de resulta-
dos basicos da Andlise necessarios a compreensao e ao desenvolvimento da teoria a ser
apresentada: Enunciamos o conhecido Teorema do Ponto Fixo de Banach, empregado na
Secdo 2.1 quando demonstramos o teorema de existéncia e unicidade de solugao para o
PVI " "

Uy + Uz + Ulg — Uggt = U,
Al e )

(onde ¢ € H'(IR)(C?(IR)) proposto por Benjamin et al. em [1]. Nas duas secdes
seguintes apresentamos um resumo sobre transformadas de Fourier em L'(JR"™), no espago
de Schuartz S(/R"), em L?(IR™) e sobre Distribui¢des. Finalizamos o Capitulo 1 com as
defini¢des dos Espacos de Sobolev de ordem inteira e reais, respectivamente, bem como
as propriedades de que necessitamos. O Capitulo 2 é um estudo do artigo [3] e portanto
optamos por preservar o roteiro desenvolvido pelos autores do mesmo, ja descrito acima.
No terceiro e ultimo capitulo, dividido em duas se¢0es, fazemos na primeira um resumo da
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teoria de interpolagao nao linear necessaria a demonstragao do teorema de Tartar que
nos referimos acima, e sua respectiva demonstragio; a segunda se¢do é a aplicacdo desse
teorema & equacdo KdV, mais precisamente, generalizamos um pouco mais os resultados
de dependéncia continua apresentados no Capitulo 2; generalizagdo no seguinte sentido:
no Capitulo 2, os resultados de dependéncia continua se referem a solugao do problema
de Cauchy para a KdV com dado inicial em H*, s > 2 inteiro, enquanto que no Capitulo
3 o mesmo resultado é assegurado para o problema com dado inicial em H® com s > 2
real. (A existéncia e unicidade de solugdo para esse caso foi demonstrada por J. C. Saut
(19], como citamos anteriormente.) Eis o teorema a ser demosntrado:

TEOREMA 0.0.1 . Sejam T > 0 e s > 2. Entdo a aplicagdo U : H® — C(0,T; H®), que
a cada g € H® associa a inica solugdo u, € continua. Além disso, se g € H®, existe uma
func¢do continua ndo decrescente Csr : IRT — IR™ tal que

lullcor;zy < Cszrlllglls)llgllss (14)

onde [s] é o mator inteiro menor que s.



Capitulo 1
PRELIMINARES

Esta parte objetiva apresentar a teoria basica necessiria ao desenvolvimento de nossos
propositos nos capitulos posteriores. A titulo de economia, algumas demonstragdes serdo
omitidas, mas indicamos onde encontré-las.

1.1 Alguns teoremas fundamentais.

Comegamos recordando o teorema do ponto fixo de Banach para contragoes e as de-
sigualdades de Gronwall, cujas demonstragdes sao simples mas sdo ferramentas de grande
valia.

Seja M um espacgo métrico completo.

DEFINIGAO 1.1.1 Uma aplicagdo T : M — M ¢€ denominada contragdo se existe k,0 <
k < 1, tal que dados z,y € M, entdo

[ T(z)-TWI <kl -yl

TEOREMA 1.1.2 (ponto fixo de Banach.) Toda contragdo definida e com valores num
espaco métrico completo possui um unico ponto fizo.

Demonstracdo. Ver lema na pag. 338 de [20]. O

TEOREMA 1.1.3 (da Convergéncia Dominada). Seje {f.} uma sequéncia de funcgées
integrdveis que converge pontualmente a um fun¢do f. Suponhamos que ezista uma fungdo
integrdvel g tal que, |fn| < |g| Vn. Entdo f € integrdvel e

/ fde= lm | fadz
R R

n—os



A proposicao a seguir tém como objetivo responder & seguinte questdo: Dada a funcéo

Ft) = f f(z,t)dz, (1.1)
R
quando f serd continua ou integravel, como fungao de ¢?

PROPOSIGAO 1.1.4 . Seja f : IR x [0,00) = IR tal que:

(a) A fungdo z > f(z,t) € limitada, para cada t € [0, 00);

(b) a fungdo t — f(z,t) € continua, para cada z € IR;

(c) existe g € L'(IR) tal que, |f(z,t)| < |g9(z)| V2 € R e todo t € [0, 00).
Entdo a fungdo F : [0,00) — IR definida em (1.1) é continua. Se

(a’) a fungdo x — f(z,t) € integrdvel, para cada t € [0, 00);

(b’) a fungdo t — f(z,t) € derivdvel, para cada z € IR;

(¢’) existe g € L*(IR) tal que, |%(f(:c,t))| < |g(z)| Vz € R e todo t € [0, 00);
entdo a fungdo F : [0,00) — IR definida em (1.1) é derivdvel e

F'(t) = [R -%ti(x, t)dz. (1.2)

O Teorema da Convergéncia Dominada e a Proposi¢ao 1.1.4, bem como suas respec-
tivas demonstragoes, podem ser encontrados na maioria dos livros de Teoria da Medida.

PRrOPOSIGAO 1.1.5 (desigualdades de Gronwall) .
Sejat € [a,b] . Se

t
u(t) < aft) +/ K(s)u(s)ds
0
com u, a, K continuas em [a,b] e K > 0, entdo

u(t) < alt) + [t K(s)a(s) exp ([s K (r)dr)ds.

Caso particular (a(t) = o constante):
t
u(t) < aexp(/ K(t)dr).
0

Demonstragao. Seja v(t) = [, K(s)u(s)ds. Entao
u(t) < alt) + v(t), (1.3)
e derivando v, como k > 0 e por (1.3), obtemos

o(t) — K($)v(t) < K(t)alt). (1.4)



Multiplicando os dois lados da desigualdade acima por exp (— fﬁt K (‘T)d’?‘) obtemos,

% [v(t) exp (- / tK(T)al«rﬂ < K(t)o(t) exp (— f tK (r)dr)- (1.5)

Integrando ambos os lados de a a t , segue-se que (observe que v(0) = 0)

u(t) < /:K(s)a(s) exp (/:K(T)d‘r) ds. (1.6)

Assim, substituindo (1.6) em (1.3) obtemos o resultado. O
O teorema a seguir e seu corolario sdo muito importantes. Utiliza-los-emos vérias
vezes nas demonstragdes dos resultados do Capitulo 2.

TEOREMA 1.1.6 . Seja Q C IR? aberto conezo. Considere a equagdo
4= f{tu)
com ezisténcia e unicidade de solugcdo. Seja v(t) uma solugdo da desigualdade
d—l—
Zult) < F(t,0(0), (1.7
isto é, v(t) € continua, possut derivada ¢ direita e satisfaz d desigualdade acima. Entéo:
v(a) < u(a) = v(t) < u(t) para todo t > a no intervalo de definicéo.

Demonstragao. Considere a sequéncia de funcdes satisfazendo, para cada n € IV,

{ Up =f(t,un)+%

un(a) = u(a)

Temos que u, — u uniformemente em [a,b|, ou seja, se u estiver definida em um
intervalo [a, b] entao, para n grande, u, também estd definida em [a, b] e converge unifor-
memente para u nesse intervalo.

Mostremos que v(t) < u,(t) para n grande. Suponha por absurdo que existe #; tal
que v(t;) > un(t1) e seja ainda t; < ¢; tal que

v(t) > u,(t) para t € (t2,%1), v(t2) = ug(ts).
Entao
v(t) — v(t2) > ua(t) — ua(t2), t € (t2,t1).
Logo, (divida por t —t, > 0 e faga t — ¢3)

Lo(ts) < Un(ta) = fto, un(t2)) + & = f(t2,v(ta) + 3 > f(t2,v(t2)),



dai obtemos:

%v(tz) > f(t2,v(ta))

e isto contradiz a hipétese. Portanto, v(t) < u,(t) para n grande. J4 que u, — u, o
teorema esta provado. O

COROLARIO 1.1.7 . Seja v € C'a,b] e 0(t) < Bu(t) + @, a e B constantes, onde 3 # 0.
Entao

v(t) < (v(a) + %)e‘s{‘-a} =&
Demonstragao. Considere o PVI (problema de valor inicial)

{ t=Pfu+a
u(to) = v(to)

e aplique o Teorema 1.1.6. O

1.2 A transformada de Fourier.

Temos como propdsito nesta secdo apresentar alguns resultados bésicos da transfor-
mada de Fourier . Comegamos definindo-a para funcdes em L(/R").
Notagao. Vamos denotar LP(IR") simplesmente por L?.

DEFINIGAO 1.2.1 . Dada uma fungéo f € L', a tranformada de Fourier de f, denotada
por Ff = f, € definida pela formula,

F1E) =fle) = wf(z)e‘”"‘“dz, £e R (1.8)

OBSERVAGAO 1 . Por meio de uma simples mudanca de varidveis (y = 2wz) podemos
definir F como

P 1 e
FI€) =18 ==3 (z)e™**dz, €€ R", (1.9)
(271') 2 Jmn
que € equivalente a (1.8).
Agora passemos a algumas propriedades:
PROPOSIGAO 1.2.2 . Se f € L}, entdo
1F lloo < 1 £llzs- (1.10)
Além disso, "
f(€) = 0, quando |€| — oc. (1.11)

11



Demonstragao. Ver [8] pagina 255. a
Se f,g € L', definimos a convolucdo de f por g como sendo

(f*g)(z) = fﬂ flz—vy)g(y)dy = fm fWg(z — y)dy = (g * f)(z). (1.12)

PROPOSIGAO 1.2.3 (Desigualdade de Young). Sejam f € L?, g € L9, com p,q €
1, 00], tal que % + -;- =1+ 1 para algum r € [1,00|. Entdo, fxg€ L e

ILf * gller < [Ifllzellglle- (1.13)

Demonstragao. Ver por exemplo, [7] na pagina 307. O

PROPOSIGAO 1.2.4 . Para f,g € LY, (f % 9)(€) = F(€)5(E).

Demonstragao. Pelo teorema de Fubini,
(f*gN§) = f i f(y)g(z — y)e™ ™ “dydz
= f [ g(z — y)e ™ EY f(y)e 4 Vdydz

= [ sla-pereids [ jg)evay
- 8 Rﬂ
= J©ae. 0

Vamos agora abordar a transformada de Fourier no espago de Schwartz (também
conhecido como espago das funcdes de decrescimento rdapido), que consiste das funcées
f € C*(IR™) tais que

[ fllas = sup [2%6°f(z)| < o0, (1.14)
zER™

para quaisquer multiindices a, 3.

Os elementos de S(/R™) tendem mais rapido a zero que o inverso de qualquer po-
linémio, quando |z| — oco. Também, S(IR") = LP, para 1 < p < oo, pois C° = LP e
C§° € S(IR™).

Consideremos S(/R") munido da colegao de seminormas

¢ € S(R") = ||¢llas; (1.15)

¥ a, 8 multiindices. Munido da distancia

”‘p &= 11{)”0_.13 (116)

d(p,¥) = Tagen=2~12H9) |
. 1+ || — ¥llas

S(IR™) é um espago métrico completo. Além disso, a familia de seminormas M = {||f||as :
a, 3 € IN"} separa pontos e é enumeravel. Portanto, S(JR") é um espaco de Fréchet (i.e.,
metrizével e completo).
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Definimos a transformada inversa de Fourier por
(NVE) = | fl@)e™ds = F(-¢). (1.17)
}Rn

PROPOSIGAO 1.2.5 . Seja f € S(RR"). Entdo,
(i) fe C*®(R") e 8 f = (- omiz)® f

(i) (2°f11E) = (2mi€)*F,

(iii) f € S(R™);

(iv) (Férmula da inversdo) (f)¥ = f;

(v) a transformada de Fourier F : S(IR") — S(IR™) é um isomorfismo.

Para ver a demonstragdo da proposi¢do acima, consulte por exemplo [6], paginas
6 — 10.

TEOREMA 1.2.6 (Teorema de Plancherel). Seja f € L' N L2. Entdo, f,(f)" € L? e

1£llz2 = 1(F)"[Izz = [|f]le. (1.18)

Demonstragdo. Consulte [5], pagina 183. O

Encerraremos esta segao com a defini¢ao da transformada de Fourier em L?(= L?(IR™)).
Observe que a Definicdo 1.2.1 nesse caso ndo faz sentido, pois nem sempre a férmula (1.9)
é verdadeira se f € L? : basta tomarmos uma fun¢do f € L?\ L. A saida é recorrer ao
Teorema 1.2.6 (Teorema de Plancherel), o qual valida a definigdo abaixo:

DEFINIGAO 1.2.7 . Dada f € L2 considere {fi}32, uma sequéncia de fungdes em
L'(L? tal que, fo — f em L2. Pelo Teorema 1.2.6, || fi — fll = IIFx — FIl = IlFx = FlI;
assim {ﬁ};";l ¢ uma sequéncia de Cauchy em L? e portanto, converge. Definimos _;? como
sendo o litmite dessa sequéncia, i.€.,

fhn—_klirn}”:c em L°. (1.19)

OBSERVAGAO 2 . A Defini¢do 1.2.7 faz sentido, pois dada outra sequéncia {gi e, gx —
g, em L?, temos pelo Teorema de Plancherel que, gy — f em L2.

Valem resultados analogos aos ja enunciados. Por exemplo, dadas f,g € L2,

(Rl) (f) (f")
(RS) (15)"‘ f , para cada multiindice a tal que 9°f € L%
(R4) (f ( 9)=759

Para ver a demonstragao dessas propriendades consulte [8] ou [6].
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1.3 Distribuicgoes.

Nesta segdo temos como meta relembrar alguns conceitos e resultados bésicos sobre
teoria de distribuigdes. Comecamos com as distribuicdes temperadas.
Notagao: Q2 C IR" sera sempre um aberto de R™.

DEFINIGAO 1.3.1 . Uma sequéncia {px}2, C S(IR")converge para ¢ € S(IR™), se e
somente se,

lim [k = @llas =0,
para quaisquer multi-indices a, 3.
Notagao: @i __S_)cp.
DEFINIGAO 1.3.2 . Denotamos por distribui¢do temperada a qualquer funcional linear

continuo sobre S(IR"). Denotamos por §'(IR") ao dual topolégico de S(IR"™) (munido da
topologia induzida pela cole¢do das seminormas (1.15)).

PROPOSIGAO 1.3.3 . f € S'(IR™) se, e somente se, existem uma constante C > 0 e
l € N, tal que

IKF, @) < C Xia st 19llas, Vo € S(IRT).
Demonstragao. Consulte [8] pag. 243. O
Seja f € L?, 1 < p < oo. O funional T sobre S(IR"™) definido por

(T, 0) = L @)z, (1.20)

para todo ¢ € S(JR") é um elemento de S'(JR"). Mas nem todo elemento de &'(IR™) é do
tipo (1.20). Por exemplo, a funcgéo § de Dirac, centrada em z € IR",

(62, 0) = p(z).

A aplicagdo f — T é injetiva, pois sabemos que se uma fungao g é L}, (), entdo

/ 3(@)e(z)dz = 0,
4]

para toda ¢ € C§°, e assim, g(z) = 0 q.t.p. em Q.
Considerando S'(JR"™) com a topologia da convergéncia pontual, a aplicagao definida
por (1.20), além de injetiva, € continua.
Para finalizar, passemos ds distribui¢cdes de Schwartz (ou simplesmente, distribuigées).
Por D(2) vamos representar a classe de fungbes C§° com a familia de seminormas

pr.alp) = sy (0%¢)(z)], ¢ € D(D), (1.21)
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onde K C ) é compacto e a é um multi-indice.
Temos que D(Q2) é um espago vetorial topoldgico localmente convexo e Hausdorff, e

dizemos que cpkggo se e somente se todas as suas derivadas convergem uniformemente a
@ sobre compactos de .

DEFINIGAO 1.3.4 . Uma distribuigao sobre Q é um funcional linear continuo f :
D(Q) — C. D'() € o conjunto de todas as distribui¢des sobre €.

Consideremos D'(£2) com a topologia da convergéncia pontual. Uma sequéncia { fx}32, C
D'(2) converge para f € D'(Q) se, e somente se, limg_oo(fk, @) = {f, ), V ¢ € D(Q).
Nota.qéo: fk?_;f

PROPOSICAO 1.3.5 . Um funcional linear f : D(Q2) — C€ uma distribuicdo se, e somente
se, para todo compacto K C S, existem constantes C > 0 el € IN tal que,

(f,0)| C Y sup|6°p(z)l, YV v € D). (1.22)

el <t

Temos que S'(IR") & D'(IR™) e a inclusdo é continua e densa.
Dado f € L},., o funcional linear

Tf = (f, ) = fn f(2)o(z)dz (1.23)

¥ ¢ € D(Q), pertence a D'(f2). Neste caso, dizemos que uma distribui¢ao é representada
(ou provém) por uma func¢do localmente integravel. Quando isso acontece, identificamos
T com a propria f, isto €, f = T}.
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1.4 Espacos de Sobolev.

Para s > 0 inteiro, seja H® = H*(IR"™) o espac¢o das funcdes
{feL?: 0*f e L? para |a| < s},

onde 9*f é no sentido das distribuictes. O H® acima é denominado espaco de Sobolev
inteiro. H® é um espago de Hilbert cuja norma é

bl

iIfl= X [ 195 - (1.24

l7i<s

Observe que H® = L?. Pelo Teorema de Plancherel (Teorema 1.2.6) temos que f € H*

se, e somente se, £%f € L2 para todo |a| < s. Dai temos a norma que usaremos no préximo
capitulo, comn=1:

7= [ @+ -+ ef@ras (1.25)
Vamos descrever algumas notagdes que utilizaremos posteriormete.

DEFINIGAO 1.4.1 . Dados T € [0,00]| e s > 0 inteiro, Hy = C(0,T; H®) é o espaco
das fungdes u : R x [0,T] — IR que, para cada t € [0,T], ul-,t) € H*, e a aplicagio
u:[0,T) — H® € continua e limitada. Identificamos, HY = Hr. A norma em H €

lullsg, = [l|ullls = sup [lu(-,t)]s. (1.26)
0<t<T

Para k > 0 wnteiro, definimos
CHO,T; H®) = HE* = HS*(R) = {u € H5: Blue HS, para j=0,1,---,k}.
A norma desse espago é

[l = Illelllsp = sup sup [|BFul-,1)]s. (1.27)
0<t<T 0<j<k

Observe que 'H}’U = H%. Listamos algumas das propriedades desses espacos, para
n = 1, na proposicao abaixo.

PROPOSIGAO 1.4.2 . Sejam s > 1 e k > 0 inteiros. Entdo,

() FeH s L o fl=1) sdo fungées limitadas, uniformemente continuas que conver-
gem para 0 em =£0o0;

(ii) f,g€ H* = f-g€ H;

(iii) se u € HF, entdo 8iBiu € uma fungdo continua e limitada em R x [0,T] (se T < oo,
a continuidade € uniforme) que converge para zero quando T — +oc, uniformemente
quando T < o0, para todo 0 < < s—1etodo 0 <[ < k;

(iv) u,v € H3* = u-ve HY
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Demonstragao. A demonstragdo de (i) e (ii) pode ser encontrada em [21], e (iii) e
(iv) sdo generalizagoes de (i) e (ii), respectivamente. O

PROPOSIGAO 1.4.3 . Para toda fungdo f € H*, vale a sequinte desigualdade:
1
sup | f(z)| < (IFIILF1DZ < N1 (1.28)
zelR

Demonstragdo. Dada f € H! temos,

fm 1f =) - /w if,

entao, . .
fla)= [ K f if,
e assim,
F@)P < |f;ff"l+l/;mff'l < [+ [Cien= [ s
logo,

sans(/f :° lfuf'lf .

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz & ultima desigualdade acima, obtemos

sup |£(2)| < (IFIIF)E
zelR

B3

Da relagdo ab < a® + b?, obtemos (|| f|[[[f'[))? < [|f]]:-
Juntando os dois resultados acima obtemos (1.28). O

PROPOSIGAO 1.4.4 . Seja s > 0 inteiro. f € H* se, e somente se, (1 + |€[?)3f € L2.
Neste caso, as normas

F (S l0°12)" € £ 11+ [ED)ER
sao equivalentes.

Demonstracao. Temos que existem C7, C; > 0 tal que,

Ci(1+ €% < D I < C(1+ 7).

la|<s
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Pelo Teorema de Plancherel (Teorema 1.2.6),

la+eifer = [ a+ierrifera

C% /;R (Z €“f2) |F(€)Pde

la|<s

A

. L
= FlfE <o

Logo, (1+ €[ f(€) € L*.
Reciprocamente,

1A= [ | Ttk | 1Rorde <ca [ a+lePyiFienrae < oo

lal<s

Logo, f € H®, e a equivaléncia entre as normas também estd provada. O
A norma de L2(IR™, (1+|£|?)*d€) faz sentido para qualquer s € IR. Portanto, podemos
usé-la para estender a defini¢do de H* para s € IR.

DEFINICAO 1.4.5 . Seja s € IR. O espago de Sobolev H* = H*(IR") € o conjunto
{fes@®): Q+lgMHifer?,
0 qual munido do produto interno

(.9)e = [+ g FleF@es

¢ um espago de Hilbert, cuja norma é

I1£lls = 112+ € EFE)I. (1.29)
Também definimos,
H® =1 (1.30)
520

O teorema a seguir congrega as principais propriedades bésicas de H*.

TEOREMA 1.4.6 . (i) A transformada de Fourier € um isomorfismo unitdrio de H® em
L2(R, (1 + [£]*)d).

(ii) S(IR™) € um subespago denso de H°, V s € IR.

(iii) H® < H® para todo s > t, (onde — denoia uma inclusao continua e densa) e
-l < 11 N

(iv) (H®)', o dual de H®, é isometricamente 1somorfo a H™* para todo s € R.

(v) H® — Cs(IR™) para todo s > %, onde Coo(IR™) € a colecao das funcées continuas que
tendem a zero quando |z| — o0.

(vi) 8% é uma aplicagdo linear limitada de H® em H*™1*, ¥ s, a.

18



Demonstragao. (i) é consequéncia imediata da derinigdo, pois observe que,

(H*V= L*(R", (1 + |£*)*d¢).
(ii): Temos que S(IR™) C H* C L? e L* = S(R") C H* C L? Logo, S(IR") = H®.
(iii): Dado f € H*, como (1+ |£[2)% < (1 + |€]2)2, segue-se que,
1912 = [ a i ra
R!’l

< [ a+iepriford
= |IfII} < oo, (1.31)

implicando que f € H'. Logo, H* C H', e a inclusio é continua.
Falta demonstrar a densidade; para tal basta provarmos que

H“:ﬂH‘
(elR

¢ denso em H', para todo r € IR. Seja f € H" e seja
fo=lexp (—tl€PF)]Y, t>0.

Parat > 0, f, € H*®, pois

f 1+ [€P)IFE)Pde = / (1 + [E2)"(1 + €P)" exp (~2¢1€ )| F (&) e
R" Rn

< sup {(1+[€°)"" exp (=2t[¢[") }EIIFII7 < oo,
fcR™

para quaisquer {,r € JR. Além disso, pelo teorema da convergéncia dominada,
=11 = [ @+ I - exp (~HigPPIFCE) g — 0

quando t — co. Logo, H® = H", para todo r € IR. Portanto, (iii) estd demonstrado.
Agora passemos a (iv). Se f € H® e g € H™*, pela desigualdade de Hdlder,

[ 1Roaelas = [ a+lemHiF@In+eh Haede
< 1flllgll-s < oo.

Portanto, dada g € H™* fixa, a aplicacao

feH = e,(f)= | FlEe)a€)ds (1.32)

é um funcional linear continuo.
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Seja ® € (H*)'. Pelo teorema da representacio de Riezs, existe um tnico h € H* tal
que

o) = [ a+lePrFeneas

para toda f € H*. Seja g tal que g(&) = (1 + Jflz)"f;(f). Temos que g € H™*, e assim

/f FEVE = 2,(f).

Portanto, todo funcional linear continuo em H* se escreve de maneira tinica como (1.32).
Além disso (pelo Teorema da Representagdo de Ries),

I9lP =2 = [ 0+ lef)TR(e) Pae

= / (1 + € [5(€) [de
IRn
= |lgl,. (1.33)

(v): Para s > 7 temos

[ Peue = [ CrELASl,

< Wik [ a+ien] <o (134

pois como s > %, a integral do ltimo membro de (1.34) é finita. Portanto, Fé integravel.
Logo, (v) segue de (1.11) na Proposigao 1.2.2.

(vi) é imediato, pois [€%] < (1 + |€2)5". 0

As propriedades acima sao suficientes para os nossos propdsitos. Encerramos este
capitulo com uma importante notagdo e a definicdo de solucdo cldssica de uma equagao
diferencial parcial:

Seja s > 0. Definamos o seguinte espaco de fungoes:

Xr= ) HF*, (1.35)

5=31>0

isto é,
Xor ={u€Ms: OlueHF™, para | tal que s — 31 > 0}.
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Capitulo 2

O PROBLEMA DE VALOR.
INICIAL PARA A EQUACAO DE
KORTEWEG-DE VRIES.

Este é o principal capitulo de nosso trabalho. Nele estudamos o problema de valor
intcial (PVI) para a equacao de Korteweg-de Vries

Up + Ugp + Uy + Uprr = 0. (2.1)

Podemos remover o termo u, da equagdo (2.1) através da seguinte mudanca de va-
ridvel: Tomemos y = z — t e t como varidveis independentes, e chamemos

u(y,t) = v(z —t,t).

Entao
u: = ’Uy-: uz-xx = t‘yyy e 'U.t = )Ut - Uy.

Substituindo isto em (2.1) obtemos,
v + VUy 1 Vyyy = 0.
Logo, podemos pdr o PVI para a equagao KdV na forma mais econémica

{ut+uu¢+umz:0. z€R, t>0 (2.2)

u(z,0) = g(z)

Neste capitulo temos como objetivo demonstrar o teorema enunciado a seguir, o qual
é o principal resultado de nosso trabalho.

TEOREMA 2.0.1 . Se o dado inicial g estd em H*(IR) (s > 2), entdo o PVI (2.2) tem
uma tnica solugdo u € X; », a qual depende continuamente de g.
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Para tanto, necessitamos primeiramente estudar um modelo alternativo proposto por
Benjamin et al. (Consulte [1] ), do qual aproveitaremos os resultados.
Quando nos referirmos a solugao cldssica serd no seguinte sentido:

DEFINIGAO 2.0.7 . Uma solugdo cldssica de uma equagdo diferencial parcial de ordem
k em um dominio Q C IR™ € uma fungdo u € C*(Q) que satisfaz a equacdo em todos os
pontos de €.

2.1 Um modelo alternativo para a equacao de
Korteweg-de Vries.

Nosso propésito nesta segao € investigar o PVI

{ ug+Uz+qu"uzg:t=0, IGR, 320 (2.3)

u(z,0) = g(z)

Através de uma sequéncia de lemas, provaremos que existe solucdo cldssica para o
PVI (2.3) se g e ¢’ sdo assintoticamente nulas (isto é, [g(z)| — 0 e |¢’(z)| = 0 quando
z — +o0) e sua energia inicial

+oc
Fy = / (¢ + g%)dz

o0

é finita (i.e., g € H' = H'(IR)), em seguida provaremos a unicidade. Comegaremos
demonstrando um teorema de existéncia local (isto é, para um intervalo de tempo sufici-
entemente pequeno), por meio do Teorema 1.1.2, e entdo conseguiremos provar a existéncia
de solucao em um intervalo de tempo arbitrario.

Primeiramente transformamos a equagéo do problema (2.3) em uma equagdo integral.
Fazemos isso do seguinte modo: reescrevemos a equagao na forma

(1— B)ue = —8,(u + u?) .

Entdo, calculando a transformada de Fourier (na varidvel espacial) em ambos os lados
obtemos:

-~ =
ut-—H—kfh,

onde h = 8,(u + su?). Dai,

Como



entao
up = —1 [T e~1=VIg, [u(y, t) + Lu®(y, t)|dy
e integrando por partes, obtemos:
us = [T K(z - y)(u+ ju?)dy,
onde
K(z) = 3(sgn(z))e .

Integrando a dltima equagdo acima para u; de 0 a ¢ obtemos:

u(z,t) = g(z) +/; [+w K(z —y) [u(y,r) - %u(y,'r)z dydr. (2.4)

Por economia denotemos a equacgéo (2.4) da segunte maneira:
u= A(u) = g + B(u). (2.3)

Demonstramos a existéncia de solucdo para (2.3) inicialmente fazendo algumas res-
trigoes sobre g.

Notagao: Cr(= Cy(IR x [0,7])) denotard a classe de fungdes v(z,t) continuas e
uniformemente limitadas em IR x [0, T]. Denotamos por Cx™ a menor classe de funcdes
v(z,t) tal que 8.8]v € Cr, para 0 <7 <[, 0 < j < m. Quando subentender-se quem é T,
0 omitiremos.

LEMA 2.1.1 . Emste um to(b) > 0 tal que a equagdo integral (2.4) tem uma solugao u,
satisfazendo u(z,0) = g(z), tal que u é limitada e continua em R x [0,ty], se g € uma
fungdo continua tal que

sup |g(z)| < b < o0. (2.6)
zEIR

Demonstragao. Considere C;, como descrito na notacao acima, que é um espago de
Banach munido da norma

”v“ctc = sup I'U(.’B,tl[.
z€ IR, 0<t<to

Por enquanto, #; ainda é desconhecido. Note que dados v;, v, € Cy, e para quaisquer
T € ‘Ra t e [Oatﬂ]:

|Av; — Avs| = |Buvy — B

/0 [_w K(z — y)[vi(y, 1) — va(y, 7) + %(vf(y, T) — v} (y,7))]dydr

fot j:w (v, —v)K(z —y)[1 + %(vl + vp)|dydT

1 t oo
< Nu-vle, B+ lu+vlel [ [ K@=y ddr
0 J-o0
1
< |lvi—wvzlle, [1+ 5 (Il v1 lley + Il 02 lles )2 (2.7)
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Tomando o supremo em ambos os lados de (2.7) para z € R e t € [0, ;] obtemos

1 1
|| A‘U1 — Av, "Ctoﬁ to (1 + —2- ” U1 “c‘0 +§ ” V2 ||c‘°) || vy — V2 ”C‘o : (2.8)

Logo, A é uma aplicagao continua de C;, nele mesmo. Além disso, para ||v||c,, < R temos
que a condigao de Lipschitz é satisfeita, com constante de Lipschitz < 1 se

t(l1+R) <0< 1. (2.9)

Disto segue-se que || Bv|l¢,, < 8||v]|¢,,, como acontece quando pomos vp = 0 em (2.8).
Combinando isto com (2.6), vemos que A aplica a bola Bg(0) nela mesma se, juntamente
com (2.9) colocarmos

b< (1-6)R. (2.10)

Com as condigdes (2.9) e (2.10) juntas, temos que A é contracdo. Logo, pelo Teorema
(1.1.2) A tem um unico ponto fixo u € Bg(0).

Resta apenas ver que 6, R e t; podem ser escolhidos de forma a satisfazer (2.9) e
(2.10) simultaneamente. Por exemplo, quando 6 = } e R = 2b, (2.6) é satisfeita. Assim,
qualquer valor positivo ¢, < 1/(2 + 4b) satisfaz (2.9). Logo, como o ponto fixo de A é
solugdo da equagdo (2.3), o lema esta provado. O

LEMA 2.1.2 . Se g € C*(R), entdo qualguer solugdo u(z,t) de (2.5) (u € Cr para algum
T > 0) pertence a C2* e é uma solugio cldssica do problema (2.3).

Demonstragao. Usaremos a identidade u = Au. Pela hipétese, (Au)(z,-) é conti-
nuamente diferencidvel. Logo u, existe e

w= ()= [ K- y)luln) + 5w, 0ldy (211)

e é portanto continua nas duas varidveis e limitadaem IR x [0, T]. Procedendo por indugao,
vamos provar que d*u (m = 2,3,...) existe, onde

oru= [ K- 9)orlulw.t) + 3 tdy. (2.12)
Temos que
we= (4w = [ K@= )odulu) + 33w, Dldy (213

que ¢ continuo e limitado em R x [0,7], pois (Au); = w, u e K o sao.
Suponhamos que 8™ u(= ™ *(Au)) é continuo e limitado em IR x [0,T]. Entéo

oru= [ K- p)arfuly, 8 + 33w, 0dy (214
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que existe, pois as fungdes K e d/u (j = 0,1,2,...m — 1) sdo continuas e limitadas.
Logo, o resultado é verdadeiro Vm € IN (m > 2).

Agora, dividindo o limite de integracdo em (2.4) em z = y, confirmamos a existéncia
de u, que ¢ dado por

: 1 | 1
us = g'(z) + / [u - —uz] dr — / / se =V lut+ su? | dydr (2.15)
0 2 0 v—oo 2 2

e dai vemos que u; é continua e limitada, pois ¢’, u ¢ K 0 sdo. Entao ambas as integrais
acima sao continuamente diferencidveis como fun¢do de z. Entdo u,, existe, sendo dada

por
t 1 t o0 1
Upry = ¢"(z) +[ (u + §u2) d'r-i-/ / Kz —vy) [u«i— 51;2] dydr
0 i i 0 -0
t 1
= ¢"(z)+ f (u + 511,2) dr +u— g(z) (2.16)
0 z

e também € continua e limitada, pois u, u;, g e ¢” 0 sdo. Procedendo-se por indugdo como
acima prova-se que 9;'u e 0;“u,, existem, sdo continuas e limitadas. Logo, a solugio u(z, t)
de (2.4) satisfaz (2.3) pontualmente em R x [0, 7] e pertence a C3*. k1

Observemos que as hipdteses do Lema 2.1.2 sdo insuficientes para garantir a existéncia
de derivadas de ordem superior de u(-,t); sé conseguimos isto se adicionarmos mais re-
gularidade ao dado inicial g(z). Mas, quanto mais diferencidvel for g, mais restricoes
estaremos dando & solugdo. Especificamente, se g € C'(IR) com [ > 2 (inclusive [ = 00),
entdo pode-se mostrar que u € Céiw. Na préxima segao isso ficaré claro.

Agora vamos estabelecer a propriedade invariante (??) para a solugéo local garantida
pelo Lema 2.1.1.

DEFINIGAO 2.1.3 . Diz-se que uma fung¢do v(z) definida sobre todo o IR € assintotica-
mente nula se

:chr:i{loo |U($)| =0

Temos duas propriedades de fungdes assintoticamente nulas que serdo usadas, a saber:

(P1): Se v, € uma sequéncia de funcdes assintoticamente nulas convergindo em Cy, como
na demonstracdo do Lema 2.1.1, entdo o seu limite u também € assintoticamente nulo,
pois para todo x € IR en € IN temos

lu(z)| < lvn(x)l e |'U,(IL') = Un(x)

L]

e fazendo |z| — oo obtemos o resultado.

(P2): Se a fungdo v € assintoticamente nula, entdo as fungdes

[ h e 2 ¥y(y)dy e /; - K(z — y)v(y)dy (2.17)

o0
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também o sao.

Como podemos ver pelas demonstragoes dos Lemas 2.1.1 e 2.1.2 as funcdes em (2.17)
sao continuas, e obtemos a propriedade assintética da segunda diretamente pelo seguinte
argumento com relacao a primeira: Para provar a propriedade para z — oo, dividimos a
integral em y = y,. Para z > ¥, temos:

oo n
f e~ *Vy(y)dy < e_t./ e’|v(y)|dy + 2 sup [v(y)]. (2.18)

—00 —00 y=u

Observemos que
lim sup |v(y)| = 0.
N0 y>y
Entao, tomando z suficientemente grande, o primeiro termo & direita da desigualdade
(2.18) torna-se arbitrariamente pequeno para valores grandes de y;. Analogamente, prova-
se a propriedade para z — —oc.
Podemos entao enunciar o seguinte lema:

LEMA 2.1.4 . Seu(z,t) € a solugdo de (2.4) garantida pelo Lema 2.1.1, e se g, ¢', ...,g®
sGo continuas e assintoticamente nulas, entdo 6.0 u é assintoticamente nula ¥V m > 0 e
0<I<p.

Demonstracao. Este lema é uma consequéncia imediata das propriedades (P1) e
(P2) acima, pois observe que a solucdo da equagao integral (2.4) é o limite da sequéncia
de Picard dada por v, = Av,_1, 1 = g. O

Com estes resultados em maos podemos provar que para a solucdo local u(z,t), a
integral de energia (ou simplesmente, energia) E(u) definida por

+00
Eu) = |lu(- ) =f (e s <00 (2.19)

—00

é constante em [0, o), se a energia inicial ||g||? é finita: Pelo Lema 2.1.2, temos que u
satisfaz a equacdo diferencial parcial em (2.3) pontualmente em IR x [0,%;], com cada
termo da equacao limitado. Portanto, u também satisfaz

8 1a. 1 —
f (uwty + UgUz)dT + [—u2 +-u’ — uuzg] = 0; (2.20)
“R 2 3 "
Integrando (2.20) com relacdo a ¢ e aplicando o teorema de Fubini, obtemos
+R +R t 1 1 +R
/ (u? + u?)dzx — / (¢ + g%)dz = —2[ [—u2 +=u’ — uuﬂ)] dr. (2.21)
-R -R 0 L2 3 -R

Pelo Lema 2.1.2, estas integrais sio todas fungdes continuas. Suponhamos que a segunda
integral do lado esquerdo seja limitada quando R — oo. Como o integrando do lado
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direito € uniformemente limitado em todo o IR, (2.21) nos diz que o primeiro integrando
do lado esquerdo deve também ser limitado. Dai, como u? + u2 > 0, pelo teorema da
convergéncia monétona temos que f_t: (u? + u2)dz existe. Mas, pelo Lema 2.1.4, se g e
¢’ séo assintoticamente nulas, entdo u, us, u, € uy; também o sdo para t € [0,1y). Entdo
pelo teorema da convergéncia dominada,

/t [1 5 1 4 +R
—u“+ —-u’ —uu dr =0
o 27 73 ]R

quando R — oco. Logo,

o0 oc

g, = B@ = [ @+ w)iz= [ (@rodi=loi=B  @2)

—0o0 —00

no intervalo [0,%y]. Note que é essencial que g e ¢’ sejam assintoticamente nulas, mas nio
necessitamos assumi-lo separadamente, pois isso segue por ser ||g||; < co e g pertencer a
C%(R) (veja o lema abaixo).

LEMA 2.1.5 . Seja g € H'(R)C%*(R). Entdo g é assintoticamente nula.

Demonstragdo. Suponhamos, por absurdo, que g(z) ndo tende para zero quan-
do + — +oo. Entdo existem um € > 0 e uma sequéncia de ndimeros reais {a,} com
lim,_,o @, = oo tal que |g(a,)| > €.

Sem perda de generalidade, podemos assumir que {a,} é estritamente crescente, que
os glan) > 0 ¥n, e que para cada n existe Y, € (an, @ny1) tal que g(ya) < 3e. Observemos
que a tltima afirmacdo acima pode ser feita porque g € L?(IR), de modo que g > %e pode
valer apenas sobre um conjunto de medida finita.

Seja b, = sup{z : = < an € g(z) = 3e}, e seja ¢, = inf{z : T > a, € g(z) = j€}.
Como g é continua, estas defini¢des fazem sentido. Escrevamos I,, = (b, ¢,). Entdo {I,,}
é uma sequéncia de intervalos abertos disjuntos, ndo vazios tal que g(y) > ;€ para y € I,
e g(y) = 3¢ nos extremos de I,. Segue-se que |I,| = ¢, — b, — 0 quando n — oo, pois
g€ L2

Aplicando o teorema do valor médio a ¢ em I,,, vemos que existem z, € (b,,a,) €
2n € (an, cy) tal que

gr(x ) — g(a’n) _g(bn) e g!(z ) — g(cﬂ) - g(a’ﬂ)
. - B 6 — B
Logo,

€

¢ € ;
(@) 2 90)] 2 5

2(an_bn): (Cn _aﬂ),
porque para y € I, g(y) = 3e. Dai, segue-se que, por exemplo, existe A, € (bn,cn) tal

ue
< €

19"(An)| > e —b)"
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Como ¢, — b, — 0 quando n — 00, chegamos a um absurdo, pois por hipétese g’ é
limitada. O

OBSERVAGAO 3 . A condi¢do E(u) < oo implica que u(-, t) é continua e que ||u(-,t)||z <
|ull; = (E(u))% . Portanto, por (2.22) temos que u(-, ty) tem as mesmas propriedades que,
quando assumida por u(z,0), possibilitou a ezisténcia de uma solugdo para t € [0,%y)].
Este argumento pode ser repetido um numero arbitrdrio de vezes, e assim podemos fazer
to arbitrdriamente grande.

Agora vamos enunciar o resultado que queriamos estabelecer nesta secéao.

TEOREMA 2.1.6 Seja g(z) € C*(IR) (" H'(RR). Entéo eziste uma dnica solugdo u € C%>
para o PVI (2.3). Para cada t € [0,00) as fungbes Biu e Blu, (I = 0,1,,2,...) sdo
assintoticamente nulas, e consequentemente, E(u) = Ej.

Demonstragao. S¢ falta provarmos a unicidade. A existéncia segue dos lemas e da
Observagao 3.
Sejam u; e us solugdes de (2.3) e seja w = u; — uy. Entdo w satisfaz o PVI

{ we + Wz + 3[(u1 + u)w]z — Werr =0, TER, 20 (2.23)

w(z,0) =0

Das propriedades de u; e uy segue-se que cada termo em (2.23) é continuo como
funcdo de z e limitado em IR. Além disso, como uy, us, (#1)z: € (42)z¢ S80 assintoticamente
nulas, temos que w e w,; também o sdao. Assim, multiplicando a equacdo em (2.23) por
w e integrando por partes em /R, obtemos

o0 1 oo
f (wwg + wpwy)dz — 3 / (uy + ug)ww.dz = 0. (2.24)
-0 —00

Como uj, us € H(R), w € H'(IR). Entao, de (2.1) temos que

Um (uy + ug)wwedz| < %C‘(t) | w ||?

onde

C(t) = sup |uy + ua| <[] wy [l + || u2 [z - (2.25)
zelR

Logo, a primeira integral em (2.1) converge; e como || u; |1, || u2 ||y e || w ||, s@o limitados
sobre um intervalo de tempo finito temos que
dE(w)

dt '’

o 1
[ (wwy + Wewg)dr = 5
onde E(w) =|| w ||?. Entéo, da equagdo (2.1) extraimos a desigualdade diferencial

dE(w) _ 1
o S§C(t)E(w),

28



e resolvendo-a obtemos,

E(w) < [E(w)], exp (% /:C('r)d'r) .

Como w(z,0) = 0, [E(w)];, = 0. Assim, pela equagdo acima, E(w) = 0. Logo,
u; = Uy para todo t > 0 finito. O

2.2 Existéncia de solugao para o PVI regularizado.

Nesta secao vamos extender um pouco mais os resultados da Se¢ao 2.1. Por enquanto
consideremos o PVI

u(z,0) = g(z)

onde € € (0,1] é fixado. A seguinte mudanca das variaveis, dependente e independente,

(2.26)

(z —t),€lt), (2.27)

L

v(z,t) = eule

transforma o problema (2.26) no PVI (2.3), ou seja,

{v¢+vx+vvz-—vm=0, ze€R, t>0 (2.28)

v(z,0) = h(z) = eg(ez)
Como ¢ é fixado, h é da mesma classe de fungdes que g.

LEMA 2.2.1 . Seja h € H™, onde m > 2. Entdo, eziste uma unica solugdo u € HF para
o PVI (2.28), para todo T > 0 finito. Além disso, para j > 1, Ju € HF™, para cada
T > 0 finito.

Observacao. Para m > 2, cada termo na equagdo diferencial em (2.28) é continuo
como funcao de z e de ¢, e u satisfaz a equacao pontualmente. Assim, u é uma solugdo
classica para o PVI (2.3). Se m = 1, ainda temos o resultado, mas u satisfaz a equacao
diferencial pontualmente, para cada ¢, apenas para quase todo z.

Demonstragao (do Lema). Como m > 2, as hipéteses sdo suficientes para implicar
os resultados do Teorema 2.1.6. Podemos entao concluir que (2.28) tem uma tnica solugio
u, que em particular estd em H. . Logo, u satisfaz a equagéo integral (2.4), ou seja,

u(z,t) = h(z) +/ﬂ -/:oo K(z—y) [u(y, T) + %u(y, 7)?| dydr. (2.29)

onde

-zl

K(2) = %sgn(z)e ;
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Para cada t € [0, 7], temos que u € H}., pois

= h t l Ndr — t wl =lz—y| 1.
Uy + | (u+ zu®)dr e u+ —u® | dydr, (2.30)
0 2 0 /o0 2 2

e como u € Hr, pela Proposicio 1.4.2, u? € Hy.

Por esta representacao de u, segue por indugao que, para cada 7" > 0 finito, u € HF.
De fato: suponhamos que u € HJ. para algum 0 < j < m. Derivando j vezes em ambos
os lados de (2.30) obtemos:

t oo
&ty = pUHY +/ [a;(u - %u2) - f %e"”""&j (u + %ug) dy] dr, (2.31)
0 -0

Como u, u? € H, o lado direito de (2.31) estd em Hy. Assim, u € Hj e 82 u € Hr;
entao u € 'H‘}ﬂ- Logo, u € HF, e como h s6 pode ser diferenciado m vezes, a inducéo
para aqui. Note que, se m > 1, nao asseguramos que u € H7;, pois as relagdes obtidas nao
asseguram que derivadas de ordem maior que um da solugdo nao cresgam indefinidamente
no tempo para t € [0,00).

Diferenciando (2.29) em relagdo a t, obtemos

By [ " K- y)(uly,0) + gu%(y. 0)dy. (2.32)

Entdo u; € HF. Mas temos que a convolu¢ao com K aplica H™ continuamente sobre

H™*! e assim ocorre o mesmo entre HF e H7*'. Portanto, segue-se que u; € HF ™.

Suponhamos que 6,’ B H.}"“ para j < s, onde s > 1; escrevemos

S 1
Betly = f K(z — 4)3i(u + 5%)dy.

Pela Proposi¢do 1.4.2, 8;(u + 3u®) € H7. Como a convolugao com K aplica HF
continuamente sobre H7™!, ;" u € HP . O

O préximo lema é uma consequéncia do Lema 2.2.1 acima e da mudanca de coorde-
nadas (2.27) entre os PVI's (2.26) e (2.28).

LEMA 2.2.2 . Seja g € H™, onde m > 2. Entao eriste uma tnica solugao u para a
equagdo regularizada (2.26) com wvalor inicial g, a qual estd em HT para cada T > 0
finito. Além disso, para 0 < | < m, lu € HI™*, para cada T > 0 finito.

COROLARIO 2.2.3 . Seja g € H®. Entao, existe uma unica solugdo u € C™ para a
equacdo KdV regularizada (2.26), e u com todas as suas derivadas estio em Hr para
qualquer T > 0 finito.
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2.3 Obtencao de estimativas a priori do PVI
regularizado.

Pelo dltimo resultado da Segdo 2.2 temos que a equagdo KdV regularizada tem solucao
C*, se o dado inicial é C*. Muitas vezes, na teoria de equactes diferenciais parciais, é
muito importante a obtencdo de estimativas a priori que a solugdo suave deve satisfazer.
Note que nao se pode obter limitagdo a partir de (2.28), pois a inversa da mudanca
de coordenadas (2.27) é singular em € = 0. Portanto, os limitantes devem ser obtidos
diretamente da equacéao (2.26).

Em toda esta secdo, o dado inicial g € H*. Entdo, denotaremos por u a solugao de
(2.26) para o dado inicial g, garantida pelo Coroldrio 2.2.3. Temos que u e todas as suas
derivadas em relacdo a z estdo em Hr para qualquer T > 0 finito.

PROPOSIGAO 2.3.1 . A solugdo u de (2.26) para g € H™ satisfaz a desigualdade

Jull: < a(llgll), (2.33)

para todo t > 0, independente de ¢ € (0,1], onde a : RT™ — IR™ € continua, mondtona
crescente, com a(0) = 0.

Demonstragdo. Multiplicando a equagdo regularizada (2.26) por u e integrando
sobre IR e sobre [0, ¢], apds integrar por partes, sabendo-se que u e todas as suas derivadas
em relacdo a z sdo assintoticamente nulas, para todo ¢t > 0, obtemos

f " (P ) et s f " Ll el (2.34)

—00 -0

Multiplicando a KdV regularizada por u,; e integrando por partes, obtemos a iden-

tidade | e -
- f wugdr = — f UpzUzztdT.
2 -0 —-00

Multiplicando a KdV regularizada por u* + 2u,, integrando-a sobre IR e sobre [0, ],
e usando a identidade acima, temos que para todo t > 0,

f e - %ue’]dﬂc = f_ m_[g’2 — %9310!:6- (2.35)

-0 oG

De (2.34) temos que, independente de € € (0,1],

llull < llglls- (2.36)
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Entéo, usando a desigualdade (1.28) da Segdo 1.4, por (2.35) e (2.36) obtemos a
desigualdade

oC 1 o0 o o]
f ulde = = f uidz + [ [g°2 - lg3]a:i:c
—o0 3 -0 —oc

= sup |u] 2d:c+/ 2c:l:z:+—sup lgf/ 2dz
z€IR :c

IA

IA

§||‘b*|f1||u|f2 +1lg'lI* + 5”9”1“9”2

1 1
< gllulhllgl + llgllt + 3llolli-

Logo, independente de t > 0 e € € (0, 1],

Il = [ 62 + u2ldz < ghulllol + (2lglE + Sl

oC

Entéo,
1 1
lull = 5lulllgll + (21l — 5lgl) < 0

e resolvendo esta inequagdo quadrdtica obtemos

1
el < 3 [l + Nl (gl + 121191 +8)*] ; (2.37)
e assim segue-se que, independente de t > 0 e € € (0, 1]

llull < a(llgll),

onde a : R* — IR™ que é definida por
a) = % (242 (2 + 122+ 8)*] (2.38)

é continua, monétona crescente com a(0) = 0. O
Temos um corolario da proposigao anterior cuja verificacdo segue de (1.28).

COROLARIO 2.3.2 .Consideremos o PVI (2.26) com dado inicial g € H*®. Sua solugdo
u satisfaz

sup | u(z,t) [< a((lgll), (2.39)
&'emstzo

onde a € a fun¢do definida em (2.38).

PROPOSIGAOD 2.3.3 . Sejam T > 0 e g € H* dados. Entao eziste € = (T, ||g||s) tal
que a solugao u de (2.26) para o dado inicial g e qualquer € € (0, €] satisfaz a desigualdade

[ull2 < a1(l|glls) (2.40)

independentemente de t € [0,T], onde a; : R — IR € continua, mondtona crescente e
a) (0) = ().
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Demonstragdo. Multiplicando a equacdo regularizada por u® + 3u? + 6uug, +

£ 284,42, € integrando por partes, chegamos & seguinte identidade:

—

d =9 1 ®
&-t-f [guiz — 3uu? + Zu4]d:z; — e/ [u® + 3u2 + 6ung, + ls—suzmz]untdx.
S -0

Apés algumas integracoes por partes a identidade acima toma a seguinte forma,

g /.9 1 9 o0
= [(5 —3eu)ul, —3uu’+ Zu‘ - geuim]dz = —¢ f [Bugul, +3uuz Uz +6Us Uz tig)dz.
-0

—oo
(2.41)
Entao, definamos
* 9 2 2, 14,9 ,
V(t) = [(-g — 3eu)u;, — 3uu; + ridins geuuz]d:c
—00
e integremos (2.41) de 0 a ¢ para obtermos
t poo )
V() =V(0)—e¢ '/0. f [3u;u§z + 3ulugug, + 6UrUzz Uz dTdT. (2.42)
2

Pelo Corolario 2.3.2, u € limitada para todo z e t em termos de ||g|[; como em (2.39).
Assim existe um €; > 0 tal que se 0 < € < ¢;, entdo

13 _ 9
xS fwm>1 :
= > - -3 (2.43)

Entdo, para € € (0,¢;], obtemos da identidade (2.42) a seguinte desigualdade

> 2 9 § ud i ¥ 5
usdz < (= = 3ew)us, + —u* + —eus, |dz

- i 0 4 5
< VO +3 [ (ullusP)iz
i oo -
- e[ / [3utuiz + 3t Uz sy + 6UL Uz U |dTdT. (2.44)
0 J—o0o

Os dois primeiros termos do lado direito de (2.44) podem ser limitados, independente
de € € (0,€], da seguinte maneira: se € < €, entdo usando (2.43) com t = 0, e (1.28)
duas vezes, obtemos:

7 — * g_ "2 2 l 4 9 "2
V() = [(5 3eg)g™ — 399" + 19 +z€g ldz
—00

IA

e 13 "2 12 1 L N g "2
(56" +3lgllig™ + 7llgllig® + zeg Jdz
—00

A

< gl +3lglli + 5ol + Zerlgli (245)
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Analogamente, mais uma vez usando (1.28), temos

= ]

3 f (ulluel)dz < 3llull; < f w2dz < 3lull’, (2.46)

o0 —0C

e pela Proposicdo 2.3.1, 3|u||} é limitado em termos de ||g|l;. Seja C uma constante
dependendo monotonicamente de ||g||3, que limita os dois primeiros termos do lado direito
de (2.44). Entéo, de (2.44) obtemos a seguinte estimativa

o0 t
/ Uz, dz < C+€/0 (3l utlloolluuzall? + 3llul|Ze luzlllzel + 6|z lloolluzell|uzell)dr, (2.47)

o0

onde
| flleo = sup | f(z)]. (2.48)
zelR

Como, pela Proposigao 2.3.1 e o Corolério 2.3.2, ||u||; e ||u|/s s&o limitados por uma
funcdo de ||g||; independentemente de € e ¢ > 0, da desigualdade (2.47) conseguimos a
seguinte desigualdade:

lullz < € +€C'f0 (lluelloollellz + lluzell + lluzllollullzlluzl)dr,

onde C ¢é uma constante dependente de ||g||; e independente de € e t > 0. Denotando por
A=A(t) = lull2, (2.49)

a ultima desigualdade torna-se
t
A(t) S C +eC f (ellood?(7) + fuzell + Jtszlloollusel| (Y. (2.50)
0

Diferenciando a equagdo regularizada em relagdo a t e pondo v = u,;, temos a equac¢ao
Ut + (U'U)z + ‘szx - C'U;m;g = 0.

Multiplicando esta equacdo por v, integrando sobre IR e fazendo algumas integragées por
partes, obtemos

d o0 o0
(v? + evd)dz = —[ u v2dz.

dtJ o -~
Integrando a equagdo acima de 0 a ¢, obtemos

oC 5] i o0
f (uf + euz,)dz = f [ue(z,0)? + euz(z,0)*]dz — f / uzurdzdr. (2.51)
= —oc 0 J-oo

oo

Definamos -
B* =B t)= f (u? + eu?,)dz. (2.52)

o0
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Entao, por (2.51) e (2.52) otemos a seguinte desigualdade:

B*(t) < B*(0 f lualloa B(r) (2.53)

Podemos melhorar as desigualdades (2.50) e (2.53) através das seguintes desigualda-
des enunciadas no lema abaixo.

LEMA 2.3.4 . As seguintes desigualdades sdo vdlidas:

@) o < €1B(),
(i) |luzlloo < (lusallllussll)? < CA(tH),
(iii) |luzell € € 2B(2),

onde C depende de ||g||;.

Demonstracao ( do lema ). (iii) é imediato e (ii) segue da primeira parte de (1.28)
aplicada a u, e da limitagdo de ||u.|| obtida em (2.33). Para provarmos (i) usamos (1.28)
e a conhecida desigualdade ab < a* + b%. Temos que,

luglZe < uelllluaell = € #[] | (e214=¢1)]
< €5 [||uglf? + elluxl®] = € 2B()%

tomando a raiz quadrada em ambos os lados, obtemos (i).
Pelo Lema 2.3.4 e as desigualdades (2.50) e (2.52) obtemos o seguinte sistema de
desigualdades integrais:

2(¢) < 2 % -1BA?
{A(t) C+ecf iBA? + 3B+ et BAYdr, .54

B*(t) < B}0)+C [, Az B%dr
Devemos limitar B(0), fazemos isso no lema a seguir.
LEMA 2.3.5 . Seja u a solugdo para o problema regularizado (2.26) com g € H*®. Entdo

B(0) < [|glls(llgllx +1). (2.55)

Demonstragao. Multiplicando a equagao regularizada por u; e integrando por par-
tes chegamos & seguinte identidade

BY(t) = f " ity e (2.56)

—00

< B(t)|lulla(|lully + 1)

Entao,
B(t) < [Julla(llully +1).
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Logo,
B(0) < ||glls(llgll: + 1).

O
Assim, denotando por C constantes que dependem somente de ||g||x para k < 3, e

independente de T e ¢ € (0,¢,], o sistema (2.54) transforma-se no seguinte sistema de
desigualdades integrais:

{ A2 < C+¢C [jeiBA* + € 1B + "2 BA3dr, (257)

B?< C+C [, A3 B%r.

Denotando D?(t) = A?(t)+1, e substituindo no sistema acima, chegamos ao sistema,

{ D? < C +€iC [; BD?r, (258)
B*<C+C [, DiB%r ‘
H4 uma maneira conveniente de escrever as constantes em (2.38):
4
D?< (-21) +ei¥ [(D?Bdr,
(), + 48 (2.59)

2
B < (L£;) +2 J; DiB%r
onde a, 3, e y independem de € < €, se €; < 1. (Primeiro escolhamos ¢; < 1 de acordo
com as restricoes em (2.43), entdao tomamos a, S suficientemente grandes, e finalmente
escolhemos v suficientemente grande. Como podemos tomar a constante C' em (2.58)
dependendo monotonicamente de ||g||3, entdo sem perda de generalidade, «, 3 e 7 estdao
bem definidas, embora isto ndo seja muito importante no que segue). Agora definamos
D e B por
D= (=) +et% [!D°Bd
= (12) +<4% [ D'Bar,
B (L) intpip
= (%) +2,D'Far

1-¢

(2.60)

Entdo por construgdo temos que D < D eB< B para todo t > 0. Mas, de acordo com
J. Bona e R. Smith (vide [3], pdg. 566), D e B podem ser determinados explicitamente

€como ; »
D= (L) , B= (L) (2.61)
1 —ezert 1 —ezet

Se escolhermos ¢, tal que 1—62% eT > %, e € = min{ey, €2}, entdo como 7y depende somente
de ||gl|2, €0 = € (T, ||g]|3). Além disso, se 0 < € < €y, (2.61) entdo mostra explicitamente
que D e B sao limitados em [0, 7], independente de € < ¢, com uma cota dependendo
apenas de T e da norma H*® do dado inicial. Assim, vemos que ||u|| e ||u||2 sdo limitadas
em [0,7T], independentemente de € € (0, ). Em particular, pela férmula explicita de D,
temos que, por a depender monotonicamente de [|g||3, pelo menos para € < €;, podemos
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escrever ||ul|z < a1(||g[|3) no intervalo [0, T'] para € € (0, ¢o] onde @; é continua, monétona
crescente e a1(0) = 0. E importante notar que para todo t > 0,

linzj)up luzz|| < @ = afllglls). (2.62)

a
Para finalizar, vamos agora obter estimativas a priori das derivadas de ordem superior
a 2.

PROPOSICAD 2.3.6 . Sejam T > 0 e g € H™, e seja € como na Proposicdo 2.3.3.
Entdo, para € < €, a solugdo do PVI regularizado (2.26) é limitada em HT, para todo
m > 3, com um limitante dependendo somente de T, €o, ||g|lm € €2]|g]lms1-

Demonstragdo. A demonstragao é feita por indug@o. Sabemos pela Proposi¢ao
2.3.3 que u é limitado em HZ, onde o limitante depende somente de T, € e ||g|[3. Seja
m > 2 e suponhamos que v seja limitado em H7 ™' independente de € em (0, ¢y] com um
limite dependendo apenas de T, €5 € ||g||m. Vamos mostrar que u é limitado também em
HT, com um limite dependendo somente de T, €, ||g||m+1 € e%||g||m+l.

A partir de agora vamos utilizar a seguinte notacao

U(k) = 63:11,

para a derivada em relacdo a z. Multiplicando a equagao regularizada por u(zm) € inte-
grando por partes, obtemos
d o0
25 -

o0

(Ul + €Ul ipy]dz = — / (u) 1y Um) A2 (2.63)

oC

Como u é limitada em H7 ™', independentemente de € € (0, ], segue-se que

(2.64)

luml| £C,  para r<m-—1,
luglleo £ C, para r<m-—2,

onde C = C(T, €, ||9]|m)-
Usando a regra de Leibnitz para expandir a integral do lado direito de (2.63), obtemos

oo oo m—2
/ (4®) met1) Um) T = f [Cﬂuu(m"ﬂ)u(m]+Cluz”%m}+u(m)ZC”u(’")u(m-i-l-f)‘*‘“?m_n“tm)]dx

o9 —9e r=2
(2.65)
O 1ltimo termo no integrando do lado direito em (2.65) s6 ocorre quando m = 3,
além disso, sua integral é zero. Integrando convenientemente por partes o primeiro termo
do lado direito de (2.65) obtemos,

o] 1 oo
/ Ulm+1) U(m) 4T = =3 /_ () 42,

oo o
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e entdo, podemos junta-lo com o segundo termo da mesma integral. Como m > 3, por
(2.64) temos que ||u,||e < C. Entao obtemos a seguinte desigualdade:

m=2

d o0 2 o0
E/:m[u{m) + eums12]dz < C/;mufm}dmA» ZzCr“u(m)“”u(f)”oo“u(m-i-l-r)”

L

< C/ Umydz + C U ufm}dx] 2 <C (/ ULy 0T + 1) :

e o]

o

Definamos

Entao a ultima desiguadade implica em

dE,,
T
T = C(En+1),

pela qual obtemos para ¢ > 0,
En(t) < En(0)e® + € — 1,

independentemente de € < ¢y e ¢t € [0,7]. O limite para E,(t) depende somente de ||g|m
e €2)|g|lm+1, pois C depende somente de ||g||. €

1 L
En(0)7 < ||gllm + €2(|g]lm+1-

1
Portanto, ||u(m)|| < E4 é limitado sobre [0, T, e entdo u é limitado em H7, independente
de € em (0, €). O

LEMA 2.3.7 . Se V € HE, entdo K.V € limitada em HT independentemente de € > 0,
onde K. (k) = (1 + ek?)~".
Demonstragao. Para cada t € [0, 7], considere K * V = (K, * V)(-,t). Temos que

1
1 + ek?

—

K.+V=KV= V.

Por hipétese V' : [0, 7] — H™ é continua e limitada. Entdo, para cada Para cadat € [0, 77,

IK s VIZ = [ (Q+K+-+ k™| K+ V (k) dk
- - B 2m 1 7 2
= _m(1+k +---+k )1+ek2|V(k)| dk
< f (1+ k2 + -+ - + k™) |V (k) |2dk
= [V|Z
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Tomando o supremo sobre [0,7] em ambos os lados na desigualdade acima, obtemos o
resultado. O

COROLARIO 2.3.8 . A solugdo u para o PVI regularizado (2.26) com g € H® é limitada
em 'Hf}", independentemente de € < ey, para todo k, | e T > 0.

Demonstragao.Escrevamos a equacao regularizada na forma
<
(1 — €d2)us = —uuy — Ugqy.
Agora invertemos o operador 1 — €82, como no Lema 2.2.1, e obtemos a expressio
up = —Ke % (Utlz + Uzes),

onde K.(k) = (1 + ¢k?)~!. Como para cada m > 0 o lado direito da dltima equacio é
limitado em H7, independente de ¢ € (0, €], entdo pelo Lema 2.3.7 segue-se que u; é
limitado em H7 para cada m > 0, independente de e suficientemente pequeno. Logo,
% u, é limitado em Hr para cada k > 0, isto é, u é limitado em ’H-?’l para cada m,
independente de € em (0, ¢g). Agora, suponhamos por indugao que %%3 é limitada em HT,
ou seja, que u ¢ limitada em H7™. Temos que

Upn+1 = —‘Ke * (u;nutn: - utumz).

Como por hipétese, Vi, = UpnUnz + Unzz, € limitada em Hp™, o coroldrio estd demons-
trado. d

2.4 Convergéncia das aproximacoes.

Seja g € H® onde s > 3 e seja € > 0. A regularizagao g, de g é definida por
9(k) = p(esk)g(k), (2.66)

onde ¢ é uma funcdo C* par, com 0 < ¢ < 1 e ¢(0) = 1, tal que ¥(k) = 1 — (k) tem
uma raiz de ordem infinita no zero e tal que ¢ tenda exponencialmente para 0 em =*ooc.
Podemos citar muitas dessas funcdes; por exemplo, ¢(k) = e~9*) onde g(k) = k2e /¥,
Temos que g, € C*, pois g. = (p)¥ x g. Como g € L?, segue-se que g. € H*. Portanto,
existe uma tnica solucao u.(z,t) = u(z,t,¢€), cujas derivadas pertencem a Hr para todo
T > 0, para a equacao KdV regularizada com valor inicial regularizado g.:

{ U + Uz + Uzzr — €Uzz¢ = 0, (26?]

u(z,0) = g(z).

O lema a seguir tem como prop6sito a obtencao de limitacoes para varias normas de
g. em termos de normas de g.
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LEMA 2.4.1 . Seja g € H*® onde s > 3 e seja g. a versdo suavizada de g definida em
(2.66). Entdo quando € | 0,

Igelless = O(e78)  para j=1,2,---
|9 = gells—; = o(€5?) para j=1,2,--- (2.68)
llg = gells = o(1).

Além disso, o primeiro limite vale uniformemente sobre subconjuntos limitados de H®,

e os dois wultimos, uniformemente sobre subconjuntos compactos de H®. O segundo vale
uniformemente sobre subconjuntos limitados de H* se trocarmos o(e8?) por O(e#?).

Demonstragao. Temos que

Mgl = [ L+R 4+ g0 ek

O T 1. 14 -0 k2s+d) 1 7
= / [633 T @2(65k).| [1+---+ k*]|9(k)*dk
—00
Ll gD
< sup b ek ol (2:69)

Na desigualdade acima facamos a seguinte mudanca de varidveis: K = esk e v = €3.
Como 0 < € < 1, entao 0 < v < 1. Consequentemente

_]__|_....+.(K2/,},)8+J'
PR w0

L3
llgelli; < llglly sup

2(K).

Wt e 4 KAsHI)
ol SRR K2

< ol sup |
KeR
Fazendo separadamente |K| < 1 e |[K| > 1 chegamos a seguinte desigualdade
€37|gell3+; < llgll3(s + 4) sup {1 + K¥¢*(K)}.
KeR
Extraindo a raiz quadrada em ambos os lados na desigualdade acima obtemos

41- .
EGJ“ge”Hj < C”g“s: (2'70)

onde C = {(s + j) supgem{l + nggoz(K)}% , que independe de g e de €. Logo a primeira
desigualdade em (2.68) é verdadeira para subconjuntos limitados de H*.
Observemos que se g € H®, entao

lo—gd2 = [~ R+ -+ K50 Pak. )

Quando € | 0, o integrando tende a zero em quase todo ponto. Além disso, o integrando
acima é limitado pela funcao integravel

(L+K*+---+ k) |g(k) %
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Logo, pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, ||g—gc||s — 0 quando € | 0, ou
seja, ||g — gel|s = o(1), e assim, provamos a terceira conclusdo de (2.68). Para demonstrar
que em compactos a convergéncia acima é uniforme, é suficiente mostrar que

gn — g em H® = ||gne — gn||s — 0 quando € | 0 uniformemente paran =1,2,..., (2.72)

pois compacidade sequencial é equivalente a compacidade em espacos métricos.
Para provar isso, seja v > 0. Queremos encontrar um €, > 0 tal que se 0 < € < ¢,
entdo |[gne — gnlls <y paratodon =1, 2, .... Para todo n,

gne — gell? = |l(gn — g)el?
= f (e R) (L + ...+ K2)[Ga(k) — (k) Pk

o0
< [t a0 - SRRk = e - gl2 (273
—00
Assim, para verificar (2.72), escolha N téo grande que se n > N, entdo ||g, — g||,s < %’y.
Entéo escolha € tdo pequeno que [|gre — gklls < 37 para 1 < k < N e [|ge — glls < 37,
para € € (0, ¢]. Entéo, certamente
|gne = gnlls <7, (2.74)

paral <n < N.Sen > N, entdo por (2.73) temos que

Hgm = gn”s < ”gne = 96“3 o ”95 == 5'”5 + Hg T gan

< |lgn = 9lls + 119 = 9lls + llg = galls
1 1 1

o i e 2 S

3 3 3

IA

Logo, (2.74) é vélida para todo n.
Para a segunda desigualdade em (2.68), temos que

B TE s oo B2 o o
lo-slt, = [ [t ven] ne ..+ et Pak
ol TE

1 o o kB8 1 - Los 5
blesk h(e3k)[1 + ... + k**]|g(k)|*dk
sup [t u(ebi)| [ w(ebh+ .+ K0

< Ces fm P(e8k)[1 +. .. + k¥||5(k)[*dk,

onde C é novamente uma constante que nao depende de g nem de ¢ < 1. Como na demons-
tracdo acima de que ||g — gc||s = o(1), a integral do lado direito da ultima desigualdade
acima é o(1) quando ¢ | 0, uniformemente sobre subconjuntos compactos de H®. A inte-
gral acima também é limitada por ||g||2, 1ogo [|g — ge|ls—; = O(e&?) uniformemente sobre
subconjuntos limitados de H*. Portanto, o lema estd provado. O

COROLARIO 2.4.2 . Seja s > 3. Entdo, para cada T > 0 finito u. € limitado em H%
para todo € > 0 suficientemente pequeno. Além disso, es™u, ¢ limitado em HE™ para

todo € > 0 suficientemente pequeno , para cada T > 0 finito e m > 1.

41



Demonstragao. Pela Proposicdo 2.3.6, ||ue||s é limitada, com cota superior depen-
1
dendo de 7', €o, ||gells € €]|gells+1, isto §,

~ 1
Hﬂe”s < C(Ta €0, ”9:”3; €2 |Igc”s+l)'

Também temos que ||ge[l; < |lglls € €%||gellsx1 < Ce?llglls (propriedades de regularizacao),
pois

e v}

/ (1+k?+...+k2s)|§;(k)|2dk=/ (1+ K2+ ...+ k2)2(es k)[G(k)|dk

o —00

llgel12

Il

< [CasRs B P

= lgll2,
e por (2.70) com j = 1 temos
€| gells+1 < Cllglls,

ou seja,
€378 gells+1 < Ce3|lgls,

logo, 1 .
€2||gells+1 < Cezlg]ls,

(onde g, é o valor inicial para o PVI regularizado cuja solugao ¢ u.). Portanto,

lells < C(T, €5, llglls> €3 1glls)-

Logo, independente de ¢ € [0,7] e de € < €, ||ue||s possul uma limitagao que depende
somente de T, € e ||g]|s.
A segunda parte do corolario é imediata, pois

1 1 Yo 25 1
||€8™ e[ spm = €™ ||uells4m < EsmC(Ta H96”3+m=€2HQe”s+m+1)s
e por (2.70) com j = m,
g 1
€5™||gells4m < Cllglls € €8™||ge || s4m+1 < Cllglls-
E assim, o coroldrio est4 demonstrado. O

COROLARIO 2.4.3 . Ou, € limitado em ?{}'3 (s>3)e e'lémag""m“c‘@guf é limitado em Hr

independente de € suficientemnente pequeno, para todo T > 0 finito em =1, 2,..., 5.

Demonstragao. u, satisfaz a equagao
atug + ueaz‘u@_ + 83“( = fagaiﬂé == 01

entao
(1- e@ﬁ)@tuc = —(ueOu + Bﬁue),
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e multiplicando (compondo) o operador (1 — €d2) pelo seu inverso em ambos os lados,
obtemos

Opue = —(1 — €8%) (ueBrue + Bu,).

(Observemos que (1 — €8%)(1 — €82)~! = Id implica em ||(1 — €82||s||1 — €82)7 | = 1,
ou seja, [|(1 — €02)-1lles = [|11 — €8Z|5.) Logo,

||atu£”8-—3 < “1 - Eagll;olllueaxue + 8guflls—3
S ||ueazue + 32“:”5—3
< ||u'e||s—3||a:cue“s——3 4 Hague||s—3 < ||ue||§ g Hue”s
2
S. [C(T €o, “96”-5! 6% ||gE”s+1}} + C(T €0, ||96”S? 6%“96“5+1)
S C(T: €0, Hglls)! (275)

pois ||uells—3 < [ltiells, [|Ozttells—3 < [luells € l|03uc]ls—3 < [Juells-
Analogamente, temos

i
8™ ([|tells4m—slucllsm—2 + lluells+m)

<
£ G (2.76)

1
€™ || Oythe|s+m—3

onde, pelo Corolério 2.4.2, C é uma constante que nao depende de e suficientemente
pequeno, pois m < 3. O

PROPOSICAO 2.4.4 . Seja ue a solugdo do PVI (2.67), onde g € H® e s > 3. Entdo {uc}
€ Cauchy em H% quando € 0.

Demonstracdo. Seja u = u. e v = uz, com § < €. Basta provarmos que |[u—v||; = 0
quando € — 0. Seja w = u — v. Entao w satisfaz,

1
wy + §(u2 — ?); + Wegz — €Uzt + OUpgy — OUggy + OVzzs = 0.

Além disso,

%(uz -3y = [%( 2 _uv +v® — 202 + 2u’u)]

T

= [-;-uﬂ +o(u— v)]

(e 3)
= VW + =W j
2 o

Por conseguinte, w satisfaz a equagao

T

1
‘u-"t + (vw + §w2) + wrrz = 6wzzt - (6 . 6)“7;;[‘3 (2.77)
T
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com w(z,0) = g.(z) — gs(z) = h(z). Seja j < s; multipliquemos a equagio (2.77) por w(a;)
(por wy; mgmﬁcamos dJw) e integremos por partes em relagio a IR e em [0, #]. Temos que

f / w(g_,)wtd:r:dr -+ f f w(g_,)(uw e —'w ) dzdr
+ / / W(2;)WrzzdTdT — O f / W(2j) Wrzt
(=1} 2 1
= ( wlyy — hiy))dz + (—1) ff uw+—w) dzdr
“ 2/ G+)
1

5[ W(j41)2—- h_fH)dQT

t oC t o
(e —0) f f W(2j) UzzedTdT = (—1)’ (€ — 0) / f Ug,(j+2)W(5)dTdT
0 -0 0 J-xc

e consequentemente, de (2.77) obtemos a seguinte identidade:

Joolwly + dufpldz = [ [RY) + 6k, ) lde

(2.78)
— 2 [0 [ [(uw + Jw?) s — (€ — O)up(j4a)|wijydzdr.

Fagamos j = 0 em (2.78). Definamos

Vo()? = f [w? + w?]dz,

-0
e portanto,
= 2
Vo(0)2 = f [h2 + 6h"?)dz.
-0

Também temos que,
o0 1 2 o0 1 2
(u'w - ¥ )rwdzr = (w_., - Eu:)w dzr.

Assim, para j = 0, (2.78) toma a forma

Vo(t)? = 4(0 —2[[ (wy + u,: yw?dzdr + 2(e — §) ff UzgrwdzdT.

Pelo Corolério 2.4.2 segue-se que |w,+ §%| é limitado sobre [0, 7], por uma constante
C, que depende de T e ||g||s e que independe de € (para € suficientemente pequeno). Além
disso, pelo Corolario 2.4.3, €3 ||tz ¢ limitada, para t € [0, 7] por C,, onde C; depende
de T e de ||g||s, mas nao depende de ¢, quando ele é tomado suficientemente pequeno.
Portanto para € pequeno,

i t
Va(t)? < Vp(0)% + 2C, / Vo(7)2dr + 263 Cs f Vao(r)dr.
0 0
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Seja t € [0, T e considere

t t
U(t) = V5(0)% + 26‘1/ Vo(7)2dr + 25§02/ Vao(r)dr.
0

0

Temos que U(0) = V5(0)2, Vo(£)2 < U(t) e
U'(t) = 20, Vo (t)? + 265Co Vo () < 2C1U (1) + 263 CLU (1) %,

entéo v,( )

Definindo W (¢)? = U(t) e substituindo na inequacio acima, obtemos

g’, < EC,W1+Cy, W(0) = U(0)} = V(0),

isto é, ‘ p
W < e3Cy + C1W.

Logo, pelo Corolario 1.1.7, segue-se que

W(t) < (W(GH Egcz)ecﬂ—“cz

il 5
< Vo(0)eCT + €3C;, (€417 — 1) €Y,

e assim, ,
lw|| < Vo(0)eST + €3C, (€7 — 1) CT ™. (2.79)

Observemos que, pelo Lema 2.4.1 quando € | 0

L
2

w0 = { [ llole) - 0@+ 8(64(0) ~ o (&)
< llgs = gll + llge = gllr < Ces,

: : 1 : ;
nos garantindo assim que ||w|| < Ce3, para € suficientemente pequeno. Portanto, {u.} é
de Cauchy em Hr.

Consideremos agora 7 = 1 e novamente, a titulo de economia, definamos

Vi(t)? = f (w2 + 6w? |dz,
—oc

e assim

V1(0)% = f (W2 + 6R")dz.

—0oC
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Integrando por partes (2.78) obtemos

Vi(t)? = V4(0)2 -2 f f ( Wy + = uz) widzdr —2 f f [tzzw — (€ = 6)Uzgar|wodzdr.

Mas pelos Corolérios 2.4.2 e 2.4.3 acima, em [0,7], |3w, + 3us|, [tsz| € €2 |tzez|| S0
todas limitadas, mdependente de ¢, quando € é suﬁmentemen’ce pequeno. Também, como
mencionado acima, ||w|| < Ces sobre [0, T] para e suficientemente pequeno. Assun para
¢ suficientemente pequeno, temos que

Wi(t)? < V1(0)2+20/j(||%|]2J,eé”wzmﬂg1r
< Vi(0)*+2C ft(Vl('f‘)2 + e3Vi(r))dr,
0

onde aqui e no restante desta demonstragdo, C = C(T, €, ||g|ls) independe de € < ¢.
Procedendo-se da mesma forma como fizemos para a obtengao de (2.79) obtemos, para ¢
em [0, 77,

Vi(t) < VA(0)€Ct + €3 (€St — 1).

Logo, para t € (0,7
llwz|| < Vi(t) < Vi(0)e’T + eé(ecr - 1).
Também, como dantes, pelo Lema 2.4.1

lg = gells + llg — gl + 6%[lg — gell2 + 6% lg — gsll2
Ce%

Vi(0) <
<

quando € — 0, (aqui 6 < €). Logo, {uc} é de Cauchy em Hj e parat € [0,T] e €
suficientemente pequeno, .
lwll: £ Ces. (2.80)

Para j = 2, (2.78) é

00 o0 t poo 1
[ trsutdds= [ (0050 a2 [ [l G0t~ eug etz
-0 —0o 0 J-co

Denotando -
V2(t)2 = / [w:?:: + 6103::)(1.’5,
—00

entao,

t (o o]
Va(t)? = V3(0)* - 2[0 / [(uw + %wz)nzwu — (€ = 8)UzgzrtWoy |dzdT. (2.81)
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#n 1 57 - F
Pelo Corolario 2.4.3 temos que €3 ||uzz44:|| € limitado, para € suficientemente pequeno e

entdo o lado direito de (2.81) é limitado por €3C|jw,,]||. Diferenciando e agrupando os
termos na integral do lado direito de (2.81), chegamos & integral

t o0
5
/ / [—§ (’U.; + 'wz)wg: — Uy WeWeg — uzzzww:\:x]dxdr' (282)
0 V-0

Agora usando (2.80) e o Corolario 2.4.2, temos que sobre [0, T,

(2)  |ur+ws| <C,

(1) |uge| £ C,

(122) ||uzazl| < C, (2.83)
(iv) [lwel < Cés,

v)  |w| < Ces,

onde C denota véarias constantes independentes de e. Aplicando (2.83) a (2.82) temos

t oo =4
b
/ f [_E(ur =+ w:c)wgz == Su”zwxw’:z - umzwwm]dIdT
4] —00

< [ [Cllual® + Okl ar.
Chegamos entdo a desigualdade
07 S V0P +2C [ (el + Hluselar
< (0 +2C [ (alr)? + Vit

por meio da qual obtemos

ezl < Va(t) < Va(0)eCT + €3 (eST — 1). (2.84)
Pelo Lema 2.4.1
Va(0) < [lhll + 6%(|hlls
1 1
< lg = gellz + llg — gsll2 + 62]|g — gellz + 62 |lg — gsll3
< (et + et < Ces.

Substituindo isto em (2.84) segue-se que
[wee|| < Ceés, (2.85)

com t € [0, 7). Observemos que se s > 3, deveriamos obter Ces como limite, simplesmente
s 1
porque pelo Lema 2.4.1 deveriamos ter o limite V3(0) < Cez.
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Finalmente, consideremos o caso ;7 = 3. Definimos V3(¢) da mesma forma que V5(¢).
A equacdo (2.78) toma a seguinte forma:

t poo
V:'S(t)z = V3(0)2 - 2\/; / [(uw + %wz)zzz:w:z: — (€ = 0)UzpozetWrss|dzdr.

Como €& ||Uzzgzze| é limitada (ver Coroldrio 2.4.3), o segundo termo na integral acima
converge para 0 quando ¢¢ | 0. Novamente, derivando e depois integrando por partes o
primeiro termo na integral da equacao acima, obtemos:

oo
7
2/ / ['2'(”‘: + wr)w?czz — AW Uy raWagy — BUzeWer Woar — uzxa:xwwzxx]dxd’f'— (2-86)

Pelos Corolarios 2.4.2 e 2.4.3, por (2.80) e por (2.85), temos que para t € [0, 7],

[ (i) |ug+w| £C,

(“] “uzz“ <C,

(1) |juzzz|l < C,

{ () |[tzzal < Ce3, (2.87)
(v) |w| < Ces,
(vi) |ws| < Ces,
(vit) ||lwge| < Ces.

\

Usando (2.87) em (2.86), conseguimos o seguinte limite superior para (2.86):

i
2 [ (Cllwsssll? + Ceb lwazsl)dr
0

Entdo, para t em [0, T,
t
Vs(t)? < V3(0)% +2C / [V(r)? + €8V (r)]dr,

0

e assim, .
lwzzz]| < V3(0)eCT - ES[eCT -1).
Como antes, pela desigualdade triangular,
1
V3(0) < llg — gells + llg — gsll, + 82 lg — gell, + 6% 1lg — gsll.

que tende a zero quando € | 0, onde § < ¢, pelo Lema 2.4.1. Logo, para qualquer 7' > 0

finito, ||wzzz|| = 0 quando € | 0.
Para s > 3 procedemos por inducdo, utilizando um argumento ana.logo ao do caso

s = 3. Como s > 3, pela observagio apés (2.85) temos que ||w||; < Ce3, dai |w|, |w,| <
CES, quando € | 0. Para j + 1 < s, suponhamos por indugao que, para € | 0,

[wllj—1 < Cés. (2.88)
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Provemos que (2.88) vale para j. Seja

o0
Vi(t)? = /:m[w(zj) + 6w, y))dz. (2.89)
Entéo temos a seguinte expressao para (2.78):
" " t 00 1
Vi(t)* = V;(0)* — 2/0. f [(uw + §w2)(j+1) — (€ = O)uy(j42)|wydzdr. (2.90)
-0
Seja

t 00 1
P = —2£ f [(uw G = §w2){j+1) — (6 = 6)u;'(3-+2)]w(j)d:rd7'.

Entao, pela regra de Leibnitz,

J+1 j+1
/ f (z CEW(+1-RWG)U(R) + ) CkW(1-RW(5) Wik — (€ = 5)uz.(:+2)wu)) dzdr
k=0

(2.91)
e assim,
i+l
= < Cf f (Zl%+1 R W () k}|+2|wu+1 HWERWG)| + €, J+2)wm|) dzdr
k=1
/ / (w(j.,_l)w(j)u+2ww[j}w(j+”)drdf. (2.92)
0 /-

Pela hipétese de inducdo (2.88), ||wl;-1 < Cet e assim, para 0 < k < j — 2, |wi <
Ces sobre IR x [0, T). Pelo Corolario 2.4.2, ||ul|s < C e [|v||s < C, assim também lugy| < C
e |ww| < C sobre R x [0,T], para 0 < k < s — 1. Pelo Coroldrio 2.4.3, e%“ut”s <C.
Portanto como 7 + 1 < s, podemos juntar esses fatos e concluir que

1 t t o0
51 = C/ (IIWU)HQ+6%||wm||)dhr—f0 f (vwpw+1) + 2ww(gyw+r)dedr
0 -0
t : i 20 1
2 c/ (|]w(j)||2+65||w(j)||)dr+f f (Rtig -+ 10g) 0l dindr
0 0 =00 2
t 4 t
< 0 [ (ulP +Hluglir +C | lugliar.
Por (2.89) vemos que |lw(; || < V;(t); conseqiientemente,
t
%r <c f (Vi(r)? + bV (r)ar.
0
Logo, de (2.90) obtemos a desigualdade

V;(t)? < V;(0) +26‘f +eaV( )ldr, (2.93)
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entdo segue-se que, para t em [0, 7]
lweyll < V;(t) < V;(0)e“T + €3(e°T - 1). (2.94)
Pelo Lema 2.4.1,
VJ(U) ||§' = ge”j + [lg— .';’6”3' 7t 6%”9 = ge||j-+-1 + 5% lg — 96“3+1
1
Ces. (2.95)

IAIA

Portanto, ||w||; < Ce3. Logo,
[w]ls—2 < Ces. (2.96)
O argumento indutivo dado vale para j = s—1, com excecdo de (2.95): para j = s—1
temos V;(0) < Ces. Nesse caso,
l[wlls—1 < Ces. (2.97)

. 1 5 = =] :
Para j = s, €5||ul|s41 € €8||us (549 s@0 limitados. Logo, procedendo-se como acima,
obtemos a seguinte desigualdade:

lwell < (g = gells + llg — glls + Ce3)eT + €5 (™ — 1), (2.98)

que pelo Lema 2.4.1, converge para zero quando € | 0, e assim a demonstracao esta
completa. O

OBSERVAGAO 4 . Como nos serd util posteriormente, observemos que as vdrias constan-
tes que aparecem durante a demonstragcdo da Proposicao 2.4.4 dependem somente de T e
de ||g|lx (onde k < s depende de qual constante estd em questdo) e nao de €, quando € €
suficientemente pequeno.

COROLARIO 2.4.5 . As fungdes u,(z,t,€) sdo de Cauchy em H3~> quando € | 0.

Demonstragao. Suponhamos novamente § < € € seja u = %, UV = us € W = u — 0.
Entao como em (2.77),

1
Wy = _(uw + §w2)z — Wgzz + 5wzzt + (ﬁ . §)uzzt- (299)

Pelo Corolario 2.4.3, os dois ultimos termos da equagao acima convergem para zero
em 'H,}"s quando € | 0. A convergéncia para zero em ’H}‘3dos dois outros termos do lado
direito de (2.99) segue da Proposi¢ao 2.4.4. O

Agora temos ferramentas suficientes para provar um dos mais importantes teoremas
de existéncia para o PVI da equagao KdV, a saber:

TEOREMA 2.4.6 . Dado g € H®, onde s > 3, eriste uma iunica solugdo u para o PVI
para o equa¢do KdV com valor inicial g, onde u € Hy para todo T > 0 finito.
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Demonstragao. Primeiramente vamos demonstrar a unicidade. Suponhamos que
existam duas solucdes u e v; definamos w = u—v. Como Uy +ut;+Uzzr = 0 € ViU, +Vpzr =
0, subtraindo a segunda da primeira chegamos a

Wy + Uz — VU + Waee =0,

€ como

1
Ul — VVy = 5[21;1;,:c — 2uv,)

= %[(ux e 'vz)(u — U) + (‘u -+ ”)(u:: — vn:)]
= %[(u =+ U)w]z:

segue-se que w satisfaz o PVI

we + 3[(u + V)W]e + Weer =0,
{ e, 0} = 0. (2.100)
Assim, multiplicando a equagao em (2.100) por w, obtemos
1
ww; + 5[(1:. + V)W) w + Wiy = 0,
e integrando esta iltima equagéao sobre IR obtemos:
1d ™ 5 1 > =
- wdr — = (u + v)ww,dzr — WeWedz = 0. (2.101)
2dt J_, 2 ) o
Como - 1 e L
—00 —o0 —00

por (2.101) temos que

%f w?dz j: (u + v)ww dz

-0 o0

_ % /_ :(u+v)(w2)zd3:

- —%f (uz + vz)wdz

£ [ /_ i |luz|w?dr + [_ :: |vz[w2d:c]

2 /-
C/ w?(z,t)dz.

IA

IA
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Portanto, como w?(z,0) = 0 e & [ w?dz < C [* w(z,t)dz, segue do Corolario 1.1.7
que, "
] w?(z,t)dz = 0 para todo ¢t > 0.
-0

Logo, w = 0 q.t.p.; mas w é continua, o que implica em w = 0. Os termos fronteiricos nas
integragGes por partes feitas acima sao nulos porque u(-,t) e v(-, 1) estdo pelo menos em
H?, para cada t > 0.

Passemos agora a demonstrar a existéncia. Seja g, a regularizagio de ¢ definida em
(2.66) e seja u, a solugéo para o PVI (2.67) com dado inicial g,. Ento, pelos resultados
da Proposigao 2.4.4 e do Coroldrio 2.4.5, para cada T > 0 finito, quando € — 0,

{u,—}u, em Hi, (2.102)

Biue v em HI?,
porque H% € Banach. Por (2.102)

102 (ue) = Ba(w®)lls-1 < luf — s

= lue + ullol|ue — ulls
< Cllue—ulls — 0

e analogamente
Hagu'i = 32“”3—3 < C“’u( = u”s =0

quando ¢ — 0. Portanto, temos que

Op(u?) = 8, (u?) em Hy',
{ Bu, — Bu em HyP. (2-103)
Além disso, sabemos pelo Coroldrio 2.4.3 que dyu, é limitado em H5 >, e assim 020,u, é
limitado em #3°. Entédo, pelo menos no sentido das distribuicdes,

€20,uc — 0 em D'. (2.104)

(2.102) implica que u, — u no sentido das distribuigdes; assim Gue —> Gyu no
sentido das distribuicbes e portanto v = u;. Combinando isto com (2.102), (2.103) e
(2.104), demonstra-se que pelo menos no sentido das distribuigdes, u satisfaz o0 PVI

u(z,0) = g(z).

A obtencdo do dado inicial adequado g é uma conseqiiéncia do Lema 2.4.1 e de (2.102).
Como u € Hj e u, € H52, segue-se que u é uma solugdo L? do PVI (2.105) para a KdV
se s = 3 e uma solugdo cldssica, se s > 3. (O termo solu¢do L? significa que todas as
derivadas na equacdo diferencial sio, para cada t, funcdes L? da varidvel espacial z e a
equagao ¢ satisfeita para cada ¢, em quase todo ponto z.)
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A escolha de T > 0 foi arbitraria. Quanto maior for 7, menor € deve ser para que
as limitacGes obtidas na Se¢do 2.3 sejam vélidas. Como estamos interessados somente no
caso em que € — 0 (pois desejamos obter existéncia de solugdo para o PVI puro), 7' pode
ser escolhido arbitrariamente grande e os mesmos resultados ainda sdo validos. Logo,
uma solugdo global (solugdo do PVI sobre IR x [0,00)) de (2.105) pode ser definida da
seguinte maneira: Seja ug a solucao do PVI (2.105) sobre IR x [0, K], para K = 1,2, ...
Pela unicidade temos que se L > K, entdo ur ‘[01{1 = ug . Definamos entdo uma funcao
u sobre R x [0,00) por u(z,t) = ug(z,t) para t < K. Temos que u, por construcao, estéd
bem definida e d4 uma solugao global para o PVI para a KdV, que estda em H4 para todo
T > 0 finito. O

A solucao garantida pelo Teorema 2.4.6 tem mais propriedades de regularidade. Con-
sideremos agora a questdo de como muitos dos polinémios invariantes formais (leis de con-
servacdo) da equagdo KdV (ver [18]) sdo de fato constantes do movimento das solugdes
garantidas acima. Uma lei de conservacao da KdV geralmente é um funcional I que aplica
alguma classe de fungdes na varidvel espacial (por exemplo, H*) em IR tal que se u(z,t) é
a solucdo da KdV que é, para cada ¢ > 0, um elemento da classe de fungées sobre a qual
I atua, entdo I(u) independe de t. Por exemplo, consideremos uma solugao u da KdV
onde o valor inicial g estd em H®, como assegurado pelo Teorema 2.4.6. Entéo

fa(w) = il = [ " Wz, t)ds,

oo

é uma lei de conservacao. Para constatarmos isto diferenciemos Iy em relagao ao tempo:

a]{)( ) = dt / .'CtdI—2/ uugdr

= —2/ u(uly + Ugzzr)dz
—00
1 z=+0c o0
3 I=—00 —0C

1 L
= —2|=-u®+ uug, — -1l =0.
3 - i |

Logo, I ¢ uma constante, independente do tempo. E infinito o nimero de tais invariantes,
tendo a forma (ver [15], Teorema 6)

Li(u) = /;m ['ufk) - ckuufk_ + Qr(u, ..., Uk-2))dz, (2.106)

para cada k = 0,1,2, ..., onde Qx é um polinomio de posto k + 2. Aqui a definigdo de
posto encontrada em [18] é como segue:

Um mondmio U‘(O)ufl) (p} tem posto ) ¢_o(1 + 3i)a;, e entdo definimos o posto de um
polinémio como sendo o maior dos postos das suas parcelas.
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Na realidade @; compde-se inteiramente de mondmios de posto k + 2. Se um desses funci-
onais nao lineares € de fato uma constante do movimento de solucoes da KdV, geralmente
podemos fazer uma estimativa e priori sobre o comportamento da solugéo, a qual é valida
para todo ¢ > 0. Mais geralmente, se soubermos que Iy, I, ..., Ix, quando aplicados a uma
solucdo u da KdV, sdo independentes do tempo e o dado inicial pertence a H*, entdo
pelos resultados da Proposicao 1.4.2 temos que ||u||x é limitado para todo ¢ > 0. Esses
resultados séo listados na proposi¢do abaixo:

PROPOSICAO 2.4.7 . Seja u uma solugdo da equagdo KdV sobre IR X [0,00) que estd em
H* para cada t > 0 e suponhamos Io(u), I;(u), ..., I(u) tnvariantes em relagdo a t. Entdo
|ullx € limitado uniformemente para todo t > 0.

Demonstragdao. Vemos isto de modo mais fécil por inducdo sobre k : ja fizemos
para k = 0. Se o resultado vale para k — 1, entdo suponha que fo(u), [1(u), ..., Iy(u)
independem do tempo. Pela hipétese de indugdo , ||ulx-1 é limitada independente de
¢t > 0. Pela Proposicdo 1.4.2, segue-se que: (i) [[u||, ..., [|u@w-1)l e (ii) |ul, ..., [uk-2)| sdo
todas limitadas, independentemente de ¢ > 0 e de z € IR. Assim, por (2.106), para
qualquer ¢t > 0, se I(u) = C,

+oo +oo +oo
f ufydz = C + & [ wufy,_pydz — Qi (U, ..., Uk—2))dT. (2.107)
-0 —00 —00
Por (i) e (ii) acima vemos que o lado direito de (2.107) é limitado, independente de
t > 0 para k > 1. Para k = 1, (2.107) toma a forma

+o0 1 +0oC
f uidr=C+ = f uidz,
o 3 J o

e o argumento da Proposi¢do 2.3.1 pode ser aplicado para obtermos limitagGes indepen-
dentes do tempo. O

Portanto é interessante determinar quantos dos polindmios invariantes (2.106) estao
disponiveis. Se g € H*, ndo teremos todos os Iy, Iy, ..., I; invariantes, pois em ¢ = 0 pelo
menos um dos Io(g), I1(g), ..., I;(g) ndo é uma integral convergente. Verificacao direta das
leis de conservagao, como feito acima para Ip(u) assumindo g € H 3 é vidvel somente para
k < s — 3 (ver [1]). Fazemos uma verificagdo indireta no préximo teorema.

TEOREMA 2.4.8 . Sejag € H®, s > 3, e seja u a solugdo do PVI (2.105) para a equagdo
KdV assequrada pelo Teorema 2.4.6. Entdao Iy(u), I1(u), ..., Is(u) sdo independentes do
tempo.

Demonstracio. Seja k < s. Para o PVI regularizado com dado inicial satisfazendo
(2.66), € véalida a identidade

t poo (k-2
0
Ji(u) = Ji(ge) + € / / a&m,uu)
0 J-oo U(y)

7=0
+ ck[2UsUk-1)Ut k) — UsetUik—1) — wugy]} dzdr,  (2.108)
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onde -
Ji(u) = / [(1 — ecru)ulyy + eu%k_,_” — cpuudy_y + Qxldz. (2.109)

Por conveniéncia de notagéo, estamos omitindo o € em u,. Obtemos (2.108) diferenciando
Ii(u) em relagdo a t e podemos fazé-lo porque u é uma funcdo C*® em ambas as varidveis
e todas as suas derivadas estdo em H™ para cada t > 0 fixado. Pelo Lema 2.4.1 temos
que

Jk(ge) — Ix(g) quando €| 0. (2.110)
Segue pelo Corolario 2.4.2 que

Ji(ue) — Ix(u) quando €] 0, (2.111)

onde u € a solugdo do PVI (2.105) para a equagdo KdV garantida pelo Teorema 2.4.6.
Finalmente, usando os Coroldrios 2.4.2 e 2.4.3, deduz-se que a integral do lado direito
de (2.108) converge para 0 pelo menos na razio €: quando € | 0. Combinando (2.110) e
(2.111), obtemos de (2.108), no limite ¢ | 0,

Ii(u) = Ik(g), (2.112)

e como t > 0 e k < s eram arbitrarios nesses calculos, a demonstragao estd concluida. O

Combinando a Proposi¢do 2.4.7 com os Teoremas 2.4.6 e 2.4.8, e a demonstrac¢ao do
Corolério 2.4.5 aplicado as derivadas de ordem superior em relagéo ao tempo, demonstra-
mos 0 seguinte teorema:

TEOREMA 2.4.9 . Sejag € H® com s > 3. Entdo exriste uma tnica solugdo global do PVI
(2.105) para a equacao KdV que estd em HE,. Além disso, se s — 3l > 0, Blu € HZ3.

2.5 Dependéncia continua de solugoes em relagao ao
dado inicial.

Nesta se¢do vamos obter um resultado que combinado com o Teorema 2.4.9 demonstra
que o PVI para a KdV é bem posto no sentido classico de Hadamard, ou seja, é garantido
existéncia, unicidade e dependéncia continua da solugdo em relagao ao dado inicial. Seja
U: H® — X, uma aplicacdo que a cada g € H*® associa a unica solugao u da equagao
KdV com valor inicial g. O resultado que aqui abordaremos estabelece que em um intervalo
de tempo finito U é uma aplicacao continua.

Observamos que nao se pode provar a continuidadede U : H®* — X o, como podemos
ver por um contra-exemplo dado em (1] para a equagao alternativa (2.3). Especificamente,
existe, para cada C' > 0, uma solucao similar ¢ = ¢¢ para a equagao KdV, jd conhecida
por Korteweg e de Vries em 1895 (consulte a referéncia [14]). Esta solugao é conhecida
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como onda solitdria da KdV e foi inspirada por um trabalho experimental de Scott Russel
(1844) sobre ondas em um canal. A solugdo tem a forma

uc(z,t) = ¢oclz — Ct), (2.113)

onde 1
bo(2) = 303ech2(§c%z). (2.114)

Temos que uma translagdo arbitraria de ¢ também é uma solucdo suave da KdV. Para
todo s > 0,
¢c — ¢p em H° quando C — D em RR. (2.115)

Contudo, devido as suas diferentes velocidades de propagacdo, a norma da diferenca
|luc — upl|s da solugdo associada ao PVI (2.100) para a KdV possui

lim [Juc — uplls = [[uclls + ljupll. (2.116)

Portanto, uc 7 up em H*® uniformemente para todo ¢t > 0. Logo, é impossivel demons-
trarmos resultados védlidos uniformemente no tempo.

TEOREMA 2.5.1 . Dado T > 0, seja U : H® — X1 a restrigéo ao intervalo de tempo
[0,T) da aplicagio associando a g € H®, s > 3, a dnica solucdo global de (2.105) para o
valor inicial g. Entdo U € continua.

Demonstracao. Primeiro observemos que é suficiente provarmos a continuidade de
U : H® — H3%. Porque seguird indutivamente pela equacao diferencial que U : H* — .r"c’s =
é continua. Por exemplo, se s = 3, e U : H3 — H3 é continua, entdo U : H® — Hy'
continua. De fato: Temos que

= {'u, € Hr; atu & HT},
o qual é munido da norma

llllyon = mp max{lia’ut )1} = sup max{|[ul], [|ull}-
tef0,7] 7=0:1 te[0,7]

Por hipétese, dado € > 0, existe § > 0 tal que, ||g1 — g2ls <8 = |[lus — ual[s < ¢, onde
u, =U(g1), ug =U(ge) € %3:1, pois u, u; € Hr. Dal,

[ur = up|lpon = sup max{[lus — ual|, [|8:(u1 — ua)[|} <e.
t€[0,T]

Por isso, é suficiente verificar que a aplicagdo V : H® — Hr definida por V(g) = 6;U(g)
é continua, pois ji sabemos que g — u de H> em Hy é continua. Mas se g,h € H3e
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=Ulg), v = U(h) so as solugses associadas aos PVIs da KdV com dados iniciais g e
h respectivamente, entdo da desigualdade (1.28) segue-se que,

”ut — 'Ut” < ”uuz + Ugzzg — VVz — vz::“
< |lutz = vog|| + [[tzze = Voga|
< [l = v)ugl| + [[(uz — va)v| + [lu = vlls
< Jlu = vlhlluell + [luz — vallllv]l + [lu— vl
< (lkelly + llvll + 1)l = vlls. (2.117)

Tomando o supremo sobre t € [0, 7] temos
[V(9) = V(B)llaer = llue = vellaer < (lullzg + Ivllag. + DIU(9) = U(R)|l3g,  (2.118)

mostrando que V : H* — Mz é continuo, pois U : H® — H3. 0 é.

Demonstremos agora que U : H®* — H% € continuo. Seja g, — ¢ em H*®, com
s > 3 e sejam u" = U(g,) e u = U(g). Queremos mostrar que u* — u em Hj, ou seja,
lu™ — u|ls = 0 quando n — oo, uniformemente para t € [0,7]. Para tanto, seja v > 0.
Vamos procurar um N tal que se n > N, entdo ||[u" — u||; < v para todo ¢t em [0,7]. Pela
desigualdade triangular,

lu — ulls < [Ju” — uglls + llue — uells + |lue — ulls, (2.119)

onde u, é a solu¢do do PVT regularizado (2.67) com dado inicial g € C* como em (2.66)
e analogamente, u”. Combinando as desigualdades (2.97) e (2.98) da Proposicio 2.4.4
obtemos, para cada t € [0,7] e § < ¢,

s — wells—1 + | (28)s) = (ue)o)l
Ces + ||(us)(s) — (ue) ol

Cet + (|lge — glls + llg — gslls)e®T + € (e°T — 1)
Cet + C(|lge — glls + llg — gslls).

llus — wel|s

IAIA A IA

Fazendo 4 | 0 na ultima desigualdade, como pelo Teorema 2.4.6, us — u em H%, segue-se
que, para t em [0,7,
1k
lu — uells < Cet +Cllg — gells, (2.120)

e analogamente, :
" — u¢ls < Ces + Cllgn — gnells- (2.121)

Temos que C = C(T, ||g||s), logo podemos tomar o mesmo C para (2.120) e (2.121). De
fato, como g, — g em H?, segue-se que, para € = 1, existe n; tal que ||galls < [lglls + 1,
para todo n > n,. Sejam M= max{||gklls; 0 <k <ni}eM= max{M lgl|s +1}. Entao,
llgn|ls < M, para todo n > 0. Portanto as constantes acima sao limitadas superiormente

e assim podemos tomar C em (2.120) e (2.121) como sendo o supremo delas.
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Pelo Lema 2.4.1, se g» — g em H*, ent@0 ||gn — gnells, » = 1,2,..., € |lg — gells
convergem uniformemente para zero quando € | 0. Entdo, por esta observacdo e pelas
desigualdades (2.120) e (2.121) segue-se que

[u* —wllls +0 e [lu—uels—0 (2.122)

uniformemente, para t € [0,7] e n = 1,2, ..., quando € | 0. Portanto, ¢ pode ser escolhido
tao pequeno que, para todotem [0,T]en=1,2,..,

o=l < 37 e "~ ulll < 37 (2.123)
Portanto para demonstrar que para n suficientemente grande ||u"—u/||, < v, parat € [0, T},
é apenas necessario demonstrar que ||u? — u¢||; — 0 quando n — oo, onde € > 0 é fixado,
mas suficientemente pequeno para que (2.123) valha. Porque se N é escolhido de modo
que, para n > N, [|uf — ucl|; < 37, entdo por (2.119) e (2.123) segue-se que para n > N,
lu™ — ulls < 7.

Nao existe uma maneira curta de executar essa ultima tarefa. Um método é argu-
mentar de modo andlogo a demonstra¢do da Proposicao 2.4.4. Contudo, como para o
que temos em vista, € > 0 é fixado, o problema torna-se um pouco menos complicado.
Especificamente, por defini¢do, u. é a solu¢do do PVI

Up + Ulg + Ugge — €Uzgt = 0, u(z,0) = ge(z), (2.124)

e o mesmo acontecendo com u?. Mas, como ¢ é fixado, podemos utilizar (2.27) para
transformar (2.124) no PVI

Up + Vg + VU — Uz = 0, v(z,0) = h(z) = €g. (e%a:). (2.125)

Seja hn(z) = €gne(€?z) e sejam v™ e v as solugdes do PVI (2.125) postos para hy, e h
respectivamente. Entdo, se v — v en H%, onde R > 0 € arbitrdrio mas finito, segue-se
invertendo a transformacao (2.27), que u} — u, em Hj.

Como g, — g em H*, certamente g, — g em L?. Ora,

lgne = gl2 = f (14 B + -« + k) |o(eb k) (g — o] (k) [Pdk

< ]m(l+k2+---+k25)|(gn—g)‘(k)|2dk

= |lgn — glls.

Entdo, segue-se que gn. — g em H" para todo r > 0. A razdo de convergéncia em varias
normas H” depende fortemente de €, mas por agora € é fixado. Assim, h,,h € H® e
h, — h em H" para todo r > 0. O Lema 2.2.2 assegura-nos que v",v € Hz '™ para todo
R > 0. Entdo os seguintes calculos sao validos:
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Seja w™ = v"™ — v. Observamos que w”" satisfaz o PVI
wy +wg +w'wi + (vut); — wi, =0, 9196
w(2,0) = ha(z) — h(z) = fa(z) 205
onde f, — 0 em H" para todo r > 0. Para facilitar a escrita, omitiremos o n durante os
célculos a seguir. Em analogia com (2.89), definamos

Wj(t)=/_ [wfj}+w{23+1]]dr. (2.127)

o0

Multipliquemos (2.126) por w

w, W+ w

@) Wy + W

ww, + w,,. (vw); — W, Wazt = 0,

(21) (2;) (25)

agora integrando cada parcela sobre IR e sobre [0, ¢], obtemos

t poo
][ W, wedzdT = -2—) /f & (w(j))?dzdr
0 J—oo

_1)i oo
= %f_ (Wi = fG))de,

oo

t oc
// Wz wedzdr = (T f/ 8:(w(;)) dzdr
0 J—co

g
—2 i 'w(J |°° dr =0,

t 0
f/ w(zj)wzﬂdmd'r = (T /[ 6;(‘0.}(34.1)) dzdt
0 J-o0

(—1)-1
= \ 2) [ (w(23+l) - f(2j+1))d1',
-0

entdo, juntando esses resultados, obtemos

-1 i poo > J poo t poc
O [ty + il = O [ 17+ e - [ [ s + (),

ou seja,

Il

W, (t) = W;(0) + (—1)7*12 [o f_ " Tt (et (2.128)

Integrando por partes o segundo membro & direita de (2.128) e aplicando a regra de
Leibnitz como na demonstracdo da Proposigédo 2.4.4, obtemos

f [ww, + (vw)z]w[gj)d:z:d'a‘:(—l)jf [ww; + (vw)z)ywy)de
= (-1 [§f (wz)uﬂ)w{j)dIJr/ (W’)umwmdx]
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1 r Jj+1 - Jj+l1 .
= (-1) {5 /_ [Z () wir-pwmwg + > () wu+1—k)vm%)} dI}

k=0 k=0
e dai, substituindo isso em (2.128), chegamos & seguinte desigualdade:

J+1 j+l
f / (Z W(5+1-K) Wk W) +Zwm1-mwk1%}) dzdr| .

k=0 k=0
(2.129)

W;(t) < W;(0)+C

Quando j = 0, obtemos de (2.129) a desigualdade,

t o0
Wo(t) < Wu(0)+C / f (2w, w? + wrwv + wv, )dzdT
0 J—o0o

t 2 (s <] o0 oc
= Wy(0)+C f [- / (ws),_ﬁ»!:r-i—1 / (w?)vdz + f w2v;dx:| dr
0 3 —00 2 —00 -
;4 1 oo o o]
= Wh(0)+C f [——/ w vzd:c+[ vazd:c] dr
= Wp(0)+C |z / f wv,dzdr
Wo(0) +C f f wvdzdr
0 J—o0
1 oo
0)+C / / widadr
0 J-es

< Wo(0)+C f “Wde i (2.130)
0

IN

IA

onde colocamos sup |v,| para fora da integral. Pelo Corolario 1.1.7 do Teorema 1.1.6 a
desigualdade (2.130) implica em

o(t) < Wo(0)e, (2131)

e de (2.131) obtemos (lembremos que aqui w = w")
lw™llx < 1| £all€F, (2.132)
pela qual concluimos que ||w"||; — 0 (pois ||falli = ||hn — R|ly = 0) quando n — o0,

uniformemente em [0, R]. Agora, assumindo indutivamente que ||w"||; — 0 quando n —
o0, uniformemente em [0, R], vemos que ||w"||;+1 — 0 quando n — oo utilizando (2.129)
para obtermos uma desigualdade da forma

W, (£) < W;(0) +cf[w ) + aaW;(r)Hdr,

onde a, — 0 quando n — oc. Segue-se que, para ¢ em [0, R]

W;(t)? < W;(0)2eCF + an(eSR - 1), (2.133)
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e isto € suficiente para concluir que ||[w"||;+; = 0 quando n — oo, uniformemente para
t € [0, R]. Logo, estd demonstrado que [w"||, — 0 quando n — oo, uniformemente para
t € [0, R], para todo r > 0; isto ¢, ||v” —v]|, — 0 uniformemente sobre intervalos de tempo
limitados, para todo r > 0. E assim, o teorema estd provado. O

A dltima parte do Teorema 2.5.1 demonstra resultados em relacdo a dependéncia
continua de solugao que nao foram feitos em [1], os quais juntamos no teorema a seguir.

TEOREMA 2.5.2 . Seja g € H™ onde m > 1 e consideremos o PVI
U + Uy + Uy — Uzze = 0, u(z,0) = g(z), (2.134)

comz € IR et > 0. Entdo eziste uma unica solugdo u € HF para (2.134) para todo
T > 0 finito. Além disso, Biu € HF™ para todo | > 0; a solugdo u (respectivamente, diu)
depende continuamente em HF do valor inicial g € H™ (respectivamente, HT+'), para
todo T > 0.

2.6 Relacoes entre o PVI para a KdV e o modelo
alternativo (2.3).

Nesta secao vamos utilizar as ferramentas das secdes anteriores para comparar as
solucoes da KdV e do modelo (2.3).

Suponhamos que a amplitude da onda inicial seja inversamente proporcional ao qua-
drado do comprimento de onda, a amplitude sendo pequena se comparada com a pro-
fundidade do fluido. Por exemplo, dada uma fungao g : /R — IR consideremos a funcao

associada :
he(z) = eg(e?z), (2.135)

para € < 1. O problema é como os dois modelos em quest@o se comportam com o mesmo
valor inicial (2.135) onde ¢ é pequeno. Consideremos u* = u*(z,t;€) a solugdo do PVI
associado a K-dV

u; + up + u'ug +uz., =0, u'(z,0) = h(z) (2.136)

e seja v* = v*(z,t;€) a solugao do PVI para (2.3)
vy + ) + v — v, =0, v*(z,0) = h(z) (2.137)

Entao estamos interessados em saber o valor da diferenca entre u* e v* sobre um
algum intervalo de tempo finito [0, 7] fixado. Pela desiguadade (1.28),

sup |u*(z,t) — v*(z,t)| < sup|lu” — v*|;. (2.138)
Rx[0,T] [0.7]

Assim, uma estimativa para ||u* — v*||, renderd uma estimativa pontual sobre a diferenca
entre u* e v*. Observemos que h, — 0 em H* quando € — 0 e portanto, os resultados
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de dependéncia continua da Secdo 2.3 para os dois modelos em questdo implicam que
ambos, u* e v* tendem a zero quando € | 0. Logo, u* e v* aproximam-se um do outro.
Mas queremos algo melhor. Desejamos determinar se o argumento acima é o melhor que
se pode conseguir.

Para que comparemos «* com v* vamos calcular a inversa da mudanca de varidveis
(2.27):

1 3
u*(z,t) = eu(ez(z — 1), €2t).
: 1 3 s _1 _3 ; _1 -3

Sejam €2(z —t) =yeT = €zt;entdo z = € 2y+t et =€ 27; dal, ¢ = €72y + €IT.

Substituindo, temos
| 28 _3
u(z,t) = € u(e7 2z + € 2, € 2t), (2.139)

e analogamente para v e v*. Observemos que
=1 % =2 + —= — — * *
ug =€ (upe 2 +upe 2) =€ 2(uy +uy),

N g =if
Up = € 2Uy € Uggy = € 2Uyyy.

Logo, u satisfaz a equacao

Uy =+ Uty = Ugrz = 0:
L) = o )
e fazendo contas anélogas, vemos que v satisfaz
Up + VVz + Vgzy — EVzzt = 0,
' 2.141
{ (z,0) = g(z). (2.141)

Logo, podemos utilizar os mesmos argumentos da Se¢éo 2.4 para comparar % e v em
(2.140) e (2.141), bem como as estimativas a prior: da Secdo 2.3. Seja w = v —u. w
satisfaz o seguinte PVI andlogo a (2.77) com ¢ = 0 e valor inicial zero:

{ wy + (vw + %’wz)z + Wygr — €Uzqat = 0, (2 142)

w(z,0) = 0.

Suponhamos inicialmente que g € H™, assim u e v sdo C*™ com relaggoazeate
todas as suas derivadas estio em Hrp. Entdo como em (2.78), temos para j = 0,1,2, ...,
as identidades

o0 t poo 1 )
]: wijyde = —2/0 /_m[(vw + §w2)(j+l) — €y o) Wiy dzdT. (2.143)

o0

Por economia de escrita, definamos

o0
V;(t)? = [ N wi;dz. (2.144)
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Temos que V;(0) = 0 para todo j. O lema a seguir estende os resultados de (2.56).

LEMA 2.6.1 . Sejav a solugdo do PVI (2.141) com valor inicial g € H®, cujas derivadas
estdao todas em Hr para todo T > 0. Entdo pare qualquer inteiro | > 0 e qualquer t > 0
valem as seguintes desigualdades:

1) 16wl < (lvlliss + [vl20),
(i) [0l < 2em2((|vllise + l|v]3), (2.145)

(i) [|Gzvell < €M ([[vllirr + [JllEy)-
Demonstragao. Escrevemos a equagao diferencial na forma
(I — €8%)v; = —(vv; + Vgzz),

e invertemos o operador I — €82 como antes para obtermos

vy = —(I — €02)  (vvy + Vgzz) = —(I — €02) ™MV + v22) (2.146)
onde V = vv,. Temos que ||V ||x < ||v||2.,, para todo ¢ > 0. Entdo naturalmente
w; = 0wy = —0L(I — €82) (V' + Vaaz). (2.147)
Calculando sua transformada de Fourier, obtemos
~ _(ik)! T AN P
(k) = e [V + (ik)*7](k). (2.148)
Logo,
2 ~ 112 - k* i7 -1 \3752
= 18P = | ool + G070 (2.149)

O céalculo de (2.149) é feito de trés maneiras correspondendo a (2.145) (i), (ii) e (iii).
Primeiro, como 1 + €k® > 1 para todo k,

[ [ TR 4+ (ik)3ﬁ[2dk] :

—00

IA

||
S “V o Un::z“i
< ”VHI + “’UzzzHl
< ||U[|£2+1 + ||v]le+3-
Para (ii) procedemos da seguinte forma:

v R Sup( 2 )U ) kz“‘”lh(ék)%rzdkr

rer \ 1+ €k? s

1
S 7 V'+'U=::x -
= 26%“ Htl
1
< "'_1(HV||i—1+||Uzzz|l£—l)
2¢2
1
< (vl + l1o]li2)- (2.150)
2¢2
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Finalmente, para (iii),

lw]| < sup (i—) [ / ) K217 + (ik)‘”’%‘lzdk]%
~ ker \ 1+ €k? -
S
< Z(IVllcs + oeeellica)
< Z(oly + o). (2.151)
E assim, provamos o lema. O

COROLARIO 2.6.2 . Para v como no Lema 2.6.1, as sequintes desigualdades sdo vdlidas:
(i) losvell < Clllglless + llgli?2)
< C(lglli+a + llgllfra),
(ii) [18kuell < Ce=2(llglles + llgliZa)
< Ce 3 (||glless + llgliEs),
(iif) [lozvell < Ce (llgllra + llgll7)

< Ce(|lgllix2 + llgllf2),

(2.152)

para t € [0,T) e € suficientemente pequeno, onde as constantes dependem de T e indepen-
dem de €.

Demonstragao. Este coroldrio é uma consequéncia do Lema 2.6.1 e da Proposicédo
2.3.6. O
Agora vamos obter limitagGes para as normas H* de w = v — u.

PROPOSIGAO 2.6.3 . Para cada k > 0. w = v — u satisfaz as desigualdades
|lw |l < My, (2.153)

onde My = Mi(T, ||g||lx+6) € independente de € suficientemente pegqueno.

Demonstracdo. Procederemos por indugao sobre k. Consideremos (2.143) com
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j = 0. Entéo
1
Vao(t)? = / wdr = -2/ / [(vw + ¥ )z — €vgz]wdzdr
< f [ [vzw? + v 3 + who, — €Vprrw|dzdT

1 o0
< 2 f [ / | vy + wg|widz + € / venpwdz| | dT
0 -0 2 -0

1 t t
< 2 sup Iwz-i--vzlf I/ﬁ('r)?'dr+2€[ lvzzel||w||dT
Rx[0,T]

< 2 sup |wgy+ -%l/ Vol(r d7+2025f Vo(r
Rx[0,T]

£ 23 f Vo(7)%dr + 2Cs¢ f Vao(7)dr, (2.154)
0 0
onde, pela Proposicdo 2.3.3 e pela desigualdade (1.28)
1 1
|wz+§vwl < [w:|+ §'|Uz|
1
< lwalh + Sl

IA

ke + 3 vl
< Culllglls), (2.155)
portanto, C, = C1(7, ||gl|3)- Da mesma forma, pelo Corordrio 2.6.2, ||v.|| < Ca(T, ||glls)-
Seja : :
U(t) = 2C fo Vo(7)?dr + 2Cse /; Vo(7)dr.
Veja que U(0) = 0 e V2(t) < U(t). Temos que

Ut) = 2C,V(t)?+2CV (1)

< 20,U(t) + 2C2eU(8)3,

e entao .
% S 201 - = 2CQ€U_%.

Seja W2(t) = U(t); entao substituido isso na ultima desigualdade acima, obtemos

W < CiW + Cae,



e W(0) = 0. Agora, aplicando o Coroldrio 1.1.7 obtemos,

C, Cs
W) € 2.2
) < Clee Cle
< %e(ec‘r -1)
1
= eMo(T, ||glls),
isto é,
[[w]| < €(C2/Ch)(€T — 1) = eMy(T, ||g]ls)- (2.156)
Agora suponhamos que se 0 < j < k,
lwell < €M, (2.157)

onde k > 0 e M; = M;(T, ||g||;+¢)- Da identidade (2.143) obtemos

t 00
1
Vk(t)z = —2[ f [(vw+-2—w2)(k+1) —-evi,(k”)]w(k)d:rd'r
k+1 k+1
= =2 f f [ZCJ Wk+1-7) V() Wik) +anw(k+1—3)wﬂ%] dzdr
+ 26[/ Utl(k+2)W(k}d.‘rdT. (2.158)
0 J—o0
Entao
I’, tz k+1
k;) < C / f [le(kn HGWH)| +Z|w(k+1—:)wmwm|+flvr (k+21w(k1l] dzdr
=1

~+ Cff [w(kﬂ)w(k)v+2ww(k)w(k+1)]dxdr.
0 J—o0

lvgy| < C, |lwllk-1 £ Ce, e para 0 < j < k =2, |wy;)| < Ce sobre IR x [0, T). Logo,

V}c(t)z k+1 00
= £ Cf U w(k}d$+2f |w(k+1—nw(k)id$+f Wik de

+ CZ[ |weyldz ——C [f/ w(k)d:cdr+f[ w(k)d:rd'r]

Pela hipétese de indugdo (2.157), ||w-1)|| £ Mk-,. Pelo Corolério 2.4.2, [[v]|s < Ce,

j=2
< C f Vi(r)%dr + (k — 1)Ce / / I |z
0 0 J—x
t t
< C2k+1f Vk(T)EdT+€Czk+2/ Vk(‘.")d?'
0 0
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Portanto,
4

t
Vk(t)z < 2C‘2k+1f Vk(T)sz-i-QECzk.,.g/ Vk('r)dr
0 0
onde

Cors1 = Cor41(T, ||9]|k+5)

Cors2 = Cors2(T, ||g]|x+8)-
Logo, pelo Coroldrio 1.1.7 segue-se que, para t em [0, 77,

C
|lwll = Vi(t) < CC::+? (exp Cop1 T — 1) = eM;,
+

onde My = Mi(T,||gl|k+s), como desejavamos
PROPOSIGAO 2.6.4 . Para cada k > 0, w = v — u satisfaz a desigualdade
1
lwey || < €2 Ny,

vdlida para t € [0,T] e € suficientemente pequeno, onde Ny = Ni(T, ||g||k+4)-

Demonstragao. Vamos novamente proceder por inducgdo sobre k. Para k =

4 oo o0
Vb(t)2 = -2/0 [[ [(vw + —;—wz)zwdx—e/ vmwdx] dr

i Lo o] 1 o0
= —2[ {f [(vw + sz)zwd:r - e/ VoL dT ] dr,
0 —oo -0

. 1 t t
W < 2 sup foat ol [ Valrdr+2¢ [ fullfwaddr
Rx[0,T] 0 0

entao

t
< le VE](T)sz"FGCzt,
0

(2.159)

(2.160)

0,

(2.161)

com t € [0, T, onde pelo Coroldrio 2.6.2, C; depende de T' e ||g||s e Co de T e ||g||s. Assim,

segue-se que
llwl|? = Vo(t)* € €(C2/C1) (€T — 1),

e portanto, :
||lw|| < €2 Ny,
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para t em [0, 7], onde Ny = No(T. ||g|l4). Seja k = 1. Por (2.143) podemos escrever

it = -2 [(—wz + va)wx + Vs WWy — €VzzgpWy|dzdT
3
= '_'2 [ _w_'c -+ 'Ux)w vzzzw = evthzzt]drdr
< 2 sup |—wz - vzlf Vi(7)%dr +2 sup Ivu,_lf Vo(7)%d
Rx[0,T] 2 Rx[0,T]
+  2sup(||ve|||wzzzz|| et (2.163)
[0,7]

com t em [0, T]. Como antes, limitamos |w, + 3v,| por uma constante C3 = C3(T, ||g|l)-
Por (2.162), o segundo termo do lado direito de (2.163) é limitado por 2et supjy 7 ||v|4
que é limitado por € vezes uma constante que depende T e de ||g||s. Finalmente, pela
Proposicao 2.3.6, ||v¢|| é limitado por uma constante que depende de T e ||g||s enquanto
que ||wzzz-|| é limitado por uma constante dependente de ||g||s e de 7. Assim, de (2.163)
temos que

t
2(t) < C3 f V2(r)dr + eCit, (2.164)
0

onde C3 = C3(T,||g|l3) e Cs = C4(T,||g||5). Novamente, pelo Corolario 1.1.7 , (2.164)
implica que para t € [0, 7]

llwzl? = V2(2) < €(Ca/Cs)(e™T ~ 1)

e entao, :
lwz|| < €2 Ny,

onde Ny = Ny(T, ||g||5). O restante da indugao é andlogo ao da proposigao anterior. [J
Com a préxima proposi¢io encerramos as estimativas das desigualdades sobre Vi (¢)
dependendo de T e ||g||k+3-

PROPOSIGAO 2.6.5 . Para cada k > 0, a diferenga w = v — u satisfaz desigualdades da

forma .
lwi|| < €% L, (2.165)

vdlida para t em [0,T) e e suficientemente pequeno, onde Ly = Li(T, ||g||x+3)-
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Demonstragao. Mais uma vez, procederemos por inducdo sobre k. Para k = 0

i o0 o0
—2f [/ [(vw + %wz);wd:c - E/ VrztwWdT ] dr
0 —o0 -0
t oc o0
- —2/ [/ [(vzw? + vw,w)dz + e[ 'u,w,zdx] dr,
0 —00 —o0

t oo 1 o
= —2[ {/ —vwidr + e/ vtwnda:] dr
0 —00 2 —oc

i
Uz
2 sup |‘*2'*|f %Q(T)d'r+25t5up(”vt””w1=“)
Rx[0,T) 0 [0.7]

Va(t)?

Il

IA

t
< le V2(1)dr + Coelt, (2.166)
0
entdo, como anteriormente,
o2 = V()2 < et ST — 1)
C,

e portanto, ] < e%Lo,

Para k=1,
4 2 ¢ = 1 3 2
Vi(t)* = -2 [(§wz - 5”:)“*‘: + Uz WWy — EVgyWres)dTdT.
0 —go
Entaose 0 <t < T,

1 3 .
Vlz(t) <2 sup |§wz+§vz]/ Vf('r)d'r+2t Sup |vgz| sup(||w||||wz||)+2et sup(||vze|| || wzze|)-
RX(0.T] 0 Rx(0T] ] [0.7]

Através de (2.162) e de (2.152)(ii) segue-se que
¢
VE(t) < 03[ VE(r)dr +edCyt,
0

onde C3 = C3(T, ||gll3) e Cs = C4(T, ||g||4). Entao, como antes, para qualquer ¢ > 0,
lwel|? = Vi(t)? < €2(Ca/C3) (€™ - 1).

Assim, para todo t > 0, ]
|lwzll < 4Ly, (2.167)

onde L; = L(T, ||g||ls)- Agora ja estamos familiarizados com o argumento indutivo. No
k-ésimo passo indutivo, o segundo termo do lado direito de (2.143) é

t o0 t o0
2¢ / / Vg, (k+2)Wek)dzdT = 2€ / f Ut (k) W(k+2)dTdT,
0 v-o0 0 J-x
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o qual, para ¢ € [0, T}, pela Proposic¢ao 2.3.6 e por (2.152) é tal que

t
2 f f Uy Wraydzdr| < e / 185wl ooyl
0
~f
< 2Cee™2(||gllk+s + ll9ll7+3) wllk+2
< Gt (2.168)
onde Cyia = Ci42(T, ||g|lk+3). Os outros termos sdo tratados como nas Proposicdes 2.3.3
e 2.3.6, na obtengao de (2.153) e utilizando a hipétese de indugao. O

A seguir, enunciamos um corolario para as trés proposi¢oes anteriores.

COROLARIO 2.6.6 . A diferenga w =v—u, onde u e v sdo as solugdes unicas de (2.140)
e (2.141) respectivamente, para o dado inicial g € H*®, satisfaz as sequintes desigualdades,
cada uma vdlida para € suficientemente pequeno e para t € [0,7] onde T > 0 é arbitrdrio
mas finito:

()  |wllx < f?k onde Qi = Qk(T,|lgllkss) (k=0,1,..),
(@) luwll <R onde Ry=R(Tlglless) (k=0,1,..), (2.169)
ii) |lwls <e¥S onde Sp=Su(T,|gllkss) (E=0,1,..).

Demonstragao. Basta somarmos as k + 1 primeiras desigualdades expressas nas
Proposigoes 2.6.3, 2.6.4 e 2.6.5, que obteremos (i),(ii) e (iii) respectivamente. a

As desigualdades (2.169) foram obtidas para g € H™ e as soluges suaves resultantes.
Suponhamos agora que g estd apenas em H® onde s > 3. Aproximemos g € H® por uma
sequéncia {g,} C H*, por exemplo como foi feito no Lema 2.4.1. Denotemos por u, € v,
as respectivas solugoes de (2.140) e de (2.141), com dado inicial g,, € seja w, = un — Up.
Segue-se pelos Teoremas 2.5.1 e 2.5.2, que u, — u em H; e v, = v em H;. Como g, — ¢
em H*, ||gn|| é limitada uniformemente em n. Portanto, as vérias constantes em (2.169)
ficam uniformemente limitadas em n e em € < ¢; onde, pelas Proposigoes 2.3.3 e 2.3.6,
€0 pode ser escolhido independente de n; isto é, QF = Qx(7, ||gnllk+s) € uniformemente
limitado em n, enquanto 0 < k < s—6, e similarmente para os R} s e ;s com apropriadas
restrigoes sobre k. Portanto, tomando @, = sup, Q}, e analogamente para R; e S, temos
que, para todon =1,2,...

l[walx gel@ se k<s—6,
l|wnllk < e2Rx se k<s—4, (2.170)
lwallx < €25 se k<s-—3.

Tomando o limite quando n — co em (2.170), estabelecemos o seguinte resultado:

PROPOSIGCAO 2.6.7 . Seja g € H® onde s > 3 e sejam u e v as solugées Xsr para 0s
PVI’s (2.140) e (2.141) respectivamente, com valor inicial g. Seja w = u — v. Entdo,
quando € L 0

lwlle < €Qu(T: llgllx+e) (K =0,1,...),
lwlle < €2 Bx(T, llgllk+s) (k=0,1,...), (2.171)
llwlle < €3Sk(T, llgllx+3) (K=0,1,..).
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uniformemente, para t em (0,7, para todo k tal que as normas de g do lado direito sdo
finitas.

Falta apenas interpretar a Proposicao 2.6.7 em termos de w* = v* —u*, o que faremos
no teorema a seguir:

TEOREMA 2.6.8 . Seja g € H® onde s > 3, sejaT > 0 finito e sejam u* e v* as solugdes
Xs dos PVI's (2.136) e (2.187) respectivamente. Definamos w* = v* — u*. Entio

“w{*k)” 5. f%(2k+?)@k(T: llgllkes) (K =0,1,...,5 —6),
. 1 et
“w(k)“ = 6“{2k:5)_Rk(T| ”9|ik+4) (k=0,1,...,s — 4), (2.172)
[wiyll < ETHB(T, llglless)  (k=1,...,5 - 3),

uniformemente para 0 <t < T e € suficientemente pequeno.

Demonstragao. Este teorema é uma consequéncia imediata da Proposicao 2.6.7
com as relagoes induzidas pela mudanca de varidveis (2.139). Temos que,

* L
vl ll = et yll, (k=01,...), (2.173)

e analogamente para u* e u a

Pelo Teorema 2.6.8, podemos conseguir um resultado de convergéncia razoavelmente
preciso para u* e v* quando ¢ | 0, para dada suavidade L? de g. Por exemplo, suponha-
mos g € H'. Entdo ambas u* e v* sao solugdes cldssicas para suas respectivas equagoes
diferenciais e pelo Teorema 2.6.8, dado T > 0 existe uma constante C' que depende de 7'
e de ||g||7 tal que para t € [0,7] e € suficientemente pequeno,

lu* —v*]| < Ces e luz — vzl < €. (2.174)
Em particular, devido a (1.28),

sup |u® — v < ([Ju’ — v*|l[|ul — vil)F < Cé (2.175)
Rx[0,T]

quando € | 0.



2.7 Abplicagoes.

Com os argumentos das segbes anteriores pode-se tratar equacdes muito mais gerais
que a KdV. Nesta segao pretendemos expor algumas das generaliza¢gdes mais ou menos
imediatas dos resultados anteriores. Particularmente, vamos exibir algo relacionado a
modelos de ondas longas. Veremos que pode-se formular boa teoria para a equacao KdV
e o modelo (2.3) adicionando-se em ambos termos dissipativos, os quais, em alguns casos
sdo bem vindos (como na modelagem de ondas longas em canais, por exemplo). Como
consequéncia imediata dos resultados aqui expostos obteremos o Teorema 2.0.1. Conside-
remos as seguintes equagoes com termos dissipativos, andlogas a equagao (2.3) e a KdV,
respectivamente:

Up + Ug + YUy — QUgzg — Uggy = 0, (2.176)

onde a > 0. Os métodos utilizados para estudar (2.3) e a KdV servem também para os
PVT’s associados a (2.176) e (2.177) respectivamente, postos sobre todo o IR, e conduzem
ao aperfeicoamento dos resultados de existéncia e dependéncia continua no caso de (2.177).
Primeiramente, consideremos o PVI para (2.176). A exemplo do que fizemos com
(2.3), vamos transformar sua equagéo diferencial numa integral: (2.176) é equivalente a

(1—82)uy = —08;(u+ %ug — o)

1
— U= '—'(1 — 83)_163(11 + §u2 = au,),

sobre a qual aplicando a transformada de Fourier e em seguida a transformada inversa,
somos conduzidos a

% 1
U = - (-1-—-:—52) * Oz (u + Euz - au;)
= 3 [ epl-le—uafulut) + 510 - cus(y, Old
= _._2 - Xp y|)Oyluly, 5 Yy, z\Y, Y
1

= 5[ sen(e—)ewp (~lo  yDfu(w,) + 54°(0.1) ~ aue(v. O]y

2J)-

e integrando de 0 a ¢, obtemos
t 00 1
u(z,t) = g(z) +f f K(z - y){uly,7) + 5v*(y, 7) — aua(y, 7)}dydr,  (2.178)
0 —co

onde g é o modelo (valor) inicial e K é o Kernel definido em (2.29). Seja U : H* — H**!

72



tal que U(u) = K xu. Temos que

1K *ul2,, = f T4 4 ) K u(e) e

. |
-/ (1+e?+---+e2<*+”)(1 jg) () Pde
< [Care+remmere,

entdao U faz sentido e é continua, pois convolugao é uma aplicagao linear. Concluimos que
U aplica continua e linearmente H* em H**!. Portanto,

1K * ullksr < Cillull (2.179)

Este fato é utilizado para demonstrar existéncia de uma solugao sobre um pequeno inter-
valo de tempo. Suponhamos g € H* com k > 1. Para v € H%, seja

t oo
Av(z,t) = g(z) + / / K(z —y)[v+ %?JQ — av.)dydr. (2.180)
0 J—-c0o
Temos que

t
1
4ol < lalh+ [ 1K+ (v 50° = avs)udr
0

t
1
< lglhe+ [ Cillo+ 302 - avs)e-sdr
0

1
< |lgllx + C1 sup |lv(z,t) + 51.‘2(1; t) — ave(z, t))|[k—1T
te[0,T]

< lglle + Colloll + 311l + ol
< |lgllk + Cllvllx < oo.

Portanto, A : H% — HE.

Afirmamos que A é uma contracdo de uma bola centrada em zero em H% para T
suficientemente pequeno. De fato: Sejam vy, v, € HE, com ||v;]| < R, 7 = 1,2. Entao, se
te[0,7),

1
|Avy — Avs|le < t[(1+ aCy)lvy — vo|lx + '2'||Uf - v3 ||«]

1
< (14 aCy)|jvy — vallx + §Cz(ll?-'1||k + |lv2|l&)|vr = valle]
< t[l -+ CI:’C} - CQR]”U]_ — Uz”k,

onde C, depende somente de k. Tomando o supremo sobre ¢ em [0, T'| segue-se que

”A’L‘l — A'Uzll'y_;_ < T[l + O!C]_ 4= CQR]”'U]_ - UQ”-HI;‘. (2.181)
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Consideremos ainda um v na bola de centro zero e raio R em #%. Entdo, como
A(0) = g, fazendo uso de (2.181), temos que

lAvllg = I1A®) - AO) + gllag
< IAQ@) = AO)llws + llglles
< lgllyes + T2 +aCy + RCalllellp
<

lgllsx + T[1 +aCy + RCy)R. (2.182)

Dai, escolhendo R = 2||g|[x e T = 1/{2[1 + aC) + RC,]}, as seguintes desigualdades sao
verdadeiras,

1
l4v = Avallag, < 5llvr = vallag, (| Av]la < R, (2.183)

para v,v;, vy € H%. Logo, A é uma contracdo da bola fechada de centro 0 e raio R de
H%. Assim, pelo Teorema 1.1.2 (do ponto fixo de Banach) existe um tinico u € #HE onde
l|ullsx < R tal que
T
Au = u. (2.184)

Pelos mesmos argumentos do Lema 2.1.2, segue-se que u é de fato, solugdo do PVI para
(2.176) com t em [0, T].

Pretendemos estender esses argumentos no sentido de conseguir uma solucao global
do PVI associado a (2.176), através da obtencao de estimativas a prior: para suas solucdes.
Esse processo é andlogo aquele da Secao 2.3, e temos que (2.176) implica em

U + uu, + 'uzuz — QUUzz + Uz = 0 =

fm B (u?), + %(“2)3 = QU — u(un):} dz =0

—00

€ entao 0

g (u? + ul)dz + Qa/ uldz = 0 (2.185)

dt J_o o0
implicando que, . =
(u? +ul)dz = —2a_/ uldzr <0,

gtJ .. s
ou seja, a norma H' de u(z,t) é decrescente com o tempo. Portanto, a demonstracio de
existéncia em um intervalo de tempo pode ser repetida para produzir uma solucao global
para o problema, como fizemos na Segao 2.1. A estensao para espacos de Sobolev de
ordem maior pode ser feita através da equagao integral (2.180) como na demonstracao do
Lema 2.1.1. O resultado é precisamente o seguinte:

PROPOSIGAO 2.7.1 . Seja g € H™, m > 2. Entdo, eriste uma unica solugGo u em HT,
para a equagdo (2.176) com valor inicial g. Além disso, Ofu € HF para todo k > 0 e todo
T > 0 finito.
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O tinico ponto que requer observacao é o fato que u é limitado em H™ uniformemente
no tempo. Isto segue pelas estimativas a priori que serdo feitas abaixo onde investigamos
a equacdo (2.176) (veja (2.191), (2.196) e (2.197) com e = 1).

Utilizaremos a teoria para a equagéo (2.176) agora para estudarmos a equagéo (2.177).
Através de uma mudanca de coordenadas (j4 feita anteriormente), chegamos ao PVI mais
simples,

u(z,0) = g(z) (2.186)

Como antes, regularizamos este PVI adicionando um termo —eu,,;. Portanto, considere-
mos o PVI

{ Up + Uy — Qllgy + Ugpy = 0,

Uy -+ Uly — QlUgg =12 Ugpgpy — ElUggt = 0:
2.187
{ u(z,0) = g(z). ( )

Facamos a seguite mudanca de varidvel (para relembrarmos!): Seja
= 1 3
e vz, t) = ulez(z — t), e2t).
1 3
Fazendo y = e2(z — t) e z = €2t, obtemos:
-1 _3 _3
r=¢€zy+ezet=¢ 22z
Logo,
s . . 3
u(y,z) =€ v(e Ty +€ 22,6 22)
e entao
_3 — _3 _8 =5
Uy =€ 2Ug, Uy = € 2Upg, Uyyy = € 2Usgg, Uyyz = € 2 (Vzez + Vzst) € U, = € 2 (Vg + 1y).

Logo, substituindo isto na equagdo de (2.187), chegamos ao PVI

{ vy + Vg + VU, — Q€™ T gy — Vggy = 0, (2.188)

v(z,0) = eg(ezz).

Para ¢ > 0 fixado, a Proposicdo 2.7.1 nos garante que existe uma solugao suave de
(2.188) com um dado inicial g € H™, m > 2. Logo, como no Lema 2.1.2, obtemos solugées
suaves para o PVI regularizado sem dificuldades adicionais.

Nio é muito dificil a obtencdo de quotas independentes de € para as solucOes de
(2.187). Contudo, se desejamos limites independentes de «, devemos proceder como na
Secao 2.3. Mas para um nivel fixo de dissipagdo , o argumento mais simples dado a
seguir é suficiente. Suponhamos g € H*, de modo que u é uma fungdo C'™ em ambas as
varidveis e todas as suas derivadas estdo em L?. Vamos multiplicar a equacgao regularizada
por u(zk) € integrar por partes sobre IR e [0, 7], chegamos a equagéo,

f f Ugak)Ur + U(2k)Ullz — QU(2k)Ugz + U(2k) Uzzz — EU(2k) Uzzr)ATAT

)k 1
]d.’l? + / [ U{;H_] (k)dIdT
(
+ /[ u{Hnd:I:d‘r [U»?k.;.l) g(k+1}]d5€1
-0
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da qual extraimos a seguinte identidade:

00 t oo
f (ufyy + eufyy)dz+ 20 f f uly 4 1ydzdr
—o0 0 J—oc
oo t oo
— -/ (g(zk) -+ fgfzk+1))d$ e \/; / (uz){kJU(k.;.Ided’r. (2.189)
—00 -0

Para k = 0 (2.189) é o andlogo de (2.185), a saber,

o0 t poo o0
/ (u® + eu?)dz + 20/ f uidzdr = / (9% + eg2)dz. (2.190)
-0 0 J-cc -o0

Logo, independente de ¢ € (0,1] e de t > 0,

i o0
Ilul] < Co, / f wlilsdr <G, (2.191)
0 J—oo

onde Cy = Co(]|g|| + €ll¢’||) = 0 a qual, sem perda de generalidade, pode ser considerada
estritamente positiva (o caso g = 0 é trivial em todos os aspéctos). Agora seja kK = 1 em

(2.189). Entao
o0 t poo
h = f (u§+eu§3)dz+2af / uldzdr
—-o0 0 J—cc

o0 t o0
= f (92 + eg2,)dx — 2/ f Uy Uz dzdT
5 0 J-oo

i
< C+2 f lulllzallluzlloodr
0
t
< C+zcﬂf ”uz:“”ur”ood'-"
0

¢ t i
< C+2C, ([ Hquiodrf ||-um[|2d'r) ; (2.192)
0 0

onde utilizamos (2.191) e a desigualdade de Cauchy-Schwarz aplicada uma vez em cada
varidvel. Agora facamos uso da desigualdade elementar

2AB < yA? + ;1;32, (2.193)

valida para todo v > 0. Em (2.193), consideremos

A= /[t lugl2dr, B = /[ |ugell?dr e v = 2.

Dai, de (2192), segue-se que
2Cy 4 2 o /‘ 2 )
< + i s + i T : »
Il _— 64 CO ( /0 ”u:“ood 200 p ”u-'I:I” d (2 194)
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Por (1.28), |jus||% < |Iu31ll|un|| Entdo, aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e
(2.193) novamente, com vy = —-gl temos que

L = ‘/m(uﬁ-{-eufm)t:l:.c+2(:11/0z /m ul,dzdr
< 046 (R ["ulfar+ Z [ iir)
< C+a/t/wuzzdxdr+4a—g/;[muﬁdxdf
< C+4—+a/ f u zda:d'r.

Logo, temos que

/m(ui + eu?, )dz + a/:/ u2_dzdr < C -l—f-lgj =, (2.195)
onde C, = Ci(]|g||x + €[|¢"||). Entdo, independentemente de ¢ em (0,1] e de ¢t > 0,
f uldz < Oy, a./: fw v, dzdr < Cj. (2.196)
Procedendo por indl_l(;éo deduzimos os Iimit_és
/: Z wdz < Gy, o /0 t f_ : B,y dodr < G, (2.197)

para todo k > 0, onde Cr = Ci(||gllx + €l|g+1)||]) independe de ¢ € (0,1] e £ > 0.
Observemos que esses limites nao sao restritos a intervalos de tempo finito como eram os
limites correspondentes a Proposi¢ao 2.3.6 para a equagao KdV regularizada sem termo
dissipativo.

Podemos agora passar ao limite (fazer ¢ | 0) utilizando os mesmos resultados da
Secdao 2.4. Podemos sem nenhum dano, omitir os detalhes. A unicidade é estabelecida
como dantes. Resumimos o resultado no préximo teorema.

TEOREMA 2.7.2 . Sejam > 2 e seja g € H™. Entao, eziste uma unica solugcdo u em
X para a equagdo (2.177) com valor inicial g. u depende continuamente de g € H™ em
AR,

Observe que com este teorema alcancamos nosso objetivo: demonstrar o Teorema
2.0.1, pois basta fazer a = 0 em (2.177) que ele segue como corolario do Teorema 2.7.2.

OBSERVAGAO 5 . Se k < 3, u € solugdo no sentido das distribuigdes. Se k > 3, todas
as deriwadas em questao na KdV ezistem q.t.p. (em quase todo ponto) e a equac@o €
satisfeita q.t.p.. De fato, se k > 3, pelos resultados de unicidade, a solugdo é a mesma
que a garantida pelo Teorema 2.4.6, e portato € uma solugdo ldssica se k > 3. O resultado
do Teorema 2.7.2 é um melhoramento do Teorema 2.4.6 para k < 3.
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Capitulo 3

SOLUCOES PARA A EQUACAO
DE KORTEWEG-DE VRIES EM
ESPACOS DE SOBOLEV DE
ORDEM FRACIONARIA.

No capitulo anterior, mais precisamente no Teorema 2.7.2, vimos que para & > 1
inteiro, o problema de valor inicial associado a equagao de Korteweg-de Vries

(3.1)

{ U+ UU, + Uzez =0, TE R, t2>0,
'U(I,O) = g(a:),

possui solucdo tnica em H%? se o dado inicial g estd em H*. J. C. Saut [19], através do
teorema de interpolacao de Tartar [22], estendeu este resultado para valores ndo inteiros.
Ele demonstrou que se 7 > 3, u[r]+1—7 ([r] é o maior inteiro menor que 7 )e g € Hr+iwte
para algum e > 0, entdo para cada T' > 0, u € L*(0,7; H"). Para o caso 2 < r < 3,
ele mostrou que se g € H™*2#, entdo para cada T > 0, u estd em L*®(0,T; H"). Dai,
ficou-se com a impressao de que se perde regularidade em resolver (3.1) com valor inicial
em espacos de Sobolev de ordem ndo inteira. Neste capitulo (baseado em [2]) veremos
que isto ndo acontece, isto é, que para valores iniciais em H*, s > 2, a solugdo para (3.1)
pertence a C(0,7; H*)(= M%) para todo T > 0. Também demonstramos que a solugdo
depende continuamente do dado inicial no seguinte sentido: para todo 7 >0e s > 2, a
aplicacdo g — u de H® em C(0,7T; H®) é continua. Assim o PVI (3.1) é classicamente
bem posto em qualquer espago de Sobolev H®, s > 2.
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3.1 Um pouco de Interpolacao.

Nesta sec@o exibimos um teorema de interpolagdo para operadores ndo lineares, o
qual nos serd 1til para demonstrar que nao se perde regularidade espacial resolvendo-se
o PVI para a equagao KdV com dados iniciais em espagos de Sobolev nao-inteiros. As
demonstragoes omitidas, assim como uma exposi¢ao mais completa podem ser encontradas
em [2], de onde transcrevemos esses resultados.

DEFINIGAO 3.1.1 . Dados By, B; espagos de Banach, com By — By, para cada f € By
definimos
K(f,€) = inf {17 = ol +ellgls,}, 32)

ondee>0. Dados0< 0 <1el<p<oo, definimos,

(Bo, Biles = Bayp = { £ € Bu: 11, = [ K(f.Pe@de<oo] (23

com a modificagdo usual quando p = 0.

Observagdo. By, ¢ um espago de Banach com a norma |||z, .

Notacgao. Dados (6y,p1), (62, p2), dizemos que (61,p1) < (02,p2) se, 6; < 62, ou se
91 = 92 € p1 > pa. Bﬂl.m = Bﬂz.pzs s€ (glapl) < (92,P2)

Com as duas proposi¢des abaixo em maos, poderemos estabelecer um importante
resultado sobre limitacdo de aplicacdes de espacos de Sobolev intermedidrios.

PROPOSIGAO 3.1.2 . Sejam f € By, 0 <8 <1 el< p< oo Suponhamos que dado
€ > 0 ezistam gi(€) € B; (1 =0,1), tal que f = go(€) + g1(e), com |[gi(€)||5, < Gile) e tal
que

o0 P
M; = (/ Gi(e)“e("")""lde) < 0o,
0

Entdo, f € By €

PROPOSIGAO 3.1.3 . Sejam f € By e f. € Bysatisfazendo a desigualdade

|f — fellgo + €ll fellB, < 2K(f,€) (3.4)

para algum € > 0. Entdo
“fe“Bs,, < 3||f||Bs.p! (3'5)

se f € Bgp, para algum 6 € (0,1) e 1 < p < o0.

DEFINICAO 3.1.4 . Sejam By, By, 0 e p como antes. Dizemos que o par By, By possui
uma identidade aprozimada se eriste uma familia de aplicagdes continuas S, : Bsp, — B,
para 0 < € < 1, tal que

79



(1) [|Sef I3, + € ~°liSef I8, < ClIfllBs,, para toda f € By, €€ € (0,1,
€

(I1) |Sef = fllz,, + €||Sef — fllB, = 0 quando € | 0, para f € By, € uniformemente
sobre subconjuntos compdctos de By .

quando 2 = IR ou Q = (0,00). Entéo

EXEMPLO 3.1.5 . Consideremos By = L* = L*(IR) e, para k um inteiro positivo, B, =
H* = H*(IR) (veja a Definigio 1.4.5). Temos que [L?, HX|=H* para s = 0k (veja [16],
pdg. 47 (9.1)). Portanto ezistem constantes M e N, tais que

Ms|['u||[¢t,3,.lark]ﬁ,2 < Jlulls £ Ns““”[zﬂ,m}g,;- (3.6)

Seja ¢ uma fungio C*™ tal que 0 < ¢ <1, ¢ =1 em [-1,1] e ¢ = 0 fora de (-2,2).
Definamos S, por R .

Se(€) = o(ex&)u(§). (3.7)
Entdo, a familia {S.} é uma (6,2) identidade aprozimada para o par L?, H* para algum
6 em (0,1).

Agora vamos enunciar o resultado de que falavamos:
TEOREMA 3.1.6 . Sejam B}, B} espagos de Banach tais que B « B}, i = 1,2, e sejam

0<A<1lel<g<oo. Considere A uma aplicagdo tal que
(i) A: By, — B} e para f,g € B},

IA(f) = A(9)lIBs < Colllf Iz, + llgllsy )IIf — gllm

e
(ii) A : B} — B? € continuo, e para h € B]

|| Ahlgz < Cu(|lAllE, %5

onde C; : RY — IR™ sdo funcées continuas ndo decrescentes, i = 0,1. Além disso,
assumamos que o par B}, B} tenha uma (0,p) identidade aprozimada {S.} para algum
(8,p) > (A, q). Entdo, para (6,p) > (A, q), A aplica By, em B, continuamente, e para
feB,

14fllz3, < C(Iflla I flsy. (3.8)

onde , para v > 0, C(v) = 4Cy(47)*~?C1(37)".

Demonstragao. Vamos demonstrar aqui que A aplica B; , em Bj , e a desigualdade
(3.8) (para o restante, ver [2] Teorema 2, pdg. 91 ). Seja f € By » & dado € > 0 seja
f. € B} escolhido de modo que

If = fc”B& + fllfe”B} < 2K(f,e).

80



(0,p) 2 (X, q) = f € B}, e pela Proposigdo 3.1.3

fellsg, < 317llay

que junto com (i) e (ii) nos dd

IAf = Afdlsz < Colllfllsy, + lIfellsy )IIf = fellsy
< 2Go(4llfllsy VK (f€)
e
elAfellzz < Cilllfelly el fellsy

<
< 2G| fllsy ) K (s €). (3.9)

Assim, vemos que a decomposicdo Af = (Af—Af.)+Af. (observe que Af—Af, € B}
e Afc € B}) satisfaz as hipéteses da Proposi¢do 3.1.2, tomando go(¢) = Af — Af. e
91 = Afe, pois
M= 20la- ey, ([ K(0p5er-ias)’
: 0
= 2C{(4~9)l|fllay I llsy,.
1 =0, 1. Agora basta aplicar a Proposicao 3.1.2. O

DEFINIGAO 3.1.7 .Seja B um espago de Banach e seja T > 0. Denotamos por C(0,T; B)
o espago de Banach das fungées continuas de [0,T] a B cuja norma €

| fllcor;s) = sup || f(t)lz-
0<t<T

Quando T € subentendido, denotaremos C(0,T'; B) simplesmente por C(B).

Encerramos o capitulo com uma proposicao sobre interpolacao entre espagos da forma
C(B).

PROPOSIGAO 3.1.8 . Sejam By, B, espagos de Banach, com By — By, 0 < 8 < 1e
1 < p < . Entdo para algum T > 0,

[C(Bs), C(B1))sp — C([Bo, Bils,p)-
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3.2 Extensao dos resultados da Secao 2.5.

Seja u a solucdo do PVI (2.2) com dado inicial g € H®, s > 2. Na Secdo 2.5 vimos
que se s = k é inteiro positivo, entdo para qualquer 7' > 0 finito, a aplicacdo U : H* —
C(0,T; H*) definida por U(g) = u é continua. Nosso propésito é estender esse resultado
a valores nao inteiros de s.

Observagdo. Esse C(0,T; H*) é o mesmo da Definicdo 3.1.7, com B = H*,

LEMA 3.2.1 . Seja U(g) = u a solugdo (dnica) do PVI (2.2) com valor inicial g. Entédo

lullcrme < Cilllglle-1llgllx, (3.10)
onde Cy : R™ — IR™ € uma fungdo continua ndo decrescente que ndo depende de T.

Demonstragdo. A demonstracao é feita por indugdo. Lembremos da Secdo 2.4 que
existe uma sequéncia de funcionais {I;}32, tal que, se u ¢ uma solucao da equagdo KdV,
entao cada I;(u) € independente de t > 0 (ver Teorema 2.4.8). Pela invariancia de Iy,
para todo ¢ > 0,

[lull = llgll- (3.11)
Temos que -
I (u) = f 2 — 2ud)dz = C
- 3
d
e entao

* 2 1 [ 3 - n2 I 3
ugdz = = u’dz + (¢")*dx — - gdzx
—00 3J-x —o0 3 —00
1 1
< Zlalllill? + 19'12 + 3llglllol

Adicionando ||z||? a ambos os lados e usando (3.11) temos,

ull?

IA

%”uulnguz + |lgl? + %Ilgillllgll2

IA

l - l 4 2 l 2 }_ 4
= ull? + gllgll* + gl + Zllall + Zlol*

Subtraindo ||u[|3, temos

[l

IA

20 ndy Ty nia
5”9“ +g||9H1

(Bioli+)
Ci(llgll)?llgll3, (3.12)

IA

IA
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onde C()) = [£(2X% + 7).
Suponhamos agora que (3.10) seja vélida para k < m, com m > 2, e que I.(u) seja
invariante. (Vamos primeiro estimar a integral de Q,,). Entao,

o0
[ it uimyas <
—0Q
Portanto, para alguma constante f3,,,
o
’/ Qm (u(0), -+ U(m-2))dT
—00

Uma estimativa andloga ¢ valida para o monoémio cpuu2, ;. Entdo pela hipétese de
indugéo,

(Ilullm—y) =50,

< B (1 + [l 7

< Brn(L+ ullm_)ullZ -,

< Crlllgllm=1)llgll7m-1

esta estimativa vale ema particular para t = 0. Como /,,(u) é invariante, segue-se que

_/_: ufm)dx— /_:(g(m))2dz ![ u(m}dx Im(u) + In(g) — /_:(g(m))zd.r
< 2C,(llgllm-1)llgli7- (3.13)

Portanto se Cr(A) = (1 4 2C% (A) + Crm_1(A)?)2,

[ullm < Cm(lIgllm-1)]lg]lm,

e assim, o lema estd demonstrado. O

In(u) - j:m (g"™)2dz

TEOREMA 3.2.2 . Sejam T > 0 e s > 2. Entdo a aplicagio U : H* — C(0,T; H®) ¢
continua. Além disso, se g € H°, emiste uma fungio continua ndo decrescente Cgr :
R* — R" tal que

luller;ze < Cox(llglis)llglls, (3.14)

onde [s] é o maior inteiro menor que s.

Demonstragao. A existéncia e unicidade de solu¢ao para s > 2 real foi demonstrada
por J.C. Saut (ver [19]).

Para k > 1 inteiro o teorema resume-se ao Lema 3.2.1 e portanto, estd demonstrado.
Suponhamos k—1 < s < k com k > 2 inteiro. Aplicaremos o Teorema 3.1.6 com B} = L?,
B =C(0,T;L?), Bl = H*, B} =C(0,T; H*), A =%, ¢=2,0 = £ e p= 2. Vimos no
Exemplo 3.1.5 que o par L?, H* admite uma (4,2)identidade aproximada. Basta entdo
confirmarmos as condigdes (i) e (ii) daquele Teorema. (ii) é consequéncia das segdes
anteriores juntamente com a desigualdade (3.10). A condigédo (i) diz que U aplica Bk 1,

em C(0,T; L?). Mas
Bioiy = [L? H¥ima , = H*, onde s = 5tk =k — 1,

E t
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isto €, Bai, = H*-1. Logo, para confirmar (i) devemos provar que U : H*¥! —
C(0,T; L?) e que dados f,g € H*1,

1Uf = Uglicozizsy < Corlllflle-1 + [lgllk-1) I f — gll- (3.15)

Como k > 2, ja temos que U : H*! — C(0, T; L?) é continua e portanto, com mais razo,
U aplica H k-1 a C(0,T;L?). Como U é continua, é suficiente demonstrarmos 0s (3.15) em
algum subconjunto denso de H*~!, como H* por exemplo (para ver que H> = H*!
consulte o Teorema 1.4.6(iii)). Entdo sejam f,g € H* e sejam u = Uf, v = Ug e
w = u — v. Entdo w satisfaz o PVI

1
wy + 5[(1; + V)Wl + Weer =0, w(z,0) = f(z) — g(z).
Além disso, u(-,t), v(-,t) e portanto w(-,t) estdo em H™ para cada t € [0,7]. Multipli-
cando a equagao acima por w, temos que
ffoco WWyzedT = —% f_ O,widr =0e f [(u + v)w);wdz = i f (u + v);widz.
Pela desigualdade de Sobolev |||z« < ||h||1 temos,

1d [ 5. _ 1 ;
§a[mwdm— 4/;oo(u+v)zwdx

o

(0l + o) [~ wds 316)

-0

AN

e por (3.10) segue-se que

d .
Z Ml < Ol + llglla)[lwl?,
onde C(A) = AC,(A). Pelo Coroldrio 1.1.7,
lw (-, I < [lw(:, 0)]|%.

Seja Cor(X) = exp (C(XN) %) Entdo, extraindo a raiz quadrada e tomando o supremo
sobre ¢ € [0, 7] da tltima desigualdade, temos

WUf=Ugllcor;zy < Coz(llfll2 + llgll2)[|f — gll
< Crr(|flle=1 + llglle=DILf = gl

pois Cy,r é crescente como fungdo de & ¢ [|f|l2 < [|f{lk-1, [Igll2 < [|gllk-1. Logo,
U: [LZ, Hk]g.g — [C(0,T; o C(0,T; Hk)]g‘z
é continua. Como [L?, H¥]y, = H® e pela Proposigao 3.1.8,
[C(0,T; L?),C(0,T; H¥)]sp € C(0,T; [L?, H¥y ) = C(0,T; H),
segue-se que U : H* — C(0,T; H*) é continuo. Pelo Teorema 3.1.6

Nf
||09|lc OT:H*) S = : sT (M ||Q|]k 1) ||§l|.n
-1

M,
onde C,7(A) = 2Co r(4X)1"0C, (31)? e, My, Mi_1 e N; sao definidos em (3.6). O

34
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