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Resumo

Este trabalho tem como objetivo principal estudar resultados de fatoracao para aplicagoes
multilineares, polinomiais e holomorfas de Hilbert-Schmidt na tentativa de estender, para
a teoria nao linear, resultados ja conhecidos na teoria linear de operadores de Hilbert-
Schmidt (1.1.20 e 1.1.21). No primeiro capitulo, fazemos um resumo de importantes
definicoes e resultados sobre operadores lineares, aplicagoes multilineares, polinomiais e
holomorfas, que serao usados posteriormente. O segundo capitulo é dedicado ao estudo
de duas formas de fatoracao para aplicagoes de Hilbert-Schmidt. Veremos que, em geral,
o fato de se ter aplicacoes de Hilbert-Schmidt nao é equivalente a nenhuma das duas
formas de fatoracao apresentadas. No tultimo capitulo, estudamos as aplicacoes de tipo
classes de Schatten, especialmente as aplicacoes de tipo classe de Schatten S,. Elas sao,
em particular, aplicagoes de Hilbert-Schmidt para as quais é possivel estender os resulta-
dos lineares de fatoracao. Apresentamos também um resultado interessante que relaciona

essas aplicacoes com as p-dominadas para 1 < p < 2.
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Abstract

The main purpose of this work is to study some results on factorization of Hilbert-
Schmidt multilinear mappings, polynomials and holomorphic mappings, trying to extend
to the non linear theory, well known results for Hilbert-Schmidt linear operators (1.1.20
and 1.1.21). In the first chapter, we make a summary of important definitions and results
concerning linear operators, multilinear mappings, polynomials and holomorphic map-
pings, which will be used later. The second chapter is devoted to the investigation of two
kinds of factorization for Hilbert-Schmidt mappings. We will see that, in general, being
a Hilbert-Schmidt mapping is not equivalent to any of the two kinds of factorization pre-
sented. In the last one, we study the Schatten class type mappings, specially the Schatten
class type Sy ones. Those mappings are, in particular, Hilbert-Schmidt ones for which
we can extend the factorization linear results. We also present an interesting relationship

between those mappings and the p-dominated ones for 1 < p < 2.



Introducao

Os operadores lineares de Hilbert-Schmidt podem ser encontrados em publicac¢oes do inicio
do século XX, devido a D. Hilbert ([11] e [12]) e seu aluno, E. Schmidt ([35] e [36]). Em
1967, Pietsch ([30]) introduz a noc¢ao de operadores p-somantes e apresenta um importante
resultado de fatoracao para tais operadores: eles podem ser fatorados através de espacgos
da forma C(K), K compacto, e subespacos de espacos da forma L,(u), onde p é uma
medida boreliana regular (1.1.6). Também em 1967, A. Pelczynski ([26]) mostra que a
classe dos operadores de Hilbert-Schmidt coincide com a classe dos operadores p-somantes
entre espacos de Hibert para todo 1 < p < oo. Em 1968, J. Lindentrauss e A. Pelczynski
publicam um trabalho ([14]) onde introduzem o conceito de espagos £,, 1 < p < oo e
provam ainda que os operadores de Hilbert-Schmidt sao exatamente os operadores entre

espacos de Hilbert que podem ser fatorados através de um espaco L1 ou L.

As classes de Schatten-von Neumann (1.1.14) também sao de grande importancia neste
trabalho. Elas foram introduzidas por R. Schatten e J. von Neumann em artigos dos anos
de 1946 e 1948 ([33] e [34]). A classe de ordem 2 ¢é exatamente formada pelos operadores

de Hilbert-Schmidt.

vii
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Mais recentemente, J. Diestel, H. Jarchow e A. Tonge ([7], 19.2) apresentaram um
resultado de fatoragao para operadores de Hilbert-Schmidt (1.1.21), onde esses sao carac-
terizados como os operadores entre espagos de Hilbert que se fatoram através de qualquer
espaco de Banach de dimensao infinita. A demonstracao desse resultado é bem trabalhosa
e depende, dentre outras coisas, de um resultado de Dvoretsky ([7], 19.1) e de resultados

de S. Bellenot ( [7], 19.19 e 19.20) envolvendo sequéncias bésicas em espagos de Banach de

dimensao infinita e também fatoracao compacta de operadores entre espacgos de Hilbert.

Passando a teoria de aplicacoes nao lineares, os conceitos de funcionais multilineares
de Hilbert-Schmidt e polinomios de Hilbert-Schmidt sao introduzidos por T. Dwyer em
sua tese de doutorado ([9] e [10]) com o objetivo de serem usados na teoria de equagoes
diferenciais parciais. Assim como no caso linear, o estudo das aplica¢cdes multilineares ab-
solutamente (r; 71, ..., 7, )-somantes é fundamental na teoria multilinear. Elas sao definidas
por Pietsch em [32] para valores escalares e estudadas por R. Alencar e M. Matos em
[1], agora assumindo valores vetoriais. Em [18], M. Matos apresenta as aplicagdes mul-
tilineares de Hilbert-Schmidt com valores vetoriais e, em resposta a uma pergunta de
Pietsch formulada em [32], mostra que, em geral, a classe das aplicagdes multilineares
de Hilbert-Schmidt nao coincide com aquela das aplicagoes multilineares absolutamente
(r;ri,...,m,)-somantes. Neste ponto, podemos perceber que a teoria nao-linear nao se

mostra tao ”generosa” como a linear.

Mais adiante, M. Matos ([19]) introduz o conceito das aplicagdes multilineares comple-

tamente absolutamente (r; 71, ..., 7, )-somantes e demonstra que as aplicagoes multilineares



ix
de Hilbert-Schmidt sao completamente absolutamente r-somantes para todo » > 0. Nos

casos em que r > 2, elas coincidem! Esse fato foi de extrema importancia quando inici-

amos a pesquisa sobre fatoracao de aplicagoes de Hilbert-Schmidt.

Nosso trabalho esta dividido em 3 capitulos. O primeiro capitulo é um resumo das
principais defini¢oes e resultados da teoria linear e de aplicacoes multilineares, polinomiais
e holomorfas. As defini¢oes de todas as classes citadas nesta introducao podem ser encon-
tradas nesse capitulo, com a excecao das aplicagoes nao lineares de Hilbert-Schmidt, que
sao apresentadas no inicio do capitulo seguinte. Esse capitulo que chamamos de ”Teoria
Basica”tem como objetivos facilitar a leitura do trabalho, fixar a notacao a ser utilizada
e citar referéncias para que mais detalhes possam ser consultados posteriormente. Por
isso, nao comentamos demonstracoes, com excecao do teorema de fatoracao de Diestel-
Jarchow-Tonge (1.1.21), onde um esbogo é apresentado para que futuras demonstragoes

possam ser melhor compreendidas.

O segundo capitulo é dedicado as aplicagoes de Hilbert-Schmidt. Vamos ver que, na
1% forma de fatoracao (em que uma aplicagdo n-linear é decomposta como n operadores
lineares e uma aplicagdo n-linear), toda aplicagdo multilinear fatorada dessa maneira
através de espacos L., e L1 é de Hilbert-Schmidt, mas a reciproca no caso L., nao é
verdadeira em geral. No caso £, fica em aberto saber se a reciproca é valida ou nao. O

caso polinomial é analogo e segue como consequéncia do caso multilinear.

Nao obtendo a desejada equivaléncia, partimos para outra forma de fatoragao (2*

forma), utilizando uma aplicagdo n-linear e um operador linear na decomposicao de



aplicagoes n-lineares. A resposta é a seguinte: aplicagoes de Hilbert-Schmidt admitem a
2% forma de fatoracao através de qualquer espago de Banach de dimensao infinita, mas o
contrario nao vale em geral: todo funcional multilinear admite esse tipo de fatoracao, mas
nem todos sao de Hilbert-Schmidt. Novamente, o caso polinomial segue como corolario
do caso multilinear. Os destaques da primeira secao sao os teoremas 2.1.6 e 2.1.16 e os

corolarios 2.1.10 e 2.1.23.

A 1ltima secao do capitulo é dedicada as aplicacoes holomorfas de Hilbert-Schmidt,
que também foram estudadas por T. Dwyer em sua tese ([9]). Os resultados dessa segao
dependem dos resultados obtidos para polinomios de Hilbert-Schmidt. A grosso modo,
os resultados obtidos para as holomorfas sao parecidos com o caso polinomial, mas as
fatoragoes obtidas sao locais, na vizinhanca de um certo ponto. Para obtermos fatoracoes
em todo o dominio, vamos precisar que tais aplicacoes sejam de Hilbert-Schmidt de tipo
limitado (2.2.3). Fica em aberto decidir se, dado um espago de Banach de dimensao
infinita, é possivel decompor uma aplicacao holomorfa de Hilbert-Schmidt através desse

espaco. O principal resultado dessa se¢ao é o teorema 2.2.16.

As aplicacoes de tipo classes de Schatten S, foram estudadas por H.A. Braunss e H.
Junek em [3] e [4], inspiradas nas idéias de ideais de funcionais n-lineares de Pietsch ([32]).
A razao do terceiro capitulo se deve ao fato de que nem toda aplicacao de Hilbert-Schmidt
admite a primeira forma de fatoracao. As aplicacoes de tipo classe de Schatten Sy, em
particular, sao aplicacoes de Hilbert-Schmidt, para as quais é possivel obtermos a extensao

dos resultados de fatoragao lineares. Esses resultados sao os teoremas 3.1.12, 3.1.16 para



el

aplicacoes multilineares de tipo Ss, 3.1.15 e 3.1.17 para polinémios de tipo Sy e 3.2.10,
3.2.11 para aplicagoes holomorfas de mesmo tipo.

Resumidamente, esse ultimo capitulo esta dividido da seguinte forma: apresentacao
das aplicagoes de tipo classes de Schatten; resultados de fatoracao; relagao entre a classe
de Schatten S, e as aplicagoes dominadas (casos multilinear 3.1.18 e polinomial 3.1.19);
aplicagoes holomorfas de tipo classes de Schatten, propriedades e resultados de fatoracao;
por ultimo, alguns comentarios sobre fatoragao de operadores lineares das classes de Schat-

ten de ordem p, para p # 2.



Lista de Notacoes

N: conjunto dos inteiros positivos

N, =NuU {0}

K: corpo dos reais ou complexos

D,Dy,....D,,E. Ey, .. E,F F,.. F,: espacos de Banach sobre K

H Hy, .. H,G G,..,G,: espacos de Hilbert sobre K

(.].): produto interno em um espago de Hilbert H

E’: dual topoldgico de F

Bpg: bola unitaria fechada de E

l,(E): espago das sequéncias em E absolutamente p-somaveis (def. 1.1.1)

l,.(E): espaco das sequéncias em E fracamente p-somaveis (def. 1.1.2)

lw(E): espagos das sequéncias em F limitadas. Coincide com lo 4 (E).

L(E; F): espago dos operadores lineares continuos de F em F

u € L(F'; E'): operador adjunto de u € L(E; F)

L(E, ..., E,; F): espaco das aplicagoes n-lineares continuas de Fy X ... X E, em F
L("E; F): espaco das aplicagbes n-lineares continuas de E X ... X E (n vezes) em F'

xii
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L ("E; F): subespago de L("E; F) formado pelas aplicagoes n-lineares simétricas
Las,(ris1,..50) (E1, ..., En; F): espago das aplicacoes n-lineares de L(FEh, ..., E,; F') que sdo
absolutamente (7; sy, ..., S, )-somantes (def. 1.2.4)

Loas,(ri5)(E1, ..., By F): espago das aplicacoes de Lo (risy,...0) (1, ooy B F), com 51 = ... =
Sp =8

Lasy (B, ..., En; F): espago das aplicagoes de Lo (ris, ... s0) (L1, ooy By ), com 51 = ... =

Lipr,...pn)(E1, ..., Ep; F): espago das aplicacoes n-lineares de L(FE4, ..., E,; F') que sdo

(p1, ..., Pn)-dominadas (def. 1.2.4)

Lip(Er, ..., Ey; F): espaco das aplicagoes n-lineares de Ly ... p.)(E1, ..., Ep; F') com py =
L= Pa =P

Lias(risy,..sn)(En, s En; F): espacgo das aplicagoes n-lineares de L(Ey, ..., En; F') que sdo

completamente absolutamente (7; sy, ..., s, )-somantes (def. 1.2.7)

Las,(r;s)(E1, .., By F): espaco das aplicagoes n-lineares de Lyqs (ris:,...,5,) COM S = 51 =
"= Sp

Liasr(En, ..., En; F): espaco das aplicacoes n-lineares de Ly (risy,..5,) COM T = 81 = ... =

Sn

Lys(Hy, ..., H,; G): espago das aplicagoes n-lineares continuas de Hilbert-Schmidt (def.

2.1.1)

Lsousp(Er, ..., By F): espaco das aplicacoes de L(E1, ..., E,; F') que s@o fortemente absolu-

tamente p-somantes (def. 2.1.22)
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S,(H; G): classe de Schatten de ordem p (def. 1.1.14)

L(S,)(Hy, ..., Hy; G): espago das aplicacoes n-lineares continuas de tipo S, (def. 3.1.1)
P("E; F): espaco dos polinémios n-homogéneos continuos de E em F

Poas,r;s)("E; F'): espaco dos polinomios de P("E; F') que sao absolutamente (7; s)-somantes
(def. 1.2.12)

Pas,("E; F): espaco dos polinémios de Pys (rs)("E; F') tais que s =7

Par("E; F): espago dos polinémios de P("E; F') que sao r-dominados (def. 1.2.12)
Pras,rs)("E; F): espago dos polinomios de P("E; F) que sao completamente absoluta-
mente (r; s)-somantes (def. 1.2.15)

Prasr("E; F): espaco dos polinémios de Pag rs)("E; F') com r = s

Pus("H;G): espaco dos polinomios n-homogéneos continuos de Hilbert-Schmidt (def.
2.1.2)

P(S,)("H; G): espago dos polinomios de tipo S, (def. 3.1.7)

F(FEy, ..., E,; F): espago das aplicagoes n-lineares de tipo finito (def. 1.2.3)

H(E; F): espaco das aplicagdes holomorfas de E' em F' (espagos sobre C) (def. 1.3.1)
Hap(E; F): espago das aplicagoes de H(E; F') que sao de tipo p-dominadas (def. 1.3.7 e
1.3.8)

H pas,(ris) (E; F'): espaco das aplicagoes de H(E; F') que sao de tipo completamente abso-
lutamente (r; s)-somantes (def. 1.3.7 ¢ 1.3.8)

Hpus(H; G): espago das aplicagoes de H(H; G) que sao de Hilbert-Schmidt (def. 2.2.2)

HYs(H; G): espago das aplicagdes de Hys(H;G) que sao de Hilbert-Schmidt de tipo
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limitado (def. 2.2.3)

H(S,)(H; G): espago das aplicagoes de H(H; G) que sao de tipo S, (def. 3.2.2)
HP(E; F): espaco das aplicacoes limitadas de H(E; F) (def. 1.3.2)

W(K): conjunto de todas medidas de probabilidade regulares na o— algebra Borel de K
com a topologia fraca-estrela.

Bi(a)={z € E|lz—al<r}

Bia|={x € E;||z—al[<r}.

L,(1): espago das fungoes da forma f: X — K que sdo mensurdveis e tais que

Jx 1 f(@) P dp < oo

Lo (1): espago das fungoes da forma f : X — K que s@o essencialmente limitadas.
Il = L,(11), onde p1 é a medida de contagem em um conjunto I.

IL: conjunto das fungoes limitadas da forma f: [ — K .

=1 = {(a,), C K i_ojl | an [P< oo}

co = {(an)n C K;a, — 0}.

C(A): espago das fungoes continuas definidas em A com valores escalares.



Capitulo 1

Teoria Basica

Neste capitulo, vamos recordar algumas definicoes importantes e fazer um resumo dos
principais resultados sobre operadores lineares, aplicagoes multilineares, polindmios e
aplicagoes holomorfas a serem utilizados ao longo do trabalho.

As letras F, F4, ..., E,, F, F,..., F, simbolizam espagos de Banach sobre um corpo
KeH, Hy,.. H,G, Gi,..,G,, espacos de Hilbert sobre K. Qualquer duvida acerca de
notacao pode ser solucionada consultando a lista de notacgoes no inicio do trabalho.

Vamos inicialmente recordar uma desigualdade que tera grande importancia em algu-

mas das demonstracoes deste trabalho:

1 1 1
Desigualdade de Holder Generalizada 1.0.1 Se — < — + ... + —, entao
p P1 Pn

1 1 1
(e%¢] P oo Pl &) Pn
(S} < (S0 ) ()
7=1 7j=1 J=1



1.1 Operadores Lineares

Definicao 1.1.1 Seja 0 < p < oco. Uma sequéncia (z,,)sc, em E é dita fortemente p-
somavel (ou p-somdvel) se a sequéncia escalar (|| x,, ||);>, pertence a l,. Vamos denotar
por 1,(E) o espago de tais sequéncias. Uma norma (p-norma se 0 < p < 1) para esse

espaco € dada por

| @) = (Z | . Hp)p

O espago 1,(E), com a norma (p-norma caso 0 < p < 1) acima, € um espago de

Banach (esp. vetorial topoldgico metrizavel completo se o < p < 1).

Definicao 1.1.2 Seja 0 < p < oo. Uma sequéncia (xy,);e, em E ¢é dita fracamente
p-somavel se a sequéncia escalar ((z',z,))5, pertence a l, para todo ' € E'. Vamos
denotar por l,.,(E) o espago de tais sequéncias. Uma norma (p-norma caso 0 < p < 1)

para esse espaco € dada por

| (Tn)n [|lpw=sup (Z | (2, ) |p> ’

x'€Bg n—1
O espago 1, (E), com a norma (p-norma caso 0 < p < 1) acima , € um espago de

Banach (esp. vetorial topoldgico metrizavel completo caso 0 <p < 1).

é claro que I,(E) C lw(E) e que || (Zn)n llpw <[ (zn)n |, para toda sequéncia

(Tn)n € L(E).

Definicao 1.1.3 Seja 0 < p < co. Dizemos que u € L(E; F) é absolutamente p-somante

se existe uma constante C' > 0 tal que, para qualquer escolha de m € N e x1,...,x,, € F,



tem-se:

(Z | ua ||p>p <C sup (Z (. ) |p)p

©'€By \ “1
O infimo das constantes C' > 0 que satisfazem a desigualdade acima serd denotado
por || u |las,p € define uma norma (p-norma caso 0 < p < 1) para o espago dos operadores
p-somantes Lqs,(E; F). Esse espaco, com a norma (p-norma caso 0 < p < 1) acima, €

um espago de Banach (esp. vetorial topoldgico metrizdvel completo se 0 < p < 1).

Exemplo 1.1.4 Exemplos de operadores p-somantes

(a) Sejam K um espaco de Hausdorff compacto e p uma medida de Borel reqular e posi-
tiva em K. A inclusio J, : C(K) — L,(p) € p-somante e || Jp ||asp= ,u(K)%.

(b) Sejam (2, %, 1) um espago de medida finita e 1 < p < oo. O operador inclusao
iyt Loo(1t) = Ly(11) ¢ p-somante, com | iy llasp= p(S2)7.

(c) Sejam 1 <p < oo e A= (A\y)n €l,. O operador diagonal Dy dado por: Dy : lo — I,

Diy(an)n = (Anan)n € p-somante, com || Dy ||lasp=I| A |-

Alguns comentarios devem ser feitos acerca dos operadores p-somantes.

Comentarios 1.1.5 .

1. Seu € Los,(E; F), entao || u||<|| u ||asp, onde || . || denota a norma usual do espago
dos operadores lineares continuos de E em F'.
2. (Teorema da Inclusao) Se 0 < p < q < 00, entdo Los,(E; F) C Losq(E; F). Ainda, se

U € Lospy(E;F), tem-se || U ||as,g<|| © ||asp-



3. (Propriedade de Ideal) Sejam 0 < p < 00 e u € Lys,(E;F). Sew € L(EE) e
veL(F;Fy), entaovouow € Los,(Er; F1) e || vuw ||<|| v || || @ |lasyp || w |-

4. u € L(E; F) € p-somante se, e somente se, (uxy), € L,(F) sempre que (Tn)n € lpw(E).

As demonstracoes dos resultados acima e mais detalhes sobre a teoria dos operadores

p-somantes podem ser vistos em [7], capitulo 2 e em [31].

Um importante resultado de fatoracao para operadores p-somantes é o teorema de
fatoracao de Pietsch, que nos fornece fatoragoes através de espacos de funcoes continuas e
espacos do tipo L, (), onde p é uma medida boreliana regular. Uma demonstragdo para

tal resultado pode ser vista em [7] (teorema 2.13) ou em [21] (teorema 2.1.1).

Teorema 1.1.6 (Pietsch) Seja 1 < p < oo. Consideremos E, F espagos de Banach, K
um subconjunto fraco estrela compacto de Bg normante, isto €, com a propriedade ||z| =
sup{|2’(z)|; 2" € K} para todo x € E e B = Bp:. Para todo operador u : E — F, as
sequintes proposicoes sao equivalentes:

i) u € p somante;

it) existem uma medida de Borel reqular e de probabilidade p em K, um subespago
(fechado) X, de L,(p) e um operador w : X, — F tais que: J,ig(E) C X, e para

todo x € E, temos UJyip(zr) = uz.

Em outras palavras, se Jf ¢ a aplicagdo ip(E) — X, induzida por J,, entdo o sequinte



diagrama comuta:

E—% .p
ig U
JE
zE(E) c P X,
N N
C(K) Ly(p)

onde ip(z)(z") = (a',x) para todo ' € Bpr ex € E, j=1,...,n.
iii) existem uma medida de Borel reqular e de probabilidade em K e um operador

a: Ly(p) — 12 tais que o sequinte diagrama comuta:

P L p_ " B

g

g}

oK)~ L)

w) existem um espago de probabilidade (0, %, 1) e operadores @ = Ly(u) — 15 e

v:E — Ly(p) tais que o sequinte diagrama comuta:

E— Y .p_ " B

=41

Loo(p) — L, ()

Mais ainda, podemos escolher e i em (i) ou p e @ em (ii) de tal forma que

~

lall = [lall = mp(u).

Vamos agora apresentar a defini¢ao de espacos £, introduzida por Lindenstrauss e

Pelczynski em [14]. A caracteristica desses espagos é que seus subespagos de dimensao



finita se comportam como os espagos da forma ;. Mais detalhes sobre esse assunto podem

ser vistos em [15] ou ainda em [7], capitulo 3.

Definicao 1.1.7 Sejam 1 < p < oo e A\ > 1. Um espaco de Banach E ¢é um espaco
Ly, se todo subespaco X de dimensao finita de E estd contido em um subespago Y de
E, também de dimensao finita, para o qual existe um isomorfismo v : Y — lgimy, com

| v ||l v ||< A. Vamos dizer que E é um espago L, se E é um espaco L, para algum

A> 1.

Exemplo 1.1.8 .

(a) Se (2,3, 1) € um espago de medida e 1 < p < oo, entdo L,(u) € um espago L, 5
para todo A > 1.
(b) Se K € um espago de Hausdorff compacto, entido C(K) é um espago Lo\ para todo

A> 1.

A prova das afirmativas dadas no exemplo acima podem ser vistas em [7], teorema

3.2.

Definicao 1.1.9 Um espac¢o de Banach F é chamado de injetivo se para todo espago de
Banach E, todo subespaco X de E e todo operador uw € L(X;F), existe uma extensdo
u € L(E; F) para u. Se ezistir uma constante X > 1 tal que || @ ||< X || u ||, entdo dizemos

que F tem a propriedade da \ - extensao. F' tem a propriedade da extensao métrica se

A=1.



Os espagos L e C(K)" (K compacto) tém a propriedade da extensao métrica (veja
6], 3.10).

Sao resultados importantes sobre os espagos £, (veja [15]):

Teorema 1.1.10 (Lindenstrauss-Rosenthal) Um espago de Banach E € um espaco L,

1
se, e somente se, ' é um espaco L, onde 1 <p<ooe—-+—-=1.
q

Teorema 1.1.11 (Lindenstrauss-Rosenthal) Todo espago injetivo é um espago L. Um

espaco de Banach E € um espaco Lo, se, e somente se, E" € injetivo.

Os seguintes resultados sdo devidos a Lindenstrauss e Pelczynski ([14]) e sdo genera-

lizagoes de resultados obtidos por Grothendieck.

Teorema 1.1.12 Se E é um espaco L1 e F, um espago Ly, entao todo operador

u € L(E;F) é 1-somante, com || u |las1< K6AN || w || (kg € a constante de Grothendieck

- [7], 1.14).

Teorema 1.1.13 Se E é um espago L e F', um espago L, v, 1 < p < 2, entao todo
operador u € L(E;F) é 2-somante, com || u ||as2< kAN || u || (kg € a constante de

Grothendieck - [7], 1.14).

Demonstragoes para os teoremas acima podem ser vistas também em [7], 3.1 e 3.7

respectivamente.

Definicao 1.1.14 Para 0 < p < oo, a Classe de Schatten-von Neumann de ordem p é

formada por todos os operadores uw € L(H; G) que admitem representacdo da forma:



U= ZTH( | hn)gn
n=1

onde (7,,)n, € by, (hy)n € uma sequéncia ortonormal em H e (gy), € uma sequéncia ortonor-
mal em G.
Vamos indicar a classe de tais operadores por S,(H;G) e uma norma ( p-norma se

0<p<1)é€dada por:

oy(u) = (Z 7 |p>p

S,(H;G), com a norma (p-norma no caso 0 < p < 1), € um espago de Banach (esp.

vetorial topoldgico metrizdvel completo se 0 <p < 1).

Mais detalhes sobre esse espago podem ser vistos em [7], capitulo 4 , [31], 15.5 e [13].

Facamos alguns comentarios sobre as classes de Schatten:

Comentarios 1.1.15 .

1. Se 0 < p < q< oo, entio Sy(H;G) C S;(H;G) e oy(u) < o,(u) para todo u €
S,(H:G).
2. Sejam 0 < p < o0 eu € L(H;G). Entao, u € S,(H;G) se, e somente se, u €
S,(G; H). Nesse caso, o,(u) = o,(u').
3. Sejam 0 < p < oo, u € S(H;G), we L(H;H) ev e L(G;G1). Entio, vouow €
S)(Hy; Gr) e aywuw) <[ v | o) | w .
4. Sejam 0 < p <2 eue€ LH;G). Se (]| uhi ||); € l; para alguma base ortonormal

(hi)icr de H, entio u € S,(H;G) e

op(u) < (Z | uhy H”)p

iel



5. Sejam 2 <p < oo eu € S,(H;G). Entio,

(Z || whi ||p> < op(u)

el

S =

para toda base ortonormal (h;)er de H.
6. Sejal < p < oo. Um operador uw € L(H;G) estdi em S,(H;G) se, e somente se,
((uwey, | vey)),, €1, para todo operador w € L(ly; H) e v € L(Iy; G).

7. Todo operador de S,(H; G) € compacto.

Definicao 1.1.16 Um operador u € L(H; G) é um operador de Hilbert-Schmidt quando
Z | uhi ||*< oo para alguma (equivalentemente: para toda) base ortonormal (h;)ic; de
iel
H.

O espago de tais operadores é denotado por Lys(H;G) e pode-se definir um produto

interno nesse espago da sequinte forma:

(w|v) =" (uh; | vh;)

el

para todo u,v € Lys(H;G). A norma correspondente é indicada por || . ||gs e o espago

dos operadores de Hilbert-Schmidt, com a norma acima, é um espago de Hilbert.

E possivel mostrar que se u é um operador de Hilbert-Schmidt, entao a soma
Z || wh; || é finita e seu valor independe da base ortonormal (h;);c; de H tomada (veja

icl
[19], proposig ao 5.1).

Observagao 1.1.17 De 1.1.15, itens 4 e 5, concluimos que Lys(H;G) = So(H;G) e

I s= o2(.).
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Em [26], Pelczynski mostrou um importante resultado, relacionando os operadores

p-somantes e de Hilbert-Schmidt:
Teorema 1.1.18 (Pelczynski) Lus(H; G) = Lqsp,(H; G) para todo 1 < p < 0.

Observacao 1.1.19 Na demonstracao do teorema de Pelczynski, podemos obter a sequinte
relagdo entre as mormas p-somantes e de Hilbert-Schmidt (veja também [21], teorema
1.1.1):

B sl - asp< AT - llas

onde Ay e B, sdo constantes que aparecem na desigualdade de Khinchin (veja [7], 1.10).

No caso p =2, temos || . ||as2=|| - ||zs (veja [7], 4.10).

Apresentamos agora os resultados de fatoracao para operadores de Hilbert-Schmidt,
que serao objeto de estudo no decorrer do trabalho. O primeiro, teorema de Lindentrauss-
Pelczynski (veja [7], teorema 4.12), apresenta fatoragoes através de espagos de Banach £
e Lo,. Ja o resultado de Diestel-Jarchow-Tonge nos fornece fatoracoes através de espacgos
de Banach de dimensao infinita. Uma demonstragao para esse teorema pode ser vista em

7], 19.2.

Teorema 1.1.20 (Lindenstrauss-Pelczynski) Seja u : H — G um operador linear. Sao
equivalentes:

(i) u € Lus(H;G)

(11) w fatora-se através de um espaco L1, isto é, existem X um espag¢o L1, w € L(H; X)

ev € L(X;G) tais que u= v o w.
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(111) u fatora-se através de um espaco L, isto €, existem X um espa¢o Lo, w € L(H; X)

ev € L(X;G) tais que u = v o w.

Mais ainda, w e v podem ser tomados em (i) de tal forma que || w ||<|| u ||gs €

|v|I<1eem (ii), de tal forma que || w||=1 e || v ||as2<|| w ||ms-

Teorema 1.1.21 (Diestel-Jarchow-Tonge) Seja u um operador linear entre espagos de
Hilbert. Entao, uw € Lys(H;G) se, e somente se, para todo espago de Banach de dimensdo
infinita Z, u admite uma fatoragdao da forma: uw = vow, onde w € L(H;Z) ev € L(Z; Q).

Mais ainda, w e v podem ser tomados de tal forma que w seja compacto e v, compacto

e 2-somante.

A demonstracao do teorema 1.1.21 nos fornece detalhes importantes sobre a forma em
que podem ser tomados os operadores lineares envolvidos na fatoracao. Essas informagoes
serao de grande utilidade quando estivermos estudando a fatoracao de aplicagdes holo-
morfas mais adiante. Por esse motivo, vamos comentar, de forma bem resumida, como é
feita a prova desse resultado .

Antes, vamos enunciar o seguinte lema:

Lema 1.1.22 Dada uma sequéncia (145)s € la, € possivel obter sequéncias (og)s € ly e

(Yn)n € Co tais que Ts = 0475, s € N.

Mais tarde, veremos uma forma bem conveniente (para os nossos propésitos) de de-

monstrar o lema acima.
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Idéia da demonstracao (Teorema 1.1.21)
Parte 1 Suponhamos inicialmente que u € Lys(H;G) = So(H; G) e seja Z um espago

de Banach de dimensao infinita. Podemos tomar uma representacao para u da forma:

w=Y 7u(-| hn)gn
n=1

onde (7,)n € Iz, (hy), é uma sequéncia ortonormal em H e (g,),, uma sequéncia ortonor-
mal em G.

Sem perda de generalidade, vamos supor || (7,,), |l2= 1. Pelo lema 1.1.22, podemos
escrever: Ts = ;0505 para todo s € N, onde (ay)s e (0s)s estao em ¢, e (05)s € l5. Se
a = Zanen ® g, e b= Zﬁnhn ® en, com (e,), base ortonormal de [y, temos que
U= al;lab, onde D, : [y — lgné a restricao ao espaco [y do operador diagonal D : [, — o

induzido por ¢ = (0,), ( 1.1.4). Notemos que

o [I<I] (am)n [l (1)

Parte 2 Trabalhando com o operador b € L(H;ly), podemos escrevé-lo da forma: b =
ai o ag, onde ay € L(H;ly), as(h) = ((h] hn)), € a1 € L(I2;12), a1 ((§n)n) = (Bndn)n-
Temos ainda que: || az [|< 1 Iax (<] (Br)n lloe (2)

Parte 3 Trabalhando agora com o operador compacto aj, (usando [7], 19.20: Dado
um espaco de Banach Z de dimensao infinita, todo operador compacto entre espacgos
de Hilbert fatora-se através de um subespaco de Z e os operadores da fatoragao sao
compactos), podemos obter operadores A : ly — Z, e B : Z, — Iy ( Z, é um subespagco de

Z ) tais que a; = (Dy o B)o (Ao Dy), onde A = (A\y)n € Co, Ay = (i (estamos supondo
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B, > 0 para todo n € N) e D, : ly — Iy é dado por Dy (({4)n) = (Mién)n- Quanto as

normas de A e B, temos
| Al<8 | Bl[<12C 1<C<4 (3)

A constante C' depende do espago Z usado, mas em qualquer caso, (seguindo as
demonstragoes dos resultados envolvidos), 1 < C' < 4.
Parte 4 Chamando b; = Dy o B e by = Ao D) oas, temos que b = by o by. Quanto as

normas de by e by, usando (2) e (3), podemos escrever:
1
b2 |=[1 Ao Dxoay [<[| Al Dy [l a2 [[< 8 | (An)n lloo= 8[| (Bn)n [I%

1
101 [|=]l Dxo B I<|| Dallll B IS 12C || (A)n [loo= 12C || (Ba)n %

Seja i : ly — Iy 0 operador inclusdo. Podemos estender o operador ib; € L£(Z,;ly) a

um operador b~1 2 /4 — s, cOm
161 =1 iby 1< 12C || (B 1% (4)

(s tem a propriedade da extensdao métrica: 1.1.9). Escrevendo v = ao Do b~1, temos que

v é compacto e 2-somante, pois D é 2-somante ( 1.1.4) e a é compacto. Ainda, usando

(1) e (4):
10 flas2 <l a Il D llaszll b1 1< 12C || (@)a llooll (Badn I3oll (o) Il2 -

Considerando by como um operador de H em Z, digamos, w : H — Z, temos u = vow,

com || w =] b2 [[< 8[| (Bn)n [l
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1.2 Aplicacoes multilineares e polindmios

Nesta secao, vamos apresentar importantes definigoes relativas a aplicagoes multilineares
e polinémios, que serao utilizadas ao longo de todo o trabalho. Apresentaremos também
alguns resultados que serao de grande importancia nas demonstragoes dos proximos
capitulos.

Sobre a notacgao a ser utilizada, vamos indicar por L(E,..., E,; F) o espago das

aplicagoes multilineares continuas de E; X ... X B, em F'| dotado da norma:
1T = sup{l| T(z1, ... ) [l; | s [ 1,k =1,...,n}

para todo T' € L(Ey, ..., E,; F).
Se Fy = ... = FE,, = E, vamos indicar L("E; F) no lugar de L(F, ..., E,; F).
Vamos indicar por P("E; F') o espago de todos os polindomios n-homogéneos continuos

de E' em F', com a seguinte norma:
| P [|= sup{|| P(z) [[; ]| = [[< 1}

para todo P € P("E; F).
A cada T € L("E; F), podemos asociar um polinémio 7' € P("E; F) dado por T'(z) =
T(z,...,z). Da mesma forma, a cada P € P("E;F), podemos associar uma aplicagdo

multilinear continua denotada por P (veja 1.2.2), dada por:

Foérmula de Polarizacao 1.2.1 .
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para todo x; € K, j =1,...,n.
Temos também uma importante relacio entre P € P("E; F) e P € L("E; F):
Proposicao 1.2.2 P € P("E; F) se, e somente se, Pe L("E; F). Neste caso,
I P o<l Bl< ) P
para cada P € P("E; F).

Definicao 1.2.3 Uma aplicagio multilinear T € L(FEy,...,E,; F) é de tipo finito se

existem @14, ., Pmy € B, j=1,....,n by, ..., by, € F tais que:

T(l‘l, ceey iL‘n) = Z 901,1($1)§01,n(xn)bz
i=1

para todo (x1,...,2,) € By X ... X E,.

A definicao a seguir de aplicagoes absolutamente somantes foi introduzida por Pietsch
em [32] para o caso de funcionais multilineares e estudada por Alencar e Matos em [1]

para o caso de aplicagoes com valores vetoriais.

1 1 1
Definig¢ao 1.2.4 Sejam r, sy, ..., 8, € (0,+0], com — < — 4+ ... + —. Uma aplicagio
r S1 Sn

L(Ey,...,Ey; F) é absolutamente (r; s1, ..., s, )-somante se eziste C' > 0 tal que

(Z 1T (..., 27) ||T> < OTT I @Dy s
i=1 k=1

para todo m € N, xf eEE,, k=1 ..,nei=1,..,m.
O espago de tais aplicagoes multilineares é denotado por Ls (ris,,...s) (L1, ... Ens F) e

o infimo das constantes que satisfazem a desiqualdade acima é denotada por
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| T las,(rist,onsn) - 1880 define uma norma (r-norma se r < 1) para o espago, que € completo
dotado dessa norma (ou r-norma).
1

1 1
No caso particular em que — = —+...4+—, vamos dizer que T € Los (ris,,....5.) (L1, oy Eni F)
ro S Sn

¢ (s1,...,5n)-dominada. Vamos denotar tal espaco por Lys,. . s)(Er, ..., Eq F) e sua

-----

norma (ou r-norma) por || . ||a (s,,...sn)-

Uma observagao deve ser feita acerca de notagao. Se s; = ... = 5, = s, vamos escrever
as, (r;s) no lugar de as, (r; $1,...,8,) e d,s no lugar de d,(sq,...,s,). No caso em que

=8 = ... = S, vamos denotar as,r ao invés de as, (r;s1, ..., Sp)-

Proposicao 1.2.5 As sequintes condig¢oes sao equivalentes para uma aplica¢ao multili-
near T € L(Ey, ..., By F):

() T € Las(ris1,..0) (B, oo By F)

(i) (T(x15, s Tng)) iy € L(F) sempre que (;5)52 € ls;w(E), i =1,....m.

(111) A aplicagao T,, definida de ly, ,(E1) X ... X ls, (Ey,) em [.(F) dada por:
T ((@1,5)55 s (#ng);) = (T(T145 ooy Tj)) 1oy
esta bem definida, € multilinear e continua.

Para as aplica¢oes dominadas, temos o teorema de fatoracao de Pietsch (para uma

demonstragao, veja [29], 3.17):

Teorema 1.2.6 Sejam ry,...,m, € [1,00), T € L(Ey,....,E,; F) e K; C BE; um conjunto

fraco estrela compacto e normante, isto €, um conjunto com a propriedade
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|25]| = sup{|a(z;)]; 2 € K;} para todo x; € Ej, j =1,...,n. Sao equivalentes:

(i) T € (ry,...,mn)-dominada.

1) Para cada 7 = 1,...,n, existem p; € W(K;), X; C L, (1) um subespago fechado,
j j j i \H

j=1,..neS € (Xy,.. X, F) tais que o sequinte diagrama comuta:

T

FE;x X F,, F
im, ig, S
ip, (E1)%x ... Xig,(FEy,) 7 7 X; x...x X,
T19 °°* Tn
N N N N
C(K1) .. C(Ky) Ly, (1) L, (pn)

onde ip, : B; — C(K;) € dado porig,(z)(2') = (2, x), 2’ € K;, x € Ej ¢
Jr, : C(Kj) — Ly, (p;) € ainclusao formal, j = 1,...,n. Mais ainda, S pode ser tomada

de tal forma que || S'[|[=]| T |la,(ry,....rn)-

Em [19], Matos introduziu um conceito mais restritivo que o das aplicagoes absoluta-

mente somantes:

Definigao 1.2.7 Sejam r, sy, ..., 5, € (0,400|, com r > s, k = 1,...,n. Uma aplicagio
L(Ey,...,E,; F) é completamente absolutamente (r; sy, ..., S,)-somante se existe C' > 0

tal que

1
< > T () H’“) < OTT I @Dy s,
k=1

i1yeyin=1

para todo m € N, xf EE,, k=1 ..,nei=1,..,m.
O espago de tais aplicagoes multilineares € denotado por Lqs (ris,.....s0) (B, -0, Eny F) €

o infimo das constantes que satisfazem a desiqualdade acima é denotada por
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| T || fas,(rist,....sn)- 1850 define uma norma (r-norma se v < 1) para o espago que, dotado

dessa norma (ou r-norma), é um espago completo.

Sobre a notagao a ser usada, se s; = ... = s, = §, vamos escrever fas, (r;s) no lugar
de fas, (r; 1, ...,5,). No caso em que r = s; = ... = s, vamos denotar fas,r ao invés de
fas, (r;s1, ..., 8n).

Como no caso das absolutamente somantes, pode-se mostrar o seguinte:

Proposicao 1.2.8 As sequintes condigoes sao equivalentes para uma aplica¢ao multili-
near T' € L(E, ..., En; F):

(i) T € Lias,risr,on)(Er, ooy By F)

(i1) i | T(214y5 e Tng,) |I"< 00 sempre que (z;7)521 € ls,w(Ei), 1 = 1,...,n.

jlv"'vjn:]-

(111) A aplicagao T, definida de lg, ,(E1) X ... X ls, w(Ey) em [.(N", F) dada por:
T ((21,4)55 -+ (@n3)5) = (T(@145 0 Tng)) jene
estd bem definida, € multilinear e continua.
A demonstragao de 1.2.8 pode ser vista em [19], 2.4.

Comentarios 1.2.9 .
1. £fas,(r;s1,...,sn)(Ela ey E?’w F) C Eas,(r;s1,...,sn)(E17 sy En> F)
2. ([19]) Se T € Lyus(risr,on) By En; F), S € L(F;Fy) e Ry € L(Dy; Ey), entdo

SoTo(Ry,...,R,) é completamente (r; sy, ..., S,)-somante e

IS0 T o (B, Bn) llsastsnecssm) SIS T sas ssnssny TL B -
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Os resultados a seguir, estudados por Bombal-Pérez-Villanueva em [2], fornecem in-
formagoes importantes sobre aplicacoes multilineares definidas em espagos L, ou em

espagos L (teoremas do tipo Grothendieck para multilineares):

Teorema 1.2.10 (Bombal-Pérez-Villanueva) Seja E; um espago Lo x;, 1 < j < n e seja
H um espago de Hilbert. Entao, toda aplicacio T € L (E\, ..., E,; H) é completamente
absolutamente 2 somante e

171l < i T (1T

onde k, = (B4)*" e By € uma constante da desigualdade de Khinchin ( veja [7], 1.10 ) .

Teorema 1.2.11 (Bombal-Pérez-Villanueva) Seja E; um espago L15,, 1 < j < n e seja
H um espago de Hilbert. Entao, toda aplicagio T € L (Fy, ..., Ey; H) é completamente
absolutamente 2-somante

1T g0 < K L0 1T

, (T 2 2
onde k ¢ 5 ) mo caso real € — no caso complexo.

N3

Vamos apresentar as defini¢des para polinomios.

Definicao 1.2.12 Sejam r,s € (0,+00). Um polinomio P("E; F) é absolutamente (r;s)-

somante se existe uma constante C' > 0 tal que

1

(Z | Pz, H’”) < C (I (&)™ [low)”

para todom €N ex; € B, j=1,...,m.
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Vamos indicar o espago desses polinomios por P q.s)("E; F) e a menor constante
C > 0 que satisfaz a desigualdade acima, por || P |asmrs)- Ser > 1, || . [las,ms) € uma
norma para o espag¢o e no caso r < 1, uma r-norma. Em ambos os casos, o espaco €
completo.

. s . " .
No caso particular em que r = —, um polindmio P r.s)("E; F) € chamado de s-
n

dominado. Vamos indicar o espago dos polinomios s-dominados por Py s("E; F') e a norma

(ou r-norma), por || P ||a.s-

Quando r = s na defini¢ao acima, vamos indicar as,r no lugar de as, (7; s).

Como no caso multilinear, temos as seguintes equivaléncias:

Proposicao 1.2.13 Para P € P("E; F), as condigoes sao equivalentes:
(i) P é absolutamente (r;s)-somante.
(i) (P(x;));2, € l.(F) sempre que (2;)72; € lsu(E).

(iii) Py dado por P, ((x;)32,) = (P(x7));2, € um polinomio bem definido, n-homogéneo

e continuo de ls,,(E) em [, (F).

A demonstragao do resultado 1.2.13 pode ser vista em [17], proposigao 2.4.

Temos agora a versao polinomial do teorema de fatoragao de Pietsch (veja [17], 3.4):

Teorema 1.2.14 Sejam r € [1,00), P € P("E;F) e K C Bg um subconjunto fraco
estrela compacto de Bg normante, isto €, com a propriedade

| z || =sup{| '(z) |;2' € K}. As sequintes condigdes sao equivalentes:

(i) P € Py, ("E; F).
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(i1) Ezistem p € W(K), @ € P("X;F), com X C L.(K;u) um subespago fechado de
L. (K;p) tais que P = Qo J,oig, ondeip : E — C(K) é dado por ip(x)(z') = (', x) e
Jr ip(E) C C(K) — X € a inclusao formal.

Neste caso, || Q [|=|| P ||ar -

Definigao 1.2.15 Um polinomio P € P("E; F) é completamente absolutamente (r;s)
-somante quando a aplicacao multilinear simétrica correspondente Pe L("E; F) for com-
pletamente absolutamente (r; s)- somante.

O espago de tais polinomios € denotado por Ppas rys) € wma norma (r-norma ser < 1)

pode ser definida como: || P || fas,(rs)=| P | fas,(rss)

Comentarios 1.2.16 .
1. Pras,ris) ("B F) C Pas, i) ("E; F).
2. 8¢ P € Prosrs)("E F), S € L(E1; E) e R € L(F; Fy), entao RoPoS € Ppag (rys) (" E1; FY)
e ainda || Ro P oS || as,rs) < B | P [l as,rss | S 1" -
3. O comentdrio 2 vale para as, (r;s) no lugar de fas, (r;s).

4. Se 0 <r; <ry<oo, entio Payr ("E; F) C Pawy,("E; F) e || . lam<Il - llam -

1.3 Aplicacoes Holomorfas

Nesta se¢ao, a menos que haja alguma ressalva ao contrario, trabalharemos com espacos
sobre o corpo dos complexos. Mais detalhes sobre a teoria de aplicacoes holomorfas podem

ser vistas em [22].
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Definicao 1.3.1 Sejam E e F espacos de Banach sobre K. Seja U um aberto de E.
Uma aplicagao f : U — F € dita analitica em a € U se existem uma bola B,.(a) C U e

uma sequéncia de polinomios P, € P(™E; F) tais que

@)=Y Pule - )

uniformemente para x € B.(a). Se f € analitica em todo a € U, dizemos que [ €
analitica em U. Se K = C, usamos o termo holomorfa no lugar de analitica. Nesse caso,

denotamos por H(U; F) o espago de todas as aplica¢oes holomorfas de U em F'.

Dada uma aplicagao holomorfa f de U C E em F'| escrevemos a série de Taylor de

f em torno de a € U da forma:

=1 =1
f@) =) sd fla)w —a)* = —d"f(a)(z —a)
k=0 k=0
onde d* f(a) € L(*E; F) denota a derivada de ordem k de f ema € U e d*f(a) € P(*E; F),
o polinémio k-homogéneo associado a d* f(a). Ainda:

d*f(a)(z —a)* = d"f(a)(z — a, ...,z — a).

Definicao 1.3.2 Uma aplicagao inteira f € H(E; F) é de tipo limitada se leva conjuntos
limitados de E em conjuntos limitados de F. Vamos indicar por H*(E; F) a classe de

tais aplicacoes.

Observacao 1.3.3 Pode-se mostrar que f € H°(E; F) se, e somente se,

1. %
i (11 d0) ) =0

n—oo
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Proposigao 1.3.4 Se g € H(E; F), u € L(E;E) ev € L(F;Fy), entdo vogou €

H(E;; Fy) e (ik(v ogou)(a;) =vo cfkg(ual) owu para todo a; € Ej.

Um resultado importante sobre aplicagoes analiticas pode ser enunciado da seguinte

forma (para demonstragao, veja [25], teorema 1.4.4):

Teorema 1.3.5 Sejam X e Y espacos normados e X o completamento de X. FEntao

toda aplicagcao analitica f : X — Y pode ser estendida de modo tnico a um aberto Uy de

~

X.
Apresentemos agora a definicao de tipo de holomorfia no sentido de Nachbin:

Definicao 1.3.6 Um tipo de holomorfia 6 de E em F € uma sequéncia de espagos de
Banach (Po("E; F), || . |lo)r—o para a qual sdo vdlidas as sequintes afirmagoes:

1. Cada Po(™E; F) € um subespago vetorial de P(™E; F).

2. Po(°E; F) coincide com F como um espago vetorial normado.

3. Fxiste um real 0 > 1 para o qual a sequinte afirmativa é verdadeira: dados l,m € N,

I<m,ze€EePePy("E;F), temos d P(x) € Py('E; F) e
1 7l m m—I
I 7@ P @) llo< o™ [ P floll
Temos agora um conceito de tipo de holomorfia para aplicagoes holomorfas.

Definicao 1.3.7 Se U é um aberto de E, uma aplicacio f € H(E;F) é de tipo 0-
holomorfia em a € U se ocorrem:
1. d"f(a) € Ps(™E; F) para todo m € N, e

1 -
2. existem numeros reais C > 0 e ¢ > 0 tais que || —'dmf(a) llo< Cc™ para todo m € N,.
m!
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Comentarios 1.3.8 .
1. (Pas, | - llay) € um tipo de holomorfia.

2. (Ptas,rss): || - | fas,rss)) € um tipo de holomorfia. (veja [37], 1.10.3)

Proposigao 1.3.9 Se f € Hy(E; F), v € L(E; E) ev € L(F;Fy), entdovo fou €

Ho(E1; Fy), onde 0 € o tipo d;r ou fas, (r;s).
Prova. Basta observarmos que:
d"(vo fou)(a) = vod" f(ua) ou € Py("Ey; F)

pois d" f(ua) € Py("E; F), n € Ne || d"(vo fou)(a) [lo<|| v ||| df(ua) [lo]l u ", n € N

(1.2.16). m



Capitulo 2

Aplicacoes de Hilbert-Schmidt

Da teoria linear, sabemos que operadores de Hilbert-Schmidt (1.1.16) admitem fatoragoes
através de espacos L1 e L, e também através de espacos de Banach de dimensao infinita
(1.1.20 e 1.1.21). Nosso objetivo é estudar o que acontece quando trabalhamos com
aplicagoes multilineares , polindmios e aplicacoes holomorfas de Hilbert-Schmidt, sempre

na tentativa de estender, para a teoria nao-linear, os resultados ja obtidos na teoria linear.

Na primeira secao deste capitulo, apresentamos as aplicagoes multilineares e polinomios
de Hilbert-Schmidt e algumas de suas propriedades. Em seguida, estudamos duas formas
de fatoragao para tais aplicagoes. Na segunda se¢ao, apresentamos os resultados de fa-
toracao obtidos para aplicacoes holomorfas de Hilbert-Schmidt.

25
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2.1 Aplicacoes multilineares e polindmios de Hilbert-

Schmidt

Apresentamos agora as definicoes de aplicacoes multilineares e polinomios de Hilbert-
Schmidt, que serao objeto de estudo deste capitulo. Hy, ..., H, e G denotarao espacos de
Hilbert sobre um corpo K como consta na lista de notagoes.

As definigdes que vamos ver a seguir foram introduzidas por Dwyer ([9]) para o caso

de aplicagoes com valores escalares e foi estudada também por Matos em [18] e [19].

Definigao 2.1.1 Uma aplica¢ao T' € L(Hy, ..., H,; G) € dita de Hilbert-Schmidt se, para
cada k =1, ...,n, existe uma base ortonormal (h?k)jkeJk de Hy tal que

(S IT (Y hEDIP)E < o0

jl""vjn

Vamos denotar por Lys(Hi, ..., H,; G) o espaco de tais aplicagoes. FEsse espago é um
espaco de Hilbert com relacao ao sequinte produto interno:

(T]8)=> (T(hj,,...h7 ) | S(h,,....hJ))

Jiseesdn

para T e S em Lys(Hy,...,Hy; G). A norma correspondente serd indicada por || . || us-
E possivel mostrar que, se T' € Lys(Hy, ..., H,; G), entao o valor

IR XS] B

j17~"ajn

€ finito e independe das bases ortonormais utilizadas para cada espaco Hy, k = 1,...n

([19], proposi¢ao 5.1).
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Definicao 2.1.2 Um polinémio P € P("H;G) é um polinémio de Hilbert-Schmidt se
a aplicacao multilinear simétrica correspondente Pe P("H;G) é de Hilbert-Schmidt. O
espago de tais polinomios serd indicado por Pys("H;G) e uma norma para tal espago

pode ser definida da forma: | P ||gs=|| P |lus.

E claro que, para toda base ortonormal (hj); de H, temos:

(Z I P(Ry) |I2> <|| P lus=Il P llus

jet
Resultados importantes que envolvem aplicagoes de Hilbert-Schmidt e completamente

absolutamente somantes (1.2.7) podem ser enunciados da seguinte forma:
Proposicao 2.1.3 (Matos) Se p € (0,00), entdo

Lys(Hy, ..., Hy; G) C Lygsp(H, ..., Hy G)
e existe uma constante d, > 0 tal que

(dp)" 1 T |l fasp<Il T || s

para todo T € Lys(Hy, ..., Hy; G).
Proposicao 2.1.4 (Matos) Para p € [2,00), temos:

Liasp(Hry ..., Hy; G) = Lys(Hy, ..., Hy; G)
e existem constantes b, > 0 e d, > 0 tais que

(dp)" I T [l asp<I| T s < (bp)" | T' || fas.p

para todo T' € Lys(Hy, ..., Hy; G).
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Mais informagoes e as demonstragdes das proposigdes acima podem ser vistas em [19],

secao 5. Para polinomios, podemos escrever as proposicoes acima na forma:

Proposicao 2.1.5 Se p > 0, entdo Pys("H;G) C Prasp("H; G). Existe também uma

constante d,, > 0 tal que

(dp)" || P\l rasp<Il P |l s

No caso em que p > 2, vale Pys("H; G) = Prasp("H; G) € existe uma constante b, > 0

tal que

(dp)" | P [l rasp<Il P s < (0p)" | Pl fasp -

Prova. Inicialmente, sejam p > 0 e P € Pys("H;G). Por definico, P € Lys("H;G) C
Liasp("H; G) e, assim, P € Pras("H; G).

Ainda, existe d,, > 0 tal que

1P llzzs=Il P llzzs> (dp)" | Pl asp= ()" I| P |l asp

No caso em que p > 2, se P € Prasp("H; G), entdo P € Liasp("H; G) = Lus("H; G),
de onde concluimos que P € Pys("H; Q).

Também, existe b, > 0 tal que

1P llzzs=1l P llzzs< )" | P llzasp= 0p)" | P llsas, -
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2.1.1 Resultados de Fatoracao: 1 Forma

Nesta secao, vamos estudar a possibilidade de decomposicao de aplicagoes n-lineares e
polinomios n-homogéneos de Hilbert-Schmidt usando n operadores lineares continuos e
uma aplicagdo n-linear continua (no caso n-linear) e no caso polinomial, um operador
linear continuo e um polindomio n-homogéneo continuo. Dessa forma, na tentativa de ge-
neralizar o teorema de Lindenstrauss-Pelczynski para aplicagoes multilineares de Hilbert-

Schmidt, obtivemos o seguinte

Teorema 2.1.6 Seja T € L(Hy,...,H,;G). Se T admite uma fatoracdo da forma

T
H1><...><Hn G
Sty .., Sn
CRES f
Xy X ... x X,

onde S; € L(H;;X;), X; é um espa¢o Lo, j = 1,...,n e R € L(X;,...,X,,;G), entao

T € Lys(Hy,....H,;G).

Prova. Pelo teorema 1.2.10, temos que R € Lyfq52(X7,...,X,;G). Como S; €
L(Hj;X;), 5=1,...,n, segue que T'= Ro (S1,...,5,) € Lsas2(H1,..., Hy; G)
= Lys(Hy, ..., Hy; G) pela proposigao 2.1.4. m

Prosseguindo no estudo da fatoracao de aplicagoes de Hilbert-Schmidt, na tentativa
de generalizacao do resultado de Diestel-Jarchow-Tonge, usando 2.1.6, podemos obter o

seguinte:
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Corolario 2.1.7 Seja T € L(Hy,...,H,;G). Se, para todo espago de Banach Zy, ..., Z,

de dimensao infinita, T admite uma fatoracdao da forma

T
H, x..x H, G
Sty .0, Sn
(51 ) &
1 X ... X Iy,

onde S; € L(Hj;Z;),j=1,..,.neRe L(Z,..,Z,;G), entao T € Lys (H,..., H,; G) .

A demonstragao do corolario 2.1.7 é simples. Basta tomarmos 7y, ..., Z, como espagos
L de dimensao infinita e obtemos a conclusao desejada.

O teorema 2.1.6 também vale no caso em que os espacos X, ..., X,, sao espacos L1. A
demonstracao é andloga, usando 1.2.11 no lugar de 1.2.10. As reciprocas de 2.1.7 e 2.1.6
nao sao vélidas em geral. O exemplo a seguir ( 2.1.9) comprova essa afirmativa. No caso
de fatoracao através de espacos L1, a reciproca fica em aberto.

Antes de apresentarmos tal exemplo, enunciemos um resultado devido a Pérez ([29],

corolério 5.3):

Teorema 2.1.8 (Teorema de Grothendieck multilinear) Se E; é um espago Lo x;, Aj > 1,
Jj = 1,...n, entao toda aplicacao multilinear e continua T : F; x ... x B, — K ¢
absolutamente (1;2)-somante e verifica a desigualdade:

1T Nlasa2< Kan [T 11T

j=1
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onde K¢, € a constante da desigualdade de Grothendieck generalizada ([29], teorema 5.1)

Exemplo 2.1.9 Definamos:

TIZQX...XZQ—)K

T(xt, .. 2" =>" Tzt a®

R R

k— (xl?);';l €ly, k=1,...,n. Temos que T € Lys("l2;K), pois

onde x ;

1 2
> 1 Tlej,ne5) |2=Z!;| < o0

J1esdn 7
Aqui, ej denota o j-ésimo elemento da base ortonormal usual de ly, 7 € N.
Se T admitisse uma fatorac¢ao através de espagos Lo, digamos, T = Ro (Sy,...,Sy),
onde S; € L(H;,X;), X; espago L, j=1,...,n e R e L(Xy,..., Xn;K), teriamos T €
Las,1:2)("2; K), pois L( X1, ..., X0 K) = Las,1:2) (X1, ..., X3 K) pelo teorema de Grothendieck

multilinear (2.1.8). Mas isso ndo pode ocorrer, jd que (e;); € la.,(l2) €

IECENAIE S

diverge.

Logo, a fatoracao nao € possivel.
Para polinomios de Hilbert-Schmidt, os resultados ficam da seguinte forma:

Corolario 2.1.10 (do teorema 2.1.6) Seja P € P("H;G). Se P admite uma fatoragdo
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da forma

X
onde X é um espago L, S € L(H;X) eQ € P("X;G), entio P € Pys ("H;G).

Prova. Para demonstrarmos o corolario 2.1.10, basta observarmos que P = (@) o
(S, ..., 9) (usando 1.2.1),onde S € L(H; X) e Q € Las2("X;G). Assim, P € Lq,0("H; G)

= Lys("H;G) pela proposicao 2.1.4 e concluimos que P € Pys("H;G). m

Corolario 2.1.11 ( do coroldrio 2.1.10) Seja P € P("H;G). Se, para todo espaco de

Banach Z de dimensao infinita, P admite uma fatoracao da forma

A
onde S€ L(H;Z) eQ e P("Z;G), entio P € Pys ("H;G).

O corolério 2.1.11 pode ser demonstrado usando o corolario 2.1.10 como foi feito para
aplicagoes multilineares. O coroldrio 2.1.10 vale também para o caso em que X é um
espaco L.

As reciprocas dos corolarios 2.1.10 e 2.1.11 nao sao verdadeiras em geral. O exemplo

abaixo nos mostra esse fato:
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1
Exemplo 2.1.12 O polinomio P € P("l;K) dado por: P(x) = Z —x’7, € um polinomio
— ]
J
de Hilbert-Schmidt, pois P = T é uma aplicacio multilinear de Hilbert-Schmidt (veja

exemplo 2.1.9). Mas P nao admite a fatoragao do resultado 2.1.10; caso contrdrio, T = P

admitiria a fatoragao do teorema 2.1.6.

No proximo capitulo, estudaremos as aplicagoes de tipo classe de Schatten S;. Ve-
remos que tais aplicagoes sao, em particular, aplicacoes de Hilbert-Schmidt. Para essas
aplicacoes de tipo Ss, serd possivel a ”generalizacao” dos resultados lineares de fatoragao

(1.1.20 e 1.1.21).

2.1.2 Resultados de Fatoracao: 2 Forma

No tipo de fatoracdo examinada na secao anterior, vimos que nao € possivel obter a
equivaléncia entre as fatoragoes apresentadas e o fato de que uma aplicacao multilinear
ou polinomial é de Hilbert-Schmidt. Vamos fazer uma nova investigagao, trabalhando
agora com um outro tipo de decomposicao, onde uma aplicacao n-linear pode ser escrita
como a composicao de outra aplicagao n-linear e um operador linear e no caso de um

polinomio n-homogéneo, como um polinomio n-homogéneo e um operador linear.

Definigao 2.1.13 Seja T € L(E1, ..., E,; F). Definimos o operador adjunto de T por:

T’ . F, R — ‘C(Elu 7En7K>
TI(SO)(xh axn) = (,D(T(ZL'l, ,l’n))

onde p € F', x; € E;, j=1,...,n.
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Lema 2.1.14 Se T € Lys(Hy,...,H,;G), entio T'q € Lys(Hy, ..., Hy; K) para todo
Jded.

Prova. Seja ¢ € G'. Se (h; )j,es; denota uma base ortonormal de H;, i =1, ..., n, entdo:

i

ST NTG) Ry B P=D 0> G T (R, B P
jl ]n jl ]n
<[ g 1P D TR B ) (P< 00
jl jn
pois T € Lys(Hy,...,Hy; G). Logo, T'g' € Lys(Hy, ..., H; K). m

Lema 2.1.15 Se T € Lys(Hy, ..., H,; G), entao T" € Lys(Lys(Hy, ..., Hy; K)'; G).

Prova. Pelo lema 2.1.14, podemos considerar 7" € L(G'; Lys(H, ..., H,; K)) e
T" € ,C(,CHs(Hl, ceey Hn, K),, G)
Seja (' );,es, base ortonormal de H;, i = 1,...,n. Definamos:

Wjy,.oju (h1y ooy ) = (B | 25) (B | ).

,,,,, in)itoin € uma base ortonormal para Lyg(Hy, ..., Hy; K). De fato,

n —
h’in) — 5]'177;1 ...5]'”77;”

(U’jl ----- Jn | Uiy ..., zn) - Z (hiu | hjll) (hzn | h?n) (hl{fl | hlll) (hzn

e para cada u € Lys(Hy, ..., H,; K), temos que u = Z u(hjl-l, o B WG

Seja agora (@, i )i in C Lus(Hy, ..., Hy; K) base ortonormal para Lys(Hy, ..., Hy; K)',

----------



= Z (u ’ uil ~~~~~ Zn)gpjl ~~~~~ ]n (uil ----- 7471) = (u ‘ ujl ~~~~~ ]n)

B1yenesln
u<h]117 7h;l )= ( Z (| Wiy, i )i Zn)(h;17 ah;l )
T genes in
= > (i) (B, L RL) (R T R2) = (u | ug, )

Definamos agora:
L:Hyx..xH,— Lys(Hy,..., Hy; K)

L(zy,...,xp)(u) = u(xy, ..., zy,)

onde u € Lys(Hy,...,H,;K). L é multilinear e para z; € H;, j = 1,...,

escrever:

| L(x1, ooy zn) (= sup | L(xy, . z0)(u) [= sup [ u(wy, ...
llul| ms <1 lull gs<1
= sup | u() (x1 [ hj)R), > (@ | BT |
HUHHSS1 71 gn
ae AP ML LARCA AT
[lull ms<1

< sup Z Z| (@1 | h3) | o | (n | B2 | u(B,, oy B

lull s <1

IIuIIHs<1

- Zrmh

lull ms<1

l\’)\»—t

Z| T |05 )2 | flas=] @ | -

Ou seja, L é continua, com || L ||< 1.

= L(h}

Afirmamos que ¢, e

.....

u € Lys(Hy, ..., Hy; K), usando (1) e (2), temos:
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n, podemos

, Tn) |

) |

sup <Z Z|x1|h 2| (@ | A2 ) (Z Z|u Jl,.,yn)>é

S

R ), ji € Ji, i = 1,...,n. De fato, para

L(hjy ooy b ) () = ulhj, oo B ) = (u ] ) = P (W).
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Assim, para todo ¢’ € G":

" (sojlv--wjn) (g/) = <90]'1,---7jn’ T/g,> = <L(h311’ 3 h?n)a T,g,> = T,g/(hjl'la ety h?n)

= (g',T(hjl-l, oo B2y = J(T(hL ..., k) ().

g i
Portanto, T" (¢j,,..;,) = J (T'(h},,....,h?)), onde J : G — G” é o operador canonico.

Ju? In

Logo:

DD T i) IP=D > M I(T (s b)) P
Ji Jn Ji Jn
=> D NTM, k) P< o0 (%)
jl ]n

pois T € Lys(Hy, ..., Hy; G). Portanto, T" € Lys(Lys(Hy, ..., Hy; K);G). m

Antes de enunciarmos o préximo resultado de fatoracao, vamos exibir uma de-
monstracao para o lema 1.1.22. Ela sera feita de tal forma que, fixados n € N e § > 0,
temos || (7s)s |leo= # e || (os)s [[2< A, onde A > 0 independe do valor de n € N
(mesma notagao do enunciado). E importante ressaltarmos que existem outras formas de
obter as sequéncias. A nossa escolha serd importante mais adiante, quando estivermos
trabalhando com fatoracao de aplicacoes holomorfas de tipos Hilbert-Schmidt e classe de
Schatten Ss.

Prova. (Lema 1.1.22) Vamos supor que || (7s)s 2= 1 e 75 > 0 para todo s € N.

Escrevamos: N, = 0, fixemos 6 > 0 en € N.

. . . oy 2 2 2n+1 - 1 .
Seja N1 o menor inteiro positivo tal que 77 + ... + 7y, > o Assim, escrevamos:
1
LT 840

_ . 8+6 _ 8+
oL =n Ty e yON, =T TN,
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Suponhamos que j4 estejam definidos Ny < ... < N,,, m > 1, tais que 72 + ... + T]%,k >
2n+k -1
“onk k=1,...,m e Nj seja o menor inteiro positivo com tal propriedade. Para cada

k=1,...,m, temos:

1
(n+k— 15+

VYNy_141 = --- = IN, =

ONg-1+1 = (n + k= 1)8+67Nk71+17 o ON, = (TL +k— 1)8+67Nk

2n+m+1 -1

. . . oL 2 2
Seja agora Ny,41 0 menor inteiro positivo tal que 77 + ... + 7y, . > oA

Definamos:

1

INm+1 = -+ = VNpy1 — W

ONpm+1 = (n + m)8+67—Nm+l y o 9 ONpp1 = (n + m)8+5TNm+1

1
Ficam assim definidas duas sequéncias: (7s)s € ¢,, com || (7s)s o= —575 € (05)s tais
que 7, = Y505 para todo s € N.

Resta mostrarmos que (0)s estd em ly. Temos:

0o 00 N 00
Zagzz Z (n+k —1)28+9)7 ;n—i-k— 1)28+9) Z 72

S= Nk 1+1

e o0 e 2n+k71 -1
< Z<n+ E— 1)2(8+6) Z S (n+k— 2(8+9) ( _ —>

on+k—1
k=1 S:Nk,1+1
o (n 4+ k- 1)2(84—6) o (l 2(8+6 > 8+6)
ED = D Dl
k=1 l=n+k =1

A série ZT é convergente. De fato, pelo teste da razao, temos:
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l2(8+5) 21_1 B I 2(8+9) B 1 - 1 2(8+9)
20 (1 —1)26+9) — 2 \[—1 2 [—1

‘ 1 1 2(849) 1
com limsup — 1+ﬁ :§<1.

l—o0 2

0 I —1 2(8+9)

Assim, (04)s € Iy e chamando A = Z—( 2l)_1
=1

Temos entao o seguinte resultado de fatoracao:

, temos || (04)s [2< A. m

Teorema 2.1.16 Seja T' € Lys(Hy, ..., H,; G). Entdo, para todo espago de Banach de

dimensao infinita Z, T admite uma fatoracao:

T
Hy x..xH, ——G
S

Z
onde S € L(Hy,....,H,;Z) eV € L(Z;G). Mais ainda, V pode ser escolhido de tal forma

que ele seja um operador compacto e 2-somante e S, compacto.

Prova. Seja T' € Lys(H, ..., H,; G). Vamos supor, sem perda de generalidade, que
| T [|ms= 1.

Pelo lema 2.1.15, temos que 7" € Lys(Lus(Hu, ..., Hy;K)';G). Escrevamos T =
ZTS<. | hs)gs, onde (75)s € la, || (75)s |2 =|| T" llus =|| T ||us, = 1, (hs)s é uma colecao
o;tonormal em Lgs(Hy, ..., H,;; K) = H e (g5)s, uma colegao ortonormal em G. Dado

m € N, pelo lema 1.1.22, temos 7, = ;0,05 para cada s € N, com o = (ag)s e = (5s)s

1

[
mits

sequéncias de ¢, (s = Bs = /7s)s || @ |loo = B |lec = d > 0fixadoe o = (05)s € lo,

| o ||2< A (mesma notagao da demonstragao de 1.1.22).
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Pelo teorema de fatoragao de Diestel-Jarchow-Tonge ( 1.1.21), 7" admite a fatoracao:

T"=vow,onde w € L(H;Z), H= Lys(Hy, ..., H;;K), v € L(Z;G), ambos compactos

e v, 2-somante. Além disso,

1
)
mit3

1
[w <85 lle=38

1
[0 [las2< 12C [ o l2]} v floo |l B [l < 12AC

56
m5+§

comA>0el<(C<A4.

Seja L € L(Hy,...,H,; H), L(hy, ..., hy)(u) = u(hq, ..., hy), paracadau € Lys(Hy, ..

8

=.
mit+3

Definimos S € L(Hy, ..., Hy; Z), S =wo L. Temos que || S [|<||w |||| L || <

Agora, para h; € H;, j=1,...,ne ¢ € G', podemos escrever:
T"(L(hy, ..., h))(g') = (L(h1, ..., hy), (T'g")) = T'q' (hq, ..., h)

={¢",T(h1,....hn)) = J(T(h1,....h,)) (¢")

onde J : G — G" é o operador canonico. Assim,
v08(h1, ..., hy) = vowo L(hy, ..., h,) = T"o L(hy, ....; hy) = J(T(hy, ..., h,)) = T(hy, ...

Ou seja, temos o diagrama:

T
H x..xH, ——G

onde v € L4s2(Z; G) é compacto.

. Hy K.
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Resta verificarmos que S é uma aplicagdo compacta. Seja (zx)r uma sequéncia em
B, X ... X By, v = (z, ..., 2}), k € N. Como w é compacto e (L(xy)), é uma sequéncia

em B, q(m,... m,:xy (pois || L ||< 1), existe uma subsequeéncia (L(zy,,)),, de tal sequéncia

para a qual (w o L(zy,,)),, converge em Z. Logo, S = w o L é compacta. m

Observagao 2.1.17 Usamos na demonstrag¢io do teorema 2.1.16 que || T ||gs= 1.

Caso || T ||gs# 1, podemos utilizar o sequinte procedimento: sabemos que T" ad-
mite uma representacao T = ZTS(. | hs)gs como na demonstracio de 2.1.16, com
I (7)s o=l T" Nzs=I T lluis -

Usando a demonstracdo do lema 1.1.22 (antes de 2.1.16):

T

S _
H T HHS - Oéso-sﬁs

para todo s € N, a = (ag)s € = (0s)s em ¢, e 0 = (04)s € lo. Assim:

Ts = Oéso-s<ﬁs’| T ||HS>

A sequéncia (|| T ||us Bs)s passa a fazer o papel de (Bs)s na demonstragdo anterior.

Dessa forma, podemos obter v e S tais que
TR
” v ||as,2§ 12AC || T ||;-IS T e50
mot

1
[
mit3

1
ISI<8IT [lzs

(mesma notagao usada em 2.1.16).
Hd outras formas de se considerar as normas acima, mas a considerada € (uma das)

a que nos dard melhores resultados na fatoracdao de aplicagcoes holomorfas.
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Como consequéncia do teorema 2.1.16, temos:

Corolério 2.1.18 Seja T € Lys(Hy, ..., Hy; G). Entao, T admite uma fatoragdao:

T
Hy x..xH, G

S

X
onde X é um espago Lo, (ou Ly), S € L(Hy,.... H,; X) eV € L(X;G).
Observacao 2.1.19 O coroldrio 2.1.18 pode ser demonstrada sem uso do teorema 2.1.16.
Basta reproduzirmos a demonstragao de 2.1.16 usando o teorema de Lindenstrauss-Pelczynsk:
(1.1.20) ao invés do teorema de Diestel-Jarchow-Tonge (1.1.21).
No caso L, S eV podem ser escolhidos de tal forma que || S |[<1e | V ||<|| T ||us-

No caso Ly, S eV podem ser tais que || S ||<|| T |las e || V [|< 1.

As reciprocas de 2.1.16 e 2.1.18 geralmente nao sao verdadeiras. O exemplo a seguir

comprova esse fato.

Exemplo 2.1.20 Sejam H um espago de Hilbert separdvel e (h;)32, uma base ortonormal

de H. Definamos:
T:Hx..xH—K

T(x',..,x") =3, %(a:l | hj)...(x™ | hy)

Sejam Z um espago de Banach e b € Z, com || b ||= 1. Definamos:

S:Hx..xH—Z
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FEscrevamos Y = {ab;ja € K} C Z e

V:Yy —K
V(ab) = a.

Pelo teorema de Hahn-Banach, existe Ve Z tal que V estende V. Temos ainda que:

Ou seja, T admite uma fatoragao da forma:

K

H x..x H,

IS V

Z
Por outro lado, temos que T & Lys("H;K), pois

ooy L ey
Z |T(hj17"'7hjn)| _;| \/j| ;]

Jiyeesdn

€ uma série divergente.

Uma pergunta natural agora seria: existe um conjunto de aplicagoes que contém as
aplicagoes de Hilbert-Schmidt e que admite a equivaléncia nos resultados de fatoracao
desta secao?

Comecamos a investigacao com as aplicagoes completamente absolutamente p-somantes,
quando p € [1,2) (veja 2.1.3). No caso p = 1, o problema fica em aberto. Nos demais
casos, a resposta é negativa. Vamos exibir uma aplicagao multilinear que admite fatoracao

através de qualquer espaco de Banach ( usando uma aplica¢ao multilinear e um operador
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linear), mas que nao é completamente p-somante para todo p € (1,2). O exemplo abaixo

esclarece nossa afirmativa:

Exemplo 2.1.21 Seja T € L(%l3;K), T(z,y) = ijyj, onde v = (x;); ey = (y;);
j=1
estao em ls.

Pam0<€<p

— 1
o ea= Wp—i-e, definamos: x* = (§; E)j, onde d;;, € o simbolo de

Kronecker. Temos que (2°)72, € L,w(la): se 2’ = (z}); € Iy = Iy, usando a desigualdade
de Holder (1.0.1), podemos escrever:

1
o0 P [e.e] o0 P o0 1 P
sup (§:|<xcxk> |p> — sup (zn}jx;-x;“ \p) ~ sup (Zm; | e )
T EDI, 1 k=1 j=1

ke I’EB[2

A
z
o)
VR
WE
=
T o
N——
[§])
-
o
S
i
N——
¥
IA
N
WE
S
I
N—
8|
A
3

S ITER ) =Y

4, k=1 k=1

1 —1
e a série /=T € divergente, uma vez que 2ap =2 —p+2pe <2 —p—+2p (292—) = 1.
“ P
k=1

Por outro lado, T admite o sequndo tipo de fatoracdao através de qualquer espaco

normado (# {0}). A demonstragdo desse fato é a mesma do exemplo 2.1.20.

Partimos entao para as aplicagoes fortemente p-somantes introduzidas por Dimant em

[8]. A definigao é a seguinte:
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Definicao 2.1.22 Seja p > 1. Uma aplicagio T € L(E, ..., E,; G) € dita fortemente
p-somante se existe uma constante C > 0 tal que, para todo x’i, ,xﬁn ekb,i=1,...n

tem-se:

B =

(Zuﬂx;,...,xmp) <C  sup (Zwu;,...,xw)
j=1 En)

Vamos indicar por Las ,(En, ..., En; F) o conjunto de tais aplicagoes. O infimo de todas
as constantes C' > 0 que satisfazem a desigualdade acima serd denotado por || . ||sasp € €
uma norma para o espago Lsas,(E, ..., By F). Esse espaco com a norma apresentada é

um espago completo.

Pode-se provar que Lggsp(En, ..., Eni F) C Loasg(Er, ..., Epy F) para 1 < p < g < +00.
O espago das aplicacoes fortemente 2-somantes se mostra interessante: sabemos que
seT € Lys(Hy,...,H,;G), entao T =V o S (2.1.18), onde S € L(H, ..., H,; X), X é um

espaco Lo € V € Laso(X;G) . Assim, sejam hY, ... k" € Hy, k=1,.. n.

(Z | 7o |!2>

<V llasell (S, 2)) 7 lwz =V Jlas.2 Sup (Z! ¢, S(hj, ..., h})) |2>

NI
NI

(Z | Vo S(hi,...hY) ”2>

[N

1
2
<[V llasz2ll S sup Y(h;, ..., " .
IV szl ST HmK)<§| i1

7j=1
Isso mostra que T' € Lgus52(Ha, ..., Hy; G) e temos Lys(Hy, ..., Hy; G) C Logs2(H, ..., Hy; G).

E possivel mostrar também que Lys(Hy,.... Hy;G) C Lsasi(Hy, ..., Hy; G) (usando o
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corolario 2.1.18 para fatoracdo através de um espago £, lembrando que V' € L,51(X; G),

X espago L;: 1.1.12).

E também importante comentarmos que todos os funcionais multilineares sdo forte-
mente 1-somantes (e, portanto, fortemente p-somantes para todo p > 1): eles admitem
fatoragdo como no exemplo 2.1.20 através de qualquer espaco normado ( # {0}). Fica
entdo simples mostrar que a inclusdo Lys(Hy, ..., Hy; G) C Lggsa1(Ha, ..., Hy; G) ¢ estrita:
basta exibirmos um funcional multilinear que nao seja de Hilbert-Schmidt (veja, por ex-

emplo, 2.1.20).

A conclusoes que obtivemos nos dois paragrafos anteriores ja tinham sido tiradas por
Dimant em [8] e [5], de forma diferente do que fizemos, usando a definigao e propriedades

das aplicagoes fortemente p-somantes.

Nao sabemos se aplicacoes fortemente p-somantes definidas em espacos de Hilbert
admitem as fatoragoes como em 2.1.16 e 2.1.18. Trabalhando com espagos de Banach
em geral, temos que aplicagoes fortemente 2-somantes nao admitem fatoracao através de
espagos L1 (e, portanto, nao admitem fatoracdo como em 2.1.16). Isso ocorre porque
a inclusao Lgs1(Er, ..., B F) C Las2(En, ..., By F) é geralmente estrita : a aplicacao
Dy € L(Mcy; o), Da(z?,...,2™) = Mpxp...x™)22,, onde A = (A\,)n € lo \ I3, é fortemente

2-somante, mas nao é fortemente 1-somante ([8], observagao 1.8).

O problema de se obter um conjunto de aplicagoes multilineares, contendo as aplicagoes
de Hilbert-Schmidt e que ainda se fatoram como nos resultados estudados (ou seja, como

a composi¢ao de uma aplicagdo multilinear com um operador linear) fica em aberto. Pelo
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que vimos, esse conjunto deve estar contido em Ly,52(Hy, ..., Hy; G).
Vamos prosseguir agora no estudo da fatoracao de polinomios de Hilbert-Schmidst.

Corolério 2.1.23 ( do Teorema 2.1.16) Seja P € Pys("H;G). Entao, para todo espago

P
G

de Banach de dimensao infinita Z, P admite uma fatoracao da forma:

H

¢ Vv

onde Qe P("H;Z) eV € L(Z;G).
Mais ainda, V' pode ser escolhido de tal forma que ele seja compacto e 2-somante.

Prova. Seja P € Pys("H;G). Entao, Pe Lys("H;G) e por 2.1.16, P admite uma

fatoracao da forma:
P
Hx..xH G
S
Vv
Z
onde S € L("H;Z),V € L4s2(Z;G), ambos compactos, com
o1 1 1 1
IV o2 12AC Pl —5 = 12AC P llis —5 ©
1 1 1
— 4
;=8P s oy

v 1
< 4
IS 1< 81 P llks —

9 >0, m € N fixos, A > 0 uma constante independente de m € Ne 1 < C < 4 (veja

2.1.17).
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Chamando @) = 5’, temos P =V o (), com

L]
I Q ll= Sup I Q(h) [I= sup || S(hy... W) IS[FS IS8 P lls —

||l <1 mits

Corolario 2.1.24 (do coroldrio 2.1.23) Seja P € Pus("H;G). Entio, P admite uma

fatoracao da forma

X
onde X € um espago Lo (ou L), Q € P("H; X) e V € L(X;G).

As reciprocas dos resultados 2.1.23 e 2.1.24 nao sao validas em geral.

Exemplo 2.1.25 Tomemos P € P("H;K) definida por P(z) = Z%(I | hj), onde
(hj)52, € uma base ortonormal do espago de Hilbert separdvel H. ]Dado um espago de
Banach Z, ja vimos que (exemplo 2.1.20) T = P admite uma fatoragao da forma
T=VoS,ondeSeL"H;Z) eV € L(Z;K). Consequentemente, P =V o S,

Por outro lado, temos que P & Pys("H;K), pois P = T nio é uma aplicagcao de

Hilbert-Schmidt.

2.2 Aplicacoes Holomorfas de Hilbert-Schmidt

Nesta parte, vamos estudar as aplicacoes holomorfas de Hilbert-Schmidt e suas pro-

priedades. Nosso objetivo é obter resultados semelhantes aqueles que ocorrem com polinémios
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de Hilbert-Schmidt, aproveitando o fato de que aplicagoes holomorfas desse tipo podem
ser representadas como uma série formada de polinomios de Hilbert-Schmidt.

Nesta secao, se nada for dito ao contrario, vamos utilizar apenas espagos sobre o corpo
dos complexos.

Iniciamos com a seguinte proposicao:

Proposigao 2.2.1 (Pys ("H;G)).>_, € um tipo HS-holomorfia (para espagos de Hilbert,

no sentido de Nachbin, veja defini¢ao 1.5.6)

Prova. Nao é dificil ver que Pys(™H;G) é um subespago vetorial de P(™H; G) para
todo m € N, e por definicdo, temos Pys(*H; G) = G.
Sejam agora | < m, P € Pyg("H;G) e x € H. Vamos mostrar que d'P(z) €

Lys(‘H;G). Para isso, seja (h;); uma base ortonormal de H. Assim:

Z || dlp(x) (hj17"'7hjl) ||2 = Z || l| <T> pl‘mil (hjl""’hjl) ||2

Jlsendi Jlsedi
2(m—1) (71 2 D o ! 2
et (1 () S 12 () Gt |
J1
2 o
< ((m) e P00 P s
parax € H, x # 0. Se x = 0, temos:

d'P(0)=0sel#m

dP0)=1UPsel=m

Concluimos que d'P(z) € Lys('H; G) para todo | < m. Ainda:
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NI

| d'P(2) |lus =] d'P(x) |lus = ( > IHdP() (oo ) ||2>

J1seesdl
= Q?) |2 ™) P llgs <270 || P llus ||« ||™ "

Chamando o = 2, temos a desigualdade esperada:

1 7 m 5 m— m m—
i d'P() [lus < o™ || Pllus | @ ™" = o™ | P |lusl = ™.

As aplicac¢oes holomorfas de Hilbert-Schmidt foram utilizadas por Dwyer em sua tese

(veja [9]) e podem ser definidas da seguinte forma:

Definigao 2.2.2 Sejam U C H um aberto de H e f € H(U;G). Dizemos que f é uma
aplicagao de Hilbert-Schmidt em x € U se ocorrem as sequintes condigoes:
(1) d"f(z) € Pus("H;G) para todo m € N, e
(2) existem reais C > 0 e ¢ > 0 tais que || %csz(x) |lzs< Cc™ para todo m € N,.
Se f € de Hilbert-Schmudt em todo x € U, vamos dizer que f € de Hilbert-Schmaidt em

U. Vamos denotar o conjunto de tais aplica¢oes por Hgs(U; G).

Temos também as aplicagoes holomorfas de Hilbert-Schmidt de tipo limitado (veja [9],

11.10):

Definigao 2.2.3 Seja f € H(H; G). Dizemos que f é uma aplicacao de Hilbert-Schmidt
de tipo limitado se f satisfaz as sequintes condigoes:
(1) d™f(0) € Pus(™H;G) para todo m € N e

(2) lim - || 4" (0) s} =0.
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Indicaremos por Hb,4(H; G) o espago de tais aplicagies.

2.2.1 Propriedades das Aplicagcoes Holomorfas de Hilbert-Schmidt

Vamos inicialmente tratar de um caso particular de aplicacoes holomorfas de Hilbert-

Schmidt: os polinomios de Hilbert-Schmidt.

Proposicao 2.2.4 Seu e L(Hy;H), ve L(G;G1) e P e Pus("H;G), entdovo Pou €

Pus("Hi;G1) e |voPoulus <[ v [ Pllus || ul"

Prova. Para x,...,z, € Hy, podemos escrever (usando 1.2.1):

1
(voPo u)\/(xl, ey X)) = Z €1...6n(vo Pou) (121 + ... + €py,)
2|
ej=%x1
1 v
=v onpl Z 61"'€”P(61u‘r1+"'+€nu«rn> :UOP<UZL’1,...,U(L’”)

ej==%1

= (,U o Po(u, ,u)) (1, .oy )

Como P € Lys("H;G) = Lyas2("H; G), segue que vopo(u, ) € Lpas2("Hy; Gh) =

Lys("Hy; Gy) e:

lvoPo(u.u) llus = voPo(u.u) lljass <0l Pllasz | u |

= ol | P llas [l w "
Logo, vo Pou € Pys("Hy;Gy) e ainda:

lvoPoulus<llvll P llusl .

Para aplicacoes holomorfas de Hilbert-Schmidt, podemos mostrar:
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Proposigao 2.2.5 Se f € Huys(H;G), ue L(H1;H) ev € L(G;G), entaovo fou €

Hus(Hy; Gy).

Prova. Escrevamos h = v o f ou. Temos:

(1) d™h(zy) € Pug(™Hy; Gy) para todo 21 € Hy e todo m € N,, pois d"h(z1) = v o
d™ f(uz) o u, com d™ f(uz,) € Pps(™H;G) (usando a proposicio 2.2.4).

(2) Chamando x = ux;, como f é de Hilbert-Schmidt em z, existem C' > 0 e ¢ > 0 tais

1 -
que || —d" f(z) |us< Cc™ para todo m € N,.
m!

Assim, para todo m € N,, podemos escrever:

1 m 1 m 1 m m
Il —5d"h(z1) s =l —vod™fluz) oullus <[ vl || —d™ f(z) llas [l wll

<G [l [l ul™

1 .

Chamando d = c ||u || e D = C || v ||, temos: || —'dmh(xl) lzs < Dd™ para todo
m!

m € N,.

Portanto, h é de Hilbert-Schmidt em z;. m

Observagao 2.2.6 A proposicao acima poderia ser enunciada da sequinte forma: ”Sejam
feHU;G), U um aberto de H, w € L(H; H) ev € L(G;Gy). Se f € uma aplicagio de
Hilbert-Schmidt em uxy € U, x1 € Hy, entdo vo fou é uma aplicagao de Hilbert-Schmidt

emx, € H”.

Podemos ainda demonstrar a seguinte proposicao para aplicagoes de Hilbert-Schmidt

de tipo limitadas:
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Proposigao 2.2.7 Se f € Hyp(H;G), u e L(H1;H) ev € L(G;GY), entdo vo fou €

HHb(H1; Gl)-

Os proximos resultados ( 2.2.8 e 2.2.9 ) foram demonstrados por Dwyer em [9]
( proposicoes I11.1 e II1.3 ) para aplica¢oes holomorfas com valores escalares. As mesmas
demonstracoes, com pequenas modificagoes, podem ser usadas para provar 2.2.8 e 2.2.9:
Proposicao 2.2.8 Dados k,n € N, k < n, se P € Py,("H;G), entao cZkP(x) €

1

PHS<HH; G) € H k'

“P@) lus= (v) I P llus] = "
Proposicio 2.2.9 Se f € Hyy(H:G), entio d*f(z) € Pug(*H:G), neN, z € H.

Observacao 2.2.10 Como consequéncia da demonstracao da proposicao 2.2.9, pode-se

obter:
1
k

. | R
tim (1840 Lus) " =0

para todo x € H quando f € Huy(H; G) (veja Observagio I11.4 em [9]).
A préxima defini¢ao pode ser vista em [37].

Definigao 2.2.11 Sejam s < r e f € H(U;F), onde U é um aberto de E. f € dita
uma aplicacao completamente absolutamente (r;s)-somante em x € U se f € do tipo
fas, (r;s) — holomor fia em x € E (1.3.6), isto é:
(1) d™f(x) € Pas o) (" E; F) para todo m € N, e

(2) existem reais C' >0 e ¢ > 0 tais que

1 m m
| L0 @) oo Ce
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para todo m € N,,.
Se f é completamente absolutamente (r;s)-somante em todo x € U, vamos dizer que f
¢ completamente absolutamente (r;s)-somante em U. Vamos indicar por H s rys)(U; F)

o conjunto de todas as aplicacoes dessa forma.

Temos agora uma relacao importante entre aplicacoes de Hilbert-Schmidt e as comple-

tamente absolutamente (r;s)-somante, como acontece nos casos multilinear e polinomial.

Proposicao 2.2.12 .
(i) Hus(H; G) C Hyasp(H; G) para todo p > 0.

(1t) Hus(H; G) = Hpasp(H; G) para todo p > 2.

Prova. .
(i) Sejam f € Hys(H;G) e x € H. Assim, d*f(z) € Pus(*H:G) C Prasp("H; G), para

p > 0. Ainda:

I F @) s (di) | L0 < € (d_)

1 -
para k € N,, pois || gdkf(m) |zs< Cc” para C > 0 e ¢ > 0 adequados.
Logo, f € Hyasp(H; G) para todo p > 0.
(ii) Sejam p > 2, f € Hpasp(H;G) e & € H. Assim, d°f(z) € Prasp(*H;G) =

PHs(kH; G) Ainda:
I —d’“ (@) llas< (b)" —d’“ F (@) llsasp< Cleby)"

para k € N,.

Logo, f € Huys(H;G) paratodop > 2. m
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2.2.2 Resultados de Fatoracao

Vamos agora apresentar alguns resultados de fatoracao para aplicagoes holomorfas de
Hilbert-Schmidt.

Inicialmente, enunciemos o seguinte resultado, que sera de grande importancia para
demonstrar os resultados iniciais desta parte. Uma demonstracao pode ser vista em [27]

e ¢ baseada em idéias exibidas em [2].

Teorema 2.2.13 (Pellegrino - Souza) Suponha que L(E;H) = Las2(E; H) para todo

espago de Hilbert H. Entdao, H(E; H) = Hyas2(E; H).

Vamos agora apresentar o primeiro resultado de fatoragao:

Teorema 2.2.14 Seja f € H(H;G). Se f admite uma fatoragdo da forma:

f

H G

S

X

onde X é um espaco Lo, S € L(H; X) e g € H(X;G), entio f € Huys(H; Q).

Prova. Suponha que f admita a fatoracao enunciada no resultado. Pelo teorema
2.2.13, temos que g € H(X;G) = Hyas2(X; G), pois L(X; G) = L4s2(X; G) qualquer que
seja o espago de Hilbert G (1.1.13). Usando a proposigao 1.3.9 e o resultado 2.2.12; segue

que f = gOS € Hfas,2(H; G) = HHS(H, G) |
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O resultado acima vale também para o caso do espago X ser £; no lugar de L.
A demonstracao ¢ a mesma, bastando observar que L(X;H) = L4s2(X; H), para todo

espago de Hilbert H (1.1.12 e 1.1.15).

Como consequeéncia do resultado 2.2.14, temos:

Corolario 2.2.15 Seja f € H(H;G). Se, para todo espago de Banach Z de dimensdo

infinita, f admite uma fatoragao da forma:

H

S

Z

onde S € L(H;Z) e g € H(Z;G), entdo f € Hus(H;G).

Quanto a demonstragao do resultado 2.2.15, basta tomar Z como um espaco L., €
usar o resultado 2.2.14 para concluir.

As reciprocas dos resultados 2.2.15 e 2.2.14 nao sao vélidas em geral. Basta observar-
mos que Pys("H;G) C Hys(H;G) e que tais resultados nao valem para os polinémios
(veja 2.1.12).

Examinando um outro tipo de fatoracao para aplicacoes de Hilbert-Schmidt como

fizemos nos casos multilinear e polinomial, vamos enunciar:

Teorema 2.2.16 Seja f € H(U; G), onde U é um aberto de H. Suponha que f seja uma



56

aplicagao de Hilbert-Schmidt em h, € U. Entao, f admite uma fatoracao da forma:

f

U, G

X

onde X € um espago Lo, U, C H € uma vizinhanca de h, em U, g € H(U,; X) e

VeLX:q).

O teorema acima pode ser enunciado também para o caso L1, ou seja, existe um espaco
X que é L para o qual f admite uma fatoracao como a citada no enunciado.
Antes de prosseguirmos na demonstracao do teorema 2.2.16, vamos apresentar um

lema preparatoério:

Lema 2.2.17 .

(1) loo(X) € um espago injetivo se X é um espago com a propriedade da extensao métrica
(veja 1.1.9).

(i7) 1;(Y) € um espago L1 se Y € um espago de Banach tal que Y’ tem a propriedade da
extensao métrica.

(11i) C x F € um espaco L, se F' é um espago L,, 1 < p < 00.

Prova. (i) Sejam F um espago de Banach e Y C F um subespago de E. Consideremos

também T € L (Y;1(X)). Para cada y € Y, podemos escrever:

Ty = (Y1, ., Yn, --.) = (Thy, ..., Thy, ...)
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onde T; € L(Y; X), T;(y) = mj0oT(y), 5 € N. Aqui, 7; denota a j-ésima projecao de
l(X) sobre X. Como X possui a propriedade da extensao métrica, existe Tj € LIE;X)
que estende T e || 7 |=I| T [, j € N

Para cada © € E, escrevamos: T'(z) = (v, ..., Ty, ...).

Inicialmente, observemos que (7;x); € lo(X), pois:
I T 1<V T5 A (=175 1112 (1< (T[] (F<[F T[] ]

para todo 5 € N, para todo = € F.

Temos também que 7" ¢é linear, T ¢ continua, pois:
| T ||= sup || Ty [|<[[ T[]l = |
jeN

e claramente, T estende 7.
Portanto, [, (X) é um espago injetivo.
(ii) Basta observarmos que [1(Y) = l(Y"), loo(Y’) é um espago L, (veja (i) e 1.1.11).
Logo, {1 (Y") é um espago £ (1.1.10).
(iii) Denotemos: E = C x F e seja X C E um subespago de dimensao finita de E. Se
p € L(E;C) e pp € L(FE;F) denotam as projegoes de E em C e F respectivamente,
temos que p;(X) C C e po(X) C F sao subespagos de C e F' de dimensao finita.
Chamemos Y; = C D p;(X) e sendo F' um espago L, para algum A > 1, indiquemos
por Y, um subespago de F' de dimensao finita contendo py(X) e para o qual existe um
isomorfismo vy : Yo — 172, com ny = dimYa, || vz || || v3' ||< A. Consideremos ainda

v Y] — l; tal que vy (y1) = y1 para todo y; € Y.
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Definamos:
v Yy XYy — I x I
v(y1, Y2) = (V1y1, vay)
v € linear, bijetivo , continuo e sua inversa é dada por:
v X I — Y X Y,
-1 ~1 —1
v (X, o) = (v] T, vy o)

Quanto as normas de v e v™!, podemos escrever:

oy, y2) [1=I (viyr, vaye) (= max{[| vy [|, | vaye I} < max{|| yo ||, (| v2 Il v I}

Para || (y1,92) [|[= max{[| yu [, [| y2 [[} < 1, temos que || v [|< max{1, |[ vy [|}.

Analogamente: || v™! ||< max{1,]|| v;* ||}. Logo:
o o™t 1< max{ L [ vz [l og " I oz 1 og 1} < max{[f vs |, [ vg " [, A} =0

Podemos identificar o espago [, X [;* com l;f”? da seguinte forma:

.71 ng 14+n9
Vil x 2 — 1

Py, m9) = (21), 252

onde 7y = (:c%)?il €2, 2 = x¥ para 1 <k <nyeziip =2

Assim, temos um isomorfismo v : Y — lgimy, onde Y =Y xY,, X CYe
vl [|v™"[|< 8, 6> 1. Isto nos diz que E é um espago L, ¢. ®
Finalmente, podemos demonstrar o teorema 2.2.16:
Prova. Vamos supor inicialmente que f(h,) = 0. Chamemos P, = %d" f(ho) €

Pus("H; G) para todo n € N. Pela definigao, existem C' > 0 e ¢ > 0 tais que || P, ||gs<



Cc" para todo n € N. Pelo resultado 2.1.23, P, admite uma fatoracao da forma:

b,

H G

@n

loo

onde

8 1
| @Qn lI< perey I Pl s

48A

1
| Vi llas2< ey | Pl s

A > 0 independente da escolha de n € N (veja demonstracao de 2.1.23).

Seja € > 0 tal que ect < 1. Bscrevamos:

R,=¢"Q, € P("H;ly)
v, = €'V, € L(lo; G)
X =lo(lso)
in : loo — X a inclusao na n-ésima coordenada

Tn : X — ls a projecao da n-ésima coordenada.

Temos que v, o R, =V, 0Q, = P,.
Podemos escrever, para cada n € N:

1 1
87 e _ &7
I P llfis< e

- - —_—
( 1>1+8 < 1>1+8
nn nn

=

| R "< e || Qulln< e Ot

9

Logo, limsup || R, H%S e et Assim, a aplicacao definida por:

n—oo

g(h) = in o Ry(h — hy)

n=1

29
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¢ holomorfa em uma vizinhanca U, de h, em U. Vamos supor, sem perda de generalidade,

que f(h ZP (h — h,) para todo h € U,.

n=1

Observemos agora que:

ZH%O%HSZH%H:Z”HV H<48AZ perll Pu s

< 48ACH Ze i 155 < 48AC' Z g

oo oo

1
onde Z o converge. Assim, vamos definir: v: X — G, vz = Z(vn o) ().

n:ln

n=1

Temos que v € L(X;G). Mais ainda, para cada h € U,:

(vog)(h) = Z(vn o y) (sz o Rp(h — hy,) ) Zvn o R,(h — hy)

n=1 k=1 n=1

=Y Pu(h—h,) = f(h).
n=1
Vamos agora supor que f(h,) # 0. Definamos: f; € H(U; G), fi(h) = f(h) — f(ho).

f1 é uma aplicagao holomorfa de Hilbert-Schmidt em h, € U e satisfaz:
1, 1 .
| —d" fi(ho) llms=Il —d" f(ho) |lus< Ce

para todo n € N,. Pela parte anterior, existem v' € £(X1;G) e g1 € H(Uy; X1) tais que
fi =v'ogi, onde U; C U é uma vizinhanca de h, € U e X; é um espaco L.

Chamemos X = C x X; (um espago Ly - 2.2.17) e consideremos p; : X — C e
po : X — X as projecoes correspondentes.

Escrevamos:
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g ¢ holomorfa em U;. Ainda, v € L(X;G) e:
(vog)(h) = fho)pr(g(h)) +v" o pa(g(h)) = f(ho) +v' 0 g1(h) = f(ho) + fi(h) = f(h)

para todo h € U;. m

Como consequéncia da demonstracao do resultado 2.2.16 acima, temos:

Corolario 2.2.18 Se f € HY,o(H;G), entdo f admite uma fatoracio da forma:

f

H G

X
onde X € um espaco Lo, g € HY(H; X) e V € L(X;G).
Prova. Basta observarmos que, no paragrafo marcado com (*) da demonstragao de

2.2.16, teriamos:

1 _ 1
0<| Ry [n< e Pu s

n

nn
1
onde lim || P, ||;7s= 0.
n—oo

Logo, a aplicagao g definida por:

g(h) = in 0 Ry(h — hy)

(mesma notagao da demonstragao do resultado anterior) é holomorfa em H. m
Para demonstrarmos o caso da fatoracao através de um espaco L1, procedemos como
na demonstracao de 2.2.16, usando o espaco /; no lugar de [/, para a fatoracao de cada

polinémio P,. Em seguida, tomamos X = [;(l;). Pelo lema 2.2.17, X é um espago L.
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E importante ressaltarmos que é possivel demonstrar 2.2.16 usando o teorema de
Lindenstrauss-Pelczynski ( 1.1.20) para cada polinémio P, ( veja 2.1.19). No caso L, os
resultados 2.2.16 e 2.2.18 sao os mesmos. No caso L., mesmo supondo que f é de tipo
Hilbert-Schmidt limitada, nao conseguimos obter uma aplicacao g que seja inteira. Por
isso, optamos por usar o resultado 2.1.23 (que faz uso do teorema de Diestel-Jarchow-
Tonge, 1.1.21) ao invés do resultado de Lindenstrauss-Pelczynski.

A reciproca de 2.2.16 nao é verdadeira em geral. O exemplo 2.1.25 é de uma aplicacao
holomorfa que admite uma fatoragao através de quaisquer espagos (diferentes de {0}).

Por outro lado, ela nao é de Hilbert-Schmidt pois, para todo h, € H, temos:

1 )
—d"P(h,) = P

onde P ¢ Lys("H;K).



Capitulo 3

Aplicacoes de tipo classes de

Schatten

Vamos trabalhar neste capitulo com as aplicagoes de tipo Classes de Schatten, em especial,
as de tipo 8. O capitulo esta dividido em trés partes. Na primeira secao, apresentamos
os resultados de fatoracao obtidos para aplicacoes multilineares e polinomios de tipo S
e, ainda, uma relacao interessante entre tais aplicagoes e as aplicagoes dominadas. Na
segunda se¢ao, trabalhamos com as aplicagoes holomorfas de tipo Ss e na tultima secao,
fazemos alguns comentarios sobre resultados de fatoracao para operadores lineares das
Classes de Schatten-von Neumann S, quando p # 2.

63
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3.1 Aplicacoes multilineares e polindomios de tipo classes

de Schatten

Para 0 < p < o0, a classe de Schatten-von Neumann de ordem p sera denotada por
S, e a norma (p-norma no caso 0 < p < 1) para tal espaco serd indicada por o,(.). Mais
detalhes sobre a teoria de tais operadores lineares podem ser vistas no primeiro capitulo
(1.1.14 e 1.1.15).

Como consta na lista de notacoes, Hy, ..., H,, H, G denotarao espacos de Hilbert sobre
um corpo K e Fy, ..., E,, E, F, espacos de Banach sobre K.

Vamos apresentar agora a definicao de aplicagoes multilineares de tipo classe de Schat-
ten. Essas aplicagoes foram estudadas com mais detalhes por Braunss e Junek em [4] e

também em [3] .

Definigao 3.1.1 Seja 0 < p < co. Uma aplicagao multilinear T' € L(H, ..., H,; F') € do
tipo S, se ezistem espagos de Hilbert K, ..., K,, operadores T; € S,(H;, K;),
i=1,...,n e uma aplica¢io S € L(K1, ..., K,; F) tais que T' = S o (11, ..., T,).

Vamos denotar o espago de tais aplicagoes por L(S,)(Hy, ..., Hy; F). Vamos anotar
ainda:

1T s, = nf || S [| 0p(T1)...0p(T0)

onde o infimo € tomado sobre todas as possiveis fatoragoes da forma acima. Para 0 < p <
L. s, €uma P norma e casop > 1, | . |ls, € uma L norma para L(S,)(Hj, ..., Hn; F).
n

L(S,) contém todas as aplicagoes multilineares de tipo finito (veja 1.2.3).
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Apresentamos a seguir alguns resultados basicos para tais classes. Para p > 2, veremos
um resultado anédlogo ao do caso linear ( 1.1.15). No caso p < 2, o resultado obtido é o

seguinte:
Proposicao 3.1.2 Para 0 <p <2, sejaT € L(Hy,..., Hy; F) tal que

J1? f

Z Z | T(hj,, ..., hS,) |» < oo para alguma base ortonormal (h%,)jies, de H;,
Ji Jn

i=1,...,n. Entao, T € L(S,)(Hy,...,Hy; F).

Em [4], Braunss e Junek mostraram a proposigao acima para o caso em que
H, = ..=H, = H e F é um espaco de Hilbert. Pequenas adaptacoes na forma de
escrever a demonstragao do resultado de Braunss e Junek nos dao a forma (mais geral)
como foi enunciada na proposicao acima. Por esse fato, vamos apresentar a demonstragao
aqui:

Prova.

Escrevamos A = J; X ... X J, e @ = (ji, ..., jn) € A. Para cada j = 1, ..., n, definamos:

SjHy =13, Si(r) = pala | 1))
a€A

1

onde m; : A — Jj é a j-ésima projecdo, j = 1,...,n, ta = T(hg, (4)s - P2, () ||% e (ga)a

é uma base ortonormal para [ .
Para cada j = 1, ..., n, verifiquemos que:

1. S;(H;) C 3. De fato, para x; € H;j:

1

1 1 1
<Z | tra(y | o) |2> < (Z | e Pl s 121 B HQ) <|[ |l (Z | Ha !2)

acA acA

< | (Z | e |P)p < oo )
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pois > | pta [P = Z | T(h,, ... b ) ||n < o0.

acA i, Jn
2. Sj ¢é linear para cadaj =1,...,n

3. S; é limitado para cada j = 1,...,n; basta observarmos a desigualdade (*) em 1.
4. S; € S,(Hj; 1) para todo j = 1,...,n. De fato, temos:

S; g — H; Sg/'(z) = Zﬂa(z | ga)hij(a)

acA

Para todo o € A, temos Sj(ga) = uahij(a), com || S5(ga) =] ta | € (Ha)a € L. Assim,
SieS (15 H;) e concluimos que S; € S,(Hj;13') (veja 1.1.15).

Finalmente, chamando G; = S;(H;), j = 1,...,n, definamos a seguinte aplicacao:

Q:G x..xG,—F

<Zﬂa T ‘ h gaa . Zﬂa Tn ’ h (a ) = T(l’l,...,.’ﬂn)

acA acA
Nao é dificil ver que @ é multilinear e que T' = Q o (S, ..., S,). Quanto a continuidade

de @, podemos escrever (usando a desigualdade de Hoélder - 1.0.1):

H@(meuh DS bl | B2 o )Hz!IT(fcl,---,rn)H

acA a€A

=|| T (Zm | RSB Y (2 | h;ph;;) |
jl jn
=1 (@ [ B (@ | KT (R, s T |
< > [ @ ) Lo | @ LR LT (R, b3 |

= Z | (@1 | Bryo)) | | (@0 | Ara@)) | 1
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= Z | a1 | hry(a) | oo | Ha(@n | Ar(a)) |

> | pal@ | bk > ttal@n | 12 o) 17
(S mo ) (3 )

N[

Tomemos K; = Gj, j = 1, ...,n. Podemos estender a aplicagao () ao espaco K x...x K,
de tal forma a obtermos Q € LKy, ... Ky F), com T = Qo (S1, ey Sn)-

Portanto, T' € L(S,)(Hy, ..., Hy; F). m

A reciproca do resultado anterior nao é vélida em geral. O exemplo abaixo comprova

essa afirmativa.

Exemplo 3.1.3 Sejam 0 < p < 2, G um espaco de Hilbert e T" uma aplicacao bilinear

definida por:
T lg X lQ — G

T(z,y) = (z[e)(y | 9)b
1
onde b € G, b# 0, g = (g;); € tal que g; = —, para todo j € N. e; denota o primeiro
J
elemento da base usual de ly. Temos que T € L(S,)(*la; G), pois T é de tipo finito.

Por outro lado:

SN Tlepen) 5= S5 11 s [ en)len | a)b |
k 7 : -
=Y Il o lE=3 15 )
k

k

1
onde —|% diver e, pois b <1.
k 96 POt g
k

Proposicao 3.1.4 Sejam 2 <p < oo eT € L(S,)(Hi, ..., Hy; F). Entao,

Z Z | T'(h 317 . hj,) |P< o0 para toda base ortonormal (B});.es, de H;, i=1,....n.
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Prova. Se T' € L(S,)(Hy, ..., H,; F'), entdo existem espagos de Hilbert Kj,..., K,
operadores da forma S; € S,(H;;K;), j = 1,...,n e uma aplicacdo multilinear @) €
L(Kq,..,K,; F) tais que T = Q o (51, ...,S,). Se (h;)] é uma base ortonormal de H;,

i=1,...,n, temos que Z | Si(h%,) [[P< 00, i=1,..,n. Assim:

Ji

Z ZHT jio e !LZ ZHQ (S1(hj,), - Su(B5)) |17
<[ Q" Z Z I 51 ||p [ISn(R3,) 117
=l Q" Z I'Sa(h Hp Z IS (hj, ) [[P< oo ()

Como consequéncia, obtemos o seguinte resultado:

Corolario 3.1.5 £(S;)(Hy, ..., H,;G) C Lus(Hy, ..., Hy;G). Ainda: | T ||us<| T ||s,

para todo T € L(S2)(Hy, ..., H,; G). A inclusdo €, em geral, estrita.

Para provarmos a desigualdade apresentada no enunciado do resultado 3.1.5 acima,
basta observarmos a desigualdade (*) na prova da proposi¢ao anterior (3.1.4). O seguinte

exemplo comprova que a inclusao do corolario acima é estrita.
Exemplo 3.1.6 Seja G um espago de Hilbert, G # {0}. Definamos:
T : lg X lg — G
T(x,y) = 3272, 52950

onde b€ G| bll=1ex=(x;);,y = (y;); €la. Temos que T € Lys(*lo; G), pois:

1
DD I T(egen) 7= = Pl |P< o0
J k k
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e; denota o j-ésimo elemento da base usual de l. Se T estivesse em L(S:)(%ly;G),
existiriam espacos de Hilbert Ky, Ky, operadores S1 € Sa(lo; K1), So € Sa(ly; Ks) e
S € L(Ky, K; Q) tais que T = S o (S1,.57).

1

Sejam (x3); € (23); € low(l2). Entdo:

DoNT@) ) 1= D 1 S(Siaf, Sead) | <[ S 1Y | Saaj [l Saaf |
j=1 j=1 J=1

<O 1Sl 2 | Sea? 172 < o0
=1 =1

pois S1 e Sy sdo operadores 2-somantes (veja 1.1.18). A expressio acima nos diz que

T € L%V (%,: G), o que ndo € verdade, jd que:

o o 1
S Teje) 1= 1=
j=1 j=1 J

diverge, com (€;); € law(l2).

Portanto, T ndo pode estar em L£(Ss)(*ly; G).

No caso polinomial, Braunss apresenta em [3] uma defini¢do para polinémios do tipo

Sp:

Definicao 3.1.7 Um polinomio P € P("H; F') € dito de tipo S, se existem um espago de
Hilbert K, um polinomio Q) € P("K; F) e um operador S € S,(H; K) tais que P = Qo S.

Vamos indicar o espago de tais polinomios por P(S,)("H; F) e vamos escrever:
P ls,= nf [| @ [ o,(5)"

onde o infimo € tomado sobre todas as fatoracoes da forma acima para P.
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Pode-se mostrar que || . ||s, € uma q -norma para o espago (veja [3], proposicao 3),
: , : : 2p ,
onde ¢ = min{l,p} sen =1 e F é um espaco de Hilbert; ¢ = min{1; F} se F' é um
p

2
espago de Banach nao Hilbert e n = 1; ¢ = min{—, B} sen > 2.
n’'n

Como no caso multilinear, temos a seguinte:

n

Proposicao 3.1.8 P(S:)("H; G) C Pus("H;G). Ainda: || P ||ps< n_' | P |ls, para
n!

todo P € P(S2)("H;G). A inclusao € estrita em geral.

Prova. Se P € P(S;)("H; G), entdao P = QoS,onde S € So(H; K),Q € P("K;G), K
um espaco de Hilbert. Usando a férmula de polarizacao (1.2.1), obtemos P = Qo(S, ..., S),
de onde concluimos que P € £(S;)("H;G). Logo, P € Lys("H;G), o que significa que
P e Pys("H;G).

Quanto a norma, podemos escrever (usando 1.2.2):
» » ) n n" n
1P Nas=Il £ las<Il P lls. <l @ | 02(5)" < —5 | @ || o2(:5)".

Como a a decomposi¢ao tomada no inicio para P € P(S2)("H; G) é arbitraria, segue

n
da desigualdade acima que: || P ||gs< n_' | P s, m
n!

Proposicao 3.1.9 Um polinomio P € P("H; F) esta em P(S,)("H; F) se, e somente

se, existe uma aplicacio M € L(S,)("H; F) tal que P = M.
Antes de demonstrarmos a proposi¢ao 3.1.9, precisamos de um lema:

Lema 3.1.10 Seja M € L(S,)("H; F). Entdo, € possivel obter uma fatoragdo da forma:

M =No(S,..,S), onde S € So(H; K), K € um espaco de Hilbert e N € L("K; F).
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Prova. (lema 3.1.10) Vamos fazer uma demonstragdo para o caso n = 2.

Seja M € L(S,)(*H; F). Por definigao, existem S; € Sy(H; K;), K; espago de Hilbert,
j=1,2e Re L(K;, Ks; F) tais que M = Ro (51, 52).

Definamos: K = K; @ Ky = {k1 @ ko; k1 € K1, ky € Ky} e consideremos as seguintes
operagoes em K:
Soma: (k1 @ k2) + (91 @ g2) = (k1 + g1) © (k2 + g2)
Mult. por escalar: A\(ky @ ko) = (Ak1) @& (Ak2)
Produto interno: (k1 @ ks | g1 @ g2) = (k1 | 91) + (k2 | 92)
para kj,9; € Kj, j =1,2e A e K.

Pode-se verificar que o espaco K, com as operacoes e o produto interno acima, é um
espago de Hilbert.

Vamos definir agora: S: H — K, S(h) = S1(h) ® Sa(h)

S € L(H; K). Ainda, se (h;); é uma base ortonormal em H, podemos escrever:
D NSk P=Y | Sihy @ Sohy 7= || Sihy [P + || Sahy [IP= 02(S1)* + 02(S2)*.
J J J

Chamando 7; : K — Kj a projecao mj(ky @ ko) = kj, j =1,2¢ N = Ro (m,m) €
LCK;G), temos que No (S,5) =M. m

Prova. (proposicao 3.1.9)
(=) Seja P € P(S;)("H; F). Por defini¢ao, existem um espago de Hilbert K, S €
S:(H;K) e @ € P("K; F) tais que P = Q o S. Usando a fémula de polarizacao (1.2.1),
podemos mostrar que P= Q o(9,...,8). Chamando M = P, obtemos o resultado.

(<) Seja P € P("H; K) e suponhamos que exista M € L£(S,)("H; F) tal que P = M.
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Vimos que existe uma decomposi¢do para M da forma: M = N o (S5,...,5), onde S €

S2(H; K), K é um espaco de Hilbert e N € L("K; F) (3.1.10). Assim, para h € H, temos:
P(h) = M(h) = M(h,...,h) = N(Sh,...,Sh) = N(Sh) = (N o S)(h)

onde S € So(H; K) e N € P("K; F). Logo, P € P(S,)("H;G). m

3.1.1 Resultados de Fatoracao

Vimos, na parte relativa a aplicacoes e polinomios de Hilbert-Schmidt, que nao é possivel
obter equivaléncias entre o fato de se ter aplicagoes multilineares ou polinomios de Hilbert-
Schmidt e fatoracoes através de espacos L1, L, e espacos de Banach de dimensao infinita
como ocorre no caso linear. Porém, restringindo as classes estudadas para £(S;) e P(Ss),
veremos que ¢ possivel obter equivaléncias na primeira forma de fatoragao. Isto é, as
aplicagoes de tipo classe de Schatten Sy sao aquelas que podem ser escritas como a com-
posicao de n operadores lineares e uma aplica¢ao n-linear 2-dominada (no caso n-linear)

e como um operador linear composto com um polinomio n-homogéneo 2-dominado.

Lema 3.1.11 Dados T € L(Ss)(Hi,...,H,; F) e € > 0, é possivel obter uma fatoragao
para T da forma: T = S o (wy, ..., wy), onde w; € So(Hj; K;), K; espago de Hilbert,

j=1l..,neSeLlL(Ky . K;F)tadqueoyw;))=1,53=1..nelS||<(1+e) | T |s,-

Prova. Pela defini¢ao de || T ||s,, dado € > 0, é possivel obtermos uma fatoracao

T =to(uy,..,u,) tal que u; € So(H;; K;), K; espaco de Hilbert, t € L(Ky, ..., K,; F)
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com || ¢ || [Jou(uy) < (1 +e) I T |s..
=1
J uj

oa(uy)

Escrevamos (supondo que u; # 0): w; = e S = (o2(uy)...o0(uy)) t.
Temos que T' = S o (wy, ..., wy), o2(w;) =1 e || S ||= o2(wr)...02(uy,) || t ||

<A+9T]s, =

Finalmente, temos:

Teorema 3.1.12 Seja T € L(Hq, ..., H,; F). Sao equivalentes:
(i) T € L(S2)(Hy, ..., Hy; F).

(i) T admite uma fatorag¢ao da forma:

T

H, x..xH, F
S1, .0, Sy
(St:50) g
X; x ... x X,

onde X; € um espago Loy, S; € L(Hj; X;), j=1,....,n eS8 € Lgo(Xq,..., Xpn; F).

(i1i) T admite uma fatora¢ao da forma:

T
H, x..xH, F
Ry,....R,
(F1 ) »
Yi x...xY,

onde Y; é um espaco L1, Rj € L(H;;Y;), j=1,...,n e R& Lgo(Y1,....,Yn; F).

Mais ainda, S, S, ..., S, podem ser obtidas em (ii) de tal forma que
| S llae< (1+€) || T|s, ell Sjll=1, para todo j =1,....,n e R, Ry, ..., R, em (iii), tais
que | R [la2 < (1 +€)(ka)" || T |lsys || Bj ||=1, onde € > 0 e kg € uma constante de

Grothendieck (veja [7], 1.14).
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Prova. (i)= (ii) Seja T € L(S2)(Hy, ..., Hy; F'). Por definicao, existem espacgos de
Hilbert K, ..., K, w; € S3(Hj; K;) = Lus(Hj Kj), j=1,...,ne L € L(Ky,...,K,; F)
tais que T'= L o (wy, ..., w,). Dado € > 0, esta fatoracao pode ser tomada de tal forma
que || L || ﬁag(wj) < (1+¢€)|T]|s, Usando o teorema de fatoracao de Lindenstrauss-
Pelczynski]:(;eorema 1.1.20) para os operadores wy, ..., w,, temos que w; = L; o S;, onde
Sj € L(Hj X;), || S5 =1, Lj € (X33 K)), || Lj |las2< o2(wy) e X; é um espago Lo,
7=1..n.

Chamando S = Lo(Ly, ..., L), podemos escrever: T' = So(Sj,...,S,). Vamos mostrar

que S é 2-dominada. Assim, seja (xf)fil C Xj,7=1,...,n. Entao:

2

- n 2.\n = n 2\n
(Z 1 S(l‘ll,,l’z) )z = (Z | L(lez177Lnxz> [k
i=1 =1

<N L Qo Lz I [l Lo 1)) % < L QI L 122D || Luae? [1P)2
i=1 i=1 i=1
<ILAN Lt Hlasz -+ | Lo Hlasz [T (252 llwz - I (27)2 [lo.2 (*)

usando a desigualdade de Holder generalizada (1.0.1) e o fato de que L; € Lqs2(X;; Kj),
7=1..n.

Ainda, usando (*):

1S oo < LU TT I Lj Hlas2 <IN ] [ oolws) < Q) I T s, -
j=1 j=1

(i)=(iii) Seja T' € L(Ss)(H1, ..., Hy; F). Por definigao, existem espagos de Hilbert
Ky, .. K, wj€S(H;; Kj) =Lys2(Hj; Kj),j=1,...,ne L e L(Ky,.., K,; F) tais que

T = Lo (wy,...,w,). Dado € > 0, esta fatoracao pode ser tomada de tal forma que
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| LIS (14¢€) || T |ls, € 02(w;) =1, j=1,...,n (usando o lema). Usando o teorema de
fatoragao de Lindenstrauss-Pelczynski (teorema 1.1.20) para os operadores wy, ..., wy,
temos que w; = Lj o R;, onde Y; é um espago Ly, R; € L(H};Y;), || Rj ||< oa2(w;) e

Ly € L(Yj; K5), || Ly [|I< 1.

Chamando R = Lo (Ly,...,L,) € L(Y,...,Y,; F), para (y))", C Y}, j = 1,....n,

podemos escrever (usando 1.0.1):

(Simtonit) - (5
n 2
<[ L || (Z (I Lo [ [ Lo ) Ll H (Z I Lyy] H2>
=1 7
<[ L || H 1L Hlasall (U7 Nl

j=1

Llyil:"' nyz) || )

HMS

[SIE

Ainda (usando 1.1.12):

I B fla2<Il L || H I L llas2 <[l L | H 1L Nlasa

<L (k)" TTOAD 1L | <I L ()™ [T
Jj=1 j=1

onde A; e A;- estao relacionados ao fato de que Y; é um espago £ ), e K; ¢ um espago
,Cg)\;, j =1,...,n. Em particular, na fatoracao tomada acima, temos que K; é um espago
de Hilbert e, portanto, um espago L, . para todo )\;- > 1. O espaco Y provém do
teorema de fatoracdo de Lindenstrauss-Pelczynski (1.1.20) e pode ser tomado na forma

l‘] por 1.1.8, é um espago L; ), para todo \; > 1. Logo:

I B lla2<Il L[| (k)" < (ra)"(1+€) [ T ||,
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(ii)= (i) Suponhamos que 7" admita uma fatora¢do como descrita em (ii).

Usando o teorema de fatoracao de Pietsch para aplicagdes dominadas (1.2.6), podemos
fatorar a aplicacio S: S = S o (Wi, ...,wy), com w; € Las2(Yj, La(py)), pj € W(Byj/),
j=1,....neSeL(Ly(pnr), ... Lo(pin); F).

Chamando v; = w; 05, j = 1,...,n, temos que v; € So(Hj; La(pj)) e o seguinte

diagrama comuta:

T

H, x ... x H, F

(U1, ey V)

U

LQ(,LLl) X ... X LQ(,un)
Portanto, T' € L(S2)(Hy, ..., Hy; F).

(iii)=(i) Demonstracao anédloga a anterior.

Uma observacao deve ser feita: a hipdtese de que S é uma aplicacao 2 dominada em

(i) nao pode ser retirada. De fato, o exemplo abaixo comprova essa afirmativa.

1
Exemplo 3.1.13 Seja S € L(cy;12) definida por: S(x*,x%) = Z jx}xiej
j=1
onde z* = (xf)]oil € ¢y, k=1,2 e ej denota o j-ésimo elemento da base usual de ly.

Vamos mostrar inicialmente que (€;); € ly2(c,). Para 2’ € ¢, =1y, podemos escrever:

1 1

(S50 ) = (S S ) = (55 12 )

<l =l s
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e assim: sup (Z | (@, e;) ]2> <1

||£E'HS1 j=1

Logo, (€;)521 € lu2(co).-

Notemos agora que: | S(ej,e;) ||= | —e; ||= | = | (divergente).
> 15t =3 e 1= 31

Isto nos diz que S & Lgz(*co;l2).

Jj=1

Denotando pori : ly — ¢, o operador inclusdo e se T € L(*ly;15) € tal que T = So(i, 1),

temos:

Z | T(ej,e;) ||= Z | S(iej,ie;) ||= Z | S(ej,e;) [|= Z | = |
j=1 j=1 =1 - J

o que nos diz que T & Lq2(*ly;12) = L(S)(*ly;12) (como veremos em 3.1.18).
Para polinomios, temos o seguinte:

Lema 3.1.14 Dados P € P(S;)("H; F) e € > 0, pode-se obter uma fatorag¢ao para P da
forma: P = Pyow, onde P, € P("K; F), w € S;(H; K), K espaco de Hilbert, tal que

o(w)=1e| All<d+e) | Pls,
A demonstracao do lema acima serd omitida, pois é analoga aquela do lema 3.1.11.

Teorema 3.1.15 Seja P € P("H; F). Sdo equivalentes:
(i) P € P(S)("H; F).

(i) P admite uma fatoragao da forma:

H

S
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onde S € LIH;X), Q € Py2("X; F) e X é um espago L.

(i1i) P admite uma fatoracao da forma:

H

R
Q

Y
onde S € LIH;Y), Q € Pa2("Y;F) eY € um espago L.

Mais ainda, Q) e S podem ser tomados em (ii) de tal forma que
1 Q llaz< (L+e) [ Plls, el S{I=1 e em (iii), tais que || Q [la2< (ka)"(1+€) | P s, €
| R||=1, onde € >0 e kg € uma constante de Grothendieck (veja [7], 1.14).

Prova. (i) = (i) Seja P € P(S2)("H; F') e consideremos P = P; o w uma decomposigao
para P, onde w € S3(H; K), P, € P("K; F) e K é um espago de Hilbert. Dado € > 0,
vamos tomar a decomposicao tal que || Py || o2(w)" < (1+¢€) || P ||s,-

Usando o teorema de fatoragao de Lindenstrauss-Pelczynski ( teorema 1.1.20), w €
S2(H; K) pode ser fatorado da forma: w = Lo S, onde S € L(H;X), || S [= 1,
Le L(X;K), | L|as2< o2(w) e X é um espago L. Chamando @) = P, o L, temos que
Qe P("X;G).

Vamos mostrar agora que () é 2-dominado. Seja (z;)j~; C X. Temos:
“ 2\n - 2\n - n
D I1Qs )2 = QN ProLay |05 <|| P Il QY Il Lay |)?
=1 j=1 j=1
<P AN E sl (23)5% lw2)™ =11 PrlHEL 1ol (25)5%0 1152

Pelas desigualdades acima, podemos escrever:

I Q ao<ll Prlll L G2 <[l Pr [ o2(w)” < (L+€) | Pls, -
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(i) = (7i7) Demonstragao andloga a (i) = (ii) e ao do teorema 3.1.12, usando o lema

3.1.14.

(17) = (i) Suponhamos agora que P € P("H; F') admita uma fatoragao da forma:
P=QoS,onde Se (H;X),Q € Py2"X;F) e X é um espa¢o L. Pelo teorema de
fatoracao de Pietsch (1.2.14), @) admite uma fatoragao da forma: Q) = Q o w, onde

W € Losa(X; Lo(p), p € W(Bxr) e Q € P("La(p); F).

Chamando S; = wo S e observando que Sy € Lys2(H; Lo(p)) = So(H; Lo(p)), temos

que P = Qo S,. Isto nos diz que P € P(S,)("H; F).

(#4i) = (¢) Demonstragao andloga a anterior.

Como no caso multilinear, a condicao de que () é um polinémio 2-dominado nao pode
ser retirada de (ii).

De forma mais geral, ainda podemos obter o resultado:

Teorema 3.1.16 Seja T € L(Hy, ..., H,; F). Sao equivalentes:
(71) Para todo espago de Banach de dimensao infinita Z1, ..., Z,, T admite uma fatoragao

da forma:
T
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onde S; € (H;;Z;), j=1,...,neS € Las(Z1,.... Zn; F).

Mais ainda, S pode ser tomada como uma aplica¢ao compacta em (ii).

Prova. Sejam T € L(S)(Hy,...,H,; F) e T = Lo (wy,...,w,) uma fatoragao para T,
onde L € L(K;, ..., K,,; F), wj € S3(H;; Kj), com K espago de Hilbert, j =1, ..., n.
Usando o teorema de fatoracao de Diestel-Jarchow-Tonge ( teorema 1.1.21 ) para os ope-
radores wy, ..., wy,, temos w; = L;j o0 S;, onde S; € L(H;;Z;) e L; € Las2(Z;; K;) sao
compactos, 7 =1,...,n.

Chamando S = Lo (Ly,..., L,), temos a fatoragdo desejada. Podemos mostrar que
S € L2y, ..., Zy; F) da mesma forma que fizemos na demonstracao do teorema 3.1.12.

Vamos mostrar agora que S é compacta. Consideremos (zi) r uma sequéencia em Bz,
Jj = 1,..,n. Pela compacidade de cada L;, podemos obter N C N infinito tal que

E%Lj(z,i) =ux; € Kj, j=1,...,n. Dessa forma, a sequéncia em F definida por:
€
g = S(2s oy 2) = L(Ly 2}, ., Ly 2})

com k € N, converge para g = L(x1,...,x,) € S(By, ..., B,) C F. Logo, S é compacto.

(i1) = (1) Tomando, em particular, espagos L., de dimensao infinita em (ii), segue que

T € L(Sy)(Hy, ..., Hy; F) (use o teorema 3.1.12).

Para polinomios, o resultado correspondente é o seguinte:

Teorema 3.1.17 Seja P € P("H; F). Sdo equivalentes:

(i) P € P(S:)("H: F).
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(ii) Para todo espag¢o de Banach de dimensao infinita Z, P admite uma fatorag¢ao da

forma:

onde S € LIH;Z) e Q € Pyo2("Z; F).

A demonstracao do resultado acima é analoga a do teorema 3.1.15, usando o teo-
rema de fatoragdo de Diestel-Jarchow-Tonge (teorema 1.1.21) ao invés do teorema de
Lindenstrauss-Pelczynski.

E importante ressaltarmos que os resultados para polinomios 3.1.15 e 3.1.17 podem
ser demonstrados usando os resultados obtidos para aplicagoes multilineares. Isso nao foi
feito na demonstracao de 3.1.15 porque as relacoes obtidas entre as normas || @ |42 €
| P ||s, na demonstracao de 3.1.15 sdo melhores (para serem usadas nas demonstracoes dos
resultados de fatoragao para aplicages holomorfas) quando comparadas com as relagoes
que podemos obter usando o resultado multilinear. Assim, optamos por reproduzir a

demonstracao do caso das aplicagoes multilineares adaptado para o caso polinomial.

3.1.2 Relacao entre as aplicacoes de tipo S; e as aplicacoes do-
minadas

Durante o estudo das demonstragoes dos resultados de fatoracao para aplicacoes multili-

neares da classe S, pudemos observar uma interessante relacao entre aplicacoes desse
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tipo e as p-dominadas quando 1 < p < 2.

Proposicao 3.1.18 .

(i) Para todo 1 < p < 2, temos que L(S2)(H1,.... Hn; F) = Lap(Hy, ..., Hy ). Ainda:
| T s T lap< (A7) | T |l sy, onde Ay é uma constante da desigualdade de Khinchin
([7], 1.10).

(i4) L(Sy)(Hy, ..., Hp; F) C Ly y(Hy, ..., Hy; F) para todo ¢ > 2. Ainda: | T ||aq< (A7) ||

T ||s,, onde Ay € uma constante da desigualdade de Khinchin ([7], 1.10).

Prova. (i) SejaT € Lq,(Hy, ..., Hy3 F), 1 <p < 2. Temosentao T € Ly2(Hy, ..., Hy; F)
e usando o teorema de fatoragdo de Pietsch para aplicagdes dominadas ( teorema 1.2.6),
podemos escrever: T'= S o (Jy oiy,,...,J3 oipy,) onde iy, € L(Hj;C(Bp)), || tm; ||=1,
JJ indica a inclusdo formal de C(Bu;) em Lo(py), pj € W(Bm), j = 1,..ne S €
L(La(p1), s La(pn); F) € tal que || S [|=[ T la,z.

Chamando v; = Jj oipg, € Las2(Hj; La(pj)) = So(Hjy; La(p5)), j = 1,...,n, T pode
ser fatorado como T = S o (vy,...,v,). Logo, T € L(S2)(Hy,...,Hy; F) e temos que

Lap(Hy,...,Hy; F) C L(S)(Hy, ..., Hy; F). Além disso:

1T N5 < IS [ oa(vn)eeoa(va) = 1T Nz [T 1105 Nasz< 1T llaz TT 13 llasc2

J=1 J=1

=T flae [Trs(Ba)z = 1T la2<I T llay-

j=1
Por outro lado, seja T' € L(Sy)(Hy, ..., Hy; F). Escrevamos: T'= Ro (S}, ...,.S,), onde

S; € S3(Hj; K;), K espaco de Hilbert, j = 1,...,n e R € L(Ky,...,K,; F). Para todo



p > 1, temos que S; € So(Hj; Kj) = Lasp(Hj; Kj), com || S [lasp< A7loa(S)), 5 =1,...,n
(teorema 1.1.18).

Pelo teorema de fatoragdo de Pietsch (teorema 1.1.6), cada S; pode ser fatorado da
forma: S; = w; o vy, onde v; € Losy(Hy; X7), v; = Jy0ip,, pj € W(Bg), Xj um
subespago fechado de L, (1) e w; € L(X]; K;) é tal que || w; [|=]| Sj lasp, 7 = 1,...,n

Escrevamos: T = Ro (wy,...,w,), T € L(X?,...,XP; F). Entdo, T = T o (vy, ..., vn).

Vamos mostrar agora que T' € L4,(Hq, ..., Hy; F). Para isso, seja (xfc)znzl C Hj,

j=1,...,n. Assim, fazendo uso da desigualdade de Holder (1.0.1):

m
D N T (ks z) [[7)7 Z | T2, ooy vpaf) ||7) 7
k=1

m

I T IS vaah || el waaf 1)%)7 < | T (X 1l oaz |7)7.

k=1

3=

m 1
(;;1 | vazy; [IP)?

n
< TN T 105 lasoll (@) -
j=1

Logo, T € L4,(Hy, ..., Hy; F) e concluimos que £(Sy)(Hy, ..., Hy F') C Lgp(Hy, ..., Hyy F).

Mais ainda, se 1 < p < 2, temos:

1T lap< I T | H 10 llasp= 1l Tl H I Jp o in; [lasp

7j=1
& . u 1
<|| Ro(wr, oo wn) [| T I o Nasipll i, 1< RN wy | oo [ || ] [t (Bu)
= Rl wi || o fwn 1= 1 RTINS lasw <I R T[AT 02(S5)
j=1 Jj=1

Como as desigualdades acima valem para qualquer decomposi¢ao T'= Ro (S, ..., Sp)

para T € L(S:)(Hi,..., Hy; G), segue que || T [lap< (47")" | T ||s,, onde A4; é uma
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constante usada na desigualdade de Khinchin (veja [7], 1.10).

(ii) Demonstragao anédloga aquela da segunda parte de (i). m

Para polinomios, o resultado correspondente ¢ o seguinte:

Proposicao 3.1.19 .

(1) P(S2)("H; F) = Py,("H; F) para todo p € [1,2]. Ainda:
I P lls, <l P llap< (ATH)" | P |l
(i) P(S2)("H; F) C Pay("H; F) para todo ¢ > 2. Ainda:
P llag< (AT)" || P s

Ay € uma constante da desigualdade de Khinchin (veja [7], 1.10).

Prova. (i) Seja P € Py,("H;F), 1 < p < 2. Entdo, P € Py2("H; F) e usando
o teorema de fatoracao de Pietsch (teorema 1.2.14), P admite uma fatoracdo da forma:
P =QoJyoig, onde iy € L(H;C(By)),Jo : C(Bp/) — La(p) é a inclusdo formal,
p€W(Bg)eQeP("La(p); F), com || P |lao=|| Q|| (veja teorema 1.2.14).

Chamando S = Jyoiy € L(H; Ly(p)), temos que S € Lys2(H; La(p)) = So(H; La(p)),
pois J; é um operador 2-somante. Como P = Qo S, segue que P € P(S,)("H; F) e, assim,
Pap("H; F) CP(S)("H; F), 1 <p <2.

Além disso, para P € Py,("H; F),1 <p<2:

P lls,< 1 Q1 02(S)" = 1 @Il J20im laso< | @ NIl 2 llas =1 @ Il =] P llaz <Il P llap
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Por outro lado, seja P € P(S2)("H; F') e consideremos P = (1 o S1, onde
Q1€ P("K; F), S € S2(H; K), K um espago de Hilbert. Pelo teorema de fatoracao de
Pietsch para operadores lineares (teorema 1.1.6), S; pode ser fatorado da forma: S; = Spo
Jpoip, pois Sy € So(H; K) = Los,(H; K). ig € L(H; C(Bpyr)) étal queig(h)(h') = (h', h)
para todo h € H e h' € By, J, : C(By) — L,(n) é a inclusdo formal, u € W(By) e
S1 € L(X,; K) é tal que || Sy ||=]| S |lasp; X, é um subespaco fechado de L, (u).
Escrevamos: w = J,o0tg e @ = Q0 S;. Assim, P = Q ow. Vamos mostrar agora que

P € Pyp("H; F). Para tal, seja (7;)jL; uma colecao em H. Temos:
D I Pzs[I9)r = Q1 Qowlay) II4)r < Q1 Q Il wlzy) I)»
j=1 Jj=1 J=1
=1 Q1 QN way 17)7 < Q Il w llgspll ()70 [l
j=1
Logo, P € Py,("H; F). Ainda:

1P lap< I Q Il w lzsp= I Q M Jp o in as,< I @ I u(Brr) 7 [ i ||

= QI =l QuoSi I< QI Sull"= 1 Qi Il Si IIZ,
<A1 QuIll St s = (ATH)™ | Q1 || o2(Sy)"

onde A; é uma constante encontrada na desigualdade de Khinchin ([7], 1.10). Como a

desigualdade acima vale para qualquer decomposicao de P = Q)1 0 51, temos:

1P flap< (A" [ P s, -

(ii) Demonstragao andloga aquela da segunda parte de (i). m
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Novamente, vale comentarmos que a demonstracao do caso polinomial poderia ter sido
feita usando o caso multilinear. Optamos pela demonstracao como exibida acima, pois

essa nos oferece melhor relacao entre as normas das aplicagoes envolvidas.

3.2 Aplicacoes holomorfas de tipo classes de Schatten

Nesta secao, a menos que seja feito algum comentario, todos os espagos usados serao
complexos.

Vamos agora apresentar uma outra classe de fungoes holomorfas, a saber, as aplicacoes
holomorfas do tipo S,, 0 < p < co. Novamente, vamos usar o conceito de Nachbin (1.3.6)
para definir essa classe de aplicagoes holomorfas. Tais aplicacoes ja foram utilizadas por
Braunss em [3].

Antes, precisamos verificar o seguinte:

Proposicao 3.2.1 (P(S,)("H; F)),"_, € um tipo S,- holomorfia (para espagos de Hilbert

(dominio) e Banach (contra-dominio), no sentido de Nachbin - veja 1.5.6).

Prova. Sejam ! € N, I <m,he He P € P(S,)("H; F). Vamos mostrar inicialmente
que d'P(h) € P(S,)(‘H; F). Pela definicio de P(S,)(™H; F), existe um espaco de Hilbert
K talque P = QoS,onde Q € P("K;F)e S € S,(H; K). Dado € > 0, podemos escolher
tal decomposicao de forma que || Q || 0,(S)™ < (1+¢€) || P [|s,-

Assim, P = Qo (S, ...,5) (1.2.1) e, entdo, P € L(S,)("H; F).
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Para [ < m, temos:

d'P(h)(hy, ... ) = 1! (’?) Plhy sy by ooy hy) = 1 (77[1) O(Sh, ..., Sh, Shy, ..., Shy).

Desta forma, d'P(h) admite a fatoracio:

(I — vezes)
d'P(h)
Hx..xH F
S, .S
(5...5) .
Kx..xK

onde V(ki, ..., k) = I! (”ﬁ) O(Sh, ..., Sh,ky, .. ki) pata ki, .. ky € K.

Logo, d'P(h) pode ser fatorado da forma:

d'P(h)

H F

S

~

v

K
com S € S,(H; K) e V e P(K; F). Isto nos diz que d'P(h) € P(S,)('H; F).

Ainda:

1 d'P(h) ||s, <| V || 0,(S)! = up | VE) || 0p(S) = sup || V(k,....k) || 0,(S)'

lIklI< lIklI<1

= 0p($)1! (m) sup || Q(Sh, .., Sk, oK) | < (S)12t (m) sup | QNI Sk ™| k|

L k)<t B L k)<t

X - m— m™ m— m—
< ap(S)1 (m) 1 QIS I~ A 11 < ()1t (m) 2 11 Q [l oy (8)™ | 1 [

mm m

m m— m m—
=1t () (S 1 QU R I <1 () | P ls, (14 ) | ™,
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Portanto:

1 m"™ m—
| 5 d P s, < (m) 2 1P ls, (1) A |

m

<2% || Plls, (1+e) [ "< (2e)™ | Plls, A +€) [ A"
Chamando o = 2e e fazendo € — 0, temos:

1 m m—
| ﬁdlp(h) ls, < o™ I P lls, |l A ™"

para todo [ < m.
Nao ¢ dificil ver que P(S,)("H; F') é um subespaco de P("H; F) e que P(S,)(°H; F)
coincide com F'.

Portanto, (P(S,)("H; F')) > _, é um tipo S,- holomorfia. m

Definigao 3.2.2 Sejam 0 < p < o0 e f € H(U;F), onde U C H é um aberto de H.
Dizemos que f € do tipo S, em h € U se ocorrem as condigoes:
(1) d"f(h) € P(S,)("H; F) para todo n € N,.
(2) Existem reais C' >0 e ¢ > 0 tais que || %ai"f(h) |s, < Cc™ para todo n € N,,.

Se f € do tipo S, em todo h € U, vamos dizer que f € de tipo S, em U. Vamos
denotar a classe de tais aplicagoes por H(S,)(U; F).

Vamos ainda dizer que f € H(H; F') € de tipo S, limitada quando
(i) d"f(0) € P(S,)("H; F) para todon € N e

R (P
(i) lim || —d"f(0) |5, 0

Um resultado importante envolvendo essas aplicacoes é o seguinte:
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Proposicao 3.2.3 Seja K um espago de Hilbert complexo. Se g € H(K;F) e S €

S,(H; K), entio go S € H(S,)(H; F).

A proposigao abaixo demonstrada por Braunss em [3] (proposicao 6) nos oferece uma
fatoracao para funcgoes holomorfas de tipo S, que lembra as fatoragoes envolvidas nas

defini¢oes de aplicagoes multilineares e polinomios de tipo S:

Proposicao 3.2.4 Sejam 0 < p < 0o, py = min{p, 2}, U C H um aberto e f € H(U; F).

Se existe x, € U tal que f € do tipo S, em z, e

o0

(I 18) et 9

n=0

entdo existem S € Sp(H; K), g € Hb(K; F) onde K um espago de Hilbert, tais que

f=goS emU.

A reciproca nao é verdadeira em geral: apesar de ser possivel concluir que f é de tipo
S, (3.2.3), nem sempre é possivel demonstrar que a sequéncia (*) estd em [,,,. O exemplo

abaixo comprova essa afirmativa.

Exemplo 3.2.5 Seja (A\,)n € o, 0 < A\, <1, (\y)n € 1. Definamos:
f : l2 — C

flx) =3200 Anlxlen)”

onde ey € o primeiro elemento da base usual de ly. f € uma aplicagao inteira: chamando

P,(z) = A\ (x|e1)" para todon € N e x € ly, temos:

| P ll= sup [ Pu@) [=[ A " sup | (zfen)|™ <[ An |* -

[l=]I<1 [lz]|<1
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Assim, temos: 0 <|| P, H%S\ An | € como N\, — 0, seque que || P, H%—> 0, ou seja,

a série que representa f tem raio de convergéncia infinito.

Seja S € L(ly;C), Sz = (z|e1) para x € ly. Temos que S € S,(l2;C). Agora, para

cada n € N, consideremos @ : C — C, Q,(a) = (Ma)", n € N. Para todo n € N, temos:

0 <|| Qn [[=sup | Qna |= sup | Apa "= A, |"
la]<1 la]<1

e assim, lim || @, H%: 0
n—oo
Definamos: g : C — C, g(a ZQ” . Temos que g € inteira em C e para x € I,
podemos escrever:

[e.e]

goS(x Z@n (Sz) = Qu((zler)) =D An(zle))" =) Pulw) = f(x).

n=0

Temos também que g € de tipo limitado, pois lim || —|62”g(0) ||% hm | Qn H%
n—oo n!

(veja 1.3.2) .

1
Apesar de f ser de tipo S, em ly (veja 3.2.3), nio ocorre (H P, ||§p) € l,,. De fato:

I Polls, 2l o |l = sup | Pow | = sup | A [*] (z]er) [

llzl<1 llzl|<1

2] A "] (ealen) " =] An "

Para 0 < p < 2, temos que Z | P, ||s diverge, pois Z | A P € divergente. Caso

= Z | P, ||ST; diverge,

p>2, como (A\p)n & Ly, temos que (A\,)n & la. Logo, Z |

jaque S P llE =S A

Podemos mostrar o seguinte:
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Proposicao 3.2.6 Sejam 0 < p < oo, K um espago de Hilbert sobre C e f € H(H; F).
Suponha que existam S € S,(H; K) e g € H'(K; F) tais que f = go S. Entdo, f é de
1 - 1\
tipo S, em H e a sequéncia <|| —ld”f(ho) |2 ) estd em c,.
n! A
Prova. Temos que f ¢ de tipo S, em H e para cada h, € H, temos ci”f(ho) =

~

d"g(Sh,) o S para todo n € N,. Assim:
1 m 1 n n
| (o) s, <l d"g(Sho) || o)

Como g ¢é inteira e de tipo limitado, temos que nh_}n(glo I %ci"g(mo) H%: 0 para todo
z, € K e usando a desiguadade acima, temos 7}1_{20 I %cf”f(ho) ||§p: 0 para todo h, € H.
|

Como na segao anterior, vamos nos preocupar em estudar resultados para as aplicagoes

de tipo S;. Antes de proseguirmos, vamos apresentar uma definicao que pode ser vista

em [17] (definigao 3.2):

Definigao 3.2.7 Sejam U C E um aberto de E (E e F sao espagos sobre C) e f €
H(U; F). f € de tipo r- dominado em z € U se ocorrem as sequintes condi¢oes:
(1) d"f(z) € Py, ("E; F) para todon € N, e
(2) Existem C >0 e ¢ > 0 tais que || %cznf(x) lar< Cc"™ para todo n € N,,.
Se f ¢é de tipo r-dominado em todo x € U, vamos dizer que f € de tipo r-dominado

em U. O espago de tais aplicagoes serd denotado por Ha,(U; F).

O resultado abaixo nos fornece uma relagao entre aplicagoes do tipo Ss e do tipo

dominado.
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Proposicao 3.2.8 Seja f € H(U;G), onde U C H é um aberto de H. Para 1 < p <2,

temos que f € de tipo p-dominado em h, € U se, e somente se, f é de tipo Sy em h, € U.
Prova. Basta lembrarmos que, para todo n € N (veja 3.1.19):

1 ) 1 ) —1\n 1 n
I =" f(ho) lls; <l —d"f (o) llap< (AT)" | —d"f (Po) |ls,

Vamos apresentar agora alguns resultados de fatoragao para aplicagoes holomorfas de
tipo Sp. Durante o nosso estudo, o primeiro resultado obtido nos oferece uma fatoragao

local para aplicagoes de tipo S em um certo ponto do dominio. Podemos enuncia -lo da

forma:

Resultado 3.2.9 Seja f € H(U; F), onde U C H é um aberto de H. Sao equivalentes:
(i) f € de tipo Sy em h, € U.

(i1) f admite uma fatoragcdo da forma:

U,

S

W

onde U, € uma vizinhanca de h, em U, W, € uma vizinhanca de x, = Sh, € X, X € um

espaco Loo, S € LIH; X) e g € H(W,; F) € de tipo 2-dominada em x,.

Vamos omitir a prova de 3.2.9 por usar idéias semelhantes as da demonstragao do

préoximo resultado 3.2.10.
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Obtivemos, em seguida, um resultado um pouco melhor para aplicacoes de tipo S
(mas exigimos que a aplicagao seja de tipo Sy em todo o espago H). A demonstragao que

vamos exibir ¢ valida somente para o caso de fatoragao através de espagos Lo.

Teorema 3.2.10 Seja f € H(H; F'). Sdo equivalentes:
(1) [ € H(S:)(H; F).

(i1) f admite uma fatoragcdo da forma:

U

onde S € L(H;X), U € um aberto de um espag¢o Lo, X contendo S(H), g € H(U; F), g

¢ de tipo 2-dominada em S(H).

Prova. (i) = (ii) Para cada h € H e cada n € N, denotemos por P" = %cf”f(h) €
P(S2)("H;G). Sabemos que, para cada h, € H fixado, existem reais C'(h,) > 0 e ¢(h,) >
0 tais que || P") ||s,< C(ho)c(ho)™ para todo n € N.

Dado € > 0, para cadan € N e h, € H, existem vﬁlh") € $(H; K,), K, um espago
de Hilbert ¢ R") € P("K,; F) tais que P{") = R") o ylhe) com || R") || gy(vihe))"

<1+ || B s,
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Agora, para o operador Uﬁlh") € Sy(H; K,,), podemos obter a seguinte fatoragao:

v,gh")
H K,
’iH Uglho)
. Jo =
ZH(H) — = X5
N N
O(BH’) Lz(ﬂ)

onde i € L(H;C(Bp)), Jo € L(C(Bw); La(p1)) 6 inclusio formal e ul) € £ (Xy; K,,),
com Xy = (Jyoig)(H) e || ul' ||= op(v)) (1.1.6).

Assim, o seguinte diagrama comuta:

piho)
H F
in R oyl = i)
J _
in(H) —2 X,
N N
C(Bgr) Lo (1)
onde || Q) ||l=|| R 0wl || <|| R || | ull) | =[| B || oo ()"

< (L+e) | P s,

Logo:

1 1 1 1 1
lim sup || Q;’W | < limsup(l + €)= || PT(Lh") H§2§ limsup(1 4 €)nC(hy)nc(hy) = c(hy).

n—oo n—oo n—oo

o
Isso nos diz que a série ZQSLh")(x — (Jo 0ig)(hy)) converge uniformemente em uma
n=1

vizinhanca V") de x, = (Jy 0ig)(ho) em Xy = (Jy 0ig)(H).
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Definindo: ¢ (z) = f(h,) + ZQ%hO)(x — x,) para x = (Jooiy)(h) € Xs, temos que
n=1

(ho)

g") ¢ uma aplicacao holomorfa em V) ¢ X,.

Temos que Xy = U V" Definamos:
heH

g1 Xog = F g1(z) = g" ()
se z € V) Vamos mostrar que ¢; é holomorfa em X.
Inicialmente observermos que, se = (Jy 0 ig)(h) € VM (V") entao ¢ (z) =
g"2) (), pois:

f(hy) +ZQ M) (2 — (Jy0ig)(h))

= f(h) + ZQq(lhl) oJyoig(h—hi)= f(h1)+ Zpéh“(h —h1) = f(h).

n=1 n=1

Analogamente: g2 () ZP(’”) (h — hg) = f(h).
Dado x € X5, existe h, € H tal que z € V( "). Nesse caso, ¢1(z) = g")(x) e como g
é holomorfa em V") existem p(x) > 0 e uma colecio de polindmios continuos {S,}, S,

n-homogéneo, tais que g;(z ZS z — x) uniformemente quando z € B, (z) C V(o)

Logo:  ai(z) = g™)(z) = i&(z - )
uniformemente para z € B, () nciov(h”) e concluimos que g; é holomorfa em z € Xj.
Podemos assim estender a aplicagao g; a um aberto V' do completamento X, de Xo,
digamos, ¢; : V — F holomorfa, §; |x,= ¢1 (veja 1.3.5).
Vamos chamar U = J; (V) C C(By/) um abertoe g: U — F, g = g1 0J, € H(U; F).

Para cada h € H, temos:

(goin)(h) = (g0 o0 in)(h) = Gi(Jairh) = 9" (Jairh)
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+ZQ 1) (Jyiggh — Jyigrhe) +ZP = f(h).

n=1

para algum h, € H.
Resta mostrarmos que g é 2-dominada em Y = ig(H). Seja y, = ig(h,) € Y C U.
Entao:

1 1. 1. 1. .
mdng(’yo) = mdn(gl o J2)(Yo) = ad G1(J2yo) 0 Jo = Ed 91 ((J201p)(ho)) 0 Jo

1 -
- ﬁdng(’“’) ((J2 0im)(ho)) 0 Jp = Q) o J,

para todo n € N.

Se y1, ..., Ym € Y, temos:

(Z 1 Q) o Ja(y;) ||3>
j=1

<[ QU I T2 Na2ll ()i 2 <IFQE I (w5)i I

B

<[l Q| (Z I T2(y;) ||2>
j=1

e assim, || Q) o J [|a2<|| Q) |.
Logo:

1 -
| —d"9(o) llaz=ll Q) 0 T2 a2l Q1 lla2< (14 €) | B Jls,< (1 4+ €)C(ho)e(ho)”

para todo n € N. Isto nos diz que g € Hao(ig(H); F).

(11) = (i) Para cada h, € H e n € N, podemos escrever:

m 1 mn 1 )
Ed f( ) = ad (gO S)(ho) = ﬁd Q(Sho> o0S.

1.
Basta entao observarmos que —d" f(h,) € Pap("H; F) (usando 1.3.9) e, assim,
n!

%d"f(ho) € P(S)("H; F) (3.2.8). m
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Nos dois resultados anteriores, nao conseguimos obter fatoragoes semelhantes para o
caso L, utilizando o mesmo raciocinio. Isso se deve ao fato de que o operador linear
S obtido nas fatoragoes ¢ o mesmo que figura na fatoragao de cada polindmio P, =
%cf"f(ho) € P(Sy)("H; F) para todo n € N. Usando o teorema de Lindenstrauuss-
Pelczynski 1.1.20 para obtermos uma fatoracao de cada P, através de um espaco Lq,
obtemos operadores lineares que dependem do polinémio P, trabalhado.

A idéia foi entao utilizar o teorema de Diestel-Jarchow-Tonge 1.1.21 para conseguir

uma fatoragao através de um espaco L. Dessa forma, obtivemos o seguinte resultado:

Teorema 3.2.11 Sejam U C H um aberto de H, f € H(U;F) e h, € U. Sao equiva-
lentes:
(i) f € de tipo Sy em h,,.

(i1) f admite uma fatoragdo da forma:

Us
S

X
onde U, é uma vizinhanga de h, em U, X € um espaco L1, S € L(H;X) e g € H(X; F),

de tipo 2-dominada em x, = Sh,.

1 -
Prova. (i) = (i) Chamemos P, = —'d”f(ho) € P(Sy)("H; F), para todo n € N.
n!
Dado ¢ > 0, para cada n € N, é possivel encontrarmos um espaco de Hilbert K, u, €
S:(H; K,), com oa(u,) = 1e R, € P("K,; F), com || R, |[< (1+4¢€) || P, ||s, (lema

3.1.14) tais que P, = R,, 0 u,. (1)
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Para cada n € N, vamos tomar uma representacao para u,, da forma:

= 37 AR
s=1

onde (1), € Iy, || (7{M), |la= o2(un) = 1, (RM), é uma colecdo ortonormal em H e

(k{), é uma colecio ortonormal em K,,.
Pela demonstracao do lema 1.1.22 (demonstragao no capitulo 2, antes de 2.1.16), para

cadan € N e cada s € N, fixado § > 0, podemos escrever: 7" = (Mg (" 3"

onde (a§">)s € ly, || (agn))s |o< A (A > 0 independe de n € N) e ozg") = BLE,") = \/%"),

1
com (a{”), e (5"), pertencentes a ¢, e || (al™)s floo =]l (B)s lloo = — -
n-rz

Usando o teorema de fatoragao de Diestel-Jarchow-Tonge, para cada n € N, u, €

S2(H; K,,) admite uma fatoracao da forma:

Un

H K,

Wnp,
Un

L
1
onde w, € L(H;ly), v, € Las2(l1; K,), com || w, ||< 8] (ﬁs("))s 1% € || vn [|as2<

48 || (@) llooll (BE)s 1l (@™)s 2.

Ou seja:

1
56

<
Jwn <8 -

FE: | Vs Jlas,2< 484 (2)

Vamos denotar X = [1(l1). Pelo lema 2.2.17, temos que X é um espago £;. Vamos
denotar ainda por i,, : [; — X a inclusao na n-ésima coordenada e 7, : X — [; a projecao

da n-ésima coordenada.
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Definamos S : H — X, S(h) = in © wy(h). Temos que S € L(H;X), pois

Mg

Il
—_

n

1
+5 , onde a série E — ¢ convergente
n=1 n

Vamos chamar agora @, = R, ov, € P("l;; F). Temos que @, € Pdg("ll;F). De

inow, € LIH;X) el inow, || <||w, |

| /\

fato, se z1, ..., z, € l; e usando que v, é 2-somante, podemos escrever:

(Z | Qe ui> - (Z | R ova(z) ui> <I| R | (Z | en(=) n?)

<I| B [l on lasall (20)i [l

n
2

Da desigualdade acima, segue que || Qp [[a2<| Ry ||| vn ||5;2- Pela escolha de R, e v,
(veja (1) e (2)), temos:

48 A
1G] @ laas (g ) A+ R ls .

Assim:

48A
0 <limsup || @, o7, || » < lim sup——5 T = (1 +€)” | P ||52_ 0

n—o0o n—oo 1

Podemos entao definir uma aplica¢@o holomorfa em X da forma (x, = Sh,):
g: X = F  g)=f(he) + Y Qnomala — ).

Seja U, a vizinhanca de h, em U para qual ocorre f(h) = f(h,)+ >_ P,(h — h,) para

n=1

todo h € U,. Podemos escrever, se h € U,:

(gOS) +ZQno7Tn S.%’O - +ZQnO7Tn (szowkh h))

(ho) + Y _Qnown(h— ho) = f(he) + Y Ry o v, 0wy (h— hy)

n=1
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+ZR o up(h — hy) +ZP (h—ho) = f(h). (4)

n=1

Assim, f admite uma fatoracao da forma:

Resta mostrarmos que g é 2-dominada em z, = Sh, € X.
1 -

Ja sabemos que —'d”g(xo) = Qnom, € Pyao(X; F) paratodon € N. Se C >0ec>0
n!

sao tais que || P, ||s, < Cc" para todo n € N, podemos escrever (usando (3)):

1.
I mdng(%) la2=|l Qnomn [la2<| Qn lla2

484 \"
< ( 5+56) (1+e€) || Py lls,< C(1 +€)(48Ac)"
n 8

(77) = (i) Mesma demonstragao do resultado anterior. m

O mesmo processo pode ser utilizado para o caso de fatoragao através de um espaco
L. Na demonstracao, basta usar o espago [, no lugar do espago [; e considerar o espaco
X como sendo loo (s )- E importante ressaltarmos que a demonstracao do resultado 3.2.10

acima foi exibida porque pode ser 1til para futuras referéncias.

Observacao 3.2.12 .
(1) Se U é um conjunto h, equilibrado no teorema 3.2.11, isto é, h,+&(h—h,) € U, para
todo € € {t € C;| t |< 1}, entao f(h Zd” ho) para todo h € U (veja [22],

8.4). Analisando a demonstragao de (i) = (zz) em 3.2.11 (veja (4)), temos f = go S em
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U.

1.
(2) Se f € H(H; F) € uma aplicagio de tipo Sy limitada, isto ¢, lim [ —d"f(0) |3, =0,
n—oo n!

entdo temos f =go S em H.

Fica em aberto decidir se, dado um espaco de Banach de dimensao infinita Z, é possivel

fatorar uma aplicacao holomorfa de tipo Sy através de um aberto desse espaco.

3.3 Comentarios sobre fatoracao para as classes de

Schatten S, , p # 2

No estudo dos resultados de fatoragao para operadores lineares observamos que, em termos

de fatoracdo, o caso mais explorado é o da classe de ordem 2 (ou seja, os operadores de

Hilbert-Schmidt).

Assim, resolvemos investigar o que seria possivel fazer para as outras classes. Como
veremos a seguir, em alguns casos, as condigoes impostas aos operadores envolvidos nas

fatoragoes sao bastante restritivas.

Vamos iniciar com o caso 0 < p < 2:

Proposigao 3.3.1 Seja T € S,(H;G). Sdo equivalentes:

(i) T € S,(H;G).
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(ii) T admite uma fatorag¢ao da forma:

H

R

X
onde X € um espaco Lo, S € L(X; G) é um operador que admite a sequinte representa¢do:

= Zrnqﬁn(x)gn, com (gn)n € low(G), (dn)n uma sequéncia limitada em X' tal que
n=1

(én 0 R)n € Low(H'), R € LIH; X) € (Tn)n € lp.

(i1i) T admite uma fatorag¢ao da forma:

H
R

Y
onde Y € um espago L1, S € L(Y;G), R € LIH;Y) € tal que (|| Rh; ||)jes € I para

alguma base ortonormal (h;); de H.
Ainda, R e S podem ser escolhidos em (ii) de tal forma que || R [|[< 1 el S| < 0,(T)

e, em (11), R e S podem ser escolhidos de tal forma || R [|[< 0,(T) e || S||< 1.

Prova. (i) = (ii) Seja T € S,(H;G), Th = ZTn(h | hn)gn, onde (7,)n € Ly, (hn)n €
n=1

uma sequéncia ortonormal em H e (g,), ¢ uma sequéncia ortonormal em G.
Completando a sequéncia (hy,),, obtemos uma base ortonormal (z;);c; para H. Para
cada h =Y (h|2)z € H, definamos: R:h — ¢, R(h) = ((h| hn))i2,

jeJ
Temos que R(H) C ¢,, R é linear e

1
| Rh o= sup | (h] hy) r<sup<2| (| he) | ) SR
ne

neN =1
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Ou seja, R ¢ limitado.
Definamos agora: S : ¢, — G, Sx = ZTn¢n(x)g
onde x = (), € ¢o € ¢y : ¢, — K, ¢,() = ,, para todo n € N.

[e.e]
Temos que S(c,) C G, pois Z 2 (zn)22 1A (Z | T |p) < 00, S é linear e
limitado, com || S ||<|| (7)52; |l

Resta mostrarmos que (¢, o R),, € ly,(H'). Como H & reflexivo, podemos escrever:

sup (Z\%OR |>ésup <Z| (h| hy) >1<1

IRI<T \ =1 IRlI<T \ =1

Podemos escrever ainda:

(S o R)( ZTn¢n (Rh)g an (h| hp)gn = Th.

(17) = (i) Consideremos T'= S o R, onde Sz = ZTn¢n(q:)gn, com (7,)n € by, (Pn)n € X'

n=1

tal que (¢n,0R),, € low(H') € (gn)n € l2.w(G). Podemos supor, sem perda de generalidade,
que (¢, o R),, C Bgr € (gn)n C Bg-
Sejam v € L(l; H) e w € L(ly;G). Vamos mostrar que Z | (T'(vey) | we,) |P< 00
n=1

(veja 1.1.15, item 6).

1
Observemos inicialmente as seguintes desigualdades (1 = — + —):

2
ol

ST 7l ée(Roen) 2 =3 7 1] @u(Ruen) 7] e(Roe) |7
k=1 k=1

S (Z ’ Tk |p| ¢k Rven ) (Z | st Rven >p (1)

k=1

(usando a desigualdade de Hélder: 1.0.1).
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o0 o0 v oo
> L én(Roen) P =l v [P [ éro R(r——en) P <[l v [|I* sup > | ¢xo R(h) |
1 1 | vl Inll<1 =

<llv Pl (@ o R e =4 (2)

Analogamente:
0 [e’s) ) N
DIl (g fwen) P=" Il (gr [ wen) [7] (g | wen) |
k=1 k=1

< (z e P (g | wen) |2)” (z (g0 wen) |2)p @
k=1 k=1
Z|9k|w6n —HUJIIZ|9k en) |?
k=1

<[l w |? sup Z! (gx 1 9) 17 <l w 11l (gr)3s Il 2= (4)
9 k=1

Para cada n € N, temos ainda:

| (Tve, | wey,) | =| ZTk¢k o R(ven)(gr | wey) |

k=1

OO 1 1
<D o172l dro Rlven) || 7 2] (gx | wen) |
k=1

[NIE

(ZITkllcﬁkonen ) <Z|Tk|| gklwen)|> (5)

Assim (usando (5), (1) e (2), (3) e (4)):

Z| (Tve, | we,) |p<Z<Z|Tk||¢konen 2) <Z|Tkl| (gr | wen) |2)

[NIS]
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[S4S]

<> (Z | 7 7] éx © R(ven) |2> Aw (Z | 7 [ (gn | wen) |2>
n k k

[N

n k

< AW BWY (Zm | ¢1, o R(vey,) |2> (Zm P| (gr | we) |

= (4B) 2pz<2’7—k’p|¢konen 2) <Z|Tk|p (gx | wen) | )

n

1 1
2 2

AB)w (Z | 7 [P[ @1 0 Rven) !2) (Z |7 7] (gr | wen) | )

1 1
2 2

= (AB)= (Z |7 [P ) | én 0 R(ven) \2> (Z (7 P ) | (e | wey) \2>

1
2

1
= (AB)% (Z | 7 P (ven)nzy Hig) (Z | 7 [Pl (wen)pZy H3)72>
k k

_p_
= (AB) || (vea);Zy llwzll (wen)iZy e D | 7 [P< oo
k

Logo, T' € S,(H; G).

(i) = (iti) Seja T € S,(H:; G), Th = ZTn(h | hy)Gn, onde (7,)n, € 1y, (hy)p € uma colegao
n=1

ortonormal em H e (g,),, uma cole¢do ortonormal em G.

Completando (hy,),, até obtermos uma base ortonormal (z;),ec; para H, definamos:

R:H—1l] Rh=(h|z)|Tz]|)

Je€J *

Temos que R(H) C lf:

1

D]zl Tz )< (Z I Tz |!2> <[ Al (Z 1Tz H2> <00

JjeJ jeJ jeJ
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pois T € S,(H;G) C S3(H;G) = Lys(H; G). R é linear e limitado, com || R ||<|| T ||us

= 03(T) < 0,(T). Ainda: Y || Rz || = Z | Thy, || = Z | 7 [P< 00.

JjeJ
Definamos agora: S : I — G, ng
=T
T'z;

com a convengao de que ———— = 0 se Tz; = 0. Pode-se verificar que S(If) C G e S é

1Tz |

linear. Ainda:

HS@JH H Zf] H—Z|£J‘H fy]”l
HT I

JjeJ JjeJ

= SoR.
(74i) = (i) Suponhamos que T'= S o R, onde R e S satisfazem as condigoes apresentadas
em (iii). Se (h;); é a base ortonormal de H citada em (iii), podemos escrever:
Do NThilP=Y 1 (SoR)(hy) [PII S|P ) Il Rhy [IP< oo
jeJ jeJ jeJ
Logo, T' € S,(H; G) (veja 1.1.15, item 4). m

Podemos demonstrar também o seguinte resultado:

Proposicao 3.3.2 Seja T € L(H;G). Sdo equivalentes:
(1) T € S,(H;G).
(ii) Para todo espago de Banach de dimensdo infinita Z, T admite uma fatora¢ao da

forma:
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onde S € L(Z;G) é um operador que admite a sequinte representag¢ao: S(x) = Zanqﬁn(x)gn,
n=1
com (gn)n € low(G), (¢n)n uma sequéncia limitada em Z' tal que (¢, © R), € la(H'),

Re L(H;Z) e (on)n €1Lp.

A demontragao do resultado 3.3.2 acima é analoga a demonstracao do teorema de

Diestel-Jarchow-Tonge (1.1.21), mas usando o seguinte lema:

Lema 3.3.3 Seja (7,)n € 1y, 0 < p < 2. Entdo, existem sequéncias (0,,)n € Ly € (Yn)n € Co

tais que Yo, = T, para todo n € N.

O lema acima (3.3.3) ja foi enunciado para o caso particular p = 2 (veja 1.1.22) e
demonstrado de forma bem particular no capitulo 2 (antes de 2.1.16). Nao vamos de-
monstra-lo aqui, ja que aquela demontragao pode ser adaptada para este caso (considerar
7.7 no lugar de 7,,% e provar que (o,,), € ly).

Apesar da demonstragao do teorema de Diestel-Jarchow-Tonge ja ter sido comentada
(final da segao 1.1), vamos reproduzi-la novamente para demonstrar 3.3.2. No primeiro
capitulo, estavamos mais interessados em obter informagoes sobre as normas dos ope-
radores envolvidos. Nao vamos nos preocupar com esse fato agora.

Vamos precisar também da seguinte proposi¢ao (ja citada no capitulo 1 - veja [7],

19.20):

Proposicao 3.3.4 (Bellenot) Seja Z um espago de Banach de dimensao infinita. Entao,

todo operador compacto T € L(H; Q) se fatora de forma compacta através de um subespago
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Z, de Z com uma base. Isto €, existem Ty € L(H;Z,) e Ty, € L(Z,;G) compactos tais
que T'="Ty o Tj.

Prova. (da proposicao 3.3.2) (i) = (it) Seja T' € S,(H;G), Th = iTn(h | hon) G,
onde (7,)n € lp, (hy), ¢ uma colegao ortonormal em H e (g,),, uma colg(;;o ortonormal
em G.

Pelo lema, existem sequéncias (a,)n, (Bn)n em ¢, € (0,)n € 1, tais que 7, = 0,05,
para todo N € N.

Escrevamos: a:ls — G a(z) = Zan(x | €n)gn
n=1

biH — 1, bh)= iﬁn(h | h)en
n=1

e D, : ly — Iy a restricdo do operador diagonal D : [, — [y induzido por o = (0,), €
l, C Iy (veja exemplo 1.1.4, (¢)). Aqui, (e,), indica a base usual de Is.

Temos que T'=ao D, o b.

Como b é um operador compacto, pela proposicao 3.3.4, b fatora-se de forma compacta
através de um subespaco Z, de Z, digamos, b = byoby, onde by € L(Z,;15) e by € L(H; Z,),
ambos compactos. Indicando por ¢ : I — [, a inclusao canonica, podemos estender o
operador ib; : Z, — [, a um operador linear continuo b~1 1 7 — ly (I € injetivo; 1.1.9).

Escrevamos: S = ao Dob,. Temos que S é compacto e 2-somante (pois by é compacto
e D é 2-somante). Considerando by como um operador de H em Z, digamos, R : H — Z,
temos que T'= S o R.

Para todo z € Z:
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Sz = an1 Zan Db1 )| en)gn Zan ( ( 7ka~1z)zo:1) | €n> 9n

= Zan ((akﬁkl;lz)zozl | €n) gn = Zananﬂ—n(b]z)gn <*)
n=1

n=1
onde 7, : l,c — K indica a projecao da n-ésima coordenada, para todo n € N.
Para cada n € N, definamos: ¢, : Z — K| On(2) = T 0 by (2).
Assim, podemos reescrever (*) da forma: S(z Zananqﬁn 2)Gn,
com (0,0) € L.

Para cada n € N:

| $n(2) 1= ma 0 1(2) | 11 B 111 2 (1< 00 ] = |

de onde segue que || ¢y, ||<|| b1 |-

Vamos mostrar agora que (¢, o R),, € lo,,(H'). Temos:

sup (Z\%oR !) = sup (Z\¢nobz )

[RII<1 \ =1 [RII<1 \ 5, =1

; ;
= sup (Z|7rnoblob2(h)|> = sup <Z|7rnozob H2>

[RII<1 \ 5, =1 [RlI<1 \ 5, =1

= sup <Z|7Tnoi (Zﬁk(h | hk)%) |2> = sup (Z|ﬂn h|h ) | )

[RII<1 \ =1 [RII<1 \ =1

<Il (Ba)n lloo sup <Z | (7| hn) ) <|I (B [loo-

Rll<t \ .=
(74) = (i) Basta tomar um espago Z que seja L, na fatoracao em (ii) e concluir usando

o resultado 3.3.1.
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]

Vamos agora comentar o caso em que p > 2. O resultado 3.3.1 nao vale em geral:
se T € L(H;G) admite uma fatoragdo como em (ii) (ou (iii)), entao T" € Lys(H; Q)
= S5:(H;G) C S,(H;G), ou seja, (ii) (ou (iii)) implica em (i). A reciproca (em ambos
os casos) nao ¢ vélida em geral: se todo operador de S,(H; &) admitisse fatoracao como
em (i) (ou (iil)), entao terfamos S,(H;G) C Sa2(H;G). Isto nao é verdade: o operador
T € L(ly;13) definido por T'(z) = iTn(l‘ | en)en, onde (7,), € l,\l2 e e, representa

n=1

o n-ésimo elemento da base usual de [y, estd em S,(l;l2), mas nao é um operador de
Hilbert-Schmidt.

A mesma conclusao pode ser tirada no caso de fatoracao através de espacos de Banach
de dimensao infinita.

A partir desses resultados, podemos novamente estudar a fatoracao de aplicacoes mul-
tilineares, polinomiais e holomorfas de tipo S, como fizemos nas segoes anteriores deste

capitulo.
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