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Aqueles que enxergam nas cién-
cias a possibilidade de construir

um mundo melhor.



“A MATEMATICA

A Matematica ndo é exclusivamente o instru-
mento destinado a explicacdo dos fenémenos
da natureza, isto é, das leis naturais. Nao.
Ela possui também um valor filoséfico, de que
alias ninguém duvida, um valor artistico, ou
melhor, estético, capaz de lhe conferir o dire-
ito de ser cultivada por si mesma, tais as nu-
merosas satisfacoes e jubilos que essa ciéncia
nos proporciona. Ja os gregos possuiam, num
grau elevado, o sentimento da harmonia dos
nimeros e da beleza das formas geométri-

cas.
(Pedro Tavares)
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Resumo

SOUZA, Giseli Martins de. Felix Klein e Euclides Roxo: debates sobre o ensino da matemadatica
no comeco do século XX. Campinas - SP: Universidade Estadual de Campinas, 2010. Disser-

tacdo apresentada como requisito parcial para obtencdo do Titulo de Mestre em Matematica.

Este trabalho analisa as propostas do matematico alem&o Felix Klein (1849 - 1925) e do
professor brasileiro Euclides Roxo (1890 - 1950) para o ensino de matematica, mais especi-
ficamente o de geometria, no comeco do século XX. Tomando a Comissao Internacional
para o Ensino da Matematica (IMUK) como ponto comum entre estes dois personagens,
analisamos como 0s grandes temas sobre 0 ensino da matematica no periodo, a introducao
das nocdes basicas de quantidades variaveis e dependéncia funcional, bem como a reorganiza-
cao dos métodos de ensino com énfase na intuicdo, nas aplicacdes e na geometria analitica,
sdo recebidos, debatidos e apropriados no Brasil. Além disso, anali-samos brevemente como
estas tematicas foram aclimatadas em alguns trechos de duas obras desses autores: Ele-
mentarmathematik vom hoheren Standpunkten aus - Geometrie, de Felix Klein, e, Curso de

Mathematica - 32 série |l - Geometria, de Euclides Roxo.

Palavras-Chave: Felix Klein - Euclides Roxo - Movimento Internacional de Reforma do

Ensino da Matematica - Geometria - Histéria do Ensino de Matematica.



Abstract

SOUZA, Giseli Martins de. Felix Klein e Euclides Roxo: debates sobre o ensino da matemadatica
no comeco do século XX. Campinas - SP: Universidade Estadual de Campinas, 2010. Disser-

tacdo apresentada como requisito parcial para obtencdo do Titulo de Mestre em Matematica.

This work analyses the ideas proposed by the German mathematician Felix Klein (1849 -
1925) and the Brazilian teacher Euclides Roxo (1890-1950) for the mathematics teaching,
especially geometry, at the beginning of the Twentieth century. Taking the Internationale
Mathematische Unterrichtskommission (IMUK) as point of contact between these person-
ages, we analyze the way the most important themes about the mathematics teaching in this
period, the introduction of the basic notions of variable quantities and functional dependen-
cies, also the focus of the teaching methods on intuition, applications and analytic methods,
were received, debated and handed over in Brazil. Besides, we briefly analyze how these
themes were introduced in some sections of two works of these authors: Elementarmathe-
matik vom hdheren Standpunkten aus - Geometrie, of Felix Klein, and, Curso de Mathematica

- 32 série |l - Geometria, of Euclides Roxo.

Keywords: Felix Klein, Euclides Roxo, Internationale mathematische Unterrichtskommission,

Geometry, History of mathematics teaching
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Introducao

Por volta de 1922, o ensino de matematica brasileiro comeca a sofrer algumas mo-
dificacdes. Essas mudancas foram protagonizadas por Euclides Roxo no Colégio Pedro II,
quando este propds a substituicdo do livro didatico Elementos de Aritmética da colecdo F.
|. C. (Fréres de I'Instruction Chrétienne) por seu livro didatico Licbes de Aritmética. Ja
em 1927, Roxo sugere ao corpo docente dessa instituicao mudancas radicais no ensino de
matematica; mudancas essas baseadas, em grande parte, na proposta internacional de mo-
dernizacao do ensino da matematica iniciada por Felix Klein na Alemanha.

As mudancas no curriculo de matematica propostas por Klein tiveram repercussao mundial.
No Brasil, o disseminador dessas propostas foi Euclides Roxo que inicialmente as sugeriu para
o corpo docente do colégio Pedro Il, e posteriormente essas mudancas compuseram a Re-
forma Campos.

Dentre as propostas comuns a Klein e a Roxo estava a unificacdo dos trés ramos da
matematica - Aritmética, Algebra e Analise, dessa forma, pretendemos com esse trabalho
analisar como Roxo se apropria das idéias de Klein. Essa anéalise baseia-se na pesquisa das
obras desses matematicos para verificar as relac8es entre essas publicacdes feitas em tempos
de modernizacdes do ensino da matematica, tanto no Brasil quanto na Alemanha.

Tomaremos como fonte para essa analise o livro Matemdtica Elementar sob um ponto
de vista avancado - Geometria, de Felix Klein, e o livro Curso de Mathematica de Euclides
Roxo, bem como outros artigos e comentarios do periodo.

No volume destinado a Geometria, Klein estuda as transformacdes geométricas e busca
tratar dos conceitos associando-os a conceitos de Algebra e Aritmética. Ja Roxo, no Curso
de Mathematica trata dos aspectos mais dedutivos da Geometria, reservando esse livro a
tratar da Geometria de forma mais rigorosa e formal.

Reportar-nos-emos a analisar as obras de maneira geral, restringindo posteriormente essa
analise a um capitulo de cada uma delas, com o intuito de verificar as abordagens tedricas e

conceituais desses autores.



SUMARIO 2

Dessa forma, em Matematica Elementar sob um ponto de vista avancado - Geometria, nos
restringiremos a Parte |, As mais simples variedades geométricas, limitando nosso estudo ao
tratamento dado por Klein as questdes relativas ao estudo do comprimento, area e volume.
Faremos também uma descricdo do Planimetro Polar de Amsler e como Klein explica seu
funcionamento.

Ja no livro Curso de Mathematica dedicaremos nos a analisar de forma geral o tratamento
que Roxo da a geometria. Assim, tomaremos alguns exemplos de sua abordagem tedrica,
explicitando se existe alguma relacao entre esse didatico e as propostas implantadas por ele
no Colégio Pedro Il e que posteriormente compuseram a Reforma Campos.

Destarte, no primeiro capitulo discorremos sobre o Movimento Internacional de Reforma
Curricular em Matematica, enfatizando os aspectos histéricos que permearam esse movi-
mento e o papel de Klein para a difusdo deste. Para isso, tomaremos como aporte tedrico
algumas publicacdes do Grupo de Pesquisa de Histéria da Educacdo Matematica no Brasil -
GHEMAT, bem como, dissertacdes e outras publicacdes e artigos relacionados ao Movimento
Internacional de Reforma Curricular em Matematica.

No segundo capitulo fazemos uma breve e modesta biografia do matematico alemao
Felix Klein e suas contribuicdes para a implantacao de mudancas curriculares no ensino de
matematica. Dessa forma, nos reportaremos a dissertacao de mestrado de Maria Eli Puga
Beltrao, Felix Klein: Uma visdo do calculo infinitesimal no ensino médio, e a artigos des-
tinados a tratar da biografia de Felix Klein e a criticas sobre sua colecdo. Em seguida,
complementamos com uma breve descricdo da colecdo Matemadtica Elementar de um ponto
de vista avancado e, finalizamos esse capitulo, fazendo uma anélise da secdo |, intitulada
Comprimento, area, volume, como magnitudes relativas, da Parte |, sob titulo, As mais
simples variedades geométricas, limitando nosso estudo ao tratamento dado por Klein as
questdes relativas ao estudo do comprimento, area e volume, bem como uma breve descricdo
do Planimetro Polar de Amsler.

No terceiro capitulo abordamos os reflexos causados por esse movimento aqui no Brasil.
Faremos também uma breve biografia de Euclides Roxo e enfatizaremos seu papel para a
adesdo a esse movimento no Brasil. Para finalizar, faremos uma analise do livro Curso de
Mathematica: 3° Ano - Il (Geometria) de Euclides Roxo, estabelecendo um elo entre suas
idéias e as idéias de Klein. Dessa forma, nosso intuito é verificar até que ponto Roxo real-

mente utilizou as idéias modernizadoras de Felix Klein para implantar mudancas curriculares
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no Colégio Pedro Il. Nosso aporte tedrico nesse capitulo também serdo os trabalhos do

GHEMAT, artigos e outras publicacées.



Capitulo 1

Movimento Internacional de Reforma

Curricular em Matematica
N

""Ndo ha ramo da Matematica, por mais abstrato que seja, que ndo possa um dia vir a ser aplicado aos fenémenos

do mundo real."(Boyer)

Com a Revolucdo Industrial, ocorrida no final do século XIX, houve uma mudanca na
economia, no sistema de empregos, bem como no mercado de trabalho das grandes potén-
cias politicas da Europa Ocidental e dos Estados Unidos. Tal processo histérico propiciou
uma transformacdo na estrutura dos sistemas educacionais, nas disciplinas de estudo, como
também nos métodos de instrucdo, que deixavam de atender as exigéncias do novo mercado
de trabalho.

A principio as inddstrias ndo necessitavam de trabalhadores qualificados, pois seus méto-
dos de producdo eram bem rudimentares e exigiam pouca qualificacdo. No decorrer do tempo,
porém, com a modernizacdo e a aquisicao de novos equipamentos houve nas indistrias a ne-

cessidade de mao-de-obra qualificada.

A demanda ja ndo é mais por uma massa de trabalhadores - mulheres e criancas - com pouca ou nenhuma qualifi-
cacdo. O que se requer agora sdo trabalhadores e técnicos dotados de uma qualificagdo basica ou "genérica"a qual
se acrescentam, no caso de uma quantidade significativa da mao-de-obra, especializagdes profissionais especificas.

(PAVANELLO apud MENESES, 2007, 68).

De acordo com Werneck (2003), devido a Revolucdo Industrial, o conhecimento necessério

ao cidaddo moderno deveria ser o da utilidade pratica, dai a necessidade de tornar o ensino

4



um pouco mais voltado ao cotidiano exeqiiivel, assim "[a] utilidade é antes da ciéncia, o
motor do progresso da sociedade, sobre o qual se fundamenta o saber necessario ao cidadao
moderno". (BELHOSTE et AL apud WERNECK, 2003, 13).

Sendo assim, o ensino de exatas acabou por aderir aos novos ideais difundidos pela so-
ciedade capitalista e industrial, que exigia um conhecimento mais amplo, moderno, bem como
avancado, capaz de propagar as aplicacdes técnicas da matematica.

Nesse contexto, de acordo com Schubring (2004), comecaram a surgir alguns movimentos
e iniciativas de reformas curriculares para as escolas secundarias. De um lado, a Inglaterra
iniciou esse processo com Perry, tendo como énfase os métodos de ensino praticos. Perry
demonstrava verdadeiro reptdio a Euclides e defendia um menor rigor no ensino de Geometria.
Para ele o ensino dos fatos elementares da geometria era de extrema importancia, porém
defendia que este ensino fosse mais voltado a aplicacdes em problemas praticos e cientificos.

Miranda ressalta que

[...] o que mais atraia nas idéias de Perry, era a unificacdo da Matematica com a Ciéncia ou a "Correlagdo da
Matematica e Ciéncia"[...]. Os argumentos de Perry pautavam-se na eliminagdo de Euclides do curriculo, alegando
que ele imbecilizava os alunos e "os fazia odiar Matematica por toda a vida...". [...] Perry demonstrava radicalismo
com relagdo a Euclides, pois considerava fundamental o método experimental. (SIGURDSON apud MIRANDA,

2003, 35).

Por outro lado, a Prissia introduziu com Felix Klein a proposta de o ensino de Matematica
ser voltado para o pensamento funcional, abordando que as nocdes basicas de funcdes deve-
riam ser ensinadas desde cedo. Klein enfatiza que:

[...] uma nova tendéncia que comecou a desenhar-se em 1890, consiste em ndo prescindir das aplicacles da
Matematica em todos os ramos das Ciéncias naturais e técnicas, assim como de sua significacdo na vida real.
Deste modo se acrescenta algo novo a mera aplicacao dos procedimentos intuitivos, pois em vez de utiliza-los com
um objeto puramente formal, se aproveitam para fazer o aluno adquirir conhecimentos indispensaveis na pratica
da vida. Em relacdo com essas idéias, estdo as proposices da reforma que tem por base a introducdo no ensino

secundario do conceito de fung¢do, os métodos gréficos e elementos de Célculo Infinitesimal. (KLEIN apud BRAGA,
2003, 45-46).

O que ndés pedimos para a reforma é realmente bem modesto quando se compara com o estado atual da ciéncia.
Desejamos que o conceito geral de funcdo de Euler, na forma mais restrita ou na mais ampla, penetre como um
fermento em todo o ensino médio; porém nunca por definicdes abstratas e sim por meio de exemplos elementares...

que cheguem ao aluno como algo vivo que lhe pertence. (KLEIN apud BELTRAQ, 2001, 24).



Dessa forma, percebemos que Klein, em sua proposta, buscava a incorporacdo, ao cur-
riculo de Matematica, o ensino dos conceitos basicos e complexos de funcdes, no ensino
secundario. Porém, o autor ressalta que, este ensino, deve partir de conceitos elementares
até se chegar a conceitos mais complexos, sempre relacionando esse estudo ao cotidiano do
aluno.

A nosso ver, as mudancas curriculares mais significativas ocorreram em 1902 quando o
gabinete ministerial da Franca introduziu os elementos do calculo diferencial para as classes
mais adiantadas das escolas secundarias.

Em 1897, aconteceu o | Congresso Internacional de Matematica, em Zurique, no qual
houve discussdes e reflexdes relativas ao desenvolvimento da matematica e também ao seu
ensino. A partir de 1900 esse Congresso passou a ser realizado a cada quatro anos, mas foi
interrompido em virtude das duas Guerras Mundiais.

No IV Congresso Internacional de Matematica, em Roma, surgiu o Movimento Inter-
nacional de Reforma do Ensino da Matematica e resultou, conseqiientemente, na criacao
do IMUK (Internationale Mathematische Unterrichtskommission) ou CIEM (Commission In-
ternacionale de L' Enseignement Mathématique - Comissao Internacional para o Ensino da
Matematica). Estabelecida em 1908, esta comissdo, segundo Schubring (2004), tinha como
finalidade acompanhar as comunicacdes sobre as reformas curriculares, como também orga-
nizar e investigar o movimento internacional da reforma.

Com o objetivo de aperfeicoar os métodos de ensino nos Estados Unidos, David Eugene
Smith, professor adjunto do Teachers College (Columbia University, New York), em 1905,
propds a criacdo desta comissdo de forma a envolver um nimero maior de pesquisadores
interessados em discutir estas novas perspectivas relativas a educacdo matematica.

Destarte, a comissao se encarregou da preparacao de relatérios a respeito das condicbes
referentes a instrucdo matematica nas escolas secundarias dos paises mais desenvolvidos.
Assim cada pais elaboraria um relatério geral a ser apresentado em Cambridge em 1912.

Para compor esta comissdao foram eleitos trés matematicos no referido congresso: o
alemao Felix Klein como presidente, cargo que ocupou até 1920, o inglés George Greenbhill
que ocupou a posicdo de vice-presidente, e o suico Henri Fehr, o qual desempenhou a funcdo

de secretario geral.



Os trabalhos desta comissdo foram estendidos ao sistema escolar mundial, desde o nivel
primario até a educacao superior. Dessa forma, o IMUK atuou como um agente de mudancas,
disseminando uma proposta de reforma da instrucao matematica necessaria e urgente.

Os paises convidados para participar dos trabalhos do IMUK foram selecionados de acordo
com o grau de atividade de cada comunidade matematica, sendo medido conforme a parti-
cipacdo dos mesmos em congressos anteriores. Com isso, 0s paises que tiveram no minimo
dois matematicos participando de pelo menos dois dos quatro congressos foram convidados
a estabelecer uma subcomissdao nacional do IMUK, a ser representada por um membro com
direito a voto. A titulo de informacao, listamos os paises que introduziram seus representantes
na agéncia do IMUK: Austria, Franca, Alemanha, Gra-Bretanha, Hungria, Italia, Rissia, Suica
e Estados Unidos.

Se o nimero de participantes fosse igual ou superior a dez, o niimero de membros com
direito a voto era acrescido para dois ou até trés. Nesta categoria foram incluidos os seguintes
paises: Bélgica, Dinamarca, Grécia, Holanda, Noruega, Portugal, Roménia, Suécia e Espanha.
Mas os organizadores entenderam que o critério de atividade matematica nao compreenderia
todos os paises relevantes. Dessa forma, foram convidados a participar como membros,
porém sem direito a voto, os sequintes paises: Argentina, Australia, Brasil, Bulgaria, Chile,
China, Egito, Inglaterra, India, Japdo, Canada, Africa do Sul, México, Peru, Sérvia e Turquia.

Os paises que formaram subcomités nacionais até 1914 estdo distribuidos de acordo com
o seu grau de atividade. S3o eles: Austria, Bélgica, Dinamarca, Franca, Gra-Bretanha, Ale-
manha, Hungria, Suécia e Estados Unidos - estes apresentaram atividades significativas de
reforma; Australia, Itdlia, Japdo, Holanda, Roménia, Rissia, Espanha e Suica - estes entre-
garam relatérios simplesmente descritivos e nao indicaram nenhum movimento de reforma;
Grécia, Noruega e Portugal - estes ndo apresentaram nenhum relatério nacional.

De acordo com Braga (2003), no congresso de 1912, o Brasil, conforme mencionado
acima, foi convidado a participar sem direito a voto e teve como representante o professor
Eugénio de Barros Raja Gabaglia. Gabaglia nesse congresso se comprometeu a enviar a
comissao os relatdrios referentes ao ensino de matematica no Brasil, porém nao o fez. Braga
(2003) enfatiza dizendo que "Henri Fehr, secretéario geral da comissdo, menciona que de
1908 a 1920, foram entregues 310 relatérios, dos quais havia um Gnico da América do Sul, o

da Argentina - nenhum do Brasil, apesar do compromisso assumido por Gabaglia em 1912."



Ao que tudo indica nenhuma das discussdes relativas a modernizacdo do ensino de matema-
tica debatidas nos congressos do movimento internacional de reforma do ensino de matematica
foram trazidas ao Brasil e, mais especificamente, ao Colégio Pedro Il, no qual Gabaglia foi
diretor no biénio 1913-1914. Valente (2004) lembra que "O resultado final € que, pelas médos
de Gabaglia, (nico brasileiro a ter tido oportunidade de presenciar as discussdes internacionais
sobre a modernizacdo do ensino da matematica, nada parece ter sido trazido para o Brasil".

Schubring (2004) salienta ainda que os trabalhos do IMUK foram frutiferos no que tange
a quantidade de publicacdes, que até 1920 apresentava 294 titulos publicados em 17 paises.

Percebemos, com isso, que Klein, acordando as idéias do professor Smith, preocupou-se
em envolver nesse movimento de reforma curricular de matematica o maior niimero de paises
possiveis. Deste modo estabeleceria um conjunto de objetivos a serem tracados de modo
que abordassem de uma forma quase que geral as necessidades e intencdes de reforma.

Schubring (2004), parafraseando Schimmack (1911), descreve os objetivos do movimento
internacional de reforma curricular em matematica que eram basicamente dois. O primeiro
se refere a transposicao das nocdes basicas de quantidades varidveis e dependéncia funcional.
O segundo diz respeito a reorganizacao dos métodos de ensino com énfase na intuicdo, nas
aplicacdes e na geometria analitica.

Beltrdo (2001) salienta que a criacdo do IMUK em 1908 serviu para ampliar o movimento
iniciado por Klein na Alemanha. Desta forma, através do IMUK, Klein via seu movimento se
fortalecer internacionalmente, com suas idéias e objetivos sendo inseridos nesse movimento.

Schubring enfatiza que

Os estudos comparativos organizados pelo comité central do IMUK, para complementar os (mais ou menos des-
critivos) relatdérios dos subcomités nacionais, confirmam a orientacdo estratégica de tais pesquisas, geralmente no

mesmo sentido do programa alemao de reforma de Klein. Ao todo, o IMUK decidiu empreender oito desses estudos

comparativos:

1. A fusdo dos diferentes ramos da matematica no ensino das escolas médias (Mildo, 1911).

2. O rigor no ensino de matematica nas escolas médias (Mildo, 1911).

3. O ensino tedrico e pratico de matematica destinado aos estudantes de ciéncias fisicas e naturais (Mildo, 1911).
4. A preparacdo matematica dos fisicos na universidade (Cambridge, 1912).

5. A intuicdo e a experiéncia no ensino de matematica nas escolas médias (Cambridge, 1912).

6. Os resultados obtidos na introducdo do calculo diferencial e integral nas classes mais adiantadas dos estabele-

cimentos secundéarios (Paris, 1914).

7. A preparacdo matematica dos engenheiros nos diferentes paises (Paris, 1914).



8. A formac3o de professores de matematica para os estabelecimentos secundarios. (SCHUBRING apud VALENTE,

2004, 35-36).

Dentre esses oito temas desse estudo comparativo apenas trés deles sdo equivalentes ao
nivel designado pelo IMUK (1, 2 e 5), os demais descreviam sobre a mudanca da educacdo
secundaria para a educacdo superior ou exclusivamente da educacdo superior. Vale ressaltar
também que desses temas, dois em especial atrairam mais a atencao e foram calorosamente
discutidos na sessao do IMUK realizada em Paris no ano de 1914. O primeiro refere-se a
"introducdo do calculo diferencial e integral nas escolas secundarias", no qual Klein preparou
um volumoso relatério. O segundo tépico discutido se refere a "preparacdo matematica
dos engenheiros nos diferentes paises. Posteriormente, por ndo ter participado das sessdes
do IMUK em Paris, Klein foi informado por seus coordenadores e relatores, Emanuel Beke
e Paul Stackel, que quanto a introducdo do calculo, infelizmente ndo fora obtido nenhum
resultado concreto devido a resisténcia dos italianos, e quanto a preparacdo matematica
dos engenheiros, obteve-se éxito, para o qual relata que "os engenheiros querem aprender
matematica por meio do matematico, nao do engenheiro".

Percebe-se com isso que o momento mais importante dos trabalhos do IMUK se deu
quando houve a discussao desses dois temas, que equivalem exatamente aos dois pontos
fundamentais do programa de reforma cogitado por Klein.

Faremos em sequida uma breve biografia do matematico alemao Felix Klein, dando énfase
a seus principais trabalhos e publicacdes. Posteriormente, mostraremos as repercussdes desse
movimento no Brasil, onde essas questdes relacionadas a reforma no curriculo de matematica
s6 comecaram a ser discutidas a partir de 1930. Analisaremos isso com maior clareza no
capitulo subseqiiente do nosso trabalho, onde enfatizaremos como se deu o percurso desse

movimento no Brasil, como isso aconteceu e quais foram seus impactos.



Capitulo 2

Felix Christian Klein no cenario dos

estudos matematicos
1

Figura 2.1: Felix Klein

"Felizes aqueles que se divertem com problemas que educam a alma e elevam o espirito”. (Felix Klein)

Neste capitulo faremos inicialmente uma modesta biografia do matematico alemao Fe-
lix Klein, dando énfase a suas principais contribuicdes no cenario dos estudos matemati-
cos. Posteriormente, complementaremos essa biografia com uma breve descricao da colecao

Matematica Elementar de um ponto de vista avancado. Para finalizar, vamos fazer uma

10
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analise da secdo |, intitulada Comprimento, area, volume, como magnitudes relativas, da
Parte | do livro geometria da colecao, sob titulo, As mais simples variedades geométricas,
limitando nosso estudo ao tratamento dado por Klein as questdes relativas ao estudo do com-

primento, area e volume, bem como uma breve descricdo do Planimetro Polar de Amsler.

2.1 Felix Klein (1849 - 1925)

Nascido em 25 de abril de 1849, na cidade Diisseldorf, Alemanha, Felix Christian Klein
ocupou um lugar de grande visibilidade nos debates da comunidade matematica, no comeco
do século XX. Além de um pesquisador de matematica influente, Felix Klein dedicou parte de
sua carreira ao ensino, divulgando suas idéias em muitas palestras e em livros com finalidades
didaticas.

Seu pai, Caspar Klein, era secretario pessoal do Presidente do Governo e sua mae, Elise So-
phie Kayser, veio de uma familia de industriais de Aachen. Sua educacao inicial foi ministrada
pela mae, em sequida fregiientou durante dois anos e meio uma escola elementar particular.
Em 1857 estudou no Instituto de Humanidades de Diisseldorf, no qual permaneceu durante
oito anos até concluir o que hoje equivale ao Ensino Médio. Tal Instituto ndo priorizava o
ensino de Matematica, como também de Ciéncias Naturais, o que resultou na ndo aquisicao
por parte de Klein de grandes conhecimentos nas respectivas disciplinas.

Ja em 1865 ingressou na Universidade de Bonn no intuito de estudar Matematica, Fisica e
Ciéncias Naturais. Em virtude do seu grande destaque intelectual, Klein, em 1866, se tornou
auxiliar do matematico e fisico Julius Pliicker (1801 - 1868), de modo a ser responsavel pela
preparacao e realizacao de experimentos praticos em Fisica. Pliicker, nesse periodo, voltou
seus estudos para a Matematica, visto que estava trabalhando na producdo de um livro
intitulado Neue geometrie des raumes, gegriindet der geraden linie als raumelement (Nova
geometria do espaco, baseada na reta como elemento do espaco). Pliicker fez com que Klein
estabelecesse contato com seus trabalhos sobre geometria, em especial a geometria analitica.
Desta forma, Klein tornou-se, num certo sentido, sucessor de Pliicker no entusiasmo pela
geometria analitica.

Em 1868 Pliicker morreu repentinamente deixando sua obra inacabada, o que fez com que
Klein resolvesse dar continuidade aos estudos desenvolvidos pelo seu mestre. Nesse mesmo

ano Klein elaborou sua tese de doutorado sob o titulo Uber Die Transformation Der Allge-
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meinen Gleichung Des Zweiten Grades Zwischen Linien-Koordinaten Auf Eine Kanonische
Form (Sobre a transformacdo em uma forma candnica da equacdo geral de segundo grau em
Linhas-coordenadas).

Klein obteve seu doutoramento em dezembro de 1868, sendo supervisionado por Pliicker
e Rudolf Lipschitz. Apés recebé-lo, Klein passou um ano viajando entre Gottingen, Berlim e
Paris. Esteve em Berlim para continuar sua formacao, porém a experiéncia ndo foi agradavel
pelo fato de que, como estudante de Pliicker e Clebsch, Klein herdou uma forte antipatia
pela tradicdo purista dos matematicos de Berlim.

Em Berlim conheceu o jovem matematico noruegués Marius Sophus Lie (1842-1899),
estudante contemporaneo de Klein em Gottingen, cujas idéias sobre geometria e analise
estavam em consondncia com as suas. Trabalharam juntos com assuntos relacionados as
transformacdes infinitesimais em suas relacdes com a teoria dos invariantes.

Lie, no prefacio do terceiro e altimo volume de sua Theorie der Transformationsgruppen,

relata sobre as deficiéncias matematicas apresentadas por Klein:

N&o sou estudante de Klein nem é o inverso do caso, mesmo que se aproxima a verdade [...] Valorizo muito o
talento de Klein e nunca esqueco que desde o inicio ele tinha acompanhado parte de meus esforcos cientificos.
Creio, porém, que ele ndo é capaz de distinguir entre inducdo e prova, entre introducdo de um conceito e sua

utilizacdo. (ROWE, 2003, 673).

Para concluir o livro de Pliicker, Klein necessitou do auxilio intelectual de gedmetras
experientes, pois, até entdo, nunca havia assistido nenhum curso sobre Calculo Diferencial
e Integral. Para tanto, Klein vai para Gottingen, onde permaneceu junto a Rudolf Friedrich
Alfred Clebsch (1833-1872), outro importante gedmetra do periodo. Em 1868 Clebsch havia
fundado o Mathematische Annalen. Em viagem a Paris, Klein e Lie se familiarizaram com o
livro de Marie Ennemond Camile Jordan (1838-1922), intitulado Traité des substitutions et
des équations algébriques (Tratado das substituicdes e das equacdes algébricas).

Devido a Guerra Franco-Prussiana, instalada em 19 de julho de 1870, Klein sentiu que ndo
poderia permanecer em Paris. Decidiu retornar a Gottingen para servir o exército alemdo, mas
antes do ano sequinte ele, por ter adquirido febre tiféide, deixa o exército e se estabelece em
Diisseldorf. Quando voltou para Gottingen, em 1871, procurou exercer o cargo de professor
ndo titular nas cadeiras de Fisica e Matematica. Durante o seu tempo em Gottingen, Klein faz

grandes descobertas no que tange a geometria. Ele publicou nos Mathematische Annalen dois
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documentos sob o titulo Uber die sogennante nicht-euklidische geometrie (Sobre a chamada
geometria ndo-Euclidiana).

No ano sequinte, foi nomeado professor titular da Faculdade de Filosofia e membro do
Conselho da Universidade de Erlangen, com a idade de 23 anos, permanecendo até 1875.
Como era costume em toda universidade alema, Klein, como docente novato, teve que proferir
um discurso inaugural, no qual apresentou uma palestra e um trabalho escrito mostrando seu

interesse pela pesquisa no campo matematico. Braga destaca que

Klein reservou parte da conferéncia [palestra] para expressar suas idéias sobre o ensino da matematica enalte-
cendo uma visdo mais abrangente no sentido de se procurar uma unificagdo do conhecimento matematico em

contraposicdo a um apego maior pelo aprofundamento de estudos particulares. (KLIEN apud BRAGA, 2003, 34).

Dessa forma, em sua palestra, Klein expressou sua preocupacao em relacdo a questdes
pedagdgicas, de modo a colocar que uma educacao completa nao poderia se negligenciar a
estudos particulares. Esse discurso foi confundido com o Programa de Erlangen, mas ndo se
constituiu como tal.

O programa de Erlangen foi um trabalho impresso por Deichert em Erlangen e distribuido
para todos os que assistiram a aula inaugural, tendo como titulo Vergleichende Betrach-
tungen iiber neuere geometrische Forschungen (Consideracdes comparativas sobre recentes
investigacdes geométricas). Neste programa, segundo Beltrdo (2001), Klein apontou que o
conceito de grupo poderia ajudar a classificar muitos ramos da matematica e aplicou suas
idéias mostrando que varias das geometrias estdao inter-relacionadas em virtude de sua es-
trutura de grupo. Mais ainda, cada geometria conhecida até entdo era baseada em certo
grupo. Beltrdo (2001) salienta ainda que este programa serviu de inspiracdo para unificar
a geometria sob o ponto de vista dos grupos: as geometrias classicas ndo euclidianas, a
geometria projetiva e a geometria que se desenvolveu partindo da transformacdo inversa de
Steiner. O Programa de Erlangen foi traduzido em seis idiomas e Klein supervisionou todas:
Gino Fano (italiano), M. W. Haskell (inglés), H. E. Padé (francés), Lajos Kopp (hlngaro),
D. M. Sintsov (russo) e S. Dickstein (polonés).

Cabe acrescentar que em 1872, com a morte de Clebsch, Klein assumiu a edicdo do
Mathematische Annalen. Trés anos mais tarde, casou-se com Anne Hegel, neta do filésofo

alemdo Georg Wilhelm Friedrich Hegel. Recorda Grace Chisholm em uma homenagem que
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fez a Felix Klein: "... os dias ensolarados, quando o jovem e elegante professor se casou com
a graciosa neta do filésofo Hegel".

Nesse mesmo ano, Klein foi nomeado professor na Technische Hochschule, em Munique,
onde permaneceu até 1880, quando foi nomeado para uma cadeira de geometria na Univer-
sidade de Leipzig. Na referida universidade, Klein fundou o Instituto de Matematica, no qual
ficou até 1886.

A partir de 1886, Klein se estabeleceu definitivamente na cidade de Gottingen e dedicou-se
a transformar esta Universidade no centro mundial de investigacdo matematica, de maneira
que um grande nimero de matematicos de primeira linha procurava esta instituicao tanto para
estudar, quanto para contribuir com seus talentos. Nesse sentido, a escola de matematica
de Gottingen tornou-se uma das mais famosas dos tempos modernos.

Segundo Eves (2004), entre esses matematicos estavam David Hilbert (1862 - 1943),
Edmund Landau (1877 - 1938), Hermann Minkowski (1864 - 1909), Wilhelm Ackermann
(1896 - 1962), Constantin Carathéodory (1873 - 1950), Ernst Zermelo (1871 - 1953), Carl
Runge (1856 - 1927), Emmy Noether (1882 - 1935), Richard Dedekind (1831 - 1916), Max
Dehn (1878 - 1952), Hermann Weyl (1885 - 1955), entre outros.

Em 1893, Klein recebeu a medalha Morgan da Sociedade de Matematica de Londres.
Neste mesmo ano, ele e outros conseguiram admitir mulheres na Universidade de Gottingen,
dentre estas estava a jovem inglesa Grace Emily Chisholm que em 1895 foi a primeira mulher
a receber um doutorado na Alemanha. Chisholm foi para Gottingen pelo fato de que nas
escolas inglesas ndo se admitiam mulheres nos cursos de pés-graduacdo.

Durante o periodo de 1881 a 1882, Klein iniciou uma troca de correspondéncias com
o matemético francés Jules Henri Poincaré (1854 - 1912), pois ambos trabalhavam com

funcdes automorfas e entre eles travou-se uma grande rivalidade, conforme relata Klein:

Assim os trabalhos pertinentes a estes temas, representam, sem sombra de davida, o ponto de partida das publi-
cacdes de Poincaré... Em 1880 apresentou a Academia um trabalho que trata de Funcdes Automorfas. A seguir,
continuou entdo toda uma vertiginosa série de publicagdes nos Comptes Rendus de 1881...; s6 nesse ano Poincaré
publicou nada menos que treze cadernos, cujos resultados foram sintetizados no Mathematische Annalen, 19. Em
1881, eu me dedicava a elaborar idéias basicas da teoria de Riemann, sobre as Funcdes Algébricas e suas inte-
grais... (sobre as quais Klein publicou duas notas no Mathematische Annalen, 19 e 20. N. T.). N&o quero aqui
entrar em detalhes sobre a primeira nota, porém, sem maiores delongas, falar da segunda, na qual publiquei o

Teorema Fundamental do Caso do Ciclo Limite, teorema que eu, devido a sua singular simplicidade, o chamei de
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Teorema Central do Ciclo Limite, em virtude do qual toda superficie de Riemann com p menor ou igual a 2, sem
pontos de ramificacdes, somente pode uniformizar-se de uma e essencialmente de uma maneira, mediante funcdes
automorfas com ciclo limite... Na demonstracdo estavam subjacentes... enormes dificuldades... sobretudo porque
me encontrava com deficiéncias em meus conhecimentos em teorias de funcdes... Isto ndo pdde me impedir de
formular, no verdo de 1882, alguns teoremas fundamentais, todavia mais gerais... Durante as férias de outono
de 1882... nasceu a memdria do volume 21 (do Mathematische Annalen, N. T.) que ficou concluida em 6 de
outubro de 1882. Mesmo que muitas coisas estivessem incompletas, contudo, em geral, a construcao do raciocinio
permanece e tampouco foi modificada pelos trabalhos de Poincaré que se sucederam nos vol. 1, 3, 4, 5 da entdo
recém fundada Acta Mathematica. De fato, consegui adiantar-me um pouco a Poincaré... O preco que tive que
pagar pelo meu trabalho foi, na verdade, extraordinariamente alto: a faléncia total da minha satde... Minha prépria
atividade produtiva pessoal, no campo da Matematica tedrica, terminou em 1882. Tudo o que veio a seguir, se
refere, ainda que n3o se trate de simples retoques de um tema, a detalhes. Deste modo Poincaré teve o campo
livre e até 1884 publicou na Acta Mathematica seus cinco grandes trabalhos sobre as novas fungdes. (KLEIN apud

BELTRAO, 2001, 13-14).

Devido ao comprometimento de sua salde, provocado pelo excesso de trabalho, Klein
adotou um novo método de trabalho, no qual ele apresentava as idéias e as diretrizes gerais
e deixava a conclusdo e posteriores modificacdes aos seus colaboradores mais jovens. Klein
tinha um olhar fantastico para detectar um jovem talento matematico, o que certamente
contribuiu para o seu posterior sucesso em GoOttingen, conforme ilustra uma carta que Kilein
enviou ao pai de Hurwitz, um talentoso matematico judeu que estudou com Klein em Mu-

nique. Nesta carta o matematico expressava sua visao sobre o futuro do jovem:

Acima de tudo quero salientar que entre a totalidade dos jovens com quem eu tenho trabalhado até agora ndo
houve um talento matematico que especificamente poderia ser comparado ao seu filho. A partir de agora o seu
filho ird desfrutar de uma brilhante carreira cientifica, o que é tanto mais certo porque seus dons e personalidade
sdo combinados com suas caracteristicas amaveis. O (nico ponto perigoso é a sua saide. Seu filho provavelmente
ja ha muito tempo enfraqueceu-se pelo excesso de seus estudos... Permitam-me encerrar com as convicgdes que
ninguém sera mais feliz que eu quando a saide de seu filho... [v]oltar totalmente. Eu preciso profundamente da

sua colaboracdo para minha Gltima investigacdo matematica. (KLEIN apud ROWE, 1986, 432).

Dentre os inGmeros trabalhos de Klein, os mais conhecidos sdo 0s que versam sobre a
Geometria ndo-Euclidiana, o livro Matematica Elementar sob o ponto de vista avancado e o

livro PrelecGes sobre o desenvolvimento da matematica no século XIX.
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QOutras colaboracdes de Klein ao longo de sua carreira como matematico sdo: direcao do
Mathematischen Annalen, criacao e direcdo da Comissao Alema para o ensino da Matematica
e das Ciéncias, em 1907, e criacdo da Comissdo Internacional de Ensino da Matematica
(IMUK).

Podemos salientar aqui quao grande foram as contribuicdes de Felix Klein como Professor.
Boyer (2003) salientou que "... ndo existira professor tdo influente, pois além de dar aulas
entusiasmantes, Klein se preocupava com o ensino da matematica em muitos niveis e exerceu
forte influéncia em circulos pedagégicos."

Em 1885 foi eleito membro da Royal Society. Ja em 1912 recebe a Medalha Copley da
Royal Society.

Klein morreu em 22 de junho de 1925 em Go6ttingen, na Alemanha.

2.2 Matematica Elementar de um ponto de vista avancado

A primeira edicdo da colecdo Elementarmathematik von hbheren Standpunkte aus (Mate-
matica Elementar de um ponto de vista avancado), do matematico alemdo Felix Klein, foi
publicada no ano de 1908, em Goéttingen. E fruto da participacdo desse matematico em
encontros, congressos e aulas dirigidas a professores. O livro também foi elaborado a partir da
analise do papel das escolas secundarias e superiores nos processos de ensino da matematica.
Trata-se de uma colecdo de livros destinada a professores. Dividida em trés volumes: Volume
| - Aritmética, Algebra e Andlise, Volume Il - Geometria, Volume Il] - Precisées e aproximacdes
matematicas.

As edicdes em alemdo, dos volumes desta colecao, foram publicadas a partir de 1902:

Volume | - Aritmética, Algebra e Anélise (12 edicdo, 1908; 22 edicdo, 1911; 32 edicao,
1924; 42 edicdo, 1933; Reimpressdo da 4? edicdo em 1968); Volume Il - Geometria (1%edicdo,
1909; 22 edicdo, 1914; 32 edicdo, 1925; Reimpressdo da 3? edicdo em 1968) e Volume Il -
Precisdes e aproximacdes matematicas (12 edicdo, 1902; 22 edicdo, 1907; 32 edicdo, 1928;
Reimpressdo da 3? edicdo em 1968)

A partir da terceira edicdo alema, dessa colecdo, foram feitas duas traducdes inglesas
dos volumes | e Il. Estas traducdes, sugerida pelo professor Courant da New York University,
executada por E. R. Hedrick e C. A. Noble, foram publicadas, em 1932 (12 edicdo), pela The
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Macmillan Company e, em 1939 (22 edicdo), pela Dover Publications. Este livro foi escrito
especialmente para jovens professores de matematica.

Segundo Beltrdo (2001), nesta obra Klein apresenta os contelidos iniciando com uma
abordagem histérica e mostra que o trabalho de grandes matematicos surge, na maioria das
vezes, por uma intuicdo. Também faz comentarios de como esses assuntos sdo tratados na
escola, menciona e sugere bibliografias.

O primeiro volume foi dividido em trés partes. A primeira, relativa ao estudo de Aritmética,
apresenta um esboco sobre o conceito de nimero e suas generalizacdes, complementado
por uma detalhada descricdao da maquina de calcular Brungswiga. No livro, Klein discute
também as propriedades especiais dos niimeros inteiros, bem como dos niimeros complexos,
com énfase nos quaternions. A segunda parte trata do estudo da algebra, onde Klein enfatiza
o estudo das equacdes de coeficientes e raizes reais, bem como das equacdes no campo dos
nimeros complexos, onde é discutido a solucao de equacdes algébricas, relativas a grupos
de equacdes de grau n ndo superior a 4. Ja a terceira discorre sobre o estudo de Analise e
trata de questdes referentes a funcdes logaritmicas e exponenciais, incluindo estudo histérico e
explicacdes de tabelas. Mostra também a relacdo entre esses dois tipos de funcdes. Apresenta
um capitulo sobre funcdes trigonométricas e um capitulo sobre calculo, que inclui o estudo de
derivada, integral e criticas relacionadas as séries de Taylor. Este volume traz um apéndice
que fornece uma prova detalhada da transcendéncia dos niimeros m e e, e uma introducdo a
teoria dos conjuntos.

O segundo volume, sobre Geometria, é dividido em trés capitulos, onde o primeiro trata
das definicdes das variedades geométricas mais simples, no qual Klein enfatiza a importancia
do estudo de matérias fundamentais como matrizes, determinantes, dualidade e vetores.
O segundo capitulo discute questdes relativas a transformacdes geométricas. E o terceiro
capitulo trata da sistematizacao e dos fundamentos da geometria. Ao final da discussao sobre
os fundamentos da geometria, ele traz uma interessante explicacdo sobre "Os Elementos'de
Euclides, com estimativas de seu lugar na histéria e de sua importancia cientifica. Esse
volume traz um apéndice sobre o ensino da geometria que apresenta uma discussao sobre
os fundamentos histéricos, as contraposicées das exigéncias modernas e algumas criticas a

pedagogia tradicional, bem como ao ensino na Inglaterra, Franca, Italia e Alemanha.
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2.2.1 Matematica Elementar sob um ponto de vista avancado - Arit-

mética, Algebra e Analise

Nesta secdo descreveremos os conceitos matematicos contidos no volume | - Matematica
Elementar sob um ponto de vista avancado: Aritmética, Algebra e Andlise. Nosso objetivo &
mostrar como Klein apresenta e discute esses conceitos matematicos.

Em sua dissertacao de mestrado Felix Klein: Uma visdo do calculo infinitesimal no ensino
médio, a pesquisadora Maria Eli Puga Beltrdo (2001) coloca que, nesta obra, Klein "apre-
senta a evolucdo histérica de cada topico". Klein acreditava que o ensino de matematica
deveria partir da histéria do conceito a ser estudado e, a partir disso, o aluno iria construir
intuitivamente os conceitos formais desse conceito. Klein, nessa obra, indica bibliografias que
podem ser utilizadas pelos professores como fontes de auxilio no trabalho em sala de aula.

O volume Matemaética Elementar sob um ponto de vista avancado - Algebra, Aritmética e
Analise, composto de 328 paginas, traz assuntos relacionados aos temas conjuntos numéricos
e suas propriedades, especialmente nlimeros irracionais, propriedades de primos, logaritmos
e funcdes exponenciais, continuidade e diferenciabilidade de funcdes, nimeros complexos e
equacdes no campo dos nimeros complexos, bem como equacdes de coeficientes e raizes
reais. Finaliza com um apéndice destinado a tratar da existéncia do nimero 7 e e suas
caracteristicas transcendentais, bem como da Teoria dos conjuntos.

A primeira parte desse livro, destinada a Aritmética, foi dividida em trés capitulos: o
capitulo | trata dos niimeros naturais, o sequndo capitulo discute As primeiras generalizacoes
do conceito de nimero, o terceiro capitulo trata Das propriedades especiais dos nimeros
inteiros, e o capitulo IV dos Nimeros complexos.

A segunda parte dessa obra é reservada a Algebra. Logo em seu inicio, Klein apresenta
algumas referéncias bibliograficas que poderdao ajudar o professor em aspectos relacionados
a algebra e lembra que "o objetivo do curso nao é apresentar uma exposicao sistematica e
sim tratar de uma parte pouco apreciada [a algebra], contudo de extrema importancia pela
relacdo intima que tem com o ensino da matematica". O capitulo | é dedicado ao tema
Equacées de coeficientes e raizes reais, e o capitulo Il destina-se a tratar das Equacdes no

campo dos niimeros complexos.
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ELEMENTARMATHEMATIK
VOM HOHEREN STANDPUNKTE AUS,

TEIL I: ARITHMETIK, ALGEBRA, ANALYSIS.

VORLESUNG
GEHALTEN IM WINTERSEMESTER 1907 —08

VON

s
F. KLEIN.

AUSGEARBEITET VON E. HELLINGER.

LEIPZIG 1908,
IN KOMMISSION BEI B. G. TEUBNER

Figura 2.2: Matematica Elementar de um ponto de vista avancado - Volume I: Aritmética,
Algebra e Analise - Aulas proferidas no semestre de inverno 1907-1908 por F. Klein - Orga-
nizadas por E. Hellinger - Leipzig 1908. Em consignacdo por B. G. Teubner.
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FELIX KLEIN

ELEMENTARMATHEMATIK

VOM HOHEREN STANDPUNKTE AUS
VIERTE AUFLAGE

ERSTER BAND
ARITHMETIK - ALGEBRA - ANALYSIS

AUSGEARBEITET VON

E. HELLINGER

FUR DEN DRUCK FERTIG GEMACHT
UND MIT ZUSATZEN VERSEHEN VON

FR. SEYFARTH

NACHDRUCK
1968

MIT 125 ABBILDUNGEN

BERLIN
VERLAG VON JULIUS SPRINGER
X933

Figura 2.3: Felix Klein - Matematica Elementar de um ponto de vista avancado - Quarta
edicdo - Primeiro volume - Aritmética-Algebra-Analise - organizado por E. Hellinger - edicdo
final e comentarios por FR. Seyfarth - Reimpressdo 1968 - com 125 ilustracfes - Berlin -

editora de Julius Springer 1933.
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A terceira parte desse livro é dedicada a analise. O autor, no primeiro capitulo, discute
O logaritmo e a funcdo exponencial, no segundo capitulo trata das Funcdes goniométricas,
e no capitulo Ill mostra o Calculo infinitesimal propriamente dito.

Nos apéndices, Klein discute inicialmente sobre a Transcendéncia de 7 e e. Posteriormente
trata do tépico Teoria dos conjuntos, onde expde sobre poténcia dos conjuntos e ordenacao
dos elementos de um conjunto.

Neste volume, o autor valoriza aspectos histéricos dos conceitos estudados, apresenta
exemplos e aplicacdes, sempre direcionados a outros conceitos matematicos, sem se preo-
cupar com problemas do cotidiano. N&o apresenta provas dedutivas, limitando o estudo
a simples apresentacdo direta de resultados, com poucas explicacbes de teoremas e suas

demonstracdes.

2.2.2 Matematica Elementar sob um ponto de vista avancado - Geo-

metria

Nesta secdo, apés uma breve apresentacdo do livro de Geometria da série Matematica
Elementar de um ponto de vista avancado, mostraremos como Felix Klein utiliza a geometria
analitica, mais especificamente a teoria de determinantes, como ferramenta para trabalhar
as nocdes de comprimento, area e volume.

No prefacio do livro Matematica elementar de um ponto de vista avancado - Geometria
Klein coloca que este livro € um complemento de seu livro editado anteriormente Matematica
elementar de um ponto de vista avancado - Aritmética, algebra e analise. O autor enfatiza
que "[procura dar] uma 'visdo completa’ do campo da geometria, de tal amplitude quanto
eu desejaria que cada professor do ensino secundario tivesse" (KLEIN,2004, Prefacio)?.

O livro é baseado em palestras que tinham como finalidade a reforma do ensino escolar e
as relacdes entre escolas e universidades de matematica na preparacao dos estudantes univer-
sitarios para as suas carreiras como professores nas escolas secundarias. E destinado a tratar
especificamente de temas relacionados a Geometria. Aborda as variedades e transformacdes
geomeétricas, faz uma sistematizacdo da geometria e apresenta os fundamentos da geometria.

Os conceitos matematicos do livro Matematica Elementar de um ponto de vista avancado

- Geometria, apresentados em 228 paginas, sao organizados em trés blocos: As mais simples

1 "This form is, in fact, quite unlike that of Part I. | made up my mind to give, above all, a comprehensive

view of the field of geometry, of such a range as | should wish every teacher in a higher school to have"
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FELIX KLEIN

ELEMENTARMATHEMATIK

VOM HOHEREN STANDPUNKTE AUS
DRITTE AUFLAGE

ZWEITER BAND

GEOMETRIE

E.HELLINGER

FUR DEN DRUCK FERTIG GEMACHT
UND MIT ZUSATZEN VERSEHEN VON

FR. SEYFARTH

NACHDRUCK

1968

MIT 157 ABBILDUNGEN

BERLIN
VERLAG VON JULIUS SPRINGER
1925

Figura 2.4: Felix Klein - Matematica Elementar de um ponto de vista avancado - Terceira
Edicdo - Segundo volume - Geometria - organizado por E. Hellinger - Edicdo final e comen-
tarios por FR. Seyfarth - Reimpressdo 1968 - com 157 ilustracdes - Berlin - editora de Julius
Springer - 1933.
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variedades geométricas, As transformacdes geométricas, e Discussao sistematica da geome-
tria e seus fundamentos.

Enquanto que no primeiro bloco o foco esta sobre os objetos da geometria, dos mais
elementares (pontos, segmentos, poligonos) aos mais rebuscados da geometria projetiva, o
segundo trata das transformacdes geométricas que induzem diferentes geometrias nos obje-
tos definidos na primeira secdao. Aqui, a organizacao € aquela defendida por Klein desde seu
programa apresentado em Erlangen: estudo dos grupos de transformacdes ( afins, projeti-
vas, entre outras) e das propriedades invariantes por estes grupos. A teoria dos invariantes é,
entdo, apresentada sistematicamente no inicio do terceiro bloco, e os fundamentos da geome-
tria sdo abordados sob o enfoque dos temas anteriores. Além disso, apresenta brevemente
os Elementos de Euclides.

Nestes livros, provas dedutivas sdo omitidas ou sdao somente iniciadas pelo autor, que
indica a direcdo de uma investigacdo mais aprofundada, deixando a demonstracao aos leitores.
O autor indica um grande nimero de citacGes de fontes originais e de outros livros que
contenham mais detalhes das provas.

As obras de Klein sofreram varias criticas positivas e negativas. Para John M. Reiner
(1941), Felix Klein foi um grande colaborador para a investigacdo matematica do seu tempo,
foi também um grande reformador que buscou em seu famoso Programa de Erlanger a
unificacdo de todas as matematicas. E procurou em suas obras estabelecer pensamentos
contrarios ao macante e mau ensino da matematica nas escolas da Alemanha nesse tempo.
Ja W. L. Duren Jr. (1934) criticava a falta de rigor no tratamento dado por Klein para os
contelidos matematicos.

Na traducdo espanhola do livro Matematica Elementar sob um ponto de vista avancado
Klein (1931) apresenta um apéndice que discute o ensino da Geometria na Inglaterra, na
Franca, na Itdlia e na Alemanha.

Para mostrar como Klein trata os conceitos matematicos de comprimento, area e volume,
apresentaremos de maneira mais detalhada, na secao seguinte, como foram introduzidos esses

conceitos em seu livro.
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2.3 Comprimento, Area e Volume

Klein, na secao | da Parte | do volume Il, de seu livro faz uma definicdo de comprimento,
area e volume por meio de determinantes. Em sequida, mostra algumas aplicacées relativas
a razao cruzada, descreve a area de poligonos retilineos e de areas curvilineas, e termina
apresentando a teoria do planimetro polar de Amsler.

Destarte, Klein coloca que seu desejo, ao separar a aritmética, algebra e analise, da ge-
ometria, tém pressupostos fortes e profundos. O autor afirma que, pelo fato de existirem
poucos livros didaticos que tratavam sobre geometria, escreve esse livro com o intuito de
apresentar esse tema de maneira uniformizada, evitando o esteredtipo.(KLEIN, 2004, Prefa-
cio).?

O autor aponta, na introducdo de seu livro, que procurou oferecer uma '"pesquisa com-
pleta no campo da geometria", enfatizando que seus principios baseavam-se na "instrucao
matematica".

Sua preocupacdo na "reorganizacdo da instrucdo escolar em Aritmética, algebra e analise",
bem como a "introducdo do calculo diferencial e integral nas escolas', demonstra seu interesse
em buscar uma maior interacdo entre as universidades e as escolas, pois, de acordo com ele,
a instrucdo universitaria "deixa o professor principiante inteiramente sem orientacdo para as
coisas geralmente muito importantes que ele poderia usar realmente mais tarde".

Felix Klein também faz uso do "desenvolvimento da ciéncia histérica", salientando que
discussdes como esta favorecem a "cultura geral matematica'e auxiliam na "compreensao
da matéria de estudo".

No que concerne a fusdo dos campos da matematica - aritmética, algebra, analise e

geometria - ele dira

[...] estou pensando, ao mesmo tempo, em uma fusdo ainda mais profunda. Semestre passado eu me esforcei
sempre para transmitir discussdes abstratas da aritmética, algebra e analise pelo significado de figuras e métodos
graficos, que trazem as coisas para mais perto do individuo e freqiientemente as tornam claras para ele, desde o

primeiro instante. (KLEIN, 2, 2004).3

2
3

The choice of this new order was motivated partly by the desire to avoid a stereotyped form.

(...) but I am thinking, at the same time, of a still more far-reaching fusion. Last semester | endeavored
always to enliven the abstract discussions of arithmetic, algebra, and analysis by means of figures and graphic
methods, which bring the things nearer to the individual and often make clear to him, for the first time (...).
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Conforme estudos anteriores, sabemos que as idéias modernizadoras que Klein defendia
baseavam-se na inclusdao do estudo do Calculo Diferencial e Integral nas classes finais do
ensino secundério (hoje Ensino Médio); na unificacdo dos ramos da matematica (aritmética,
algebra, anélise e geometria); no ensino de matematica voltado & intuicdo e partindo de
tépicos da histéria da matematica.

A partir desses pressupostos, faremos agora uma analise do livro ""Matematica Elementar
sob um ponto de vista avancado - Geometria'restringindo nosso estudo ao capitulo 1, As
mais simples variedades geométricas, onde enfatizaremos a parte que o autor, Felix Klein,
discute os conceitos de comprimento, area, volume como magnitudes relativas.

O autor inicia o capitulo descrevendo as grandezas comprimento, area e volume utilizando
determinantes. Fica subentendida e confundida, durante todo o texto, a notacdo que repre-
senta os pontos na reta, no plano e no espaco. Em todos os casos, ele denomina os pontos
utilizando os nimeros 1, 2, 3 e 4, sendo que o leitor devera considerar seus valores ou coor-
denadas, caso a caso. Por exemplo, ao definir a nocdo de comprimento entre os pontos 1 e
2, ele dira:

Se tratamos de um segmento de reta, pensemos nele repousado sobre o eixo x. Considerando as abscissas de

seus extremos como xj; € x», seu comprimento serd x; — xo, € esta diferenca podera ser colocada na forma de

X1 1
(1,2):X1X2=}< >
X2 1

Prossegue definindo o conceito de area de um triangulo tomando o plano xy e trés pontos

determinante:

quaisquer pertencentes a este plano. Dessa forma o autor descreve a area do triangulo

seguindo analiticamente o exposto abaixo:

[...] a area de um tridngulo no plano xy o qual é formado por trés pontos 1, 2, 3, com coordenadas (x1, y1), (x2, ¥2), (x3, y3)
, sera:
x1 oy 1
(1L23)=15|x » 1
x3 y3 1

Continua sua explanacao definindo o volume do tetraedro. Para isso, o autor toma quatro
pontos (x1, y1,21), (X2, 2, 22), (X3, ¥3, Z3), (X4, Y4, Z4) NO €spaco e apresenta analiticamente o

volume do tetraedro conforme descrito abaixo:

[...] o volume de um tetraedro feito por quatro pontos 1, 2, 3, 4 com coordenadas (x1,y1,21), .... (Xa, ya, za), tem
a férmula:

X1 oz

X2 Yo 22

X3 y3 Z3

X4 ya 2z

(1,2,3,4) = 12>

,_.
N
w

— =
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A proposta de Klein para o estudo da nocdes de comprimento, area e volume nasce,
primeiro, da tentativa de introduzir a geometria analitica, o uso de coordenadas e de deter-
minantes como chave para estudar as questdes geométricas. Além disso, o fato de Klein
permitir que o resultado das contas tenha sinal negativo, servira de mote para a introducao
de alguns problemas da geometria projetiva. E a unido dos métodos analitico e sintético, e
a retirada do método axiomatico euclideano como forma de ensino da geometria.*

Klein poderia ter explicitado, em sua obra, como chegou a esses resultados. Para o
comprimento de um segmento, vemos que essa formula é evidente. Ja, para o caso da
area do tridangulo, tomaremos como base a dissertacdo de mestrado de Felix Silva Costa,
intitulada Areas e contornos, que explica, de forma clara e sucinta, como podemos chegar a
esse resultado colocado por Klein.

Para isso, Costa (2008) toma um tridngulo PyP P situado no plano cartesiano como na
Figura 2.5

Iy Iy I T

Figura 2.5: Triangulo determinado pelos pontos Fy, P e Ps.

Dessa forma, a area desse triangulo sera calculada, somando-se a area do tridangulo P EP>
com a area do trapézio EF PP, e subtraindo da area do triangulo Ry F Py, ou seja,

Ap,pip, = Arer, + Aerpp, — ARyFPR

Segue que, substituindo os valores das coordenadas destes pontos, temos:

A = Lo=x0).(e=ye) | [(ro=y0)+(i—yo)l.Ca=x) _ La=x) (n—y)
PoPL P2 2 2 >
= %[Xﬂz — XoYo — XoY2 + XoYo + X1Yo — XoY2 — X1 Yo+

+Xo)0 + X1y1 — Xoy1 — X1Yo + XoYo — X1y1 + X1Yo + Xoy1 — XoYo)

4 Resultados prévios sobre essa questdo podem ser encontrados em [Siqueira 2009, Siqueira 2010].
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= L(xoy1 — x1¥0) + (xye — xoy1) + (avo — xo¥2)]-
Dai, a area do triangulo com vértices no sentido anti-horario através do calculo dos
determinantes formados pelas coordenadas do triangulo é expressa por:
Xo Yo X1 0N X2 Y2
Appip, = 3 + + ]
X1 0N X2 Y2 Xo Yo

Se desenvolvermos o determinante

x1 1
X2 Yo 1
x3 y3 1
pela regra de Laplace, temos que:
% Y Xy % Y x1 11
o Yo 1 N > Yo
51 + + =% |x » 1
X1 N X2 Y2 Xo Yo %y 1
3 Y3

Note que Costa (2008) utilizou conceitos simples da geometria analitica para demonstrar
essa férmula. Klein, pensando em um ensino de matematica voltado para a intuicdo, e uti-
lizando conceitos analiticos, poderia ter explicitado ao leitor como chegar a férmula analitica
da area do triangulo. Silva Junior (2008) explica como encontrar analiticamente a férmula
do volume do tetraedro, que nada mais € que uma generalizacdo do resultado encontrado
para a area do tridngulo.

Depois de apresentar as férmulas de comprimento, area e volume, Klein segue dizendo que,
infelizmente, € comum se considerar o valor absoluto no estudo dessas magnitudes. Esclarece
que esse sinal é dado dependendo da ordem na qual os pontos sdo tomados. Partindo desse
pressuposto, apresenta uma regra fundamental que, segundo ele, sempre deve ser utilizada
na geometria para explicar os sinais que as férmulas analiticas apresentam. Aproveita para
fazer uma investigacao do significado geométrico do sinal nestas determinacdes.

Explica essa investigacao tomando como base o "sistema de coordenadas retangulares",
e encontra a interpretacao do sinal a partir de "propriedades geométricas simples da sucessao
de pontos como estes sdo determinados pela sua ordem.

Nesse ponto do trabalho, Klein diz que para o segmento esta propriedade é evidente, e
complementa isso mostrando que o comprimento pode ser positivo ou negativo dependendo
da localizacdo do ponto 1; se este ponto esta a direita do ponto 2, o comprimento sera

positivo; e se este ponto esta a esquerda do ponto 2, o comprimento sera negativo.
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Continua explicando que o sinal da area de um triangulo pode ser positivo ou negativo
conforme os vértices 1, 2, 3 sdo tomados; se esses pontos sao tomados no sentido anti-horario
(de 1 para 3 passando pelo 2), o sinal da area sera positivo; se esses pontos sdo tomados no
sentido horério (de 1 para 2 passando por 3), o sinal da area sera negativo, conforme ilustra

a Figura 2.6:

Figura 2.6: Triangulo orientado positivamente

Klein continua sua exposicdo provando o significado geométrico do sinal para a area
do triangulo. Para isso o autor toma um triangulo peculiarmente colocado no plano xy,
cujos vértices estdo localizados nos pontos (1,0), (0, 1), (0,0). A partir do determinante que
expressa a area desse triangulo, faz uma avaliacdo do sinal deste determinante, explicando o
resultado obtido no calculo do determinante:

De acordo com o nosso entendimento sobre o sistema de coordenadas, nés devemos percorrer este tridngulo no

sentido anti-horario e nossa férmula de sua area concebe o valor positivo:
1 0 1

1 1| =+3.
01

Finaliza esta explicacdo salientando que, ao modificarmos continuamente os vértices do
triangulo, tomando o devido cuidado em nao deixa-los em uma posicao colinear, o sinal do
determinante ndo modificara. Isso se deve ao fato do determinante ser uma fung¢do continua
em relacdo as suas entradas (Spivak, 1965). De fato, o cuidado de ndo deixar que os pontos
sejam colocados em uma posicdo colinear implica que a funcdo determinante ndo anulara, ou
seja, sempre sera positiva. Consequentemente, qualquer triangulo orientado como o triangulo
original tera area positiva, dado ele poder ser obtido por meio de modificacdes continuas do

primeiro.
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No caso do volume do tetraedro. Ele assume um tetraedro convenientemente colocado
no espaco, de maneira que trés vértices estdo sobre os eixos x, y, z, respectivamente e o

quarto ponto fica localizado na origem. Assim o volume do tetraedro é:

0
0
1
0

e L
I
+
[l

0
1
0
0

o O o -

Analogamente, todo tetraedro que & uma deformacdo continua deste, desde que seus
vértices ndo sejam colineares, tem seu volume positivo. Continua esclarecendo que o volume
de todo tetraedro que é percorrido pelos vértices 2, 3, 4 olhado a partir do vértice 1 é positivo
(sentido anti-horario); para o caso contrario, seu volume é negativo (sentido horario).

Dessa forma, Klein ressalta que das férmulas analiticas do comprimento, area e volume
chega-se as regras geométricas que permitem indicar um sinal determinado para algum seg-
mento, tridngulo ou tetraedro, dependente da ordem pela qual os vértices sdao dados. O autor
enfatiza ainda que "grandes vantagens, portanto ganham com relacdo a geometria ordinaria
elementar que considera comprimento e superficies como magnitudes absolutas". (KLEIN,
2004, 5). °

A partir da prova da interpretacao geométrica do sinal dessas grandezas, Klein menciona
alguns teoremas gerais simples. Comeca explicando a razao de segmentos, para isso, o0 autor

toma trés pontos em uma reta, designados por 1, 2 e 4, conforme ilustra a Figura 2.7, e define

(a—x2)
(x1—xa)"

de onde o ponto 1 se encontrar; caso o ponto 1 se encontre do lado de fora do segmento

a razao como S = Dessa forma, esse quociente é negativo ou positivo dependendo
(2,4) a razdo seré positiva, e se o ponto 1 se encontrar do lado de dentro do segmento (2,4)
a razao sera negativa.

Felix Klein continua sua explanacdo lembrando que € comum considerar o valor absoluto
dessa razdo. Porém, tomando a introducdo do sinal, podemos considerar diferentes pontos
na reta.

Partindo dessas prelecdes, percebemos a preocupacdo do autor em apresentar as apli-

cacdes que podem ser utilizadas em sala de aula da interpretacdo geométrica do sinal, e

5 Great advantages are thus gained over the ordinary elementary geometry which considers length and contents

as absolute magnitudes.
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Figura 2.7: Exemplo de dois segmentos aonde trés pontos (1,2 e 4) sdo dispostos de maneira
que as razdes tém sinais diferentes.

em mostrar que esse conceito faz-se necessario para que professores e alunos tenham uma
melhor compreensao do conceito de valor absoluto.

Notamos também as dificuldades que Klein tem em matematizar suas demonstracdes.
Percebemos que ele procura descrever suas demonstracdes de forma simples e sem muitos
detalhes.

Klein continua apresentando outra aplicacao da interpretacao geométrica do sinal. Para
isso define a razdo cruzada de quatro pontos tomando a razdao de segmentos citada an-

X1—Xo X3—Xo

teriormente e nesta acrescentando um ponto, denominado ponto 3:D = =2 : =

X1—Xq X3—X4

Evidentemente, esta razao tem um sinal definido. Partindo da interpretacao

(x1—=x2)(x3—xa)
(x1i—=xa)(x3—x2)

geométrica do sinal temos que D < 0 quando os pontos 1 e 3 estdao de um lado e 0s pontos
2 e 4 estdo de outro lado, ou seja, ambos se encontram separados. Caso contrario D > 0,
ou seja, os pontos 1 e 3 ficam ambos do lado de fora ou ambos estao do lado de dentro do
segmento (2, 4).

Prossegue sua explicacdo mostrando o teorema que diz que quatro pontos na reta tém
a mesma razao cruzada dos quatro pontos obtidos quando projetamos pontos dados de um
centro ao outro da linha, dito perspectiva. Explica que considerando a razdo cruzada como
uma grandeza relativa tendo sinal, a reciporca deste teorema é valida. Klein enuncia esse
teorema da seguinte forma: "Dados dois conjuntos de quatro pontos situados sobre duas
retas, e que possuem a mesma razao cruzada, entdo eles podem ser derivados um do outro
por projecdo, uma Unica ou aplicada de forma repetida", conforme Figura 2.8.

Neste trecho, o autor poderia ter estabelecido discussdes acerca das conexdes existentes
entre esse teorema e o Teorema de Papus.

Segundo Eves, em seu Introdugdo a histéria da matematica, Pappus (+- 300 D.C.) de-
monstrou, no livro VIl da Colecao Matematica, o seguinte teorema sobre a projecdo de quatro

pontos:
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Figura 2.9: Projecao de quatro pontos

Se quatro semirretas de mesma origem sao cortadas por duas transversais nos pontos A,
B, C, e D (numa destas) e A’, B/, C', e D' (na outra), entdo as razdes duplas destes pontos,
respectivamente, sdao iguais, ou seja,

(AC/CB).(DB/AD) = (A'C'/C'B").(D'B'JA'D’).

O teorema enunciado por Klein seria, portanto, seria generalizacdo do Teorema de Pa-
ppus. No entanto, Eves parece ser a Gnica fonte secundaria que se reporta a esse teorema,
0 que compromete, sem davida, a veracidade da informacdo. Um pouco cético sobre a
questdo, Coolidge dira que pode se dizer que tanto Euclides quanto Pappus sabiam do teorema
(Coolidge 1934). Indo em outro sentido, encontra-se mais facilmente, inclusive reportando-se
a fontes primarias, o sequinte teorema de Pappus sobre pontos colineares (Ryan 1995, p126;
Coxeter 1967, p 67; Marchisotto 2002):
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Se A, C, E sdo trés pontos em uma reta e B, D, E em outra reta, e se os trés segmentos
AB, CD e EF encontram DE, FA, BC, respectivamente, entdo os trés pontos da interseccdo

L, M, e N sdo colineares.

Figura 2.10: Pontos colineares

E importante observar que, tanto o teorema de Pappus quanto o teorema enunciado por
Klein se remetem a um teorema mais antigo, creditado a Menelaus de Alexandria (+-100
D.C.), sobre pontos colineares (Coxeter 1967, 66):

Se os pontos X, Y e Z, pertencentes aos lados BC, CA, AB (ou a segmentos que 0s
contém) do triangulo ABC, sdo colineares, entdo

(BX/CX)(CY/AY)(AZ/BZ) = 1.

Reciprocamente, se esta equacao é verdadeira para os pontos X, Y, Z, pertencentes aos
lados BC, CA, AB (ou a segmentos que os contém) do tridngulo ABC, entdo estes trés
pontos sdo colienares.

Klein mostra um campo frutifero de aplicacGes diretamente ligadas a outros conceitos
matematicos. O autor, neste ponto, discute sobre o calculo da area de figuras poligonais e a
area de figuras curvilineas fechadas partindo das areas parciais dos triangulos dessas figuras
e levando em consideracdo o sentido nos quais os vértices desses triangulos parciais sao
tomados para a determinacdo do sinal.

Para a area de um triangulo, tome um ponto O no interior de um triangulo 1, 2, 3,
conforme ilustra a Figura 2.9 (a). Unindo o ponto O a cada um dos vértices, a soma das
areas parciais, por um sentido elementar, € igual a area do triangulo original. Assim, pode-se
escrever |(1,2,3)] =(0,2,3)]+1(0,3,1)|+ (0, 1,2)|, como em todos os tridngulos a ordem
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Figura 2.11: Pontos colineares em um triangulo

dos vértices, como eles aparecem nas equacdes acima, € anti-horario. Dessa forma, as areas
(1,2,3),(0,2,3),(0,3,1),(0,1,2), sdo todas positivas, assim podemos reescrever a equacao
acima da sequinte forma (1,2,3) =(0,2,3) +(0,3,1) + (0, 1, 2).

Klein lembra que o mesmo vale quando o ponto O se encontra fora do triangulo para
quaisquer pontos 0,1,2,3, do plano. E mostra que se tomarmos um ponto O fora do
triangulo, conforme mostra a Figura 2.9 (b), os tridngulos parciais (0,2, 3),(0,3,1), sdo
percorridos no sentido anti-horéario, ja o tridngulo (0, 1,2) é percorrido no sentido horario,
dessa forma, nossa equacdo de areas absolutas é dada por |(1,2,3)| = |(0,2,3)|+1(0,3,1)|—
(0,1, 2)].

(a) Triangulo 1 (b) Triangulo 2

Figura 2.12: Calculo da area de um tridangulo através de areas parciais

O autor continua sua explanacao provando esse teorema a partir da definicao analitica.
Para isso adota um ponto O na origem do sistema de coordenadas, posteriormente substitui
cada uma das areas parciais do triangulo por determinantes apropriados, omitindo o fator 2,

prova que, para xi, ..., y3 arbitrarios, o segmento mantém a relacdo. Dessa forma, seque que:
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(1.2,3)] =1(0,2,3)] + (0,3, 1) — 1(0,1,2)]

x1 y1 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1

X2 2 = y2 1t x3 y3 1+ 1x0 »n 1

X3 y3 1 X3 y3 1 xeo oy 1 x oy 1
Klein esclarece que os valores dos determinantes a direita continuam invariantes se nés
substituirmos o segundo e o terceiro 1 da Gltima coluna por zeros. Dessa forma, quando de-
senvolvemos estes determinantes, esses elementos sdao multiplicados por zero. Fazendo uma
troca ciclica dos elementos principais dos dois Gltimos determinantes, o que é absolutamente
permitido para determinantes de terceira ordem ou de ordem impar, nossa equacao sera dada

por:

X1 WV 1 0 0 1 X1 W 0 X1 W 0
Xo Yo 1| = Xo Vo 1|+ |0 0 1|+ Xo Vo 0
X3 Y3 1 X3 V3 1 X3 V3 0 0 0 1

Felix Klein lembra que nesta identidade na soma de determinantes a direita estdao apenas
0s menores da (ltima coluna do primeiro determinante. Assim, temos que o teorema esta
provado para qualquer posicdo dos quatro pontos.

O autor continua sua explanacdo explicando que é possivel generalizar esta férmula para
a area de um poligono de n lados. Propde entdo que se reflita sobre o seguinte problema:
"determinar a area de uma figura retilinea apds ter medido as coordenadas dos vértices
1,2,...,n—1,n", conforme ilustra a Figura 2.10, Klein lembra que aquele que ndo € habituado
a operar com sinais, possivelmente esbocara este poligono dividindo-o em tridngulos pelo
esboco de suas diagonais, dessa forma, partindo de uma ordem de tomada dos vértices &
possivel calcular a area desse poligono a partir da soma ou diferenca das areas dos triangulos
parciais.

Porém, ressalta que é possivel escrever a férmula geral sem esbocar o poligono, assim
enuncia: "se O é um ponto no plano, convencionalmente situado na origem do sistema de
coordenadas, e os vértices desse poligono sao percorridos no sentido 1,2, ..., n, a férmula
geral é dada por (1,2,3,....,n) = (0,1,2) +(0,2,3) + ... + (0,n —1,n) + (0, n, 1)", onde
cada triangulo deve ser tomado com o sinal do determinante respeitando o sentido pelo qual
0S vértices sao tomados. Lembrando que "a férmula resulta para a area de um poligono
positivamente ou negativamente, de acordo com o circuito do poligono no sentido, 1,2, ..., n

ser anti-horario ou nao".
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Figura 2.13: Poligono orientado positivamente

O autor convida os leitores a fazerem a demonstracdo da proposicdo mencionada acima.
Mais uma vez percebemos que o autor apresenta dificuldades em matematizar as de-monstracdes
de suas proposicdes e teoremas, alegando ser de facil demonstracdo. Porém deixa esses pe-
quenos detalhes para os leitores, sem dar muito embasamento tedérico e matematico. O autor
se limita apenas a intuicdo matematica dessas conjecturas.

Nesse ponto do trabalho, Klein cita outros exemplos de aplicacao da determinacao do sinal
para o calculo de areas de poligonos. Toma como exemplo poligonos que se interceptam em

um determinado ponto, conforme ilustra a Figura 2.11.

Figura 2.14: Poligono que se intercepta em um ponto

Ele salienta que o ponto O pode ser tomado em qualquer lugar, mas para esse poligono
ele coloca o ponto O em um local convenientemente escolhido, no ponto de intersecdo desse
poligono. Temos entdo que esse é descrito por (1,2,3,4) = (0,2,3) + (0,4,1). Explica
que o primeiro triangulo tem area negativa e o segundo tem area positiva, dessa forma, o
autor conclui que a édrea desse poligono, tomando o circuito no sentido (1,2, 3,4) é, igual
ao valor absoluto da area da parte (0,4, 1) que estd no sentido anti-horario, diminuido pela

parte (0,2, 3) que é percorrida no sentido horério.
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Klein também menciona outro exemplo, no qual examina o caso da estrela pentagonal,

llustrada na Figura 2.12.

Figura 2.15: Estrela pentagonal

Inicia essa explicacdo tomando o ponto O no centro da estrela pentagonal. Dessa forma,
se tomarmos todos os tridngulos parciais na soma (0, 1,2)4(0, 2, 3)+...4+(0, 5, 1) percorridos
no sentido positivo; segue que a soma deles cobre os cinco cantos da parte central da figura
duas vezes, e cada uma das cinco pontas uma vez. Assim, considerando o circuito positivo
em torno do nosso poligono (1,2,3,4,5,1) é facil ver que todas as partes do extremo sdo
percorridas no sentido anti-horario e que a parte central desse poligono € percorrida duas
vezes. Assim, a area é duplamente contada, lembra também que o restante do poligono é
percorrido apenas uma vez.

Continua sua explicacdo deduzindo uma regra geral a partir dos dois exemplos citados
anteriormente, a qual o autor afirma que "para um retangulo retilineo com linhas arbitrarias,
nossa férmula da como area total a soma algébrica das areas parciais limitadas pela linha
poligonal, onde cada uma dessas areas parciais é contada com a freqiiéncia que nés passarmos
em torno de seu limite quando o circuito (1,2,3,...,n,1) é feito mais de uma vez. Essa
contagem pode ser feita positivamente ou negativamente conforme passarmos em torno da
area parcial em sentido horario ou anti-horario". Finalmente lembra que ao estabelecermos
este principio ndo teremos dificuldades em aplicar este teorema.

Klein, nesse ponto, mostra outro exemplo importante para o caso de poligonos limitados
por areas curvilineas. Exemplifica tomando uma curva fechada, na qual marca-se um sentido
definido de direcdo ao longo desta curva. O autor explica que encontraremos a area desta
curva se aproximarmos a curva pelos poligonos, tomando pequenos acréscimos e calculando

o limite dessas areas destes poligonos, conforme ilustra a Figura 2.13.
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Figura 2.16: Curva fechada

Assim, Felix Klein toma os pontos P(x,y) e Pi(x + dx,y + dy) que sdo os dois vértices
bem préximos desse poligono. Logo, sua area consiste na soma dos tridangulos elementares

(OPPy), cuja soma sera:

0 0 1
X y 1| = 3(xdy — ydx)
X+dx y+dy 1

Nl

No limite, esta soma torna-se a integral de linha

L [(xdy — ydx)

ao longo da curva, que define o limite da area limitada pela curva. Nesse ponto o autor faz
uma definicdo geométrica para este caso: '"cada area parcial limitada pela curva é contada
positivamente se seu circuito for tomado no sentido anti-horario e negativamente se seu
circuito for tomado no sentido horario, esta curva pode ser percorrida mais de uma vez
em sentido determinado. Enfatiza que para uma curva simples, como a da figura acima, o
calculo da integral resulta na area exata limitada pela curva, tomada no sentido anti-horario
(positivo).

Neste trecho do livro, Klein poderia ter utilizado a demonstracdo do Teorema de Green
para esclarecer ao leitor como se chega a essa integral. Para verificar essa demonstracao,
consulte o trabalho de Costa (2008).

Em sua reflexdo Klein também mostra outros tipos de curvas e explica como sdo tomados
0S circuitos bem como quantas vezes cada circuito € contado positivamente ou negativa-
mente. Esclarece que na primeira figura a parte externa é contada uma vez positivamente e

a parte interna é contada duas vezes; na segunda figura o lado esquerdo € negativo e o direito
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é positivo, dessa forma, o conjunto resulta em uma area negativa; ja na terceira figura, uma
parte ndo é toda contada, pois ela é percorrida uma vez no sentido anti-horario e outra vez

no sentido horério.
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(a) Primeira (b) Segunda (c) Terceira

Figura 2.17: Circuitos orientados positivamente e negativamente

Percebemos nesse trecho que Klein ja se utiliza de outro conceito matematico para o
calculo da area de uma figura plana e curvilinea. Ele introduz o conceito de limite, bem como
de integral para resolver esse problema. Note que este livro é direcionado para professores
do ensino secundario, porém nesse fragmento o autor convida o professor a utilizar os con-
ceitos de derivada e integral para explicar o calculo de areas curvilineas. Vale lembrar que a
introducdo do calculo diferencial e integral no ensino secundario fazia parte da proposta de
Klein para a modernizacdao do ensino da matematica.

Porém, o autor, ndo esclarece ao leitor os conceitos matematicos que originam essa
integral. Nesse ponto, percebemos novamente que o autor ndo se utiliza da intuicao para
explicar conceitos matematicos, ele simplesmente apresenta resultados.

Para finalizar esta parte, Klein descreve o Planimetro Polar de Amsler e mostra como
esse equipamento funciona a partir das definicdes e exemplos apresentados acima.

O autor comeca fazendo alguns apontamentos histéricos relativos a invencdo e utilidade
desse equipamento, coisa bem modesta se pensarmos na riqueza de dados histéricos sobre o
mesmo.

Construido em 1854, o planimetro polar € um instrumento utilizado para medir uma area
plana limitada por uma curva que nao se intercepta, seu idealizador foi o mecanico Jacob
Amsler de Schaffhausen. Klein destaca que este equipamento efetua a determinacdo das
areas de acordo com as discussdes feitas por ele anteriormente. E apresenta a base tedrica

da construcdo do planimetro polar.
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O trabalho de Costa (2008) apresenta com mais detalhes a conexdo entre o funciona-

mento do planimetro o e Teorema de Green.

Figura 2.18: Planimetro Polar

Klein finaliza essa parte do livro fazendo uma critica aos matematicos puros que se fixam
em explicacdes tedricas sem mostrar na pratica como os instrumentos funcionam e critica
também o oposto do pensamento mecanicista (construtivismo) que faz o contrario, que
mostra o funcionamento dos equipamentos sem explicacdes tedricas, dessa forma, o autor
enfatiza que na matematica deve haver um elo entre a teoria e a pratica.

Lembra que ndo se pode ignorar os erros no funcionamento deste equipamento, e explica
que nem sempre o desenho do papel sera uniformemente plano. Alerta que essas questdes
sao importantes na pratica e que cabe a investigacdao matematica verificar o porqué destes

€rros.



Capitulo 3

Os reflexos do Movimento Internacional
de Reforma do Ensino da Matematica no

Brasil
I

"Ha uma Gnica ciéncia, a matematica, a qual ninguém se pode jactar de conhecer porque suas conquistas sdo, por

natureza, infinitas; dela toda gente fala, sobretudo os que mais a ignoram."(Malba Tahan)

No Brasil, a referéncia do ensino, em meados do século XIX estava centrada no Colégio
Pedro II, cujo surgimento se deve a reorganizacdo do antigo Seminario de Sao Joaquim,
pelo entdo ministro do Império, Bernardo Pereira de Vasconcelos. Inaugurada, conforme
decreto de 2 de dezembro de 1837, esta instituicdo passou a se chamar Imperial Colégio de
Pedro Il. Era considerada como referéncia do ensino daqueles tempos, pois nessa instituicao

lecionavam os melhores e mais renomados professores da época, conforme aventa Roxo:

[...] era o melhor colégio do Brasil, o Gnico mantido pelo governo federal. Ali, desde os primeiros tempos do
2° Reinado, haviam lecionado e continuavam a lecionar os maiores nomes do nosso magistério; dali haviam saido

muitos dos grandes homens de nossa Pétria (ROXO apud DASSIE, 29, 2008).

Foi também no Colégio Pedro Il que surgiram as primeiras iniciativas concernentes a
reforma do ensino matematico. Como apontamos anteriormente, o Brasil no ano de 1912
foi convidado a participar no congresso do IMUK, porém sem direito a voto.

Nesse periodo, os professores Eugénio de Barros Raja Gabaglia e Joaquim Inacio de

Almeida Lisboa dividiam a catedra de matematica no externato do Colégio Pedro Il. Valente

40
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(2004) coloca que Gabaglia "admirava a sintese subjetiva, divergindo da sintese religiosa'e
que também "era um herdeiro da tradicdo". Almeida Lisboa era considerado, de acordo
com Valente (2004), "um mestre rispido, defensor da ordem e da maxima disciplina". Dessa
forma, percebemos que ambos valorizavam o desenvolvimento do raciocinio dedutivo, porém
Gabaglia se mostrava mais interessado em mudancas curriculares no ensino de matematica
que Almeida Lisboa.

Ressaltamos aqui o importante papel desempenhado por Raja Gabaglia e Arthur Thiré,
professores de matematica do internato do Colégio Pedro II, como os precursores de modifi-

cacoes realizadas no ensino de matematica no Brasil. Nas palavras de Valente:

[por volta do século XX ocorreu] uma modificacdo do ensino de matematica [...] pelas mdos de Gabaglia. Foi ele o
responsavel pela substituicdo dos velhos compéndios de matematica, em uso no colégio desde a metade do século
XIX, por novos livros didaticos conhecidos pela sigla F. I. C. [Fréres de I’ Instruction Chrétienne]. Gabaglia traduziu
para o portugués varios livros didaticos como Elementos de Aritmética, Algebra, Geometria. (VALENTE, 2004,

48-49, grifo do autor).

Essa substituicdo, porém, ndo representou uma nova matematica, pois esses livros traduzi-
dos por Gabaglia estavam moldados nos métodos tradicionais de ensino. Mesmo assim, foram
utilizados até meados de 1950.

Enfoque especial se da ao professor Arthur Thiré, pois dentre todos os catedraticos de
matematica do Colégio Pedro Il da época, foi ele quem obteve maior destaque, por ser o mais

atualizado de todos e pelo seu interesse por discussdes relativas ao ensino de matematica.

Thiré [apresentou] uma trajetdria profissional um tanto diferente da de seus colegas de magistério brasileiros.
[...] Em 1912, Thiré propde que seja nomeada uma comissdo para estudar as modificacdes a serem feitas na
distribuicao das matérias do curso. Ainda na mesma reunido, revelando grande interesse pela atualizacdo do ensino
de matematica no colégio, Thiré propde que seja também nomeada uma outra comissao ''para dar oS passos
necessarios no intuito de arranjar que o governo nomeie o dr. Raja Gabaglia, delegado do Brasil no Congresso de

Matematica a reunir-se na Europa". (VALENTE, 2004, 52-53).

As idéias de Thiré foram aprovadas pelos professores e a comissdo foi criada tendo como
membros Henrique Costa, Raja Gabaglia e Arthur Thiré. Assim, conforme citado anterior-
mente, Raja Gabaglia foi escolhido como delegado representante do Brasil para participar do

V Congresso Internacional de Matematica, ocorrido na Inglaterra em 1912, porém sem direito
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a voto. Gabaglia, apesar de ter mostrado interesse pelo "aperfeicoamento da organizacdo do
ensino'do Brasil e se comprometer a entregar "um estudo completo sobre o conjunto dos es-
tabelecimentos que fornecem um ensino matematico''no congresso seguinte, ndao o fez. Mas
porque Raja Gabaglia ndo se interessou pelas questdes relativas ao movimento internacional
de reforma do ensino de matematica? Valente (2004) coloca algumas idéias que podem ter

levado Gabaglia a isso:

[...] ao que tudo indica, o mestre pouco ou nada teria se enfronhado nos debates sobre a reforma modernizadora e
mais teria feito o papel de relacBes plblicas do governo brasileiro. Outra hipdtese é que Gabaglia, participando dos
debates, teria também alinhado suas posi¢cdes aquelas da Italia, quem sabe até, por uma questdo de afinidade de
origem familiar... Gabaglia [...] teria interesses menos idealistas e mais pragmaticos: divulgar e dar uso aos livros F.
I. C., que traduziu pela Garnier - livros que seriam considerados ultrapassados, em face do ideario da modernizacdo

proposto pela reforma internacional. (VALENTE, 2004, 57).

Nao se sabe ao certo o que levou Gabaglia a ndo debater com seus colegas matematicos
do Colégio Pedro Il as propostas da reforma modernizadora. Porém, o fato de os livros da
Colecdo F. I. C., traduzidos por ele, serem ultrapassados diante do ideario reformista, pode ter
interferido na divulgacao e debates da reforma internacional no Brasil, mas especificamente,
no Colégio Pedro Il.

Thiré e Gabaglia colaboraram de certa forma para as mudancas curriculares ocorridas
naquela época, mas as mudancas mais significativas e de maior énfase no curriculo da

matematica brasileira aconteceram com Euclides Roxo.

O movimento mundial de renovacdo do ensino secundario liderado, entre outros, pelo matematico alemao Félix
Klein, vinha ocorrendo nos paises mais adiantados, desde o inicio do século XX, e tinha, no Brasil, Roxo como seu

mais destacado intérprete e principal articulador. (VALENTE, 2005, CD-ROM).

Faremos um breve histérico de Euclides Roxo e, em seguida, descreveremos sua atuacao

como educador matematico e as mudancas implantadas por ele no curriculo escolar brasileiro.

3.1 Euclides Roxo: Contexto historico

Euclides de Medeiros Guimardes Roxo, considerado como o primeiro educador matematico

brasileiro, nasceu em 10 de dezembro de 1890, em Aracaju, Sergipe. Seu pai, Jodo Baptista
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Guimaraes Roxo, era Engenheiro em Aracaju, e desde cedo |he incentivou a estudar no Colégio
Pedro Il, visto ser uma entidade renomada na época. Relata Roxo "La de um longinquo rincao
do tridngulo mineiro, onde passei a infancia aprendi a admirar o Colégio Pedro II, para o qual
meu pai me estimulava a entrar, dizendo que era o melhor colégio do Brasil"(DASSIE, 29,
2008).

Roxo entrou no Colégio Pedro II, em 1904, e bacharelou-se em 1909. Destacando-se
como estudante interno, recebeu o prémio "Pantedo". Ingressou nessa mesma instituicao
como professor substituto na catedra de aritmética por aprovacao em concurso. Em 1916
formou-se Engenheiro Civil pela Escola Politécnica do Rio de Janeiro.

Valente (2004) sugere que com a morte do professor Eugénio de Barros Raja Gabaglia,
em 1919, ficam em aberto as discussdes acerca do encargo referente a vaga na catedra de
matematica deste colégio. Com isso, Arthur Thiré, no intuito de conseguir a vaga, transfere-
se do internato para o externato dessa instituicdo. Roxo, baseado na lei e no Regulamento
Interno do Colégio Pedro I, afirma que esta vaga lhe pertence, por ser ele o substituto e assim
se pOe em primeiro lugar para a vaga aberta. Roxo vence essa disputa e em 1919 é nomeado
catedratico interino de matematica, e no mesmo ano também & nomeado catedratico de
matematica do colégio Pedro Il pelo presidente Epitacio Pessoa.

Em 1924 recebe novamente o prémio "Pantedo" por sua atuacdo como docente no Colégio
Pedro Il.

Roxo, em 19 de agosto de 1925, foi nomeado Diretor interino do Externato do Colégio
Pedro Il e, em 3 de marco de 1926, Arthur Bernardes aprova sua nomeacao como Diretor do
Externato dessa instituicao de ensino, cargo que ocupou até 1930, assumindo a partir deste
ano a direcdo do Internato onde permaneceu até 1935.

No Colégio Pedro I, Roxo também atuou como examinador de Francés, Latim e Matema-
tica. Em 1933, foi aprovado no concurso para catedratico no Instituto de Educacao do Rio
de Janeiro. Em 1937, atuou como diretor do Ensino Secundario no Ministério da Educacdo
e Saltde. Atuou também como membro da comissdo Nacional do Livro Didatico e, poste-
riormente, como presidente dessa comiss3do.

Euclides Roxo, como professor e diretor do Colégio Pedro Il, foi responsavel por impor-
tantes mudancas curriculares nesse estabelecimento. A primeira destas mudancas diz respeito
a substituicdo do livro didatico Elementos de Aritmética da colecdo F. |. C. por seu didatico

Licoes de Aritmética em 1922, que foi utilizado até 1929. Em 1927, Roxo sugere ao corpo
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docente do Colégio Pedro I, mudancas radicais no ensino de matematica, que sdo oficia-

lizadas através dos Considerandos, apresentados na ata da sessao do dia 14 de novembro de

1927:

Considerando

(...) Considerando que urge adotar entre nés os métodos de ensino da Matematica elementar introduzida pela
grande reforma que o professor Klein iniciou na Alemanha ha cerca de 30 anos e que ja se acham adotados em
quase todos os paises civilizados do mundo; Considerando que um dos pontos capitais da nova orientacdo estd
em acabar com a divisio da ciéncia Matematica em partes distintas e separadas (Aritmética, Algebra, Geometria);
Considerando que, a luz das modernas idéias pedagdgicas, "a ciéncia Matematica sob as suas trés faces, numérica,
simbdlica e grafica - € uma sé e ndo é conveniente, sob o ponto de vista didatico, separa-la por divisGes estanques
ou dogmaticas, em Aritmética, Algebra e Geometria, mas antes convém, tanto quanto possivel, expor 0s mesmos
principios sob os trés pontos de vista, dando forma concreta ao ensino, procurando, em uma palavra, fazer entrar a
Matematica 'pelos olhos’ até que o aluno se ache bastante exercitado para tratar as questdes de um modo abstrato",
(Jorge Duclout (sic), prof. da Faculdade de Sciéncia e da Escola Normal de Buenos Aires); Considerando que "a
Matematica é uma verdadeira unidade, € como tal, deve ser desenvolvida desde o comeco sendo a Geometria o
fluido unificador (uniting fluid) que corre através do conjunto"(Benchara Branford). Considerando que a atual
seriacdo das matérias Aritmética, Algebra e Geometria no curso do Colégio Pedro Il é, como se vé antiquada
pois ndo permite a adogcdo da orientacdo pedagdgica atualmente aceita em quase todo o mundo; e que, em anos
anteriores o curso ja foi feito sob a denominacdo (nica de Matematica. Indicamos que a congregacdo do Colégio
Pedro Il usando das atribuicdes que lhe confere o Art. 195, letra g, do decreto 167 - 82A de 13 de janeiro de
1925 proponha ao Governo modificar a distribuicdo das matérias do curso secundario do seguinte modo: '1° o
estudo da Aritmética, Algebra, Geometria Trigonometria se fara sob a denominacdo (nica de Matematica - do 1°
a0 4° ano do curso; 2° haverd exame de promocdo de Matematica no 1° ano, no 2° e no 3° e exame final no 4°
ano’ (ER. T. 3. 183). Sala das Sessdes, 14 de novembro de 1927 (aa) Euclides Roxo, Henrique Costa, Aglibierto
Xavier, Jilio Cesar de Mello e Souza, C. Delgado de Carvalho, Honorério de Souza Silvestre, Quintino do Valle,
[Fernando] Raja Gabaglia, Waldemiro Potsch, Alvaro Espinheira, José Oiticica, Corregio de Castro, Jilio Nogueira,
Dr. Lafayette R. Pereira, Gastdo Ruch, Francisco Venancio Filho, Tristdo da Cunha, Guilherme de Moura, Othello

de Souza Reis, Eduardo Badaré, Pedro do Coutto, Cecil Thiré. (WERNECK, 2003, 40-41).

Decorre, portanto, que as propostas iniciais de Roxo para as mudancas curriculares no

Colégio Pedro Il se baseavam na unificacdo das trés grandes areas da Matematica - Arit-

mética, Algebra e Geometria. De acordo com Werneck (2003) mais de dois tercos do corpo
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docente do Colégio Pedro Il assinaram essa nova proposta. Além disso, Roxo propunha um
ensino de matematica que se pautasse em aspectos relacionados ao cotidiano dos alunos.

Além disso, Roxo considerava a Geometria como o fluido unificador das areas da ciéncia
Matematica, dessa forma, quando o autor coloca que deve-se "fazer entrar a Matematica
"pelos olhos’", vemos que, neste trecho, ele procura trabalhar primeiramente a parte visual
da matematica (carater experimental), para depois trabalhar os conceitos abstratos (carater
dedutivo).

Assim, Valente (2004) ressalta que

[Em 1928] a congregacdo do Colégio Pedro Il recebe dois oficios. O primeiro do Departamento Nacional de Ensino
e o segundo da Associacdo Brasileira de Educagdo. Ambos manifestam-se favoraveis as modificagdes no ensino
da matematica, aprovando e apoiando a iniciativa de Euclides Roxo (LACP, 18/06/1928, p. 79). O decreto n°
18564, de 15 de janeiro de 1929, oficializa a aceitacdo da proposta modernizadora encabecada por Roxo. Apesar
do Colégio Pedro Il ser referéncia para o ensino secundario do pais, as modifica¢des trazidas pelo decreto deverdo

ser seguidas apenas no Pedro II. (MIORIM apud VALENTE, 2004, 73).

Com o decreto n® 18564, de 15 de janeiro de 1929 fica estabelecido o novo programa
referente ao ensino de matematica, que resulta da unificacdo das trés areas em uma (nica
denominada Matematica. Ressaltamos também que as propostas modernizadoras de Roxo
apresentam mudancas nas matérias de estudo com énfase na intuicdo, bem como incluem
o estudo das nocdes de funcao e introducdo do calculo diferencial e integral nas séries mais
adiantadas do ensino secundario. O que para Valente (2005) significa que as mudancas
curriculares propostas por Roxo "estava[m] inserida[s] numa reformulacdo que implicava, além
da reorganizacao dos contetidos, uma nova e revolucionaria posicao metodoldgica frente ao
ensino'.

Na verdade, percebemos que Roxo propunha uma nova reorganizacdao dos conteddos,
visando um ensino de matematica, centrado primeiramente na intuicdo e, sé depois do aluno
compreender os conceitos mais simples, tratar esse ensino de forma mais abstrata. Dizer que
essa proposta € revolucionaria pode ser um exagero, se levarmos em conta o fato de que a
forma como Roxo trata os conceitos matematicos, em sua obra, ainda apresenta conceitos
bem abstratos, com alguns exageros de rigor.

Se analisarmos o ensino de matematica nos dias atuais, veremos que as questdes referentes

a metodologia, ainda ndo sofreram grandes modificacdes. Dessa forma, as propostas de
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reorganizacao dos conteddos e reformulacdo da metodologia do ensino de matematica, ainda
vem sendo discutidas até os dias atuais. Vale ressaltar a importdncia da postura revolucionaria
de Roxo, porém ainda teremos grandes debates no que se refere ao ensino de matematica no
Brasil.

Roxo argumenta que sua proposta de modernizar o ensino de matematica no Colégio Pedro
[l baseia-se nas tendéncias do movimento reformista internacional, as quais apontavam trés
questdes: "metodologia, selecdo da doutrina e finalidade do ensino'". Ainda, na esteira de
Valente (2004), podemos descrever essas trés tendéncias: a primeira diz que o ensino deve ter
um carater psicolégico direcionado mais ao ser humano do que ao conteldo a ser ensinado;
a segunda diz respeito a escolha da matéria a ser ensinada, enfatizando o ensino e aplicacdes
da matematica ao conjunto das outras disciplinas; e a terceira refere-se a finalidade de ensino
obedecendo as culturas de cada época. Roxo descreve as caracteristicas dominantes do

ensino de matematica em sua proposta.

[...] afusdo dos diferentes ramos da matematica: a aritmética, a algebra e a geometria, interligando-os em uma
Unica disciplina; a introdugdo precoce da nocdo de funcdo, especialmente sob a forma grafica; o abandono, em
parte, da rigida geometria euclidiana [...]; introducdo das no¢Bes de coordenadas e de geometria analitica [...];

introducdo das no¢des de calculo diferencial e integral. (ROXO apud VALENTE, 2004, 102 - 103).

Assim, percebemos que as idéias de Roxo estavam inteiramente pautadas nas idéias pro-
postas pelo movimento de reforma internacional e nas idéias de Klein, principalmente no que
se refere a adocdo de métodos intuitivos e a introducdo do conceito de funcdo e do calculo

diferencial e integral.

3.2 Euclides Roxo e seu envolvimento no processo de mo-

dernizacao do curriculo de Matematica no Brasil

Essa proposta, apesar de sua grande relevancia para a modernizacao do ensino de matema-
tica brasileiro, ndo obteve boa aceitacao diante da comunidade de professores de matematica
da época. Roxo, apés a implantacao do seu novo programa de ensino e da adocao do livro
didatico Mathematica Elementar, sofreu varias criticas vindas de colegas matematicos do

Colégio Pedro Il, bem como de professores de outras instituicdes de ensino.
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Destarte, Valente (2004) coloca algumas dessas objecdes relativas a implantacdo das
propostas modernizadoras do curriculo de matematica no Pedro Il elaboradas por Roxo,
citando como seus principais opositores, os professores Manuel Avila Goulart, Miguel Ramalho
Novo, Sebastido Fontes e Joaquim Ignacio de Almeida Lisboa.

O professor Manuel Avila Goulart reagiu de forma duvidosa quanto a unificacdo dos trés
ramos da matematica. Goulart, em carta dirigida ao diretor geral do Departamento de Ensino,
solicita esclarecimento sobre quais matérias da matematica do curso secundario competia-lhe
ensinar, pois, de acordo com Goulart, seu concurso era apenas para as cadeiras de Algebra e

Aritmética:

Departamento Nacional de Ensino

[.]

Exmo. Sr. Diretor Geral do Departamento Nacional de Ensino. Manuel Avila Goulart, tendo, na vigéncia do
decreto n® 11530 de 18 de marco de 1915, feito concurso sé para a cadeira de Aritmética e Algebra do Liceu
do Ceara, da qual é professor catedratico, vem consultar a V. Ex. o seguinte: Quais as matérias da secdo de
matematica do curso secundario que lhe competem ensinar obrigatoriamente, de acordo com a sua situacao de
professor catedratico de Aritmética e Algebra, ou, por outros termos, se a matéria designada MATEMATICA,

ensinada nos primeiros anos, faz parte das que o consulente é obrigado a ensinar. [...].

Esta carta foi encaminhada a Euclides Roxo, o qual através do oficio n° 148 de 20 de
maio de 1930 tentou esclarecer a questao.
Nunca houve no Colégio Pedro I, nem no regime do decreto 11530, nem nos anteriores, cadeira de "aritmética e
algebra"e sim quatro cadeiras de "matematica", das quais duas no Externato e duas no Internato e cujos professores

lecionavam em séries alternadas, 12 e 32 ou 22 e 42, revezando-se anualmente, de modo a acompanharem os

respectivos alunos do 1° ao 4° ano.

As diferentes partes da matemética elementar (aritmética, algebra, geometria e trigonometria) sempre foram
anteriormente ao regime do decreto 16782 - "A", de 13 de janeiro de 1925, ensinadas nessas diversas séries, sem
que houvesse uma separacdo absoluta das mesmas por séries, de modo que no 2° ano, por exemplo, ensinava-se

simultaneamente aritmética e algebra e, no 3° e no 4°, simultaneamente algebra, geometria e trigonometria.

N&o compreendo, pois, como no regime do decreto 11530 pode um colégio equiparado ao Pedro Il, como era o Liceu
do Ceara, abrir concurso para uma cadeira que ndo existia no colégio padrdo. [...] Entendo, pois, que ao senhor
professor Manuel de Avila Goulart compete obrigatoriamente lecionar qualquer matéria designada "matematica”,
ensinada nos primeiros anos, mesmo porque ndo se compreende que um professor esteja habilitado a ensinar

aritmética e algebra, sem que o esteja também a lecionar geometria.
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Percebemos que Roxo, baseado nos decretos, deixa claro que cabe a cada professor
catedratico lecionar qualquer matéria designada por "matematica", e que nunca existiram
no Pedro Il cadeiras de Aritmética, Algebra ou Geometria, mas sim uma (nica cadeira, a
de matematica. Roxo ainda ressalta que desconhece o fato de o professor estar habilitado
apenas a ensinar dois ramos da matematica sem conhecer outro, esclarecendo que o professor
é habilitado para ensinar matematica. Além disso, Roxo deixa implicito que o professor deve
buscar um elo entre esses subramos da matematica, dessa forma, o professor deve ensinar o
mesmo conceito matematico sob os trés pontos de vista (nimerico, simbdlico e grafico).

Roxo posteriormente critica o professor Manuel de Avila Goulart sem, no entanto, cita-lo:

Quando se fizeram os novos programas unificados do Pedro |l, estabelecendo-se um sé exame de matemética,
surgiu a complicacdo dos direitos adquiridos (direito de ser ignorante, que é, alids, o mais sagrado dos direitos),
pelos professores de aritmética, pelos de algebra e pelos de geometria, daqueles ginasios [faz referéncia ao Liceu
do Ceara que promovia a catedra por concurso dessas pseudo-disciplinas], que dizem ndo podem ser obrigados a
ensinar essas trés matérias porque s6 fizeram concurso para uma e ndo sabem as outras. (Jornal do Commercio,

14/12/1930 apud Valente, 126, 2004).

Ao contrario de Klein, Roxo ndo soube aproveitar esses ataques as suas propostas de
modernizacdo do ensino de matematica para convencer e atrair a classe de professores de
matematica em apoiar suas idéias. Isso seria essencial para o sucesso de suas propostas
modernizadoras.

Qutro posicionamento desfavoravel as propostas de Roxo partiu do professor Miguel Ra-
malho Novo, que publicou o primeiro artigo no Jornal do Commercio, intitulado "Questdes
de ensino - a matematica no Pedro II". Segundo Valente (2004), neste artigo, Novo induz
os leitores a conjeturar se essas modificacGes significavam realmente vantagens ou eram um
retrocesso para o ensino de matematica.

Posteriormente Novo aponta que a obra de Roxo é fruto de um plagio da obra Senior
Mathematics de Ernest Breslich.

O programa do Pedro Il - decalcado do livro de Breslich [...], representa um verdadeiro retrocesso no ensino de

matematica. [...] os professores do Pedro Il adotaram uma traducdo incompleta e defeituosa do Brelisch!

Eu afirmei que o programa havia sido decalcado do Breslich: e agora, digo, que os seus compéndios sdo copiados do
Breslich, com todas as tolices e erros do professor americano. (Jornal do Commercio, 11/01/1931 apud Carvalho,

98, 2004).
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Outro professor a se manifestar contrario ao novo programa do Pedro Il foi o professor

Sebastido Fontes, que em artigo publicado no Jornal do Commercio, 06/04 /1930 coloca que

Alguns professores, ampliando excessivamente afirmacdes de matematicos notaveis da atualidade, chegaram a
conclusao de que as partes constitutivas da matematica: aritmética, algebra, geometria analitica e até o calculo

transcendente devem ser propiciadas aos alunos de mistura, assim @ moda de uma salada de frutas (...)

Os adeptos do "ensino misturado''da matematica indicam, como autoridade maxima, o "genial"Klein. Pondo de
parte este genial que nos parece um exagero, mas lendo-se com atencao o que ele diz, chega-se a uma conclusao
contréria ao que pretendem fazer, entre nds, alguns professores, porque Klein diz, categoricamente: "N&o quero
dizer que estas partes (as da matematica) devam ser completamente fundidas, mas ndo devem ser t3o separadas

como sucede hoje freqiientemente nas escolas".

E isto deve-se entender assim: fundidas no ensino primario e complementar e separadas no ensino secundario,
no qual devem ser seriadas gradativamente de modo a se ajudarem mutuamente. Os compéndios que temos
manuseado, obedecendo a nova orientacdo, estdo excelentes para o curso primario, se lhes desenxertarem alguma

coisa de algebra que possuem. Varios professores das escolas plUblicas tém-nos adotado assim mesmo.
Roxo responde a essa publicacdo de forma irénica dizendo que

Houve até quem comparasse o novo programa a uma salada de frutas, o que até certo ponto & um reclamo indireto
para o mesmo, pois esse género de alimentacdo tanto tem de saudavel, quanto de saboroso, sendo que certas
frutas, intragaveis quando isoladas, perdem seus caracteristicos depreciativos se combinadas a outras finas. (Jornal

do Commercio, 14/12/1930 apud Valente, 132, 2004).

Roxo novamente perde a oportunidade de convencer seus colegas professores e transmitir-
lhes os verdadeiros objetivos do seu programa, preferiu responder aos ataques com outros.
Euclides Roxo esclarece, em outro artigo publicado no Jornal do Commercio, intitulado "O
ensino da matematica na escola secundaria Il - principais escopos e diretivas do movimento
de reforma", as principais tendéncias do movimento internacional de reforma iniciado por
Klein na Alemanha, pois Sebastido Fontes alegou, conforme citado anteriormente, que Roxo

distorcera as idéias propostas por Klein:

Eis como Klein enumera as principais tendéncias do movimento de reforma:
1) Predominéncia essencial do ponto de vista psicoldgico.

2) Dependéncia da escolha da matéria a ensinar em relacdo as aplicaces da matematica ao conjunto das outras

disciplinas.
3) Subordinacdo da finalidade do ensino as diretrizes culturais de nossa época.

Como se V&, essas tendéncias dizem respeito a trés questdes principais: metodologia, selecdo da doutrina e finalidade

do ensino.
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Klein fundamenta, assim, perfeitamente a nosso ver, a idéia de que todo o edificio do ensino deve ser construido
sobre uma base de conhecimentos sensoriais, para elevar-se, pouco a pouco, a forma dedutiva (...). (Jornal do

Commercio, 07/12/1930 apud Carvalho, 102, 2004).

Dentre os principais opositores de Euclides Roxo, destaca-se o professor Joaquim Ignacio

de Almeida Lisboa, que travou, através das paginas do Jornal do Commercio, violentos

ataques contra o programa implantado por ele no Colégio Pedro Il. Em artigo publicado

neste jornal, intitulado "Os programas de matematica do Pedro II", Almeida Lisboa coloca

que

O professor Roxo quis dar ao ensino da matematica um carater utilitario e essencialmente pratico. Julgo que n&o

atingiu esse objetivo. (...)

O professor Roxo esqueceu qual a verdadeira finalidade da matematica na escola secundaria. Seu principal destino
ndo é uma colheita mais ou menos abundante de conhecimentos praticos e isolados. A matematica € uma disciplina

de espirito, uma inimitavel e insubstituivel educadora do raciocinio a que a mocidade deve ser submetida. (...)

Pretendera o autor convencer-nos de que a reforma dos programas & o fruto, embora tardio, do Congresso ou
Comissdo Internacional, reunida em 1911 e 19127 Tal pretensdo seria uma ofensa a Klein e aos eminentes

professores e matematicos que constituiam aquele Congresso. (...)

[.]

Qual seria o espanto de Klein vendo a que miséria se reduz o ensino da matematica no maior pais da América do
Sull' Como pode o professor Roxo comparar 0s nossos mesquinhos programas com 0s que sempre existiram em

todos os paises de adiantada cultura intelectual?

Os livros em que o Sr. Roxo expde o seu programa sdo excessivamente infantis. Suas aplicagdes praticas sdo
ilusérias e de nenhum alcance. Neles ndo ha vestigio da mais simples demonstracdo de qualquer teorema, por
mais elementar que seja; existem apenas verificacdes materiais, e portanto imperfeitas e grosseiras. Desapareceu o
raciocinio modelar, caracteristico de uma demonstracdo e da prépria matematica. Ha nocdes erradas ou imprecisas.
Foi abolido tudo o que era atil ao desenvolvimento intelectual do aluno. (...) (Jornal do Commercio, 21/12/1930

apud Carvalho, 106, 2004).

Roxo responde a Lisboa fazendo as seguintes ponderacdes:

Sr. Lisboa € um belo talento, um grande matematico, um bom professor de 'curso anexo'"ou vestibular da
Politécnica. Disso posso dar testemunho porque fui seu aluno e muito apreciava as suas bonitas prelecdes; mas
eu tinha 20 anos de idade e seis ou oito de estudos de matematica, criteriosamente orientados. Digo mais, e é
o que todos sentem. O Sr. Lisboa deveria ser um 6timo professor da Politécnica, talvez uma notabilidade no
nosso magistério superior se as circunstancias ndo tivessem privado aquela alta escola desse verdadeiro luminar das

ciéncias exatas. No Pedro Il, porém, ele concretiza a maior catastrofe que se poderia imaginar no magistério.

(.)
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E uma das tendéncias de Klein e dos reformadores, como ja tenho dito em meus artigos, fazer um preparo, por
meio de nocdes intuitivas, adquiridas nas primeiras séries, para o estudo dessas partes, consideradas mais elevadas
da matematica, nas séries superiores do curso secundario mas ndo como o Sr. Lisboa pensa. "Pobre mocidade!
Saird do Pedro Il sem saber demonstrar etc."Isso € o que se dava com as turmas a que o Sr. Lisboa ensinava e
nas quais ele despertava, com o seu exagerado e antiquado formalismo aquele proverbial "horror'a matematica.
Pobres meninos! Digo eu agora, que ele queria fazer engolir, aos 11 e aos 12 anos, o seu formidavel compéndio de

algebra! (Jornal do Commercio, 28/12/1930 apud Valente, 141-142, 2004).

Percebemos que estes ataques sdo oriundos de uma luta entre duas concepcdes dife-
rentes relativas ao ensino de matematica. De um lado, Lisboa e seu formalismo quanto aos
contetdos matematicos e, de outro, Roxo defendendo a intuicao.

Apesar das divergéncias que surgiram com a implantacdo dos novos programas para o
ensino de matematica no Colégio Pedro Il, este teve repercussdao nacional, pois as idéias
modernizadoras de Euclides Roxo formaram a base para a Reforma Campos. Valente (2004)
descreve o cenario histérico no qual se deu este fato:

Para Euclides Roxo, a revolugdo que chegou com Getilio, desde logo lhe traz um problema: como continuar a

testa do Colégio Pedro Il se era conhecida sua posi¢do anti-revolucionaria?

[...] Toda sua trajetéria profissional alicercava-se na Repiblica Velha. (VALENTE, 77, 2004).

Ainda de acordo com Valente (2004), Roxo tinha grande transito entre os homens do
poder, pois era casado com Marilia de Alencar Roxo, filha do almirante Alexandrino de Alencar.
Com a ascensado de Getulio ao poder, Roxo sentiu se obrigado a pedir demissdo. Porém, devido
as influéncias politicas que Roxo tinha, foi reconduzido a direcdo ndo mais do externato e
sim, do internato em Sao Cristévao, em 11 de dezembro de 1930.

Dessa forma Euclides Roxo é convidado por Francisco Campos, ministro da Educacédo e
Sadde - Ministério este criado por Getilio Vargas - para criar os programas de matematica
da reforma do ensino brasileiro, a Reforma Campos.

Compunham desta reforma, no que diz respeito a matematica, os programas implantados
por Roxo no Colégio Pedro Il, e ao que tudo indica, o Ministro Francisco Campos consentiu
com todas as idéias modernizadoras de Roxo.

Assim os programas do Colégio Pedro Il tiveram reflexo nos curriculos a nivel nacional

através da Reforma Campos.
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3.3 Curso de Mathematica: 3° Ano - Il (Geometria)

Nessa secdo faremos uma analise do livro Curso de Mathematica: 3° Ano - Il (Geometria)
de Euclides Roxo. Conforme mencionado anteriormente, Roxo, se baseou nas idéias de
Klein, para implantar mudancas curriculares no Colégio Pedro Il, dessa forma, nosso intuito
é verificar até que ponto Roxo realmente utilizou as idéias modernizadoras de Felix Klein.

O livro Curso de Mathematica foi publicado em 1931, ano este em que a Reforma Campos
foi firmada para todo territério brasileiro. No que tange ao ensino de Matematica, o I-
dealizador dessas mudancas curriculares foi Euclides Roxo, que se baseou nas idéias de Klein.
Silva (2006) coloca que

A fusdo da Algebra com a Aritmética, e com a Geometria, no caso dos ensinos de Matematica, foi feita a partir de
uma referéncia internacional, baseando-se nas idéias do renomado matematico alem3o Felix Klein, que propunha, ao
lado da introducdo do Calculo Infinitesimal, uma renovacdo no Ensino Secundario. Essa transformacdo estrutural
da Matematica escolar foi referendada, em 1931, em todo territério brasileiro pela Reforma Campos, tendo Euclides
Roxo (1890 - 1951) como principal mentor e articulador dessa mudanga do ensino de Matematica no Brasil. (SILVA,

2006, 11).

Francisco Campos propds reconstruir as bases do ensino secundario. Enfatizou, em sua
reforma, que o ensino secundario se tornou um instrumento de preparacdo para os exames de
admissdo em cursos superiores e que buscava com essa reforma tornar o ensino secundario
mais proximo da realidade dos alunos, preparando o aluno para lidar com problemas da vida.
Assim, em sua proposta, Campos coloca que

O ensino secundario € um simples curso de passagem e um mero sistema de exames destituido de virtudes educativas

e reduzido as simples linhas essenciais de sua estrutura estreitamente pragmatica e utilitaria de instrumento de

aCesso aos CUrsos superiores.

(...) A educacdo do homem ndo se fard jamais mediante o sistema de receptividade passiva pelo qual se vem

degradando, no ensino secundario, a inteligéncia da juventude. (VALENTE, 2005, CD-ROM).

Dessa forma, Euclides Roxo, idealizador da proposta de reconstrucdo do ensino secundario
para a disciplina de matematica, buscou no documento que constituiu a Reforma Campos o
apoio para implantar as mudancas no curriculo de matematica que haviam sido propostas e
implantadas desde 1925 no colégio Pedro Il. Assim, ressaltou neste documento, que o ensino

da matematica
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tem por fim desenvolver a cultura espiritual do aluno pelo conhecimento dos processos matematicos, habilitando-o,

a0 mesmo tempo, a concisdo e ao rigor do raciocinio pela exposicdo clara do pensamento em linguagem precisa.

(...) para atender ao interesse imediato da sua utilidade e ao seu valor educativo dos seus métodos, procurara,
ndo s6 despertar no aluno a capacidade de resolver e agir, com presteza e atencdo, como ainda favorecer-lhe o
desenvolvimento da faculdade de compreensdo e de andlise das relacdes quantitativas e especiais, necessarias as
aplicacdes nos diversos dominios da vida pratica e a interpretacdo exata e profunda do mundo objetivo. (VALENTE,

2005, CD-ROM).

Roxo procurou, no documento que compde a Reforma Campos, salientar a importancia
de se valorizar primeiramente aspectos intuitivos, passando posteriormente para conceitos
mais complexos. No que tange o ensino de geometria, Euclides Roxo lembra que "o estudo
demonstrativo formal deve ser precedido de um curso propedéutico, destinado ao ensino
intuitivo, de carater experimental e construtivo'. O autor também ressalva a importancia de
se escolher assuntos de tal modo que se ensinem as nocdes e as aplicacdes praticas do que
foi estudado.

Destarte o autor lembra que o estudo da geometria deve ser dividido em dois momentos.
No primeiro momento, esse estudo deve ter um carater puramente intuitivo, € no segundo
momento, apds o aluno ter se familiarizado com os conceitos fundamentais da geometria

deve-se iniciar um estudo dedutivo da geometria. Deste modo, coloca que

O ensino da geometria comegard por um curso propedéutico de geometria intuitiva e experimental em que se
procurara familiarizar o aluno com as idéias fundamentais relativas as figuras geométricas, no plano e no espaco,
sob o ponto de vista da forma, da extensdo e da posicdo. Esse estudo inicial subordina-se aos seguintes objetivos:
a) exercitar a percepgdo e a imaginag¢ao espaciais; b) desenvolver a faculdade de abstracdo; c) despertar o interesse
pela estimativa e a medigdo, bem como pelo uso da régua, do compasso, dos esquadros, do transferidor, e pela

construcdo de modelos.

(...) Ao iniciar o estudo dedutivo da Geometria, o primeiro cuidado serd o de fazer sentir ao aluno o que sig-
nifica uma demonstracdo, utilizando-se, como ponto de partida, os préprios fatos inferidos intuitivamente no curso
preparatério. E ainda a partir das observacdes intuitivas que se deve estabelecer o conjunto dos axiomas funda-

mentais indispensaveis a exposicdo légica da Geometria.

Neste estudo ter-se-4 em vista: a) o enunciado das proposicdes, sua demonstracdo e aplicacdes; b) a compreensdo
e a justa apreciacdo do raciocinio dedutivo; ¢) o valor da exposicdo clara e sucinta, do encadeamento I6gico das

idéias e da memdria matematica. (VALENTE, 2005, CD-ROM).

Levando em consideracdo esses pressupostos, Roxo enumera a matéria de cada série
dando uma diretriz metodolégica ao curso secundario. Enfatizaremos aqui a parte referente

ao ensino da Geometria. Dessa forma, ficam estabelecidas para:
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Primeira série: Iniciacdo geométrica - Principais nocOes sobre as formas geomeétricas;
area do quadrado, retangulo, paralelogramo, triangulo e trapézio; circunferéncia e area do
circulo; volumes do paralelepipedo retangulo, do cubo, do prisma triangular, do cilindro e do
cone circular (retos); Férmulas.

Segunda série: Iniciacdo geomeétrica - Nocdo de angulo e de rotacdo: angulos ad-
jacentes, complementares, suplementares, opostos pelo vértice; medida dos angulos. Uso
do transferidor; paralelas e perpendiculares: problemas graficos sobre seu tracado; triangu-
los: alturas, medianas e bissetrizes. Soma dos angulos internos e externos; estudo sucinto
dos quadrilateros; nocdes sobre figuras semelhantes. Escala; medida indireta das distancias;
razGes entre lados de um tridangulo retangulo. Seno, co-seno e tangente de angulo agudo.
Uso de tabelas de senos, co-senos e tangentes naturais.

Terceira série: Geometria - Conjunto de proposicdes fundamentais que servem de base
a Geometria dedutiva. Noc6es sobre deslocamentos elementares no plano; translacdo e
rotacdo de figuras. Simetria; estudo de tridngulos; estudo dos poligonos: soma dos angulos
internos e externos; nocdo e exemplares de lugar geométrico; circulo: propriedades dos arcos
e cordas. Tangente e normal; medidas dos angulos; linhas proporcionais: linhas proporcionais
no triangulo; semelhanca; homotetia; relacdes métricas no triangulo; relacdes métricas no
circulo. Média proporcional.

Quarta série: Geometria - Poligonos regulares: relacdes métricas nos poligonos reg-
ulares; medida da circunferéncia: calculo de pi (método dos poligonos); areas; areas equi-
valentes: relacdo entre areas de figuras semelhantes; retas e planos no espaco; angulos
poliedros; triedros suplementares; prisma e piramide; cilindro e cone; esfera. Seccoes planas.
Pélos; plano tangente; cone e cilindro circunscritos; nocdo sobre geracao e classificacao das
superficies: superficies regradas, de revolucao, desenvolviveis; as funcdes circulares; relacdes
entre essas funcdes. Graficos; expressdes da tangente, cotangente, secante e co-secante em
funcdo do seno e co-seno. Seno, co-seno e tangente, da soma de dois angulos, do dobro de
um angulo, da metade de um angulo.

Quinta série: Aritmética, Algebra e Geometria - Resolucdo de triangulos retangulos,
pratica das tabuas de logaritmos; casos simples de resolucdo de triangulos obliquangulos;
nocdes de andlise combinatdria; bindmio de Newton (caso de expoente inteiro e positivo);
derivada de um polinémio inteiro em x; nocdo de limite. Derivada de /x. Derivada de seno

de x, co-seno de x, tangente de x e cotangente de x; interpretacdo geométrica da nocao
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de derivada. Aplicacdo da nocdo de derivada ao estudo da variacdo de algumas funcdes
simples; processos elementares de desenvolvimento em série: convergéncia de uma série;
desenvolvimento em série do seno, co-seno e tangente; problema inverso da derivacao. Pri-
mitivas imediatas. Aplicacdo ao calculo de certas areas; volumes do prisma e do cilindro, da
piramide, do cone e dos respectivos troncos. Volume da esfera e suas partes; estudo sucinto
das seccdes conicas.

Faremos agora uma analise do livro Curso de Mathematica 3? série - || - Geometria. Este
volume do livro de Roxo contém o0s mesmos conceitos matematicos - no que se refere a
Geometria - da Reforma Campos (terceira série), divide-se em 14 capitulos e possui 381
paginas.

Publicado em 1931, o livro Curso de Mathematica foi escrito pelo catedratico de Matema-
tica do Colégio Pedro Il, professor Euclides de Medeiros Guimardes Roxo, divide-se em trés
volumes destinados ao 1°, 2° e 3° anos do ensino secundario. Porém, os volumess destinados

a0 2° e 3° anos, ndo foram publicados. Valente (2004) lembra que:

Euclides Roxo foi autor, entre outras, das seguintes obras:

LicBes de aritmética (1925).

Curso de matematica elementar, 2 volumes (Vol. |, 1929; Vol. I, 1930).
Curso de matematica, 3 Série || - Geometria, 1931.

Curso de matematica, com Cecil Thiré, e J. C. de Mello e Souza (5 volmes).

Matematica ginasial (4 volumes), publicado a partir de 1942, com dois outros autores (Cecil Thiré e Mello e
Souza).

Matematica segundo ciclo, com Roberto Peixoto, Haroldo Lisboa da Cunha e César Dacorso Neto (3 volumes),

publicados a partir de 1942 e reeditados, com modificacdes, até o inicio da década de 1960.

A matematica na educacdo secundaria (1937).

Unidades e medidas (1941). (VALENTE, 2004, 86-87).

No prefacio deste livro, Euclides Roxo inicia ressaltando que os programas e diretrizes
metodolégicas para o ensino de Matematica adotados pelo Ministério da Educacao para
todos os colégios secundarios do Brasil significam uma vitéria do ponto de vista que ele
defendia ha quatro anos. E explica que este volume é continuidade dos demais ja publicados
anteriormente para o 1° e 2° ano.

Roxo lembra ainda que procurou, tanto nas diretrizes quanto em seus livros, fazer do aluno

um pesquisador, partindo sempre da intuicdo no ensino de conceitos matematicos. Cita que
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"O ensino se fara, assim, pela solicitagdo constante da atividade do aluno (método heuristico),
de quem se procurara fazer um descobridor e ndo receptor passivo de conhecimento."

Continua sua explicacdo enfatizando que ndao procura com essa publicacdo preparar os
alunos para exames, muito menos para decorar regras e definicdes, e sim contribuir para que
este alcance o "aperfeicoamento de sua cultura espiritual pelo conhecimento dos processos
matematicos".

Roxo explica que nos dois primeiros anos tratou da Geometria de forma intuitiva e expe-
rimental, e que agora procura dar um aspecto mais formal ao ensino de Geometria. Dessa
forma, o autor coloca que, de acordo com as instrucdes ministeriais procurou 'fazer sentir
ao aluno o que significa uma demonstracado, utilizando como ponto de partida, os préprios
fatos inseridos intuitivamente no curso preparatério".

O autor lembra ainda que, evitando que seu livro fosse demasiadamente inovador, procurou
demonstrar todos os teoremas, deixando a critério do professor omiti-las de acordo com as
circunstancias.

Em sua explanacdo, percebemos que Roxo, em suas publicacdes, procurou sempre dar
énfase ao método intuitivo. Dessa forma, o aluno aos poucos vai construindo o conhecimento,
partindo inicialmente de situacOes simples para chegar aos conhecimentos mais complexos.
Essa caracteristica &€ a que Klein propde em seu movimento de modernizacdo do ensino
de matematica. Assim, no que diz respeito a utilizacdo dos métodos intuitivos, vimos que
Euclides Roxo utiliza as idéias inovadores de Felix Klein.

Conforme mencionado no prefacio do livro e respeitando a abordagem metodolégica da
Reforma Campos, neste volume Roxo se dedica a tratar da Geometria de forma dedutiva,
focando o rigor matematico das demonstracdes.

O rigor matematico se apresenta em todos os capitulos, uma vez que o autor sempre
trata dos conceitos enunciando e demonstrando teoremas e corolarios. Roxo também enun-
cia alguns axiomas e postulados. O rigor apresentado no tratamento dado pelo autor aos
conceitos geométricos lembra os tratados de Euclides. A Figura 3.1 ilustra uma parte do
livro de Roxo, na qual o autor enuncia e demonstra o postulado de Euclides ou postulado das
paralelas.

Inicia o livro explicando e exemplificando proposicdes fundamentais da geometria dedutiva.
Nessa parte o autor discute conceitos de teorema, axioma, postulado e simbolos utilizados

em demonstracdes. Conforme ilustram as Figuras 3.1 e 3.2.
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Ao abordar o tema Paralelas, Roxo primeiramente define retas paralelas como duas re-
tas que estao situadas no mesmo plano e ndo se encontram por mais que se prolonguem.

Posteriormente enuncia e demonstra varios teoremas, conforme segue:

Teorema - Duas retas, que se deduzem uma da outra por uma translacdo, confundem-se ou sdo paralelas.

Com efeito, do Teorema 17 resulta imediatamente que, se duas retas forem distintas e se uma se deduzir da outra
por uma translacdo, elas ndo podem ter nenhum ponto comum, isto €, ndo se encontram, por mais que prolonguem

e s3o paralelas.

Coroléario - Por um ponto tomado fora de uma reta, pode-se tracar uma paralela a essa reta.

Para obter essa paralela, basta, com efeito, imprimir a reta dada uma translacdo que a leve a passar pelo ponto

dado. (E o que se faz quando se traca a paralela, fazendo um esquadro resvalar ao longo de uma régua).

O autor também valoriza em sua publicacdo os aspectos histéricos. Comeca o capitulo
com uma nota histdrica sobre as origens da geometria, subdivide os capitulos em secbes
relacionadas ao tema central, buscando sempre uma relacdo entre essas secdes e utilizando
resultados das proposicdes e teoremas demonstrados nas secdes e capitulos anteriores, sempre
finaliza os capitulos com notas histéricas e biografias de matematicos. Conforme ilustram as
Figuras 3.3, 3.4 e 3.5.

Roxo se utiliza de exemplos e exercicios para facilitar a compreensao do leitor, tenta
relacionar esses exercicios com o cotidiano, para que o leitor posso estabelecer relacdes entre
a teoria e a pratica. Porém, isso aparece ainda de forma bem modesta em sua publicacdo, sem
apresentar problemas praticos. Em cada capitulo, o autor prepara uma série de exercicios,
onde o leitor pode expandir ainda mais o aprendizado dos conceitos estudos. Conforme ilustra
a Figura 3.6.

Eis uma diferenca entre a abordagem tedrica de Roxo e Klein. Klein, apesar de publicar
um livro para jovens professores ndo da esse aspecto didatico ao livro. O autor cita exemplos,
porém sem uma compreensao devidamente I6gica, pois simplesmente apresenta os exemplos e
convida o leitor a elabora-los. Roxo busca um rigor matematico na explanacao dos contetdos
enquanto Klein "foge'do rigor matematico em sua publicacdo, buscando sempre valorizar a
intuicao.

Klein dedica seu livro a tratar das transformacdes geométricas no plano e no espaco.
Roxo também da essa abordagem ao seu livro tratando de transformacdes no plano ao longo

de todo o seu livro. Conforme ilustram as Figuras 3.7 e 3.8.
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Figura 3.1: Postulado de Euclides ou postulado das paralelas - Parte 1
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Figura 3.2: Postulado de Euclides ou postulado das paralelas - Parte 2
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Figura 3.3: Biografia de Thales de Mileto - Parte 1
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Figura 3.4: Biografia de Thales de Mileto - Parte 2
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Figura 3.5: Biografia de Thales de Mileto - Parte 3
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Figura 3.6: Alguns exemplos de exercicios do livro de Roxo
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Figura 3.7: Simetria entre figuras planas - Parte 1
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Figura 3.8: Simetria entre figuras planas - Parte 2
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Roxo, assim como Klein, buscava a unificacdo dos trés ramos da matematica (Algebra,
Aritmética e Geometria), porém nota-se que o primeiro autor poucas vezes procurou essa
unificacdo em seu livro. Faz apenas relacdes entre a Geometria e a algebra, quando trata
das relacdes métricas no triangulo retangulo e no circulo.

Conforme ja mencionado, Roxo buscou, em sua proposta de modernizar o ensino de
matematica no Colégio Pedro Il, valorizar as tendéncias do movimento reformista interna-
cional idealizado por Klein, que apontam trés questdes fundamentais: ""metodologia, selecao
da doutrina e finalidade do ensino".

Analisando os livros Curso de Mathematica de Roxo e Matematica elementar de um ponto
de vista avancado - Geometria de Klein, no que tange a essas tendéncias, percebemos que
tanto Klein como Roxo, apresentaram dificuldades em coloca-las nas suas publicacdes.

Roxo avancou um pouco mais que Klein, pois buscou explicar todos os conceitos matemati-
cos de forma clara, citando e explicitando exemplos e demonstracdes. No que se refere
as aplicacdes, notamos que, tanto Roxo quanto Klein, ndo valorizaram esse aspecto em
suas publicacdes. Klein, em seu livro, ndo citou aplicacdes relacionadas a outros contetdos
matematicos. Ja Roxo, colocou em seu livro aplicacdes simples, sem estabelecer relacdes
entre as disciplinas - aritmética, algebra e geometria - fazendo apenas associacdes dos con-
tetidos estudados com objetos do cotidiano.

No que se refere a finalidade do ensino obedecendo as culturas de cada época, os au-
tores procuraram colocar essa tendéncia em suas publicacdes, valorizando nelas os aspectos
histoéricos.

Klein procurou tratar analiticamente a geometria, enquanto Roxo enfatizou o rigor de
Euclides de Alexandria.

Ao fim dessa explanacdo vemos que Roxo trata da Geometria de maneira bem formal,
enunciando sempre teoremas e corolarios e suas respectivas demonstracdes. O autor se utiliza
de varios exemplos e exercicios para fixar o aprendizado.

Assim, as obras e propostas de Roxo tiveram sua importincia para a modernizacdo do
ensino de matematica, e foram significativas para tornar o ensino dessa disciplina mais préoximo

da realidade dos alunos, porém ainda vemos um forte de formalismo em sua obra.



Consideracoes Finais

Procuramos, no decorrer deste trabalho, retratar as abordagens tedricas contidas nos
trabalhos de Felix Klein e Euclides de Medeiros Guimaraes Roxo, partindo da anélise de trechos
de dois livros - um didatico (Roxo) e um cientifico (Klein) - escritos por esses matematicos
e a partir da analise de propostas para o ensino de matematica desses docentes.

Vimos, assim, que Klein iniciou, por volta de 1908, o Movimento Internacional de Reforma
Curricular em Matematica; em sua proposta de modernizacdo do ensino de matematica, ele
salientava a importdncia de tornar o ensino mais préximo da realidade pratica dos alunos.
Nesse sentido, Klein buscava a introducdo no ensino secundario do conceito de funcdo, os
métodos graficos e elementos do calculo infinitesimal. Propunha também uma juncdo entre os
ramos da matematica. Isso aparece varias vezes no capitulo que analisamos da obra de Klein.
O autor, ao definir o conceito de comprimento, area e volume, bem como na interpretacdo do
sinal, quando se utiliza de conceitos do calculo infinitesimal, matrizes, determinantes, areas
parciais de figuras poligonais e curvilineas, faz uma juncdo entre a Algebra e a Geometria.

Klein, em Matematica Elementar sob um ponto de vista avancado - Geometria, foge do
rigor matematico e apresenta os contetdos de forma direta, sem apresentar demonstracdes de
teoremas, apenas enuncia os teoremas sem se preocupar com provas. A abordagem intuitiva
dos contelidos matematicos compunha sua proposta de reforma do ensino da matematica.
Porém, nota-se da parte de Klein pouco interesse em esclarecer suas afirmacdes, perfazendo
assim uma obra bastante panoramica. Por conseguinte, o leitor o tempo todo carece de
detalhes dos resultados ali apresentados. A escolha por uma apresentacdo panoramica nao
detalhada nos da o indicativo do que Klein entendia por intuicdo: Apresentar um conceito
in-tuitivamente ndo significava necessariamente torna-lo de facil compreensao, significava
coloca-lo bem relacionado com conceitos de outras areas (algebra e aritmética), com sua

histéria e com aplicacdes.

67
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Ja Roxo baseado nas propostas inovadoras de Klein, buscou a conexao entre os trés ramos
da matematica (Aritmética, Algebra e Geometria), que inicialmente foi aplicada no curriculo
de matematica do colégio Pedro Il e depois compés a Reforma Campos.

Ja Euclides Roxo, que tanto enfatizou em sua proposta de mudanca do curriculo do
colégio Pedro Il a juncdo das trés areas da matematica, ndo o fez em seu livro Curso de
Mathematica. Vimos que Roxo trata com muito rigor os contetdos matematicos. Em suas
explicacdes procura sempre apresentar teoremas, corolarios e demonstracdes para justificar os
conceitos e regras. Apesar de sempre citar exemplos dos conceitos matematicos estudados,
as aplicacdes apresentadas no livro ndo estdo relacionadas ao cotidiano. Assim, Roxo ndo faz
uso das tendéncias do movimento reformista internacional, no que tange ao ensino voltado
para as aplicacdes da matematica.

Roxo, em seu livro, valoriza muito os aspectos histéricos. O autor, a cada encerramento
de capitulo, traz sempre um texto relacionado a histéria da matematica e biografias de
matematicos. Notamos, dessa forma, que o autor ao valorizar aspectos histéricos no ensino
da matematica se preocupa com a finalidade do ensino valorizando a cultura de cada época.
Essa explanacdo é feita de forma bem modesta, se pensarmos na tendéncia da educacdo
matematica voltada para a Etnomatematica.

Torna-se necessario lembrarmos também que Roxo, no prefacio de seu livro, salienta que
nos dois primeiros anos tratou da Geometria de forma intuitiva e experimental, e que agora
procura dar um aspecto mais formal ao ensino de Geometria. Dessa forma, vemos que o autor
trabalhou a geometria em dois momentos distintos, primeiro de forma intuitiva e experimental
e, posteriormente, de maneira formal.

Os dois autores tratam de maneira diferenciada a geometria. Roxo trabalha com a geo-
metria plana valorizando o método axiomatico, enquanto Klein baseia o estudo da geometria
nas transformacdes geométricas e na geometria analitica.

Ao proceder a andlise das obras de Felix Klein e Euclides Roxo verificamos que Roxo
procurou seguir as idéias de Klein, porém nao conseguiu fugir do rigor matematico. Esse
fato pode ser justificado pelos impactos que isso poderia causar, visto que suas propostas ja
sofriam criticas quanto ao carater intuitivo. Roxo pode ter se preocupado com seus opositores
e suas criticas, ja que mudancas tao radicais poderiam causar uma rejeicao maior.

Vimos também que ambas as propostas tiveram rejeicdes por parte comunidade de profes-

sores de matematica. Essa rejeicao pode se justificar pelo fato de que, em ambas, os autores



3.3 Curso de Mathematica: 3° Ano - Il (Geometria) 69

valorizavam o ensino de matematica partindo de conceitos intuitivos, e isso, quando se trata
principalmente de aspectos mais complexos da matematica poderia se tornar um embate para
professores que estavam acostumados a ensinar conceitos puramente dedutivos.

Em tempos de discussdes sobre educacdao matematica, em que varios educadores levam
em consideracdo as lutas e discussdes de Klein e de Roxo, ainda nos deparamos com varios
professores de matematica que simplesmente reproduzem conhecimentos matematicos sem
levar em consideracdo a realidade vivida pelos alunos.

Como mudancas ainda causam transtornos e reacdes antagdnicas de varios professores,
nao resta davida de que as propostas iniciadas por Euclides Roxo, no Brasil, sequidas e

aperfeicoadas por outros educadores, ainda serdo palco para de muitos debates e discussdes.
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