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Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar a matriz de conexao, estabelecendo um paralelo
entre as abordagens continua e discreta.

O indice homolégico de Conley, principal elemento para a definigao da matriz de conexao,
assume formas distintas quando lidamos com fluxos ou com aplicacoes continuas. Tal indice
trata-se apenas de um espaco vetorial graduado no caso continuo, enquanto no caso dis-
creto toma a forma de um par que consiste de um espaco vetorial graduado junto com um
isomorfismo.

Como consequéncia, a matriz de conexao para uma decomposicao de Morse é definida
diferentemente quando consideramos sistemas dinamicos continuos ou discretos. No primeiro
caso, a matriz de conexao é uma matriz de aplicagoes lineares entre os indices continuos
homolégicos de Conley dos conjuntos de Morse que codifica uma tranga de espagos vetoriais
graduados, conhecida como tranca do indice continuo homolégico. Ja no segundo caso, a
matriz de conexao é um par de matrizes que tém como entradas aplicacoes lineares definidas
entre os indices discretos homolégicos de Conley dos conjuntos de Morse e, agora, este par
de matrizes codifica uma tranca de espacos vetoriais graduados com isomorfismos, chamada
tranca do indice discreto homologico.

Apesar do indice homolégico de Conley e da matriz de conexao serem elementos pura-
mente algébricos, ambos sao capazes de fornecer informacoes dinamicas sobre um fluxo e
mais ainda sobre uma aplicacao continua. Especificamente, estes elementos podem detec-
tar a existéncia de érbitas de conexao entre conjuntos de Morse de um conjunto invariante

isolado e exemplos desta situacao sao apresentados neste trabalho.
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Abstract

The goal of this work is to present the connection matrix by establishing a parallel
between the continuous and discrete settings.

The homological Conley index, the main element in the definition of the connection
matrix, has a different form for flows or continuous maps. This index is a graded vector
space in the continuous case whereas in the discrete case it takes the form of a pair consisting
of a graded vector space together with an isomorphism.

Consequently, the connection matrix for a Morse decomposition is defined differently
when we consider continuous or discrete dynamical systems. In the prior case, the connection
matrix is a matrix of linear maps between the continuous Conley homology indices of Morse
sets which codes the information of a graded vector space braid known as the continuous
homology index braid. In the latter case, the connection matrix is a pair of matrices where
the entries in both case are linear maps defined between the discrete Conley homology indices
of Morse sets and, in this setting, this pair of matrices codes the information of a graded
vector space braid with isomorphism known as discrete homology index braid.

Although the Conley homology index and the connection matrix constitute purely al-
gebraic elements, they are capable of providing dynamical information of a flow and of a
continuous map. More precisely, these elements can detect the existence of connecting orbits
among Morse sets of an isolated invariant set and examples of this situation are presented

in this work.
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Introducao

A teoria de Conley foi introduzida por Charles Conley e desde entao tem sido desenvolvida
em diversas abordagens.

Os dois principais contextos de aplicacao desta teoria sdo os sistemas dinamicos continuos,
aqueles gerados por fluxos, e os sistemas dinamicos discretos, os que sao gerados por aplicagoes
continuas.

O indice de Conley foi primeiramente formulado para fluxos e encontrou um obstaculo ao
ser generalizado para aplicagoes continuas. De modo mais especifico, os sistemas dinamicos
continuos possuem uma propriedade ausente nos sistemas dinamicos discretos: quaisquer
pares-indice associados a um mesmo conjunto invariante isolado produzem espacos pontuados
com o mesmo tipo de homotopia.

Por esta razao, foram apresentadas definigdes alternativas para o indice de Conley no
caso discreto. Inicialmente Robbin e Salamon utilizaram a teoria shape em [18] para definir
tal indice, em seguida Szymczak generalizou esta definigao em [21] através de categorias e
funtores e posteriormente, para simplificar, Franks e Richeson construiram em [5] um novo
conceito de indice discreto de Conley fazendo uso da relacao de shift equivaléncia.

Tendo em vista a dificuldade de trabalhar com o indice de Conley na forma homotdpica,
Conley (no caso continuo) e Mrozek (no caso discreto) consideraram respectivamente em [2]
e [11] um indice de Conley algébrico e, portanto, computével.

O verdadeiro objetivo da teoria de Conley é auxiliar na descricao da estrutura dinamica
de fluxos ou aplicagdes continuas sobre conjuntos invariantes isolados. Para isto, costuma-
se decompor estes conjuntos como a uniao de conjuntos invariantes isolados menores, uti-
lizando uma decomposicao de Morse ou, particularmente, uma decomposicao em par atrator-
repulsor.

A partir de uma decomposicao de Morse e da definicao do indice de Conley na forma
algébrica, Franzosa introduziu em [7] a matriz de conex@o no caso continuo e, anos mais
tarde, Richeson apresentou a matriz de conexdo no caso discreto em [17]. A contribuic¢ao
dinamica da matriz de conexao esta na sua capacidade de detectar orbitas de conexao entre

alguns dos conjuntos de Morse que decompoem um conjunto invariante isolado.



O indice homolégico de Conley e a matriz de conexdo assumem formas mais simples
quando lidamos com fluxos ao invés de aplicagoes continuas, porém no segundo caso sao
capazes de fornecer ainda mais informacoes dindmicas. No caso discreto, estes dois elementos
algébricos podem, por exemplo, revelar a existéncia de érbitas conectantes entre pontos que
possuem o mesmo indice, fato que nao ocorre no caso continuo.

Este trabalho foi dividido em cinco capitulos e dois apéndices.

O primeiro capitulo apresenta as preliminares dindmicas e algébricas necessarias para
um bom entendimento do restante do texto. Na primeira secao deste capitulo, introduzi-
mos notagoes e definigbes no contexto de sistemas dinamicos e exibimos duas importantes
dinamicas discretas nao triviais que foram complementadas nos apéndices deste trabalho. J&
na segunda secao, abordamos os pré-requisitos da algebra e da topologia algébrica organiza-
dos em quatro subsecgoes: homologia de complexos de cadeias, sequéncias exatas, trancas e
reducao de Leray.

O segundo capitulo considera o conjunto invariante isolado, bem como suas possiveis
decomposicoes: a decomposicao em par atrator-repulsor e, sua generalizacao, a decomposicao
de Morse. Além disso, apresentamos o par-indice, ferramenta essencial para a defini¢ao
do indice de Conley, o trio-indice, usado para definir a matriz de conexdao no caso mais
simples de uma decomposicao em par atrator-repulsor, e a filtragado-indice, necessaria para
a generalizacao da matriz de conexao no contexto de decomposicao de Morse.

No terceiro capitulo definimos os indices homotépico e homolégico de Conley de um
conjunto invariante isolado, ressaltando que estas definicbes no caso continuo nao podem
ser naturalmente estendidas para o caso discreto. Para obter o indice discreto de Conley,
mostramos que, além do par-indice, também é necessario associar ao conjunto invariante
isolado em questao uma aplicacao-indice. Exemplos e propriedades dos indices continuo e
discreto de Conley foram exibidos neste capitulo.

Os capitulos mais importantes deste trabalho sao o quarto e o quinto, cujas referéncias
principais sao respectivamente [7] e [17]. Nestes capitulos introduzimos a matriz de conexao,
tanto para fluxos quanto para aplicagoes continuas, como um elemento algébrico que codifica
a tranga do indice homoldgico. Além disso, apresentamos vérias proposigoes que destacam
a importancia dinamica da matriz de conexao na busca de érbitas conectantes, assim como

exibimos exemplos aplicando estes resultados.



Capitulo 1
Preliminares

A finalidade deste capitulo é apresentar alguns pré-requisitos da algebra, da topologia
algébrica e de sistemas dinamicos que serao utilizados ao longo do texto. As referéncias que
deram suporte para a coletanea de defini¢oes, exemplos e resultados aqui considerados sao:
[1], (3], 4], [7], [8], [11], [13], [15], [17], [20] e [22].

As dinamicas analisadas neste trabalho tém como ambiente um espago métrico localmente
compacto, que normalmente denotaremos por X, e sdo geradas ora por um fluxo ¢ : Rx X —

X e ora por uma aplicacao continua f: X — X.

1.1 Preliminares Dinamicas

Iniciamos a apresentacao das preliminares pelo contexto de sistemas dinamicos.
Nesta secao introduziremos definicoes e notacoes tanto para a abordagem continua de sis-
temas dinamicos quanto para a abordagem discreta e apresentaremos duas famosas dinamicas

discretas que servirao de exemplos em capitulos posteriores.

Vejamos primeiramente a definicao de fluxo.

Definicao 1.1. Um fluxo ¢ sobre X € uma ag¢do continua de R sobre X, ou seja, € uma

aplicagao continua ¢ : R x X — X que satisfaz:
1. ¢(0,2) = x para todo x € X
2. o(t+s,x) = o(t,p(s,x)) para quaisquert,s € R ex € X

Para cada sistema dinamico continuo gerado por um fluxo ¢ : R x X — X, podemos

obter uma cole¢ao de sistemas dinamicos discretos gerados pelos homeomorfismos f, : X —

3



4 Secao 1.1 e Preliminares Dindmicas

X dados por f;(x) = ¢(r,x), com 7 variando em R. Cada aplicagao f, é chamada de
homeomorfismo induzido por ¢ no tempo 7.

Seja ¢ um fluxo sobre X. Pela primeira propriedade da Defini¢ao 1.1, ao fixar um ponto
r € X e variar t € R obtemos um caminho de X que passa por x exatamente no instante

t=0. A este caminho damos o nome de 6érbita de  com relagao ao fluxo ¢.

Definigao 1.2. A orbita passando por x € X com relagao a um fluxo ¢ é o conjunto
dado por Oy(z) = {o(t,z), t € R}.

Quando trabalhamos com uma aplicacao continua f definida sobre X, a é6rbita de um
ponto x € X é definida como qualquer caminho discreto de X que passa por x e que é

formado por iteracoes sucessivas de f.

Definicao 1.3. Uma orbita passando por v € X com relagao a uma aplicacao

continua f é uma sequéncia Of(z) = (z,)nez C X que satisfaz xg =z e f(x,) = Tpy1.

Observacao 1.1. No caso em que a aplicacao f € invertivel, existe uma unica orbita pas-
sando por x € X com relagao a f que € definida por Of(z) = {f"(z), n € Z}. Porém se f
nao admite uma inversa, entao podem existir vdrias orbitas passando por um mesmo ponto.

Considere o sequinte exemplo:

Exemplo 1.1. Seja f : R — R dada por f(x) = 2. Existem duas dérbitas passando pelo

ponto x = 4:

0:(4) = {v2,2,4,16,256... } e O0,(4) = { — V2,2,4,16,256,...}

Podemos considerar apenas a parte positiva da orbita de um ponto. Neste caso nao temos
o problema de nao unicidade ao tratar de uma aplicagdo continua, seja ela invertivel ou nao.

Veja as definigoes que seguem:

Definicao 1.4. 1. A érbita positiva passando por v € X com relagao a um fluxo
¢ € o conjunto dado por Of (x) = {4(t,z), t € R"}.

2. A orbita positiva passando por x € X com relagdo a uma aplicagao continua
f € a sequéncia O?(x) = (zp)neny C X que satisfaz xg = x e f(x,) = Tpq1, ou seja, a

sequéncia bem definida dada por O (x) = (f*(2))nen.

Na maioria dos casos denotaremos as érbitas Of(z) e Oy () simplesmente por O(x) e as

6rbitas positivas O () e O () apenas por O ().



Capitulo 1 e Preliminares 5

Definiremos agora um conjunto invariante, um dos principais objetos de estudo em sis-

temas dinamicos.
Definicao 1.5. Seja S um subconjunto de X.

1. S € dito invariante em rela¢do ao fluxo ¢ se ¢(R,S) =S, ou equivalentemente,

se O(x) C S para todo x € S.

2. S € dito invariante em relagdo & aplicagcao continua f se f(S) =S, ou equiva-
lentemente, se para cada x € S existe uma drbita O(x) passando por x que estd contida

em S.

No préximo capitulo apresentaremos duas decomposicoes para um tipo especial de con-
junto invariante. Para compreendé-las, devemos conhecer as defini¢oes de w-limite e w*-

limite.
Definicao 1.6. Seja Y um subconjunto qualquer de X.

1. O conjunto dos pontos x € X para os quais existem sequéncias (t;)ien C R e (y;)ien C
Y satisfazendo t; — +o0 e ¢(t;,y;) — x € chamado de w-limite de Y com relag¢do

ao fluxo ¢ e denotado por wys(Y) ou apenas por w(Y).

O congunto dos pontos x € X para os quais ezistem sequéncias (t;)ien C R e (yi)ien C
Y satisfazendo t; — —o0 e ¢(t;,y;) — x € chamado de w*-limite de Y com relag¢do

ao fluzo ¢ e denotado por wji(Y') ou simplesmente por w*(Y).

2. O congunto dos pontos x € X para os quais existem sequéncias (n;)ien C N e (yi)ien C
Y satisfazendo n; — +o0o e f"(y;) — x € chamado de w-limite de Y com relagdo

a aplicagdo continua f e denotado por w(Y') ou apenas por w(Y).

No caso em que f € uma aplicacao invertivel, podemos definir o conjunto w*-limite de
Y com relagao a aplicagdo continua f, denotado por wi(Y') ou simplesmente por
w*(Y), como o conjunto dos pontos x € X para os quais existem sequéncias (n;);ey C N

e (Yi)ien C Y satisfazendo n; — +oo e f~"(y;) — x.

Intuitivamente dizemos que a érbita de um ponto y € X “nasce”em w*(y) e “morre”’ em

w(y).

Definicao 1.7. Duas aplicagoes f:Y —Y eqg:Z — Z, onde Y e Z sdao espagos métricos,
sao ditas conjugadas se existe um homeomorfismo h : Y — Z tal que f = h='ogoh.

Chamamos h de conjugac¢ao entre f e g.



6 Secao 1.1 e Preliminares Dindmicas

Uma conjugacgao entre duas aplicacoes f e g nao sé leva érbitas de f sobre érbitas de
g, como também preserva as propriedades dinamicas do espago de érbitas. Uma conjugagao
preserva, por exemplo, a periodicidade de pontos, os conjuntos w e w* limites, a densidade de
conjuntos, pontos atratores, repulsores e de sela, entre outros. Sendo assim, duas aplicagoes
conjugadas possuem essencialmente o mesmo comportamento dinamico.

Veremos abaixo um caso em que a conjugacao nao ocorre.

Exemplo 1.2. Sejam

&= Az (1.1)
y =By (1.2)

dois sistemas lineares, onde

Figura 1.1: Retrato de fase do sistema (1.1) Figura 1.2: Retrato de fase do sistema (1.2)

Considere os homeomorfismos f,g : R? — R? induzidos no tempo 1 pelos fluros obtidos
de (1.1) e (1.2) respectivamente.

Mostremos que f e g nao sao conjugados.

Para isto observe primeiramente que o0s circulos concéntricos na origem sao invariantes
por f, ou seja, se x € C, onde C é uma circunferéncia qualquer centrada na origem, entdao
f™(x) € C para todo n € Z.

Logo, se existisse uma conjugacdao h : R? — R? entre f e g, teriamos que para cada x € C
en ez

g"oh(x)=ho f"(x) € h(C).

Portanto a drbita do ponto h(xz) em relagao a g seria um subconjunto da curva fechada

h(C), donde seque o absurdo.
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Para finalizar esta secdo, vamos apresentar dois exemplos de dinamicas discretas nao
triviais: a familia quadratica e a ferradura de Smale. Os apéndices adicionados a este

trabalho tém o intuito de complementar a descrigao destas duas dinamicas.

Exemplo 1.3. A Familia Quadratica

Considere a familia de func¢ées quadrdticas dada por

F,:R—R

x— px(l—x)

com > 1.
Primeiramente observe que as raizes de F, sao 0 e 1 para qualquer > 1. Além disso,

-1
toda F),, possui exatamente dois pontos fizos, um em 0 e outro em p, = M—.

Temos ainda que F}(0) = pi e F},(p,) =2 — p, donde segue que 0 € um ponto hiperbdlico
repulsor para todo > 1 e que p, € um ponto hiperbélico atrator se 1 < p < 3, um ponto
nao hiperbolico se . = 3 e um ponto hiperbolico repulsor se p > 3.

Vamos analisar agora o comportamento dos pontos que nao sao fizos por F,. Conside-
remos primeiro os pontos que nao estio no intervalo I = [0, 1].

Note que 0 < p, <1 para qualquer > 1, logo nao existem pontos fixos no complementar
de I.

Se x < 0 entdo F,(x) < x e, assim, F}}(x) é uma sequéncia estritamente decrescente.
Além disso, para qualquer x < 0, F!(z) nao converge quando n — oo, pois se Fj}(x) — p
para algum p entdo teriamos F+!(x) — F(p) < p. Portanto F}}(x) — —oo se x < 0.

Quando x > 1 temos que F,(x) <0, logo F}}(x) — —oo também neste caso.

V

Figura 1.3: Comportamento de F), sobre os pontos do complementar de /

Sendo assim, toda a dinamica interessante da familia quadrdtica ocorre no intervalo I.
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O comportamento de F), sobre I é muito simples quando 1 < p < 3. De fato, Devaney
mostra em [3] que neste caso a orbita positiva de qualquer ponto de (0,1) converge para
o ponto fizo p,. Nao apresentaremos a prova deste fato, pois nosso verdadeiro interesse €
explorar a familia quadrdtica para valores mais altos de .

Com esta andlise completamos o estudo da dinamica de F),, para 1 < p < 3, ou seja,
concluimos que 0 € um ponto fizo repulsor, p,, € um ponto fizo atrator, todos os pontos de
(0,1) sao assintdticos a p, e todos os pontos do complementar de I tém sua orbita tendendo
para —oo.

Veja a andlise grdfica e o retrato de fase de F,, para 1 < pu <3 na Figura 1.4.

o,
ﬁ\/’\@

Figura 1.4: Analise grafica e retrato de fase de F, para 1 <p<2e2<p <3

A dinamica sobre o intervalo I € mais complexa quando > 3, porém torna-se mais rica
e interessante quando i passa do valor 4.

Se i > 4, o valor mdzimo % de F, € maior do que 1 e, neste caso, evistem pontos de I
que escapam de I apés uma iterada de F),. Chamaremos o conjunto destes pontos de Ag e o
representamos na Figura 1.5.

Para qualquer ponto x € Ay temos que Fi(:z:) < 0 e disto seque que F),(x) — —oo pelo
que vimos anteriormente.

Considere agora o conjunto Ay = {x € I|F,(z) € Ao}, ou seja, o conjunto de todos
0s pontos de I que deizam I na sequnda iterada de F),. Acabamos de ver que a drbita de
qualquer ponto de Ay tende para —oo. Pela defini¢io de Ay, se v € Ay entdo F,(z) € Ay,
logo 0 mesmo ocorre com as orbitas de pontos de Ay.

Indutivamente, seja A, = {x € I| F}}(z) € Ao} o conjunto dos pontos de I que saem de
I na (n+1)-ésima iterada de F,,. Pelo mesmo argumento anterior, se x € A,, entio a orbita

de x tende a —o0.
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IO AO I]
Figura 1.5: Representacao de Ag

Portanto tudo o que nos resta é analisar o comportamento dos pontos de I que nunca

escapam de I, ou seja, analisar o conjunto invariante

A:f_(gAn)

No Apéndice A mostramos que o conjunto A possui a estrutura de um conjunto de Cantor
e, além disso, utilizamos a dinamica simbolica para obter o resultado a sequir que descreve

completamente a dinamica de F), sobre o conjunto A:
Teorema 1.1. Seja F,(v) = pa(l — ) com p > 4. Entao

1. #Per,(F,) = 2" para cada n € N*
2. Per(F,) € denso em A

3. Eziste uma orbita densa para F,, em A

Observacao 1.2. A notag¢ao Per,(F),) utilizada no teorema acima denota o conjunto dos
pontos periddicos de F,, com periodo n, enquanto a notagao Per(F,) representa o conjunto

de todos os pontos periddicos de F),.

Com isso concluimos o estudo da familia quadrdtica F, para pn > 4. Nesta situacao temos
que os pontos fizos 0 e p, sao hiperbdlicos repulsores e que I contém um conjunto de Cantor
A | cuja dinamica extremamente rica é descrita pelo Teorema 1.1, de modo que a orbita de

qualquer ponto do complementar de A diverge para —oo.

Exemplo 1.4. A Ferradura de Smale

Seja D a regiao do plano formada pelo quadrado @ = [0,1] x [0, 1] e por dois semicirculos

Dy e Dy dispostos em lados opostos de Q). Veja a Figura 1.7.
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Considere uma aplicacdo continua F : R? — R? que atua sobre ) de acordo a sequinte

COMPOSiCao:

I(Hy)

1(Hy)

H,

Figura 1.6: Ac¢ao de F sobre @

onde | é uma aplicagao linear que contrai linhas horizontais por um fator 0 < § < % €
expande linhas verticais pelo fator p = % enquanto g torce I[(Q)) produzindo uma ferradura e
em sequida a translada para dentro de D na posicao indicada na Figura 1.6.

Os dois semicirculos D1 e Doy sao contraidos e aplicados dentro de Dy, como vemos na

Figura 1.7.

FQ)
N m
a
@ —F T t I
Dy = J
F(Dy) F(D,)

Figura 1.7: Acao de F sobre Dy e Dy

Como F|p, ¢ uma contragiao, Dy é um subconjunto fechado de R* e F(D,) C D; temos,
pelo Lema da Contracao, que existe um unico ponto fixo p € Dy de F tal que para todo
x € Dy wvale que F"(x) — p. Jd que F(Dy) C Dy, seque ainda que F"(x) — p para qualquer
x € Dy e, para completar, se x € Q mas F"(x) ¢ Q para algumn € N entao F™(x) € D1UD,
e dai F"(x) — p também neste caso.

Resta-nos analisar o conjunto

A=(FY(Q)

nez
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dos pontos de Q) cujas imagens se mantém em () sob todas as iteracoes de F'.

Observe que F(D) C D e que F € injetora, porém F ndo € sobrejetora e, sendo assim,
F~! nao estd globalmente definida.

Mas sendo F' injetora, temos que F(A) = A, ou seja, A é um congunto invariante de F'.
Além disso, note que A C F~Y(Q) = HyU H,.

No Apéndice B descrevemos a estrutura topoldgica de A, argumentando que A € o produto
de dois conjuntos de Cantor, e também analisamos o comportamento dinamico de F' restrita

a A, utilizando novamente a dinamica simbdlica para mostrar o sequinte teorema:
Teorema 1.2. Seja F: R? — R? a aplicacdo ferradura de Smale. Entdo

1. #Per,(F) =2" para cada n € N*
2. Per(F) é denso em A

3. Eziste uma orbita densa para F' em A

Assim finalizamos o estudo da dinamica da ferradura de Smale sobre D, concluindo que o
quadrado @) contém um conjunto invariante que se escreve como o produto de dois conjuntos
de Cantor e cuja dinamica extremamente complexa é descrita pelo Teorema 1.2. Além disso,

temos que a orbita de todo ponto de D\A € atraida por um ponto p € D;.

1.2 Preliminares Algébricas

O indice homolégico de Conley e a matriz de conexao, principais elementos deste trabalho,
serao definidos de forma puramente algébrica em capitulos posteriores. Por esta razao,
necessitaremos de alguns pré-requisitos da algebra e da topologia algébrica que agora serao

abordados nesta secao.

1.2.1 Homologia de Complexos de Cadeias

Comegaremos a apresentagao das preliminares algébricas com uma breve revisao sobre
complexos de cadeias, aplicagoes de cadeias e homologia de um complexo de cadeias.

Definiremos aqui os elementos essenciais para a obtencdo da homologia de um espago
topolodgico sobre um corpo F' e, em seguida, veremos que esta homologia é simplesmente um
caso particular da homologia de um complexo de cadeias.

Apenas nesta subsecao, X denotard um espaco topoldgico arbitrario.

O elemento que fornece o alicerce para chegarmos a homologia de espacos topolégicos é

o simplexo que definimos a seguir:
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Definicao 1.8. Seja n um nimero natural. Um n-simplexo em X é uma funcao continua
p:o, — X,

onde o,, é a intersecao de todos os subconjuntos convexos de R™! que contém os n+1 pontos

dados por:

2o = (1,0,0,...,0,0),2; = (0,1,0,...,0,0),...,2, = (0,0,0,...,0,1)

9(03)

Figura 1.8: Representagao de um 2-simplexo em X

Observacao 1.3. Podemos descrever o, analiticamente por:

P
Jn—{(to,...,tn) eER"™ . t,>0Vie Zti: 1},

=0

Agora temos condigoes de definir o conjunto das n-cadeias de X.

Definicao 1.9. Seja C,,(X) o espago vetorial cuja base sobre um corpo F' € o conjunto de

todos os n-simplexos de X. Cada elemento de C,(X) é chamado de n-cadeia de X e tem

an@y
©

onde ny, € F' sao quase todos nulos e cada ¢ € um n-simplexo de X.

a forma

Uma aplicacao de grande importancia que definimos sobre o conjunto das cadeias de
X é conhecida como aplicacao bordo. Para compreender a sua definicdo, precisamos antes

formalizar o conceito de faces de um simplexo.

Definigao 1.10. Seja ¢ um n-simplezo em X, comn > 0 e sejai € {0,...,n}. Ai-ésima

face de ¢ é o (n — 1)-simplexo de X dado por

Oip:op1 — X
(to, . ,tnfl) = gO(to, . 7ti717 O,ti, . ,tnfl)
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Note que, na pratica, 0; despreza a contribuigao na direcao de z; para depois aplicar @,
ou seja, para calcular a i-ésima face 0;p basta mergulhar ,,_; em o, opostamente ao vértice

x; e entao ir para X via ¢. Vejamos um exemplo:

Exemplo 1.5. Considere o 2-simplexo ¢ da Figura 1.8. A primeira face de ¢ € dada pela

composicao da Figura 1.9.

" X.\/—\
/ X
2 \
A—/
o 0 X

Figura 1.9: Primeira face de ¢

Para cada i € {0,...,n}, temos que o i-ésimo operador 0; da Definigdo 1.10 é uma
funcao que tem como dominio o conjunto dos n-simplexos de X e como contra-dominio o
conjunto dos (n — 1)-simplexos de X. Desde que C,(X), o conjunto das n-cadeias de X,
é gerado pelos n-simplexos de X, podemos estender J; linearmente para a aplicacao linear
0; : Cp(X) — Cp_1(X) dada por

0; ( Z nwp) = Z n,0;p.
¢ ¢
Sendo assim, definimos:
Definicao 1.11. A aplicacao linear
0:Ch(X) — Chr1(X)

definida por

¢ chamada operador bordo.

Muitas vezes usamos a notagao d,, ao invés de 0 para o operador bordo que tem C,,(X)
como dominio.

O operador bordo satisfaz a seguinte propriedade:
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Teorema 1.3. A composicio O o O

CoX) 2 00 (X) S O s(X)

€ a aplicacao nula.

Em outras palavras, o bordo de uma n-cadeia é uma (n — 1)-cadeia sem bordo.

Veja um exemplo simples:

Exemplo 1.6. Considere o 2-simplexo oo

e observe que
90 0(05) = 9(0o(02) — D1(02) + Da(02)) = O T1T2 + TaTp + ToT1 ) =

— — — — — —
= 0o @172 + 2220 + Tox1 ) — O ( T @2 + TaTg + BTy ) =

:$2+$0+$1—$1—IL’2—{L’0:0

Entre as cadeias de um espaco topoldgico, temos dois tipos que merecem destaque:

Definigao 1.12. Uma n-cadeia ¢ € C,(X) € um n-ciclo se ,c = 0, ou seja, se ¢ € ker 0,

onde 0, : Cp,(X) — C,_1(X). Denotamos por Z,(X) o conjunto de todos os n-ciclos de X .
Convencionamos que toda 0O-cadeia é um 0-ciclo.

Definigao 1.13. Uma n-cadeia ¢ € C,(X) € um n-bordo se existe d € C,1(X) tal que
Oni1d = ¢, ou seja, se ¢ € im Opy1, onde 0,11 : Chi1(X) — Cy(X). Denotamos por B,(X)

o conjunto de todos os n-bordos de X.

Observagao 1.4. Uma vez que O é uma aplicagao linear, os conjuntos
Zpy(X) =ker 0, = {c € C,,(X)| ¢ € um n-ciclo}

B, (X) = im Opy1 = {c € Cp(X)| ¢ é€ um n-bordo}
sao subespagos vetoriais de C,(X) e, além disso, pelo Teorema 1.3, B,(X) C Z,(X).

Chegamos assim a definicao de homologia sobre um corpo de um espaco topoldgico.
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Definicao 1.14. O espaco vetorial

¢ a n-éstma homologia do espacgo topologico X sobre o corpo F.

Note que ¢+ B, (X),d+ B, (X) € H,(X) sao iguais quando ¢c—d € B,,(X), isto é, quando
a diferenga entre os n-ciclos ¢ e d forma o bordo de uma (n 4 1)-cadeia de X. Neste caso
dizemos que os ciclos ¢ e d sao ciclos homdlogos.

Em particular, todos os n-bordos de X sdo condensados no elemento nulo de H,(X).
Portanto, a existéncia de elementos nao nulos nas homologias de X detectam a existéncia

de ciclos de X que nao sao bordos em X, ou seja, detectam “buracos”’em X.

O préximo objetivo é generalizar o conceito de homologia que apresentamos na Defini¢ao

1.14. Antes disso precisaremos definir espacos vetoriais graduados e complexos de cadeias.

Definicao 1.15. Um espacgo vetorial graduado C é uma colecao de espacos vetoriais
{C;} indexada pelos inteiros ou pelos naturais com a operagao componente a componente.

Se C' e C'" sao espagos vetoriais graduados entao uma aplicagcao linear de graur € 7,
o:C— (',
¢ uma colegao de aplicagoes lineares {®;}, onde

(I)i : Cz — CngT.

Um subespaco D de um espacgo vetorial graduado C' é um espaco vetorial graduado
{D;}, onde D; é um subespago vetorial de C;.

Se D é um subespago de um espaco vetorial graduado C' entdo o espa¢o quociente )
€ o espaco vetorial graduado {51}

A colegao de espacos vetoriais Cy(X) = {Cy(X)}nen ¢ um exemplo de espago vetorial

graduado.

Definicao 1.16. Um espaco vetorial graduado C junto com wma aplicacdo linear 0 : C' — C
de grau —1 tal que 0 o 0 = 0 recebe o nome de complexo de cadeias. A aplicacio O
satisfazendo estas propriedades é chamada de aplicagao bordo.

Costumamos denotar este complezo de cadeias pelo par (C,0) ou simplesmente por C.
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Considere como exemplo de complexo de cadeias o espago vetorial graduado C,(X) =
{Ch(X) }nen juntamente com a colecao de operadores bordo 9 = {0, }nen, onde cada 0, :

Ch(X) — C,(X) é a operador bordo que apresentamos na Definigao 1.11.

Definigao 1.17. Sejam (C,0) = {(Cp,0,)} um complexo de cadeias e, para cada n, deize

Zn(C) e B,(C) denotarem respectivamente o ker 0,, € a im Opy1. Jd vamos fizar que Z,.(C')

e B.(C) representam respectivamente os espagos vetoriais graduados {Z,(C)} e {B,(C)}.
Definimos a n-ésima homologia do complexo de cadeias (C,0) como o espago

vetorial

O espaco vetorial graduado

H.(C) = {Ha(C)}
¢ chamado de homologia do complexo de cadeias (C,0) e em vdrios casos € denotado
apenas por H(C).

Observe que a n-ésima homologia do espaco topolégico X, definida anteriormente por

 Zy(X)  kerd,

é exatamente a n-ésima homologia do complexo de cadeias (C,(X), 0) = {(Cn(X),d,)}, onde
0 = {0,} é o operador bordo apresentado na Defini¢ao 1.11. Por esta razao dizemos que a
Definigao 1.17 generaliza a Definicao 1.14.

O espaco vetorial graduado H,(C.(X)) formado pelas n-ésimas homologias do complexo
de cadeias (C,(X),0) costuma ser denotado por H,.(X), ou simplesmente por H(X), e é
normalmente chamado de homologia do espago topoldgico X.

Finalizaremos esta subsecao falando sobre aplicacoes de cadeias.

Definicao 1.18. Dados dois complexos de cadeias (C,0) e (C',0'), uma aplicagdo de
cadeias & = {9,} : C — C" é uma aplicagio linear de grau zero que faz o sequinte
diagrama comutar:

(2% 1
c,——C)

o
(pn—l

!
Co 2t

para todo n, ou seja,

0, 0®, =&, 100,.
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Observacao 1.5. A verdadeira definicdo de aplicagdo de cadeias ndo exige que a aplicacao

d seja de grau zero.

E simples verificar que se ® : C' — €’ é uma aplicacao de cadeias entao
®(Z,(0)) C Z.(C) e ®(B.(C)) C B.(C").

Sendo assim, ¢ induz uma aplicagao de grau zero bem definida entre as homologias de
C' e (' dada por

o, : H.(C) — H.(C)
a+ B.(C) — ®(a) + B.(C")

Portanto, toda aplicacao de cadeias induz uma aplicacao entre homologias de complexos
de cadeias.

Dada uma funcao continua entre espacos topolégicos f : X — Y, queremos definir uma
aplicacao de cadeias entre C,(X) e C.(Y).

Se ¢ : 0, — X é um n-simplexo em X entao

fro=fop:ioy, =Y

¢ um n-simplexo em Y. Logo f; pode ser vista como uma aplicacao que leva n-simplexos de
X em n-simplexos de Y.
Uma vez que C,,(X) ¢é o espago vetorial gerado pelos n-simplexos de X, podemos estender

f3 de forma tnica a uma aplicagao linear
fi: Co(X) — Cu(Y).

E fazendo n variar nos naturais, obtemos uma colecdo de aplicacoes lineares que, por
simplicidade, denotaremos também por f;.

Podemos mostrar que o diagrama

Cu(X)—LE ()
o o
It

Cnfl(X) - nfl(Y)

é comutativo e, por esta razao, a aplicacao linear de grau zero f; : C.(X) — C.(Y) é uma
aplicacao de cadeias.

Logo, f; induz uma aplicacao entre as homologias de X e Y dada por:



18 Secao 1.2 e Preliminares Algébricas

o Ha(X) — H.(Y)
a+ B.(X) = fi(a) + B.(Y)

Com isso concluimos que uma aplicacao continua f entre espagos topoldgicos X e YV
induz uma aplicagao de cadeias f; entre os complexos de cadeias C.(X) e C.(Y) que, por
sua vez, induz uma aplicacao f, entre as homologias H,(X) e H.(Y). Estas notagoes serao
importantes em capitulos posteriores.

O teorema a seguir nos fornece que dois espagos topolégicos com o mesmo tipo de homo-
topia possuem a “mesma’ homologia, ou seja, a homologia de um espaco topolégico é um

invariante homotépico.

Teorema 1.4. Se X e Y sao homotopicamente equivalentes e f : X — Y e

g:Y — X sao as aplicagoes tais que fog~idy e go f ~idx, entio f.: H. (X) — H.(Y)
e ge: H(Y) — H.(X) sao isomorfismos.

1.2.2 Sequéncias Exatas

Esta subsecao preocupa-se em fixar nomenclaturas e notagoes referentes as sequéncias

exatas.

Comecaremos pela definigao geral de sequéncia exata de espagos vetoriais.

Definicao 1.19. Uma sequéncia de espacos vetoriais e aplicacoes lineares
NG N (N M NG ML S L N

¢ dita uma sequéncia exata de espacos vetoriais se im f, = ker f,, .1 para todon € Z.

Uma sequéncia exata pode nos fornecer algumas informacoes sobre os espagos vetoriais

e as aplicagoes lineares que a constituem. Listamos trés delas na proposicao abaixo:

Proposicao 1.1. 1. Uma sequéncia curta do tipo
f g
0—-C=>D—=FE—0

¢é exata se, e somente se, f € injetora e g é sobrejetora.

2. Uma sequéncia curta do tipo
0o—cLp-o

¢ exata se, e somente se, f € um isomorfismo.
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3. Uma sequéncia curta do tipo
0—-C—=0

¢ exata se, e somente se, C = 0.

A demonstracao destas propriedades é simples, basta trabalhar com a definicao de exa-
tidao de sequéncias que acabamos de apresentar na Defini¢ao 1.19.
Podemos definir também uma sequéncia exata de pares de espacos vetoriais com endo-

morfismos. Veja a seguir:

Definigao 1.20. Sejam {(C,, c,)} uma colegao de pares de espagos vetoriais com endomor-
fismos.

Dizemos que
= (Coyeo) & (Criea) B (Coea) B B (G ) = -+
€ uma sequéncia exata de espacgos vetoriais com endomorfismos se
oo Lo, B, 1 e

€ uma sequéncia exata de espacos vetoriais e se cada quadrado do diagrama:

fo f1 o/

Co Cl 02 Cn+1 —_— = (13)
lco icl lCQ l0n+1
C, fo ) J1 Cy fo Chyg — -

¢ comutativo, isto €, ¢,y 10 frn = fn o ¢, para todon € 7.

Observagao 1.6. A comutatividade de cada quadrado do diagrama (1.3) é uma condi¢ao
imposta pela propria definicdo de morfismo entre dois pares de espago vetorial com endomor-
fismo. De fato, f : (A, a) — (B,b) é um morfismo entre os pares de espaco vetorial graduado
com endomorfismo (A,a) e (B,b) se f: A — B é um morfismo entre espagos vetoriais, ou

seja, uma aplicagcao linear e se o diagrama abaixo € comutativo:

f

A—B
A !

_>B

<o

isto é, foa="bo f.

Vamos generalizar as Definigoes 1.19 e 1.20 apresentando os conceitos de sequéncia exata
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de espacos vetoriais graduados e de sequéncia exata de espagos vetoriais graduados com

endomorfismos.

Definigao 1.21. Sejam C' = {C} }rez um espago vetorial graduado e f* = {fi}rez : C* —

C™Y wma aplicagao de grau zero para cada i € 7.

A sequéncia
0 1 2 n
__)CYOJC_>CJf_>Cr2l;_”J;Cﬂz+1_>

¢ uma sequéncia exata de espacos vetoriais graduados se, para cada k € Z, a
sequéncia de espacos vetoriais

o R e e fi TE ~n1

é exata.

Definigao 1.22. Sejam (C,¢) = {(C;,CZ)}kEZ um par de espago vetorial graduado com

endomorfismo e [ = {f,z : 0" — C™Y wma aplicagdo de grau zero para cada i € Z.

}keZ :
A sequéncia

0 1 f2

RN (CO’CO) L (Cl,cl) f_) (02702) LA ﬁ) (On+1,Cn+1) .

¢ uma sequéncia exata de espacos vetoriais graduados com endomorfismos se,

para cada k € 7, a sequéncia de espagos vetoriais com endomorfismos
0 o\ IR e o1y Sk 2 oy B fe (mt1 gl
= (O ) B (Cryq) = (Cfycg) = - = (G gth) — -
é exata.

Sejam C' = {C,}, D ={D,} e E = {E,} complexos de cadeiase f : C' — D, g: D — E

aplicagoes de cadeias de grau zero.

Uma sequéncia exata
o-cLpLE_o (1.4)
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pode ser representada, neste caso, por um diagrama

2] o 2]

0 C,—t~D,—*~E, 0
o o o
0—>Cpr Doy 2> Epy 0
o 0 o

cujas linhas sao sequéncias exatas, pela Definicao 1.21, e cujos quadrados sao todos comu-
tativos, pois f e g s@o aplicagoes de cadeias.

Quando C, D e E sao complexos de cadeias e f: C — D, g: D — FE sao aplicagoes de
cadeias de grau zero, costumamos chamar a sequéncia (1.4) de sequéncia curta exata de
complexos de cadeias.

Analogamente, se (C,¢), (D,d) e (E, e) sao pares de complexos de cadeias com endomor-
fismose f:C — D, g: D — FE sao aplicagoes de cadeias de grau zero, entao uma sequéncia

exata do tipo
0— (C,e) ER (D,d) % (E,e) =0

recebe 0 nome de sequéncia curta exata de complexos de cadeias com endomorfis-
mos.
O resultado a seguir nos diz que é sempre possivel associar uma sequéncia curta exata

de complexos de cadeias a uma sequéncia longa exata de homologias.

Teorema 1.5. Se
o-cLpLE—o0 (1.5)

€ uma Sequéncia curta exata de complexos de cadeias, entdo existe uma aplicacdo linear

O, : H.(E) — H.(C) de grau —1, chamada aplicag@o conectante, tal que a sequéncia

s H(O) 5 H (D) S Hy(BE) S Hy o (C) 5 Hy_ (D) — - - (1.6)

é exata.

As vezes nos referimos a sequéncia de espagos vetoriais (1.6) como sequéncia exata em
homologia induzida por (1.5).

A versao deste teorema para sequéncias curtas exatas de complexos de cadeias com
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endomorfismos é dada por:

Teorema 1.6. Se
0— (C,c) L (D,d) % (E,e) -0 (1.7)

¢ uma sequéncia curta exata de complexos de cadeias com endomorfismos, entdo existe uma
aplicacao linear 0, : H,(E) — H,(C) de grau —1, chamada aplicag@o conectante, tal que

a Sequeéncia

¢ exata.

Da mesma forma que antes, a sequéncia exata de espacos vetoriais com endomorfismos
(1.8) pode ser chamada de sequéncia exata em homologia com endomorfismos in-
duzida por (1.7).

1.2.3 Trancas

Para um bom entendimento da matriz de conexdo no caso continuo (caso discreto),
sera necessario adquirir um conhecimento basico sobre trancas de complexos de cadeias
(com endomorfismos) e trangas de espagos vetoriais graduados (com endomorfismos). Estas
trangas generalizam respectivamente as sequéncias exatas de complexos de cadeias (com
endomorfismos) e as sequéncias exatas em homologia (com endomorfismos) que conhecemos

na subsegao anterior.

Antes de fornecer as definigbes de trancas, precisaremos fixar rapidamente alguns con-

ceitos e notacoes a respeito de conjuntos parcialmente ordenados.

Definicao 1.23. Uma ordem parcial sobre um conjunto P é uma relacdo < sobre os

elementos de P que satisfaz:

1. para qualquer m € P nunca ocorre m < 7

2. sem,n’, 7" € P sao tais que 7 < 7’ e’ < 7" entio m < 7"

Se P admite uma ordem parcial <, dizemos que (P, <) é um conjunto parcialmente

ordenado.

Definicao 1.24. Dado (P, <) um conjunto parcialmente ordenado, um intervalo I de P
¢ qualquer subconjunto de P que satisfaz: se m,n" € I e ' € P sao tais que m < 7’ < "

entao w € I.
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O congunto de todos os intervalos de (P, <) € denotado por Z(P, <) ou simplesmente por
T.

Definigao 1.25. Seja (P, <) um conjunto parcialmente ordenado.
Dois elementos w, 7' € P sao chamados adjacentes se {m, 7'} € Z. Mais geralmente,

uma n-upla (I, ..., 1,) de intervalos mutuamente disjuntos é dita adjacente se
1.\ Jn=1€1
i=1

2. sej<kemel,n €l ention £

Neste caso dizemos que a n-upla (I1, ..., I,) forma uma decomposi¢ao do intervalo I.
O conjunto das n-uplas de intervalos adjacentes é denotado por L, (P, <) ou simplesmente

por ZL,.

Se (I,J) é uma dupla de intervalos adjacentes, ou seja, (I,J) € Zy, entdo costumamos

usar a notacao I.J para denotar a uniao I U J.

Definigao 1.26. Seja (P, <) um conjunto parcialmente ordenado.
Dizemos que m, 7" € P sdo elementos ndo compardveis sew £ ©’ en' £ .
Dizemos ainda que I e J sao intervalos nao compardveis quando (I,J) e (J,I) sao

ambas duplas de intervalos adjacentes.

Agora temos as notacoes necessarias para definir as trancas sobre as quais comentamos
anteriormente.

Considere, daqui em diante, (P, <) um conjunto finito parcialmente ordenado.

Definigao 1.27. Uma tranca de complexos de cadeias seqgundo < é uma cole¢ao C =

C(<) consistindo de complezos de cadeias e aplicag¢des de cadeias satisfazendo:

1. para cada I € T existe um complexo de cadeias C(I)

2. para cada (I,J) € Iy existem aplicagoes de cadeias
i=1i(1,1J):C(I)— C(IJ)
p=p(IJ,J):C(IJ)— C(J)

tais que

(a) a sequéncia curta de complezos de cadeias

0-Cc()Sceuane)—o
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¢ exata
(b) se I e J sao nao compardveis, entao p(JI,1)i(I,1J) = id|c()

(c) se (I,J,K) € I3 entao o sequinte diagrama de trangas comuta:

p
K \ C(J)
/

~L
S
(ol
< \C(JK) i \o
A
e

Definicao 1.28. Uma tranca de complexos de cadeias com endomorfismos sequndo
< € uma colecao C = C(<) consistindo de pares de complexos de cadeias com endomorfismos

e de aplicagoes de cadeias satisfazendo:

1. para cada I € T eziste um par (C(I),c(1)), onde C(I) é um complexo de cadeias e

c(I): C(I) — C(I) é um endomorfismo de grau zero
2. para cada (I,J) € Iy existem aplicagoes de cadeias
i=i(1,1J):C(I)— C(IJ)

=p(IJ,J): C(IJ) — C(J)

tais que
(a) a sequéncia curta de complezos de cadeias com endomorfismos
0 (C(I).e(D)) = (C(LT).e(1D)) 2 (C(]),e(])) = 0

€ exata

(b) se (I,J,K) € I3 entao o sequinte diagrama de trangas comuta:
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(C(17),c(1))

N

0
/
0
/
(C(J).e(9))
0

A TN

(
(C(IK),¢(JK))

N
\

Passaremos agora a defini¢ao de tranca de espagos vetoriais graduados (com endomor-
fismos) e, em seguida, veremos de que forma tal tranga pode se relacionar com a tranga de

complexos de cadeias (com endomorfismos) que acabamos de definir.

Definicao 1.29. Uma tranca de espacos vetoriais graduados segundo < é uma cole¢ao
G = G(<) consistindo de espagos vetoriais graduados e aplicagoes entre os espagos vetoriais

graduados satisfazendo:

1. para cada I € T existe um espaco vetorial graduado G(I)

2. para cada (I,J) € Iy existem aplicagdes
i=1i(1,1J): G(I) — G(IJ) de grau zero

p=pJ,J): G(IJ)— G(J) de grau zero
0=0(J,I):G(J)— G(I) de grau —1

tais que

(a) a sequéncia

LG S e LGS GaI) S

¢ exata
(b) se I e J sao nao compardveis, entao p(JI,1)i(I,1.J) = id|qr)

(c) se (I,J,K) € I3 entao o sequinte diagrama de trancas comuta:
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i< G(I) \G(U)/ >
o
< \G(JK)/ >
A
< SN >
G(J) / \ G(1JK)

Definicao 1.30. Uma tranca de espacgos vetoriais graduados com endomorfismos
sequndo < € uma cole¢io G = G(<) consistindo de pares de espagos vetoriais graduados com

endomorfismos e de aplicacoes entre 0s espacos vetoriais graduados satisfazendo:

1. para cada I € T existe um par (G(I),g(1)), onde G(I) € um espago vetorial graduado
eg(l): G(I) — G(I) é um endomorfismo de grau zero

2. para cada (I,J) € Iy existem aplicagoes
i=14(1,1J):G(I)— G(IJ) de grau zero

=p(lJ,J): G(IJ) — G(J) de grau zero

0=0(J,1):G(J)— G(I) de grau —1

tais que
(a) a sequéncia
(G 9(1) S (G, 9(1) 2 (G, () 2 (G g(1) & -

€ exata

(b) se (I,J,K) € I3 entao o sequinte diagrama de trangas comuta:
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>
-

Vimos no Teorema 1.5 (Teorema 1.6) que uma sequéncia curta exata de complexos de
cadeias (com endomorfismos) sempre induz uma sequéncia longa exata de homologias (com
endomorfismos). Gostariamos de fazer o mesmo tipo de afirmagao no contexto de trangas,
ou seja, a partir de uma tranca de complexos de cadeias (com endomorfismos) queremos
obter uma tranca de espagos vetoriais graduados (com endomorfismos).

Seja C uma tranca de complexos de cadeias segundo <. Para cada I € Z, denote por
H(I) a homologia do complexo de cadeias C'(I).

Pela defini¢ao de tranga de complexos de cadeias, se (I,.J) € Z, entao a sequéncia

i(I1,1.7)
—

0 — C(I) can "™ o) = o

é exata.
Associada a esta sequéncia, existe uma sequéncia longa exata em homologia (garantida

pela Teorema 1.5) dada por:

- S H )" ) S (1.9)

Considere HC = HC(<) a colecao consistindo dos espagos vetoriais graduados H (I) junto
com as aplicagoes i(1, I1.J),p(1J,J),0(J,I) fornecidas pela sequéncia (1.9).
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Temos assim a seguinte proposicao:

Proposicao 1.2. HC ¢é uma tranca de espagos vetoriais graduados seqgundo <.

A demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [7].

Seja agora C uma tranca de complexos de cadeias com endomorfismos segundo <.

Por defini¢ao, para cada I € Z, existem um complexo de cadeias C'(I) e um endomorfismo
de grau zero ¢(I) : C(I) — C(I). Denote por H(I) a homologia de C(I) e por ¢.(I) : H(I) —
H(I) a aplicagao induzida em homologia por ¢(I).

Temos ainda que para cada (I, J) € Z, existe uma sequéncia exata
0 — (C(1),e(D) " (D), e(1.0) " (), ) = 0

que, por sua vez, induz a seguinte sequéncia longa exata em homologia (garantida pela

Proposicao 1.6):

a(if) i(I,1J) p(1J,J)

(H (1), e(D)) " (H(17), e (1) "7 (H (), e(0) "5 (H (1), e(D) S -

(1.10)

Considere entao a colegio HC = HC(<) consistindo dos pares (H([),c.(I)) de espago

vetorial graduado com endomorfismo junto com as aplicagoes i(1, I.J),p(I.J, J),d(J,I) dadas
pela sequéncia (1.10).

Temos a seguinte proposicao a respeito da colecao HC:

Proposicao 1.3. HC ¢ uma tranca de espacos vetoriais graduados com endomorfismos se-

gundo <.

A prova deste resultado é andloga aquela encontrada em [7] para a Proposicao 1.2.
Portanto, é sempre possivel associar uma tran¢a HC de espagos vetoriais graduados (com

endomorfismos) a uma dada tranga C de complexos de cadeias (com endomorfismos).

Definicao 1.31. Seja C uma tranga de complexos de cadeias (com endomorfismos). A tranca
HC recém construida recebe o nome de tranca de espacgos vetoriais graduados (com

endomorfismos) gerada por C.

Precisamos estabelecer quando duas trangas de espacos vetoriais graduados (com endo-

morfismos) sao isomorfas.

Definigao 1.32. Sejam G e G’ trancas de espagos vetoriais graduados sequndo <.
Uma aplicagao linear entre trancas de espacgos vetoriais graduados ® : G — G’

¢ uma cole¢ao de aplicagoes lineares {(1) : G(I) — G'(I), I € I} tal que para cada (I,J) €
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Is o diagrama abaixo seja comutativo:

o) —=GU))L=a(J))—L=G) -
P(I) lWJ) o(J) lqﬁ(l)
..43’>G1([)#G/(]J)Lgl(t])i)g/([)l;)...

No caso em que cada ¢(I) é um isomorfismo, com I € T, chamamos ® de isomorfismo
de trancas de espacos wvetoriais graduados ¢ dizemos que G e G' sao trancas de

espacos vetoriais graduados isomorfas.

Definicao 1.33. Sejam G e G’ trancas de espagos vetoriais graduados com endomorfismos
sequndo <.

Um aplicagao linear entre trangas de espacgos vetoriais graduados com endo-
morfismos ® : G — G’ é uma colecao de aplicagoes {¢(1) : (G(I),9(1)) — (G'(1),q'(1)), I €

T} tal que para cada (I,J) € Iy o diagrama abaizo seja comutativo:

- —2(G(I),g(I)) —=(G(1]), g(1.])) —2— (G(]), g(])) =2~ (G(1), g(I)) "— - --
lqﬁ(f) lqﬁ(U) laﬁ(J) iaﬁ(l)
@ (1), (1) = (G(1T), g (17) L (G(), g (])) 2L (G (1), ¢/ (1)) — - -

No caso em que cada ¢(I) € um isomorfismo, com I € I, chamamos ® de isomorfismo
de trancas de espacgos vetoriais graduados com endomorfismos e dizemos que G

e G’ sao trancas de espacos vetoriais graduados com endomorfismos isomorfas.

Observagao 1.7. Se G e G’ sao duas trancgas de espacos vetoriais graduados com endomor-
fismos isomorfas entao, para cada intervalo I, temos que G(I) e G'(I) sdo espacos vetoriais
graduados isomorfos e g(I) e ¢'(I) sdo aplicagoes lineares conjugadas. De fato, por defini¢ao,
uma aplicagao ¢(I) : (G(I),g(1)) — (G'(1),¢'(1)) € um isomorfismo se ¢p(I) : G(I) — G'(I)

¢ um isomorfismo entre espacos vetoriais graduados e se ¢(I) o g(I) = ¢'(1) o ¢(I).

1.2.4 Reducao de Leray

Nesta subsecao conheceremos a reducao de Leray, uma ferramenta essencial que utilizare-
mos no terceiro capitulo para a construgao do indice homolégico de Conley no caso discreto.
Em poucas palavras, a reducao de Leray é simplesmente um funtor que transforma pares
de espago vetorial graduado com endomorfismo em pares de espago vetorial graduado com

isomorfismo.
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Consideremos primeiramente a categoria £ cujos objetos sao espagos vetoriais graduados
e cujos morfismos sao aplicagoes lineares de grau zero. Denotamos por £(C, D) o conjunto
de todos os morfismos entre C' e D.

Conhecida a categoria £, podemos definir a categoria dos endomorfismos £F em que
cada objeto é um par (C,c), onde C' é um objeto de € e ¢ € £(C, C) é um endomorfismo, e
cada morfismo ¢ : (C,c) — (D,d) em EF é uma aplica¢ao de grau zero ¢ : C' — D que faz
o seguinte diagrama comutar:

C—"=D (1.11)
Cl d
C—"=D

Definimos também a categoria dos monomorfismos £M e a categoria dos isomor-
fismos £1 como as subcategorias de £ F consistindo de espacos vetoriais graduados equipados
com monomorfismos ou com isomorfismos respectivamente.

Na sequéncia conheceremos o nicleo generalizado de um endomorfismo.

Definigao 1.34. Seja ¢ : C — C' um endomorfismo. O nicleo generalizado de ¢ é dado

por:

gker(c) :={xz € C/ " (x) =0 para algum n € N}.

Dado (C,c) € EE, temos que c(gker(c)) C gker(c), portanto faz sentido definirmos a
aplicacao induzida
C C
. —
gker(c)  gker(c)
[z] = [d(z)]

C/

Utilizamos a notacao LM (C,c) para denotar o par <
LM (C,c) é um objeto de EM.

De fato, basta mostrar que ¢ é um monomorfismo. Seja [z] €

,c')] € EE. Na verdade,
gker(c)

gk%(c) tal que d([z]) =
[c(x)] = 0. Entao c(z) € gker(c) e assim ¢"(c(z)) = 0 para algum n € N. Dai segue que
x € gker(c) e, portanto, [x] = 0. Logo ¢ é injetora.

Considere agora um morfismo ¢ : (C,¢) — (D,d) em EE. Pela comutatividade do

diagrama (1.11), temos que @(gker(c)) C gker(d) e, sendo assim,

- C D
" gker(c) gker(d)

[z] = [p(2)]

/

¥
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¢ uma aplicacao bem definida. Ainda pela comutatividade de (1.11), temos que

C o C
gker(c) gker(c)
w,l l o
D dl D

gker(d) gker(d)

, , . . / C / D U Z
também é um diagrama comutativo, logo ¢’ :| ———,¢ | - ———=,d | é um morfismo
gker(c) gker(d)
de EM que denotaremos por LM ().
Portanto, LM pode ser visto como uma func¢ao que leva objetos e morfismos de £F em
objetos e morfismos de EM, ou seja, LM é um funtor definido entre as categorias EE e EM.

Definiremos agora a imagem generalizada de um monomorfismo.

Definigcao 1.35. Seja ¢ : C' — C um monomorfismo. A imagem generalizada de ¢ é

definida por:

gim(c) ={x e C/ Hz,}22, C C tal que ¢*(x,) =z Vn € N}.

Considere (C,c) € EM, ou seja, (C,c) € EF tal que ¢ é um monomorfismo. Como

c(gim(c)) C gim(c), podemos induzir a partir de ¢ a seguinte aplicagao:

" gim(c) — gim(c)

r — c(x)

Denotaremos por LI(C,¢c) o par (gim(c),c”). Observe que LI(C,c) é um objeto de £1,
isto é, ¢’ é um isomorfismo.

Com efeito, a injetividade de ¢ segue diretamente do fato de ¢ ser um monomorfismo.
Vejamos a sobrejetividade.

Dado y € gim(c) temos que existe {y,}n>, C C tal que ¢"(y,) = y para todo n € N.

Neste caso, vale que ¢(y;) = y e, portanto, basta mostrar que y; € gim(c) para concluir
que ¢” é sobrejetora.

Uma vez que c(y;) = (y2) = ¢*(y3) = - -+ e a aplicagao ¢ ¢ um monomorfismo, obtemos
que y; = c(y2) = 02(@/3) =+ Logo, {zn}720 = {yn+1}n2o C C satisfaz " (2,) = " (yny1) =
y1 para todo n € N e disto segue que y; € gim(c) como querfamos.

Suponha agora que ¢ : (C,¢) — (D, d) é um morfismo de EM. Entao a comutatividade

do diagrama (1.11) nos diz que ¢(gim(c)) C gim(d), donde segue que
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" : gim(c) — gim(d)
x — ox)

estd bem definida. Mais ainda, a comutatividade de (1.11) nos fornece também que o dia-
grama

/1

gim(c) —— gim(c)

%0// l lg;//

gim(d) — gim(d)
¢ comutativo e, por isso, ¢” : (gz'm(c),c”) — (gz’m(d),d”) ¢ um morfismo de £I que serd
denotado por LI(p).
Sendo assim, veremos LI como uma fungao que aplica objetos e morfismos de EM em
objetos e morfismos de £, ou seja, LI é um funtor definido entre as categorias EM e 1.

Finalmente podemos definir a reducao de Leray.

Definicao 1.36. O funtor
£ EE —EI

definido pela composicdo

L=LIoLM

¢ chamado de reducao de Leray.

Note que pela construgao que realizamos, £ transforma um par (C,c), onde ¢ é apenas

"

um endomorfismo, no par £(C,c) = LI(LM(C,c)) = (gim(c), (¢')"), sendo que agora ()
um isomorfismo.
Muitas vezes denotaremos o par £(C,c) por (£C, £c).

Existem duas propriedades da redugao de Leray que merecem destaque:

Proposicao 1.4. A redugio de Leray fiza os elementos de E1, isto é, se (C,c) € um par de

espago vetorial graduado com isomorfismo entao £(C,c) = (C,c).

Proposicao 1.5. A redugao de Leray preserva exatidao, ou seja, se (A,a),(B,b) e (C,c)
sao objetos de EE, f: (A,a) — (B,b) e g: (B,b) — (C,c) sao morfismos de EE e

(4.0) L (B.b) & (C,o)
€ uma sequéncia exata de espacos vetoriais graduados com endomorfismos, entdo
£(Aa) 2 £(Bb) 2 £(C,0)

€ uma sequéncia exata de espacos vetoriais graduados com isomorfismos.
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Decomposicao de Conjuntos

Invariantes Isolados

O principal objetivo da teoria de Conley é auxiliar na descricao da estrutura dinamica
de fluxos ou aplicacoes continuas sobre conjuntos invariantes isolados. De maneira informal,
um conjunto invariante isolado é o “maior” conjunto invariante contido em algum conjunto

compacto.

Para realizar tal descrigao dinamica, costumamos decompor um dado conjunto invariante

isolado S como uma uniao de conjuntos invariantes menores.

A decomposi¢ao mais simples ocorre quando reconhecemos em S um conjunto atrator A
e, a partir dele, criamos um conjunto repulsor dual A*. A unido destes dois subconjuntos
invariantes isolados A e A* com as 6rbitas que os conectam é conhecida como decomposicao

em par atrator-repulsor de S.

Numa generalizagao desta decomposicao, chamada decomposicao de Morse, S pode ser
escrito de maneira mais complexa como uma colecao de qualquer numero finito de sub-
conjuntos invariantes isolados disjuntos, além das drbitas que unem quaisquer dois destes
invariantes. Neste caso, veremos que é possivel reconhecer nesta colecao varios pares atrator-

repulsor.

Neste capitulo ainda definiremos os conceitos de par, trio e filtracao-indice. O par-
indice sera essencial na definicao de indice de Conley, o trio-indice serd usado para definir
a matriz de conexao no caso mais simples de uma decomposicao em par atrator-repulsor e,
por fim, a filtracao-indice serd necessédria para generalizar a matriz de conexao no contexto

de decomposicoes de Morse.

33
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2.1 Conjunto Invariante Isolado e Par-Indice

Para compreender a definicao de conjunto invariante isolado, precisaremos primeira-

mente do conceito de invariancia maximal que segue.

Definicao 2.1. O congunto invariante maximal de um subconjunto N de X ¢é definido

por
Invy(N) = {z € N|¢(t,z) € N para todo t € R} = {z € N|Oy(x) C N}.
no caso de fluzos e por

Invy(N) = {z € N|3(2,)nez C N satisfazendo zo =z € f(x,) = Tpi1} =
= {2 € N|3Os(x) C N}.

no caso de aplicacoes continuas.

Sempre que nao houver confusdo, denotaremos estes conjuntos apenas por Inv(N) no

intuito de unificar a notacao usada para fluxos e aplicagées continuas.

Observacao 2.1. Se a aplicagao f é invertivel, entdo o conjunto invariante mazximal de N

pode ser escrito na forma:
Invy(N) = {z € N| f"(z) € N para todo n € Z} = {x € N|Oy(z) C N}.
Exibimos abaixo alguns exemplos de conjunto invariante maximal.

Exemplo 2.1. Considere um fluro sobre uma esfera que possui retrato de fase dado pela

Figura 2.1.

Figura 2.1: Fluxo sobre uma esfera

Se tomarmos N como na Figura 2.2 a esquerda, entao Inv(N) serd formado apenas pela
orbita periodica y. Porém se considerarmos N como na Figura 2.2 a direita, teremos que
Inv(N) € a uniao da drbita periddica v com o ponto de equilibrio q e com todas as orbitas

que saem de q e espiralam até chegar em .
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Figura 2.2: Exemplos de conjuntos invariantes maximais no caso continuo

Exemplo 2.2. Seja f: R? — R? o difeomorfismo dado por f(z,y) = (2z,%).
Para qualquer compacto N que contém o ponto fizo (0,0), o conjunto invariante mazimal

de N é Inv(N) = {(0,0)}. Mas se N é um compacto que nao contém a origem, entdao
Inv(N) = 0.

Figura 2.3: Exemplos de conjuntos invariantes maximais no caso discreto

A proposi¢ao abaixo justifica 0 nome dado ao conjunto Inv (V).

Proposig¢ao 2.1. O conjunto Inv(N) € invariante e é mazimal em N com rela¢ao a esta
propriedade, isto é, se P C N é um conjunto invariante entao P C Inv(N).

Demonstracao: Dividiremos esta demonstracao em dois casos:
Caso continuo Sejam z € Inv(N) e y € O(x). Neste caso temos que O(y) = O(z) C N,
logo y € Inv(N) e dai segue a invariancia de Inv(N).

Suponha agora que P é um conjunto invariante contido em N. Se x € P entao, sendo

P invariante, temos que O(x) C P e ja que P C N concluimos que O(z) C N.
Portanto z € Inv(NV) e desta forma concluimos que P C Inv(N) como queriamos.
Caso discreto Dado = € Inv(V) temos, pela Definicao 2.1, que existe uma sequéncia

(Tn)nez C N tal que 29 = x e f(x,) = T,41. Vamos mostrar que cada x, é um
elemento de Inv(N).
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Fixe n € Z e defina a sequéncia (yx)rez = (Trin)rez. Neste caso temos que yo = ,, €
para todo k € Z vale que yy = Tpn € N € f(yx) = f(Thin) = Thont1 = Yry1-
Portanto z,, € Inv(N) e como n € Z foi fixado arbitrariamente, concluimos que
(Zn)nez C Inv(NN). Disto segue que Inv(V) é invariante.

Provemos que Inv(/N) é maximal. Para isso, seja P C N um conjunto invariante.

Se z € P entdo, pelo segundo item da Definigao 1.5, existe uma o6rbita O(z) que

estd contida em P. Mas ja que P C N, temos que O(x) C N. Logo x € Inv(N) e,

consequentemente, P C Inv(N). [ |

Outra propriedade que vale a pena ressaltar sobre o conjunto Inv(/N) é a seguinte:

Proposigao 2.2. Se N C M ¢é um conjunto compacto entio Inv(N) é um subconjunto

fechado de N e, consequentemente, Inv(N) € compacto.

Demonstragao: Basta mostrar que Inv(N) C Inv(N).

1

Sejam z € Inv(N) e (z,)neny uma sequéncia contida em Inv(N) tal que z,, — = quando

n — 0.

Novamente dividiremos a demonstracao em duas abordagens:

Caso continuo Para cada t € R fixado temos que ¢(¢,-) é uma aplicagao continua, logo

o(t, x,) — ¢(t,x) quando n — oo.

Como cada x,, € Inv(N), podemos afirmar que ¢(¢,z,) € N e, desta forma, temos uma

sequéncia de elementos de N, (4(t, z,))nen, que converge para ¢(t, ).

Sendo N compacto, obtemos que ¢(t,z) € N e ja que t € R foi fixado sem restrigoes,

concluimos que O(x) C N, donde segue que z € Inv(N).

Caso discreto Visto que (z,)nen C Inv(N), temos que para cada n € N existe uma

sequéncia (¥ )rez C N tal que yf =z, e f(y)) = Ypyq-
Considere entao a sequéncia (z)rez dada por zx = lim yy.
n—oo

Observe que cada z € N, pois (y})kez C N e N é compacto. Além disso,

o= lim yy = lim =, =2 e
n—oo n—oo

) = ( Jim ) =l FG0) = Jim gy = 2

Sendo assim, x é um elemento de Inv(N).

nv(N) denota o fecho do conjunto Inv(V)
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Portanto Inv(N) C Inv(/N) em ambos os casos, donde segue que Inv(/N) é um subconjunto
fechado de N. Visto que N é compacto temos como consequéncia que Inv(N) é também um

conjunto compacto. |

Agora podemos definir conjunto invariante isolado:

Definicao 2.2. Dizemos que S C X € um conjunto invariante isolado quando existe um
compacto N em X tal que S = Inv(N) C int(N).? Neste caso, N ¢ chamado de vizinhanga

isolante de S.

Note que pela Proposigao 2.2 todo conjunto invariante isolado é compacto.
Vejamos alguns exemplos e contra-exemplos da Definigdo 2.2 tanto no caso continuo

quanto no caso discreto.

Exemplo 2.3. Para o caso continuo temos como exemplo de conjunto invariante isolado
um ponto de sela S na origem do plano . De fato, basta escolher N = [—1,1] x [—1,1] como
uma vizinhanga isolante de S. (Figura 2.4 a esquerda)

Para contra exemplo, considere S um centro no plano. Temos que S é um conjunto in-
variante, mas qualquer vizinhanca compacta N de um centro contém alguma orbita periodica,
portanto S ndao admite vizinhanca isolante e consequentemente S nao é um conjunto invari-

ante isolado. (Figura 2.4 a direita)

A

Bl B
S &

Figura 2.4: Exemplo e contra exemplo de conjunto invariante isolado no caso continuo

Exemplo 2.4. Para o caso discreto seja primeiramente f : R — R dada por f(x) = 2.
Temos que S = {0} € um conjunto invariante isolado de f, pois podemos tomar como
vizinhanga isolante, por exemplo, o compacto N = [—1,1]. (Figura 2.5 a esquerda)
Porém se considerarmos a aplicacio antipoda f : S? — S2%, teremos que a drbita de

cada ponto p da esfera € um conjunto invariante, porém nao € isolado. De fato, qualquer

2int(N) denota o interior de N
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vizinhanga N de O(p) = {—p,p} contém {—q,q} para algum q € S? distinto de —p e de p.
(Figura 2.5 a direita)

\/\f_\n ;%(\/\/

Figura 2.5: Exemplo e contra exemplo de conjunto invariante isolado no caso discreto

Como veremos no préximo capitulo, a ferramenta mais relevante do indice de Conley é o
par-indice de conjuntos invariantes isolados. A partir de agora, conheceremos as defini¢coes de
par-indice nos casos continuo e discreto e veremos que as condicoes exigidas nestas definicoes,
apesar de distintas, possuem o mesmo significado dinamico.

Em ambos os casos queremos, a partir de um conjunto invariante isolado S, construir
um par de conjuntos compactos L C N de modo que para cada ponto da vizinhanga N\L
de S tenhamos uma das seguintes possibilidades: ou a érbita positiva deste ponto nunca sai
de N\L e converge ao conjunto S ou entao a orbita positiva escapa de N\ L porém nunca
chega ao complementar de N sem antes passar por L. Esse par de compactos serd chamado
de par-indice.

Primeiramente vamos enunciar o conceito de par-indice para o caso continuo:

Definigao 2.3. Seja S um conjunto invariante isolado. Um par (N, L) de conjuntos com-

pactos de M ¢é chamado par-indice para S com relacao ao fluzo ¢ se L C N e

1. N\L € uma vizinhanga isolante de S;

2. L € positivamente invariante em N, isto é, se x € L e ¢([0,T],x) C N entao
¢([0,T],z) C L;

3. L é um conjunto de saida para N, ou seja, se x € N e ¢([0,00],2) & N entao

existe T' > 0 tal que ¢([0,T],2) C N e ¢(T,z) € L.
N N N

Permitido Nao permitido Nao permitido
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A existéncia de par-indice para um conjunto invariante isolado arbitrario com relagao a
um fluxo é garantida por Salamon em [19].

Vejamos agora alguns exemplos.

Exemplo 2.5. No plano, considere os fluxos que tém conjuntos invariantes isolados for-
mados respectivamente por um no repulsor, um ponto de sela e um no atrator como nos
retratos de fase das figuras 2.6, 2.7 e 2.8. Possiveis pares-indice (N, L) para esses pontos de

equilibrio ja estao exibidos nestas figuras.

/
S

Figura 2.6: Par-indice para Figura 2.7: Par-indice para Figura 2.8: Par-indice para
um no repulsor um ponto de sela um né atrator

Exemplo 2.6. Podemos considerar também um fluxo no plano que tenha uma conexdo de
selas como na Figura 2.9. Representamos ainda nesta figura um possivel par-indice (N, L)
para o conjunto invariante isolado S formado pelos pontos de sela juntamente com esta

conexao de selas.

Exemplo 2.7. Para finalizar, seja ¢ um fluzo sobre um toro sélido de R como na Figura
2.10. Se tomarmos como conjunto invariante isolado S a orbita periddica, entao (N, L)

apresentado na Figura 2.11 é uma possibilidade de par-indice para S.

Figura 2.9: Par-indice para uma conexao de selas
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Figura 2.11: Par-indice para a Orbita
Figura 2.10: Fluxo sobre toro sélido periddica

Apresentaremos agora a definicdo de par-indice para o caso discreto.

Definigao 2.4. Seja S um conjunto invariante isolado. Um par (N, L) de conjuntos com-
pactos de M ¢é chamado par-indice para S com relagao a aplicagdo continua f se L C N

e
1. N\L € uma vizinhanca isolante de S;
2. L ¢é positivamente invariante em N, isto é, f(L)NN C L;

3. L é um conjunto de saida para N, ou seja, f(N\L) C N.

* [*(x)

Permitido Nao permitido Nao permitido

Mrozek provou a existéncia de par-indice para um dado conjunto invariante isolado com
relagdo a uma aplicagao continua na referéncia [12].

Vamos ilustrar a Definigao 2.4 com alguns exemplos.

Exemplo 2.8. Seja f: R — R dada por f(x) = 2x como no Exemplo 2.J.

Se considerarmos os compactos N = [—2,2] e L = [-2,—1] U [1, 2] teremos que:

NV \ees
—4 -2 -1 1 2 4
L L

Figura 2.12: Par-indice para a origem
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1. N\L = [~1,1] ¢ uwma vizinhanca isolante de S = {0} como vimos no Ezemplo 2.4;
2. f(L)NN = ([-4,-2]U[2,4]) N [-2,2] = {-2,2} C L;
3. f(N\L) = f((-1,1)) =(-2,2) C N

Portanto, sequndo a Definicio 2.4, (N, L) é um par-indice para o conjunto invariante
isolado S = {0}.

Exemplo 2.9. Voltemos a familia quadrdtica (Exemplo 1.3) no caso em que 1 =5, isto €,
consideremos F5 : R — R definida por F5(x) = bz(1 — x).

Ja vimos que o conjunto A dos pontos que tém orbita contida no intervalo I é um conjunto
wmwvariante para Fys. Na verdade, A é um conjunto invariante isolado.

De fato, considere o intervalo fechado |a,b], onde a,b € R sdo tais que F5(a) = F5(b) =
5-3V5 ,p — 543V
10 0 -

—1, ou seja, a =

Conforme mostramos no Exemplo 1.3, se x € |a,b]\A entao FI'(x) — —oo quando
n — oo, donde seque que O(x) ndo estd contida em [a,b] e no caso em que x € A vale
que O(x) C I C [a,b]. Portanto, Invja,b] = A e, como [a,b] é uma vizinhan¢a compacta de
A, concluimos que [a,b] é uma vizinhanga isolante de A.

Considere agora os compactos N = [—1,2] e L = [—1,a] U [b,2] como na Figura 2.185.

Figura 2.13: Par-indice para A
Esses compactos satisfazem:

1. N\L = [a,b] € uma vizinhang¢a isolante de A como acabamos de mostrar;

2. F5(L) = [F5(=1), F5(a)] U [F5(2), F5(b)] = [-10, —1], logo
Fs(L)NN =[-10,-1]N[~1,2] = {-1} C L;

3. F5(N\L) = F5((a,b)) = (- 1,2) Cc [-1,2] =N
Sendo assim (N, L) é um par-indice para o conjunto invariante isolado A.

Exemplo 2.10. No Exemplo 1.4, onde conhecemos a Ferradura de Smale, vimos que o
conjunto A dos pontos cujas orbitas permanecem em Q = I X I é um conjunto invariante
pela aplicacao F ld apresentada.

Mostraremos agora que A € um conjunto invariante isolado e exibiremos um par-indice

para este conjunto.
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Mantendo a notacdao utilizada no Fxemplo 1.4, lembremos que a aplicacio F satisfaz
F(Ho) = Vo, F(Hy) =Vi e F(Q\(HyU Hy)) C D\Q.
Considere entao os compactos N = Q e L = Q\(HoU H;y) como na Figura 2.1/ e em

sequida observe que:

Figura 2.14: Par-indice para A

1. N\L = HyU H; € uma vizinhanga compacta de A e Inv(Hy U Hy) = A, pois, como
mostramos anteriormente, se x € (HyUH)\A entdo F"(x) — p € Dy, donde seque que

O(x) nao estd contida em HyUH;, enquanto se x € A temos que O(x) C A C HyUH;.

Logo N\L € uma vizinhanga isolante de A e dai obtemos que A € um congunto invari-

ante isolado
2. F(IL)NNCLe

3. F(N\L) c \,UV; C N

Pelos itens 1., 2. e 3., concluimos que (N, L) é um par-indice para o conjunto invariante
1solado A.

Observe que a interpretacao dinamica das defini¢des de par-indice para o caso continuo
(Defini¢ao 2.3) e para o caso discreto (Definigao 2.4) sao semelhantes. De fato, o primeiro
item destas definicoes diz que o conjunto invariante isolado .S é o “maior”invariante contido
no compacto N—\L Ja o segundo item afirma que a érbita positiva de um ponto de L deve
permanecer em L enquanto nao sai de N. E por fim, pelo terceiro item das defini¢oes 2.3 e
2.4, a 6rbita positiva de qualquer ponto de N\L nao pode escapar de N sem antes passar
pelo conjunto de saida L.

O resultado que segue tem um significado dinamico muito interessante que se refere a um
par-indice (N, L) associado a um conjunto invariante isolado S. Segundo este resultado, se a
6rbita positiva de um ponto permanece em N\L entao a mesma deve convergir ao conjunto

invariante isolado S.
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Proposicao 2.3. Sejam S um conjunto invariante isolado e (N, L) um par-indice para S.
Sex € N € tal que Ot (z) C N\L entao w(z) C S.
Demonstragao: Suponha x € N satisfazendo O (x) C N\L.

Precisaremos novamente dividir a demonstracao em duas partes:

Caso continuo Se z € w(x) entdo existe uma sequéncia de tempos (t;);ey de modo que

ti — +oo e (t;, x) — 2.

Para cada t € R fixado temos que ¢(t+t;, ) = ¢(t, ¢(t;, x)) — ¢(t, 2) pela continuidade
de ¢ em relacdo a sua segunda variavel. Além disso, como t; — +o00, existe ig € N

suficientemente grande tal que t +t; > 0 para todo i > 1.

Desta forma, (¢(t + t;, 7))~ ¢ uma sequéncia contida na dérbita positiva de x e, por-

tanto, contida em N\ L, que converge para ¢(t, z). Dai obtemos que ¢(t,z) € N\L.

Ja que t € R foi fixado de forma arbitraria, obtemos que O(z) C N\L, isto é, z €
Inv(N\L).

Caso discreto Se z € w(x) entdo existe uma sequéncia de nimeros naturais (n;);en tal que

n; — oo e f(z) — z.

Nosso objetivo é criar uma sequéncia (2x)rez C N\L tal que zo = z e f(2x) = 211,

pois desta forma podemos afirmar que z € Inv(N\L).

Fixe k € Z. Visto que n;, — —+o00, existe ip € N de modo que n; + k£ > 0 para
todo i > 7y. Assim a sequéncia ( f"i+k(x))i>io esté contida na drbita positiva de z e,

consequentemente, (f"i+k(x))i>i0 C N\L.

Como N\L é um conjunto relativamente compacto, esta sequéncia admite uma sub-

sequeéncia (yf) = ( i +k(x))j€N que converge para algum z € N\L.

jEN T
Considere a sequéncia formada por tais z;, com k € Z.

Pela construcao, temos que zg é o limite da subsequéncia (y?) Mas observe que

jEN'
(y?)jeN ¢, na verdade, uma subsequéncia de ( fr (JU))z y» Portanto y; — z. Por unici-
dade, concluimos que zy = z.

Além disso, como f é continua e yf — 21, quando j — oo, obtemos que f (yf) — f(zk),

ikl N
my T (x) — 241 por construgao,

isto é, f"s ™ () — f(z) quando j — co. Porém, f
logo f(zk) = 2kt1-

Logo a sequéncia (zy)rez satisfaz as propriedades desejadas.

Em ambos os casos obtivemos que se z € w(x) entdo z € Inv(N\L), ou seja, w(x) C
Inv(N\L).
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Mas tendo em vista que (N, L) é um par-indice para S, temos também que Inv(N\L) = S.
Portanto w(x) C S. [ |

2.2 Decomposicio em Par Atrator-Repulsor e Trio-Indice

Vamos iniciar a apresentacao das possiveis decomposicoes de um conjunto invariante
isolado pela decomposicao em par atrator-repulsor.

Este tipo de decomposicao consiste de dois passos: primeiro, encontrar um subconjunto
A de S que atrai todas as orbitas de uma vizinhanca e, segundo, considerar o subconjunto
A* de S formado por todos os pontos cujas érbitas ndo convergem para o atrator A com o
passar do tempo ou com o passar das iteragoes positivas.

Neste caso, veremos que A e A* sao subconjuntos invariantes de S e, mais ainda, cada
elemento de S pertence a A, ou a A*, ou a alguma érbita que conecta A* a A.

Convencionamos que, a partir de agora, S sempre denotard um conjunto invariante iso-
lado.

Primeiramente vamos formalizar o conceito de atrator.

Definicao 2.5. Um subconjunto A C S é chamado um atrator em S se exviste uma vizi-
nhan¢a U de A tal que w(U N S) = A.
Para cada atrator A em S, vamos associar um conjunto A* formado pelos pontos de S

cujas Orbitas nao sao atraidas por A.

Definigao 2.6. Dado A um atrator em S, definimos o repulsor dual de A como o sequinte

subconjunto de S':
A* ={z € Slw(z)n A= 0}.

Com isso podemos definir:

s

Definigao 2.7. Seja A C S um atrator em S e A* seu repulsor dual. O par (A, A*) é

chamado de par atrator-repulsor de S.
Reunimos na proposicao abaixo algumas propriedades importantes relacionadas a este

par:

Proposicao 2.4. Seja (A, A*) um par atrator-repulsor de um conjunto invariante isolado
S. Entao:
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1. A e A" sao conjuntos invariantes isolados e, consequentemente, sao conjuntos com-

pactos e invariantes.
2. A e A* sao disjuntos
3. Sex € S\(AUA*) entiow(z) C A e

(a) w*(x) C A* no caso de fluzos ou aplicagoes continuas invertiveis

(b) para toda drbita (x,,)nez passando por x e toda sequéncia (ny)ren tais que ny —
—00 € Xy, — %, temos que z € A*. Esta afirmagao serve para aplicagoes continuas

em geral.

A proposicao anterior descreve completamente o comportamento das érbitas de S com
relagdo a um par atrator-repulsor (A4, A*).
Com efeito, se estamos trabalhando com um fluxo ou com uma aplicacao continua in-

vertivel, entao para cada ponto x € S temos apenas uma das trés possibilidades para a érbita

O(x):
e O(x) estéd contida no atrator A
e O(z) estd contida no repulsor dual A*

e O(x) nao intercepta AUA* e, neste caso, w*(z) C A* e w(x) C A. Em outras palavras,

O(z) “nasce”’em A* e “morre” em A.

Se a dinamica estudada é gerada por uma aplicagao continua nao invertivel, entao pode-
mos fazer uma andlise semelhante.

Neste caso, para cada ponto z € S ocorre somente uma das trés alternativas:
e r € Ae, como A é invariante, existe uma érbita O(z) contida em A
o r € A* e, desde que A* ¢é invariante, existe uma érbita O(z) contida em A*

ez € S\(AU A4%) e segue diretamente que w(z) C A. Além disso, usando que S ¢é
invariante, temos que existe uma orbita O(z) = (z,)nez de modo que O(x) C S. Ja
que S é compacto, existe uma sequéncia n, — —oo tal que (z,,) — z para algum
z € S. Portanto, pelo item 3.(b) da Proposicao 2.4, z € A*. Dizemos também neste

caso que O(z) é uma Orbita que “nasce”’em A* e “morre” em A.

Uma forma simples e natural de descrever a terceira situacao de ambos os casos é dizendo

que a érbita O(z) conecta os subconjuntos A e A*. Isto motiva a seguinte defini¢ao:
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Definigao 2.8. Seja (A, A*) um par atrator-repulsor de um conjunto invariante isolado S.

O subcongunto de S dado por
C(A, A") =S\ (A U A*)
€ chamado de congunto das orbitas de conexao de S.

Observacao 2.2. No caso de fluxos ou aplicacdes continuas invertiveis, o conjunto das

orbitas de conexao de S se resume a

C(AA") :={x € S|w*(z) C A" ew(z) C A}.

A partir da Definicao 2.8 e do item 2. da Proposicao 2.4, é importante observar que um
par atrator-repulsor (A, A*) de um conjunto invariante isolado S decompoe este conjunto na
seguinte uniao disjunta:

S=AUAUC(A, A,

Tal decomposicao é conhecida como decomposigao em par atrator-repulsor de S.
Vejamos dois exemplos de decomposicao em par atrator-repulsor, o primeiro para o caso

continuo e o segundo para o caso discreto, baseados respectivamente em [14] e [15].

Exemplo 2.11. Seja ¢ um fluzo sobre R? que tem retrato de fase dado pela Figura 2.15.

Il | |y
//1\\\ A
— A j A* _

I ( |

Figura 2.15: Exemplo de decomposicao em par atrator-repulsor

Considere o conjunto invariante isolado S formado pela unidgo do ponto de sela, com o
no repulsor e com a orbita que os conecta. Uma vizinhanga isolante N para S foi exibida na
Figura 2.15.

O subconjunto A de S formado pelo ponto de sela € um atrator em S e seu repulsor dual
A* consiste apenas do nd repulsor.

Assim (A, A*) é uma decomposi¢ao em par atrator-repulsor de S.
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Exemplo 2.12. Seja F' : R? — R? uma aplicacio continua que age sobre os retangulos N;

e Ny do modo descrito na Figura 2.16.

F(Na)
F(Cy)
F(N]) /‘\
(B, N Ny
By Cy

(B2) WF(Cy F'(Cs

Figura 2.16: Acao de F' sobre os retangulos Ny e Ny

Considere os conjuntos invariantes
S = Inv(Ny U Ny) A = Inv(Ny) R = Inv(Ns).

Mostraremos que (A, R) constitui um par atrator-repulsor para S. Primeiramente ve-
jamos que A € um atrator de S.

Afirmamos que Ny € uma vizinhanga de A tal que w(N; N S) = A.

De fato, pela forma como F' age sobre Ny temos que w(Ny N S) C Ny. Além disso, o w-
limite de um conjunto é sempre invariante. Por estas razoes e pela Proposicao 2.1, podemos
concluir que w(Ny N .S) C Inv(Ny) = A.

Seja x € A = Invu(Ny). Entao existe uma orbita (x,)nez C Ny tal que F(x,) = x4q1 €
Ty = .

Note que cada elemento da sequéncia (z,)nez € também um elemento de S = Inv(N1UNy).
Com efeito, dado x,, desta sequéncia basta tomar (y;)icz, C N1 U Ny dada por y; = Ty €
teremos que F(y;) = F(Tp1i) = Tnyiv1 = Yir1 € Yo = T

Considere entio as sequéncias (ng)gen C N e (zx)gen € N1 NS definidas por ny, = k e
2z = x_p. Neste caso temos que ny — 400 e que (F"’ﬂ(zk))keN € uma Ssequéncia constante
cujos termos sao todos iguais a Ty e, consequentemente, F" (z) — xg = x.

Com isso concluimos que x € w(Ny; N S), donde seque que A C w(N; N S).

Logo A =w(N;NS), sendo Ni uma vizinhanca de A e, portanto, A é um atrator de S.

Queremos mostrar agora que R € o repulsor dual de A, ou seja, que R = {x € S|w(z) N
A=0}.

Suponha que exista x € R = Inv(Ns) tal que w(z) N A% e sejay € w(x) N A.
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Por defini¢ao de w-limite, temos que existe uma sequéncia (n;)eny C N tal que n; — +00
e F"i(x) — y quando i — +00.
Como x € Inu(Ns), cada F™(z) pertence ao compacto Ny e, assim, o limite y da

sequéncia (F™(z)), ., € um elemento de Ns.

Mas ja que y éeNA = Inu(Ny), também wvale que y € Ny. Deste modo teriamos que
y € Ny N Ny, gerando um absurdo.

Portanto, se x € R entao = deve satisfazer w(x)NA =10, isto é, R C {x € S|w(z)NA =
0}.

Mostremos a inclusao contrdria.

Seja x € S = Inv(N; U Ny) tal que w(x) N A = (. Neste caso, existe uma drbita
(Tn)nez € N1 U Ny de modo que F(x,) = xpi1 € xg = x. Observe que cada termo da
sequéncia (Ty)nez € também um elemento de S = Inv(Ny U Ny) (para isso basta transladar
o0s indices desta sequéncia,).

Suponha que © ¢ R = Inv(Nsy). Entao x,, ¢ Ny para algum ng € Z e como (Tp)nez C
Ny U Ny, temos que x,, € Nj.

Assim x,, € N1 NS e, jd que w(Ny NS) = A, obtemos que w(xy,,) C A. Mas w(zx) =
w(Tp,), assim inferimos que w(x) C A, contrariando o fato de que w(x) N A = 0.

Concluimos desta forma que se x € S satisfaz w(x) N A =0 entao x deve pertencer a R,
isto €, {x € S|w(x)NA =0} CR.

Portanto R é o repulsor dual de A e podemos afirmar que (A, R) é um par atrator-repulsor

de S.

Ja vimos que se (A, A*) é um par atrator-repulsor para um conjunto invariante isolado S,
entdao A e A* também sao conjuntos invariantes isolados. Por esta razao, podemos associar
um par-indice a cada um destes conjuntos.

Mais que isso, é possivel encontrar um trio de conjuntos compactos (Ny, N1, N3) de modo
que (Na, No), (N1, Ny) e (No, N7) constituem pares-indice para S, A e A* respectivamente.

Costumamos dar um nome especial a este trio de compactos:

Definicao 2.9. Seja (A, A*) um par atrator-repulsor para um conjunto invariante isolado S.
Um trio de conguntos compactos (Ng, N1, N3) com a propriedade de que (Na, Ny), (N1, No) e
(N2, N1) sdo pares-indice para S, A e A* respectivamente é chamado de trio-indice para o

par atrator-repulsor (A, A*).

A existéncia de um trio de compactos com tais propriedades é estabelecida em [17] no
caso discreto e em [9] no caso continuo.
Vamos finalizar esta secao apresentando um trio-indice para cada um dos pares atrator-

repulsor que conhecemos nos Exemplos 2.11 e 2.12.
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Exemplo 2.13. Considere o fluxo ¢ fornecido no Exemplo 2.11 juntamente com a vizi-
nhanga isolante N do conjunto invariante isolado S que exibimos na Figura 2.15. Para
o par atrator-repulsor (A, A*) = ({ponto de sela}, {nd-repulsor}) podemos associar o trio-
indice (No, N1, Na) como na Figura 2.17.

[No N Ny

Figura 2.17: Trio-indice para (A, A*)

Observe nas figuras 2.18, 2.19 e 2.20 abaizo que (N2, Ny), (N1, Ny) e (N2, N1) escolhidos

desta forma sdo pares-indice para os conjuntos S, A e A* respectivamente.

Figura 2.18:  Par-indice Figura 2.19:  Par-indice Figura 2.20:  Par-indice
para S para A para A*

Exemplo 2.14. Seja F' a aplicagdo continua que apresentamos no FExemplo 2.12. Provamos
naquele exemplo que (A, R) = (Im;(Nl), Im)(NQ)) constitui wm par atrator-repulsor para o
conjunto S = Inu(Ny U Na).

Vamos considerar como trio-indice para (A, R) o trio de compactos (My, My, Ms) dados

pela Figura 2.21.

[B. M| [cn My M| [&a M, M, M,

B, N Cs M, N N,

Figura 2.21: Trio-indice para (A, R)

As figuras 2.22, 2.23 e 2.2/ mostram os trés pares-indice gerados pelo trio-indice
(My, My, My): (Mg, My) para S, (My, My) para A e (My, My) para R. Por conveniéncia,
vamos denotar o par-indice (M, My) para S por (Ng, Lg), o par-indice (M, My) para A por
(Na, La) € o par-indice (My, My) para R por (Ng, Lg).
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Figura 2.22:  Par-indice Figura 2.23:  Par-indice Figura 2.24:  Par-indice
para S para A para R

2.3 Decomposicao de Morse e Filtragéo-fndice

A decomposicdo de Morse, como ja comentamos, é uma generalizacdo da decomposicao
em par atrator-repulsor que conhecemos na se¢ao anterior.

Numa decomposigao de Morse, teremos nao apenas dois, mas uma colecao finita { M, }.cp
de subconjuntos invariantes isolados disjuntos de S, de modo que cada elemento de S pertence
a algum M, ou a alguma 6rbita que “nasce”em M, e “morre”em M, para certos m, 7" € P.

Veremos também que para cada decomposicao de Morse é possivel associar uma colegao

de compactos que extende o conceito de trio-indice para par atrator-repulsor.

Seja P um conjunto finito munido de uma ordem parcial <.

Comecaremos definindo extensao de ordens parciais.

Defini¢ao 2.10. Uma ordem parcial <' sobre P é dita uma extensao de < se para todo

m, 7 € P wale a implicagio: 7 <7’ = w <" 7" .

Jéa definimos os conceitos de intervalo e de intervalos adjacentes na Subsegao 1.2.3, bem
como fixamos as notagoes necessarias. Em relagao a intervalos, s6 nos resta definir intervalos

atratores.

Definigao 2.11. Dizemos que A € T é um intervalo atrator sew € A e’ < w implicarem
que ™ € A. O conjunto de todos os intervalos atratores de (P, <) é denotado por A(P, <)

ou simplesmente por A.

Veremos agora que uma decomposi¢ao de Morse de um conjunto invariante isolado S é
uma cole¢ao finita de subconjuntos de S que satisfazem propriedades como aquelas listadas

na Proposicao 2.4 para um par atrator-repulsor.

Definigao 2.12. Dado um conjunto invariante isolado S, uma decomposi¢cao de Morse

<-ordenada de S é uma cole¢ao M = { My }cp de subconjuntos invariantes isolados mutu-
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amente disjuntos com a sequinte propriedade: se x € S\ U M, entao existem w, 7' € P tais

meP
quem < 7' ex € C(My, M), onde:

e o congunto C'(M,, M) € dado por {x € S|w*(z) C My ew(x) C M;} no caso de

fluzos e aplicacoes continuas invertiveis

e ¢, no caso de aplicagoes continuas nao invertiveis, dado por todo x € S que satisfaz:
w(x) C M, e para toda orbita (x,)necz passando por x e toda sequéncia (ng)ren tais

que ny — —00 € Ty, — 2, temos que z € M.

Costumamos chamar cada subconjunto M, de conjunto de Morse e cada subconjunto

C(M,, M,/) de conjunto das drbitas de conexdao de M, o M,.

Vale a pena ressaltar que um mesmo conjunto invariante isolado pode admitir distintas
decomposicoes de Morse. Considere, por exemplo, as seguintes decomposigoes para um fluxo

sobre o bitoro:

A‘[ 14

Figura 2.25: Distintas decomposicoes de Morse para um fluxo sobre o bitoro

Dada uma colegao de subconjuntos de X, o préprio fluxo (ou aplica¢ao continua) definido
sobre X tem condicoes de estabelecer uma ordem natural entre os componentes desta colecao.
Para isso, basta respeitar o caminho que as érbitas de X percorrem.

Se < é uma ordem que ordena os conjuntos de uma decomposicao de Morse segundo este

principio, entdao < recebe um nome especial:

Definigao 2.13. Seja M = {M,},cp uma decomposi¢io de Morse <-ordenada. Se <

satisfaz:

m < 7' se, somente se, existe uma sequéncia de elementos distintos

Ty =T, M1,..., T =7 € P tais que C(My,_,, M) # 0 para todo j =1,...,n
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entdo < € chamada de ordem do fluxo no caso continuo ou de ordem da aplicagcao

continua no caso discreto.

Exemplo 2.15. Considere um fluzo sobre R? que tem o sequinte conjunto de orbitas limi-

tadas S':

Ms 4

Seja P = {1,2,3} um conjunto de indices ordenado por: 1 < 2 < 3.
Os conjuntos unitdrios My, My e Mz formados respectivamente pelo ponto atrator, pelo
ponto de sela debaizo e pelo ponto de sela de cima constituem uma decomposicao de Morse

<-ordenada, sendo que < € a ordem do fluzo.

Usando as Definigcoes 2.12 e 2.13, é possivel verificar que se < é uma ordem parcial sobre
Pe M ={M;},ep é¢ uma decomposi¢ao de Morse <-ordenada, entdo < é uma extensao da
ordem do fluxo (ou da ordem da aplicacao continua).

Fixada uma ordem sobre P e uma decomposi¢ao de Morse M = {M, },cp associada a
um conjunto invariante isolado S, definimos um subconjunto invariante isolado de S para

cada intervalo I € 7:

M; = ( U M,,) U( U cor, Mﬂ,)>.

el w1

A proposicao a seguir nos diz que os conjuntos M; podem formar pares atrator-repulsor

dentro da decomposicao de Morse M.

Proposicao 2.5. Se (I,J) € Z,, ou seja, se (I,J) é uma dupla de intervalos adjacentes,

entao (M, My) é um par atrator-repulsor de M.

Este resultado serd essencial para a construcao da matriz de conexao quando passar-
mos de uma decomposicao em par atrator-repulsor para uma decomposi¢ao de Morse. Sua
demonstragao para o caso continuo pode ser encontrada em [6] e para o caso discreto em
[16].

Vamos definir agora um conjunto de compactos que desempenha para uma decomposicao

de Morse o mesmo papel que o trio-indice desempenha para um par atrator-repulsor.
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Defini¢ao 2.14. Uma colegio de conjuntos compactos N = {N(I)}jea € chamada uma

filtracao-indice para a decomposicao de Morse M se:
1. para cada I € A, (N(I),N(D)) é um par-indice para M;
2. para quaisquer I,J € A, N(I)NN(J)=N{INJ)eNI)UN(J)=N({UJ)

Aparentemente, pela Definicdo 2.14, uma filtragdo-indice garante um par-indice para M;
apenas para os intervalos atratores I. Porém, pelo primeiro item da proposicao abaixo, uma
filtracao-indice tem uma propriedade ainda melhor: fornece um par-indice para cada um dos

conjuntos M; para qualquer intervalo J, sendo J atrator ou nao.
Proposicao 2.6. Seja J € T.

1. Se (1,J) é uma decomposi¢ao de um intervalo atrator K entdo (N(K),N(I)) é um

par-indice para M

2. Se (1;,J) € uma decomposi¢ao de um intervalor atrator K;, para i = 1,2, entdo
N(Ki)\N(I1) = N(K2)\N(I2)

Posteriormente precisaremos de ambos os itens deste resultado no caso continuo, demons-
trados por Franzosa em [6], mas somente do primeiro item no caso discreto, que foi provado
por Richeson em [16].

No exemplo abaixo exibiremos uma filtracao-indice para a decomposicao de Morse que

apresentamos no Exemplo 2.15.

Exemplo 2.16. Considere novamente o FExemplo 2.15 com o conjunto de indices P =
{1,2,3} ordenado por 1 < 2 < 3. Os intervalos atratores de P sao: Iy = 0,1, = {1}, 1, =
(1,2} e I; = {1,2,3}.

Sejam N(Io), N(I1), N(I2) e N(I3) os conjuntos compactos associados a estes intervalos

atratores dados pela Figura 2.26.

N (1) N(I) N (15) N (:1:;‘)
—/ —/ —/

| |

Figura 2.26: Filtragao-indice para a decomposigao de Morse { M7, My, M3}

Observe nas figuras 2.27, 2.28 e 2.29 que (N(I1), N(ly)) € um par-indice para My, = My,
(N(I), N(Iy)) € um par-indice para My, = My U My U C(My, Ms) e, por fim, (N(I3), N(lp))
¢ um par-indice para My, = M; U My U M3 U C (M, My) U C(My, M3) = S.
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N(D) N(L) N(B)
—>—4 —>—4
m M;
S
]
N (1) ‘1\[2 N (y) 1 M, ¥A‘7] N(1y)

Figura 2.27:  Par-indice

para M,

Figura 2.28:  Par-indice Figura 2.29:  Par-indice
para My, para M,

E simples ver que a colecio N' = {N(I), N(I,), N(I5), N(I3)} também satisfaz o segundo

item da Definicao 2.1/, portanto N € uma filtracio-indice para a decomposicao de Morse

{My, My, M3} que apresentamos no Exemplo 2.15.

Para finalizar temos uma proposicao que garante a existéncia de filtracoes-indice:

Proposigao 2.7. Para toda decomposicio de Morse M existe uma filtragao-indice N .

A demonstragao deste resultado é encontrada em [6] para o caso continuo e em [17] para

o caso discreto.



Capitulo 3
Indice de Conley

O objetivo deste capitulo é apresentar o elemento fundamental da teoria de Conley,
o chamado indice de Conley. Esta apresentacao sera organizada em duas abordagens, uma
para a dinamica continua e outra para a dindmica discreta, e ambas serao divididas em duas
versoes, a homotdpica e a homoldgica.

Para definir o indice homotépico de Conley de um conjunto invariante isolado, sera
necessario buscar algum invariante deste conjunto que independe da escolha do par-indice.
Veremos que o indice homotdpico nao coincide quando lidamos com sistemas dinamicos
continuos e com sistemas dinamicos discretos.

Como consequéncia, o indice homoldgico de Conley, que trata-se de um elemento pura-
mente algébrico, também nao sera definido de forma andloga para fluxos e para aplicacoes
continuas. Na verdade, observaremos que o indice discreto homolégico de Conley carrega
mais informacoes do que o indice continuo homoldgico de Conley.

Futuramente, nos Capitulos 4 e 5, perceberemos que o indice homolégico de Conley é

uma peca essencial para a construcao das matrizes de conexao.

Podemos iniciar este capitulo relembrando a definicao de espaco pontuado.

Definicao 3.1. Um espago pontuado (Y,yy) € um espaco topoldgico Y com um ponto

distinguido yg € Y que recebe o nome de ponto base.
Dado um par de espagos (N, L) com L C N, defina sobre N a seguinte relacao de
equivaléncia:
r~y&sSr=youx,y€ L. (3.1)
Usaremos a notagao N/L para denotar o espaco pontuado (N/., [L]), onde [L] representa

a classe de equivaléncia dos pontos de L segundo a relagao (3.1) e N/ = {[z],z € N} pode
ser identificado com N\L U [L]. Em outras palavras, o espago pontuado N/L é obtido de N

95
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ao colapsar o subconjunto L a um ponto.

Convencionamos que se L = (), entao o espago pontuado N/L serd dado por:
N/L = (N\LUIL],[L]) := (N U {x}, {*}),

onde {x} denota a classe de equivaléncia consistindo do conjunto vazio.
A topologia sobre N/L é definida como segue: um subconjunto U é aberto em N/L se
UNL=0eUéabertoem Nouse UNL# Qe (UN(N\L)) UL é aberto em N.

3.1 Indice Continuo de Conley

Por simplicidade, iniciaremos o estudo do indice de Conley pelo caso continuo.

Na primeira parte desta secao, veremos que o indice continuo homotépico de um conjunto
invariante isolado S é definido como o tipo de homotopia do espago pontuado gerado por
um par-indice de S.

A segunda subsecao, por sua vez, apresentara o indice continuo homélogico de S como

um espaco vetorial graduado de homologias.

3.1.1 Indice Continuo Homotoépico de Conley

No inicio deste capitulo anunciamos que para definir o indice homotépico de Conley de
um conjunto invariante isolado S é necesséario identificar uma informagao comum entre os
pares-indice associados a S.

O exemplo a seguir tem a intencao de motivar a busca desta informacao.

Exemplo 3.1. Considere novamente o fluzo em R? que possui um ponto de sela na origem,
como no Exemplo 2.5.

Sendo S o conjunto unitario formado por este ponto de sela, temos que (N, L) e (N', L")
exibidos na Figura 3.1 sao dois possiveis pares-indice para S.

Note que, apesar de distintos, os pares-indice (N, L) e (N', L") possuem uma propriedade
homotépica em comum: os espagos pontuados N/L e N'/L' sao ambos homotopicamente

equivalentes a S*. Veja Figura 8.2.

Na verdade, o que observamos no exemplo anterior nao ocorre por uma simples coin-
cidéncia. No caso de sistemas dinamicos continuos, temos o seguinte resultado demonstrado

em [19] que aplica-se de forma geral.



Capitulo 3 e Indice de Conley 57

N
II:IL 0 @m Qm
S
. )
I/ I/
P
| )

Figura 3.2: Tipo de homotopia dos espagos pontuados N/L e N'/L’ respectivamente

Teorema 3.1. Sejam (N,L) e (N', L") dois pares-indice com rela¢io a um fluzo ¢ para
um mesmo conjunto invariante isolado S. Entdo os espagos pontuados N/L e N'/L' sao

homotopicamente equivalentes, ou seja, tém o mesmo tipo de homotopia.

De acordo com o Teorema 3.1, o tipo de homotopia do espa¢o pontuado N/L é o mesmo
em qualquer escolha de par-indice (IV, L) para o conjunto invariante isolado S. Sendo assim,
este tipo de homotopia depende apenas do comportamento do fluxo numa vizinhanca de S

e, portanto, faz sentido definirmos:

Definicao 3.2. Seja S um conjunto invariante isolado de um fluxo ¢. Definimos o indice
continuo (homotdpico) de Conley de S como o tipo de homotopia do espago pontuado
N/L, onde (N,L) é um par-indice para S. A nota¢ao para este indice serd h(S,¢) ou
simplesmente h(S).

Os exemplos a seguir ilustram a definicdo anterior:

Exemplo 3.2. A Figura 3.3 apresenta pares-indice respectivamente para um né atrator A,

dois tipos de ponto de sela Sy e Sy e um nd repulsor R em R®, bem como os tipos de homotopia
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destes pares-indice.

N
Il . . . S
/
. .S! Q Sl
’ #
N
I P v

N
SB
L

Figura 3.3: Indice continuo de Conley de singularidades

Pela Definigao 3.2 temos que os indices continuos de Conley de A, S1, So e R sao dados

em ordem por S°, S', S% e S3.

Exemplo 3.3. Na Figura 2.9 do Exemplo 2.6 exibimos um par-indice (N, L) para uma
conexdo de selas S do R%. O espago pontuado N/L tem o tipo de homotopia de S*V S*,

como vemos na Figura 3.4.

Figura 3.4: Indice continuo de Conley de uma conexao de selas
Portanto o indice continuo de Conley da conexdo de selas S é S' v S*.

3.1.2 Indice Continuo Homolégico de Conley

Pela dificuldade de trabalhar com classes de homotopia de espacos topoldgicos, costu-

mamos considerar um indice de Conley mais fraco, porém algébrico, que definimos a seguir:
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Definicao 3.3. Seja S um conjunto invariante isolado de um fluzo ¢. O espago vetorial
graduado

Con. (S, ¢) == H.(h(S)),

onde H, (h(S)) denota o g-ésimo grupo de homologia de h(S) sobre um corpo F para cada
qg € N, é denominado indice continuo homoldgico de Conley de S. Muitas vezes

denotamos Con(S, ¢) simplesmente por Con(S) ou por H(S).

Tendo em vista que espagos homotopicamente equivalentes possuem a mesma homologia,
temos que o indice continuo homolédgico de Conley também nao depende da escolha do par-
indice, portanto, esta bem definido.

Nos dois exemplos abaixo vamos calcular as homologias sobre o corpo Q.

Exemplo 3.4. Voltemos ao Exemplo 3.2, onde obtivemos o indice continuo de Conley de
um atrator A, duas selas S1 e Sy e um repulsor R. Pela Definicdo 3.3, os indices continuos

homoldgicos de Conley destas singularidades sio dadas por:

Q ,seq=0 Q ,seq=1

Cong(A) = Hy(S°) = Cong(Sy) = Hy(S") =
ong(A) = Hy(S") {0 g0 ong(S1) = Hy(57) {0 Cseql
B o ) Q ,seq=2 B 3y _ Q , seq=3
Conq(Sz)—Hq(S)—{ 0 . seqs? Cong(R) = H,(S”) {O Cseq£3

Exemplo 3.5. No Exemplo 3.3 vimos que o indice continuo de Conley da conexdo de selas

S ld apresentada é S' Vv S'. Logo o indice continuo homoldgico de Conley de S € igual a

QoeQ , seq=1

Con,(S) = H,(S'v S') =
() = Hif >{0 DR

As trés propriedades a seguir tém por objetivo facilitar o cédlculo do indice continuo

homolégico de Conley de um conjunto invariante isolado.
Proposicao 3.1. Seja S um conjunto invariante isolado de um fluzo ¢.

1. Propriedade de Wazewski: Se S =) entao Con(S) = 0.

2. Propriedade de aditividade: Se S = S1US;, onde Sy e Sy sao conjuntos invariantes
isolados disjuntos, entao Con(S) =~ Con(S1) @& Con(Ss).
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3. Propriedade de continuagdo: Se {¢) : R x X — X}ycn € uma familia de fluzos
parametrizada por um intervalo compacto A C R e N é uma vizinhanga isolante de
Sy = Invg, (N) para todo A € A, entao Con(S)) ndo depende de A.

Observagao 3.1. No caso em que A é um intervalo compacto de R e {¢px}ren € uma familia
de fluzos sobre X que admite uma vizinhanga isolante N de Sy = Invs, (N) para todo A € A,

dizemos que os conjuntos invariantes isolados Sy estdao relactonados por continuacao.

As provas das propriedades de Wazewski e de aditividade sao apresentadas de modo
simples em [10] e a demonstragao da propriedade de continuagao pode ser encontrada em
[19].

Pela terceira propriedade da Proposi¢ao 3.1 temos que conjuntos relacionados por con-
tinuagao possuem o mesmo indice continuo homolégico de Conley. Sendo assim, o calculo do
indice de um conjunto invariante isolado complicado pode muitas vezes ser reduzido a algum

caso mais simples. Veja o seguinte exemplo que pode ser encontrado com mais detalhes em
[10].

Exemplo 3.6. Considere a familia de sistemas de equacdes diferenciais

T =y (3.2)
y = y—i—(l—/\)(xz—l)(a:—i—%)—i-)\(m—l)

parametrizada por \ € [0, 1].

Seja ¢y o fluzo gerado pelo sistema (3.2) para cada A € [0,1]. Para k > 0 suficientemente
grande temos que N = [—k, k| x [—k, k] € uma vizinhang¢a isolante de Sy = Invs, (N) para
todo A € [0,1].

O objetivo deste exemplo é obter o indice continuo homoldgico de Conley do conjunto
So. Como N € uma vizinhanga isolante para todo Sy, com \ € [0, 1], temos em particular
que Sy estd relacionado por continuagao com Sy, portanto os indices homoldgicos Con(Sy) e

Con(Sy) coincidem.

Mas observe que para A =1 o sistema (3.2) se reduz a

T o=y (3.3)
y = y+ar—1

e, assim, o conjunto Sy consiste apenas de um ponto de sela.
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Com isso concluimos que

Q , seq=1

C So) = C Sy) =
an( 0) an( 1) { 0 . seqfl

3.2 Indice Discreto de Conley

O caso discreto nao serd similar ao caso continuo, pois, como veremos mais adiante,
o invariante usado para fluxos nao servird como invariante quando passamos ao estudo de
aplicagoes continuas. Sendo assim, precisaremos conhecer algumas ferramentas extras para
chegar a uma definicao do indice de Conley no caso discreto.

Primeiramente construiremos, a partir de um dado par-indice P = (NN, L) de S, uma
funcao continua fp chamada aplicagao-indice e em seguida consideraremos a classe de shift
equivaléncia do par (N/L, [fp]) como o indice discreto homotdpico, sendo que N/L é o espaco
pontuado gerado pelo par-indice P e [fp] é a classe de homotopia da aplicagao-indice fp.

E finalmente, por analogia ao caso continuo, obteremos o indice discreto homoldgico
como um elemento algébrico e, para isso, faremos uso da reducdo de Leray sobre um par
que depende da aplicacao-indice. Este elemento serd constituido por um espaco vetorial

graduado juntamente com um isomorfismo distinguido definido sobre este espaco.

3.2.1 Indice Discreto Homotopico de Conley

Para definir o indice discreto homotépico de Conley, precisamos extrair um invariante
comum a quaisquer pares-indice associados a um mesmo conjunto invariante isolado de uma
aplicacao continua.

A primeira tentativa natural, por analogia ao que fizemos para fluxos, seria considerar o
tipo de homotopia dos espacos pontuados gerados por estes pares-indice. Porém, o exemplo
abaixo (encontrado em [10]) mostra que, no caso discreto, diferentes pares-indice para um

conjunto invariante isolado podem gerar espacos pontuados com tipos de homotopia distintos.
Exemplo 3.7. Seja f: R — R definida por f(z) =z + 1.

Para cada n € N considere L, = [n, n+ %] e N, = U L;. Veja a representacao de L, ¢
i=0

N, para n =2 na Figura 3.5.
O par (N, L,,) € um par-indice para o conjunto ) com relagio a [ para qualquer n € N.
De fato,



62 Secao 3.2 e Indice Discreto de Conley

Figura 3.5: Representacao de Ly e Ny

1. Sen =0 entio N,\L,, =0 e, portanto, Inv(N,\L,) = () seque por vacuidade.

Ja no caso em que n > 0 temos que N,\L, = N,_1. Como para todo x € R wvale
que f"(x) — 400 quando n — +oo e N,_1 € um conjunto limitado, obtemos que
Inv(N,\L,) = Inv(N,_1) = 0.

Além disso, é claro que O C int(N,\L,). Logo N,\L, € uma vizinhanga isolante para

o conjunto ().

2. f(Ly) NN, =L, ,1NN,=0C L,.

3. Desde que
NAL, — 0 ,sen=0
N,_1 , sen>0
temos que
0 ,sen=0
FINAL) =4 "

Portanto f(N,\L,) C N,.

Todavia, cada espago pontuado N, /L, é homotopicamente equivalente a um conjunto de
n + 1 pontos. Disto seque que o conjunto invariante isolado () admite infinitos pares-indice

distintos que produzem espacos pontuados com diferentes tipos de homotopia.

Sendo assim, o invariante que utilizamos no caso continuo nao é independente da escolha
de par-indice quando tratamos de aplicagbes continuas. Com isso podemos perceber que
considerar apenas o espago pontuado N/L, onde P = (N, L) é um par-indice para um
conjunto invariante isolado S, nao é o suficiente para obter um invariante de S no caso
discreto. Por esta razao passaremos a considerar, a partir de agora, mais um elemento que

podemos associar a S: a aplicagao-indice fp.

Definicao 3.4. Seja S um conjunto invariante isolado de uma aplicacao continua f. Se

P = (N, L) um par-indice para S entao a aplicagio continua dada por
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[L] , sexel

frlla) :{ [f(x)] , sex e N\L

€ chamada de aplicacao-indice.

Com a relacao de shift equivaléncia que definiremos a seguir, veremos que o par (N/L, fp)
é capaz de nos fornecer uma informacao sobre os pares-indice de S que é intrinseca ao

conjunto S, isto é, independe da escolha de (NN, L).

Definigao 3.5. Sejam Y e Z espagos pontuados e [g] : Y — Y e [h] : Z — Z classes de
homotopia de aplicagoes que preservam ponto base. Dizemos que os pares (Y, [g]) e (Z,[h])
sao shift equivalentes se existem aplicacoes preservando ponto baser 1Y — Z es: Z —Y

e um numero natural m tais que
[rogl=Tlhor] [soh]=[gos] [sor]=1[g"] [ros] =[],

ou seja, se 0s diagramas

g g

y sy y sy y sy
7-ls7z Ry 7 7

comutam quando consideramos as classes de homotopia das composicoes.

Veja agora o seguinte teorema apresentado por Mischaikow e Mrozek em [10]:

Teorema 3.2. Se P = (N,L) e P' = (N', L) sao pares-indice de um conjunto invariante
isolado S com relagao a uma aplicacao continua f, entao os pares (N/L, [fp]) e (N'/L',[fp])

sao shift equivalentes, ou seja, possuem a mesma classe de shift equivaléncia.

De acordo com o resultado anterior, a classe de shift equivaléncia de (N/L, [fp]) independe
da escolha do par-indice P que fazemos para um conjunto invariante isolado S e, sendo assim,
depende apenas do comportamento da aplicagdo continua f numa vizinhanca de S.

Consideremos entao a defini¢ao de indice discreto de Conley dada abaixo:

Definicao 3.6. Seja S um conjunto invariante isolado de uma aplicacao continua f. A
classe de shift equivaléncia do par (N/L,|[fp]), onde fp d a aplica¢ao-indice associada a um
par-indice P = (N, L) de S, é chamada de indice discreto (homotépico) de Conley de
S. Denotamos este indice por h(S, f) ou simplesmente por h(S).
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Devido a dificuldade de construir a classe de shift equivaléncia de uma classe de homo-

topia, vamos apresentar de forma breve dois exemplos de indice discreto de Conley.

Exemplo 3.8. Vamos considerar novamente o caso particular da familia quadrdtica em que
W € igual a b, isto €, seja F5 : R — R definida por Fs5(x) = 5x(1 — x).

Vimos no Exemplo 2.9 que o conjunto invariante isolado S = A admite
P=(N,L)= ([—1,2], ([-1,a] U b, 2]))

como par-indice, sendo que a,b € F5'(—1).

O espago pontuado N/L, neste caso, é homotopicamente equivalente a S*

e a aplicacao-indice associada a P € dada por

(Fs)p: N/L — N/L

(£5)p([2]) =

[L] , sex €L
bx(l —x)] , sex € N\L

Considere o conjunto de todas as aplicagoes homotdpicas a fp que denotamos por [fp].
A classe de shift equivaléncia de (N/L,[fp]) € o indice discreto de Conley de S.

O proximo exemplo, a G-Ferradura, trata-se de uma variacao da Ferradura de Smale

que estudamos na Secao 1.1.

Exemplo 3.9. Sejam Q o quadrado de R? dado por [0,1] x [0,1] ¢ F : R? — R? uma
aplicagcao continua que atua sobre Q) sequndo a composicao dada pela Figura 3.6. Nesta
figura, I € uma aplicagao linear que contrai linhas horizontais e expande linhas verticais e g
torce [(Q) de modo que g(1(Q)) se assemelhe a uma letra G invertida.

A imagem inversa F~(Q) que, na verdade, € igual a imagem inversa de dois retangulos
verticats Vo e Vi, consiste de dois retangulos horizontais que nomeamos por Hy e Hy.

Considere o conjunto S = Inv(Q) e mostremos que
P=(N,L)=(Q,Q\Ho U H,)

constitui um par-indice para S.
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1(Q)

I(H7)

H,

Hy

Figura 3.7: Par-indice para S

1. Precisamos garantir que Inv(Q) = Inv(N\L) e que Inv(Q) C int(N\L) para concluir

que N\L € uma vizinhanga isolante de Inv(Q).
Como N\L C N = N, temos diretamente que Inv(N\L) C Inv(N) = Inu(Q).

Provemos a inclusao contraria. Suponha que ezista v € Inv(Q) tal que x ¢ [m}(N\L).

Entao para algum n € Z temos que y = F"(x) ¢ N\L = HyU H;.

Neste caso, pela forma como F € definida, obtemos que F(y) ¢ Q. Mas F(y) =
Fti(z) € O(x) e como x € Inv(Q), vale que F(y) € Q. Absurdo!

Portanto Inv(Q) C Inu(N\L) e assim concluimos a igualdade.
Mostremos que Inv(Q) C int(N\L).

Se x ¢ int(N\L) entao x € L e, neste caso, a primeira iterada de x por F, ou no

mazximo a sequnda, nao pertence a Q. Disto seque que x ¢ Inv(Q), como queriamos.

2. F(N\L) c V\,UV; C N



66 Secao 3.2 e Indice Discreto de Conley

3. F(L)NNC L

Portanto, P = (N, L) ¢é de fato um par-indice para S. A Figura 3.8 ilustra que o espago
pontuado N/L é homotopicamente equivalente ao espago topoldgico S* vV S*, mais conhecido

como figura oito.

N (L]
L L] L]

Figura 3.8: Tipo de homotopia do espago pontuado N/L

~

Para finalizar, a aplicacao-indice associada a P ¢ dada por
Fp:N/L— N/L

L] , sex€el

Fellr)) = { [F(z)] , sexe N\L

e o indice discreto de Conley € igual a classe de shift equivaléncia de (N/L,[Fp|), onde [Fp]

€ o conjunto de todas as aplicacoes homotopicas a Fp.

3.2.2 Indice Discreto Homolégico de Conley

Assim como no caso continuo, gostariamos de construir um indice discreto algébrico para
os conjuntos invariantes isolados, ja que o cdlculo de classes de shift equivaléncia é inviavel.

Esta subsecao é dedicada a esta construcao.

Como vimos anteriormente, a cada par-indice P = (N, L) de um conjunto invariante
isolado S, associamos uma funcao continua fp : N/L — N/L que chamamos de aplicagao-
indice. Considerando a induzida homoldgica de fp, obtemos um aplicagao linear de grau

(f)- : H.(N/L) — H.(N/L)

entre as homologias sobre um corpo F' do espago pontuado N/L.

Logo o par (H.(N/L),(fp).) consiste de um espago vetorial graduado e de um endomor-
fismo de grau zero, isto é, (H.(N/L),(fp):) é um objeto da categoria dos endomorfismos
EF que definimos na Subsecao 1.2.4. Portanto, podemos aplicar sobre este par a reducao de

Leray.
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Observe que a primeira entrada deste par, H,(N/L), é exatamente o que definimos como
indice homoldgico de Conley no caso continuo.

O préximo resultado, demonstrado por Mrozek em [11], nos diz que a redugao de Leray
aplicada ao par (H.(N/L), ( fp)*) produz um objeto em £E que independe da escolha do

par-indice P = (N, L), ou seja, o objeto produzido é intrinseco ao conjunto invariante isolado.

Teorema 3.3. Sejam P = (N,L) e P = (N', L") pares-indice para um mesmo conjunto
invariante isolado S de uma aplicagio continua f. Entao £((H.(N/L),(fp).)) e
L((H(N'/L'),(fp').)) sdo objetos isomorfos da categoria EE.

Pela definicao de morfismos da categoria EE que apresentamos na Subsecao 1.2.4, dizer
que £((H.(N/L),(fp).)) e £((H(N'/L'),(fp).)) sao isomorfos é afirmar que existem
aplicagoes lineares de grau zero ¢ : £H.(N/L) — £LH.(N'/L') e ¢ : LH(N'/L) —
£LH,(N/L) tais que p 0 1) =1 o p = Id e os seguintes diagramas comutam:

£H.(N/L)—2= £H,(N'/L) £H.(N'/L') Y~ £H.(N/L)
f(fp)*l lf(fp/)* f(fp/)*l lf(fp)*
LH(N/L)—2= £H,(N'/L) LH(N'/L') 2~ £H,(N/L)

Portanto, uma boa definicao para o indice discreto homoldgico de Conley é a que segue.

Definicao 3.7. Seja S um conjunto invariante isolado de uma aplicacdo continua f. O par

Con. (S, f) = £(H.(N/L), (fp).),

onde P = (N,L) é um par-indice de S, é chamado indice discreto homoldgico de

Conley de S. Na maioria das vezes denotaremos Con(S, f) simplesmente por Con(S)

Observacao 3.2. Usualmente o indice discreto homolégico de Conley de um conjunto in-
variante isolado S € obtido exatamente da forma que acabamos de definir: aplicando-se a
reducao de Leray na homologia do par (C.(N/L),(fp)y), onde P = (N, L) € um par-indice
para S e fp é a aplicacdo-indice associada a P. Porém é importante observar que se conside-
rarmos a homologia da reducao de Leray aplicada ao par (C.(N/L),(fp)s), entio obteremos

o mesmo indice Con(S). Esta inversao serd utilizada algumas vezes neste trabalho.

Pela Definicao 3.7, o indice homolégico de Conley no caso discreto trata-se de um espago
vetorial graduado e um isomorfismo distinguido. Costuma-se representar este espaco vetorial
graduado por H,(S) e este isomorfismo por y.(S) ou, de forma mais simples, por H(S) e

X(S) respectivamente. Assim, a nota¢ao que muitas vezes utilizaremos para o indice discreto
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homoldgico de Conley sera

Con(S) = (H(S).x(9)).
Vamos calcular o indice discreto homolégico de Conley para alguns exemplos.

Exemplo 3.10. Voltemos ao FExemplo 3.8 onde analisamos o indice discreto de Conley
para S = A com relagio a aplicagao Fs(x) = bx(1 — ). Por simplicidade, neste exemplo
denotaremos Fy por f.

Nosso objetivo agora é calcular o indice discreto homoldgico de Conley para S. Para
tanto, precisaremos aplicar a redugao de Leray sobre o par (H*(N/L), (fp)*) pela Defini¢ao
3.7.

Pelo que vimos no Exemplo 3.8, o espago pontuado N/L €é homotopicamente equivalente
a S'. Logo

Q ,seq=1

Hy(N/L) = Hy(S") —{ 0 L seqtl

e, consequentemente, basta analisarmos o par (Hy(N/L), (fr)1).
A aplicagao (fp); € dada por

(fp)r: Hi(N/L) — Hi(N/L)
[a] + Bi(N/L) — (fp)s([a]) + B1(N/L)

pelo que vimos nas preliminares algébricas do primeiro capitulo.
Como H(N/L) ~ Q, temos que Hy(N/L) possui apenas um gerador que denotaremos
por o] := [a] + B1(N/L). Veja Figura 3.9.

[o]

Figura 3.9: Representagao do gerador de Hy(N/L)

Precisamos descrever o comportamento de (fp)1 apenas sobre este gerador.
Pela definicao de (fp)g, temos que (fp)i([a]) = fr([e]) e, além disso, pela definicao da
aplicagao-indice fp, vale que fp([a]) = [a].

Portanto,

(fe)i(le]) = (fp):(la]) + Bi(N/L) = [a] + Bi(N/L) = |a],

donde seque que (fp)1 € a aplicagao identidade.
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Visto que a reducao de Leray fixa todo par de espaco vetorial que vem acompanhado de

um tsomorfismo, pela Proposicao 1.4, seque que

Com isso concluimos que o indice discreto homoldgico de Conley de S é dado por

(Q,[d) , seq=1

Clong(5) = { (0,0) , seq#1

No exemplo seguinte exploraremos um pouco mais a Ferradura de Smale. Este exemplo

pode ser encontrado sem tanta riqueza de detalhes nas referéncias [1], [11] e [15].

Exemplo 3.11. Considere a aplicacdo Ferradura de Smale F que estudamos na Seg¢do 1.1.

No Ezemplo 2.10 mostramos que o par
P=(N,L) = (Q,Q\HyU H,)

¢ um par-indice para o conjunto invariante isolado S = A.

Mais ainda, este par-indice que agora exibimos para A coincide com o par-indice que
escolhemos para o conjunto invariante isolado Inv(Q) contido na G-Ferradura, conforme o
Ezxemplo 3.9. E naquele exemplo, vimos que o espaco pontuado N/L €é homotopicamente
equivalente a SV S'. Veja Figura 3.8.

Neste momento gostariamos de obter o indice discreto homoldgico de Conley para S.

Precisamos, assim como no exemplo anterior, aplicar a redugcao de Leray sobre o par
(H.(N/L),(Fp).). Mas uma vez que

QeQ , seq=1

Hq(N/L):Hq(SIVSI):{ 0 seq 1 )

basta nos preocuparmos com q = 1, ou seja, basta calcular

E(ER(N/D). (Fr)) = LIEM (H(N/ ) (Fe))) = 21 (S ()

Para conhecer a aplicacao linear

(Fp)y : Hi(N/L) — H{(N/L)
[a] + Bu(N/L) = (Fp)y([a]) + Bi(N/L)
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¢ suficiente entender o seu comportamento sobre os elementos de uma base de Hi(N/L). E
ja que Hi(N/L) = Q& Q, temos que Hy(N/L) admite dois geradores que denotaremos por
[a] == [a]+ B1(N/L) e [5] := [B]+ B1(N/L). Observe a representacao de [o] e [5] na Figura
3.10.

2]

N

L : 18] 2] L]

- B OO0
[L} [a] [/3]

Figura 3.10: Representagao dos geradores de Hy(N/L)

Pelo modo como (Fp)y e Fp sio definidas, obtemos que
(Fp)i([a]) = Fp([a]) = [F(a)]

(Fp)s([8]) = Fp((0]) = [F(B)].

Portanto, para descobrir o comportamento de (Fp); sobre a base {[a], 5]} de Hi(N/L),

basta aplicar F sobre o e (3

Figura 3.11: Aplicagao de F' sobre v e (3

e, em sequida, tomar a classe de equivaléncia das imagens F(«) e F(f) no espago pontuado
N/L como fizemos na Figura 3.12.

Com isto concluimos que as representagoes de [F(a)] e [F(5)] como combinagdo linear
de o] e [f] sao

e entao

(Ep)i([e]) = (Fp)s(le]) + Bu(N/L) = ([o] + [8]) + Bi(N/L) = [a] + [5]



Capitulo 3 e Indice de Conley 71

N
L [F(a) [F(a)] . [F(a)]
— == ee
F(5)] = ]
L | [F(5)] [F(8)]

L

Figura 3.12: Representagao de F(«) e F(3)

(Fp)i([8]) = (Fp)s([8]) + Bi(N/L) = (=[] = [8]) + Bi(N/L) = —[a] - 7]

Sendo assim, a aplicacao linear (Fp), pode ser representada pela matriz

()

Note que A?> =0 e, portanto, gker(Fp); = H{(N/L). Disto seque que

HN/D)
gker(Fp)y

e, neste caso,

. HN/L) (VL)
(Fe)y: gker(Fp)1  gker(Fp);

€ a aplicacao nula.
Logo
£(H{(N/L),(Fp),) = L1(0,0) = (0,0)
sendo que a ultima igualdade, LI(0,0) = (0,0), vem do fato que gim(0) =0 (basta tomar a
sequéncia constante {x,}5° o = {0} na definicao de imagem generalizada,).

Concluimos finalmente que o indice discreto de Conley de S € trivial, isto €,
Con,(S) = (0,0)

para todo q € N.

Vamos finalizar com um exemplo onde o célculo do indice discreto homolégico de Conley
¢ um pouco mais complicado. Este exemplo pode ser encontrado de forma mais sucinta nas

referéncias [11] e [15].

Exemplo 3.12. Seja F' a aplicacio G-Ferradura definida no Fxemplo 3.9.
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Naquele exemplo mostramos que
P=(N,L)=(Q,Q\HoU H)

constitui um par-indice para o conjunto invariante isolado S = Inv(Q). E, além disso, vimos
que o espaco pontuado N/L tem o mesmo tipo de homotopia que S* vV S*. Veja novamente
a Figura 3.8.

Sendo assim,

QeQ , seqg=1

H,(N/L) = Hy(S' v 5!) = { . gt

e como vamos aplicar a redugao de Leray sobre o par (H.(N/L),(Fp).) para encontrar o
indice discreto homoldgico de Conley de S, devemos nos preocupar apenas com q = 1.

Jd que a aplicagao

(Fp)1 : Hy(N/L) — H,(N/L)
[a] + Bi(N/L) = (Fp)y([a]) + B.(N/L)

¢ linear, basta conhecermos seu comportamento sobre alguma base de Hi(N/L). Visto que
H{(N/L) =~ Q® Q, temos que Hy(N/L) possui dois geradores que nomearemos por [a] :=
[a] + B1(N/L) e [5] := [#] + Bi(N/L). Veja a Figura 3.10.

Analogamente ao exemplo anterior concluimos que
(Fpi(la]) = [F(a)] + Bi(N/L) = o] + [7]

(Fp)1([6]) = [F(9)] + Bu(N/L) = [o] + [5]

apenas analisando as figuras 3.13 e 3.14 abaixo:

Figura 3.13: Aplicagao de F' sobre v e (3
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N
L [F(a [F<O‘)] 0 [F(oz)]
L ) ‘ﬂ
L [F(6)] [F ()]

Figura 3.14: Representagao de F(«) e F/(3)

Logo a representa¢ao matricial de (Fp)y € dada por

()

Uma vez que A™ = 2" A, obtemos que gker(Fp); = ker(Fp);.

Além disso, considerando o isomorfismo Hy(N/L) = Q @ Q, podemos dizer que
ker(Fp)1 C Hi(N/L) € gerado pelo vetor (—1,1) € Q& Q. Logo gker(Fp); = ((—1,1)),
onde < u > representa o subespaco gerado por u.

Convenientemente, também pela identificacio de Hi(N/L) com Q@ Q, vamos considerar
para Hi(N/L) a base {(1,0),(—1,1)}.

Desta forma temos os sequintes isomorfismos:

H(N/L) _ ((1,0), (-1
gker(Fp), ((-1,1

A reducio de Leray aplicada ao par (H,(N/L),

) .

’> ~((1,0)). (3.4)
(Fp)1) resulta em
_ _ Hy(N/L) /
£(H1(N/L), (Fp)l) - LI(LM(Hl(N/L)ﬂ (Fp)l)) - L](gker(Fp)l’ (FP) )7
logo precisamos descrever a aplicacao (Fp)| que € definida por

H(N/L) | H(N/D)
gker(Fp)y gker(Fp)y

[z] = [(Fp)1(2)]

(Fp)y:

Pelas identificagoes em 3.4, podemos escrever (Fp)| da sequinte forma:

(Fp)y:{((1,0)) — <(1’<?),(—1,1)>
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Visto que (Fp)y € uma aplicagao linear, € suficiente estudar o comportamento de (Fp)}
sobre o gerador (1,0).

Temos que (Fp)1(1,0) = (1,1) sequndo a representagio matricial A. Mas (1,1) =
2(1,0) + 1(—1,1) e, consequentemente,

(Fp)1(1,0) = (Fp)1(1,0) + ((—1,1)) = [2(1,0) + 1(—=1,1)] + {(=1,1)) = 2(1,0) + ((—1,1)).
((1,0),(-1,1))
((-1,1))

sequndo isomorfismo de 3.4, obtemos que

Como 2(1,0)+ ((-1,1)) € representa o elemento 2(1,0) € ((1,0)), pelo

(Fp)1(1,0) = 2(1,0),
ou seja,
(Fp)y = 21d.
Portanto,

(VL) Y .
<gker(FP)1’ (FP)l) ~ (((1,0)),21d) = (Q,2Id).

Desde que gim(21d) = Q, pois dado x € Q basta tomar a sequéncia {x,}3>, = {2%}:10

para que (21d)"(x,) = = para todo n € N, concluimos que
.,E(Hl(N/L)7 (Fp)l) = L[(Q, 2[d) = ((@7 2]d).
Logo, o indice discreto homoldgico de Conley de S é dado por

(Q,Z[d) , seq=1

Comy(5) = { (0,0) , seq#1

Analogamente ao caso continuo, temos que o indice discreto homoldgico de Conley de um
conjunto invariante isolado satisfaz trés importantes propriedades que foram demonstradas

por Mrozek em [11]. Veja a seguinte proposigao:
Proposicao 3.2. Seja S um conjunto invariante isolado de uma aplicagdo continua f.
1. Propriedade de Wazewski: Se S = () entio Con(S) = 0.

2. Propriedade de aditividade: Se S = S1USs, onde S e Sy sao conjuntos invariantes

isolados disjuntos, entao H(S) ~ H(S1) @ H(S2) e x(S) € conjugada a x(S1) ® x(S2).
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3. Propriedade de continuacgdo: Se {f\: X — X}iea € uma familia de aplicagoes
continuas parametrizada por um intervalo compacto A C R e N é uma vizinhanca

isolante de Sy = Invg, (N) para todo X € A, entao Con(Sy) nao depende de .

Observagao 3.3. Se {fi}ren € uma familia de aplicagoes continuas parametrizada por um
intervalo compacto A C R e existe uma vizinhanga isolante N de Sy = Invy, (N) para todo
A € A, entdao dizemos que os conjuntos invariantes isolados Sy estio relacionados por

continuacao.



Capitulo 4
Matriz de Conexao no Caso Continuo

Seja M = { M, },cp uma decomposicao de Morse para um conjunto invariante isolado
S de um fluxo ¢.

A partir de uma dada filtragao-indice associada a M, definiremos uma tranca de espacos
vetoriais graduados cujos elementos sao as homologias dos indices continuos de Conley dos
conjuntos de Morse M,.. Esta tranca serda chamada de tranca do indice continuo homoldgico.

Em seguida, poderemos apresentar a matriz de conexao para M no caso continuo como
uma matriz que tem como entradas aplicacoes lineares definidas entre os indices continuos
homolégicos de Conley dos conjuntos M, e que, de alguma forma, codifica as informacoes
algébricas da tranca do indice continuo homoldgico.

A importancia da matriz de conexao no estudo da dinamica de um fluxo estd no fato
de que suas entradas nao nulas podem detectar a existéncia de Orbitas conectantes entre
conjuntos de Morse.

Primeiramente conheceremos a matriz de conexao para uma decomposi¢ao em par atrator-
repulsor. E tendo em vista que uma decomposicao de Morse contém varios pares atrator-
repulsor, temos que a generalizacao da matriz de conexao para uma decomposicao de Morse

acontece de modo natural.

4.1 Matriz de Conexao para Decomposicao em Par

Atrator-Repulsor

Considere S um conjunto invariante isolado de um fluxo ¢ e (A, A*) um par atrator-
repulsor para S.

Como comentamos na Segao 2.2, existe um trio-indice (Np, N1, Ny) associado a (A, A*)

7
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e, portanto, podemos considerar as aplicagoes
0 — N1 /Ny = Ny/No & Ny/N; — 0 (4.1)
onde a inclusao i e a projecao p sao definidas respectivamente por

i([2]y) = o] e p([]¥2) = (]2,

A notacao [z] %f foi introduzida neste momento para denotar a classe de equivaléncia de
x € Ny segundo a relacdo de equivaléncia definida em (3.1) que reduz o subconjunto N; a

um unico ponto.

Passando ao nivel de cadeias, obtemos de (4.1) a seguinte sequéncia curta exata de

complexos de cadeias
0 — CL(N1/No) 5 CL(Na/No) 2 Cu(Ny/Ny) — 0
que, de acordo com o Teorema 1.5, induz a sequéncia longa exata em homologia dada por

an in n n inf
(NG ING) 2 Hy (No/No) 25 Hoy(No/Ny) & Hyy (N /Ng) ™5 - - (4.2)

Ja que (N1, No), (N2, Ng) e (N2, Nq) s@o pares-indice de A, S e A* respectivamente,
temos, pela definicdo do indice continuo homoldgico de Conley, que a sequéncia (4.2) pode

ser escrita na forma

I H(A) 2 Ho(S) B H (A7) 25 Hya(A) ™ (4.3)

Definigao 4.1. A sequéncia longa exata (4.3), muitas vezes escrita na forma

L HA) S HS) L H(AY S HA) S -

¢ chamada de sequéncia do indice continuo homoldgico associada ao par atrator-
repulsor (A, A*) e a aplicagao conectante 0 : H(A*) — H(A) recebe, neste caso, o nome de

aplicagcao bordo definida pelo fluxo.

Consideremos agora os seguintes espagos vetoriais graduados
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CA(A*) = H(AY)
CA(S)=H(A) & H(A")
Uma aplicacao A : CA(S) — CA(S) vai ser representada na forma matricial como
Al < A(A) A4, A*))
A(A* A)  A(AY)

onde
A(A) : CA(A) — CA(A) A(AA*) : CA(AY) — CA(A)
A(A*A) : CA(A) — CA(AY) A(AY) : CA(A*) — CA(AY)
Dado um elemento z € CA(S) temos que z = x +y, com z € H(A) ey € H(A"). A
imagem de z pela aplicacdo A é igual a A(z) =z +y € H(A) @ H(A"), sendo que

( ) _ ( A(A)  A(A, A7) ) (x > _ ( A(A) () + A(A, A%)(y) )
A(AA) A(AY) Y A(A", A)(x) + A(A")(y)
Tomemos A de modo que A(A), A(A*, A) e A(A*) sejam aplicagoes nulas e A(A, A*)

seja a aplicagao bordo definida pelo fluxo 0.

I

|

Com tal escolha temos que A é uma aplicacao bordo, ou seja, todas as entradas sdo de
grau —1 e Ao A = 0. Portanto (CA(S),A) é um complexo de cadeias que, restringido
apropriadamente, gera os subcomplexos de cadeias (CA(A),0) e (CA(A*),0).

A partir destes complexos de cadeias podemos construir a seguinte sequéncia curta exata

de complexos de cadeias
0 — CA(A) 5 CA(S) & CA(A*) = 0
onde a inclusao ¢ e a projecao p sao dadas por

i H(A) — H(A) ® H(A)

t—r+0==x

p: H(A)® H(A*) — H(A*)
r+y—y

Esta sequéncia curta exata induz a seguinte sequéncia longa exata em homologia

L HAA) S HA(S) B HAAY) S HAA) & - (4:4)
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sendo que HA(A), HA(S) e HA(A*) denotam as homologias dos complexos de cadeias
(CA(S),A), (CA(A),0) e (CA(A*),0) respectivamente.

Sendo assim, conseguimos duas sequéncias longas exatas em homologia: a sequéncia do
indice continuo homoldgico apresentada na Definigdo 4.1 e a sequéncia (4.4) construida a

partir da matriz A. Afirmamos que tais sequéncias sdo isomorfas.

De fato, primeiramente observe que as homologias HA(A) e HA(A*) sao respectivamente

isomorfas aos indices continuos homolégicos de Conley H(A) e H(A*), pois para cadan € N

 kerAy(A)  kerO0  H,(A)

B = i) w0 o

ker A, (A*)  kerO  H,(A")
imA,1(A*) im0 0

H,A(A*) = ~ H, (A7)

Além disso, o complexo de cadeias (CA(S),A) também possui homologia HA(S) iso-

morfa ao indice continuo homoldgico de Conley H(S). Veja a proposicao a seguir.

Proposicao 4.1. Seja (CA(S),A) o complexo de cadeias formado pelo espago vetorial

graduado
CA(S)=H(A)® H(A")

A:(gi).

Entao a homologia de (CA(S),A) e o indice continuo homoldgico de Conley de S sdo

e pelo operador bordo

1somorfos, ou seja,

Demonstragao: Por definicao de homologia de um complexo de cadeias,

ker A,
iInAn+1

H,A(S) =
e analisando a aplicacao A obtemos que

ker A,, = H,(A) @ ker 0, e im A, 1 =00 1im 0,yq &~ im Oy .

Sendo assim
H,(A) @ ker 9,

im 8n+1

H,A(S) ~
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¢ ome H,(A ker 0, H,(A
”( ) & ker "o n(4) @ ker 0,
im 041 im 041

por uma aplicacao natural, concluimos que

H,A(S) ~ m & ker 9, (4.5)

Por outro lado, temos a sequéncia do indice continuo homolégico
an in n * n in—
S HL(A) S HL(S) B Hy(AY) 2 H,yy(A) S

Usando o Teorema do Nicleo e Imagem e a exatidao da sequéncia do indice continuo

homolégico obtemos que
dim H,(S) = dim ker p,, + dimim p,, = dimim 4,, + dimim p,, = dim(im 4,, & im p,).

Uma vez que estamos tratando de espacos vetoriais de dimensao finita, concluimos da
ultima igualdade que
H,(S) ~ im i, ®im p, (4.6)

Logo, por (4.5) e (4.6), basta mostrar que

H,(A)

- ~imi, e ker 0,, ~ im p,
im 041

para concluir que

H.A(S) ~ Ho(S) ¥n € N.

O segundo isomorfismo desejado é imediato pela exatidao da sequéncia do indice continuo
homolégico.
Ja o primeiro isomorfismo segue desta exatidao junto com o Primeiro Teorema do Iso-
morfismo. De fato, utilizando estas ferramentas obtemos que
Hy(A) _ Hn(A)

m 7, ~ - = - .
ker i, im 0,41

Portanto, com a boa escolha da matriz A, obtivemos a sequéncia longa exata (4.4) que é
isomorfa a sequéncia do indice continuo homoldgico. Por conta deste isomorfismo, a matriz

A recebe um nome especial:
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Definigao 4.2. Sejam S um conjunto invariante isolado de um fluzo ¢ e (A, A*) um par

atrator-repulsor para S. Considere também o espago vetorial graduado
CA(S)=H(A)® H(A")

e a aplicacao linear A : CA(S) — CA(S) definida por

A:<O a>’
00

onde O € a aplica¢do bordo definida por ¢.
A matriz A € chamada de matriz de conexdao para a decomposi¢cao em par

atrator-repulsor (A, A*) de S.

Sendo assim, a partir da matriz de conexao A para uma decomposicao em par atrator-
repulsor (A, A*), somos capazes de reconstruir a sequéncia do indice continuo homolégico
associada a (A, A*) a menos de um isomorfismo de sequéncias exatas. Com isso podemos
afirmar que a matriz A carrega todas as informacoes algébricas desta sequéncia e, por esta
razao, dizemos que a matriz de conexao para um par atrator-repulsor codifica a sequéncia
do indice continuo homoldgico associada a este par.

Um dos nossos principais interesses é entender como a matriz de conexao e o indice
de Conley podem auxiliar na descricao dinamica de um dado fluxo ¢ sobre um conjunto

invariante isolado S. Vamos apresentar alguns resultados referentes a essa questao.

Proposicao 4.2. Sejam S um conjunto invariante isolado de um fluro ¢ e (A, A*) um par
atrator-repulsor para S.

Se uma das alternativas abaizo ocorrer:
1. a aplicagao bordo O definida por ¢ € nao nula
2. H(S) nao é isomorfo a H(A) & H(A")

entio C'(A, A*) £ (.
Demonstracgao: Provaremos esta afirmacao pela contrapositiva.

Se C'(A, A*) = () entao o conjunto invariante isolado S se escreve como a uniao disjunta
do atrator A com seu repulsor dual A*. Neste caso, segue diretamente da propriedade de
aditividade do indice continuo homolégico de Conley, que H(S) ~ H(A) & H(A*).

Com isso, a sequéncia do indice continuo homoldgico se torna

S HA) S HA) e HAY) D H(AY) S HA) S -
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e, portanto, ker d = im p = H(A*), ou seja, d = 0. [ ]

Vamos aplicar o resultado anterior para concluir sobre a existéncia de érbita conectante
entre um ponto repulsor e um ponto de sela no exemplo a seguir. Para mais detalhes sobre

este exemplo consulte a referéncia [10].

Exemplo 4.1. Neste exemplo calcularemos os indices continuos homologicos de Conley sobre
0 corpo ZLs.

Considere a familia de sistemas de equagoes diferenciais

T o=y (4.7)
j o= 3y+(\—2a?)

parametrizada por \ € [—1,1].

Para X\ € [—1,0), o sistema (4.7) nao possui pontos de equilibrio. Jd no caso em que
A =0, (4.7) contém um tunico ponto de equilibrio dado por (0,0), enquanto para A € (0,1]
este sistema admite dois pontos de equilibrio: py = (— VA, 0) eqy = (\/X, O).

Nosso objetivo € mostrar que para X = 1 existe pelo menos uma orbita de conexdo ligando
¢ = (1,0) a pp = (—1,0).

Seja ¢y o fluzo gerado pelo sistema (4.7) para cada X € [—1,1].

Se k € um nimero positivo suficientemente grande entio N = [—k, k] x [—k, k] é uma
vizinhanga isolante de Sy = Invg, (N) que contém os pontos py e q\ para todo A € [—1,1].
Portanto os conjuntos invariantes isolados Sy estdao todos relacionados por continuacao e
disto seque, pela propriedade de continuacao do indice continuo homolégico de Conley, que
0s indices homoldgicos H(S_1) e H(Sy) coincidem. Mas S_y = () e dai podemos concluir,
usando a propriedade de Wazewski, que H(Sy) = H(S_1) = 0, ou seja, o indice continuo
homoldgico de Conley de Sy é trivial.

Podemos decompor o conjunto invariante isolado Sy no par atrator-repulsor A = {p,} e
A* ={q1}. Vamos calcular os indice homoldgicos de Conley dos conjuntos A e A*.

Para isso basta linearizar o sistema (4.7) no parametro A = 1 em torno de py e g1 e assim
obtemos que py comporta-se como uma sela e ¢ como um no repulsor. Por esta razao, 0s

indices de A = {p1} e A* = {q} sao dados por:

7 =1 7, — 9
Hi(A) = 9 , S€t . Hi(AY) 2, set
0 ,sei#1 0 , sei##2

Neste caso, podemos utilizar a Proposicao 4.2 de duas formas para concluir que o conjunto
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de orbitas que conectam q; a p1 € nao vazio.

A primeira delas € observando que H(Sy) = 0 nao é isomorfo a soma direta H(A)®H (A*)
e, assim, pelo sequndo item da Proposigdo 4.2 temos que C'(A, A*) # ().

Outra forma € considerar a sequéncia do indice continuo homoldgico associada a (A, A*)

que, neste exemplo, se reduz a
2 * 0 i1
HQ(Sl) p_) HQ(A ) —2> Hl(A) — Hl(Sl)

I I I I
0 Zs Zs 0

Pela exatidao desta sequéncia obtemos que Oy : Zy — Zo € um isomorfismo. Portanto,
a aplicagao bordo 0 = {0;} definida pelo fluxo ¢, € nao nula, donde seque novamente que
C(A, A*) # O pelo primeiro item da Proposi¢ao 4.2.

O exemplo anterior é, na verdade, um caso particular do seguinte corolario:

Corolario 4.1. Sejam S um conjunto invariante isolado de um fluxo ¢ e (A, A*) um par
atrator-repulsor para S.

Se Con(S) =0 e se existe n € N tal que Con,(A) e Con,,1(A*) ndao se anulam concomi-
tantemente, entao C(A, A*) # ().

Demonstracao: Segue diretamente do segundo item da Proposicao 4.2. [ |

Com este corolario concluimos, por exemplo, que sempre existe érbita de conexao entre
um ponto de sela e um ponto atrator, ou entre um ponto de sela e um ponto repulsor, desde
que estes pontos formem um par atrator-repulsor para um conjunto invariante isolado cujo
indice continuo homolégico de Conley ¢é trivial.

Porém as vezes nos deparamos com casos em que d =0 e H(S) ~ H(A) ® H(A*). Nesta
situacao, nao temos condicoes de utilizar a Proposicao 4.2 para concluir sobre a existéncia
de érbitas conectantes entre o repulsor A* e o atrator A como fizemos anteriormente. Como
exemplo para tal situacao, basta considerar um fluxo que satisfaz as hipdteses do resultado

abaixo:

Proposigao 4.3. Sejam S um conjunto invariante isolado de um fluzo ¢ e (A, A*) um par
atrator-repulsor para S.

Se existir um numero natural n tal que

H,(A) , seq=n
0 , Seq#£n

H,(A*) |, seq=mn

Cong(A) =
W { 0 , Seq#n

e Con,(A*) = {

entio 0 =0 e H(S)~ H(A) & H(A").
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Demonstragao: Seja ¢ € N arbitrario. Pelas hipdteses feitas sobre os indices de Conley
de A e A*, temos que H,(A*) = 0 ou H,1(A) = 0 e, em ambos os casos, concluimos que
0y Hy(A*) — H,_1(A) deve ser a aplicacao nula.

Portanto d, = 0 para qualquer ¢ € N, isto é, 0 = 0.

Consequentemente, a aplicacao A : H(A)@® H(A*) — H(A)® H(A") é representada pela

matriz nula e assim

ker A, .
Hy(S) = HyA(S) = A, Ho(A) & Hy(AT)
para todo g € N, ou seja, H(S) ~ H(A) @ H(A"). [ |

Sendo assim, com os resultados obtidos, ndao podemos utilizar a aplicagao bordo 0 (e
portanto a matriz de conexao A) e o indice continuo homolégico de Conley para detectar
conexoes entre singularidades que possuem o mesmo indice, como por exemplo, alguns tipos

de conexao de selas.

4.2 Matriz de Conexao para Decomposicao de Morse

O procedimento que utilizaremos para obter a definicao de matriz de conexao para uma
decomposicao de Morse é andlogo ao realizado na Secao 4.1, onde construimos uma matriz
de conexao para o caso particular de uma decomposicao em par atrator-repulsor.

Mais especificamente, no caso em que uma decomposi¢ao em par atrator-repulsor (A, A*)
de um conjunto invariante isolado S foi dada, obtivemos uma sequéncia longa exata em
homologia, chamada sequéncia do indice continuo homoldgico, que relaciona os indices
continuos homolégicos de Conley dos conjuntos A, A* e S. Em seguida, a partir de uma
certa matriz de aplicagoes A, conseguimos uma outra sequéncia longa exata de homologias
que ¢ isomorfa a sequéncia do indice continuo homoldgico. A essa matriz demos o nome de
matriz de conexao para o par atrator-repulsor (A4, A*).

Agora, no caso em que uma decomposigao de Morse M = { M, } é fornecida para S, nosso
primeiro objetivo é obter uma tranca de espacos vetoriais graduados que relaciona os indices
continuos homoldgicos de Conley de S e de todos os conjuntos de Morse M. Esta tranca
recebera o nome de tranga do indice continuo homoldgico, pois trata-se de uma generalizagao
da sequéncia do indice continuo homoldgico.

Em seguida, dada uma matriz de aplicagoes A com algumas caracteristicas, construiremos
uma outra tranca de espacos vetoriais graduados e, por fim, diremos que A é uma matriz

de conexao para a decomposicao de Morse M quando a tranca obtida a partir de A for
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isomorfa a tranga do indice continuo homoldgico.

Iniciamos com um conjunto invariante isolado S de um fluxo ¢ e uma decomposigao de
Morse M = { M, },ep para S. O conjunto de indices P serd sempre finito e munido de uma
ordem parcial <.

De acordo com a Sec¢ao 2.3, toda decomposicao de Morse admite uma filtragao-indice.
Sendo assim, podemos escolher N' = {N(I)};c 4 uma filtragao-indice para M.

Vimos ainda que N fornece um par-indice para cada conjunto de Morse M; com J € T.
Segundo a Proposic¢ao 2.6, a forma de construir este par-indice é a seguinte: dado J € Z, tome
I, K € A de modo que (1, J) seja uma decomposigao de K e entao o par (N(K), N(I)) cons-
titui um par-indice para M;. Um par-indice para M; construido desta maneira é chamado
par-indice definido pela filtracao N.

Uma vez que a ordem colocada em P é parcial, é possivel que existam intervalos atratores
I # 1, e Ky # K tais que (I, J) e (I3, J) formem decomposigoes distintas para K; e Ko
respectivamente. Logo uma filtragao-indice pode definir varios pares-indice para um mesmo
conjunto de Morse M.

Entretanto, segue do segundo item da Proposicao 2.6 que se (N(K7), N(I1)) e
(N(K3), N(I,)) sao pares-indice para M definidos por A/ entao os espagos pontuados
N(K1)/N(I,) e N(K3)/N(Iy) sao homeomorfos.

De fato, pela Proposicao 2.6, N(K;)\N(I;) = N(K3)\N(I). Logo, basta considerar o
homeomorfismo entre N(K,)/N(Iy) e N(K3)/N(I3) induzido pela identidade sobre
N(K1)\N(I;) = N(K3)\N(I,), ou seja, defina

N(Ky)/N(I) — N(K32)/N(I2)

] { [z] , sex e N(K)\N(Iy)
[N(I3)] , sex € N(I)

Sejam C,(N(K1)/N(11)) e Co(N(K3)/N(I2)) os conjuntos formados pelas cadeias sin-
gulares com coeficientes num corpo F' dos espagos pontuados N(K7)/N([;) e N(K3)/N(I3)
respectivamente. Como consequéncia de N(K;)/N(I;) e N(K3)/N(I3) serem homeomorfos,
segue que CL(N(K7)/N(11)) e Co(N(K3)/N(I2)) sao complexos de cadeias isomorfos.

Concluimos com isso que todos os pares-indice definidos pela filtracao N que sao associ-
ados a um mesmo conjunto de Morse M; induzem complexos de cadeias que sdo isomorfos.
Dado J € Z, denotaremos por Cy(J) um representante desta classe de isomorfismos.

O fato de que o complexo de cadeias Cy(J) é isomorfo a C,(N(K)/N(I)), sendo
(N(K),N(I)) um par-indice para M, nos diz que a homologia de Cy(J) é exatamente o

indice continuo homoldgico de Conley do conjunto de Morse M, que denotamos por H(My).
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Fixada a notagao Cy(J) para cada J € Z, podemos comegar a construgao da tranca do
indice continuo homoldgico que anunciamos nos comentarios iniciais desta secao.

A técenica utilizada para esta construcao é encontrar decomposicbes em par atrator-
repulsor contidas na decomposicao de Morse M, pois assim podemos proceder de modo
analogo a secao anterior. Para isto, considere a Proposicao 2.5 que afirma o seguinte:
(M, M) é um par atrator-repulsor para M;; sempre que (I,J) € Zs.

Seja (I, J) € Zy. Se (N, N1, No) é um trio-indice definido pela filtragao N para (M, M),

entao podemos obter a sequéncia exata de complexos de cadeias
0 — C.(N1/Ny) = Cu(N3/Ng) L C.(Ny/Ny) — 0

que, neste caso, pode ser representada por

i(1,1J) p(1J,J)
—

0—>CN() (L5 C 'w(IJ) Ch(J) — 0. (4.8)

Segundo a Proposi¢ao 1.5, (4.8) induz uma sequéncia longa exata em homologia

L OUD) i(I,1J) p(1J,J)

a(M) " (M) "D v ()OS H () D

(4.9)

que nada mais é que a sequéncia do indice continuo homolégico do par atrator-repulsor
(My, My).
Além disso, a sequéncia (4.8) também nos oferece o seguinte resultado, cuja demonstracao

pode ser encontrada em [6]:

Proposicao 4.4. Sejam S um conjunto invariante isolado de um fluxo ¢, M uma decom-
posicdo de Morse para S e N uma filtracao-indice associada a M.

A colegao Cy consistindo dos complexos de cadeias Cy(I), com I € Z, e das aplicagoes
de cadeiasi(1,1.J) ep(IJ,J) definidas por (4.8), com (I,J) € Iy, é uma tran¢a de complexos

de cadeias.

Considere entao a tranca de espacos vetoriais graduados H := HCy gerada por Cy. Os
espacos vetoriais graduados que constituem a tranca H sao, pela definicao de tranga gerada,
as homologias dos complexos de cadeias C(I) que formam a tranca Cy. Porém, como ja
argumentamos anteriormente, a homologia de Cy/(I) é igual ao indice continuo homolégico
de Conley do conjunto de Morse M; para cada I € 7.

Logo a tranga H consiste dos indices continuos homolégicos de Conley H (M) junto com

as aplicacoes

i(1,1.J): H(M;) — H(M;;) de grau 0
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p(IJ,J): H(M;py) — H(Mj) de grau 0

O(J,I): H(My) — H(M) de grau —1
fornecidas pela sequéncia longa exata (4.9).

Definicao 4.3. A tranca de espacos vetoriais graduados H que acabamos de construir recebe
o nome de tranc¢a do indice continuo homoldgico associada a decomposicao de Morse

M.

Observe que, pela definicao de tranga de espagos vetoriais graduados aplicada a tranca
‘H, além de obtermos uma sequéncia do indice continuo homoldgico para cada par atrator-
repulsor (M, M;) como em (4.9), conseguimos ainda entrelagar algumas destas sequéncias.
Mais especificamente, dada uma tripla (7, J, K) de intervalos adjacentes, podemos cons-
truir uma sequéncia do indice continuo homoldgico para cada combinacao de pares adjacentes

(1,J),(I,JK),(J,K) e (IJ,K) formados a partir de (I, J, K):

2 H(My) S H(M;py) 2 H(M,) 2 H(M;) - (4.10)

S H(M;) 5 H(Mpx) 2 H(Mx) 2 H(M) 5 (4.11)
2 H(My) S H(Myx) * H(My) > H(My) (4.12)
2 H(M;y) 5 H(Myyx) 2 H(Myg) 2 H(M;;) - (4.13)

Além disso, o diagrama de trancas da Definicao 1.29 aplicada a tranca H, que exibimos

logo abaixo,

4
>
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¢ comutativo e isto nos fornece uma inter-relagao entre as sequéncias (4.10), (4.11), (4.12) e
(4.13).

Observe ainda que, se a decomposicao de Morse M consistir apenas de um par atrator-
repulsor (A, A*), entao esse mesmo diagrama de trangas se reduz a sequéncia do indice
homolégico associada a (A, A*). Por esta razao dizemos que a tranga do indice continuo

homolégico generaliza a sequéncia do indice continuo homolégico.

Vamos considerar agora, para cada I € Z, o seguinte espaco vetorial graduado:

CA(I) = D H(M,),

el

onde H(M,) denota o indice continuo homolégico de Conley do conjunto de Morse M, como
estabelecemos anteriormente.

Uma aplicagao linear A(1,J) : CA(J) — CA(I), com I, J € Z, vai ser considerada como
uma matriz de aplicagoes

A(l,J) = [A(ﬂ',ﬂ'l) s H(My) — H(Mﬁ)}

reln'ed

sendo que cada A(m,7') é uma aplicacao linear.

Note que A(7, J) é uma matriz de ordem |I|x|J|, onde |I| e |J| denotam as cardinalidades
dos intervalos I e J respectivamente. Lembre-se que o conjunto de indices P que contém os
intervalos I e J foi considerado finito desde o inicio desta secao.

Apenas para exemplificar a atuacao de A(/,J), suponha que I = {1,2,3} e J = {1,2}.

Se representarmos um elemento de CA(J) = H(M;) & H(M;) como uma coluna vertical

x -
w= ( >,comx€H(M1) ey € H(M,), entao

Yy
A(LT) A(1L2) A(1,1)(2) + A1, 2)(y)
AL D) = | A21) A@2) ( v ) — | A )@ A2
AB1) AB2) ) VY A(3,1)(x) + A(3,2)(y)

Ja que cada A(m, ") é uma aplicacao que leva elementos de H(M,/) em H(M,), temos
que

A2, 1)(x) + A(2,2)(y) € H(My)

AR, D(x) +A3,2)(y) € H(Ms)



90 Secao 4.2 e Matriz de Conexao para Decomposicao de Morse

e, portanto, A(I, J)(w) é um elemento de CA(I) = H(M,) & H(M,) & H(Ms3).
Denotaremos apenas por A(I) a aplicacao A(I, 1) e, no caso em que I = P, a matriz
A(P) seré denotada simplesmente por A.

Vejamos algumas defini¢oes relacionadas a matriz A(7).
Definigao 4.4. Seja A(I) : CA(I) — CA(I) uma aplicagao linear.

1. Dizemos que A(I) € triangular estritamente superior se A(w,n') # 0 implicar

que m < 7' para quaisquer w, ' € I.

2. A(I) recebe o nome de triangular superior se A(m,n') # 0 implicar que 7 < 7" ou

m =" para todo w, 7" € I.

3. Chamamos A(I) de aplicag@o bordo quando A(mw,7") : H(My) — H(M,) possui
grau —1 para todo 7w, 7' € I e A(I)> = 0.

A préxima proposicao nos diz que uma matriz aplicacdo bordo triangular estritamente

superior gera algumas submatrizes com as mesmas propriedades.

Proposicao 4.5. Seja A : CA(P) — CA(P) uma aplicagao bordo triangular estritamente
superior. Para cada intervalo I C P temos que A(I) : CA(I) — CA(I) possui as mesmas
propriedades de A, ou seja, A(I) € uma aplicagao bordo e é triangular estritamente superior.
Demonstragao: Nao hd duvidas de que A([) é triangular estritamente superior e que
A(r,7') é de grau —1 para todo m, 7' € I.

Basta mostrar que A(1)? = 0.

Sejam H,J € T tais que (H, I, J) forme uma decomposi¢ao de P. Podemos visualizar A

da seguinte maneira

Desde que A é triangular estritamente superior, temos que A(I,H) = A(J,H) =
A(J, 1) =0, logo
A(H) A(H,I) A(H,J)
A= 0 A(I)  A(1,J)
0 0 A(J)

E uma vez que A? = 0, concluimos que a composicao da segunda linha de A com sua

segunda coluna é nula, ou seja, A(I)? = 0. [
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Portanto, se (CA(P),A) é um complexo de cadeias com A triangular estritamente su-
perior entdo, para todo I € Z, temos que (CA(/), A(])) é um subcomplexo de cadeias de
(CA(P),A) com A(I) também triangular estritamente superior.

Sendo assim, para qualquer (I, J) € Z, podemos considerar a seguinte sequéncia curta

exata de complexos de cadeias
0— ca) " oaan ™ eaw) —o (4.14)

onde
i:=4(I1,1J): CA(I) - CA(1J)

@xw HEB:I:W—F@O: @xﬂ

el el wed el

p:=p(IJ,J): CA(IJ) — CA(J)

D+ Py~ P

el meJ meJ

sao respectivamente a inclusao e a projecao.

Proposicao 4.6. As aplicagoesi(1,1.J) ep(lJ,J) acima definidas sao aplicagoes de cadeias.
Demonstragao: Podemos representar as aplicagoes i(1, I.J) e p(1.J, J) nas seguintes formas

matriciais:

i(1,1J) = ( i(()i ) p(IJ, ) = ( 0 id )

Como (I, J) € T, também podemos visualizar a matriz A(/.J) do seguinte modo:

A(LT) = ( A(()I) A(I,J) ) |

A(J)
Assim,
AU 01, 1) = ( A(I) A1, J) > (id ) _ ( A(I) ) _
0 A() 0 0
id )
- ( ) >OA(1) — (I, 1.]) o A(I)
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—A(J)o ( 0 id ) — A(T) o p(1J,J)

donde segue que i(I,1.J) e p(IJ,J) sao aplicacoes de cadeias. [ |

As aplicacoes de cadeias ¢ e j satisfazem ainda mais duas propriedades.

Proposicao 4.7. 1. Se I e J sao nao compardveis entao
p(JI,1)oi(l,1J]) = id|car)
2. Se (1,J,K) € I3 entdo o diagrama de trancas abaizo comuta
0

CA(I)

/0

A

Ceagn 0
CA(ITK CA(T)

\CA(JK) / \ 0
CA(K) / \ 0

L

/

Demonstracao:

1. Como fizemos na ultima demonstracao, vamos visualizar (I, 1.J) e p(I.J,J) como

i(1, 1) = ( i(()i ) e p(JI,1) = ( id 0 )

Assim

p(JI, 1) 0i(I,1J) = ( id 0 ) ( is ) = ( id).

Observe que a hipdtese de que I e J sao nao comparaveis é necessaria apenas para
que o contradominio de (I, I.J), dado por CA(IJ), e o dominio de p(JI,I), dado por
CA(JI), estejam bem definidos.
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2. Verifiquemos que

(a) i(1J, IJK) 0 i(I,1.0) = i(I, [JK)
(b) p(JK,K)op(IJK,JK)=p(IJK,K)
(c¢) i(J,JK)op(lJ,J)=p(IJK,JK)oi(lJ,IJK)

para concluir a comutatividade do diagrama de trancas.

(a) Seja w = @xw € CA(I). Entao

el

(I, IJK) oi(I, 1J)(w) = i(1J, IJK) (@ . + P o) -

el weJ

=P +Po+Po=ill, 1TK)(w).

mel weJ TeK

(b) Se w = @xﬂ +69y7T + @zﬂ € CA(IJK), temos que

mel meJ TeK

p(JK,K)op(IJK,JK)(w) = p(JK, K) (@yﬁ@%) —

meJ TeK

=P 2 = pIJK, E)(w).

TeK
(c) Para finalizar, suponha w = @ Tn + @yﬁ € CA(1J). Assim
mel meJ
i(J, JK) o p(I.J, J)(w) = i(J, JK) <@yﬂ) =Py +Po
meJ e TeK
e
p(IJK, JK) oi(1J,1JK)(w) = p(IJK, JK) (@ v+ Py + P 0) =
mel e TeK
~ @ o
meJ TeK
Logo i(J, JK) op(IJ, J)(w) = p({JK,JK) o i(lJ,1JK)(w). [

Basta reunir todas as informagoes que obtivemos sobre os complexos de cadeias (CA(1), A(I))

e sobre as aplicagoes de cadeias ¢ e p para concluir a seguinte proposicao:
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Proposicao 4.8. Seja
A :CA(P)— CA(P)

uma aplicagao bordo triangular estritamente superior, onde

CA(P) =P H(M,).
neP
Entao a colegio CA consistindo dos complexos de cadeias (CA(I), A(I)), com I € T,
gunto com as aplicagoes de cadeias i(I1,1J) e p(1J,J) fornecidas por (4.14), com (I,J) € I,

€ uma tranca de complexos de cadeias.

Agora, seja HA := HCA a tranca de espacos vetoriais graduados gerada por CA. Tal
tranca é formada pelas homologias dos complexos de cadeias (CA(I), A(1)), que denotamos

por HA(I), e pelas aplicagoes
i(I,1J): HA(I) — HA(IJ) de grau zero

p(lJ,J): HA(IJ) — HA(J) de grau zero

O(J, 1) : HA(J) — HA(I) de grau —1

que s@o obtidas associando cada sequéncia curta exata (4.14) a uma sequéncia longa exata

em homologia da forma

i(I,1J p(IJ,J d(J,I)

D A D gAY macn TS A

i(1,17)
DL
Com tudo isso, temos em maos duas trancas de espacos vetoriais graduados: a tranca
HA recém criada e a tranca do indice continuo homolégico H que apresentamos na Defini¢ao
4.3.
Uma boa pergunta a se fazer neste momento é: serd que a tranca HA é isomorfa a tranca

do indice continuo homolégico H? Ou seja, serd que existe uma colecao de isomorfismos
{o(I) : HA(I) — H(M), I € T} tal que para cada (I, J) € Z, o diagrama

O HA() — HA(IJ) 2= HA(J) =2~ HA(]) - -
ldﬂ) lﬁﬁ(IJ) lqﬁ(J) l¢(1)
2 H (M) s H(Mqpy) P H(My) o H (M) SN

é comutativo?

Quando a resposta for afirmativa, chamaremos a aplicacao A de matriz de conexao. De
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forma mais especifica:

Definigao 4.5. Sejam S um conjunto invariante isolado de um fluro ¢ ¢ M = { M }rep
uma decomposicao de Morse para S'.

Considere ainda o espago vetorial graduado

CA(P) =P H(M,)

TeP

com uma aplicagao linear

A : CA(P) — CA(P).
Dizemos que A € uma matriz de conexao para a decomposicao de Morse M se

1. A € uma aplicacdo bordo triangular estritamente superior

2. a tranca de espacos vetoriais graduados HA € isomorfa a tranca do indice continuo

homolégico H

Franzosa demonstra em [7] que existe pelo menos uma matriz de conexao para qualquer
decomposicao de Morse associada a um conjunto invariante isolado S.

A proposicdo a seguir mostra que a matriz de conexao desempenha um papel muito
importante na descricao dinamica de um conjunto invariante isolado S que admite uma
decomposicao de Morse M. Segundo este resultado, entradas nao nulas da matriz de conexao
podem detectar orbitas de conexao entre conjuntos de Morse que sao adjacentes na ordem

do fluxo.

Proposicao 4.9. Sejam S um conjunto invariante isolado de um fluxo ¢, M = { My} ep
uma decomposi¢ao de Morse associada a S e A uma matriz de conexao para M.

Se P estd munido da ordem do fluro <p e w,7' € P sao elementos adjacentes tais que
A(m, ") # 0, entao C(My, M) # 0.
Demonstragao: Como A é uma matriz triangular estritamente superior, temos que A(m, 7’)
# 0 implica m <p «’. Disto segue, usando a definicao da ordem do fluxo, que existe uma
sequéncia de elementos distintos g = 7, 71, T, ..., T, = 7' € P de modo que C'(My,_,, Mx,)
# () para cada j =1,...,n.

Consequentemente, mo =1 <p m <p Ty <p ... <p T, = 7 e jaque 7 e ' sdo adjacentes,
obtemos que n = 1.

Portanto, C(M,, M) = C(My,, My,) # 0, isto é, existe uma drbita conectante entre os
conjuntos de Morse M, e M. [ |
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No préximo exemplo vamos exibir uma familia, parametrizada por # > 0, de sistemas de
equagoes diferenciais que tém em comum dois pontos de sela e um ponto atrator. Veremos
que, tanto para valores pequenos quanto para valores grandes de 6, nao existem orbitas que
conectam os pontos de sela. Porém, utilizando a matriz de conexao, provaremos que para
algum parametro intermediario 6%, o sistema associado admite uma conexao de selas.

Este exemplo foi apresentado por Franzosa em [7].

Exemplo 4.2. Neste exemplo calcularemos os indices continuos homoldgicos de Conley sobre
0 corpo Ls.
Considere a sequinte familia de sistemas de equacdes diferenciais parametrizadas por

6> 0:

i o=y (4.15)
g = t‘)y—x(l—x)(x—%)

Independentemente da escolha de 0, temos que
22 = (070) Z1 :(é,O) 3 = (1,0)

sao pontos de equilibrio do sistema (4.15).

Sejam Sy o conjunto das orbitas limitadas de (4.15) para cada 6 > 0 e M; o conjunto
unitario {z;} para cada i = 1,2,3. Nas duas figuras abaizo exibimos o comportamento de
uma vizinhanca de Sy, primeiramente para valores de 0 préoximos de zero e, em sequndo

lugar, para valores grandes de 0.

Figura4.1: 0 <0 << 1 Figura 4.2: § >> 1

Para cada 0 > 0, temos que Sy é um conjunto invariante isolado e M = { My, My, M3}
¢ uma decomposicao de Morse para Sy.

Note que, para valores pequenos de 0, existe uma conexdo entre o ponto de sela My e
o ponto atrator My. Jd para valores altos de 0, além da conexao anterior entre Moy e M,
obtemos também uma conexao entre o ponto de sela Ms e o ponto atrator M;. Como comen-
tamos anteriormente, mostraremos que na transicao da primeira situacao para o sequnda,

ocorre uma conexdao entre as selas My e Ms .
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Os retratos de fase das figuras 4.1 e 4.2 podem ser representados qualitativamente de

forma mais simples como:

!

i A M, Lo,

Figura 4.3: 0 < 0 << 1 Figura 4.4: 6 >> 1

Vamos construir, em ambos os casos, uma matriz de conexao associada a decomposicao
de Morse M considerando a ordem do fluro <p. Convenientemente denotaremos a matriz

de conexao de Sy por A" quando 0 < 6 << 1 e por A" quando 0 >> 1.

e 0<f<<1
Nesta situagao, a ordem do fluxo contém apenas uma relacdo: 1 <pg 2.

A matriz de conexdao A que buscamos é, por defini¢ao, triangular estritamente supe-

rior, portanto possui a sequinte forma:

0 A(1,2) 0
A=]l0 0 0
0 0 0

Assim basta analisarmos a entrada A'(1,2).

Sendo A wma matriz de conexao e {1,2} um intervalo adjacente, temos que o indice

continuo homoldgico de Conley do conjunto My € isomorfo a HA'(12).

Para o conjunto invariante isolado Mz, podemos considerar o par-indice dado pela
Figura 4.5.

Figura 4.5: Par-indice para M
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Logo, o espago pontuado N/L tem o tipo de homotopia de um ponto e, consequente-

mente, o indice continuo homoldgico de Conley de My € trivial, ou seja, H(Ms) = 0.

Por outro lado, HA'(12) é a homologia do complexo de cadeias (CA'(12), A'(12)), onde

CA'(12) = H(M;) & H(My)

Se A'(1,2) fosse a aplicagao nula, entao A'(12) seria a matriz nula e, neste caso,

Zo , sen=0,1

0 , caso contrario

ker A7 (12)

HnA/ 12 - ~
0 = AL (12)

Hn(M1) @ Hn(MQ) = {

Mas isto contraria o fato de que HA'(12) ~ H(Mj3) =~ 0.

Assim concluimos que A'(1,2) # 0. Mais que isso, ja que A'(1,2) : H(My) — H(M,)

€ uma aplicagdo de grau —1 com

Zo , sen=20

Hn(Ml):{ 0 ,sen#0

entao
Lo — 7oy , sen=1

Al (1,2):
0—-0 ,sen#1l

Observe que A|(1,2) : Zg — Zo € uma aplicagdo linear nao nula, pois caso contrdrio

A'(1,2) = 0. Logo A(1,2) s6 pode ser um isomorfismo.

Com isso obtemos que

0 ~ 0
AN=]10 0 0
0 0 0

¢ a matriz de conexdo de Sy para 0 < 6 << 1.

e )>>1
Sequndo a Figura 4.4, a ordem do fluro contém agora duas rela¢ées: 1 <p 2 el <p 3.

Logo, pela triangularidade estritamente superior da matriz de conexdo procurada A",
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ja temos que

Ezatamente pelo mesmo argumento do caso anterior, obtemos que

Lo — 7oy , sen=1

A(1,2) = AL(1,3) :
0—-0 |, sen#l

com AY(1,2) = A{(1,3) sendo um isomorfismo.

Portanto, a matriz de conexao A" para S, com 6 >> 1, pode ser escrita como

Q
Q

A// —

o O
o O

Calculadas as matrizes de conexao para 0 < 0 << 1 e 8 >> 1, vamos agora transformar
o parametro 0 > 0 do sistema (4.15) numa nova variavel. Para isso, considere 0 < 0’ << 1,

0" >> 1 e a nova familia de sistemas

i =y (4.16)

g = 0y—x(1—x)<x—%)

0 = (0 —0)(¢" —0)

parametrizada por € > 0.

Note que as escolhas da terceira equagao do sistema (4.16) e das constantes 0" e 0" foram
feitas de modo apropriado para que o retrato de fase de (4.16) contenha a dinamica dada
pela Figura 4.3 no plano 8 = 0" e a dinamica da Figura 4.4 no plano 0 = 0". Veja a Figura
4.6.

Denotaremos por S o conjunto invariante isolado formado pelas orbitas limitadas de
(4.16), por

2 = (0,0,0) 2] :<%, O,@’) 2 = (1,0,0)

2 = (0,0,60") 2 = (é 0, 0”) 25 =(1,0,0")

os pontos de equilibrio de (4.16) e por M a decomposicio de Morse { My, Mj, M, My, My, My}
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para S ordenada pela ordem do fluxo, onde M| = {zé} e M!'={z'} para cadai=1,2,3.
A Figura 4.6 exibe algumas orbitas de S juntamente com a decomposi¢ao de Morse M.
| |
My
/\

| | i

I I
9=0 H=0"

Figura 4.6: Retrato de fase do sistema (4.16)

Uma matriz de conexao para M tem a sequinte forma:

A_( (AG.5) (A7) )
(A(i//,j/>) (A(i”,j”))

sendo que (A(i’ﬂj’)) ¢ a matriz nula, (A(i’,j’)) ¢ a matriz de conexao A que calculamos
para o caso 0 < 0 << 1 e (A(i”,j”)) ¢ a matriz de conexdao A" que obtivemos para o caso

0 >>1. Ou seja,

0 ~ 0 A(1,17) A(1,2") A(1,3")
0 0 0 A(2,1") A(2,2") A(2,3")
A= 0 0 0 A@3,1") A@3,2") A3,37
0 0 O 0 R ~
0 0 0 0 0 0
0 0 O 0 0 0
A matriz Ty j» = (A(i', ")) € conhecida como matriz de transigdo.

Provando que a entrada A(2',3") é nao nula, poderemos afirmar que C(Mjy, MY) # 0
pela Proposicao 4.9, pois 27 e 8”7 sao adjacentes na ordem do fluro. Como isso serd vdlido
independentemente da escolha de € > 0, concluiremos que na familia de sistemas original
(e =0) existe 0* € (¢/,0") tal que C(My, M3) # () no sistema associado a 6*.

Visto que A é uma aplicacio bordo, temos que a matriz A? é nula. Logo a composicao

da primeira linha de A com sua ultima coluna tem que ser igual a zero, isto é:

~oA(2,3") + A(1',1")o == 0.



Capitulo 4 ¢ Matriz de Conexao no Caso Continuo 101

Sendo assim, basta mostrar que A(1',1") é um isomorfismo para concluirmos que A(2',3") :
H(M?’)’) — H(Mé) ¢ a aplicag¢ao nao nula.

Uma vez que A € uma matriz de conexao e {1',1"} € um intervalo adjacente, temos que
H (M) =~ HA(1'1").

Por um lado temos que o indice continuo homolégico de Conley do conjunto Mynn é

trivial. Com efeito, considere o sequinte par-indice para My :

Figura 4.7: Par-indice para M/ »

Entao o espago pontuado N/L tem o tipo de homotopia de um ponto e, portanto,
H(Mynn) =0.
Por outro lado, temos que HA(1'1") € a homologia do complexo de cadeias
(CA(1'17), A(1'1")), onde
CA(1'1") = H(M;) & H(M)

A — ( g A(l(’), 1) > |

Se A(1',1") fosse igual a zero, entao A(1'1") seria a matriz nula. Disto seque que

ker A, (1'1")

H,A11) = —— —
) = A, 17

Zs =0,1
%Hn(M{)eBHn(M{’)Z{ 2o e

0 , caso contrario

Mas isto contraria a afirmac¢ao H(Mynn) =~ HA(1'1"), ja que H(Mynn) = 0. Conse-
quentemente, A(1',1") deve ser nao nula.

Além disso, como A(1',1"): H(M{') — H(M]) € uma aplicagao de grau —1, sendo que

Zo , sen=20
0 ,sen#0

Zo , sen=1

Hn(Ml):{ 0 ,sen#1

€ Hy (M) = {

concluimos que
Lo — Lo , sen=1

AL (117
0—-0 ,sen#1

Observe que Ay(1',1") : Zo — Zo é um isomorfismo, pois caso contrdrio A;(1',1") =0 e
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consequentemente A(1',1") = {A,(1',1")} = 0.

Portanto, a aplicagao A(1',1") é um isomorfismo, como queriamos.

Para finalizar este capitulo, observe que, pela Definicao 4.5, uma matriz de conexao A
para uma decomposi¢ao de Morse M codifica as informagoes algébricas contidas na tranca
do indice continuo homoldgico H associada a M. Com esta afirmagao queremos dizer que
a partir da matriz de conexdao A é possivel reconstruir a tranca H a menos, é claro, de um

isomorfismo de trangas.

Em particular podemos utilizar uma matriz de conexao para recuperar os indices continuos
homolégicos de Conley dos conjuntos M; para cada intervalo I. O exemplo a seguir ilustra

esta afirmacao.

Exemplo 4.3. Seja

o
%

A= 0 0 0
0 0

a matriz de conexao que obtivemos no Eremplo 4.2 para o conjunto invariante isolado Sy,

com 8 >> 1. O conjunto Sy estd representado em vermelho na Figura 4.4 juntamente

com sua decomposi¢ao de Morse M = { My, My, M3} que foi ordenada pela ordem do fluzo:

l<p2el<pd.

Nosso objetivo € mostrar que A" pode nos fornecer, por exemplo, o indice continuo ho-
moldgico de Conley do conjunto Miy = My U My U C(My, Ms).

Pela defini¢cio de matriz de conexao, temos que a tranca do indice continuo homoldgico
H associada a M € isomorfa a tranga de espagos vetoriais graduados HA" criada a par-
tir da matriz A”. Consequentemente, pela definicao de isomorfismo de trancas, existe um
isomorfismo ¢(I) : HA"(I) — H(Mj) para cada intervalo I.

Considere o intervalo I = {1,2}. Pelo que acabamos de discutir, o indice continuo

homoldgico de Conley de My deve ser isomorfo ao espago vetorial graduado HA"(12).

Lembre-se que HA"(12) é a homologia do complezo de cadeias (CA”(12), A”(12)), onde

CA"(12) = H(M,) @ H(Ms,)

A"(12) = (8 z )
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Sendo assim,

ker A"(12)  H(M;) @ ker =~  H(M)
H(Mz) ~ HAY(12) = £ A(12) T O0oim ~ HQML) 0 (4.17)

ou seja, o indice continuo homologico de Conley de Mo € trivial.

No Ezemplo 4.2 calculamos de maneira tradicional o indice H(Ms) para o caso em que
0 < 0 << 1 e concluimos que H(My2) = 0. O par (N, L) exibido na Figura 4.2 naquela
situacao € também um par-indice de Mo para o parametro 0 >> 1 que estamos analisando
neste momento.

Portanto, o indice continuo homoldgico de Conley de My € de fato trivial se 0 >> 1.

Isto confirma o resultado que obtivemos em (4.17) utilizando apenas a matriz de conexdo

A
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Pelo que vimos no Capitulo 3, o indice homoldgico de Conley de um conjunto invariante
isolado S assume formas distintas quando lidamos com fluxos ou com aplicagbes continuas.
Tal indice trata-se apenas de um espaco vetorial graduado H(S) no caso continuo, enquanto
no caso discreto toma a forma de um par que consiste de um espago vetorial graduado H(.S)
junto com um isomorfismo x(S5).

Veremos agora que a extensao da matriz de conexao para o caso discreto respeita a
diferenca existente entre estas definicoes.

Como estudamos no caso continuo, a partir de uma matriz de conexao A para uma de-
composigao de Morse { M } rcp, somos capazes de recuperar os indices continuos homolégicos
de Conley H (M) para cada intervalo 1.

No caso discreto, a matriz de conexao serd constituida por um par de matrizes (A,d). A
primeira delas, A, terd o mesmo papel que no caso continuo: reconstruir os espacos vetoriais
graduados H(Mj). J& a segunda matriz, d, serd importante na recuperagao dos isomorfismos
X(M;) associados a cada M. Assim, no caso discreto, a matriz de conexao (4, d) também
podera resgatar o indice discreto homolégico de Conley (H (M), x(M;)) de cada um dos
conjuntos Mj.

Veremos ainda que a definicdo de matriz de conexdo para aplicagoes continuas é um
pouco mais complicada que para fluxos, assim como ocorre na defini¢cao de indice de Conley.
Entretanto, além de podermos estender todos os resultados obtidos no capitulo anterior que
se preocupam com o aspecto dinamico de um fluxo, no caso discreto teremos condicoes de
enunciar mais proposicoes que versam sobre a existéncia de érbitas de conexao.

Observaremos que o indice homolégico de Conley e matriz de conexao no caso discreto
podem detectar érbitas conectantes em situagoes em que nao é possivel tirar conclusoes
destas mesmas ferramentas no caso continuo, como por exemplo, no caso em que desejamos

saber sobre conexoes entre duas singularidades que possuem o mesmo indice homolégico de

105
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Conley.
Novamente dividiremos o capitulo em duas partes: matriz de conexao para uma decom-
posicao em par atrator-repulsor e em seguida, sua generalizacao, matriz de conexao para

uma decomposicao de Morse.

5.1 Matriz de Conexao para Decomposicao em Par

Atrator-Repulsor

Iniciamos esta secdo com um conjunto invariante isolado S de uma aplicagdo continua f
e um par atrator-repulsor (A, A*) de S.

E possivel associar & (4, A*) uma colecio de compactos (Ny, Ny, Na) de modo que (Ny, Np),
(N2, No) e (Na, N1) sejam pares-indice para A, S e A* respectivamente. Esta cole¢ao foi
definida como trio-indice na Se¢ao 2.2.

Vamos denotar por

f10 : N1/N0 - Nl/NO
f20 : NZ/NO - NQ/NO
f21 . NZ/Nl — N2/N1

as respectivas aplicagoes-indice associadas a (N1, Ny), (Na, Ng) e (Na, Nq).

Podemos entao considerar o seguinte diagrama:

OHNl/NOANQ/NOLNQ/J\hHO (51)

lfw lfm lf?l

O—>N1/No—i>N2/No—p>N2/N1 —0

onde a inclusao i e a projecao p sao como definimos no inicio da Segao 4.1.
Temos que (5.1) é um diagrama comutativo. De fato, verifiquemos a comutatividade do
primeiro quadrado.

Se [x]%é € Ni/Ny entao

[NO]%("; , se x € Ny

f20 Oi([l"]No) - fQO([x]No) - { [f(x)]%i , se x € No\ Ny

e, por outro lado,
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iofo(l2]Y) =i [No]M2, sex € Ny _ [NoN?, se w € Ny
10 \1%] N, [f(l‘)]%é , se x € N1\ Ny [f(x)]xz , se z € No\ Ny

Logo fag0i =10 fig. Da mesma forma é simples verificar que fo; o p = po fo.
Passando ao nivel de cadeias, obtemos de (5.1) o diagrama abaixo formado por sequéncias

curtas exatas:

0 —— Cu(N1/No) —> C(Ny/No) —2> C.(Ny/Ny) — 0 (5.2)
l(fm)u (f20)4 l(fm)ﬁ
0 —— C.(N1/No) —= C(Ny/No) —2> C.(Ny/Ny) — 0

que também é comutativo, ja que (5.1) tem essa propriedade.

Podemos escrever o diagrama (5.2) como a seguinte sequéncia curta exata de complexos

de cadeias com endomorfismos:
0 — (C«(N1/No), (f10)z) = (Cu(Na/No), (fa0)z) =5 (C(Na/N1), (far)) — 0.

Visto que, pela Proposicao 1.5, a reducao de Leray preserva exatidao, temos que

% v}

0 = (£LCUN1/No), £(f10)2) — (£C(Na/No), £(f20)s) — (£C(N2/N1), £(fa1)s) — 0
(5.3)

também é uma sequéncia exata.
E finalmente, passando a homologia, obtemos a sequéncia longa exata de espagos vetoriais

graduados e endomorfismos dada por:

(Pn)"”

O L (N2 /No), £ fro)a) Y (£ Ho(Na/No), £(fan)a) P2

’/n/ 1 67,1 1" (i;lfl)//
O e H (No /N, £(for)n) P (£ H (N1 /NG), £(fro)ur) ™2

que, pela definicao do indice discreto homoldgico de Conley, se reduz a

O (L (4), xul(4)) B (HL(8), xa(9)) 2 (5.4)

o , oy @) oy
L (Ha (A7), A7) B (B (), 00 (4)) 5

Definigao 5.1. A sequéncia longa exata (5.4), que as vezes é representada de forma mais
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stmples por

-2 Con(A) 5 Con(S) & Con(A*) L Con(A) % - -

€ chamada de sequéncia do indice discreto homoldgico associada ao par atrator-
repulsor (A, A*). Jd a aplica¢io conectante 0 : (H(A*),x(A*)) — (H(A),x(A)) recebe o

nome de aplicagcao bordo definida pela aplicacao continua f.

Consideremos agora o espaco vetorial graduado
CA(S)=H(A)® H(A"),

onde H(A) e H(A*) sao respectivamente os primeiros componentes dos indices discretos
homolégicos de Conley Con(A) = (H(A), x(A)) e Con(A*) = (H(A"), x(A")).

Além disso, seja A : CA(S) — CA(S) a aplicagao representada matricialmente por

A_(0 a>’
00

sendo que 0 : H(A*) — H(A) é a aplicagao bordo definida por f.
Como 9 ¢ uma aplicacao de grau —1 que satisfaz A? = Ao A = 0, temos que A é uma
aplicagao bordo e, consequentemente, (CA(S), A) é um complexo de cadeias.

Mais ainda, a homologia de (CA(S),A), que denotaremos por HA(S), ¢é isomorfa a

H(S). A demonstragao deste fato é exatamente a mesma que utilizamos na Proposicao 4.1.

Sendo assim, a partir da aplicacao A juntamente com os espagos vetoriais graduados
H(A) e H(A*), podemos resgatar H(S), o primeiro integrante do indice homolégico de
Conley Con(S) = (H(S5), x(9)).

Gostarfamos agora de utilizar os isomorfismos x(A) e x(A*) para construir uma nova
aplicagao d definida sobre CA(S) que seja capaz de recuperar o isomorfismo x(S). Com este

intuito apresentamos a proposicao abaixo:

Proposicao 5.1. Eziste uma aplicacao linear
d:H(A") — H(A)

de grau zero tal que

§: CA(S) — CA(S)
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representada matricialmente por

5:<XM) d >
0 x(4) )

¢ uma aplicagdo de cadeias cuja induzida em homologia, 0, : HA(S) — HA(S), é conjugada
a x(5).

Este resultado foi enunciado e demonstrado por Richeson em [17].

Portanto, conhecendo os indices discretos homolégicos de Conley de A e A* e o par de
matrizes (A, d), é possivel recuperar o indice discreto homoldgico de Conley de S.

Agora estamos prontos para definir a matriz de conexao no caso discreto para uma

decomposicao em par atrator-repulsor.

Definicao 5.2. Sejam S um conjunto invariante isolado de uma aplicacdo continua f e
(A, A*) um par atrator-repulsor de S.

Considere também o espaco vetorial graduado
CA(S)=H(A)® H(A™)

e as aplicacoes lineares

A, 5 : CA(S) — CA(S)

AZ(O@) . 5:<XM) d )
0 0 0 x(A4)

onde O € a aplica¢do bordo definida por [ e d € a aplica¢ao obtida na Proposicdo 5.1.

definidas por

O par de matrizes (A,d) é chamado de matriz de conexdao para a decomposi¢do

em par atrator-repulsor (A, A*) de S.

Observe nesta definicdo que a matriz A é triangular estritamente superior enquanto § é
apenas triangular superior. E, mais ainda, a matriz A tem o quadrado zero, ou seja, A? = 0,
porém o quadrado da matriz 6 ndo necessariamente se anula.

Assim como no caso continuo, estamos interessados em extrair informagoes sobre a estru-
tura dinamica de uma aplicagao continua apenas utilizando a matriz de conexao e os indices
de Conley associados a uma decomposicao em par atrator-repulsor.

A sequéncia de resultados que segue foi baseada na referéncia [15].
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Proposicao 5.2. Sejam S um conjunto invariante isolado de uma aplicacdo continua f e
(A, A*) um par atrator-repulsor para S.

Se qualquer uma das opg¢oes abaizo ocorrer:

1. a aplicacao bordo O definida por f € nao nula
2. H(S) nao é isomorfo a H(A) & H(A*)

3. x(S) nao € conjugada a x(A) O x(A*)

entio C'(A, A*) #£ 0.
Demonstragao: Provaremos a contrapositiva desta proposicao.

Suponha que C'(A, A*) = (). Neste caso temos que S = AU A* e, assim, pela propriedade
de aditividade do indice discreto homolégico de Conley, segue diretamente que H(S) =~
H(A)® H(A*) e que x(95) é conjugada a x(A) & x(A*).

Visto que a sequéncia do indice discreto homoldgico (5.4) é uma sequéncia exata de

espacos vetoriais graduados com endomorfismos, temos em particular que
L HA) S H(S) L H(AY) S HA) S -

é uma sequéncia exata de espacos vetoriais graduados.
Além disso, H(S) ~ H(A) ® H(A*) e, consequentemente, p é uma aplicacao sobrejetora.

Portanto, pela exatidao da sequéncia acima, concluimos que 9 = 0. [ |

Note que a proposicao anterior trata-se de uma versao para o caso discreto da Proposicao
4.2. Mais que isso, a Proposicdo 5.2 possui um conjunto de hipdteses mais rico que o
apresentado na Proposicao 4.2.

De fato, segundo a proposicao que acabamos de ver, mesmo que a aplicagao bordo definida
por uma aplicagao continua f e o espago vetorial graduado H(.S) nao forne¢cam informagcao
alguma sobre a existéncia de 6rbitas conectantes entre A e A*, a aplicagao x(S) ainda pode
atender este objetivo.

Poderia ocorrer, por exemplo, um caso que satisfaz a proposicao abaixo:

Proposicao 5.3. Sejam S um conjunto invariante isolado de uma aplicagdo continua f e
(A, A*) um par atrator-repulsor para S.

Se existir um numero natural n tal que

Hq<A)vXq(A)) , S€qg="mn
(0,0) , Seq#mn

(Hy(A%), xq(A%))  seq=mn

e Cony(A") = { (0.0) Cseqdn

Cony(A) = { (
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entio 0 =0 e H(S)~ H(A) ® H(A").

A demonstracao deste resultado é a mesma que apresentamos na Proposicao 4.3.

Num exemplo em que as hipdteses da proposicao anterior sao atendidas, nao poderiamos
usar os itens 1. e 2. da Proposicao 5.2 para concluir sobre a existéncia de érbitas conectantes
entre A e A*. Neste caso, ainda teriamos a possibilidade de analisar a aplicacao x(S) para
obter alguma informagcao sobre o conjunto C'(A, A*) utilizando agora o terceiro item da
Proposicao 5.2. Vejamos um exemplo concreto desta situacao que é apresentado de modo

mais sucinto em [15] e [17].

Exemplo 5.1. Vamos retomar o Ezemplo 2.12 para mostrar que existe pelo menos uma
orbita de conexdo unindo os conjuntos A = Inv(Ny) e R = Inv(Ny). As homologias deste
exemplo serdao calculadas sobre o corpo Q.

Para isso precisaremos calcular os indices homoldgicos de Conley de A, R ¢ S = Inv(N,U
N3). Lembre-se que no Exemplo 2.1/ apresentamos um trio-indice para o par atrator-repulsor
(A, R) e, portanto, ja temos um par-indice para cada um dos conjuntos A, R e S.

Pela analogia aos cdlculos que realizamos nos exemplos da Subsecao 3.2.2, encontraremos

0s indices desejados sem nos ater a muitos detalhes.
e Indice discreto homolégico de Conley de A

Considere o par-indice Py = (Na, La) para A que mostramos na Figura 2.23.

O tipo de homotopia do espago pontuado Na/La é o mesmo da S*. Portanto Hy(Na/La)
possui apenas um gerador, que nomeamos |a]. Representamos na figura abaizo as
classes [a] e [F(a)]:

A“?\‘TAA
L4 N [F(«)
[F(o)
o= o
L v, [ |
Com isso podemos concluir que (Fp,)1([a]) = (Fp,):([e]) = [F(a)] = [a]. Visto que [o]

¢ um gerador de H{(Na/Ly4) e (Fp,)1 € uma aplicacao linear, obtemos que (Fp,); = 1d

e, consequentemente,
£(H\(Na/La), (Fp,)1) = £(Q,1d) = (Q, 1d).

Portanto
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(Q,Id) , seq=1

Comy(4) = { (0,0) , seq#1

e Indice discreto homolégico de Conley de R

Para R vamos considerar o par-indice Pr = (Ng, Lr) que apresentamos na Figura
2.24.
A homologia do espago pontuado Nr/Lg € igual a de S*V S*, logo Hi(Ng/Lg) possui

dois geradores (] e [3]. Exibimos na figura abaizo a representa¢ao das classes [a] e
[B] bem como das classes [F(«)] e [F(ﬁ)]

[F(a)] 0‘] [ﬁ]

Sendo assim, temos que (Fp,)1([a]) = [a] +[5] e (Fp,)1([5]) = 0.

Portanto a aplicagdo linear (Fp, )1 € representada matricialmente por

10
A= :
10
Note A" = A e disto seque que gker A = ker A = ((0, 1)> Escolhendo a base
{(1,0),(0,1)} para Hi(Ng/Lg), obtemos os sequintes isomorfismos:

Deste modo, a aplicagao

Hy(Ng/Lr) _ Hi(Ng/Lg)
gker(Fpy)1  gker(Fpy)

(Fpy),
pode ser reescrita como
(Fro)i(a(1,0)) = (F)i(a(1,0)) + (0, 1)),
Visto que (Fpy)1(1,0) = (1,1) = (1,0)+(0,1), temos que (Fp,);(1,0) = (Fp,)1(1,0)+

((0,1)) = (1,0) + ((0,1)). Mas, (1,0)+((0,1)) € identificado com (1,0) pelo sequndo
isomorfismo de (5.5), logo (Fp,); = 1d.
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Com isso,

H,(Ngr/Lg)

£(H1(NR/LR)7 (FPR)l) = LI(g]{}@T’(FPR)l

; (FPR)'1> = LI(Q 1d) = (Q,1d)

e, portanto,

(Q,Id) , seqg=1

Clony () = { (0,0) , seq#1

e Indice discreto homolégico de Conley de S

Para finalizar, seja Ps = (Ng, Ls) o par-indice para S que foi exibido na Figura 2.22.

O espago pontuado Ns/Ls tem o mesmo tipo de homotopia de S* Vv S' v St e, sendo
assim, H1(Ng/Lg) possui trés geradores, [a], [5] e [y]. Na figura a sequir apresentamos

as representacoes das classes [a], [B] e [v], assim como das classes [F ()], [F(5)] e

[F'(7)]-

Segue que (Fpg)i([o]) = [o], (Fpoh([0]) =

matriz da aplicagdao linear (Fpy); € dada por

1 -1 0
A= 0 1
1
Visto que
1 -1 1—n
A"=10 0 1
0 0 1

para cada n € N, obtemos que gker A = <(1, 1, O)> Tomemos para Hi(Ns/Ls) a base

{(1,1,0),(1,0,0),(0,0,1)} e assim temos os sequintes isomorfismos:

H,(Ng/Ls) - ((1,1,0),(1,0,0),(0,0,1))
gker(Fpg ) <(1,1,0)>

~ ((1,0,0),(0,0,1)).
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Entao, basta analisarmos a agdo de (Fpy)| nos elementos (1,0,0) e (0,0,1).

Como
(FPS)/1<17070) = (170’O)+<(17170)> €

(Fpg)1(0,0,1) = (0,1,1) + ((1,1,0)) = [—(1,0,0) + (0,0,1)] + ((1,1,0)),

concluimos que (Fpy)| tem a forma matricial dada por:

1 -1
0o 1/
1 -1 1 -1
s -ifese ! 7)) ~(esa () 7))

e, como consequéncia obtemos que

1 -1
Con,(S) = (Q@Q(O 1)) L seq=1

(0,0) L seq# 1

Logo

Observe que as hipdteses da Proposicao 5.3 se realizam neste exemplo e, portanto, O e
H(S) nao servem para nos dar informagoes sobre a existéncia de orbitas que conectam A e
R.

Porém temos ainda que x(S) nao é conjugada a aplicagio x(A) @& x(R), pois x1(A) &
X1(R) = 1d @ Id fiza todo ponto de Q ® Q enquanto

xi(8) = <; _11>

nao tem essa propriedade (tome (1,1) € Q ® Q por exemplo).
Sendo assim, pelo item 3. da Proposi¢ao 5.2, concluimos que o conjunto de drbitas conec-

tantes de R a A € nao vazio.

Podemos utilizar a construcao do exemplo anterior para exibir uma matriz de conexao

no caso discreto para uma decomposi¢ao em par atrator-repulsor.

Exemplo 5.2. Reconsidere o FExemplo 5.1, onde analisamos as conexoes entre os conjuntos
A = Inv(Ny) e R = Inv(Ny) que decompoem S = Inv(Ny U Ny).
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Constatamos que os indices discretos homoldgicos de Conley de A e R satisfazem as

hipdteses da Proposi¢ao 5.3, logo a aplicagao bordo = {0} definida pela aplicag¢ao continua

w0

para todo n € N e, assim, a primeira matriz que constitui a matriz de conexao (A,0) para a

I € nula. Disto seque que

decomposi¢ao em par atrator-repulsor (A, R) é uma coleg¢do de matrizes nulas.

Vamos buscar agora a matriz § = {0} que, sequndo a Proposi¢ao 5.1, € uma aplicagao de
cadeias definida sobre CA(S) = H(A) ® H(R) cuja induzida em homologia, que denotamos
por 6, = {d,}, € conjugada a x(5).

A aplicacao 6, € definida por

On + HyA(S) — H,A(S)
(x,y) +im A,pq — 0" (z,y) +1im A,y
ker A, . ‘
onde H,A(S) = ﬁ ¢ a n-ésima homologia do complezo de cadeias (CA(S),A). E jd
n+1
que im A = 0, temos que 9, pode ser identificada a 6" para cada n € N.
Portanto, § = {0"} identifica-se com 0, = {0,} que, por sua vez, é conjugada a x(S).

Mas pelo Ezemplo 5.1, temos que x1(S) € dada por

()

e xn(S) € a matriz nula para qualquer n # 1.
Concluimos assim que a sequnda matriz que forma a matriz de conexao (A,d) para a

decomposi¢ao em par atrator-repulsor (A, R) é uma cole¢ao de matrizes nulas a menos da

Id —Id
0 Id /)

Vamos dar continuidade a apresentagao de resultados que mostram a importancia dinamica

matriz 0* que € representada por

da matriz de conexao e do indice discreto homoldgico de Conley.
A préxima proposicao nos ajuda a concluir sobre a existéncia de érbita conectante en-
tre o repulsor A* e o atrator A de um conjunto invariante isolado S partindo apenas do

conhecimento dos autovalores das aplicagoes x(A*), x(A) e x(.5).

Proposicao 5.4. Sejam S um conjunto invariante isolado de uma aplicacdo continua f e

(A, A*) um par atrator-repulsor para S.



116 Secao 5.1 ¢ Matriz de Conexao para Decomposicdo em Par Atrator-Repulsor

Se existir um mimero natural n tal que o(xn(S)) # o(xn(A)) N o(xn(A%))' entdo
C(A, A*) £ 0.

Demonstragao: Pela Proposicao 5.2 é suficiente mostrar que as aplicacoes x,,(S) e xn(A)®
Xn(A*) nao sao conjugadas para obter que C'(A, A*) # ().

Suponha o contrério, ou seja, que existe um isomorfismo h : H,(S) — H,(A) & H,(A")
de modo que h o x,(S) = [xn(A) ® xn(A*)] o h. Neste caso, terfamos que o(x,(S)) =
o (xn(A) © xn(47)).

Mas é simples verificar que o (x,(A)®xn(A%)) = o(xn(A))No(xn(A")) e, assim, chegamos
a conclusao que o(x,(5)) = o(xn(A)) N o(xn(A*)). Contradi¢ao. [ |

Para finalizar, vamos conhecer um resultado que indica um caso especial em que a matriz

0 também detecta érbitas de conexao.

Proposicao 5.5. Sejam S um conjunto invariante isolado de uma aplica¢do continua f e
(A, A*) um par atrator-repulsor para S.

Se existe n € N tal que

(Hy(A),Id) , seq=n
(0,0) , seq#n

(Hq(A*), Id) , seq=n

Con,(A) =
o(4) { (0,0) , SEqFEMN

e Cony(A") = {
e, além disso, a n-ésima aplica¢io de d = {d?},en (apresentada na Defini¢ao 5.2) é ndo
nula, entio C'(A, A*) # (.
Demonstragao: A ideia da prova é mostrar que y,(S) nao pode ser conjugada a x,(A) ®
Xn(A*) caso as hipdteses desta proposicao sejam satisfeitas, pois assim concluimos que
C(A, A*) # () pelo terceiro item da Proposicao 5.2.

Primeiramente vamos analisar a aplicagao x,(.59).

Seja § = {0} ,en a segunda matriz da matriz de conexao (A, §) para a decomposi¢ao em
par atrator-repulsor (A, A*).

Como x,(A) = xn(A*) = Id para um certo n € N, entao 0" : H,(A) & H,(A*) —
H,(A)® H,(A*) é definida por:

s ([d d") |
0 Id

Temos ainda que a induzida de 6" em homologia, que denotaremos por §,, é conjugada
a aplicacao x,(S5) pela Proposigao 5.1.
Por definicao, 4,, é dada por

Lo (T) denota o conjunto dos autovalores de uma aplicacio linear T
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On + HyA(S) — H,A(S)
(r,y) +1m Apyq — 0" (x,y) +im A,

ker A,

onde H,A(S) = A é a n-ésima homologia do complexo de cadeias (CA(S), A).
n+1

Mas os indices discretos homolégicos de Conley de A e A* satisfazem a Proposicao 5.3 e,
portanto, d = 0. Sendo assim, im A ~ im 0 = {0}, donde segue que d,, pode ser identificada
a aplicacao 0.

Logo a aplicacao x,(S) é conjugada a 4, que, por sua vez, pode ser representada pela

I da
A= .
(0 Icl>

Por outro lado, x,(A) ® x,(A*) é vista matricialmente da seguinte forma:

Id
B = 0 :
0 Id

Afirmamos que as matrizes A e B nao sdo conjugadas.

matriz de 0":

De fato, uma vez que d™ é nao nula, existe y € H,(A*) tal que d"(y) # 0. Assim

()0 C)

e, consequentemente, (0,y) € H(A)® H(A*) ndo é um ponto fixo de A. Porém todo ponto de
H(A)® H(A*) é um ponto fixo de B e, portanto, A e B ndo podem ser matrizes conjugadas.

Neste caso, como x,(5) é conjugada a A e x,(A) @ x,(A*) é representada por B, con-
cluimos que x,(5) e xn(A4) ® xn(A*) nao sdo conjugadas.

Com isso, basta utilizar o item 3. da Proposic¢ao 5.2 para obtermos que C'(A, A*) # (). B

Observe que, de acordo com este resultado, a matriz de conexao no caso discreto pode de-
tectar conexoes entre alguns tipos de singularidades que possuem o mesmo indice homolégico

de Conley, diferentemente do que ocorre no caso continuo.

Note ainda que poderiamos ter descoberto a conexao entre os conjuntos A e R do Exemplo
5.1 utilizando esta nova proposi¢ao que acabamos de demonstrar. Com efeito, pelos exemplos
5.1 e 5.2 temos que Con;(A) = Cony(R) = (Q,Id) e que a primeira aplicacao de d é igual a
—Id (e portanto nao nula). Logo, C'(A, A*) # () conforme a Proposigao 5.5.
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5.2 Matriz de Conexao para Decomposicao de Morse

Neste momento generalizaremos o conceito de matriz de conexao que vimos na se¢ao pas-
sada para o caso em que o conjunto invariante isolado em questao admite uma decomposicao
de Morse.

Esta generalizacao acontecera nos mesmos moldes do caso continuo que descrevemos na
Secao 4.2. Isto é, primeiramente obteremos uma tranga de espagos vetoriais graduados com
endomorfismos, chamada tranga do indice discreto homoldgico, que generaliza a sequéncia
do indice discreto homoldgico e cujas componentes sao os indices discretos homolégicos de
Conley (H(M;y),x(Mj)), com I € Z. Em seguida, a partir de um par de matrizes (A, )
com certas propriedades, construiremos outra tranca de espacos vetoriais graduados com
endomorfismos e diremos que (A, d) é uma matriz de conexao quando tal tranca for isomorfa
a tranga do indice discreto homoldgico.

Assim como ocorre no caso continuo, a definicdo de matriz de conexao para uma decom-
posicao de Morse é um tanto quanto abstrata, porém trata-se de uma ferramenta que pode

auxiliar na busca de informagoes dinamicas.

Sejam S um conjunto invariante isolado de uma aplicagdo continua f, M = {M;}.cp
uma decomposicao de Morse para S, onde (P, <) é um conjunto finito parcialmente ordenado,
e N ={N(I)};e4 uma filtragao-indice para M.

Dado I € Z, considere o seguinte intervalo atrator:
Qr={peP/p<qVqel}

Temos que (Qy, I) é uma dupla adjacente cuja unido ;I = @; U I também forma um
intervalo atrator. Portanto, pelo primeiro item da Proposicao 2.6, o par (N(Q;I), N(Qr))
definido pela filtracao N constitui um par-indice para M; para cada intervalo I € Z.

Para simplificar, vamos utilizar a notacao C () para o complexo de cadeias
Cy(N(QrI)/N(Qr)) que se refere ao espaco vetorial graduado formado pelas cadeias do
espago pontuado N(Q;I)/N(Q;). Usaremos também a notagao f; para denotar a aplicacao-
indice associada ao par-indice (N(QI), N(Qy)).

Observe que aplicando a reducao de Leray seguida do funtor de homologia no par
(Cn (1), (f1)4), obtemos como resultado o préprio indice discreto homolégico de Conley do
conjunto M; que denotamos por Con(M;) = (H(My), x(M)).

Pela Proposicao 2.5, para cada dupla adjacente (I, .J), temos que (M, M;) forma um par

atrator-repulsor para M;;. Para um par como este, consideraremos o seguinte trio-indice
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definido pela filtracao N:
(N(Q17), N(Qrs1), N(Qrs1J).

Do mesmo modo que fizemos no inicio da segdo anterior para construir a sequéncia (5.3),
podemos partir do trio-indice exibido acima para (M, M;) e obter uma sequéncia exata de

complexos de cadeias com endomorfismos da forma:

ir) p(I,7)

0 — (LCxn (1), £(f1)g) "= (£Cxn (1), £(fr)e) "7 (£Cn(T), £(f1)) = 0. (5.6)

Chegamos entao ao resultado abaixo, demonstrado por Richeson em [17], que trata-se de

uma versao para o caso discreto da Proposicao 4.4.

Proposicao 5.6. Sejam S um conjunto invariante isolado de uma aplicagao continua f, M
uma decomposicao de Morse para S e N uma filtracao-indice associada a M.

A colegao Cyr consistindo dos pares de complexos de cadeias com endomorfismos
(£Cn(I), £(f1)1), com I € I, e das aplicagoes de cadeias i(I,1J) e p(1J,J) fornecidas
pela sequéncia exata (5.6), com (I,J) € Iy, é uma tranca de complexos de cadeias com

endomorfismos.

Seja ‘H := HCyr a tranca de espagos vetoriais graduados com endomorfismos gerada por
Cy. Os elementos de H sao as homologias dos pares (£Cx (1), £(f1)z), ou seja, os indices
discretos homoldgicos de Conley (H (M), x(M;y)), bem como as aplicacoes

i(1,1J): H(M;) — H(Mp;) de grau 0

p(IJ,J): H(M;;) — H(M;) de grau 0
O(J, 1) : H(My) — H(M;) de grau —1

que obtemos ao relacionar cada sequéncia curta exata (5.6) a uma sequéncia longa exata em

homologia da forma

ou, reescrevendo,

a(J[) p(1J,J) o(J,I)

Con(MI) (.47 Con(MU) =" Con(M;) =" Con(M )i(l’—lfl)-

Obtemos assim a seguinte defini¢ao:
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Definicao 5.3. A tranca de espacgos vetoriais graduados com endomorfismos H recém cons-

truida € chamada tranca do indice discreto homologico.

Vamos apresentar agora os componentes necessarios para definir uma matriz de conexao
no caso discreto para a decomposi¢ao de Morse M = { M} cp.

Dado I € Z, considere o espago vetorial graduado

CA(I) = P H(M,)
mel
e duas aplicagoes lineares A(I),d(1) : CA(l) — CA(I) representadas respectivamente por
matrizes nas formas

A(l) = [A(W,W/) cH(M) — H(Mﬂ)}

' €T

(1) = [5(77,%’) cH(M,) — H(Mﬂ)]

mmlel

Vamos impor que a matriz A(P), denotada apenas por A, seja uma aplicagao bordo
triangular estritamente superior e que a matriz 6(P), por sua vez denotada por J, seja
uma aplicagao de cadeias de grau zero triangular superior. (caso necessario relembre estes
conceitos na Definigao 4.4)

Como consequéncia da Proposicao 4.5, temos que o complexo de cadeias (CA(P), A)
gera subcomplexos de cadeias (CA(I), A(])), para cada I € Z, com A(I) também triangular
estritamente superior.

Assim, para cada I,J € 7, podemos construir uma sequéncia exata de complexos de
cadeias com endomorfismos dada por

0 — (CA(),8(1)) "M (ea(17),6(17))

p(1J,J)
H

(CA(JT),8(J)) — 0, (5.7)

onde i(I,1J) e p(1J,J) sao respectivamente a inclusao e a projecao canonicas.
Temos entao a seguinte proposicao que nada mais é que uma versao para o caso discreto

da Proposigao 4.8.

Proposicao 5.7. Considere o espaco vetorial graduado

CA(P) =P H(M,),

TEP

uma aplicacao bordo triangular estritamente superior

A : CA(P) — CA(P)
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e uma aplicacao de cadeias de grau zero triangular superior
d: CA(P)— CA(P).

A cole¢ao CAS consistindo dos complexos de cadeias (CA(I), A(I)) com endomorfismos
d(I), I € Z, e das aplicagoes de cadeias i(I,1J) e p(1J,J) definidas por (5.7), (I,J) € I,

constitui uma trancga de complexos de cadeias com endomorfismos.

Para demonstrar este resultado basta utilizar os mesmos passos que seguimos para a
prova da Proposigao 4.8.

Seja HAS := HCAJ a tranga de espagos vetoriais graduados com endomorfismos gerada
por CAJ. Por defini¢ao de tranga gerada, temos que HAJ é formada pelas homologias dos
pares (CA(1),d(1)), que denotamos por (HA(I),6.(I)), além das aplicagoes

i(I,1J): HA(I) — HA(IJ) de grau zero

p(IJ,J): HA(IJ) — HA(J) de grau zero

O(J,I): HA(J) — HA(I) de grau —1

que sdo obtidas ao associarmos cada sequéncia exata (5.7) a uma sequéncia exata em ho-

mologia do tipo

D A, 6.0y ) (A1), 6.(1)) S

P (A, 0.00) " (HAD), (1)
Sendo assim, a partir do par de matrizes (A,d) construimos uma tranca de espagos
vetoriais graduados com endomorfismos que denotamos por HAG.
Assim como aconteceu no estudo de fluxos, um questionamento natural é se existe alguma
relacdo entre a tranca HAJ que acabamos de obter e a tranga do indice discreto homolégico
H. No caso em que HAJ e H tratam-se de trangas isomorfas, chamamos (A, d) de matriz

de conexao. Veja a definicao formal:

Definicao 5.4. Sejam S um conjunto invariante isolado de uma aplicagdo continua f e
M = {M,}rep uma decomposicao de Morse para S.

Considere ainda o espago vetorial graduado

CA(P) =P H(M,)

TeP
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e duas aplicacoes lineares

A, 5 : CA(P) — CA(P).

Dizemos que (A, ) € uma matriz de conexdo para a decomposi¢cdo de Morse M

se
1. A é uma aplicagdo bordo triangular estritamente superior
2. 0 € uma aplicacao de cadeias de grau zero triangular superior

3. a tranca de espagos vetoriais graduados com endomorfismos HAS é isomorfa a tranca

do indice discreto homoldgico 'H

Dado qualquer conjunto invariante isolado .S com uma decomposicao de Morse M, sem-
pre existe uma matriz de conexao (A, J) para M. Este é um resultado muito importante
enunciado e demonstrado em [17].

Chamamos a atengao para o fato de que a matriz de conexao no caso discreto também
tem o papel de codificar as informacoes algébricas da tranca do indice discreto homoldgico.
De fato, pela terceira condi¢ao da Definigao 5.4, uma matriz de conexao (A, d) gera uma
tranca de espacos vetoriais graduados com endomorfismos HAJ que é isomorfa a tranca do
indice discreto homoldgico H.

Disto segue, pela definicao de isomorfismo de trancas de espacos vetoriais graduados
com endomorfismos, que para cada I € Z as homologias HA(I) e H(M/) sao isomorfas e
as aplicagoes lineares d,(I) e x(M;) sao conjugadas. Portanto, a partir de uma matriz de
conexao é possivel recuperar os indices discretos homolégicos de Conley de cada conjunto
M.

Finalmente vejamos de que forma a matriz de conexao no caso discreto pode dar alguma
contribuicao na descricao dinamica de uma aplicacao continua com relagdo a procura de
orbitas conectantes. O resultado abaixo trata-se de uma versao para o caso discreto da

Proposicao 4.9.

Proposicao 5.8. Sejam S um conjunto invariante isolado de uma aplicacdo continua f,
M = { M, }rep uma decomposi¢ao de Morse associada o S e (A,0) uma matriz de conexdo
para M.

Se P esta munido da ordem da aplicacao continua e w, 7’ € P sdo elementos adjacentes

tais que A(m, ") # 0, entio C(M,, M) # 0.

Podemos demonstrar este resultado de modo analogo a Proposicao 4.9.
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Assim finalizamos a apresentacao da teoria de Conley e da matriz de conexao para as
dinamicas continua e discreta.

Alguns pontos interessantes que ainda podem ser abordados sao os seguintes:

e Asentradas A(m, 7’) da matriz A podem fornecer alguma informacao sobre o fluxo (ou

sobre a aplicagdo continua) quando 7 e 7’ nao sao adjacentes?

e No caso em que a decomposicao de Morse nao estd ordenada pela ordem do fluxo
(ou pela ordem da aplica¢do continua), podemos utilizar a matriz A para analisar o

comportamento dinamico?

e Que tipo de contribuicdo a matriz § pode oferecer no caso geral em que o conjunto

invariante isolado estd decomposto em mais de dois conjuntos invariantes isolados?

e Como podemos relacionar as propriedades de um fluxo ¢ com as propriedades dos
homeomorfismos induzidos por ¢ em algum tempo 77 (o homeomorfismo induzido por

¢ no tempo 7 foi definido no primeiro capitulo por f.(z) = ¢(1,x))
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Na Secao 1.1 apresentamos a familia quadrética F), : R — R dada por F,(z) = pz(1—=x).

Para valores de pu maiores que 4, construimos o conjunto invariante

(i)

formado por todos os pontos do intervalo I = [0, 1] cujas 6rbitas permanecem em I.
Mantendo as notagoes utilizadas no Exemplo 1.3, mostraremos neste apéndice que A é
um conjunto de Cantor e que o Teorema 1.1 que descreve o comportamento dinamico de F),

sobre A é verdadeiro.

Primeiramente relembre que os conjuntos Ag e A,,, com n € N*, foram definidos por
Ay={x e l|F,(z) ¢ I} e Ap={z € I| F)/(z)Ao}.

Visto que Ay é um intervalo aberto centrado em %, temos que I — Ay consiste de dois

intervalos fechados, Iy a esquerda e I a direita. Veja a Figura 5.1.

Ainda na Figura 5.1, note que F), leva I e I; monotonicamente sobre /, sendo crescente
em Iy e decrescente em [;. Logo existe um par de intervalos abertos, um contido em I e
outro em [y, que sao levados sobre Ay por F),. Por defini¢ao, temos que a uniao desse par

de intervalos é exatamente o conjunto A;.

Considere agora I — (A9 U A;). Este conjunto é formado por quatro intervalos fechados
disjuntos e cada um deles ¢ levado monotonicamente sobre Iy ou sobre I; por F),, sendo que

F,, ¢é crescente sobre os dois primeiros intervalos e decrescente sobre os dois tltimos.

Sendo assim, FE leva cada um destes quatro intervalos fechados monotonicamente sobre
1, donde segue que cada um deles contém um subintervalo aberto que é levado sobre Ag por

F /f Veja que a uniao destes subintervalos é precisamente o conjunto As.

Sucessivamente temos que A; é a uniao de 2 intervalos abertos disjuntos e como A, N

125
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W/
Al i S
N S| NN (O [— (. —
AV
AI Ao Al
2, ' 1,

Figura 5.1: Representagao de Ag e Ay

K
A, = 0 se m # n, segue que U A, consiste de 2° + 2! + ... + 28 = 21 _ 1 intervalos

n=0
k
abertos disjuntos e, consequentemente, [— ( U An) é formado por (281 — 1) + 1 = 2k+!
n=0

intervalos fechados disjuntos.

Veja na figura abaixo a sucessao de passos que acabamos de desenvolver:

I [ A I Ao | | A I I'— (AU Ay)

HAMH A HAH A HAH A HAH I—(AgUAUA)

Fazendo k — oo obtemos A = <I — U An> como um conjunto de Cantor.
n=0

Nosso préximo objetivo é descrever a dinamica de F), sobre o conjunto A quando p > 4.
Para isso vamos obter uma conjugacao entre [, e uma aplicacao cujo comportamento seja
de andlise mais simples.

Seja

22 = H{O,].} == {(82) = (50 S182.. >|S7, S {0,1}}

i€EN



Apéndice A 127

o espaco das sequéncias infinitas de zeros e uns munido da métrica

o0

d((s:), (t:)) = Z %

=0

Note que
> |Si — t1| > 1

logo d((s;), (t;)) ¢ uma série convergente para qualquer (s;), (t;) € .

A seguinte proposicao nos diz que dadas duas sequéncias de X5, podemos decidir rapi-
damente se elas estao préximas ou nao, apenas pela comparacao de seus primeiros termos.
Mais ainda, tal proximidade é proporcional a quantidade de primeiros termos que coincidem

entre as sequencias dadas.

Proposicao 5.9. Sejam (s;), (t;) € Xo. Se s; = t; para todo i € {0,...,n} entao
d((si), (t:)) < o & reciprocamente, se d((s;), (t;)) < o entao s; = t; para todo
i€{0,...,n}.

Demonstracao: Sendo s; =t; para i =0,...,n temos que
- |Sl—t1’ |Si—ti| 1
(s () =D g =2 e S5 =
; 2 ; 2 L~ )
=0 >n i>n
SP PR NP () B
- 2 on ) 2n - 2n
Reciprocamente, suponha que s; # t; para algum j € {0,...,n}.
Neste caso
> |Sl—tl| ’Sj—tj’ 1 1
d i), ti == - > - = — > )
((S) ( )) ; 21 — 2] 2] - 2n
donde segue a contrapositiva do que queriamos provar. [ |

Consideremos também a aplicagao continua
o 22 — 22
(8i) — (sit1)

chamada deslocamento a esquerda em .
O mais interessante é que, pela simplicidade de o, é possivel entender completamente o

seu comportamento dinamico sobre 5. Vamos ressaltar algumas de suas propriedades.
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Primeiramente, os pontos periédicos de periodo n de o correspondem as sequéncias
repetidas da forma (50 S1 ...83-15051 +--Sp—1 -- .), portanto o possui exatamente 2" pontos
periédicos de perfodo n para cada n € N.

Em segundo lugar, os pontos periédicos de o constituem um subconjunto denso de >,.
De fato, dado s = (s;) € ¥ basta exibir uma sequéncia de pontos periédicos (wy)gen de o
que converge para S.

Defina a sequéncia wy = (S9 81 ...Sk S0 S1 --- Sk --.) de sequéncias repetidas de 3y cujas
entradas coincidem com as de s até a (k 4 1)-ésima posicao.

Se ¢ > 0 for dado, tome n € N tal que 2% < ¢ e entao conclua, pela Proposigao 5.9, que

1 1
7 <on <6
isto é, wy — s.

Outro fato importante sobre o é que existe uma érbita nao periddica v em Yo que é densa

neste conjunto, isto é, v esta arbitrariamente proxima de qualquer sequéncia de ¥,. Com

efeito, consideremos a sequéncia

vy=(01 00 01 10 11 000 001 010 100 ... )
bloco 1 bloco 2 bloco 3

construida pela listagem sucessiva de blocos que contém respectivamente todas as com-
binagoes possiveis de zeros e uns formadas com n digitos.

Dada uma sequéncia s = (s;) € X9 e uma vizinhanca de raio € > 0 arbitrario em torno
de s, tome n € N suficientemente grande tal que Qin <e.

Pela forma como v é construida, temos que alguma iterada de o sobre v produz uma
sequéncia que coincide com s nas primeiras (n + 1)-ésimas entradas.

Logo, pela Proposicao 5.9, a distancia entre tal iterada de v e s é menor ou igual que 2%
e, consequentemente, menor que €.

Concluimos assim que qualquer vizinhanca de um elemento de Y5 contém algum ponto
da érbita de v, ou seja, O() é densa em Y.

Listando essas propriedades de o obtemos:

Proposicao 5.10. Seja o o deslocamento a esquerda definido sobre o conjunto ¥y das

sequéncias infinitas de zeros e uns. Entdo
1. #Per,(c) =2" para cada n € N

2. Per(o) é denso em %,
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3. Existe uma orbita densa para o em Yo

Mostraremos agora que a aplicacao de andlise mais simples conjugada a F), que de-
sejavamos obter é exatamente o deslocamento a esquerda o. Para isto precisamos construir
uma conjugacao entre F), e 0.

Uma vez que A é um conjunto invariante e A C I 01 1, cada iterada de um elemento de

A pertence exclusivamente a Iy ou a [. Definimos entao a seguinte aplicagao:

(p:A-)EQ

x— (s;)

onde

. — 0, se FZL(DU) €l
1, se F(z) € I

A aplicacao ¢ satisfaz o seguinte teorema:

Teorema 5.1. Sejam F,, ¢ e o previamente definidas. Se p > 4 entdao
1. ¢ € um homeomorfismo
2. poly,=00¢p

Demonstracao:

1. Comegaremos pela sobrejetividade de ¢. Dado um intervalo J C I fechado, denotare-
mos

F7"(J) = {z € I| F(x) € J}.

14

Se J C I entao Fu_l(J) ¢ a uniao de dois intervalos fechados, j& que p > 4 e F), ¢é
continua, sendo que um deles esta contido em Iy e o outro contido em I;. De fato,
FM_I(J) nao poderia interceptar Ay, pois caso contrario existiria x € I tal que F,(z) € J

e F,(x) ¢ I, contradizendo o fato de que J C 1.

Dado (s;) € ¥y considere para cada n € N

Loysn ={z €llz € I3, Fp(7) € L)) 5o () € I, )

E simples verificar que
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Afirmamos que I, ,, é um intervalo fechado e usaremos inducao para mostrar esse

fato.
Como I, é igual a Iy ou Iy, temos que I, é um intervalo fechado.

Se assumirmos, como hipdtese de indugao, que /I é um intervalo fechado entao,

1---Sn

conforme observamos anteriormente, F " (I, s,) ¢ auniao de dois intervalos fechados,
um contido em Ij e outro em [;. Logo Iy, s, = Is, N F;l(lslmsn) é um unico intervalo
fechado.

Outra igualdade clara é a seguinte:

50..-Sn — IS()A..Sn71 m F,u_n(]—sn)

Portanto I, s, C Iy, s, , para cada n > 0, donde segue que o crescimento de n nos

fornece uma sequéncia encaixada de intervalos fechados.

Com isso concluimos que

() Loo.on # 0.

neN

Se x € ﬂ Is..s, entao F.(z) € I, para todo i € N e, sendo assim, ¢(z) = (s;), donde
neN

obtemos a sobrejetividade de ¢.

Vejamos agora que ¢ ¢é injetora.

Sejam z,y € A tais que p(z) = ¢(y) = (s4).

Entao, pela definicao de ¢, F:L(m) e F;(y) pertencem ambos a I, para cada i € N.
Neste caso, todo o intervalo [Fﬁ(w), F;L(y)} estd contido em I, para qualquer i € N e,

portanto, contido em Iy U [; = I — Aj.
Suponha que z # vy, isto ¢, [z,y]| é um intervalo nao degenerado.

Sendo assim, para todo z € [z,y] e qualquer i € N temos que F(z) € [F}(z), F\(y)].

De fato, mostremos este fato por inducao sobre .
Para ¢ = 0 ndo ha o que ser feito.

Suponha entao, como hipétese de inducao, que F(z) € [F.(z), Fi.(y)]. J& que
[Fi(x), Fi(y)] C I, e F.|;, é monétona, podemos concluir que
Fu(Fi(2)) € [Fu(F(x)), Fu(F.(y))], como queriamos.

Portanto F}(z) € [F}(x), F\(y)] C I — A para todo i € N e daf temos que z € A,
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Uma vez que z foi tomado arbitrariamente em [z,y], obtemos que [z,y] C A, con-
tradizendo o fato de A ser um conjunto de Cantor.

Logo z = y e disto segue a injetividade de .

Agora veremos a continuidade de ¢.

Sejam = € A e (s;) € Xg tais que p(x) = (s;). Dado € > 0 tome n > 0 tal que 2% <e.

Considere todos os possiveis intevalos fechados I, ; que se obtém ao variar cada t;
em {0,1} e seja A a unido finita dada por U Lyy. 1, -

t;€{0,1}
1€40,...,n}

Como os intervalos [, ,, sao disjuntos dois a dois, x estd na parcela I, , da uniao

Ae N C A, temos que existe 6 >0 tal quesey € Ae|r —y| <dentdoy € Iy, s, -

Assim se y € A dista de  menos que 0 e (y) = (w;) entdao w; = s; para todo

i€{0,...,n}, pois z,y € Iy, s, -

Consequentemente, pela Proposicao 5.9,

e entao temos a continuidade de .

Para finalizar, como ¢ é bijetora e continua, A é compacto e >y é um espago de

Hausdorff, temos imediatamente que ¢! é continua

Portanto ¢ é um homeomorfismo.

2. Sejam x € A e (s;) € Xy tais que p(x) = (s;).

Entao, pela defini¢ao de ¢, F li(:z:) € I, para todo ¢ > 0. Como consequéncia temos que
FimY(F,u(x)) = Fi(x) € I, para cada i > 0 ou, equivalentemente, F}(F,(z)) € I

Sk+1

para qualquer k > 0.

Isto nos diz que ¢(F,(x)) = (siy1) = 0(s;) = o(p(x)), portanto p o F,, = 0 0 ¢. [ |

Pelo teorema anterior concluimos que ¢ ¢ uma conjugacao entre ), e o. Disto segue
que [, e 0 sao completamente equivalentes em termos de suas dinamicas e, sendo assim, ¢
verdadeiro o Teorema 1.1 que enunciamos na Sec¢ao 1.1 para descrever o comportamento de

F,, sobre o conjunto A.
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Neste apéndice vamos retomar o Exemplo 1.4, onde conhecemos a ferradura de Smale,

para analisar o conjunto invariante

A=(FQ
nez
formado pelos pontos do quadrado @ = [0, 1] x [0, 1] que permanecem em ) sob todas as
iteracoes da aplicacao F'.

De forma andloga ao apéndice anterior, veremos que A é um produto de conjuntos de
Cantor e que a aplicacao ferradura de Smale sobre A também ¢ conjugada a uma fungao
deslocamento definida agora sobre o conjunto das sequéncias bi-infinitas de zeros e uns.

Como consequéncia, poderemos concluir a validade do Teorema 1.2, enunciado na Secao
1.1, que descreve o comportamento de F' sobre A.

Caso necessario relembre as notagoes que utilizamos no Exemplo 1.4.

Vamos iniciar com uma observaciao sobre a acdo de F e F~! respectivamente sobre

retangulos verticais e horizontais de Q.

Observacao 5.1. Se V ¢ um retangulo vertical entao F'(V)NQ € a unido de dois retingulos
verticais, um contido em Vy e outro em Vi, e ambos com largura igual a 0 vezes a largura
de V. Jd no caso em que H é um retangulo horizontal, temos que F~'(H) N Q consiste da
uniao de dois retangulos horizontais, um deles contido em Hy e o outro em Hy, e ambos
possuem altura igual a i = ¢ vezes a altura de H. Veja a Figura 5.2.

Resumindo, F' duplica retangulos verticais em @ distribuindo-os em Vi e Vi enquanto
F~! duplica retangulos horizontais em Q distribuindo-os em Hy e H,. Mais ainda, a largura
e a altura das duplicacoes verticais e horizontais respectivamente diminuem de tamanho pelo

fator 0 < 4 < %

Pela definigao de F' temos que QN F(Q) consiste exatamente dos dois retangulos verticais
Vo e Vi, ambos de largura §. Como a intersegao QN F(Q)NEF%(Q) éigual a QNF(QNF(Q))

133
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l"‘w/l\<

Figura 5.2: Acao de F' e F~! respectivamente sobre retangulos verticais e horizontais de @

obtemos, pela Observagao 5.1, que Q N F(Q) N F?(Q) é formado pela uniao de quatro

retangulos verticais, dois contidos em Vj e dois contidos em Vi, e cada um deles de largura

52,
QNFQ

QNFQ)

Q

Indutivamente obtemos que @ N F(Q) N ... F*Q) = QN F(Q...N F*1(Q)) é a unido
de 2¥ retangulos verticais contidos em pares nos 2¥~! retangulos do passo anterior e cada um
deles possui largura 6.

Fazendo k — oo vemos que o conjunto ﬂ F™(Q) consiste de uma uniao infinita de
n>0
retangulos verticais que tém largura nula (segmentos verticais), ja que klim 8% = 0 pois

0<é<3.
Pelo mesmo raciocinio podemos utilizar a Observagao 5.1 para concluir que QN F~1(Q)N
.. F7(Q) é formada pela unidao de 2* retangulos horizontais contidos em pares nos 281
retangulos do passo anterior e cada um deles tém altura igual a ¢*. E novamente, quando

k — oo o conjunto ﬂ F™(Q) consiste de uma uniao infinita de retangulos horizontais que
n<0
possuem altura nula (segmentos horizontais).

Sendo assim,
A=(F@) —( N F"(@)) m( f F”(Q))
nez n<0 n>0
é, na verdade, o conjunto de pontos formado por todas as intersecdes dos segmentos hori-

zontais com os segmentos verticais obtidos anteriormente quando k — oo.
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Considere agora qualquer reta horizontal o que intercepta @ e seja [a,b] = o N Q. Pela
construgao indutiva que acabamos de realizar, temos que [a,b] N F(Q) é a unidao de dois
segmentos obtidos de [a, b] pela remogao de trés segmentos disjuntos, [a,b] N F(Q) N F2(Q)
é construido por remover mais trés segmentos disjuntos de cada um dos dos dois segmentos
de [a,b] N F(Q) e, agindo sucessivamente, conseguimos reconhecer K = |a, b]ﬂ( m F "(Q)>

n>0
como um conjunto de Cantor.

| | [a,b

" " [a,0] N F(Q)

H H H H a,b) N F(Q)N F?*(Q)

Note que o conjunto de Cantor K é o mesmo para toda reta horizontal a que intercepta
Q.

Do mesmo modo, se tomarmos qualquer reta vertical § que intercepta () e considerarmos
[e,d] = BNQ, veremos que L = [c,d]N ﬂ F™(Q) ] é um conjunto de Cantor e, mais ainda,

n<0
L independe da reta vertical 3 que intercepta Q).

Portanto,

A:(ﬂF"(Q))m(ﬂF”(Q)) = ([0,1] x L) N (K x [0,1]) = K x L,

n<0 n>0

sendo K e L dois conjuntos de Cantor.

Agora vamos descrever a dinamica de F' sobre A.

Visto que A é um conjunto invariante, ou seja, F'(A) = A, temos que z € A implica
Flx) e ACQNF(Q)=Vy,UV;. Logox € F7}(VoUV}) e, como ja vimos, F~ (Vo UV;) =
HyU Hy.

Com isso mostramos que A C Hq U H.

Usando novamente o fato de A ser invariante e sabendo que Hy e H; sao retangulos
disjuntos, podemos concluir que cada iterada por F' de um ponto de A pertence a H OH 1
e, portanto, pertence exclusivamente a Hy ou Hj.

Sendo assim, podemos definir uma associagao ¢ entre A e

Yo = H{O,l} ={(s)) =(...5.15051 ...)] s € {0,1}},

nez
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o conjunto das sequéncias bi-infinitas de zeros e uns, dada por:

p:AN—3,

x v (s;)

onde

0, se Fi(x) € Hy
Si = ,
1, se F'(z) € Hy

Em ¥, consideramos a métrica

d((Si), (tz)) _ Z |Si2;ti|.

€7

Mostraremos que ¢ é uma conjugacao entre F' e a aplicacao continua

0'122—>EQ

(si) = (8i41)

conhecida como deslocamento a esquerda em .

Para verificar que ¢ é um homeomorfismo precisaremos do seguinte resultado:

Lema 5.1. Dado (s;) € %o, seja Q, = m F~(H,,) para cada n > 0. Entio Q, é um
li|<n
retangulo com altura 5" e larqura 0™.

Demonstragao: Dado (s;) € ¥y defina para qualquer n > 0
Ry..o, ={x€Q|x e H,, F(x) € H,,,...,F"(z) € H,,} = (| F"(H.,).
i=0

Por esta definigao é simples verificar que
Rso...sn - Hso N Fﬁl(Rsl...sn)-

Mostraremos por inducao que Ry, s, ¢ um retangulo horizontal de altura ot

Para n = 0 temos que R, é igual a Hy ou H; que sao retangulos horizontais de altura d.

Suponha, como hipdtese de inducao, que Ry, ,, seja um retangulo horizontal de altura
sn=D+1 = gn,

Uma vez que F'~! duplica retangulos horizontais diminuindo sua altura num fator § e
distribui essas duplicacoes em Hy e Hy, temos que Ffl(Rsl_,_Sn) ¢é a uniao de dois retangulos

horizontais, um contido em Hj e outro em H;, ambos com altura ¢ - §" = 6" *1.
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Portanto, Ry, ., = Hs, N F'(R,,. s,) ¢ um tnico retangulo horizontal de altura 6",
como queriamos.

Definimos agora
Ry oo, ={re€QF'(x)eH, . .. F"az)eH,_}=F(H._)
i=1

Vamos verificar primeiramente que
Rs sy = F(Hs—1) N F(Rs—n--.s—g)- (5-8)

Sex € R,_, ., ,entdao FY(x) e H,_,,...,F™(x) € H,_,, donde segue que x € F(H,_,)
e que F~!(z) satisfaz F~'(F~'(x)) € H,_,,...,F"™(F~Y(z)) € H,_,. Logo F~'(x) €
R, .. s, ecomox= F(F(x)) concluimos que z € F(R,_ ).

Reciprocamente, suponha que z € F(Hs )N F(Rs_, s ,)=F(Hs ,NRs , s ,). Entdo
r=F(y)comye H, NR, ., istoéyeH, ,FYy)eH,,, ..., (y)eH,_,.

Portanto, ' (z) =y € H,_,,F%(x) = F ' (y) € Hy_,,...,F"(z) = F""(y) € H,_,
e disto segue que x € R, .

Sendo assim vale a igualdade (5.8).

Utilizaremos (5.8) para provar por inducao que R, . , é um retangulo vertical de
largura 0".

Para n =1 temos que R, , = F(H,_,) =V, , é um retangulo vertical de largura .

Suponha, por hipdtese de indugao, que R, _, s , seja um retangulo vertical de largura
oL,

Como F' duplica retangulos verticais distribuindo uma cépia em V; e outra em Vj e
diminui a largura do retangulo num fator ¢, obtemos que F(Rs , s ,) ¢ a unido de dois
retangulos verticais, um em Vj e outro em V;, ambos de largura § - 6"~ = §.

Ja que F(H; ) = V,_, temos que Ry ,  , = F(Hs_,)NF(Rs_, s ,) ¢ um retangulo
vertical de largura ™.

Para concluir a demonstracao da proposicao, note que

Qn = ﬂ Fﬁi(Hsl') _( h Fl(Hsl)>m<ﬂFz(Hsz)> =

lil<n i=—n

= ( (n] F"(Hs_i)> N ( ﬁ F_i(Hsi)> =R_,.s, N Ryy. -

i=1

Logo, para cada n > 0, @), é a intersecao de um retangulo vertical de largura 6" e de
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um retangulo horizontal de altura 6"*!, resultando que Q,, ¢ um retangulo com altura 6"**

e largura 0. [ |

Agora estamos em condicoes de provar o seguinte teorema:
Teorema 5.2. Sejam F', v e o previamente definidas. Entdo
1. ¢ é um homeomorfismo
2. poF =00
Demonstracgao:

1. Mostremos primeiramente que ¢ é sobrejetora.

Dado qualquer (s;) € X5, pelo Lema 5.1, (Q,)nen é uma sequéncia encaixada de

compactos com diametro tendendo a zero, logo,

n>0 i€z

Sendo assim, F(z) € H,, para todo i € Z e, portanto, ¢(z) = (s;).

Temos também que ¢ é injetora, pois se p(x) = ¢(y) = (s;) entao Fi(x), F'(y) € H,,
para todo i € Z e assim x,y € ﬂ F~Y(H,) = {z}, ou seja, = y.

icZ
Verifiquemos a continuidade de .

Sejam z € A e s = (s;) € X5 tais que p(x) = s. Dado € > 0 tome n > 0 de modo que
1

2n71
Pelo Lema 5.1, dada qualquer sequéncia (t;) € 35 temos que

< €.

é um retangulo.

Considere todos os possiveis retangulos R; que obtemos ao variar cada t; em {0, 1}

ne-tn

e seja A a unido finita dada por U Ry .-

t;€{0,1}
li|<n

Como os retangulos R; . ;, sao disjuntos dois a dois, A é um subconjunto de A e

Q. = m F~'(H,,) é uma parcela da unido A que contém z € A, temos que existe
li|<n
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§ > 0tal que se y € A ed(z,y) < d, onde d(-,-) é a distancia usual induzida de R?
sobre A, entao y € Q.

Logo se y € A estd a uma distancia menor que § de = e ¢(y) = (w;) = w entdo
x,y € Q,, donde segue que F'(z), F'(y) € H,, para todo |i| < n e, consequentemente,

w; = s; para todo |i| < n.

Portanto,
o) = 3 gt = SR < 30 =3 g4 X g
T olil  — olil = olil — £ 9 2-i
i€Z [i|>n [i|>n i>n i<-n
1 1 1 ontl 1
=2) — =22 (14+=4--+—)|=22-|— )| = .

i>n
Portanto, ¢ é continua.

Uma vez que ¢ é bijetora e continua, A é compacto e ¥y é um espaco de Haus-
dorff, temos diretamente que ¢~! é continua e , assim, ¢ é um homeomorfismo como

queriamos.

2. Sejam = € A e (s;) € o tais que p(x) = (s;).

Entdo Fi~1(F(x)) = Fi(z) € H,, para todo i € Z ou, equivalentemente, F*(F(x)) €
H,, ,, para cada k € Z.

Mas isto nos diz que ¢(F(x)) = (si11) = 0(s;) = o(p(x)), logo po F' = 0 0 . [ |

A partir deste teorema podemos concluir que F' e ¢ sdo aplicagoes conjugadas e, sendo
assim, possuem essencialmente a mesma dinamica.

Entretanto, do mesmo modo (a menos de poucos ajustes) que provamos que o desloca-
mento a esquerda definido sobre o conjunto das sequéncias infinitas de zeros e uns satisfaz a

Proposicao 5.10, podemos mostrar o seguinte resultado:

Proposicao 5.11. Seja o o deslocamento a esquerda definido sobre o conjunto Yo das

sequéncias bi-infinitas de zeros e uns. Entdo
1. #Per,(c) =2" para cadan € N
2. Per(o) € denso em 3

3. Existe uma orbita densa para o em o
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Portanto, o Teorema 1.2 enunciado no Exemplo 1.4 para descrever a dinamica da aplicacao

ferradura de Smale sobre o conjunto A é, de fato, verdadeiro.



Referéncias Bibliograficas

1]

[10]

CASAGRANDE, R. O indice homotopico de Conley para aplicagoes continuas. Dis-
sertacao de mestrado - Instituto de Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica,

Universidade Estadual de Campinas, Campinas, 2002.

CONLEY, C. Isolated invariant sets and the Morse index. CBMS Regional Conference

Series in Mathematics, n. 38. Providence: American Mathematical Society, 1978.

DEVANEY, R.L. An introduction to chaotic dynamical systems. 2. ed. Redwood City:
Addison-Wesley Publishing Company, 1989.

FRANKS, J.M. Homology and dynamical systems. CBMS Regional Conference Series

in Mathematics, n. 49. Providence: American Mathematical Society, 1982.

FRANKS, J.M.; RICHESON, D.S. Shift equivalence and the Conley Index. Transactions
of the American Mathematical Society, vol. 352, n. 7, p. 3305-3322, March 2000.

FRANZOSA, R.D. Index filtrations and the homology index braid for partially ordered
Morse decompositions. Transactions of the American Mathematical Society, vol. 298, n.
1, p.- 193-213, November 1986.

FRANZOSA, R.D. The connection matrix theory for Morse decompositions. Transac-
tions of the American Mathematical Society, vol. 311, n. 2, p. 561-592, February 19809.

HATCHER, A. Algebraic topology. Cambridge: Cambridge University Press, 2002.

KURLAND, H.L. Homotopy invariants of a repeller-attractor pair I. The Piippe-
sequence of an R-A pair. J. Differential Equations, vol. 46, p. 1-31, 1982.

MISCHAIKOW, K.; MROZEK, M. The Conley index theory, July 2000. Disponivel em:
<http://www.ii.uj.edu.pl/ mrozek/>. Acesso em: 10 fev. 2010.

141



142 Referéncias Bibliogrdficas

[11] MROZEK, M. Leray funtor and cohomological Conley index for discrete dynamical
systems. Transactions of the American Mathematical Society, vol. 318, n. 1, p. 149-178,
March 1990.

[12] MROZEK, M. Index pairs and the fixed point index for semidynamical systems. Fun-
damenta Mathematicae, vol. 133, p. 179-194, 1989.

[13] PALIS, J.; MELO, W. Geometric theory of dynamical systems An Introduction. New
York: Springer-Verlag, 1982.

[14] REINECK, J.F. The connection matrix in Morse-Smale flows. Transactions of the Amer-
ican Mathematical Society, vol. 322, n. 2, p. 523-545, December 1990.

[15] RIBEIRO, P.C.E. O indice de Conley discreto e o par de matrizes de conexao. Dis-
sertacao de mestrado - Instituto de Ciéncias Matemaéticas de Sao Carlos, Universidade
de Sao Paulo, Sao Carlos, 1999.

[16] RICHESON, D.S. Connection matriz pairs for the discrete Conley index. Tese de
doutorado - Northwesten University, 1998.

[17] RICHESON, D.S. Connection matrix pairs for the discrete Conley index, preprint.

[18] ROBBIN, J.W.; SALAMON, D. Dynamical systems, shape theory and the Conley index.
Ergod. Th. Dyn. Sys., vol. 8, p. 375-393, 1988.

[19] SALAMON, D. Connected simple systems and the Conley index of isolated invariant
sets. Transactions of the American Mathematical Society, vol. 291, n. 1, p. 1-41, Septem-
ber 1985.

[20] SILVEIRA, M.R. A dinamica por trds da sequéncia espectral. Tese de doutorado - In-
stituto de Matematica, Estatistica e Computagao Cientifica, Universidade Estadual de

Campinas, Campinas, 2008.

[21] SZYMCZAK, A. The Conley index for discrete semidynamical systems. Top. App., vol.
66, p. 215-240, 1995.

[22] VICK, J.W. Homology theory An Introduction to algebraic topology. 2. ed. New York:
Springer-Verlag, 1994.



